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BOLUM 1
TEMEL TANIMLAR
Bu boliimde, tezde gerekli olan bazi temel tanimlara yer verilmistir.

Tanim 1.1 (Limit) f : A — R fonksiyonu verilsin ve a saypst A kiimesinin yigilma
noktasi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in bir § > 0 sayist bulunabiliyor ve 0 < |z —a| < 0
esitsizligini saglayan tim x € A degerleri i¢in |f(x) — L| < ¢ egitsizligi saglaniyorsa, o
zaman © — a tken f(x)’%in limiti L’dir (veya f fonksiyonunun a noktasindaki limiti

L’dir) denir ve sembolik olarak
lim f(z) =L

seklinde gosterilir (Caferov 1999).

Tamim 1.2 (Sireklilik) f, (a,b) agik araliginda taniml ve xo € (a,b) olsun. lim f(x)

T—T0

mevcut ve

lim f(x) = f(zo)

r—>x0

1se [ fonksiyonu xy noktasinda streklidir denir. Su halde f fonksiyonunun xo noktasinda
stirekli olmast demek her € > 0 i¢in |v — x| < § oldugunda |f(x) — f(xo)| < € olacak

sekilde bir § > 0 sayisinin bulunmasi demektir (Bayraktar 2010).

Tanim 1.3 (Diizgiin Stireklilik) A C R ve f : A — R bir fonksiyon olsun. Buna gore
f fonksiyonunun A tizerinde diizgiin siirekli olarak isimlendirilmesi icin gerek ve yeter sart
Ve >0 igin 36 > 0 sayust vardur oyle ki |v — a| < § egitsizligini saglayan ¥ x,a € A igin
|f(z) — f(a)|] < € olmasidur (Balcy 2018).



Tanmim 1.4 (Tirev) A C R, a € A vea, A'min bir yglma noktast  olsun.

f:A— R fonksiyonu igin
oo 1) = 1@

Tr—a T — Qa
limiti varsa bu limite f fonksiyonunun a noktasindaki tirevi denir. f fonksiyonunun a
daf

noktasindaki tirevi f' (a), d—(a), Df(a) sembollerinden biriile gosterilir (Balci 2018).
T

Tanim 1.5 (Integral) Tiirevi f(z) veya diferansiyeli f(x)dx olan F(z) ifadesine f(x)

fonksiyonunun belirsiz integrali denir ve

seklinde gosterilir. Buna gére

F(z) = / f(a)dr <= - F(2) = f(x)

olacaktir ve diger taraftan her sabitin tirevi sifir oldugundan

d
—[F(z) +C] = f(2)

yazilabilirki bu da f(z)’in integralinin F(z) + C seklinde de yazlabilecegini gosterir.

Tamamen keyfi olan bu C' sabitine integrasyon sabiti denir. O halde yukaridaki ifade

/f(x)dx =F(x)+ C <~ %F(m) = f(x)

geklinde yazilabilir (Balci 2018).

Tanmim 1.6 (Lineer Uzay) (K,+,.) bir cisim ve V, dzerinde * : V. x V — V g
veo: K x V — V dis islemleri tanimlanmas bir kiime olsun. Asagidaki aksiyomlar

saglamyorsa V 'ye K cismi tizerinde bir lineer uzay denir.

<

1) Va,y,z€eVigin (xxy)xz=xx (y*z) dir.

V2)Vax eVicinz*x60 =x = 0x%x olacak sekilde 30 € V' vardir.
V3)VzeVicgnzsz =60 =z %z olacak sekilde 32" € V vardur.
4

<

Vx,y€Vicinxxy=1yx*zx dir.

V6)Va,be KveVaoeVign (axb)ox=(aox)x*(box) dir.
Vi)Va,be KveVaxeVign(aob)ox=ao(box) dir.

)
)
)
)
V5)Vae KveVaz,yeViginao(x*xy)=(aox)x*(aoy) dir.
)
)
V8)V z € V i¢in 1 o x = x dir (Cift¢i 2015).



Tanim 1.7 (Diferansiyel Denklem) Bir ya da daha ¢ok bagl degiskenin, bir ya da
daha ¢ok bagimsiz degiskene gore tirevlerini ya da diferansiyellerini bulunduran denklem-

lere diferansiyel denklem denir (Ross 1984).

Tamim 1.8 (Matris) m,n € Nvel < i < m, 1 < j < n olmak tzere bitin (i,j)

ciftlerinin ciimlesi A = N x N olsun. Bir K cisminde degerler alan A’daki bir
f:A— K

fonksiyonunu

(i,5) — f(i,)) = ay

biciminde tanvmlayalim. a;; € K degerlerini

11 a2 - Qip
Q21 Q22 -+  Q2p

A= | o . veya A = [aij]
Am1 Am2 " Omn

biciminde diizenleyelim. K ’dan se¢ilen bu cins mn tane elemanin A tablosuna K ftizerinde
m x n matris denar. ¥ (i,7), 1 <i<m, 1 <j <n ciftine karsilik gelen a;; elemanina

A matrisinin (i, j) bileseni denir (Hacisalihoglu 2010).

Tanim 1.9 (Determinant) n satur ve n stitundan meydana gelmis

a1x Q2 -+ Aip
ag1 Q22 -+  Q2p
Ap1 Ap2 - Ann

tablosunu gozoniine alalvm. Tablonun herhangi bir elemanina a;; ile gosterelim. Bu yazilis-
taki v indisi sater, j indisi stitun numaralarine gostermektedir. Burada © ve j, 1’den n’ye
kadar degerler alabilirler. Bu tablonun her satir ve siitunundan bir ve yalmz bir eleman

almak suretiyle meydana getirilen
I1+1>
(1) iy Qi jo Qi s -~ i,

carprme yazilmig olsun. Burada Iy, © indislerinin inversiyon saypsing, Is ise j indis-

lerinin inversiyon sapsini gostermektedirler. Bu ¢arpimin isareti ¢arpanlarn sirasina



bagly degildir. Indisler sira degistirse bile, ancak permiitasyon swmiflare dejiseceginden
1saret degigmeyecektir. Dolaysiyla yukaridak: tablodan teskil edilecek carpimlarin sayis
n! tane olup, bunlarn yarisy pozitif, yarist negatif isaret taswyacaktir. Yukaridaki tablodan
elde edilen n! tane isaretli carpimlarin cebirsel toplamlarina yukaridaki tablonun deter-

minanty denir. Buna gore

11 Q12 - Aip

a91 Qo9 * - a2n . (_1)[1+[2 S o
= iy jr i jio Qi g -+ - Vi 5,

Ap1 Ap2 - Qnn

yazlabilir (Ozdemir ve Aksoy 1971).

Tanim 1.10 (Homojen Diferansiyel Denklem) Eger

dy

formundaki bir diferansiyel denklemde f fonksiyonu sadece x’e veya sadece y’ye bagl
degilde onlarin % veya ¢ oranlarina bagh ise diferansiyel denkleme homojendir denir.

Kisaca & = F (¥) formunda gdsterilir (Cesur 2004).

dx:

Tanim 1.11 (Ortogonal Fonksiyonlar Sistemi) [a,b] araliginda tanvml, bu aralikta
ozdes olarak sifir olmayan ve Riemann anlaminda integrale sahip fonksiyonlardan mey-

dana gelen { fi(z), fo(x), ..., fu(x), ...} kimesini gézonine alalim. Eger
0 , 1F]
R#0) | i=]

ise, boyle bir kimeye [a, b] araliginda ortogonal fonksiyon kiimesi veya ortogonal fonksiyon

/b fi () f(z)de =

sistemi denir. Bu ortogonal fonksiyon sisteminden elde edilen

{ul () = flkix), ug () = fzk(f)’ ey Uy () = fnkix), }

kiimesine [a,b] aralge dzerinde bir ortonormal fonksiyon sistemi adv verilir ( Ozdeger ve

Ozdeger 1994).


http://www.tcpdf.org

Tanwm 1.12 (Matris Denklem Sistemleri) m tane denklem ve n tane bilinmeyenden

olusan
a11T1 + @129 + ... + A1 Ty = bl

A91%1 + A92To + ... + GopT, = by

Am1T1 + QpaZ2 + ..o + QmpTn = bm

lineer denklem sistemini gézéniine alalim. x1,xo, ..., x, bilinmeyenleri, a’lar ve b’ler sabit-

leri ifade etmektedir. Lineer denklem sistemi

a1 Q12 A1n X1 by

a21 Q22 Q2p, X2 by
A= . X = , B=

Am1  Am2 Amn Tp bm

seklinde tanimlamas katsaylar matrisi A, bilinmeyenler stiitun matrisi X ve sabitler stitun

matrisi B olmak tizere

a1 Q12 A1n x1 by

Q21 A22 Q2n, T2 by

Am1  Am2 Amn Tn bm
AX =B

seklinde gosterilir (Eren ve Razbonyali 2006).

Tanim 1.13 (Baslangi¢c ve Sinir Deger Problemleri) Bir adi diferansiyel denklemin
belli kosullara gore ¢oziimleri arandiginda, eger ek kosullar bagiml degisken ve tirevlerine
gore tek bir noktada verilmigse probleme baslangi¢ deger problemi, eger kosullar en az
farkl iki noktada tanimlanmagsa probleme swmar deger problemi denir (Sezer ve Daggroglu

2014).

Tanmim 1.14 (Leibniz Formiili) f(z,t) fonksiyonu {(z,t) : a < x < bc <t < d}
dikdértgenini kapsayan bir bolgede strekli ve sirekli bir % kisma tirevine sahip olsun. Bu

taktirde ¢ <t < d i¢in

b
d
a/f(a:,t)dx =

b
0
af(w,t)dx



olur. f fonksiyonu yukaridaki sart: saglayan bir fonksiyon, a (t) ve b (t) de (¢, d) araliginda

stirekli tiireve sahip fonksiyonlar ise

b(t) b(t)

%/f(a:,t)dx = /%d:)ﬁr F(b(t), ) (t) — f(a(t),t)a(t)

a(t) a(t)
olur (Balci 2010).

Tanim 1.15 (Taylor Serisi) [ fonksiyonu, a noktasim iceren bir agk araliktaki x

degerleri i¢in
flx) = an(z—a)"
n=1

olsun. Bu durumda

00 p(n)
> (a)(x—a)”—f(a)+f’(a)(:v—a)+%f”(a)(a:—a)2+ @@ —a)

n!

olur. Bu ifadeye, f fonksiyonunun a noktasindaki Taylor serisi veya Taylor ag¢ilima

denir. Eger a = 0 ise

ifadesine de Mclaurin serisi veya agilima adu verilir (Donmez 2005).



BOLUM 2

INTEGRAL DENKLEMLERE GIiRiS

Integral isareti altinda bilinmeyen bir fonksiyonu ihtiva eden denklemlere integral
denklem denir. Farkl tiirlerde integral denklemler mevcut oldugundan tamamini kap-
sayacak sekilde bir tanimlama yapmamiz olanaksizdir. Bu nedenle integral denklemler

konusunun aragtirilmasi genig ve daginik bir durum sergileyecektir.

Ik integral denkleme, 1823 yilinda Italyan Matematikci Abel tarafindan "Tautochrone"
adin1 verdigi problemi inceledigi sirada rastladigi bilinmektedir. Sonraki yillarda ise
Volterra, Fredholm ve Hilbert tarafindan integral denklemler konusunda genis aragtiril-
malarin yapildig1 goriilmektedir. Integral denklem deyimi ise D. B. Reymond tarafindan

1888 yilinda yayinlanan bir galismada ilk kez énerildigi bilinmektedir (Bocher 1926).

Fizik ve miihendislik boliimlerinin daha c¢ok uygulama alanlarinda bilinmeyen
fonksiyonun integral igareti altinda oldugu denklemler mevcuttur. Bilinmeyen fonksiyon
ve bu fonksiyonun tiirevlerinden olusan denklemler diferansiyel denklemler olarak bilinir-
ler. Bilindigi gibi limit, siireklilik ve tiirev noktasal kavramlardir. Ayrica tiirev, limitin
bir uygulamasi oldugundan ve limit hesab1 ise bir nokta ve bu noktanin yakin komsu-
lugunda dikkate alindigindan diferansiyel denklemler yerel denklemlerdir diyebiliriz. In-
tegral hesaplamada egrisel yaklagim soz konusu oldugundan integral denklemlerde biitiin
uzay iizerinden integral alinmasi gerekecektir ve bu yiizden integral denklemlerin evrensel
oldugunu soyleyebiliriz. Bu da aranan fonksiyonun bir noktadaki degerinin o
fonksiyonun biitiin uzay iizerinden integralini iceren ifadeler cinsinden bulunmasi demek-
tir. Buradan anlasilacag: iizere integral denklemlerin ¢oziimii diferansiyel denklemlerin

¢Oziimiine nazaran daha zordur.

Diferansiyel denklemler tek baglarina bir problemi tanimlamaya yetmezler ve onlara ek
sartlarin verilmesi gerekir. Integral denklemler ise bir problemin tanimimi tek baslarna

verebilirler ve ek sartlara gerek duyulmaz. Ancak sinir sartlarinin varligi uzayin tamaminda



istenilen bolgeye etki edeceginden diferansiyel denklemler ile integral denklemler arasinda
bir iligki soz konusu olacaktir. Buradan hareketle diferansiyel denklemlerin integral

denklem olarak da ifade edilebilecekleri sonucunu elde ederiz (Baym 2004).



BOLUM 3
INTEGRAL DENKLEMLER VE TEMEL KAVRAMLAR

3.1 INTEGRAL DENKLEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

f, g ve K fonksiyonlar: bilinen fonksiyonlar, « bilinmeyen fonksiyon, A sifirdan farkl reel
veya kompleks parametre olmak iizere, iist sinir sabit veya degisken oldugunda integral

denklem en genel haliyle
g(z)u(z) = f(z) + )\/K(a:,t)u(t)dt

seklinde gosterilir. Burada K(x,t) cekirdek fonksiyon olarak tammlanir ve bu esitlikte
fonksiyonlarin ézel halleri i¢in integral denklemlerin simiflandirildigini gérecegiz (Rahman

2007)

3.1.1 Lineer ve Lineer Olmayan Integral Denklemler

Integral denklemler 6ncelikle lineer ve lineer olmayan integral denklemler olarak iki ana

baglikta incelenirler. u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere

u(z) = f(x) + /K(w,t)u(t)dt

seklindeki bir integral denklem i¢in integral operatériiniin «(z) bilinmeyen fonksiyonuna

gore lineer olmas1 durumda integral denkleme lineer integral denklem denir.

(@) = f(z) + / K (x, )" (t)dt

integral denkleminde, diferansiyel denklemlerde oldugu gibi n > 1 oldugunda lineer olma

durumu bozulur (Rahman 2007).



3.1.2 Tekil ve Tekil Olmayan Lineer Integral Denklemler

Bu tip smiflandirmada integral denklemde bulunan K(z,t) gekirdek fonksiyonunun
siireklilik durumu énemlidir. K(z,t) gekirdek fonksiyonu a < z,¢ < b arahiginda siirekli

ise integral denklem tekil olmayan, siirekli degil ise tekil integral denklem adini alir.

Ornegin, 0 < o < 1 olmak tizere

T

f(m):/ u(t)dt

| @=0

seklindeki bir integral denklemde ( L cekirdek fonksiyonu x = t noktasinda siireksiz

T—t)%

oldugundan bu denklem tekil bir integral denklemdir. Ayrica

o0

@) = / u(t)dt

—00
orneginde oldugu gibi integral sinirlarindan en az birinin sonsuz olmasi durumunda da

denklem tekil bir integral denklem olacaktir (Rahman 2007).

3.1.3 Integral Denklemlerin Yapilarina Goére Siiflandirilmas:

Yapilarina gore integral denklemler iig simfa ayrilirlar. f(z) bilinen, u(z) bilinmeyen ve

K(x,t) gekirdek fonksiyon olmak iizere

g(x) = f(z)+ /K(m,t)u(t)dt

seklindeki bir integral denkleme [.cins integral denklem denir. Burada g(x) bilinen

fonksiyon olup bilinmeyen u fonksiyonu sadece integral i¢cinde mevcuttur.

Ornegin
1

2?41 = / (z —t)u(t)dt

-1

denklemi I. cins integral denklemdir.
b
u(z) = fx) + /K(aj,t)u(t)dt

10



seklindeki integral denklemler ise I1. cins integral denklemler olarak adlandirilir. Bu-

rada ise bilinmeyen u fonksiyonu hem integralin i¢cinde hem de digindadir.

Ornegin
2

u(z) =1+ 2% + /sin(m + t)u(t)dt

denklemi II. cins integral denklemdir.

g(@)u(z) = f(z)+ /K(m,t)u(t)dt (3.1)

seklindeki integral denklemlereise [11. cins integral denklemler denir. Burada f(z) ile g(x)

bilinen fonksiyon ve K (x,t) gekirdek fonksiyondur.

Ornegin
1

u(r)=1—e"+ /xt%(t)dt

-1

denklemi III. cins integral denklemdir.

Burada I. ve II. cins integral denklemlerin III. cins integral denklemlerin 6zel bir hali
oldugu goriiliir. Yani III. cins olan (3.1) denklemi g(z) = 0 ise I cins, g(z) = 1 ise IL
cins bir integral denklemdir (Shoukralla 2018).

3.1.4 Homojen ve Homojen Olmayan Integral Denklemler

Integral denklemler, u(x) bilinmeyen fonksiyonunun homojen olup olmadigma bakilarak

da smmiflandirilirlar.
b
u(z) = f(x) + /K(a:,t)u(t)dt

integral denklemi igin f(x) # 0 ise integral denklem homojen olmayan bir integral
denklem olacaktir. f(z) = 0 olmasi durumunda ise homojen integral denklem elde

edilir (Kotsireas 2008).
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3.1.5 Volterra ve Fredholm Integral Denklemleri

Integral denklemlerdeki integral sinirlarinin degisken veya sabit olmasi durumuna gore
denklemler farkli smiflandirilirlar. Integral smirlarindan birinde degisken bulunuyorsa
bu durumda bu integral denklem Volterra integral denklemzi, eger integral sinirlar: sabit

ise bu integral denklem Fredholm integral denklemsi olarak tanimlanir.

g(x)u(x) = f(z) + /K(m,t)u(t)dt

seklindeki denklemlerde integral sinirlarindan biri degisken oldugundan bu denklemler

Volterra integral denklemleri olup

g(x)u(x) = f(z) + /K(J:,t)u(t)dt

seklindeki denklemlerde ise sinirlar sabit oldugundan bu denklemler Fredholm integral

denklemleridir (Shoukralla 2018).

3.1.6 Integro-Diferansiyel Denklemler

u(z) bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerinin bulundugu integral denklemlere integro-

diferansiyel denklemler denir. Ornegin, u(x)’in birinci mertebeden tiirevinin bulundugu

u'(z) = F{z,u(z)} + /K(Lt,u(t),u’(t))dt

seklindeki bir denklem integro-diferansiyel denklemdir. Bagka bir ornegi de, n.

mertebeden tiirevinin bulundugu
u™ (2) = F{z,u(z), v (x), ., u™ V(@)Y + [ K{z, t,ut), v (t),...,u"™ (t)}dt
( ) { ) ( )7 Y ) ) Y ? ?
0

seklindeki denklemdir (Aksoy 1983).

3.2 INTEGRAL DENKLEMLERIN DIiFERANSIYEL DENKLEMLERLE
ILiSKisi

Baslangi¢ sartlariyla verilmig bir diferansiyel denklem, Volterra tipinde bir in-
tegral denkleme doniistiiriilebildigi gibi bir integral denklem de bir diferansiyel
denkleme doniistiiriilebilir. Bir simir deger problemi ise Fredholm integral denklemine

doniigtiiriilebilir.
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3.2.1 Diferansiyel Denklemlerin Integral Denklemlere Déniistiiriilmesi

u(0) = ug baglangig kogulu igin dzl—gt) = F(t,u(t)) diferansiyel denklemi t’ye gore integre
edilirse
t

u(t) = ug + /F(s,u(s))ds

0
ifadesi elde edilir ve bu Volterra tipi bir integral denklemdir. Benzer olarak u(0) =1 ve
u'(0) = 0 baglangig kogullar: igin

d?ul(t)
dt?

=Mu(t) , t>0

diferansiyel denklemi t’ye gore integre edilip daha sonra iki kathh integrali tek kath

integrale indirgeyerek ve baglangi¢ kogullarini kullanarak

u(t) =14 A / (t — wyu(u)dp

denklemi elde edilmig olur. Boylece, ikinci mertebeden diferansiyel denklem
K(t — p) gekirdegi ile Volterra integral denklemine doniigsmiis olur. Ayrica sayilari

n  tane olan

y(()) = Cp, y/(O) =C15 - 7y(n71)(0> = Cp—1
baglangi¢ kosullar i¢in

7y + az(:r:)T + ... + an_l(a:)g—z + an(z)y (3.2)

lineer diferansiyel denklemini bir integral denkleme doniistiirelim:

d™y
o) = Gon

donitistimii yapilip tiirevin mertebesi bir mertebe diisiiriiliirse

d”y B d dnfly B u(x)
dz®  dx \dz"—1) 7

/d (dx”zi) = /u(x)dx,
0 0

dn—l 7

dxn}{ = /u(x)da: +Ch1
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elde edilir. Benzer sekilde integral almaya devam edilirse

x x x

dnf2
/d (dx”—gé> = / /u(x)dx + Chq | dx,
o Lo

0

xT

e u(z)dzdr + Cy,_q | do+ Cy_a,
0 0

0

T u(z)dxdr + Cp_1x + Cp o
00

elde edilir ve bu sekilde devam edilirse

T u(z)drdrdr + ECn_lx + Ch_ox + Cp_3,
0 00 '
dy — i ] 1 n—2 1 n—3
@ = / (n — 1) /u(x)dx ... dx + an,lx 3 mcnfgl‘ +..+C
0 0

bulunur. Son kez integral alinirsa

x T

y=/...(n) .../u(m)dm ...dm+(;on_1xn—1+ 1

O pr" 4+ ..+ C C
0

bulunur. Cok kath integrallerle iglem yapildiginda kolaylik olmasi acisindan
seklindeki notasyon kullanilabilir.

Buldugumuz bu ifadeleri (3.2) denkleminde yerine yazarsak

x T

f(z) =u(z)+ al(:v)/u(x)dx + Chqaq(z) + ag(:r)/ u(x)dzdx + C,_q1zas(x)

r T T 1
+C_2as(x) + ag(x)///u(x)dxdxdx + EC’n_leCLg(x) + C—ozaz(x)
000

+Ch_saz(z) + ... —|—an1(:v)/ (n—1) /u(x)dx .. dx
0 0
+#C 2" 2a, 1 (7) + ;C’ 2" 3a,_ ()
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T T

+ o +C’1an_1(:v)+an(x)/ (n)... /u(x)dx... dx

0 0

1 1
+—)'Cn_1x”_1an(:[:) +

o1 ‘C’n_za:”_Qan(x) + ... + Ciza,(z) + Coan(x)

(n—2)

elde edilir. Bu egitlik

1

f(x) = Coray(z) — C_yzag(a) — ... — =1

Cp12" tap(z) — ... — Cp_sas(x)

1
—Ch_sxaz(x) — ... — mcn_gx”_Qan(x) — ... —Ciza,—1(z)—Cra,(z) — Cha,(x)

= u(r) + al(x)fu(x)dx + a2($)jfu(x)dmdx + ag(x)/x/wju(x)dxdwdx

4o +an1(a:)/ n—1). /u(az)daz... dw—l—an(:c)/ ). /u(m)daz... dz

0 0 0 0

xT

seklinde diizenlenirse esitligin sol tarafi z’e bagh bir fonksiyon olup bu fonksiyon da

F(x) ile gosterirse

foo1(z) = a1 () + zaz(x) + EG/g(SL’) — - = 1)!an(x),
fo2(x) = ag(x) + wasz(x) + ... + (nxn__2)!an(:v),

fi(x) = ana(z) + an(2),

olmak tizere

F(z) = f(z) = [Chafoa(2) + Coafra(z) + o + Cufi(e) + Cofo(w)]

oldugu goriiliir. Esitligin sag tarafi ise

seklinde tek katli integral olarak gosterilebilir (Aksoy 1983).
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Teorem 3.1

T T T

/...(n)... /u(t)dt dt:/%u(t)dt (3.3)

0 0

bagintisy yardimayla ¢ok katly bir integral, tek katl integral olarak ifade edilebilir.

Ispat: (3.3) bagintisin asagidaki gibi diizenleyerek ve esitligin sag tarafim I, ile gosterip
daha genig incelenmis olmasi agisindan integralin alt sinir1 a alinirsa

xT T x

(n— 1)!/ w(n)... /u(t)dt Lodt = /(x — )" tu(t)dt = I,(z) (3.4)

seklinde yazilir. Burada n pozitif tamsay1 ve a bir sabittir. Leibniz formiiliinden yarar-

lanarak
F(z,t) = (x — )" u(t)

seklinde tanimlayip tiirev alinirsa

x

—(n—1) / (x = " 2u(t)dt + [(@ — )" u(®)]

a t=x

dI,,
dx

bulunur. Boylece n > 0 icin

drl,

e = 1)1, (3.5)

olur. Ozel olarak n = 1 ise, (3.4)’ten

dar,  d |
et u(t)dt = u(x) (3.6)

a

bulunur. (3.5)’te tiirev almaya devam edilirse

d*I, \
dr2 = (n o 1)(n - 2)[71727

d*I,

des (n=1)(n=2)(n — 3)1,-s,

(3.7)

d*I,

dok (n—=1)(n-2)..(n = k) , n>k,
d" I,
Tt = (=D =2).2.010 = (n = 1y
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ifadeleri elde edilip n. mertebeden tiirev

al, dl,
R = (= 1)1 = (0= 1)lu(a)

olarak (3.6)’dan kolayca goriiliir. n > 1 iken [, (a) = 0 olduguna dikkat edilirse, (3.7)
bagmtisindan, I,,(z)’in ve onun ilk (n-1) adet tiirevinin x = a igin saglandigi sonucuna

varilir.  I,,(a) =0 oldugu (3.4) bagintisindan kolayca elde edilebilir.

Simdi, yukaridaki bagintilardan geriye dogru hareket edilerek integral alma islemleri

yapilirsa (3.6)’dan

elde edilir. Ayrica

L(z) = / Lo(ws)das = / ﬁ(tl)dtldtg

yazilabilir. Burada x;, x5 birer parametredir. Islemlere bu sekilde devam edilirse

T Tp Tn-—1

bulunur. Ifadeyi diizenlemek icin, her iki tarafi (n — 1)! ile bolip, I, yerine (3.4)

bagintisindaki esiti yazilirsa

T Ty Tn—1

/// // (1) dirctl. byt = - 1 )f($—t)”lu(t)dt

elde edilir. Burada, r = 1 = 25 = ... = x,,_1 = x,, kabul edilirse, gosterilmek istenilen
j (n) / w(t)dt .. dt / @07 it

Lodt = =1
0 0 0

bagintis1 bulunmus olur. Buna gore

w(x) + a; (x)fu(t)dt+a2(x)jju(t)dtdt+...+an / / t)dt...dt = F(x)

ifadesi (3.3) yardimiyla

T

u(z) + ay (x) /u(t)dt + ag(x)/ (x —t)u(t)dt + ... + an(x / z =) t)dt = F(x)

n—l
0

17



seklinde ifade edilecektir. Bu ise belirli integral 6zelliklerinden

u(x) + /

0

(z —t)° (z —t)""
T (a:)m

ar (z) +ag (x) (x — t) + as u(t)dt = F(x)

olarak yazilabilir. Burada koseli parantez igindeki ifade K (x,t) gekirdek fonksiyonu olarak

ele alinirsa

K(x,t)=a1(z)+az(z) (x —t) + a3 T

olur. Bu fonksiyon yerine yazilirsa

u(z) + /K(x,t)u(t)dt = F(x)

seklinde II. cins Volterra integral denklemi elde edilir. Boylece
dn
= u(@)

dz™

diferansiyel denklemi bir integral denkleme déniigmiis olur (Aksoy 1983).

Ornek 3.1 3" — 2" +y ==, y(0) =1, y/(0) =0, y'(0) =1

baglangic deger problemini Volterra integral denklemine doniigtiirelim:

y" = u(z) (3.8)

olsun. Esitligin her iki tarafin1 0’dan x’e integre edip, y”(0) = 1 oldugu kullanihirsa

xT

' (z) — 4" (0) = / ult)dt,

T

y'(@) =1+ / u(t)dt (3.9)
0
elde edilir. Benzer olarak, (3.9) esitliginin her iki tarafi 0’dan 2’e integre edilip

y'(0) = 0 oldugu kullanilirsa

y'(x) =y (0) =z + //u(t)dtdt
00

olur ve buradan

y(z)=x+ jfu(t)dtdt (3.10)
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bulunur. Son olarak, (3.10) esitliginin her iki tarafi 0’dan z’e integre edilip

y(0) =1 ile jffu(t)dtdtdt = %/x(x — t)%u(t)dt

oldugu kullanilarak integral alinirsa

y(z) —y(0) = %2 + / / / w(t)dtdtdt

olur ve buradan

xT

y(x) =1+ %2 + %/(w — t)?u(t)dt (3.11)

elde edilir. (3.8) ve (3.11) egitlikleri verilen baglangi¢ kogullarinda yerine yazilirsa

T T
2

u(z) — 2 1—|—/u(t)dt +1+%+%/(m—t)2u(t)dt:x

olur ve sonug olarak

u(x)=1+x—%2+/<2—@> u(t)dt

0

Volterra integral denklemi elde edilir.

Ornek 3.2 ¢/ +4y =sinz, 0 <z <1, y(0)=y(1) =0

stnar deger problemini Fredholm integral denklemine déondistiirelim:

y'(2) = u(x) (3.12)

olsun. (8.12) esitliginin her iki tarafine 0’dan x’e integre edersek

T T T

[vwi= [utae =y -y = [utra

y'(x) =4 (0) + /u(t)dt (3.13)
0

elde edilir. (3.13) esitliginin her iki tarafi, Leibniz kuraly da kullamlarak 0’dan x’e integre

edilirse

/y'(t)dt = /y’(())dt +/ u(t)dtdt,

0 0 0 0
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y(z) = zy'(0) + /(a: — t)u(t)dt (3.14)
0
bulunur. y'(0) degerini bulmak i¢in swnar kosullary dikkate alinarak (3.14) esitliginde

x =1 yazhrsa
1

mn:o:ym>+/u—wwwﬁ

y/(0) = — / (1 — tyu(t)dt (3.15)
0
sonucuna ulagilir. (3.15) esitligi (3.14)te yerine yazlirsa
1 T
y(x) = —/x(l — t)u(t)dt — /(x — t)u(t)dt (3.16)
0 0

bulunur. (3.12) ve (3.16) ifadeleri verilen sinir deger probleminde dikkate alinirsa

u(zx) — 4/:1:(1 — tu(t)dt + 4/($ — t)u(t)dt =sinuz,

u(z) — 4/93(1 ~ Dult)dt — 4/x(1 ~ Hult)dt + 4/(x ~ Hult)dt = sinz,

T
1

u(z) — 4/t(1 ~ ()t — 4/x(1 ~ Hult)dt = sinz,

T
T 1

u(z) = sinx + /4t(1 — x)u(t)dt + /435(1 — Hu(t)dt
0 0
elde edilir. Eger

f(x) =sinx wve K(xjt):{élt(l—z), 0<t<z

dr(l—t), z<t<l1

olarak tanimlanirsa
1
ulw) = £(@) + [ Ko putt)
0

Fredholm integral denklemi bulunur.
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3.2.2 Integral Denklemlerin Diferansiyel Denklemlere Doniistiiriilmesi

Bir diferansiyel denklem integral denkleme doniistiiriilebildigi gibi bir integral denklem
de diferansiyel denkleme doniigtiiriilebilir. Bu iglem i¢in integral isareti altinda tiirev
iglemi olan Leibniz formiilii kullanilir.

p B(x) ﬁ(x)ﬁF(x, .

— / F(z,t)dt = /—dt—l—F(m,ﬂ(x))

dx ox
a(z) a(z)

dB(x)
dx

olup, burada «a(x) ve 5(x) sabit degerler ise bu durumda tiirevleri 0 olacagindan

B(z) B(z)

d OF (z,t)
— F(x, t)dt = ———=dt
dx (z,7) / Ox

a(z) a(z)

seklinde yazilir.

Ornek 3.3 u(z) — /u(t) tantdt = sinx

0
integral denklemini u(0) = 0 baglangi¢ sarte icin diferansiyel denkleme dondistirelim:

Her iki tarafin x'e gore tirevi alimarsa

d d [ d(si
u(x) u(t) tantdt = <S;x1x),

de  dx

0
u'(x) — i/gcu(zf) tantdt = cosx
dz B
0

elde edilir. Son ifadeye Leibniz formiili uygulandiginda
u(t) tan tdt = /Odt +u(x)tanz = u(z) tanx

0 0

a
dx

olur ve sonucunda
v () —u(x)tanz = cosx

seklinde bir diferansiyel denklem olusur.
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BOLUM 4
INTEGRAL DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMLERI

4.1 FREDHOLM iINTEGRAL DENKLEMLERININ TAYLOR SERISi
YARDIMIYLA YAKLASIK COZUMU

Taylor serisi yardimiyla elde edilen yaklagik ¢oziim yontemi, esitlikte her iki tarafin
yeteri kadar tiirevi alinarak, sonucunda olugsan denklemin bilinmeyen fonksiyonunun
Taylor seri aciliminda yerine konulmasi ile elde edilecek ¢oziim yardimiyla yaklagik
degerinin hesaplanmasi seklindedir. Elde edilen bu yaklagik deger, Taylor seri yaklagimi
olup agilimdaki katsayilar bir lineer sistemin ¢oziimiinii olugtururlar. Bu katsayilarin

hesaplanmas1 matris denklemi yardimiyla olur.

Ornegin
u(w) = f(z)+ A / K (x, t)u(t)dt (4.1)

denkleminde a < x,t < bigin u bilinmeyen fonksiyon, f bilinen fonksiyon, K (z,t) ¢ekirdek
fonksiyon ve A # 0 reel veya kompleks bir parametre olmak iizere
u(z) =Y —u" (k) (z— k)", a<k<b

n!
n=0

seklinde bir Taylor seri ¢oziimiine sahip oldugunu kabul edelim. (4.1) denkleminde z’e
gore n defa tiirev alinip x yerine k degeri yazilirsa

b

W) = fo gy 42 [ 27K D

a r=k

elde edilir. u(t) fonksiyonu ¢ =k mnoktasinda Taylor serisine acilirsa

u(k) = Z%u(m)(k:)(t _pym

m=0
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olur ve bu deger bir 6nceki egitlikte yerine yazilirsa

b
u™ (k) = F™ (k) + X / % ‘ Ziu<m>(k)(t—k)mdt

m)!
@ 2=k m=0
olup buradan
ul (k) = fO() + A Tomu™(k), n,m=0,1,2,..,N (4.2)
m=0

elde edilir. Burada 7., degerleri

b

1 [O™WK(x,t)

T = — | ———222 | (£ — k)™dt
m!/ oz™ ‘ ( )

a =k
islemi ile elde edilir. (4.2) esitlikleri lineer denklem sisteminin ¢oziimiinii olugtururlar ve

yaklagik bir ¢oziim degeri elde etmemizi saglarlar. Buradan elde edilecek matris denklemi

u(® (k) Mpo — 1 o1 A Non —fO(k)
uM (k ATy ATy —1 -+ AT O (
U — (k) T— ‘10 11' | '1N P fO(k)
u(N)(k:) AT 'vo AT 'v1 © ANy — 1 —f(N)(k:)

olmak tizere

TU = F (4.3)
seklindedir. Burada 7" matrisinin determinanti sifirdan farkh ise

U=T""F

esitligini yazabiliriz ve bu sayede u(™ (k) katsayilar: hesaplanarak

M
n=0

Taylor seri ¢oziimii elde edilir (Sezer 1992).
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1

. 2e”
Ornek 4.1 u(z) =2 — - ‘ T+ /e”tu(t)dt
e —
0
integral denkleminin ¢ozimi u(z) = x — ] olup swraswyla N = 3,4,5 degerleri i¢in
6 —

yaklasik ¢ozimiind bulmaya ¢alisalim: Burada

2 X
K(z,t) =" f(z) =12 — 26 7 A=1, a=0, b=1 seklindedir ve k = 0 i¢in
6 —
1 [OWK (z,4)
" t
(n) T = __ gAY t — kY™ dt
a z=k

degerleri hesaplanirsa

2 T
f@)=a - - - — f(0) = ~0.31303,
2 x
fl@)=1——= - = f'(0) = 0.68696.
(&
2 x
J' (@) = == = " (0) = —0.31303,
f7(0) = f®(0) = f® (0) = —0.31303,
1(9(0) ( +t) ; ;
1 e’ 0 1 . 1 ~
0 =0 0 =0 0
1a(o) ( +t> ; ;
1 er ) N 1
Ty, = 1/ a0 (t—0)'dt = T (e*t) | tdt = ﬂ/e%dt =1,
18(0) ( +t> h ;
1 er 1 1
Ty = ol A (t —0)2%dt = 20 (e*™) | t3dt = —‘/ett2dt =~ (0.35914,
18(0) ( +t> h :
1 e’ 3 1 T+t 3 1 £43 71 o
To3:§ — (t_o)dt_if(eﬂ t3dt = 3|/ t3dt = 0.09390,
0 =0 0 =0 0
18(0) ( +t) : :
1 er iy 1 N A 1 4o
1a(o) ( +t) ;
1 e’ 5 1 z 5 1 571 A
Tos = 5 90 (t—0)°dt = 5/ (e"tt) | todt = 5'/ t°dt = 0.00329
=0 0 =0 0



olup sonraki adimlar i¢in benzer hesaplamalar oldugundan kisaca
Tio = Tog = T30 = Tyg = Tso = 1.71828,

Tyhw=Tn =131 =Ty =T5 =1,

Tio = Thy = T39 = Ty = Tso = 0.35914,

Ty = Tog =T33 = T3 = T3 = 0.09390,

Ty =Toy =T34 =Ty = Tsy = 0.01935,

Tis = Tos = T35 = Tys = Tss = 0.00329

seklinde yazilir.

N = 3 i¢in bulunan bu degerler (4.3)’te yerine yazilirsa

0.71828 1 035914 0.09390 | [u® (0)_ [ 0.31303 |
1.71828 0 0.35914  0.09390 uM(0)| | -0.68696
171828 1 —0.64086 0.09390 | |u® (0) | 031303
1.71828 1 035914 —0.90610| [u®™ (0)] | 0.31303

matris denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziilecek olursa
u® (0) = u@ (0) = u® (0) = —0.31637, v (0) = 0.68363

yaklagik degerleri elde edilir. Bu degerler (4.4)’te yerine yazilirsa

S 1
> —ul(0) (z - 0)",
n:On!

12

1 1
u(z) = u® (0) + u® (0) x + §u(2) (0)2* + EU(S) (0) 2°,

u(z) = —0.31637 + 0.68363z — 0.158182* — 0.052722°

yaklagik sonucu bulunur.

N = 4 i¢in bulunan bu degerler (4.3)’te yerine yazilirsa

-0.71828 1 035914  0.09390  0.01935 -u(o) (0)- i 0.31303 |
1.71828 0.35914  0.09390  0.01935 u (0) —0.68696
1.71828 1 —0.64086 0.09390  0.01935 | . [u® (0)| = | 0.31303
u® (0)
u® (0)

)

1.71828 1 0.35914 —0.90610 0.01935 0 0.31303
1.71828 1 0.35914  0.09390 —0.98065 0 0.31303
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matris denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziilecek olursa
u® (0) = u® (0) = u® (0) = u® (0) = —0.31358, u (0) = 0.68342

yaklagik degerleri elde edilir. Bu degerler (4.4)’te yerine yazilirsa

4
1
QE — (n) n
N n'u — 0%,

1 1 1
u(z) = u® (0) + u® (0) z + §u(2) (0) 2% + gu(?’) (0)2° + —u

(4) 4

u(z) = —0.31358 + 0.683422 — 0.156792% — 0.052262° — 0.013062*

yaklasik sonucu bulunur.

N =5 i¢in bulunan bu degerler (4.3)’te yerine yazilirsa

0.71828 0.31303

1 035914  0.09390 0.01935  0.00329 | |u(® (0)
1.71828 0 0.35914  0.09390  0.01935  0.00329 | [u® (0) —0.68696
171828 1 —0.64086 0.09390  0.01935  0.00329 | |u® (0)| | 0.31303
171828 1 0.35914 —0.90610 0.01935  0.00320 | |u®(0)| | 0.31303
1.71828 1 0.35914  0.09390 —0.98065 0.00329 | [u® (0) 0.31303
171828 1 0.35914  0.09390 001935 —0.99671| |u® (0)] | 0.31303 |

matris denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse
u® (0) = u@ (0) = u® (0) = u® (0) = u® (0) = —0.31311, « (0) = 0.68689

yaklagik degerleri elde edilir. Bu degerler (4.4)’te yerine yazilirsa

1 1 1
u(z) = u® (0) + u® (0) z + §u(2) (0) 2% + gu(?’) (0) 2* + 27"
u(z) = —0.31311 + 0.68689x — 0.156552% — 0.052182° — 0.013042* — 0.002602°

yaklagik c¢oziimii elde edilir.

Asagida N = 3,4,5 degerleri i¢gin bulunan yaklagik sonuglarin ve kesin ¢oziimiin grafiksel

olarak kargilagtirilmas: verilmistir.
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Sekil 4.1: N=3,4,5 icin Ornek 4.1’in Hata Analizi

1
Ornek 4.2 u(z) =e* — 1+ /tu(t)dt

0

integral denkleminin ¢ozimii u(x) = € olup siraswyla N = 3,4,5 igin yaklagik ¢ozimi

bulmaya ¢alisalim: Burada

K(z,t)=t, f(x)=¢"—1, A=1, a=0, b=1 geklindedir ve k = 0 i¢in

b
1 [0MK(x,t)
(n) - D S . m
f™(0) ve Ty = m!/ e ‘ (t — k)mdt

=k

degerleri hesaplanirsa

flz)=e"—1= [f(0) =0,
fl@)=e"=[f(0)=1,

F1(0) = f"(0) = f(0) = f*(0) = 1,
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1 1 1
1 (0O (¢) 1
Too = — t—0Vdt=— [t | dt=— [tdt =0.5
00~ 01 / OO (t-0) 0! 0! ’
18(0) ( ) 1 1 1
1 t 1
Ty = — —0)ldt = = = — [#2dt =2 0.33333
=) g | U OdE= g i tdE =g / ’
0 =0 0 =0 0
18(0) ( ) 1 1 1
1 t ) 1 ) 5
Ton 2!/ oo | (- 0de = [o | e 2!/ 0.125,
0 =0 0 =0 0
18(0) ( ) 1 1 1
1 t 1
Ts=— [ ——2 | t—=023dt=—= [t | t3dt = = [ t*dt = 0.03333
037 31 / OO (t-0) 3! / 3! / ’
0 =0 0 z=0 0
90) (1) - -
1 t 1 1
Ty = — | —2 —0)4dt = — At = — [ °dt =2 0.00694
0= / 570 (t — 0)*dt 1 t | tdt 1 / todt =2 0.00694,
0 =0 0 =0 0
18(0) ( ) 1 1 1
1 t 1
Tos=— [ —2 | t—=00%dt=— [t | t3dt = —/tﬁdt =~ 0.00119,
057 5 / OO Gl 5! 5!
0 =0 0 =0 0
18(1) ( ) 1 1 1
1 t 0 1
0 =0 0 2z=0 0

olup sonraki adimlar icin benzer hesaplamalar oldugundan kisaca
Ty =T ="Ts="T4="T5=0,

Too =To1 = Tog = Tog = Toa = T35 = 0,

Ty0 =131 =T39 =T33 = T34 = T35 = 0,

Tyo=Tn =T ="Ti3="Tu="Ts55=0,

Tso="T51=T50=T53 =T54 =T55 =0

yazilabilir.

N = 3 i¢in bulunan bu degerler (4.3) denkleminde yerine yazilirsa

(0.5 0.33333 0.125 0.03333] [u® (0) 0
0 —1 0 0 uM ) -1
0 0 -1 0 | |u@©] |-1
0 0 0 -1 u® 0] |1




matris denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziilecek olursa

u® (0) 22 0.98332, vV (0)

yaklagik degerleri elde edilir. Bu degerler (4.4)’te yerine yazilirsa

u(z)

u(z)

21

~

n!

>~ 40 (0)

= u® (0) = u

—ul™ (0) (& — 0)",

1 1
+u® (0)x + §u<2> (0) 2 +

1 1
~(0.98332 + x + —22 + =2

2 6

yaklasik sonucu bulunur.

N = 4 i¢in bulunan bu degerler (4.3) denkleminde yerine yazilirsa

0
0
0
0

-1
0
0
0

—0.5 0.33333 0.125 0.03333 0.00694

0 0 0
= 0 0
0 -1 0
0 0 -1

=U

@ 0)=1

®)(0) 2*,

u©

(0]
@ (0)
@ (0)
®(0)
“(0)]

matris denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziilecek olursa

u® (0) 22 0.99720, vV (0)

yaklagik degerleri elde edilir. Bu degerler (4.4)’te yerine yazilirsa

u(z)

11

HU/

Y

1 1
=~ 4@ (0) +u® (0) x + §u(2) (0) 2% + gu(?’) (0)2° + —u

1 1
~0.99720 + x + —22 + —2® + —2a*

= u? (0) =

™ (0) (z —0)",

1
2 6 24

yaklasik sonucu bulunur.

N =5 i¢in bulunan bu degerler (4.3) denkleminde yerine yazilirsa

0

o o o O

—1

o o o O

0 0 0
-1 0 0
0 -1 0
0 0 -1
0 0 0
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—0.5 0.33333 0.125 0.03333 0.00694 0.00119

0

0
0
0

-1

u® (0) =u® (0) =1

1
24

9 (0
1) (0
2) (0
3(0
) (0

(

) (0

)
)
)
)
)
)

@ (0) 2,




matris denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziilecek olursa
u® (0) 2 0.99958, uV (0) = u® (0) = u® (0) = u™ (0) = u® (0) =1

yaklagik degerleri elde edilir. Bu degerler (4.4)’te yerine yazilirsa

iu(‘l) 0)z* + —

1 1
u(r) = ul® (0) +u (0) 2 + Eu@) (0)2* + gu(3) (0)2® + o

(z) 2 0.99958 + il L Lo
u\xr) = u. X —T =T —XT —X
2 6 24 120

yaklagik sonucu bulunur.

1
u(x) = e =1+ /tu(t)dt integral denkleminin Tablo 4.1, Tablo 4.2 ve Tablo 4.3'te

0
sirastyla N = 3,4,5 icin Taylor serisi yardimiyla yaklagik ¢oziimleri ve hata miktarlar

gosterilmigtir.

Tablo 4.1 N=3 icin Ornek 4.2'nin yaklasik coziimleri ve hata miktarlar:

31

Kesin Cozim N=3
i T u(z;) = e* u(z;) E(x;)
0 0 1 0.9833200000 1.6 — 02
1 0.2 1.2214027581 1.2046533330 1.6 — 02
2 0.4 1.4918246976 1.4739866670 1.7E — 02
3 0.6 1.8221188003 1.7993200000 22E —02
4 0.8 2.2255409284 2.1886533330 3.6E — 02
5 1.0  2.7182818284 2.6499866670 6.8F — 02
6 1.2 3.3201169227 3.1913200000 1.2E - 01
7 1.4 4.0551999668 3.8206533330 23E —-01
8 1.6 4.9530324243 4.5459866670 4.0F - 01
9 1.8 6.0496474644 5.3753200000 6.7 — 01
10 2.0 7.3890560989 6.3166533330 1.0 — 00
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Tablo 4.2 N=4 icin Ornek 4.2'nin yaklasik coziimleri ve hata miktarlar:

Ne} oo ~ D ot H~ w \) — O IS,

—_
)

Kesin Cozim

u(x;) = e*

1
1.2214027581
1.4918246976
1.8221188003
2.2255409284
2.7182818284
3.3201169227
4.0551999668
4.9530324243
6.0496474644

7.3890560989

0.9972000000
1.2186000000
1.4889333340
1.8186000000
2.2196000000
2.7055333340
3.2916000000
3.9946000000
4.8329333340
5.8266000000
6.9972000000

E(x;)

2.8E — 03
28E — 03
2.8E — 03
3.5E — 03
5.9F — 03
1.2 — 02
2.8E — 02
6.0E — 02
1.2 - 01
22F —-01
3.9EF —01

Tablo 4.3 N=5 icin Ornek 4.2'nin yaklasik ¢oziimleri ve hata miktarlar:

.

= O

© o0 N O Ot b= W N

—_
S

Kesin Cozim

u(x;) = e”

1
1.2214027581
1.4918246976
1.8221188003
2.2255409284
2.7182818284
3.3201169227
4.0551999668
4.9530324243
6.0496474644

7.3890560989

0.99958
1.2209826670
1.4913986670
1.8216280000
2.2247106670
2.7162466670
3.3147160000
4.0417986670
4.9226946670
5.9864440000
7.2662466670
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Sekil 4.2: N=3,4,5 icin Ornek 4.2'nin Hata Analizi

Yukarida N = 3,4, 5 degerleri i¢in bulunan yaklagik sonuglarin ve kesin ¢oziimiin grafiksel

olarak kargilagtirilmas: verilmistir.

Ornek 4.3 u(z) = (z +1)* + / (zt + 22t%) u(t)dt

Z1
integral denkleminin yaklasik ¢ozimiind bulmaya ¢alisalim:

Burada, hem cekirdek hem de bilinen fonksiyonun x degiskenine gore 3. mertebeden tiirevi

0 oldugundan tam bir ¢oziim elde edecegiz.

K(x,t) = (st 4+ 222, f(z)=(z+1)’=224204+1, A=1, a=—-1, b=1
seklindedir ve N =2, k=0 i¢in

b
1 [OMWK(xt)
(n) T = [Z——x"7 — kym
F(0) ve T m!/ o \(t k)mdt

=k

degerleri hesaplanirsa

fla)= (@ +1)" = f(0) =1,
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f@)=20+2= f'(0) =2,

@) =2=f"(0)=2,

1 1 1
1 (0O (xt + 22t?) o -
—1 =0 —1 =0 —1
1 18(0) 9,9 1 1
t t
To1 = T CU@:; rt) (t—0)tdt = /(:ct + 2?t?) | tdt = /Otdt =0,
) 1(9(0)( ) 2) 1 1
_ rt + a7t 9, 1 2,2 20 23,
Tog_5 520 ‘(t—O)dt—E/(:pt—}—xt) t*dt = [ 0t*dt = 0,
-1 =0 -1 =0 —1
1(9(1)( 2 2) i : 2 i
1 xt + x°t t
Tio = — t—0)dt = [ (t + 2xt? dt_/tdt_— =
0= [ ‘( ) /<+x)‘ | -0
-1 =0 -1 z=0 -1 -1
1@(1)( 2 2) : : 3 i
1 xt + xt t 2
T = — t—0)dt= | (t+2xt?) | tdt= [2dt=— | ==
T Oz (t-0) /(+I)| / 3|3
-1 =0 —1 =0 =1l -1
13(1)( 2 2) : : 4 i
1 xt + x°t 1 1 t
= — t—02dt==[(t+2zt?) | Bdt== [P dt=— | =
2= 7! (t-0) 2/“””‘ 2/ 5| =0
13(2)( 2 2) : : 3 i
1 xt + x°t 2t 4
Toy = — t—0)dt = [ (2t2 dt:/Ztht:— ==
27 0! Ox? (t-0) /( ) 3 3’
-1 =0 -1 =0 -1 -1
18(2)( 2 2) : : 4 i
1 xt + %t t
Ty = — t—0)dt= [ (2t3) | tdt= |23 dt = — | =
=1 i -0t = [ () / | =0
-1 =0 —1 =0 -1 —~1
13(2)( 2 2) ! ! 5 0
1 xt + x°t 1 1 2t 2
Tyy = — t—02dt==[(2t?) | Bdt == [2t*dt = — | ==
279l O ‘ (t=0) 2/( ) ‘ 2/ 5 5
-1 =0 -1 z=0 -1 -1

olup bulunan bu degerler (4.3) denkleminde yerine yazilirsa

A0—1 A0 A0 u(® (0) ~1
MO AZ—=1 X0 |- |[uM(O)| = -2
A3 A0 AE-1] [u®(0) —2
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olur veya A\ = 1 icin

-1 0 0 u(® (0) —1
0 3 0 uM (0)| = | -2
20 2| [u®(0) —2

matris denklemi elde edilir. Bu denklem diizenlenirse

u® (0) =1,
~1
?’U/(l) (O) = —2,
4 -3
§u<°> (0) + ?u@) (0) = —2
elde edilir. Buradan
50
u® (0) =1, u (0) =6, u¥ (0) = 5

bulunur ve bu degerler (4.4)’te yerine yazilirsa

sonucu bulunur.

u(z) = 1+ 6x + %332 fonksiyonunun integral denklemin ¢oziimii oldugunu denklemde

yerine yazarak gosterelim:
1
25
u(z) = (z+1)* + / (zt + 2*t%) (1 + 6t + 3t2) dt
-1
1
2 2 25 3 2,2 2,3, 2D o4
=z"+2r+1+ xt+6xt+§$t —i—:ct—i-Gxt—l—E:Et dt
—1

1

1 25 1 3 5
2 2 3 4 2,3 2,44 245
= 2 1 t° + 2xt t t t t
x® + 20+ +<2x + 2z +36x +3x +2x +9x )

-1

2 10
:x2+2x+1+4x+§£2+§x2
25

dir.
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1

Ornek 4.4 u(z) = 0.92% + 0.5/3:2t2u(t)dt

0
integral denkleminde de hem c¢ekirdek hem de bilinen fonksiyonun x degiskenine gore 3.

mertebeden tiirevi 0 oldugundan tam bir ¢ozim elde edecegiz. Burada

K(z,t) = 0.52%2, f(z) =092% A=1, a=0, b=1 seklindedir ve N =2, k=0 i¢in

1 [OMK(x,t)
(n) R L At
f1(0) ve Ty, m!/ oy ' (t —k)mdt

a z=k

degerlert hesaplanirsa
f(z) =0.92 = f(0) =0,

f(x) =18z = f'(0) =0,

f"(x) =18 = f"(0) =18,

1 1 1
1 [09(0.52%2) . 00
0 =0 0 =0 0
18(0)( ) 2) 1 1
1 0.5zt L 249 . o
To=q | —g0 (t—0) dt_/(0.5a;t) tdt—/()tdt—
18(0)( 2 2) - :
1 0.5zt 1
Top=— | ———= | (t—0)>2dt== 522t?) | 2dt = | 0t3dt =
=g | o | (t-0) 2/(0 50212) ‘ /0 0,
0 =0 0 =0 0
18(1)( 2 2) ; :
1 0.5z%t 00 9 B B
To=g | — 57— (t—O)dt—/(xt)‘dt—/Odt—O,
0 =0 0 =0 0
1@(1)( 2 2) ; ;
1 0.5zt L 9 _ _
Tu=g — g (t—())dt—/(mt)‘tdt—/()tdt—(),
18(1)( 2 2)
1 0.5z4t 1
Ty = — | ———= 0)2dt = = [ (xt?) | t3dt = [ 0t3dt =
12 = oy 2/ T ’ /0 0,
0 =0 0 =0
1(9(2)( ) 2) 1 1 31
1 0.5xt t 1
Tog = — | ——"" "2 | (+ —0)%¢t = [ (¢ dt:/tZdt:— = -
270 D '( ) /()’ 3| 3




1 1 1 1
1 [0%(0.52%2) 1
Ton=—[—"—"—2 | (=01 dt= [(*) | tdt= [dt=—|=">
ST D '( ) /()‘ / 4| 4
0 =0 0 z=0 0 0
13(2)( 2 2) . h 5 i
1 0.5zt 1 1 t 1
=— | ———2 | (t—=072%dt== () | ?dt== [t'dt = — | = —
27 9 02 '( ) 2/()‘ 2/ 10 10
0 =0 0 =0 0 0
olup bulunan bu degerler (4.3) denkleminde yerine yazilirsa
-1 0 0 u(© (0) 0
0 -1 0. -|uM()] =1 0
oL 2 1u®(0) —~1.8
matris denklemi elde edilir. Bu denklem diizenlenirse
u® (0) =0, u (0) =0,
1 1 -9
Z40 2y —Zu@(0) = —1
JU (O)+4u (0) + T (0) 8
elde edilir. Buradan
u@ (0) = u™ (0) =0, u® (0) =2
bulunur ve bu degerler (4.4)’te yerine yazilirsa
2.1
_ = (n) _Mmn
u(@) = 3= (0) (2 — 0"
n=0
1
u(z) = u® (0) +u® (0) z + QU(Z) (0) 22,
u(z) = 22
sonucu bulunur.
u(z) = x? fonksiyonunun integral denklemin ¢oziimii oldugunu denklemde yerine

yazarak gosterelim:
1
u(z) = 0.92% + 0.5/x2t2t2dt
0

1
1
=0.9224+0.5 (g:fﬁ)

0
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=0.922 + 0.1z

:l‘2

dir.
1
Ornek 4.5 u(z) =1+ / (zt + 2%t%) u(t)dt

“1
integral denkleminde yukaridak: 6rneklerde oldugu gibi tam ¢éziim elde edecegiz. Burada

K(z,t) = (zt +2%*t?), f(z) =1, A=1, a=—1, b= 1 seklindedir ve
N =2 k=0 i¢n

1 [O™WK (x,t)
(n) T = [ — kym
F®(0) ve T, m!/ 5z ‘ (t — k)™dt

a r=k
degerleri hesaplanirsa
flx) =1= f(0) =1,

f'(z) =0= f(0) =0,
f"(x) = 0= f"(0) =0,

1 1

1 0O (at + 272 o -
—1 =0 —1 =0
18(0) 242 :
1 t t
Ty = — (@ - )| = oyt = /(xt +a2t?) | tdt = /Otdt =0,
1! ox
-1 =0 —1 x=0
1@(0)( 2 2) :
o1 rt + 27t 0., 1 2,92 25, 23,
Tog_5 520 (t—O)dt—ﬁ/(xtJr:ct) t2dt = [ 0t%dt = 0,
1a(l)( 2 2) : : 2 i
1 xt + 2t t
Ty = — t—0)0dt= | (t+2zt?) | dt= [tdt=— | =0
0= o7l ( ) /( + 2wt%) / 5 ;
—1 =0 -1 x=0 -1 -1
18(1)( 2 2) ! ! 3 |
1 xt + a7t t
= _ t—0)dt = [ (t + 2xt? tdt:/ﬁdt:— = —
" 1!/ RrE (t=0) /( + 22t%) 3 !
-1 =0 -1 =0 -1 -1
18(1)( 2 2) 1 ! 1 ! 4 |
1 xt + 2t t
Ty = — t—0)2dt == [ (t+2xt?) | 3dt== [t3dt=— | =0
1279 ol (t=0) 2/(+x)‘ 2/ 8 !
-1 =0 -1 =0 -1 —1
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1 1 1 1

1 [0 (xt + 2%?) 2t3 4
Thy = — t—0)dt = [ (2t2 dt:/ztzdt:_ =
270 O l (t-0) / (2t°) ' 3 3’
-1 =0 -1 =0 -1 -1
18(2)( 9 2) 1 1 A 1
1 xt + 2t t
Ty, = — t—0)dt= | (2t?) | tdt= [283dt=— | =
w= gy [ o= [ | = [aa=T | <o
-1 =0 -1 =0 -1 -1
18(2)( 9 2) 1 1 5 1
1 xt + 2%t 1 1 t
Toy = = t—0)2dt == [ (2t? t2dt:—/2t4dt:— ==
27 O (t-0) 2 / (2t°) ‘ 2 5
—1 =0 -1 x=0 -1 —1

olup bulunan bu degerler (4.3) denkleminde yerine yazilirsa

-1 0 0 u® (0) ~1
0 —% 0 uM (0)| =] 0
0 2| [«@(0 0

matris denklemi elde edilir. Bu denklem diizenlenirse

u®(0) =1,

1

gu(l) (0) =0,

4 3

§u<0> (0) — gu@ (0)=0

olur ve buradan u® (0) = 1, v (0) =0, u® (0) = 2 bulunur. Bu degerler (4.4)’te

yerine yazilirsa

u(@) = 3=l (0) (z — )",

n!
n=0
1
u(z) = u® (0) +u® (0)z + QU(Z) (0) 22,
10
u(r) =1+ ng

sonucu elde edilir.

u(r) =1+ %xQ fonksiyonunun integral denklemin ¢6ziimii oldugunu denklemde yerine
yazarak gosterelim:

u(z) =1+ / (zt + %) u(t)dt

-1
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1
10
=1+ / (zt + 2°t%) (1 + 3#) dt

-1
1

10 10
=1+ / (:z:t + 59@3 + 2% + Exzt‘*) dt

-1

dir.

4.2 VOLTERRA iINTEGRAL DENKLEMLERININ TAYLOR SERIiSi
YARDIMIYLA YAKLASIK COZUMU

r)+ /\/K(a:,t)u(t)dt (4.5)

denkleminde a < z,t < x i¢in u bilinmeyen fonksiyon, f bilinen fonksiyon, K (z,t) ¢ekirdek

fonksiyon ve A # 0 reel veya kompleks bir parametre olmak iizere

o0

1
Z—u —k)",a<k<zx
n!
n=0
seklinde bir Taylor seri ¢oziimiine sahip oldugunu kabul edelim. (4.5) denkleminde x’e

gore n defa tiirev alinirsa

u™(z) = f(x) 4 A\ () (4.6)

olur. Burada

K(x,t)u
dx"/ “

dir. n = 0 i¢in

[0() = I(z) = / K (z, tyut)dt

olur. Leibniz kural /(x) integraline uygulanirsa, n > 1 icin

Ly [OMK

IM(z) =3 (@) u(@)]) ™ + / %u(zﬁ)dt (4.7)
, x"

a
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elde edilir. Burada

O K (2
o) - 2288

oxt

t=x

dir. [hi(z).u(x)]™ " degeri hesaplanip (4.7) denkleminde yerine yazilirsa

- 1 Fom) x,
I™(@)=>" ( . 1)h§” ™ ()™ () + / 3§—ﬂu(t)dt (4.8)

m=0 1 w

elde edilir. (4.6) denkleminde = degerini 0 alip (4.8) denkleminde ¢ = k noktasindaki

o0 1 -
u(t) = Z%w) (k) (t — k)
m=0
degeri Taylor seri agiliminda yerine yazilirsa
n—1 n—m-—1 .
—i—=1 .
™) (k) = f™ (k) + A BT ) plrmm D ey ) (g
SCERRICER) Sl 9l G [ O 0
K (1) | N1
YK (x,t
il _ihdd ™ — ™
+)\/ ir- ‘ Zm!u (k) (t — k)™ dt
" LA m=0
veya
n—1 00
u™ (k) = fO) (k) + X {Z (Hum + Tom) ™ (k) + > Tu™ (k)} (4.9)
m=0 m=n
elde edilir. (4.9)’da
"I n—i—1
H _ - v h(n—m—i—l) )
w3 (T A (4.10)
=0
ve
1 [0 (1)
YK (x,t
Tom=— | ————= | (t—k)™dt
m!/ oz ‘ ( )
a z=k

seklinde tanimlanir. (4.9)’da n = 0 igin

n—1
> (Hum + Tum)u™ (k) =0, (n=1,2,...; m=1,2,..,n—1; n>m)

m=0

olur. (4.10)’da n < m igin
H,p =0
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elde edilir. (4.9) bagintisindan sonsuz lineer denklem elde edilir. u(x)’in N. dereceden bir
Taylor polinomuna yaklagtig1 kabul edilirse, n, m = 0, 1, ..., N alinabilir. Daha sonra (4.9)
denkleminden bilinmeyen u(©® (k) ,u® (k) ..., u™ (k) katsayilar1 igin (N+1) bilinmeyenli
(N + 1) denklemden olusan bir lineer denklem sistemi ortaya g¢ikar. Bu sistem standart

metotlarla niimerik olarak ¢oziilebilir ya da

TU = F (4.11)
seklinde matris denklemi haline getirilir ve |T'| # 0 ise (4.11) matris denklemi
U=T"'F

seklinde yazilir. (4.11)’deki 7', U ve F' matrisleri

[ N — 1 A1 e Non ]
s | AHo+Te)  Mm—1 e ATy
_/\ (Hyo +Tno) AN(Hyi+Tn1) 0 MNyn — 1_
[ 4 (k)| O (1)
o ELIC) I el C
4™ (k) — ) (k)

seklindedirler. Buradan

b
W) = fO )+ [ 2D

a z=k

u(w) 2 —u (k) (x — k)™ (4.12)

yaklagik ¢oztimii elde edilmis olur (Sezer 1994).
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Ornek 4.6 u(z) = e* — cosx — 2/e“tu(t)dt

0
Volterra integral denkleminin ¢ézimii u(z) = sinx olup siraswyla N = 3,5, 7 i¢in yaklasik
¢Ozimiind arastiralim: Burada

f(x)=¢e"—cosx, K(z,t)=¢""" A=-2, a=0 olup k =0 i¢in

hi(x), Huypm ve Ty, degerleri

(@)
i) = S0
s
=0 m
T :i/kw ‘ (t — k)mdt
o m!a ox" o

esitliklert kullanilarak hesaplanirsa

o) a<o>g{x(0a;,t) a % 1
=t =t
() = 8(1)§E(1x,t) B a<la>j—t 1
=t =t
() 8(2)21 (Qx,t) B aé);:-t _1
r=t =t
() = (3(3)2(39;,@ _ % 1
=t =t
() — 8(4)22 (41:,15) B a<‘;>;:-t _1
=t =t
(o) 8(5)595 (59:,15) B ag);:t 1
=t =t
r=t =t
pote) = R |2
=t =t
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olur. n < m i¢in H,,, = 0 oldugundan kisaca

Hy = Hyp = Hi3 = Hiy = Hi5 = Hig = Hir = Hag = Haz = Hyy =0,
Hos = Hyg = Hoy = H3g = H3y = Hys = H3e = H3r = Hay = Hy5 = 0,
Hys = Hyr = Hs5 = Hs6 = Hs7 = Heg = Hor = Hrr =0

yazabiliriz. Diger taraftan

0 1 . 0
0 1—2 1—1
Hm:Z(O).l_l, HQO_Z( 0 ).1_2, H21_Z( )1:1,
1=0 1=0 1=0
2 . 1 0 .
2—1 2—1 2—1
Ha = 1=3. Hy = 1=3, Hy = 1=
3 . 2 1 .
3—1 3—1 3—1
Hyo = 1=4 Hy = 1=6, Hyy= 1=
0 . 4 3 .
3—1 4 —q 4 —q
Hyq = 1 2 1=5 Hy— 1=
2 . 1 g 0
4 — 4 — 4 —q
H52:;( ) >.1=1o, H53_;( ] >1:5, H54:;( A ).1
5 . 4 3
5—1 H—1 5—1
Heo = 1=6. Hgy = 1 =15, Hg = 1
2 (5—i (5 (5
Hgs = 1=15, Hg = 1=6, Hes = 1
6 . 5 . 4
6—1 6—1 6—1
Hqg = 1=7 Hp = 1=2921. Hpy=
(6 2 (6—i (6 —i
Ho = 1=235 Ho, = 1 =21, Hy = 1=7
0 .
6—1
H76:Z( . ).1:1

elde edilir ve

Tom =0, (n,m=0,1,...,7)
olup

f(x) =¢e" —cosx = f(0) =0,
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F(2) = e +sinz = f/(0) = 1,

F'(x) = €® + cosz => f"(0) = 2,

J"() = & —sine — (0) =

f9(@) = & — cosz = fO(0) =
(

O (z) = e + sinz = f®(0)

9(z) = e® + cosz = fO(0) =
D(z) = e® —sinz = f7(0) =
elde edilir.

N = 3 i¢in bulunan degerler (4.12)’de yerine yazilirsa

0)0-

-1 0 0 0 (0) 0
-2 -1 0 0 uM (0) —1
4 -2 1 0 20) |-2
-6 —6 —2 -1 3 (0) -1

elde edilir ve bu matris denklemi ¢oziilecek olursa

3
1 n n
u(x) = Zmu( )(0).z
n=0
— L (0) 2+ 2u® (0) 2t + 2@ (0) 2% + 2u® (0) 2
] 1! 2! 3!
) 3
=X 6LU

yaklasik sonucu elde edilir.

N =5 i¢in bulunan degerler (4.12)’de yerine yazilirsa

-1 0 0 0 0 0 u(® (0) 0
-2 -1 0 0 0 0 u™ (0) —1
-4 -2 -1 0 0 0 u® (0) -2
6 6 -2 -1 0 0] [u®@©O] |-1
-8 —-12 -8 -2 -1 0 u™ (0) 0
~-10 —20 —20 —10 -2 —1| ([u®(0) —1]
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elde edilir ve bu matris denklemi ¢éziilecek olursa
u® (0) = u@ (0) =0, uV(0) =1, u® (0) = =5, u™®(0) = =2, u® (0) =35

bulunur. Bu degerler (4.12)’de yerine yazlirsa

1 1 1
= —ul9 (0) 2"+ 1—u(1) (0) 2"+ —u® (0) 2% + —u'® (0) 2° + Eu(‘l) (0) 2*+ =u® (0) 2°

yaklasik sonucu elde edilir.

N =7 i¢in bulunan degerler (4.12)’de yerine yazilirsa

-1 0 0 0 0 0 0 0 ul® (0) 0
-2 -1 0 0 0 0 0 0 u™ (0) —i
-4 -2 -1 0 0 0 0 ©0 u® (0) -2
-6 -6 -2 -1 0 0 0 O u® (0) —1
-8 —-12 -8 -2 -1 0 0 0 u™ (0) 0
-10 -20 =20 =10 -2 -1 0 0 u® (0) -1
—12 =30 —40 -30 —-12 -2 -1 0 u'® (0) -2
~14 —42 —-70 —70 —42 —14 -2 —1| [u™(0) —1
elde edilir ve bu matris denklemi ¢oziilecek olursa
u® (0) = u® (0) =0, u (0) = 1, u® (0) = -5,
u® (0) = -2, u® (0) = 35, u® (0) =76, u? (0) = —249
degerleri elde edilir. Bu degerler (4.12)’de yerine yazilirsa
1
u(x) o Z{)Eu(n)(o) s
L@ 0y 29+ 20 (0) 2 L0 (0) 224 2 0u® (0 23+ E0s® (0) 241 L0 (0) 45
= o (0) x —i-ﬁu (0) x —i-ju (0) x —i-gu (0) x —i—au (0) x —i—au (0) x

6" 127 Ta21" T180" T 16%0"
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yaklasik sonucu elde edilir. Ayrica denklemin ¢ozimiinin u(x) = sinx oldugunu gdstere-

lim:

u(x) =e" — cosx — 2/ex_t sin tdt

=e¥ —cosz — 2 (—

=¥ —cosxz +sinx +cosx — e*

=sinx

dir.

u(r) = e*—cosz—2 / e”'u(t)dt integral denkleminin Tablo 4.4, Tablo 4.5 ve Tablo 4.6’da

0
sirastyla N = 3,5,7 icin Taylor serisi yardimiyla yaklagik ¢oziimleri ve hata miktarlar:

gosterilmigtir.

xT

0

t=x

T

e”t(sint + cos t)) ‘

t=0

Tablo 4.4 N=3 icin Ornek 4.6'mmn yaklasik ¢oziimleri ve hata miktarlar:

|
|2

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

© 00 N O Ot ks W NN = O

—
=}

Kesin Cozuim

u(z;) =sinz
0
0.0998334166
0.1986693307
0.2955202066
0.3894183423
0.4794255386
0.5646424733
0.6442176872
0.7173560908
0.7833269096
0.8414709848

0.0991666666
0.1933333333
0.2775000000
0.3466666667
0.3958333333
0.4200000000
0.4141666667
0.3733333333
0.2925000000
0.1666666666
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Tablo 4.5 N=5 icin Ornek 4.6'min yaklasik ¢oziimleri ve hata miktarlar:

N} oo ~N O ot =~ W \V) — O I,

—
S

T
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.0

Kesin Cozuim

u(z;) =sinx
0
0.0998334166
0.1986693307
0.2955202066
0.3894183423
0.4794255386
0.5646424733
0.6442176872
0.7173560908
0.7833269096
0.8414709848

0.0991612500
0.1932933333
0.2775337500
0.3475200001
0.3997395833
0.4318800000
0.4431787501
0.4347733333
0.4100512500
0.3750000000

0
6.7E — 04
5.3E — 03
1.7E — 02
4.1F — 02
7T9E — 02
1.3 - 01
20E —-01
28E —01
3.7E — 01
4.6 — 01

Tablo 4.6 N=7 icin Ornek 4.6'min yaklasik coziimleri ve hata miktarlar:

.

= O

© o0 N O Ot ks W N

—_
S

Kesin Cozum

u(z;) = sinx
0
0.0998334166
0.1986693307
0.2955202066
0.3894183423
0.4794255386
0.5646424733
0.6442176872
0.7173560908
0.7833269096
0.8414709848

0.0991613506
0.1932994565
0.2775998952
0.3478714109
0.4010029142
0.4354217829
0.4515285611
0.4520831594
0.4425176555
0.4311507936
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0.4

0.2+

=

o
—~
s

=] Lh N~

0.2 0.4

Sekil 4.3: N=3,5,7 icin Ornek 4.6'nin Hata Analizi

Yukarida ise bu integral denklemin N = 3,5,7 degerleri i¢in grafiksel olarak hata analizi

gosterilmigtir.

Ornek 4.7 u(z) =z + 1+ /\/(x — t)u(t)dt

0
lineer Volterra integral denkleminin yaklasik ¢éziimiini arastiralim:

fl)y=x+1, K(z,t)=x—1t, a=0 olup N =4 ve k=0 igin

hi(x), Hpm ve T,y degerleri

OVK (1)
i\X) = ——F—-— |
ozt
t=x
" i1 .
Hnm _ < )hgnmzl)(k),
‘ m
=0
Lo VK (z,t)
n z,t
T = — [ —————= t— k)"dt
m!/ Oz ‘ ( )
a =k

egitliklert kullanilarak hesaplanirsa
ho() = ha(z) = hy(x) = ha(z) = 0, hy(z) = 1,
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Hy=0, Hy=1, Hyy =0, Hyp =1, H3 =1,
Hy =1, Hy =2, Hpp =1, Hy3 =0,
Towm =0, (n,m=0,1,....4)

elde edilir. Ayrica

10 0 0o o [u® (0)_ 1]
0 -1 0 0 O u® (0) ~1
A0 -1 0 0 u@(0)] =0
A A 0 -1 0 u® (0) 0

A 20 A 0 -1 [u®(0)] [0

seklindedir ve buradan
u® (0) =u® (0) =1, u® (0) = A, u® (0) = 2), u® (0) = \? + 3\

degerleri elde edilir. Bulunan bu degerler (4.12) denkleminde yerine yazilirsa

4
1 n n
u(zr) = Zﬁu( )(0).x
n=0 "

L o o, 1 1, 1o 2, 1 @3 3 Lo 4
= o (0) z + v (0) z + 5 (0) x +§u (0) x + v (0) z
I S v i()\2 +3)\)

2 3 24

yaklagik ¢ozimi bulunur. uw(z) =14+ x4+ A (%xz + %x?’ + %x‘l) + i)\%"‘ fonksiyonunun
A =1 i¢in denklemin yaklasik ¢oziimi oldugunu gosterelim:
ww) =z +1+ /(x ~ Yult)dt

0

xT

1 1 1
gx+1+/(x—t) (1+t+§t2+§t3+6t4)dt

3 1 1 1 1. 1, 1
:a:+1—|—/($+xt—|—§xt2+§mt3+6xt4—t—t2—§t3—§t4—6t5> dt
0

20



1, 1

1 1 1 1
=z+1+at+ at® + -at’ + —at' + —at® — -7 — P — St - 5 — 0
2 6 12 30 2 3 8 15 36
0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
=l4+z+a?+ ¥+ 2ot + =+ =2 — o - 2 - Sat - =2 — —af

2 6 12 30 2 3 8 15 36

1 1 1 1 1
—1 e B BT Ty L
* 2:6 6x 2456 601: 180x

bulunur. N degeri sonsuza yaklastikca ¢oziimiin de e” fonksiyonuna yaklastigr goriiliir.

Ornek 4.8 Integral denklemlerin Taylor serisi yontemi ile elde edilen ¢éziimlerinin Maple
programu ile elde edilmesine drnek olarak Ornek 4.4’tn N = 3 i¢in kodlanmas: asafida

gosterilmigtir.

>u(z) =09%2" 2+ 0.5 % Int((x"2*t"2) xu(t),t =0..1);
> f(x) :=09*x"2;

> K(z,t) :=05%2"2%t"2;

> f(0) := subs(z =0, f(x));

> fbirinciturev ;= dif f(0.9 x 22, x);

> fikinciturev := dif f(1.8 x x, z);

> fucuncuturev := dif f(1.8, );

> subs(x = 0,1.8 x z);

> subs(z =0, 1.8);

> subs(z = 0,0);

> Kbirinciturev := dif f(0.5 % "2 % t"2, x);
> Kikinciturev .= dif f(x xt"2, x);

> Kucuncuturev := dif f(t"2, x);

> subs(z =0,z % t"2);

> subs(x = 0,t"2);

> subs(xz = 0,0);

> T00 :=1/0! «int(0* (t — 0)"0,t = 0..1);
>T01:=1/1%int(0x(t —0)"1,¢t =0..1);
> T02 := 1/20 % int(0 * (t — 0)°2,t = 0..1);
>T03:=1/3!«int(0=* (t —0)"3,t =0..1);
> T10 :=1/0! x int(0 % (t — 0)°0,t = 0..1);
> T11:=1/11 % int(0 % (t — 0)"1,¢ = 0..1);
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>T12:=1/2'%int(0x (t —0)"2,t =0..1);
> T13:= 1/30 % int(0 * (t — 0)"3,¢ = 0..1);
>T20:=1/0' % int(t"2% (t —0)°0,t = 0..1);
>T21:=1/1xint(t"2* (t —0)"1,t =0..1);
>T22:=1/2'%int(t"2* (t —0)"2,t =0..1);
> T23 = 1/30 % int(t"2 % (t — 0)°3,¢ = 0..1);
> T30 :=1/0 % int(0* (t —0)"0,t = 0..1);
>T31:=1/1xint(0* (t —0)"1,t =0..1);
> T32:=1/20 % int(0 * (t — 0)°2,¢ = 0..1);
> T33:=1/3!%int(0x (t —0)"3,t =0..1);

> T :=matriz([[1*T00—1,1%T01,1%«702,1«703], [1*710,1+%T11—1,1%T12,1%T13],
[1%T720,1T21,1%T22—1,1xT23],[1xT30,1%T31,1%xT32,1xT33—1]]);

(0)]; [u(D)], [w(2)]; [u(3)]));

> F = matriz([[0], [0], [=1.8], [0]]);

> evalm(T& x U) = matriz(F);

> denkl := —u(0

> denk2 = —u(1

> denk3 := (1/3) x u(0) + (1/4) * u(1) — (9/10) * u(2) + (1/36) * u(3) = —1.8;

> denk4 = —u(3) = 0;

> solve({denkl, denk2, denk3, denk4},{u(0),u(1),u(2),u(3)});

> u(x) :==1/01%0%(z—0)"0+1/1!%0%(z—0)"1+1/2!%2%(x—0)"24+1/3! %0 (x —0)"3;

> U = matriz(|

[u
[

?

7

)
)=
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BOLUM 5

DEGERLENDIRME VE SONUC

Bu tez caligmasinda integral denklemlerin tanimlar1 ve cesitleri ele alinmig, integral
denklemlerin diferansiyel denklemlerle olan iligkisi gosterilmisg, Fredholm ve Volterra tipi
integral denklemlerin Taylor serisi yardimiyla yaklasik ¢oziimleri elde edilmeye ¢aligilmistir.
Bu yontemle, ¢oziimii aranan integral denklemlerdeki fonksiyonlarin verilen aralikta N.
mertebeden tiirevlerinin var olmasi gerektigi anlagilmaktadir. Taylor serisi yontemi
alinan N degerine gore birkag tiirev ve integral hesaplama isleminden sonra bulunan
bu degerlerin olusturdugu lineer denklem sisteminin ¢oziimii sonrasinda bulunan
degerlerin agilimda yerine yazilmasi ile yaklagik ¢oziimiin elde edilmesi seklindedir. Bu

¢oziim yonteminin integro-diferansiyel denklemlerde de uygulanmasi miimkiindiir.

Ayrica bu tez caligmasinda yaklagik ¢oziimlerin elde edilmeye galigildigir 6érneklerdeki
tirev ve integral hesaplamalarinda Maple programi kullanigsmig olup virgiilden sonra 5
basamak ve tablo gosteriminde ise virgiilden sonra 10 basamak alinmigtir. Grafik ¢izim-

lerinde ise GeoGebra programi kullanilmigtir.
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