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BÖLÜM 1

TEMEL TANIMLAR

Bu bölümde, tezde gerekli olan baz¬temel tan¬mlara yer verilmi̧stir.

Tan¬m 1.1 (Limit) f : A �! R fonksiyonu verilsin ve a say¬s¬A kümesinin y¬¼g¬lma

noktas¬ olsun. E¼ger her " > 0 için bir � > 0 say¬s¬ bulunabiliyor ve 0 < jx� aj < �

eşitsizli¼gini sa¼glayan tüm x 2 A de¼gerleri için jf(x)� Lj < " eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa, o

zaman x �! a iken f(x)�in limiti L�dir (veya f fonksiyonunun a noktas¬ndaki limiti

L�dir) denir ve sembolik olarak

lim
x�!a

f(x) = L

şeklinde gösterilir (Caferov 1999).

Tan¬m 1.2 (Süreklilik) f; (a; b) aç¬k aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve x0 2 (a; b) olsun. lim
x�!x0

f(x)

mevcut ve

lim
x�!x0

f(x) = f(x0)

ise f fonksiyonu x0 noktas¬nda süreklidir denir. Şu halde f fonksiyonunun x0 noktas¬nda

sürekli olmas¬ demek her " > 0 için jx � x0j < � oldu¼gunda jf(x) � f(x0)j < " olacak

şekilde bir � > 0 say¬s¬n¬n bulunmas¬demektir (Bayraktar 2010).

Tan¬m 1.3 (Düzgün Süreklilik) A � R ve f : A �! R bir fonksiyon olsun. Buna göre

f fonksiyonunun A üzerinde düzgün sürekli olarak isimlendirilmesi için gerek ve yeter şart

8 " > 0 için 9� > 0 say¬s¬vard¬r öyle ki jx� aj < � eşitsizli¼gini sa¼glayan 8 x; a 2 A için

jf(x)� f(a)j < " olmas¬d¬r (Balc¬2018).
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Tan¬m 1.4 (Türev) A � R; a 2 A ve a; A�n¬n bir y¬¼g¬lma noktas¬ olsun.

f : A! R fonksiyonu için

lim
x�!a

f(x)� f(a)
x� a

limiti varsa bu limite f fonksiyonunun a noktas¬ndaki t�urevi denir. f fonksiyonunun a

noktas¬ndaki türevi f 0 (a) ;
df

dx
(a); Df(a) sembollerinden biri ile gösterilir (Balc¬2018).

Tan¬m 1.5 (·Integral) Türevi f(x) veya diferansiyeli f(x)dx olan F (x) ifadesine f(x)

fonksiyonunun belirsiz integrali denir veZ
f(x)dx = F (x)

şeklinde gösterilir. Buna göre

F (x) =

Z
f(x)dx() d

dx
F (x) = f(x)

olacakt¬r ve di¼ger taraftan her sabitin türevi s¬f¬r oldu¼gundan

d

dx
[F (x) + C] = f(x)

yaz¬labilirki bu da f(x)�in integralinin F (x) + C şeklinde de yaz¬labilece¼gini gösterir.

Tamamen key� olan bu C sabitine integrasyon sabiti denir. O halde yukar¬daki ifadeZ
f(x)dx = F (x) + C () d

dx
F (x) = f(x)

şeklinde yaz¬labilir (Balc¬2018).

Tan¬m 1.6 (Lineer Uzay) (K;+; :) bir cisim ve V; üzerinde � : V � V �! V iç

ve � : K � V �! V d¬̧s işlemleri tan¬mlanm¬̧s bir küme olsun. Aşa¼g¬daki aksiyomlar

sa¼glan¬yorsa V �ye K cismi üzerinde bir lineer uzay denir.

V1) 8 x; y; z 2 V için (x � y) � z = x � (y � z) dir.

V2) 8 x 2 V için x � � = x = � � x olacak şekilde 9� 2 V vard¬r.

V3) 8 x 2 V için x � x0 = � = x0 � x olacak şekilde 9x0 2 V vard¬r.

V4) 8 x; y 2 V için x � y = y � x dir.

V5) 8 a 2 K ve 8 x; y 2 V için a � (x � y) = (a � x) � (a � y) dir.

V6) 8 a; b 2 K ve 8 x 2 V için (a � b) � x = (a � x) � (b � x) dir.

V7) 8 a; b 2 K ve 8 x 2 V için (a � b) � x = a � (b � x) dir.

V8) 8 x 2 V için 1 � x = x dir (Çiftçi 2015).
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Tan¬m 1.7 (Diferansiyel Denklem) Bir ya da daha çok ba¼gl¬ de¼gişkenin, bir ya da

daha çok ba¼g¬ms¬z de¼gişkene göre türevlerini ya da diferansiyellerini bulunduran denklem-

lere diferansiyel denklem denir (Ross 1984).

Tan¬m 1.8 (Matris) m;n 2 N ve 1 � i � m; 1 � j � n olmak üzere bütün (i; j)

çiftlerinin cümlesi A = N� N olsun. Bir K cisminde de¼gerler alan A�daki bir

f : A �! K

fonksiyonunu

(i; j) �! f(i; j) = aij

biçiminde tan¬mlayal¬m. aij 2 K de¼gerlerini

A =

26666664
a11 a12 � � � a1n

a21 a22 � � � a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 � � � amn

37777775 veya A = [aij]

biçiminde düzenleyelim. K�dan seçilen bu cins mn tane eleman¬n A tablosuna K üzerinde

m � n matris denir. 8 (i; j) ; 1 � i � m; 1 � j � n çiftine karş¬l¬k gelen aij eleman¬na

A matrisinin (i; j) bileşeni denir (Hac¬saliho¼glu 2010).

Tan¬m 1.9 (Determinant) n sat¬r ve n sütundan meydana gelmiş������������

a11 a12 � � � a1n

a21 a22 � � � a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 � � � ann

������������
tablosunu gözönüne alal¬m. Tablonun herhangi bir eleman¬n¬aij ile gösterelim. Bu yaz¬l¬̧s-

taki i indisi sat¬r, j indisi sütun numaralar¬n¬göstermektedir. Burada i ve j, 1�den n�ye

kadar de¼gerler alabilirler. Bu tablonun her sat¬r ve sütunundan bir ve yaln¬z bir eleman

almak suretiyle meydana getirilen

(�1)I1+I2 ai1j1ai2j2ai3j3 :::ainjn

çarp¬m¬ yaz¬lm¬̧s olsun. Burada I1, i indislerinin inversiyon say¬s¬n¬, I2 ise j indis-

lerinin inversiyon say¬s¬n¬ göstermektedirler. Bu çarp¬m¬n işareti çarpanlar¬n s¬ras¬na
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ba¼gl¬ de¼gildir. ·Indisler s¬ra de¼giştirse bile, ancak permütasyon s¬n¬�ar¬ de¼gişece¼ginden

işaret de¼gişmeyecektir. Dolay¬s¬yla yukar¬daki tablodan teşkil edilecek çarp¬mlar¬n say¬s¬

n! tane olup, bunlar¬n yar¬s¬ pozitif, yar¬s¬ negatif işaret taş¬yacakt¬r. Yukar¬daki tablodan

elde edilen n! tane işaretli çarp¬mlar¬n cebirsel toplamlar¬na yukar¬daki tablonun deter-

minant¬ denir. Buna göre
������������

a11 a12 � � � a1n

a21 a22 � � � a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 � � � ann

������������

=
X

(�1)I1+I2 ai1j1ai2j2ai3j3 :::ainjn

yaz¬labilir (Özdemir ve Aksoy 1971).

Tan¬m 1.10 (Homojen Diferansiyel Denklem) E¼ger

dy

dx
= f (x; y)

formundaki bir diferansiyel denklemde f fonksiyonu sadece x�e veya sadece y�ye ba¼gl¬

de¼gilde onlar¬n x
y
veya y

x
oranlar¬na ba¼gl¬ ise diferansiyel denkleme homojendir denir.

K¬saca dy

dx
= F

�
y

x

�
formunda gösterilir (Cesur 2004).

Tan¬m 1.11 (Ortogonal Fonksiyonlar Sistemi) [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, bu aral¬kta

özdeş olarak s¬f¬r olmayan ve Riemann anlam¬nda integrale sahip fonksiyonlardan mey-

dana gelen ff1(x); f2(x); :::; fn(x); :::g kümesini gözönüne alal¬m. E¼ger

bZ

a

fi (x) fj(x)dx =

8
<

:
0 ; i 6= j

k2i ( 6= 0) ; i = j

9
=

;

ise, böyle bir kümeye [a; b] aral¬¼g¬nda ortogonal fonksiyon kümesi veya ortogonal fonksiyon

sistemi denir. Bu ortogonal fonksiyon sisteminden elde edilen
�
u1 (x) =

f1 (x)

k1
; u2 (x) =

f2 (x)

k2
; ::: ; un (x) =

fn (x)

kn
; :::

�

kümesine [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde bir ortonormal fonksiyon sistemi ad¬ verilir (Özde¼ger ve

Özde¼ger 1994).
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Tan¬m 1.12 (Matris Denklem Sistemleri) m tane denklem ve n tane bilinmeyenden

oluşan

a11x1 + a12x2 + :::+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + :::+ a2nxn = b2

...
...

...

am1x1 + am2x2 + :::+ amnxn = bm

lineer denklem sistemini gözönüne alal¬m. x1; x2; :::; xn bilinmeyenleri, a�lar ve b�ler sabit-

leri ifade etmektedir. Lineer denklem sistemi

A =

26666664
a11 a12 � � � a1n

a21 a22 � � � a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 � � � amn

37777775 ; X =

26666664
x1

x2
...

xn

37777775 ; B =
26666664
b1

b2
...

bm

37777775
şeklinde tan¬mlam¬̧s katsay¬lar matrisi A, bilinmeyenler sütun matrisi X ve sabitler sütun

matrisi B olmak üzere26666664
a11 a12 � � � a1n

a21 a22 � � � a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 � � � amn

37777775

26666664
x1

x2
...

xn

37777775 =
26666664
b1

b2
...

bm

37777775
A:X = B

şeklinde gösterilir (Eren ve Razbonyal¬2006).

Tan¬m 1.13 (Başlang¬ç ve S¬n¬r De¼ger Problemleri) Bir adi diferansiyel denklemin

belli koşullara göre çözümleri arand¬¼g¬nda, e¼ger ek koşullar ba¼g¬ml¬de¼gişken ve türevlerine

göre tek bir noktada verilmişse probleme başlang¬ç de¼ger problemi, e¼ger koşullar en az

farkl¬iki noktada tan¬mlanm¬̧ssa probleme s¬n¬r de¼ger problemi denir (Sezer ve Daşç¬o¼glu

2014).

Tan¬m 1.14 (Leibniz Formülü) f(x; t) fonksiyonu f(x; t) : a � x � b; c � t � dg

dikdörtgenini kapsayan bir bölgede sürekli ve sürekli bir @f
@t
k¬smi türevine sahip olsun. Bu

taktirde c � t � d için

d

dt

bZ
a

f(x; t)dx =

bZ
a

@

@t
f(x; t)dx
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olur. f fonksiyonu yukar¬daki şart¬sa¼glayan bir fonksiyon, a (t) ve b (t) de (c; d) aral¬¼g¬nda

sürekli türeve sahip fonksiyonlar ise

d

dt

b(t)Z
a(t)

f(x; t)dx =

b(t)Z
a(t)

@f

@t
dx+ f(b(t); t)b0(t)� f(a(t); t)a0(t)

olur (Balc¬2010).

Tan¬m 1.15 (Taylor Serisi) f fonksiyonu, a noktas¬n¬ içeren bir aç¬k aral¬ktaki x

de¼gerleri için

f(x) =
1X
n=1

an(x� a)n

olsun. Bu durumda

1X
n=0

f
(n)
(a)

n!
(x�a)n = f(a)+ f 0(a)(x�a)+ 1

2!
f
00
(a)(x�a)2+ ::: +

1

n!
f
(n)

(a)(x�a)n+ :::

olur. Bu ifadeye, f fonksiyonunun a noktas¬ndaki Taylor serisi veya Taylor aç¬l¬m¬

denir. E¼ger a = 0 ise

1X
n=0

f
(n)
(0)

n!
xn

ifadesine de Mclaurin serisi veya aç¬l¬m¬ad¬verilir (Dönmez 2005).
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BÖLÜM 2

·INTEGRAL DENKLEMLERE G·IR·IŞ

·Integral i̧sareti alt¬nda bilinmeyen bir fonksiyonu ihtiva eden denklemlere integral

denklem denir. Farkl¬ türlerde integral denklemler mevcut oldu¼gundan tamam¬n¬kap-

sayacak şekilde bir tan¬mlama yapmam¬z olanaks¬zd¬r. Bu nedenle integral denklemler

konusunun araşt¬r¬lmas¬geni̧s ve da¼g¬n¬k bir durum sergileyecektir.

·Ilk integral denkleme, 1823 y¬l¬nda ·Italyan Matematikçi Abel taraf¬ndan "Tautochrone"

ad¬n¬ verdi¼gi problemi inceledi¼gi s¬rada rastlad¬¼g¬ bilinmektedir. Sonraki y¬llarda ise

Volterra, Fredholm ve Hilbert taraf¬ndan integral denklemler konusunda geni̧s araşt¬r¬l-

malar¬n yap¬ld¬¼g¬görülmektedir. ·Integral denklem deyimi ise D. B. Reymond taraf¬ndan

1888 y¬l¬nda yay¬nlanan bir çal¬̧smada ilk kez önerildi¼gi bilinmektedir (Bocher 1926).

Fizik ve mühendislik bölümlerinin daha çok uygulama alanlar¬nda bilinmeyen

fonksiyonun integral i̧sareti alt¬nda oldu¼gu denklemler mevcuttur. Bilinmeyen fonksiyon

ve bu fonksiyonun türevlerinden oluşan denklemler diferansiyel denklemler olarak bilinir-

ler. Bilindi¼gi gibi limit, süreklilik ve türev noktasal kavramlard¬r. Ayr¬ca türev, limitin

bir uygulamas¬oldu¼gundan ve limit hesab¬ ise bir nokta ve bu noktan¬n yak¬n komşu-

lu¼gunda dikkate al¬nd¬¼g¬ndan diferansiyel denklemler yerel denklemlerdir diyebiliriz. ·In-

tegral hesaplamada e¼grisel yaklaş¬m söz konusu oldu¼gundan integral denklemlerde bütün

uzay üzerinden integral al¬nmas¬gerekecektir ve bu yüzden integral denklemlerin evrensel

oldu¼gunu söyleyebiliriz. Bu da aranan fonksiyonun bir noktadaki de¼gerinin o

fonksiyonun bütün uzay üzerinden integralini içeren ifadeler cinsinden bulunmas¬demek-

tir. Buradan anlaş¬laca¼g¬üzere integral denklemlerin çözümü diferansiyel denklemlerin

çözümüne nazaran daha zordur.

Diferansiyel denklemler tek başlar¬na bir problemi tan¬mlamaya yetmezler ve onlara ek

şartlar¬n verilmesi gerekir. ·Integral denklemler ise bir problemin tan¬m¬n¬tek başlar¬na

verebilirler ve ek şartlara gerek duyulmaz. Ancak s¬n¬r şartlar¬n¬n varl¬¼g¬uzay¬n tamam¬nda
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istenilen bölgeye etki edece¼ginden diferansiyel denklemler ile integral denklemler aras¬nda

bir ili̧ski söz konusu olacakt¬r. Buradan hareketle diferansiyel denklemlerin integral

denklem olarak da ifade edilebilecekleri sonucunu elde ederiz (Bay¬n 2004).
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BÖLÜM 3

·INTEGRAL DENKLEMLER VE TEMEL KAVRAMLAR

3.1 ·INTEGRAL DENKLEMLER·IN SINIFLANDIRILMASI

f ; g ve K fonksiyonlar¬bilinen fonksiyonlar, u bilinmeyen fonksiyon, � s¬f¬rdan farkl¬reel

veya kompleks parametre olmak üzere, üst s¬n¬r sabit veya de¼gi̧sken oldu¼gunda integral

denklem en genel haliyle

g(x)u(x) = f(x) + �

xZ
a

K(x; t)u(t)dt

şeklinde gösterilir. Burada K(x; t) çekirdek fonksiyon olarak tan¬mlan¬r ve bu eşitlikte

fonksiyonlar¬n özel halleri için integral denklemlerin s¬n¬�and¬r¬ld¬¼g¬n¬görece¼giz (Rahman

2007)

3.1.1 Lineer ve Lineer Olmayan ·Integral Denklemler

·Integral denklemler öncelikle lineer ve lineer olmayan integral denklemler olarak iki ana

başl¬kta incelenirler. u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak üzere

u(x) = f(x) +

xZ
a

K(x; t)u(t)dt

şeklindeki bir integral denklem için integral operatörünün u(x) bilinmeyen fonksiyonuna

göre lineer olmas¬durumda integral denkleme lineer integral denklem denir.

u(x) = f(x) +

xZ
a

K(x; t)un(t)dt

integral denkleminde, diferansiyel denklemlerde oldu¼gu gibi n > 1 oldu¼gunda lineer olma

durumu bozulur (Rahman 2007).
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3.1.2 Tekil ve Tekil Olmayan Lineer ·Integral Denklemler

Bu tip s¬n¬�and¬rmada integral denklemde bulunan K(x; t) çekirdek fonksiyonunun

süreklilik durumu önemlidir. K(x; t) çekirdek fonksiyonu a � x; t � b aral¬¼g¬nda sürekli

ise integral denklem tekil olmayan, sürekli de¼gil ise tekil integral denklem ad¬n¬al¬r.

Örne¼gin, 0 < � < 1 olmak üzere

f(x) =

xZ
0

u(t)dt

(x� t)�

şeklindeki bir integral denklemde 1
(x�t)� çekirdek fonksiyonu x = t noktas¬nda süreksiz

oldu¼gundan bu denklem tekil bir integral denklemdir. Ayr¬ca

f(x) =

1Z
�1

u(t)dt

örne¼ginde oldu¼gu gibi integral s¬n¬rlar¬ndan en az birinin sonsuz olmas¬durumunda da

denklem tekil bir integral denklem olacakt¬r (Rahman 2007).

3.1.3 ·Integral Denklemlerin Yap¬lar¬na Göre S¬n¬�and¬r¬lmas¬

Yap¬lar¬na göre integral denklemler üç s¬n¬fa ayr¬l¬rlar. f(x) bilinen, u(x) bilinmeyen ve

K(x; t) çekirdek fonksiyon olmak üzere

g(x) = f(x) +

bZ
a

K(x; t)u(t)dt

şeklindeki bir integral denkleme I:cins integral denklem denir. Burada g(x) bilinen

fonksiyon olup bilinmeyen u fonksiyonu sadece integral içinde mevcuttur.

Örne¼gin

x3 + 1 =

1Z
�1

(x� t)u(t)dt

denklemi I. cins integral denklemdir.

u(x) = f(x) +

bZ
a

K(x; t)u(t)dt
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şeklindeki integral denklemler ise II: cins integral denklemler olarak adland¬r¬l¬r. Bu-

rada ise bilinmeyen u fonksiyonu hem integralin içinde hem de d¬̧s¬ndad¬r.

Örne¼gin

u(x) = 1 + x2 +

2Z
1

sin(x+ t)u(t)dt

denklemi II. cins integral denklemdir.

g(x)u(x) = f(x) +

bZ
a

K(x; t)u(t)dt (3.1)

şeklindeki integral denklemlere ise III: cins integral denklemler denir. Burada f(x) ile g(x)

bilinen fonksiyon ve K(x; t) çekirdek fonksiyondur.

Örne¼gin

x2u(x) = 1� e�x +
1Z

�1

xt2u(t)dt

denklemi III. cins integral denklemdir.

Burada I. ve II. cins integral denklemlerin III. cins integral denklemlerin özel bir hali

oldu¼gu görülür. Yani III. cins olan (3.1) denklemi g(x) � 0 ise I. cins, g(x) � 1 ise II.

cins bir integral denklemdir (Shoukralla 2018).

3.1.4 Homojen ve Homojen Olmayan ·Integral Denklemler

·Integral denklemler, u(x) bilinmeyen fonksiyonunun homojen olup olmad¬¼g¬na bak¬larak

da s¬n¬�and¬r¬l¬rlar.

u(x) = f(x) +

bZ
a

K(x; t)u(t)dt

integral denklemi için f(x) 6= 0 ise integral denklem homojen olmayan bir integral

denklem olacakt¬r. f(x) = 0 olmas¬ durumunda ise homojen integral denklem elde

edilir (Kotsireas 2008).
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3.1.5 Volterra ve Fredholm ·Integral Denklemleri

·Integral denklemlerdeki integral s¬n¬rlar¬n¬n de¼gi̧sken veya sabit olmas¬durumuna göre

denklemler farkl¬ s¬n¬�and¬r¬l¬rlar. ·Integral s¬n¬rlar¬ndan birinde de¼gi̧sken bulunuyorsa

bu durumda bu integral denklem V olterra integral denklemi; e¼ger integral s¬n¬rlar¬sabit

ise bu integral denklem Fredholm integral denklemi olarak tan¬mlan¬r.

g(x)u(x) = f(x) +

xZ
a

K(x; t)u(t)dt

şeklindeki denklemlerde integral s¬n¬rlar¬ndan biri de¼gi̧sken oldu¼gundan bu denklemler

Volterra integral denklemleri olup

g(x)u(x) = f(x) +

bZ
a

K(x; t)u(t)dt

şeklindeki denklemlerde ise s¬n¬rlar sabit oldu¼gundan bu denklemler Fredholm integral

denklemleridir (Shoukralla 2018).

3.1.6 ·Integro-Diferansiyel Denklemler

u(x) bilinmeyen fonksiyonun türevlerinin bulundu¼gu integral denklemlere integro-

diferansiyel denklemler denir. Örne¼gin, u(x)�in birinci mertebeden türevinin bulundu¼gu

u0(x) = F fx; u(x)g+
xZ

0

K(x; t; u(t); u0(t))dt

şeklindeki bir denklem integro-diferansiyel denklemdir. Başka bir örne¼gi de, n:

mertebeden türevinin bulundu¼gu

u(n) (x) = Ffx; u(x); u0(x); :::; u(n�1) (x)g+
xZ

0

Kfx; t; u(t); u0(t); :::; u(n) (t)gdt

şeklindeki denklemdir (Aksoy 1983).

3.2 ·INTEGRAL DENKLEMLER·IN D·IFERANS·IYEL DENKLEMLERLE

·IL·IŞK·IS·I

Başlang¬ç şartlar¬yla verilmi̧s bir diferansiyel denklem, Volterra tipinde bir in-

tegral denkleme dönüştürülebildi¼gi gibi bir integral denklem de bir diferansiyel

denkleme dönüştürülebilir. Bir s¬n¬r de¼ger problemi ise Fredholm integral denklemine

dönüştürülebilir.
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3.2.1 Diferansiyel Denklemlerin ·Integral Denklemlere Dönüştürülmesi

u(0) = u0 başlang¬ç koşulu için
du(t)
dt

= F (t; u(t)) diferansiyel denklemi t�ye göre integre

edilirse

u(t) = u0 +

tZ
0

F (s; u(s))ds

ifadesi elde edilir ve bu Volterra tipi bir integral denklemdir. Benzer olarak u(0) = 1 ve

u0(0) = 0 başlang¬ç koşullar¬için

d2u(t)

dt2
= �u(t) ; t > 0

diferansiyel denklemi t�ye göre integre edilip daha sonra iki katl¬ integrali tek katl¬

integrale indirgeyerek ve başlang¬ç koşullar¬n¬kullanarak

u(t) = 1 + �

tZ
0

(t� �)u(�)d�

denklemi elde edilmi̧s olur. Böylece, ikinci mertebeden diferansiyel denklem

K(t � �) çekirde¼gi ile Volterra integral denklemine dönüşmüş olur. Ayr¬ca say¬lar¬

n tane olan

y(0) = c0; y
0(0) = c1; ::: ; y

(n�1)(0) = cn�1

başlang¬ç koşullar¬için

f(x) =
dny

dxn
+ a1(x)

dn�1y

dxn�1
+ a2(x)

dn�2y

dxn�2
+ ::: + an�1(x)

dy

dx
+ an(x)y (3.2)

lineer diferansiyel denklemini bir integral denkleme dönüştürelim:

u(x) =
dny

dxn

dönüşümü yap¬l¬p türevin mertebesi bir mertebe düşürülürse

dny

dxn
=
d

dx

�
dn�1y

dxn�1

�
= u(x);

xZ
0

d

�
dn�1y

dxn�1

�
=

xZ
0

u(x)dx;

dn�1y

dxn�1
=

xZ
0

u(x)dx+ Cn�1
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elde edilir. Benzer şekilde integral almaya devam edilirse

xZ
0

d

�
dn�2y

dxn�2

�
=

xZ
0

24 xZ
0

u(x)dx+ Cn�1

35 dx;
dn�2y

dxn�2
=

xZ
0

xZ
0

u(x)dxdx+ Cn�1

xZ
0

dx+ Cn�2;

d n�2y

dxn�2
=

xZ
0

xZ
0

u(x)dxdx+ Cn�1x+ Cn�2

elde edilir ve bu şekilde devam edilirse

dn�3y

dxn�3
=

xZ
0

xZ
0

xZ
0

u(x)dxdxdx+
1

2!
Cn�1x

2 + Cn�2x+ Cn�3;

...

dy

dx
=

xZ
0

:::(n� 1) :::
xZ

0

u(x)dx ::: dx+
1

(n� 2)!Cn�1x
n�2 +

1

(n� 3)!Cn�2x
n�3 + :::+ C1

bulunur. Son kez integral al¬n¬rsa

y =

xZ
0

:::(n) :::

xZ
0

u(x)dx ::: dx+
1

(n� 1)!Cn�1x
n�1 +

1

(n� 2)!Cn�2x
n�2 + :::+ C1x+ C0

bulunur. Çok katl¬integrallerle i̧slem yap¬ld¬¼g¬nda kolayl¬k olmas¬aç¬s¬ndanZ
:::(n) :::

Z
şeklindeki notasyon kullan¬labilir.

Buldu¼gumuz bu ifadeleri (3.2) denkleminde yerine yazarsak

f(x) = u(x) + a1(x)

xZ
0

u(x)dx+ Cn�1a1(x) + a2(x)

xZ
0

xZ
0

u(x)dxdx+ Cn�1xa2(x)

+Cn�2a2(x) + a3(x)

xZ
0

xZ
0

xZ
0

u(x)dxdxdx+
1

2!
Cn�1x

2a3(x) + Cn�2xa3(x)

+Cn�3a3(x) + ::: + an�1(x)

xZ
0

:::(n� 1) :::
xZ

0

u(x)dx ::: dx

+
1

(n� 2)!Cn�1x
n�2an�1(x) +

1

(n� 3)!Cn�2x
n�3an�1(x)
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+ ::: + C1an�1(x) + an(x)

xZ
0

:::(n):::

xZ
0

u(x)dx ::: dx

+
1

(n� 1)!Cn�1x
n�1an(x) +

1

(n� 2)!Cn�2x
n�2an(x) + :::+ C1xan(x) + C0an(x)

elde edilir. Bu eşitlik

f(x)� Cn�1a1(x)� Cn�1xa2(x)� ::: � 1

(n� 1)!Cn�1x
n�1an(x)� ::: � Cn�2a2(x)

�Cn�2xa3(x)� :::� 1

(n� 2)!Cn�2x
n�2an(x)� ::: �C1xan�1(x)�C1an(x)�C0an(x)

= u(x) + a1(x)

xZ
0

u(x)dx+ a2(x)

xZ
0

xZ
0

u(x)dxdx+ a3(x)

xZ
0

xZ
0

xZ
0

u(x)dxdxdx

+ ::: + an�1(x)

xZ
0

:::(n� 1):::
xZ

0

u(x)dx ::: dx+ an(x)

xZ
0

:::(n):::

xZ
0

u(x)dx ::: dx

şeklinde düzenlenirse eşitli¼gin sol taraf¬ x�e ba¼gl¬ bir fonksiyon olup bu fonksiyon da

F (x) ile gösterirse

fn�1(x) = a1(x) + xa2(x) +
x2

2!
a3(x) + ::: +

xn�1

(n� 1)!an(x);

fn�2(x) = a2(x) + xa3(x) + ::: +
xn�2

(n� 2)!an(x);

...

f1(x) = an�1(x) + an(x);

f0(x) = an(x)

olmak üzere

F (x) = f(x)� [Cn�1fn�1(x) + Cn�2fn�2(x) + ::: + C1f1(x) + C0f0(x)]

oldu¼gu görülür. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ise

xZ
0

:::(n):::

xZ
0

u(t)dt ::: dt =

xZ
0

(x� t)n�1
(n� 1)! u(t)dt

şeklinde tek katl¬integral olarak gösterilebilir (Aksoy 1983).
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Teorem 3.1

xZ

0

:::(n):::

xZ

0

u(t)dt ::: dt =

xZ

0

(x� t)n�1

(n� 1)!
u(t)dt (3.3)

ba¼g¬nt¬s¬ yard¬m¬yla çok katl¬ bir integral, tek katl¬ integral olarak ifade edilebilir.

·Ispat: (3.3) ba¼g¬nt¬s¬n¬ aşa¼g¬daki gibi düzenleyerek ve eşitli¼gin sa¼g taraf¬n¬ In ile gösterip

daha geni̧s incelenmi̧s olmas¬ aç¬s¬ndan integralin alt s¬n¬r¬ a al¬n¬rsa

(n� 1)!

xZ

a

:::(n):::

xZ

a

u(t)dt ::: dt =

xZ

a

(x� t)n�1u(t)dt = In(x) (3.4)

şeklinde yaz¬l¬r. Burada n pozitif tamsay¬ ve a bir sabittir. Leibniz formülünden yarar-

lanarak

F (x; t) = (x� t)n�1u(t)

şeklinde tan¬mlay¬p türev al¬n¬rsa

dIn

dx
= (n� 1)

xZ

a

(x� t)n�2u(t)dt +
�
(x� t)n�1 u(t)

�
����
t=x

bulunur. Böylece n > 0 için

dIn

dx
= (n� 1)In�1 (3.5)

olur. Özel olarak n = 1 ise, (3.4)�ten

dI1

dx
=
d

dx

xZ

a

u(t)dt = u(x) (3.6)

bulunur. (3.5)�te türev almaya devam edilirse

8
>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d2In

dx2
= (n� 1)(n� 2)In�2;

:

d3In

dx3
= (n� 1)(n� 2)(n� 3)In�3;

...

dkIn

dxk
= (n� 1)(n� 2):::(n� k)In�k ; n > k;

...
dn�1In

dxn�1
= (n� 1)(n� 2):::2:1:I1 = (n� 1)!I1

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>>>>>>>>;

(3.7)

16

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

http://www.tcpdf.org


ifadeleri elde edilip n: mertebeden türev

dnIn
dxn

= (n� 1)!dIn
dx

= (n� 1)!u(x)

olarak (3.6)�dan kolayca görülür. n � 1 iken In (a) = 0 oldu¼guna dikkat edilirse, (3.7)

ba¼g¬nt¬s¬ndan, In(x)�in ve onun ilk (n-1) adet türevinin x = a için sa¼gland¬¼g¬ sonucuna

var¬l¬r. In(a) = 0 oldu¼gu (3.4) ba¼g¬nt¬s¬ndan kolayca elde edilebilir.

Şimdi, yukar¬daki ba¼g¬nt¬lardan geriye do¼gru hareket edilerek integral alma i̧slemleri

yap¬l¬rsa (3.6)�dan

I1(x) =

xZ
a

u(t)dt

elde edilir. Ayr¬ca

I2(x) =

xZ
a

I2(x2)dx2 =

xZ
a

x2Z
a

u(t1)dt1dt2

yaz¬labilir. Burada x1; x2 birer parametredir. ·I̧slemlere bu şekilde devam edilirse

In(x) = (n� 1)!
xZ

a

xnZ
a

xn�1Z
a

:::

x3Z
a

x2Z
a

u (t1) dt1dt2dt3:::dtn�1dtn

bulunur. ·Ifadeyi düzenlemek için, her iki taraf¬ (n � 1)! ile bölüp, In yerine (3.4)

ba¼g¬nt¬s¬ndaki eşiti yaz¬l¬rsa

xZ
a

xnZ
a

xn�1Z
a

:::

x3Z
a

x2Z
a

u (t1) dt1dt2dt3:::dtn�1dtn =
1

(n� 1)!

xZ
a

(x� t)n�1u(t)dt

elde edilir. Burada, x = x1 = x2 = ::: = xn�1 = xn kabul edilirse, gösterilmek istenilen

xZ
0

:::(n):::

xZ
0

u(t)dt ::: dt =

xZ
0

(x� t)n�1
(n� 1)! u(t)dt

ba¼g¬nt¬s¬bulunmuş olur. Buna göre

u(x) + a1 (x)

xZ
0

u(t)dt+ a2(x)

xZ
0

xZ
0

u(t)dtdt+ :::+ an(x)

xZ
0

:::(n):::

xZ
0

u(t)dt:::dt = F (x)

ifadesi (3.3) yard¬m¬yla

u(x) + a1 (x)

xZ
0

u(t)dt+ a2(x)

xZ
0

(x� t)u(t)dt+ :::+ an(x)
xZ

0

(x� t)n�1

(n� 1)! u(t)dt = F (x)
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şeklinde ifade edilecektir. Bu ise belirli integral özelliklerinden

u(x) +

xZ
0

"
a1 (x) + a2 (x) (x� t) + a3

(x� t)2

2!
+ :::+ an (x)

(x� t)n�1

(n� 1)!

#
u(t)dt = F (x)

olarak yaz¬labilir. Burada köşeli parantez içindeki ifadeK(x; t) çekirdek fonksiyonu olarak

ele al¬n¬rsa

K(x; t) = a1 (x) + a2 (x) (x� t) + a3
(x� t)2

2!
+ :::+ an (x)

(x� t)n�1

(n� 1)!

olur. Bu fonksiyon yerine yaz¬l¬rsa

u(x) +

xZ
0

K(x; t)u(t)dt = F (x)

şeklinde II. cins Volterra integral denklemi elde edilir. Böylece

dny

dxn
= u(x)

diferansiyel denklemi bir integral denkleme dönüşmüş olur (Aksoy 1983).

Örnek 3.1 y000 � 2y00 + y = x; y(0) = 1; y0(0) = 0; y00(0) = 1

başlang¬ç de¼ger problemini Volterra integral denklemine dönüştürelim:

y000 = u(x) (3.8)

olsun. Eşitli¼gin her iki taraf¬n¬0�dan x�e integre edip, y00(0) = 1 oldu¼gu kullan¬l¬rsa

y00(x)� y00(0) =
xZ

0

u(t)dt;

y00(x) = 1 +

xZ
0

u(t)dt (3.9)

elde edilir. Benzer olarak, (3.9) eşitli¼ginin her iki taraf¬ 0�dan x�e integre edilip

y0(0) = 0 oldu¼gu kullan¬l¬rsa

y0(x)� y0(0) = x+
xZ

0

xZ
0

u(t)dtdt

olur ve buradan

y0(x) = x+

xZ
0

xZ
0

u(t)dtdt (3.10)
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bulunur. Son olarak, (3.10) eşitli¼ginin her iki taraf¬0�dan x�e integre edilip

y(0) = 1 ile

xZ
0

xZ
0

xZ
0

u(t)dtdtdt =
1

2

xZ
0

(x� t)2u(t)dt

oldu¼gu kullan¬larak integral al¬n¬rsa

y(x)� y(0) = x2

2
+

xZ
0

xZ
0

xZ
0

u(t)dtdtdt

olur ve buradan

y(x) = 1 +
x2

2
+
1

2

xZ
0

(x� t)2u(t)dt (3.11)

elde edilir. (3.8) ve (3.11) eşitlikleri verilen başlang¬ç koşullar¬nda yerine yaz¬l¬rsa

u(x)� 2

0@1 + xZ
0

u(t)dt

1A+ 1 + x2
2
+
1

2

xZ
0

(x� t)2u(t)dt = x

olur ve sonuç olarak

u(x) = 1 + x� x
2

2
+

xZ
0

 
2� (x� t)

2

2

!
u(t)dt

Volterra integral denklemi elde edilir.

Örnek 3.2 y00 + 4y = sinx; 0 < x < 1; y(0) = y(1) = 0

s¬n¬r de¼ger problemini Fredholm integral denklemine dönüştürelim:

y00(x) = u(x) (3.12)

olsun. (3.12) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬0�dan x�e integre edersek

xZ
0

y00(t)dt =

xZ
0

u(t)dt) y0(x)� y0(0) =
xZ

0

u(t)dt;

y0(x) = y0(0) +

xZ
0

u(t)dt (3.13)

elde edilir. (3.13) eşitli¼ginin her iki taraf¬, Leibniz kural¬da kullan¬larak 0�dan x�e integre

edilirse
xZ

0

y0(t)dt =

xZ
0

y0(0)dt+

xZ
0

xZ
0

u(t)dtdt;
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y(x)� y(0) = xy0(0) +

xZ

0

(x� t)u(t)dt;

y(x) = y(0) + xy0(0) +

xZ

0

(x� t)u(t)dt;

y(x) = xy0(0) +

xZ

0

(x� t)u(t)dt (3.14)

bulunur. y0(0) de¼gerini bulmak için s¬n¬r koşullar¬ dikkate al¬narak (3.14) eşitli¼ginde

x = 1 yaz¬l¬rsa

y(1) = 0 = y0(0) +

1Z

0

(1� t)u(t)dt;

y0(0) = �

1Z

0

(1� t)u(t)dt (3.15)

sonucuna ulaş¬l¬r. (3.15) eşitli¼gi (3.14)�te yerine yaz¬l¬rsa

y(x) = �

1Z

0

x(1� t)u(t)dt �

xZ

0

(x� t)u(t)dt (3.16)

bulunur. (3.12) ve (3.16) ifadeleri verilen s¬n¬r de¼ger probleminde dikkate al¬n¬rsa

u(x)� 4

1Z

0

x(1� t)u(t)dt + 4

xZ

0

(x� t)u(t)dt = sin x;

u(x)� 4

xZ

0

x(1� t)u(t)dt � 4

1Z

x

x(1� t)u(t)dt + 4

xZ

0

(x� t)u(t)dt = sin x;

u(x)� 4

xZ

0

t(1� x)u(t)dt� 4

1Z

x

x(1� t)u(t)dt = sin x;

u(x) = sin x+

xZ

0

4t(1� x)u(t)dt+

1Z

0

4x(1� t)u(t)dt

elde edilir. E¼ger

f(x) = sin x ve K(x; t) =

�
4t(1� x) ; 0 � t � x

4x(1� t) ; x � t � 1

�

olarak tan¬mlan¬rsa

u(x) = f(x) +

1Z

0

K(x; t)u(t)

Fredholm integral denklemi bulunur.
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3.2.2 ·Integral Denklemlerin Diferansiyel Denklemlere Dönüştürülmesi

Bir diferansiyel denklem integral denkleme dönüştürülebildi¼gi gibi bir integral denklem

de diferansiyel denkleme dönüştürülebilir. Bu i̧slem için integral i̧sareti alt¬nda türev

i̧slemi olan Leibniz formülü kullan¬l¬r.

d

dx

�(x)Z

�(x)

F (x; t)dt =

�(x)Z

�(x)

@F (x; t)

@x
dt+ F (x; �(x))

d�(x)

dx
� F (x; �(x))

d�(x)

dx

olup, burada �(x) ve �(x) sabit de¼gerler ise bu durumda türevleri 0 olaca¼g¬ndan

d

dx

�(x)Z

�(x)

F (x; t)dt =

�(x)Z

�(x)

@F (x; t)

@x
dt

şeklinde yaz¬l¬r.

Örnek 3.3 u(x)�

xZ

0

u(t) tan tdt = sin x

integral denklemini u(0) = 0 başlang¬ç şart¬ için diferansiyel denkleme dönüştürelim:

Her iki taraf¬n x0e göre türevi al¬n¬rsa

du(x)

dx
�
d

dx

xZ

0

u(t) tan tdt =
d(sin x)

dx
;

u0(x)�
d

dx

xZ

0

u(t) tan tdt = cos x

elde edilir. Son ifadeye Leibniz formülü uyguland¬¼g¬nda

d

dx

xZ

0

u(t) tan tdt =

xZ

0

0dt+ u(x) tan x = u(x) tan x

olur ve sonucunda

u0(x)� u(x) tan x = cos x

şeklinde bir diferansiyel denklem oluşur.

A

A

a

a
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a

a

a

A

a

a

a

a

A

A

A

A

A

A

AA

a

a

a

A
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BÖLÜM 4

·INTEGRAL DENKLEMLER·IN YAKLAŞIK ÇÖZÜMLER·I

4.1 FREDHOLM ·INTEGRALDENKLEMLER·IN·IN TAYLOR SER·IS·I AAAAAAAAAA

YARDIMIYLA YAKLAŞIK ÇÖZÜMÜ

Taylor serisi yard¬m¬yla elde edilen yaklaş¬k çözüm yöntemi, eşitlikte her iki taraf¬n

yeteri kadar türevi al¬narak, sonucunda oluşan denklemin bilinmeyen fonksiyonunun

Taylor seri aç¬l¬m¬nda yerine konulmas¬ ile elde edilecek çözüm yard¬m¬yla yaklaş¬k

de¼gerinin hesaplanmas¬ şeklindedir. Elde edilen bu yaklaş¬k de¼ger, Taylor seri yaklaş¬m¬

olup aç¬l¬mdaki katsay¬lar bir lineer sistemin çözümünü oluştururlar. Bu katsay¬lar¬n

hesaplanmas¬ matris denklemi yard¬m¬yla olur.

Örne¼gin

u(x) = f(x) + �

bZ

a

K(x; t)u(t)dt (4.1)

denkleminde a � x; t � b için u bilinmeyen fonksiyon, f bilinen fonksiyon,K(x; t) çekirdek

fonksiyon ve � 6= 0 reel veya kompleks bir parametre olmak üzere

u(x) =

1X

n=0

1

n!
u(n)(k)(x� k)n ; a � k � b

şeklinde bir Taylor seri çözümüne sahip oldu¼gunu kabul edelim. (4.1) denkleminde x�e

göre n defa türev al¬n¬p x yerine k de¼geri yaz¬l¬rsa

u(n)(k) = f (n)(k) + �

bZ

a

@(n)K(x; t)

@xn

����
x=k

u(t)dt

elde edilir. u(t) fonksiyonu t = k noktas¬nda Taylor serisine aç¬l¬rsa

u(k) =

1X

m=0

1

m!
u(m)(k)(t� k)m
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olur ve bu de¼ger bir önceki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

u(n)(k) = f (n)(k) + �

bZ
a

@(n)K(x; t)

@xn

����
x=k

1X
m=0

1

m!
u(m)(k)(t� k)mdt

olup buradan

u(n)(k) = f (n)(k) + �
1X
m=0

Tnmu
(n)(k); n;m = 0; 1; 2; :::; N (4.2)

elde edilir. Burada Tnm de¼gerleri

Tnm =
1

m!

bZ
a

@(n)K(x; t)

@xn

����
x=k

(t� k)mdt

i̧slemi ile elde edilir. (4.2) eşitlikleri lineer denklem sisteminin çözümünü oluştururlar ve

yaklaş¬k bir çözüm de¼geri elde etmemizi sa¼glarlar. Buradan elde edilecek matris denklemi

U =

26666664
u(0)(k)

u(1)(k)
...

u(N)(k)

37777775 ; T =
26666664
�T00 � 1 �T01 � � � �T0N

�T10 �T11 � 1 � � � �T1N
...

...
. . .

...

�TN0 �TN1
... �TNN � 1

37777775 ; F =
26666664
�f (0)(k)

�f (1)(k)
...

�f (N)(k)

37777775
olmak üzere

TU = F (4.3)

şeklindedir. Burada T matrisinin determinant¬s¬f¬rdan farkl¬ise

U = T�1F

eşitli¼gini yazabiliriz ve bu sayede u(n)(k) katsay¬lar¬hesaplanarak

u(x) �=
NX
n=0

1

n!
u(n)(k)(x� k)n (4.4)

Taylor seri çözümü elde edilir (Sezer 1992).
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Örnek 4.1 u(x) = x� 2ex

e2 � 1 +
1Z

0

ex+tu(t)dt

integral denkleminin çözümü u(x) = x � 2ex

e2 � 1 olup s¬ras¬yla N = 3; 4; 5 de¼gerleri için

yaklaş¬k çözümünü bulmaya çal¬̧sal¬m: Burada

K(x; t) = ex+t; f(x) = x� 2ex

e2 � 1 ; � = 1; a = 0; b = 1 şeklindedir ve k = 0 için

f (n) (0) ve Tnm =
1

m!

bZ
a

@(n)K(x; t)

@xn

����
x=k

(t� k)mdt

de¼gerleri hesaplan¬rsa

f(x) = x� 2ex

e2 � 1 =) f(0) �= �0:31303;

f 0 (x) = 1� 2ex

e2 � 1 =) f 0 (0) �= 0:68696;

f 00 (x) = � 2ex

e2 � 1 =) f 00 (0) �= �0:31303;

f 000 (0) = f (4) (0) = f (5) (0) �= �0:31303;

T00 =
1

0!

1Z
0

@(0) (ex+t)

@x0

����
x=0

(t� 0)0dt = 1

0!

1Z
0

(ex+t)

����
x=0

dt =
1

0!

1Z
0

etdt �= 1:71828;

T01 =
1

1!

1Z
0

@(0) (ex+t)

@x0

����
x=0

(t� 0)1dt = 1

1!

1Z
0

(ex+t)

����
x=0

tdt =
1

1!

1Z
0

ettdt = 1;

T02 =
1

2!

1Z
0

@(0) (ex+t)

@x0

����
x=0

(t� 0)2dt = 1

2!

1Z
0

(ex+t)

����
x=0

t2dt =
1

2!

1Z
0

ett2dt �= 0:35914;

T03 =
1

3!

1Z
0

@(0) (ex+t)

@x0

����
x=0

(t� 0)3dt = 1

3!

1Z
0

(ex+t)

����
x=0

t3dt =
1

3!

1Z
0

ett3dt �= 0:09390;

T04 =
1

4!

1Z
0

@(0) (ex+t)

@x0

����
x=0

(t� 0)4dt = 1

4!

1Z
0

(ex+t)

����
x=0

t4dt =
1

4!

1Z
0

ett4dt �= 0:01935;

T05 =
1

5!

1Z
0

@(0) (ex+t)

@x0

����
x=0

(t� 0)5dt = 1

5!

1Z
0

(ex+t)

����
x=0

t5dt =
1

5!

1Z
0

ett5dt �= 0:00329
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olup sonraki ad¬mlar için benzer hesaplamalar oldu¼gundan k¬saca

T10 = T20 = T30 = T40 = T50 �= 1:71828;

T11 = T21 = T31 = T41 = T51 = 1;

T12 = T22 = T32 = T42 = T52 �= 0:35914;

T13 = T23 = T33 = T43 = T53 �= 0:09390;

T14 = T24 = T34 = T44 = T54 �= 0:01935;

T15 = T25 = T35 = T45 = T55 �= 0:00329

şeklinde yaz¬l¬r.

N = 3 için bulunan bu de¼gerler (4.3)�te yerine yaz¬l¬rsa26666664
0:71828 1 0:35914 0:09390

1:71828 0 0:35914 0:09390

1:71828 1 �0:64086 0:09390

1:71828 1 0:35914 �0:90610

37777775 :
26666664
u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

u(3) (0)

37777775 =
26666664
0:31303

�0:68696

0:31303

0:31303

37777775
matris denklemi elde edilir. Bu denklem çözülecek olursa

u(0) (0) = u(2) (0) = u(3) (0) �= �0:31637; u(1) (0) �= 0:68363

yaklaş¬k de¼gerleri elde edilir. Bu de¼gerler (4.4)�te yerine yaz¬l¬rsa

u(x) �=
3X
n=0

1

n!
u(n) (0) (x� 0)n;

u(x) �= u(0) (0) + u(1) (0) x+
1

2
u(2) (0) x2 +

1

6
u(3) (0) x3;

u(x) �= �0:31637 + 0:68363x� 0:15818x2 � 0:05272x3

yaklaş¬k sonucu bulunur.

N = 4 için bulunan bu de¼gerler (4.3)�te yerine yaz¬l¬rsa26666666664

0:71828 1 0:35914 0:09390 0:01935

1:71828 0 0:35914 0:09390 0:01935

1:71828 1 �0:64086 0:09390 0:01935

1:71828 1 0:35914 �0:90610 0:01935

1:71828 1 0:35914 0:09390 �0:98065

37777777775
:

26666666664

u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

u(3) (0)

u(4) (0)

37777777775
=

26666666664

0:31303

�0:68696

0:31303

0:31303

0:31303

37777777775
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matris denklemi elde edilir. Bu denklem çözülecek olursa

u(0) (0) = u(2) (0) = u(3) (0) = u(4) (0) �= �0:31358; u(1) (0) �= 0:68342

yaklaş¬k de¼gerleri elde edilir. Bu de¼gerler (4.4)�te yerine yaz¬l¬rsa

u(x) �=
4X
n=0

1

n!
u(n) (0) (x� 0)n;

u(x) �= u(0) (0) + u(1) (0) x+
1

2
u(2) (0) x2 +

1

6
u(3) (0) x3 +

1

24
u(4) (0) x4;

u(x) �= �0:31358 + 0:68342x� 0:15679x2 � 0:05226x3 � 0:01306x4

yaklaş¬k sonucu bulunur.

N = 5 için bulunan bu de¼gerler (4.3)�te yerine yaz¬l¬rsa26666666666664

0:71828 1 0:35914 0:09390 0:01935 0:00329

1:71828 0 0:35914 0:09390 0:01935 0:00329

1:71828 1 �0:64086 0:09390 0:01935 0:00329

1:71828 1 0:35914 �0:90610 0:01935 0:00329

1:71828 1 0:35914 0:09390 �0:98065 0:00329

1:71828 1 0:35914 0:09390 0:01935 �0:99671

37777777777775
:

26666666666664

u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

u(3) (0)

u(4) (0)

u(5) (0)

37777777777775
=

26666666666664

0:31303

�0:68696

0:31303

0:31303

0:31303

0:31303

37777777777775
matris denklemi elde edilir. Bu denklem çözülürse

u(0) (0) = u(2) (0) = u(3) (0) = u(4) (0) = u(5) (0) �= �0:31311; u(1) (0) �= 0:68689

yaklaş¬k de¼gerleri elde edilir. Bu de¼gerler (4.4)�te yerine yaz¬l¬rsa

u(x) �=
5X
n=0

1

n!
u(n) (0) (x� 0)n;

u(x) �= u(0) (0) + u(1) (0) x+
1

2
u(2) (0) x2 +

1

6
u(3) (0) x3 +

1

24
u(4) (0) x4 +

1

120
u(5) (0) x5;

u(x) �= �0:31311 + 0:68689x� 0:15655x2 � 0:05218x3 � 0:01304x4 � 0:00260x5

yaklaş¬k çözümü elde edilir.

Aşa¼g¬da N = 3; 4; 5 de¼gerleri için bulunan yaklaş¬k sonuçlar¬n ve kesin çözümün gra�ksel

olarak kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬verilmi̧stir.
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Şekil 4.1: N=3,4,5 için Örnek 4.1�in Hata Analizi

Örnek 4.2 u(x) = ex � 1 +
1Z

0

tu(t)dt

integral denkleminin çözümü u(x) = ex olup s¬ras¬yla N = 3; 4; 5 için yaklaş¬k çözümü

bulmaya çal¬̧sal¬m: Burada

K(x; t) = t; f(x) = ex � 1; � = 1; a = 0; b = 1 şeklindedir ve k = 0 için

f (n) (0) ve Tnm =
1

m!

bZ
a

@(n)K(x; t)

@xn

����
x=k

(t� k)mdt

de¼gerleri hesaplan¬rsa

f(x) = ex � 1 =) f(0) = 0;

f 0 (x) = ex =) f 0 (0) = 1;

f 00 (0) = f 000 (0) = f (4) (0) = f (5) (0) = 1;
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T00 =
1

0!

1Z
0

@(0) (t)

@x0

����
x=0

(t� 0)0dt = 1

0!

1Z
0

t

����
x=0

dt =
1

0!

1Z
0

tdt = 0:5;

T01 =
1

1!

1Z
0

@(0) (t)

@x0

����
x=0

(t� 0)1dt = 1

1!

1Z
0

t

����
x=0

tdt =
1

1!

1Z
0

t2dt �= 0:33333;

T02 =
1

2!

1Z
0

@(0) (t)

@x0

����
x=0

(t� 0)2dt = 1

2!

1Z
0

t

����
x=0

t2dt =
1

2!

1Z
0

t3dt = 0:125;

T03 =
1

3!

1Z
0

@(0) (t)

@x0

����
x=0

(t� 0)3dt = 1

3!

1Z
0

t

����
x=0

t3dt =
1

3!

1Z
0

t4dt �= 0:03333;

T04 =
1

4!

1Z
0

@(0) (t)

@x0

����
x=0

(t� 0)4dt = 1

4!

1Z
0

t

����
x=0

t4dt =
1

4!

1Z
0

t5dt �= 0:00694;

T05 =
1

5!

1Z
0

@(0) (t)

@x0

����
x=0

(t� 0)5dt = 1

5!

1Z
0

t

����
x=0

t5dt =
1

5!

1Z
0

t6dt �= 0:00119;

T10 =
1

0!

1Z
0

@(1) (t)

@x1

����
x=0

(t� 0)0dt = 1

0!

1Z
0

0

����
x=0

dt =
1

0!

1Z
0

0dt = 0

olup sonraki ad¬mlar için benzer hesaplamalar oldu¼gundan k¬saca

T11 = T12 = T13 = T14 = T15 = 0;

T20 = T21 = T22 = T23 = T24 = T25 = 0;

T30 = T31 = T32 = T33 = T34 = T35 = 0;

T40 = T41 = T42 = T43 = T44 = T45 = 0;

T50 = T51 = T52 = T53 = T54 = T55 = 0

yaz¬labilir.

N = 3 için bulunan bu de¼gerler (4.3) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa26666664
�0:5 0:33333 0:125 0:03333

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

37777775 :
26666664
u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

u(3) (0)

37777775 =
26666664
0

�1

�1

�1

37777775
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matris denklemi elde edilir. Bu denklem çözülecek olursa

u(0) (0) �= 0:98332; u(1) (0) = u(2) (0) = u(3) (0) = 1

yaklaş¬k de¼gerleri elde edilir. Bu de¼gerler (4.4)�te yerine yaz¬l¬rsa

u(x) �=
3X
n=0

1

n!
u(n) (0) (x� 0)n;

u(x) �= u(0) (0) + u(1) (0) x+
1

2
u(2) (0) x2 +

1

6
u(3) (0) x3;

u(x) �= 0:98332 + x+
1

2
x2 +

1

6
x3

yaklaş¬k sonucu bulunur.

N = 4 için bulunan bu de¼gerler (4.3) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa26666666664

�0:5 0:33333 0:125 0:03333 0:00694

0 �1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 �1

37777777775
:

26666666664

u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

u(3) (0)

u(4) (0)

37777777775
=

26666666664

0

�1

�1

�1

�1

37777777775
matris denklemi elde edilir. Bu denklem çözülecek olursa

u(0) (0) �= 0:99720; u(1) (0) = u(2) (0) = u(3) (0) = u(4) (0) = 1

yaklaş¬k de¼gerleri elde edilir. Bu de¼gerler (4.4)�te yerine yaz¬l¬rsa

u(x) �=
4X
n=0

1

n!
u(n) (0) (x� 0)n;

u(x) �= u(0) (0) + u(1) (0) x+
1

2
u(2) (0) x2 +

1

6
u(3) (0) x3 +

1

24
u(4) (0) x4;

u(x) �= 0:99720 + x+
1

2
x2 +

1

6
x3 +

1

24
x4

yaklaş¬k sonucu bulunur.

N = 5 için bulunan bu de¼gerler (4.3) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa26666666666664

�0:5 0:33333 0:125 0:03333 0:00694 0:00119

0 �1 0 0 0 0

0 0 �1 0 0 0

0 0 0 �1 0 0

0 0 0 0 �1 0

0 0 0 0 0 �1

37777777777775
:

26666666666664

u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

u(3) (0)

u(4) (0)

u(5) (0)

37777777777775
=

26666666666664

0

�1

�1

�1

�1

�1

37777777777775
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matris denklemi elde edilir. Bu denklem çözülecek olursa

u(0) (0) �= 0:99958; u(1) (0) = u(2) (0) = u(3) (0) = u(4) (0) = u(5) (0) = 1

yaklaş¬k de¼gerleri elde edilir. Bu de¼gerler (4.4)�te yerine yaz¬l¬rsa

u(x) �=

5X

n=0

1

n!
u(n) (0) (x� 0)n;

u(x) �= u(0) (0) + u(1) (0) x+
1

2
u(2) (0) x2 +

1

6
u(3) (0) x3 +

1

24
u(4) (0) x4 +

1

120
u(5) (0) x5;

u(x) �= 0:99958 + x+
1

2
x2 +

1

6
x3 +

1

24
x4 +

1

120
x5

yaklaş¬k sonucu bulunur.

u(x) = ex � 1 +

1Z

0

tu(t)dt integral denkleminin Tablo 4.1, Tablo 4.2 ve Tablo 4.3�te

s¬ras¬yla N = 3; 4; 5 için Taylor serisi yard¬m¬yla yaklaş¬k çözümleri ve hata miktarlar¬

gösterilmi̧stir.

Tablo 4.1 N=3 için Örnek 4.2�nin yaklaş¬k çözümleri ve hata miktarlar¬

2

666666666666666666666666666666666666
4

Kesin Ç�oz�um ������� N = 3

i xi u(xi) = e
x u(xi) E(xi)

0 0 1 0:9833200000 1:6E � 02

1 0:2 1:2214027581 1:2046533330 1:6E � 02

2 0:4 1:4918246976 1:4739866670 1:7E � 02

3 0:6 1:8221188003 1:7993200000 2:2E � 02

4 0:8 2:2255409284 2:1886533330 3:6E � 02

5 1:0 2:7182818284 2:6499866670 6:8E � 02

6 1:2 3:3201169227 3:1913200000 1:2E � 01

7 1:4 4:0551999668 3:8206533330 2:3E � 01

8 1:6 4:9530324243 4:5459866670 4:0E � 01

9 1:8 6:0496474644 5:3753200000 6:7E � 01

10 2:0 7:3890560989 6:3166533330 1:0E � 00

3

777777777777777777777777777777777777
5
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Tablo 4.2 N=4 için Örnek 4.2�nin yaklaş¬k çözümleri ve hata miktarlar¬
2

666666666666666666666666666666666666
4

Kesin Ç�oz�um ������� N = 4

i xi u(xi) = e
x u(xi) E(xi)

0 0 1 0:9972000000 2:8E � 03

1 0:2 1:2214027581 1:2186000000 2:8E � 03

2 0:4 1:4918246976 1:4889333340 2:8E � 03

3 0:6 1:8221188003 1:8186000000 3:5E � 03

4 0:8 2:2255409284 2:2196000000 5:9E � 03

5 1:0 2:7182818284 2:7055333340 1:2E � 02

6 1:2 3:3201169227 3:2916000000 2:8E � 02

7 1:4 4:0551999668 3:9946000000 6:0E � 02

8 1:6 4:9530324243 4:8329333340 1:2E � 01

9 1:8 6:0496474644 5:8266000000 2:2E � 01

10 2:0 7:3890560989 6:9972000000 3:9E � 01

3

777777777777777777777777777777777777
5

A

Tablo 4.3 N=5 için Örnek 4.2�nin yaklaş¬k çözümleri ve hata miktarlar¬
2

666666666666666666666666666666666666
4

Kesin Ç�oz�um ������� N = 5

i xi u(xi) = e
x u(xi) E(xi)

0 0 1 0:99958 4:2E � 04

1 0:2 1:2214027581 1:2209826670 4:2E � 04

2 0:4 1:4918246976 1:4913986670 4:2E � 04

3 0:6 1:8221188003 1:8216280000 4:9E � 04

4 0:8 2:2255409284 2:2247106670 8:3E � 04

5 1:0 2:7182818284 2:7162466670 2:0E � 03

6 1:2 3:3201169227 3:3147160000 5:4E � 03

7 1:4 4:0551999668 4:0417986670 1:3E � 02

8 1:6 4:9530324243 4:9226946670 3:0E � 02

9 1:8 6:0496474644 5:9864440000 6:3E � 02

10 2:0 7:3890560989 7:2662466670 1:2E � 01

3

777777777777777777777777777777777777
5
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Şekil 4.2: N=3,4,5 için Örnek 4.2�nin Hata Analizi

Yukar¬da N = 3; 4; 5 de¼gerleri için bulunan yaklaş¬k sonuçlar¬n ve kesin çözümün gra�ksel

olarak kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬verilmi̧stir.

Örnek 4.3 u(x) = (x+ 1)2 +

1Z
�1

(xt+ x2t2)u(t)dt

integral denkleminin yaklaş¬k çözümünü bulmaya çal¬̧sal¬m:

Burada, hem çekirdek hem de bilinen fonksiyonun x de¼gişkenine göre 3. mertebeden türevi

0 oldu¼gundan tam bir çözüm elde edece¼giz.

K(x; t) = (xt+ x2t2); f(x) = (x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1; � = 1; a = �1; b = 1

şeklindedir ve N = 2; k = 0 için

f (n) (0) ve Tnm =
1

m!

bZ
a

@(n)K(x; t)

@xn

����
x=k

(t� k)mdt

de¼gerleri hesaplan¬rsa

f(x) = (x+ 1)2 =) f(0) = 1;
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f 0 (x) = 2x+ 2 =) f 0 (0) = 2;

f 00 (x) = 2 =) f 00 (0) = 2;

T00 =
1

0!

1Z
�1

@(0)(xt+ x2t2)

@x0

����
x=0

(t� 0)0dt =
1Z

�1

(xt+ x2t2)

����
x=0

dt =

1Z
�1

0dt = 0;

T01 =
1

1!

1Z
�1

@(0)(xt+ x2t2)

@x0

����
x=0

(t� 0)1dt =
1Z

�1

(xt+ x2t2)

����
x=0

tdt =

1Z
�1

0tdt = 0;

T02 =
1

2!

1Z
�1

@(0)(xt+ x2t2)

@x0

����
x=0

(t� 0)2dt = 1

2

1Z
�1

(xt+ x2t2)

����
x=0

t2dt =

1Z
�1

0t2dt = 0;

T10 =
1

0!

1Z
�1

@(1)(xt+ x2t2)

@x1

����
x=0

(t� 0)0dt =
1Z

�1

(t+ 2xt2)

����
x=0

dt =

1Z
�1

tdt =
t2

2

1����
�1

= 0;

T11 =
1

1!

1Z
�1

@(1)(xt+ x2t2)

@x1

����
x=0

(t� 0)1dt =
1Z

�1

(t+ 2xt2)

����
x=0

tdt =

1Z
�1

t2 dt =
t3

3

1����
�1

=
2

3
;

T12 =
1

2!

1Z
�1

@(1)(xt+ x2t2)

@x1

����
x=0

(t� 0)2dt = 1

2

1Z
�1

(t+ 2xt2)

����
x=0

t2dt =
1

2

1Z
�1

t3 dt =
t4

8

1����
�1

= 0;

T20 =
1

0!

1Z
�1

@(2)(xt+ x2t2)

@x2

����
x=0

(t� 0)0dt =
1Z

�1

(2t2)

����
x=0

dt =

1Z
�1

2t2dt =
2t3

3

1����
�1

=
4

3
;

T21 =
1

1!

1Z
�1

@(2)(xt+ x2t2)

@x2

����
x=0

(t� 0)1dt =
1Z

�1

(2t2)

����
x=0

tdt =

1Z
�1

2t3 dt =
t4

2

1����
�1

= 0;

T22 =
1

2!

1Z
�1

@(2)(xt+ x2t2)

@x2

����
x=0

(t� 0)2dt = 1

2

1Z
�1

(2t2)

����
x=0

t2dt =
1

2

1Z
�1

2t4dt =
2t5

5

1����
�1

=
2

5

olup bulunan bu de¼gerler (4.3) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa26664
�:0� 1 �:0 �:0

�:0 �:2
3
� 1 �:0

�:4
3

�:0 �:2
5
� 1

37775 :
26664
u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

37775 =
26664
�1

�2

�2

37775
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olur veya � = 1 için26664
�1 0 0

0 �1
3

0

4
3

0 �3
5

37775 :
26664
u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

37775 =
26664
�1

�2

�2

37775
matris denklemi elde edilir. Bu denklem düzenlenirse

u(0) (0) = 1;

�1
3
u(1) (0) = �2;

4

3
u(0) (0) +

�3
5
u(2) (0) = �2

elde edilir. Buradan

u(0) (0) = 1; u(1) (0) = 6; u(2) (0) =
50

9

bulunur ve bu de¼gerler (4.4)�te yerine yaz¬l¬rsa

u(x) =
2X
n=0

1

n!
u(n) (0) (x� 0)n;

u(x) = u(0) (0) + u(1) (0) x+
1

2
u(2) (0) x2;

u(x) = 1 + 6x+
25

9
x2

sonucu bulunur.

u(x) = 1 + 6x + 25
9
x2 fonksiyonunun integral denklemin çözümü oldu¼gunu denklemde

yerine yazarak gösterelim:

u(x) = (x+ 1)2 +

1Z
�1

�
xt+ x2t2

��
1 + 6t+

25

9
t2
�
dt

= x2 + 2x+ 1 +

1Z
�1

�
xt+ 6xt2 +

25

9
xt3 + x2t2 + 6x2t3 +

25

9
x2t4

�
dt

= x2 + 2x+ 1 +

�
1

2
xt2 + 2xt3 +

25

36
xt4 +

1

3
x2t3 +

3

2
x2t4 +

5

9
x2t5

� 1����
�1

= x2 + 2x+ 1 + 4x+
2

3
x2 +

10

9
x2

= 1 + 6x+
25

9
x2

dir.
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Örnek 4.4 u(x) = 0:9x2 + 0:5

1Z
0

x2t2u(t)dt

integral denkleminde de hem çekirdek hem de bilinen fonksiyonun x de¼gişkenine göre 3.

mertebeden türevi 0 oldu¼gundan tam bir çözüm elde edece¼giz. Burada

K(x; t) = 0:5x2t2; f(x) = 0:9x2; � = 1; a = 0; b = 1 şeklindedir ve N = 2; k = 0 için

f (n) (0) ve Tnm =
1

m!

bZ
a

@(n)K(x; t)

@xn

����
x=k

(t� k)mdt

de¼gerleri hesaplan¬rsa

f(x) = 0:9x2 =) f(0) = 0;

f 0 (x) = 1:8x =) f 0 (0) = 0;

f 00 (x) = 1:8 =) f 00 (0) = 1:8;

T00 =
1

0!

1Z
0

@(0)(0:5x2t2)

@x0

����
x=0

(t� 0)0dt =
1Z

0

(0:5x2t2)

����
x=0

dt =

1Z
0

0dt = 0;

T01 =
1

1!

1Z
0

@(0)(0:5x2t2)

@x0

����
x=0

(t� 0)1dt =
1Z

0

(0:5x2t2)

����
x=0

tdt =

1Z
0

0tdt = 0;

T02 =
1

2!

1Z
0

@(0)(0:5x2t2)

@x0

����
x=0

(t� 0)2dt = 1

2

1Z
0

(0:5x2t2)

����
x=0

t2dt =

1Z
0

0t2dt = 0;

T10 =
1

0!

1Z
0

@(1)(0:5x2t2)

@x1

����
x=0

(t� 0)0dt =
1Z

0

(xt2)

����
x=0

dt =

1Z
0

0dt = 0;

T11 =
1

1!

1Z
0

@(1)(0:5x2t2)

@x1

����
x=0

(t� 0)1dt =
1Z

0

(xt2)

����
x=0

tdt =

1Z
0

0tdt = 0;

T12 =
1

2!

1Z
0

@(1)(0:5x2t2)

@x1

����
x=0

(t� 0)2dt = 1

2

1Z
0

(xt2)

����
x=0

t2dt =

1Z
0

0t2dt = 0;

T20 =
1

0!

1Z
0

@(2)(0:5x2t2)

@x2

����
x=0

(t� 0)0dt =
1Z

0

(t2)

����
x=0

dt =

1Z
0

t2dt =
t3

3

1����
0

=
1

3
;
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T21 =
1

1!

1Z
0

@(2)(0:5x2t2)

@x2

����
x=0

(t� 0)1dt =
1Z

0

(t2)

����
x=0

tdt =

1Z
0

t3dt =
t4

4

1����
0

=
1

4
;

T22 =
1

2!

1Z
0

@(2)(0:5x2t2)

@x2

����
x=0

(t� 0)2dt = 1

2

1Z
0

(t2)

����
x=0

t2dt =
1

2

1Z
0

t4dt =
t5

10

1����
0

=
1

10

olup bulunan bu de¼gerler (4.3) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa26664
�1 0 0

0 �1 0

1
3

1
4

�9
10

37775 :
26664
u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

37775 =
26664
0

0

�1:8

37775
matris denklemi elde edilir. Bu denklem düzenlenirse

u(0) (0) = 0; u(1) (0) = 0;

1

3
u(0) (0) +

1

4
u(1) (0) +

�9
10
u(2) (0) = �1:8

elde edilir. Buradan

u(0) (0) = u(1) (0) = 0; u(2) (0) = 2

bulunur ve bu de¼gerler (4.4)�te yerine yaz¬l¬rsa

u(x) =
2X
n=0

1

n!
u(n) (0) (x� 0)n;

u(x) = u(0) (0) + u(1) (0) x+
1

2
u(2) (0) x2;

u(x) = x2

sonucu bulunur.

u(x) = x2 fonksiyonunun integral denklemin çözümü oldu¼gunu denklemde yerine

yazarak gösterelim:

u(x) = 0:9x2 + 0:5

1Z
0

x2t2t2dt

= 0:9x2 + 0:5

24�1
5
x2t5

� 1����
0

35
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= 0:9x2 + 0:1x2

= x2

dir.

Örnek 4.5 u(x) = 1 +

1Z
�1

(xt+ x2t2)u(t)dt

integral denkleminde yukar¬daki örneklerde oldu¼gu gibi tam çözüm elde edece¼giz. Burada

K(x; t) = (xt+ x2t2) ; f(x) = 1; � = 1; a = �1; b = 1 şeklindedir ve

N = 2; k = 0 için

f (n) (0) ve Tnm =
1

m!

bZ
a

@(n)K(x; t)

@xn

����
x=k

(t� k)mdt

de¼gerleri hesaplan¬rsa

f(x) = 1 =) f(0) = 1;

f 0 (x) = 0 =) f 0 (0) = 0;

f 00 (x) = 0 =) f 00 (0) = 0;

T00 =
1

0!

1Z
�1

@(0)(xt+ x2t2)

@x0

����
x=0

(t� 0)0dt =
1Z

�1

(xt+ x2t2)

����
x=0

dt =

1Z
�1

0dt = 0;

T01 =
1

1!

1Z
�1

@(0)(xt+ x2t2)

@x0

����
x=0

(t� 0)1dt =
1Z

�1

(xt+ x2t2)

����
x=0

tdt =

1Z
�1

0tdt = 0;

T02 =
1

2!

1Z
�1

@(0)(xt+ x2t2)

@x0

����
x=0

(t� 0)2dt = 1

2

1Z
�1

(xt+ x2t2)

����
x=0

t2dt =

1Z
�1

0t2dt = 0;

T10 =
1

0!

1Z
�1

@(1)(xt+ x2t2)

@x1

����
x=0

(t� 0)0dt =
1Z

�1

(t+ 2xt2)

����
x=0

dt =

1Z
�1

tdt =
t2

2

1����
�1

= 0;

T11 =
1

1!

1Z
�1

@(1)(xt+ x2t2)

@x1

����
x=0

(t� 0)1dt =
1Z

�1

(t+ 2xt2)

����
x=0

tdt =

1Z
�1

t2dt =
t3

3

1����
�1

=
2

3
;

T12 =
1

2!

1Z
�1

@(1)(xt+ x2t2)

@x1

����
x=0

(t� 0)2dt = 1

2

1Z
�1

(t+ 2xt2)

����
x=0

t2dt =
1

2

1Z
�1

t3dt =
t4

8

1����
�1

= 0;
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T20 =
1

0!

1Z
�1

@(2)(xt+ x2t2)

@x2

����
x=0

(t� 0)0dt =
1Z

�1

(2t2)

����
x=0

dt =

1Z
�1

2t2dt =
2t3

3

1����
�1

=
4

3
;

T21 =
1

1!

1Z
�1

@(2)(xt+ x2t2)

@x2

����
x=0

(t� 0)1dt =
1Z

�1

(2t2)

����
x=0

tdt =

1Z
�1

2t3dt =
t4

2

1����
�1

= 0;

T22 =
1

2!

1Z
�1

@(2)(xt+ x2t2)

@x2

����
x=0

(t� 0)2dt = 1

2

1Z
�1

(2t2)

����
x=0

t2dt =
1

2

1Z
�1

2t4dt =
t5

5

1����
�1

=
2

5

olup bulunan bu de¼gerler (4.3) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa26664
�1 0 0

0 �1
3

0

4
3

0 �3
5

37775 :
26664
u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

37775 =
26664
�1

0

0

37775
matris denklemi elde edilir. Bu denklem düzenlenirse

u(0) (0) = 1;

1

3
u(1) (0) = 0;

4

3
u(0) (0)� 3

5
u(2) (0) = 0

olur ve buradan u(0) (0) = 1 ; u(1) (0) = 0 ; u(2) (0) = 20
9
bulunur. Bu de¼gerler (4.4)�te

yerine yaz¬l¬rsa

u(x) =

2X
n=0

1

n!
u(n) (0) (x� 0)n;

u(x) = u(0) (0) + u(1) (0) x+
1

2
u(2) (0) x2;

u(x) = 1 +
10

9
x2

sonucu elde edilir.

u(x) = 1 + 10
9
x2 fonksiyonunun integral denklemin çözümü oldu¼gunu denklemde yerine

yazarak gösterelim:

u(x) = 1 +

1Z
�1

�
xt+ x2t2

�
u(t)dt
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= 1 +

1Z

�1

�
xt+ x2t2

��
1 +

10

9
t2
�
dt

= 1 +

1Z

�1

�
xt+

10

9
xt3 + x2t2 +

10

9
x2t4

�
dt

= 1 +

�
1

2
xt2 +

5

18
xt4 +

1

3
x2t3 +

2

9
x2t5

� 1����
�1

= 1 +
10

9
x2

dir.

4.2 VOLTERRA ·INTEGRALDENKLEMLER·IN·IN TAYLOR SER·IS·I AAAAAAAAAA

YARDIMIYLA YAKLAŞIK ÇÖZÜMÜ

u(x) = f(x) + �

xZ

a

K(x; t)u(t)dt (4.5)

denkleminde a � x; t � x için u bilinmeyen fonksiyon, f bilinen fonksiyon,K(x; t) çekirdek

fonksiyon ve � 6= 0 reel veya kompleks bir parametre olmak üzere

u(x) =
1X

n=0

1

n!
u(n)(k)(x� k)n ; a � k � x

şeklinde bir Taylor seri çözümüne sahip oldu¼gunu kabul edelim. (4.5) denkleminde x�e

göre n defa türev al¬n¬rsa

u(n)(x) = f (n)(x) + �I(n)(x) (4.6)

olur. Burada

I(n)(x) =
dn

dxn

xZ

a

K(x; t)u(t)dt

dir. n = 0 için

I(0)(x) = I(x) =

xZ

a

K(x; t)u(t)dt

olur. Leibniz kural¬ I(x) integraline uygulan¬rsa, n � 1 için

I(n)(x) =

n�1X

i=0

[hi(x):u(x)]
(n�i�1) +

xZ

a

@(n)K(x; t)

@xn
u(t)dt (4.7)
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elde edilir. Burada

hi(x) =
@(i)K(x; t)

@xi

����
t=x

dir. [hi(x):u(x)]
(n�i�1) de¼geri hesaplan¬p (4.7) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

I(n)(x) =

n�1X
m=0

n�m�1X
i=0

�
n� i� 1
m

�
h
(n�m�1)
i (x)u(m)(x) +

xZ
a

@(n)K(x; t)

@xn
u(t)dt (4.8)

elde edilir. (4.6) denkleminde x de¼gerini 0 al¬p (4.8) denkleminde t = k noktas¬ndaki

u(t) =
1X
m=0

1

m!
u(m) (k) (t� k)m

de¼geri Taylor seri aç¬l¬m¬nda yerine yaz¬l¬rsa

u(n) (k) = f (n) (k) + �
n�1X
m=0

n�m�1X
i=0

�
n� i� 1
m

�
h
(n�m�i�1)
i (k)u(m)(k)

+�

kZ
a

@(n)K(x; t)

@xn

����
x=k

1X
m=0

1

m!
u(m) (k) (t� k)m dt

veya

u(n) (k) = f (n) (k) + �

(
n�1X
m=0

(Hnm + Tnm)u
(m)(k) +

1X
m=n

Tnmu
(m) (k)

)
(4.9)

elde edilir. (4.9)�da

Hnm =

n�m�1X
i=0

�
n� i� 1
m

�
h
(n�m�i�1)
i (k) (4.10)

ve

Tnm =
1

m!

kZ
a

@(n)K(x; t)

@xn

����
x=k

(t� k)mdt

şeklinde tan¬mlan¬r. (4.9)�da n = 0 için

n�1X
m=0

(Hnm + Tnm)u
(m)(k) = 0; (n = 1; 2; ::: ; m = 1; 2; :::; n� 1 ; n > m)

olur. (4.10)�da n � m için

Hnm = 0
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elde edilir. (4.9) ba¼g¬nt¬s¬ndan sonsuz lineer denklem elde edilir. u(x)�in N: dereceden bir

Taylor polinomuna yaklaşt¬¼g¬kabul edilirse, n;m = 0; 1; :::; N al¬nabilir. Daha sonra (4.9)

denkleminden bilinmeyen u(0) (k) ; u(1) (k) ; :::; u(N) (k) katsay¬lar¬için (N+1) bilinmeyenli

(N + 1) denklemden oluşan bir lineer denklem sistemi ortaya ç¬kar. Bu sistem standart

metotlarla nümerik olarak çözülebilir ya da

TU = F (4.11)

şeklinde matris denklemi haline getirilir ve jT j 6= 0 ise (4.11) matris denklemi

U = T�1F

şeklinde yaz¬l¬r. (4.11)�deki T; U ve F matrisleri

T =

26666664
�T00 � 1 �T01 � � � �T0N

� (H10 + T10) �T11 � 1 � � � �T1N
...

...
. . .

...

� (HN0 + TN0) � (HN1 + TN1)
... �TNN � 1

37777775

U =

26666664
u(0) (k)

u(1) (k)
...

u(N) (k)

37777775 ; F =
26666664
�f (0) (k)

�f (1) (k)
...

�f (N) (k)

37777775

şeklindedirler. Buradan

u(n)(k) = f (n)(k) + �

bZ
a

@(n)K(x; t)

@xn

����
x=k

u(t)dt

elde edilir. u(t) fonksiyonu x = k noktas¬nda Taylor serisine aç¬l¬rsa

u(x) �=
NX
m=0

1

m!
u(m)(k)(x� k)m (4.12)

yaklaş¬k çözümü elde edilmi̧s olur (Sezer 1994).
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Örnek 4.6 u(x) = ex � cosx� 2
xZ

0

ex�tu(t)dt

Volterra integral denkleminin çözümü u(x) = sinx olup s¬ras¬yla N = 3; 5; 7 için yaklaş¬k

çözümünü araşt¬ral¬m: Burada

f(x) = ex � cosx; K(x; t) = ex�t; � = �2; a = 0 olup k = 0 için

hi(x), Hnm ve Tnm de¼gerleri

hi(x) =
@(i)K(x; t)

@xi

����
t=x

;

Hnm =
n�m�1X
i=0

�
n� i� 1
m

�
h
(n�m�i�1)
i (k);

Tnm =
1

m!

kZ
a

@(n)K(x; t)

@xn

����
x=k

(t� k)mdt

eşitlikleri kullan¬larak hesaplan¬rsa

h0(x) =
@(0)K(x; t)

@x0

����
x=t

=
@(0)ex�t

@x0

����
x=t

= 1;

h1(x) =
@(1)K(x; t)

@x1

����
x=t

=
@(1)ex�t

@x1

����
x=t

= 1;

h2(x) =
@(2)K(x; t)

@x2

����
x=t

=
@(2)ex�t

@x2

����
x=t

= 1;

h3(x) =
@(3)K(x; t)

@x3

����
x=t

=
@(3)ex�t

@x3

����
x=t

= 1;

h4(x) =
@(4)K(x; t)

@x4

����
x=t

=
@(4)ex�t

@x4

����
x=t

= 1;

h5(x) =
@(5)K(x; t)

@x5

����
x=t

=
@(5)ex�t

@x5

����
x=t

= 1;

h6(x) =
@(6)K(x; t)

@x6

����
x=t

=
@(6)ex�t

@x6

����
x=t

= 1;

h7(x) =
@(7)K(x; t)

@x7

����
x=t

=
@(7)ex�t

@x7

����
x=t

= 1
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olur. n � m için Hnm = 0 oldu¼gundan k¬saca

H11 = H12 = H13 = H14 = H15 = H16 = H17 = H22 = H23 = H24 = 0;

H25 = H26 = H27 = H33 = H34 = H35 = H36 = H37 = H44 = H45 = 0;

H46 = H47 = H55 = H56 = H57 = H66 = H67 = H77 = 0

yazabiliriz. Di¼ger taraftan

H10 =

0X
i=0

�
0

0

�
:1 = 1; H20 =

1X
i=0

�
1� i
0

�
:1 = 2; H21 =

0X
i=0

�
1� i
1

�
:1 = 1;

H30 =

2X
i=0

�
2� i
0

�
:1 = 3; H31 =

1X
i=0

�
2� i
1

�
:1 = 3; H32 =

0X
i=0

�
2� i
2

�
:1 = 1;

H40 =
3X
i=0

�
3� i
0

�
:1 = 4; H41 =

2X
i=0

�
3� i
1

�
:1 = 6; H42 =

1X
i=0

�
3� i
2

�
:1 = 4;

H43 =
0X
i=0

�
3� i
3

�
:1 = 1; H50 =

4X
i=0

�
4� i
0

�
:1 = 5; H51 =

3X
i=0

�
4� i
1

�
:1 = 10;

H52 =
2X
i=0

�
4� i
2

�
:1 = 10; H53 =

1X
i=0

�
4� i
3

�
:1 = 5; H54 =

0X
i=0

�
4� i
4

�
:1 = 1;

H60 =
5X
i=0

�
5� i
0

�
:1 = 6; H61 =

4X
i=0

�
5� i
1

�
:1 = 15; H62 =

3X
i=0

�
5� i
2

�
:1 = 20;

H63 =
2X
i=0

�
5� i
3

�
:1 = 15; H64 =

1X
i=0

�
5� i
4

�
:1 = 6; H65 =

0X
i=0

�
5� i
5

�
:1 = 1;

H70 =

6X
i=0

�
6� i
0

�
:1 = 7; H71 =

5X
i=0

�
6� i
1

�
:1 = 21; H72 =

4X
i=0

�
6� i
2

�
:1 = 35;

H73 =
3X
i=0

�
6� i
3

�
:1 = 35; H74 =

2X
i=0

�
6� i
4

�
:1 = 21; H75 =

1X
i=0

�
6� i
5

�
:1 = 7;

H76 =

0X
i=0

�
6� i
6

�
:1 = 1

elde edilir ve

Tnm = 0; (n;m = 0; 1; :::; 7)

olup

f(x) = ex � cosx =) f(0) = 0;
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f 0(x) = ex + sin x =) f 0(0) = 1;

f 00(x) = ex + cosx =) f 00(0) = 2;

f 000(x) = ex � sin x =) f 000(0) = 1;

f (4)(x) = ex � cosx =) f (4)(0) = 0;

f (5) (x) = ex + sin x =) f (5)(0) = 1;

f (6)(x) = ex + cosx =) f (6)(0) = 2;

f (7)(x) = ex � sin x =) f (7)(0) = 1

elde edilir.

N = 3 için bulunan de¼gerler (4.12)�de yerine yaz¬l¬rsa

2

666666
4

�1 0 0 0

�2 �1 0 0

�4 �2 �1 0

�6 �6 �2 �1

3

777777
5

:

2

666666
4

u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

u(3) (0)

3

777777
5

=

2

666666
4

0

�1

�2

�1

3

777777
5

elde edilir ve bu matris denklemi çözülecek olursa

u(0) (0) = u(2) (0) = 0; u(1) (0) = 1; u(3) (0) = �5

bulunur. Bu de¼gerler (4.12)�de yerine yaz¬l¬rsa

u(x) �=

3X

n=0

1

n!
u(n)(0):xn

=
1

0!
u(0) (0) x0 +

1

1!
u(1) (0) x1 +

1

2!
u(2) (0) x2 +

1

3!
u(3) (0) x3

= x�
5

6
x3

yaklaş¬k sonucu elde edilir.

N = 5 için bulunan de¼gerler (4.12)�de yerine yaz¬l¬rsa

A2

666666666666
4

�1 0 0 0 0 0

�2 �1 0 0 0 0

�4 �2 �1 0 0 0

�6 �6 �2 �1 0 0

�8 �12 �8 �2 �1 0

�10 �20 �20 �10 �2 �1

3

777777777777
5

:

2

666666666666
4

u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

u(3) (0)

u(4) (0)

u(5) (0)

3

777777777777
5

=

2

666666666666
4

0

�1

�2

�1

0

�1

3

777777777777
5
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elde edilir ve bu matris denklemi çözülecek olursa

u(0) (0) = u(2) (0) = 0; u(1) (0) = 1; u(3) (0) = �5; u(4)(0) = �2; u(5) (0) = 35

bulunur. Bu de¼gerler (4.12)�de yerine yaz¬l¬rsa

u(x) �=

5X

n=0

1

n!
u(n)(0):xn

=
1

0!
u(0) (0) x0+

1

1!
u(1) (0) x1+

1

2!
u(2) (0) x2+

1

3!
u(3) (0) x3+

1

4!
u(4) (0) x4+

1

5!
u(5) (0) x5

= x�
5

6
x3 �

1

12
x4 +

7

24
x5

yaklaş¬k sonucu elde edilir.

N = 7 için bulunan de¼gerler (4.12)�de yerine yaz¬l¬rsa

A2

666666666666666666
4

�1 0 0 0 0 0 0 0

�2 �1 0 0 0 0 0 0

�4 �2 �1 0 0 0 0 0

�6 �6 �2 �1 0 0 0 0

�8 �12 �8 �2 �1 0 0 0

�10 �20 �20 �10 �2 �1 0 0

�12 �30 �40 �30 �12 �2 �1 0

�14 �42 �70 �70 �42 �14 �2 �1

3

777777777777777777
5

:

2

666666666666666666
4

u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

u(3) (0)

u(4) (0)

u(5) (0)

u(6) (0)

u(7) (0)

3

777777777777777777
5

=

2

666666666666666666
4

0

�1

�2

�1

0

�1

�2

�1

3

777777777777777777
5

A

elde edilir ve bu matris denklemi çözülecek olursa

u(0) (0) = u(2) (0) = 0; u(1) (0) = 1; u(3) (0) = �5;

u(4) (0) = �2; u(5) (0) = 35; u(6) (0) = 76; u(7) (0) = �249

de¼gerleri elde edilir. Bu de¼gerler (4.12)�de yerine yaz¬l¬rsa

u(x) �=

7X

n=0

1

n!
u(n)(0):xn

=
1

0!
u(0) (0) x0+

1

1!
u(1) (0) x1+

1

2!
u(2) (0) x2+

1

3!
u(3) (0) x3+

1

4!
u(4) (0) x4+

1

5!
u(5) (0) x5

= x�
5

6
x3 �

1

12
x4 +

7

24
x5 +

19

180
x6 �

83

1680
x7
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yaklaş¬k sonucu elde edilir. Ayr¬ca denklemin çözümünün u(x) = sin x oldu¼gunu göstere-

lim:

u(x) = ex � cosx� 2

xZ

0

ex�t sin tdt

= ex � cosx� 2

2

4
�
�
ex�t(sin t+ cos t)

2

� t=x����
t=0

3

5

= ex � cosx+ sin x+ cosx� ex

= sin x

dir.

u(x) = ex�cosx�2

xZ

0

ex�tu(t)dt integral denkleminin Tablo 4.4, Tablo 4.5 ve Tablo 4.6�da

s¬ras¬yla N = 3; 5; 7 için Taylor serisi yard¬m¬yla yaklaş¬k çözümleri ve hata miktarlar¬

gösterilmi̧stir.

Tablo 4.4 N=3 için Örnek 4.6�n¬n yaklaş¬k çözümleri ve hata miktarlar¬

2

666666666666666666666666666666666666
4

Kesin Ç�oz�um ������� N = 3

i xi u(xi) = sin x u(xi) E(xi)

0 0 0 0 0

1 0:1 0:0998334166 0:0991666666 6:6E � 04

2 0:2 0:1986693307 0:1933333333 5:3E � 03

3 0:3 0:2955202066 0:2775000000 1:8E � 02

4 0:4 0:3894183423 0:3466666667 4:2E � 02

5 0:5 0:4794255386 0:3958333333 8:3E � 02

6 0:6 0:5646424733 0:4200000000 1:4E � 01

7 0:7 0:6442176872 0:4141666667 2:3E � 01

8 0:8 0:7173560908 0:3733333333 3:4E � 01

9 0:9 0:7833269096 0:2925000000 4:9E � 01

10 1:0 0:8414709848 0:1666666666 6:7E � 01

3

777777777777777777777777777777777777
5

A
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Tablo 4.5 N=5 için Örnek 4.6�n¬n yaklaş¬k çözümleri ve hata miktarlar¬
2

666666666666666666666666666666666666
4

Kesin Ç�oz�um ������� N = 5

i xi u(xi) = sin x u(xi) E(xi)

0 0 0 0 0

1 0:1 0:0998334166 0:0991612500 6:7E � 04

2 0:2 0:1986693307 0:1932933333 5:3E � 03

3 0:3 0:2955202066 0:2775337500 1:7E � 02

4 0:4 0:3894183423 0:3475200001 4:1E � 02

5 0:5 0:4794255386 0:3997395833 7:9E � 02

6 0:6 0:5646424733 0:4318800000 1:3E � 01

7 0:7 0:6442176872 0:4431787501 2:0E � 01

8 0:8 0:7173560908 0:4347733333 2:8E � 01

9 0:9 0:7833269096 0:4100512500 3:7E � 01

10 1:0 0:8414709848 0:3750000000 4:6E � 01

3

777777777777777777777777777777777777
5

Tablo 4.6 N=7 için Örnek 4.6�n¬n yaklaş¬k çözümleri ve hata miktarlar¬
2

666666666666666666666666666666666666
4

Kesin Ç�oz�um ������� N = 7

i xi u(xi) = sin x u(xi) E(xi)

0 0 0 0 0

1 0:1 0:0998334166 0:0991613506 6:7E � 04

2 0:2 0:1986693307 0:1932994565 5:3E � 03

3 0:3 0:2955202066 0:2775998952 1:7E � 02

4 0:4 0:3894183423 0:3478714109 4:1E � 02

5 0:5 0:4794255386 0:4010029142 7:8E � 02

6 0:6 0:5646424733 0:4354217829 1:2E � 01

7 0:7 0:6442176872 0:4515285611 1:9E � 01

8 0:8 0:7173560908 0:4520831594 2:6E � 01

9 0:9 0:7833269096 0:4425176555 3:4E � 01

10 1:0 0:8414709848 0:4311507936 4:1E � 01

3

777777777777777777777777777777777777
5
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Şekil 4.3: N=3,5,7 için Örnek 4.6�n¬n Hata Analizi

Yukar¬da ise bu integral denklemin N = 3; 5; 7 de¼gerleri için gra�ksel olarak hata analizi

gösterilmi̧stir.

Örnek 4.7 u(x) = x+ 1 + �

xZ
0

(x� t)u(t)dt

lineer Volterra integral denkleminin yaklaş¬k çözümünü araşt¬ral¬m:

f(x) = x+ 1; K(x; t) = x� t; a = 0 olup N = 4 ve k = 0 için

hi(x); Hnm ve Tnm de¼gerleri

hi(x) =
@(i)K(x; t)

@xi

����
t=x

;

Hnm =

n�m�1X
i=0

�
n� i� 1
m

�
h
(n�m�i�1)
i (k);

Tnm =
1

m!

kZ
a

@(n)K(x; t)

@xn

����
x=k

(t� k)mdt

eşitlikleri kullan¬larak hesaplan¬rsa

h0(x) = h2(x) = h3(x) = h4(x) = 0; h1(x) = 1;
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H10 = 0; H20 = 1; H21 = 0; H30 = 1; H31 = 1;

H40 = 1; H41 = 2; H42 = 1; H43 = 0;

Tnm = 0; (n;m = 0; 1; :::; 4)

elde edilir. Ayr¬ca

f(0) = 1; f 0 (0) = 1; f 00 (0) = 0; f 000 (0) = 0; f (4) (0) = 0

olup matris denklemi26666666664

�1 0 0 0 0

0 �1 0 0 0

� 0 �1 0 0

� � 0 �1 0

� 2� � 0 �1

37777777775
:

26666666664

u(0) (0)

u(1) (0)

u(2) (0)

u(3) (0)

u(4) (0)

37777777775
=

26666666664

�1

�1

0

0

0

37777777775
şeklindedir ve buradan

u(0) (0) = u(1) (0) = 1; u(2) (0) = �; u(3) (0) = 2�; u(4) (0) = �2 + 3�

de¼gerleri elde edilir. Bulunan bu de¼gerler (4.12) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

u(x) �=
4X
n=0

1

n!
u(n)(0):xn

=
1

0!
u(0) (0) x0 +

1

1!
u(1) (0) x1 +

1

2!
u(2) (0) x2 +

1

3!
u(3) (0) x3 +

1

4!
u(4) (0) x4

= 1 + x+
1

2
�x2 +

1

3
�x3 +

1

24
(�2 + 3�)x4

yaklaş¬k çözümü bulunur. u(x) = 1 + x+ �
�
1
2
x2 + 1

3
x3 + 1

8
x4
�
+ 1

24
�2x4 fonksiyonunun

� = 1 için denklemin yaklaş¬k çözümü oldu¼gunu gösterelim:

u(x) = x+ 1 +

xZ
0

(x� t)u(t)dt

�= x+ 1 +
xZ

0

(x� t)
�
1 + t+

1

2
t2 +

1

3
t3 +

1

6
t4
�
dt

= x+ 1 +

xZ
0

�
x+ xt+

1

2
xt2 +

1

3
xt3 +

1

6
xt4 � t� t2 � 1

2
t3 � 1

3
t4 � 1

6
t5
�
dt
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= x+ 1 + xt+
1

2
xt2 +

1

6
xt3 +

1

12
xt4 +

1

30
xt5 � 1

2
t2 � 1

3
t3 � 1

8
t4 � 1

15
t5 � 1

36
t6
x����
0

= 1 + x+ x2 +
1

2
x3 +

1

6
x4 +

1

12
x5 +

1

30
x6 � 1

2
x2 � 1

3
x3 � 1

8
x4 � 1

15
x5 � 1

36
x6

= 1 + x+
1

2
x2 +

1

6
x3 +

1

24
x4 +

1

60
x5 +

1

180
x6

bulunur. N de¼geri sonsuza yaklaşt¬kça çözümün de ex fonksiyonuna yaklaşt¬¼g¬görülür.

Örnek 4.8 ·Integral denklemlerin Taylor serisi yöntemi ile elde edilen çözümlerinin Maple

program¬ ile elde edilmesine örnek olarak Örnek 4.4�ün N = 3 için kodlanmas¬aşa¼g¬da

gösterilmiştir.

> u(x) = 0:9 � x^2 + 0:5 � Int((x^2 � t^2) � u(t); t = 0::1);

> f(x) := 0:9 � x^2;

> K(x; t) := 0:5 � x^2 � t^2;

> f(0) := subs(x = 0; f(x));

> fbirinciturev := diff(0:9 � x^2; x);

> fikinciturev := diff(1:8 � x; x);

> fucuncuturev := diff(1:8; x);

> subs(x = 0; 1:8 � x);

> subs(x = 0; 1:8);

> subs(x = 0; 0);

> Kbirinciturev := diff(0:5 � x^2 � t^2; x);

> Kikinciturev := diff(x � t^2; x);

> Kucuncuturev := diff(t^2; x);

> subs(x = 0; x � t^2);

> subs(x = 0; t^2);

> subs(x = 0; 0);

> T00 := 1=0! � int(0 � (t� 0)^0; t = 0::1);

> T01 := 1=1! � int(0 � (t� 0)^1; t = 0::1);

> T02 := 1=2! � int(0 � (t� 0)^2; t = 0::1);

> T03 := 1=3! � int(0 � (t� 0)^3; t = 0::1);

> T10 := 1=0! � int(0 � (t� 0)^0; t = 0::1);

> T11 := 1=1! � int(0 � (t� 0)^1; t = 0::1);
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> T12 := 1=2! � int(0 � (t� 0)^2; t = 0::1);

> T13 := 1=3! � int(0 � (t� 0)^3; t = 0::1);

> T20 := 1=0! � int(t^2 � (t� 0)^0; t = 0::1);

> T21 := 1=1! � int(t^2 � (t� 0)^1; t = 0::1);

> T22 := 1=2! � int(t^2 � (t� 0)^2; t = 0::1);

> T23 := 1=3! � int(t^2 � (t� 0)^3; t = 0::1);

> T30 := 1=0! � int(0 � (t� 0)^0; t = 0::1);

> T31 := 1=1! � int(0 � (t� 0)^1; t = 0::1);

> T32 := 1=2! � int(0 � (t� 0)^2; t = 0::1);

> T33 := 1=3! � int(0 � (t� 0)^3; t = 0::1);

> T := matrix([[1�T00�1; 1�T01; 1�T02; 1�T03]; [1�T10; 1�T11�1; 1�T12; 1�T13];

[1�T20; 1�T21; 1�T22�1; 1�T23]; [1�T30; 1�T31; 1�T32; 1�T33�1]]);

> U := matrix([[u(0)]; [u(1)]; [u(2)]; [u(3)]]);

> F := matrix([[0]; [0]; [�1:8]; [0]]);

> evalm(T& � U) = matrix(F );

> denk1 := �u(0) = 0;

> denk2 := �u(1) = 0;

> denk3 := (1=3) � u(0) + (1=4) � u(1)� (9=10) � u(2) + (1=36) � u(3) = �1:8;

> denk4 := �u(3) = 0;

> solve(fdenk1; denk2; denk3; denk4g; fu(0); u(1); u(2); u(3)g);

> u(x) := 1=0!�0� (x�0)^0+1=1!�0� (x�0)^1+1=2!�2� (x�0)^2+1=3!�0� (x�0)^3;
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A
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A

A

A

A
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BÖLÜM 5

DE¼GERLEND·IRME VE SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda integral denklemlerin tan¬mlar¬ ve çeşitleri ele al¬nm¬̧s, integral

denklemlerin diferansiyel denklemlerle olan ili̧skisi gösterilmi̧s, Fredholm ve Volterra tipi

integral denklemlerin Taylor serisi yard¬m¬yla yaklaş¬k çözümleri elde edilmeye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bu yöntemle, çözümü aranan integral denklemlerdeki fonksiyonlar¬n verilen aral¬kta N:

mertebeden türevlerinin var olmas¬ gerekti¼gi anlaş¬lmaktad¬r. Taylor serisi yöntemi

al¬nan N de¼gerine göre birkaç türev ve integral hesaplama i̧sleminden sonra bulunan

bu de¼gerlerin oluşturdu¼gu lineer denklem sisteminin çözümü sonras¬nda bulunan

de¼gerlerin aç¬l¬mda yerine yaz¬lmas¬ ile yaklaş¬k çözümün elde edilmesi şeklindedir. Bu

çözüm yönteminin integro-diferansiyel denklemlerde de uygulanmas¬ mümkündür.

Ayr¬ca bu tez çal¬̧smas¬nda yaklaş¬k çözümlerin elde edilmeye çal¬̧s¬ld¬¼g¬ örneklerdeki

türev ve integral hesaplamalar¬nda Maple program¬ kullan¬̧sm¬̧s olup virgülden sonra 5

basamak ve tablo gösteriminde ise virgülden sonra 10 basamak al¬nm¬̧st¬r. Gra�k çizim-

lerinde ise GeoGebra program¬ kullan¬lm¬̧st¬r.
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