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 Temmuz 2019, 91 sayfa 

 

Tez altı bölümden meydana gelmiş olup, ilk bölümde; kullanılacak temel tanım ve kurallara 

yer verilmiştir. 

 

İkinci bölümde; nümerik yöntemler ele alınmış, fiziksel problemler için sonlu elemanlar 

yöntemi ve ağsız yöntemlerde sayısal modellemenin uygulanması hakkında bilgiler 

verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde; sonlu elemanlar yöntemi kullanılarak, çözüm prosedürü verilmiş ve bu 

prosedüre göre bir boyutlu fiziksel problemlerden; ısıtılan çubuk için sıcaklık değerleri ve 

yaylardaki yer değiştirme (uzama/sıkışma) değerlerinin hesaplanması problemleri ile iki boyutlu 

fiziksel problemlerden ısıtılan plaka için, yine sıcaklık değerlerinin hesaplanması problemi 

örnek olarak incelenmiştir. Eleman denklemleri oluşturulurken kullanılan yöntemlerden kısaca 

bahsedilerek; doğrudan yaklaşım yöntemi ve en sık kullanılan yöntemlerden biri olan ağırlıklı 

artıklar yöntemi için elaman denklemlerinin oluşumu araştırılmıştır. 
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ÖZET (devam ediyor)  

 

Dördüncü bölümde; diğer bir nümerik yaklaşım yöntemi olan ağsız yöntemlerin tarihçesinden, 

sınıflandırılmasından, özelliklerinden, kategorilerinden ve şekil fonksiyonlarının oluşumundan 

bahsedilmiştir. 

 

Beşinci bölümünde; ağsız yöntemlerden biri olan ağsız yerel Petrov-Galerkin yöntemi ele 

alınarak, hareketli en küçük kareler yaklaşımı şekil fonksiyonlarının oluşumuna ilişkin 

çalışmalar yapılmış ve ağırlık fonksiyonunun, şekil fonksiyonuna olan etkileri üzerinde 

durulmuştur. 

 

Tezin son bölümünde ise; sonuçlar ve önerilere yer verilmiştir.  

 

Anahtar Kelimeler: Sonlu elemanlar yöntemi, Galerkin yöntemi, ağsız yerel Petrov-Galerkin 

yöntemi, hareketli en küçük kareler yaklaşımı. 

 

Bilim Kodu: 403.06.00 
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ABSTRACT 

 

M. Sc. Thesis 

 

THE COMPARISON OF SOLUTION PROCEDURES OF THE METHODS OF 

FINITE ELEMENTS AND MESHLESS LOCAL PETROV-GALERKIN 

 

Muhammed Kemal YURTOĞLU 

 

Zonguldak Bülent Ecevit University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

 

Thesis Advisor: Assist. Prof. Dr. Mustafa YILDIZ 

July 2019, 91 pages 

 

This thesis consists of six chapters, which is basic definitions and rules are used in the first 

chapter. 

 

In the second chapter, numerical methods are considered, finite element method for physical 

problems and information abaut application to numerical modeling in meshless methods are 

given. 

 

In the third chapter, using finite element method, solition procedure is given and according to 

this procedure; the problem of calculating the temperature values and the displacement 

(extension/compression) values of the springs for the heated rod, which are one dimensional 

physical problems,  and  the problem of calculating the temperature values for the heated 

plate, which is two dimensional physical problem, are examined as an example. By briefly 

mentioning the methods used in creating element equations; the formation of element 
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ABSTRACT (continued) 

 

equations for the direct approach method and one of the most commonly used methods, the 

weighted residues method, were investigated.     

 

In the fourth section; meshless methods, which are another important numerical 

approximation method, also the history of the meshless methods, classification, properties, 

categories and the formation of shape functions are mentioned. 

 

In the fifth chapter, the local Petrov-Galerkin method, which is one of the meshless methods, 

is studied and the studies on the formation of the shape functions of the moving least squares 

approximation  have been made and the effects of the weight function on the shape function 

are considered.  

 

In the last part of the thesis; conclusions and recommendations are given. 

 

Keywords: Finite elements method, Galerkin method, meshless local Petrov-Galerkin 

method, moving least squares approximation.  

         

Science Code: 403.06.00 
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Bu çal¬̧smada; sonlu elemanlar ve a¼gs¬z yöntemlerin çözüm prosedürleri k¬yaslanm¬̧s,

birkaç özellik d¬̧s¬nda benzerliklerine dikkat çekilerek, çok boyutlu problemler için temel

oluşturulmaya çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Her iki yöntemde de; çözüm bölgesindeki modelleme farkl¬l¬¼g¬n¬n, şekil fonksiyonlar¬n¬n

eldesinde de farkl¬l¬¼ga neden olaca¼g¬vurgulanm¬̧st¬r. Böylece; yaklaş¬m, şekil ve a¼gs¬z

yerel Petrov-Galerkin yönteminde a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n davran¬̧slar¬incelenmi̧stir.

Sonlu elemanlar yönteminde, bir boyutlu problemlerden ¬s¬t¬lan çubuk ve yay örnekleri

ele al¬narak, s¬cakl¬k ve yaylardaki yer de¼gi̧stirme de¼gerleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. ·Iki boyutta da

¬s¬t¬lan plaka örne¼gi ele al¬nm¬̧st¬r.

A¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yöntemi şekil fonksiyonlar¬n¬n eldesinde; uygulama aç¬s¬ndan

verimli olan, hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬çözüm prosedürü ele al¬narak, spesi�k

bir noktada; bir, iki ve üç boyutlu problemlere yap¬lan sabit, do¼grusal, karesel ve kübik

yaklaş¬mlar hakk¬nda bilgi verilmi̧stir. Bir boyutlu problemler için, sabit ve do¼grusal

yaklaş¬m; iki ve üç boyutlu problemlerde ise do¼grusal yaklaş¬m, yaklaş¬m fonksiyonu

olarak ele al¬nm¬̧st¬r. Karesel ve kübik yaklaş¬mlar¬n, yaklaş¬m fonksiyonu olarak seçilmesi

ile oluşacak matris elemanlar¬n¬n, uygulamada daha da karmaş¬k yap¬lara sahip olabilece¼gi

de¼gerlendirilmi̧stir.

Üçüncü ve dördüncü dereceden spline fonksiyonlar¬ile Gauss fonksiyonu için belirlenen

etkileşim yar¬çap¬do¼grultusunda, a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n durumlar¬incelenmi̧stir.

Yap¬lan say¬sal hesaplamalar¬n baz¬ara i̧slemleri, Scienti�c WorkPlace 5:5 paket program¬

kullan¬larak elde edilmi̧stir.

1



1.1 TEMEL TANIM VE KURALLAR

Tan¬m 1.1 (Cramer Kural¬) Aşa¼g¬da matris formunda;

�A:x = b

yaz¬lan denklem tak¬m¬, daha aç¬k şekilde yaz¬lacak olursa;

a11x1 + a12x2 + a13x3 + � � �+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + � � �+ a2nxn = b2

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � = � � �

an1x1 + an2x2 + an3x3 + � � �+ annxn = bn

dir ve çözümü i = 1; n için, xi =
��� �Ai��� = ��� �A��� d¬r. Burada, ��� �Ai��� katsay¬lar matrisinin i:

sütunu silinerek, yerine b vektörünün konulmas¬ile oluşan matrisin determinant¬d¬r.
��� �A���

ise katsay¬lar matrisinin determinant¬d¬r ve sistemin tek çözümünün olmas¬için,
��� �A��� 6= 0

olmal¬d¬r [1-3].

Tan¬m 1.2 (Yamuk Kural¬) x ekseni ile bir y = f(x) e¼grisi aras¬nda kalan alan, e¼gri-

den x eksenine şeritler çizilmek suretiyle, parçalara ayr¬larak; e¼gri alt¬ndaki bu alanlar¬n

hesaplanabilmesi ad¬na, de¼gişik yaklaş¬mlar yapmak mümkündür.

Şekil 1:1 Yamuk Kural¬.

Örne¼gin; e¼gri alt¬nda kalan alan dikdörtgen kabul edilerek, dikdörtgenin üst köşelerinden

birisi ya da üst kenar¬n¬n orta noktas¬e¼gri ile çak¬̧st¬r¬labilir veya şerit kenarlar¬n¬n e¼griyi

kesti¼gi komşu noktalar aras¬nda yer alan bir do¼gru parças¬ al¬narak, şerit bölge bir dik

yamuk olarak kabul edilebilir. Bu ise, e¼grinin birinci dereceden bir yaklaş¬m polinomu ile

temsil edilmesi demektir. Bu durumda, i = 1; n ve [xi; xi+1] aral¬¼g¬ndaki integral de¼geri;Z xi+1

xi

f(x)dx �=
fi+1 + fi

2
(xi+1 � xi)

2



şeklinde hesaplanabilir. Bu kurala yamuk kural¬denir [2, 4-5].

Tan¬m 1.3 (Çeşitli matris tipleri ve özellikleri) Elemanlar¬aij olan, m�n tipi bir
�A matrisi i = 1;m ve j = 1; n için;

�A =

26666666664

a11 a12 a13 � � � a1n

a21 a22 a23 � � � a2n

a31 a32 a33 � � � a3n

� � � � � � � � � . . .
...

am1 am2 am3 � � � amn

37777777775
m�n

şeklinde gösterilir. Burada m = n olmas¬halinde, bu matrise kare matris denir. Köşegen

elemanlar¬hariç di¼ger elemanlar 0 ise, köşegen ya da diagonal matris olarak adland¬r¬l¬r.

Ddiag = k�os (d1; d2; : : : ; dn) şeklinde ifade edilir. Birim matris ise, köşegen matrisin özel

hali olup, bu matris I ile gösterilir. Birim matrisin elemanlar¬I = (�ij) şeklinde yaz¬la-

bildi¼ginden, �ij ifadesine Kronecker delta denir ve i = j iken �ij = 1 ve i 6= j ise �ij = 0

d¬r. Bir kare matrisin elemanlar¬köşegenine göre simetrik ise, simetrik matris denir ve

bu matriste aij = aji dir. Bir kare matrisin elemanlar¬köşegenine göre anti simetrik ise,

bu matrise antisimetrik matris denir ve bu matriste aij = �aji olup, köşegen elemanlar¬0

d¬r. Köşegenin alt¬nda veya üstünde, köşegene paralel belirli s¬ralardaki elemanlar hariç,

di¼ger elemanlar¬0 olan matrise ise bant matris denir. Bir aij şeklindeki matris eleman-

lar¬n¬n, aji şeklinde yer de¼giştirmesi ile elde edilen matrise, matrisinin transpozesi denir

ve �AT olarak ifade edilir. [1-2, 6].

Tan¬m 1.4 (K¬smi integrasyon yöntemi) Yöntem, iki fonksiyonun çarp¬m¬n¬integre

etmek için kullan¬lmaktad¬r. Burada çarp¬mlardan birini bir diferansiyel olarak almak

gerekir. Yani,

v = g(x)) dv = g
0
(x)dx

dir. E¼ger u = f(x) ve v = g(x) diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise, bu durumda

f(x)g(x) in diferansiyeli,

d

dx
[f(x)g(x)] = f(x)g

0
(x) + g(x)f

0
(x)

tir. Elde edilen bu ifadenin her iki taraf¬n¬n integralinin al¬nmas¬ile,Z
d

dx
[f(x)g(x)]dx =

Z
f(x)g

0
(x)dx+

Z
g(x)f

0
(x)dx
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ya da

f(x)g(x) =

Z
f(x)g

0
(x)dx+

Z
g(x)f

0
(x)dx

olur ve buradan,Z
f(x)g

0
(x)dx = f(x)g(x)�

Z
g(x)f

0
(x)dx

elde edilir. Bu eşitlik, du = f
0
(x)dx ve dv = g

0
(x)dx diferansiyellerine göre genellikle;Z

udv = uv �
Z
vdu

şeklinde yaz¬l¬r ve bu ise, k¬smi integrasyondur [7].

Tan¬m 1.5 (Birinci Dereceden Bölünmüş Fark) Pn(x); x0; x1; : : : ; xn gibi n+1 farkl¬

noktada f fonksiyonu ile ayn¬ de¼gerleri alan n: dereceden Lagrange polinomu olsun. f

fonksiyonunun x0; x1; : : : ; xn noktalar¬na göre bölünmüş farklar¬,

Pn(x) = a0 + a1(x� x0) + a2(x� x0)(x� x1)

+ : : :+ an(x� x0)(x� x1) � � � (x� xn�1)

olacak şekilde i = 0; n için, ai(x) katsay¬lar¬n¬ hesaplama problemidir. Dolay¬s¬yla; a0

katsay¬s¬n¬bulabilmek ad¬na eşitlikte x = x0 yaz¬l¬rsa;

Pn(x0) = f(x0) = a0 = f0

elde edilir. Benzer şekilde, a1 katsay¬s¬n¬bulabilmek ad¬na eşitlikte x = x1 yaz¬l¬rsa;

Pn(x1) = f(x1) = a0 + a1(x1 � x0) = f0 + a1(x1 � x0) = f1

bulunur ve bu eşitlikten a1 katsay¬s¬;

a1 =
f(x1)� f(x0)
(x1 � x0)

=
f1 � f0
x1 � x0

şeklindedir ve buradan genelleme yap¬l¬rsa, i = 0; n için;

f(x0; x1) =
f1 � f0
x1 � x0

; f (x1; x2) =
f2 � f1
x2 � x1

; � � � ; f (xi; xi+1) =
fi+1 � fi
xi+1 � xi

şeklinde tan¬mlanan işlemlere birinci dereceden bölünmüş fark ad¬verilir [8-9].
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BÖLÜM 2

NÜMER·IK YÖNTEMLER

Geçmi̧sten günümüze fen bilimciler, birçok bilim dal¬nda geleneksel analitik yöntemlerle

u¼graşm¬̧slar, çözümü çok zor, hatta imkans¬z olan �ziksel problemlerle s¬k s¬k kaŗs¬laşm¬̧slar

ve problemin çözümü için nümerik analiz denilen bir çözümleme analizine başvurmuşlard¬r.

Çözümleme analizi, günümüze kadar sonlu elemanlar yöntemi gibi di¼ger pek çok nümerik

yöntemde önemli geli̧smeler göstermi̧s ve son y¬llarda da dikkatleri oldukça üzerine çekmi̧s-

tir. Günümüzde ise, bu alanda çeşitli a¼gs¬z yöntemler bilim dallar¬ndaki pek çok probleme

uygulanm¬̧s, geli̧stirilmi̧s ve geli̧stirilmeye de devam etmektedir.

Çözülmesi zor olan, �ziksel problemlerin çözümünde kullan¬labilen çok say¬da nümerik

yöntem mevcuttur. Tezde, bu nümerik yöntemlerin iki tanesinden; sonlu elemanlar ve

a¼gs¬z yöntemlerin çözüm prosedürlerinden kaŗs¬laşt¬rmal¬olarak bahsedilmi̧stir. Unutul-

mamal¬d¬r ki; sonlu elemanlar yöntemi ile elde edilen tüm çözümler, a¼gs¬z yöntemler

kullan¬larakta elde edilebilir. Ancak, bu durumun tersi her zaman geçerli olmayabilir.

A¼gs¬z yöntemlerin avantaj¬, yöntemin isminden de anlaş¬laca¼g¬üzere, bu i̧slemleri dü¼güm

noktalar¬sayesinde ve a¼g yap¬lar¬na gerek duymadan yapabilmesidir.

2.1 SAYISAL MODELLEME

Fiziksel olaylar bazen cebirsel, bazen diferansiyel ve bazen de integral denklemler ile ifade

edilebilir. Bu denklemler, öncelikle analitik olarak çözülmeye çal¬̧s¬l¬r. Ancak, karmaş¬k

yap¬daki �ziksel problemlerde, günümüz teknolojilerinden yararlanarak, modelleme ve

uygun yöntemler sayesinde çözüm araşt¬r¬l¬r. Bu kapsamda tezde, sonlu elemanlar ile

a¼gs¬z yöntemlerin çözüm bölgesinin modelleme aşamalar¬incelenecektir.

Sonlu elemanlar yönteminin çözüm bölgesi, dü¼güm noktalar¬ndan birbirine ba¼glanan ve

birbiri üzerine geçmeyen, Şekil 2:1 de oldu¼gu gibi, düzgün şekillerle yani elemanlar yard¬m¬

ile modellenir. Eleman¬n iç aç¬lar¬ve şekli çözümü etkilemesinden dolay¬çok önemlidir.

Düzgün çözüm bölgelerindeki dü¼güm noktalar¬nda süreklilik sa¼glanabilirken, karmaş¬k
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çözüm bölgelerinde süreklili¼gi sa¼glamak san¬ld¬¼g¬kadar kolay olmayabilir. Ebatlar¬bir-

birinden farkl¬malzemelerin birbirine ba¼gland¬¼g¬yerlerde özellikle, sürekli dü¼güm yap¬s¬n¬

oluşturmak zorlu bir süreçtir.

Şekil 2:1 Sonlu elemanlar yönteminde çözüm bölgesi.

A¼gs¬z yöntemlerde çözüm bölgesi, birbirleri ile ili̧skilisi olmayan key� alan dü¼gümleri

sayesinde modellenebildi¼ginden, sonlu elemanlar yönteminde oldu¼gu gibi, a¼g oluşturmak

için bir u¼graş verilmeyecektir. Bu yöntemde örnek modelleme, aşa¼g¬daki Şekil 2:2 de

görülmektedir.

Şekil 2:2 A¼gs¬z yöntemlerde çözüm bölgesi.

Şekillerden de görülece¼gi üzere; çözüm bölgelerinin birbirinden farkl¬modellenmesi, şekil

fonksiyonlar¬n¬n da farkl¬biçimlerde hesaplanaca¼g¬anlam¬na gelmektedir. Tezde, sonlu

elemanlar yöntemi için şekil fonksiyonlar¬Bölüm 3:1:2:1 de, a¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin

yöntemi için Bölüm 5:3:1 de ayr¬nt¬lar¬ile ele al¬nacakt¬r.

Bir �ziksel problemin modellenebilmesi için öncelikle, problem belirlenmeli ve cebirsel,

diferansiyel veya integral denklemler yard¬m¬ ile oluşturulan problem, ek şartlar ile de

desteklenerek, günümüz teknolojileri yard¬m¬ile say¬sal modelin temeli oluşturulmal¬d¬r.

Sonras¬nda çözüm için, modele uygun sonlu elemanlar yöntemi, a¼gs¬z yöntemler, vb.

nümerik yöntemler seçilmeli ve çözüm prosedürleri tan¬mland¬ktan sonra, son olarak elde

edilen sonuçlar ile problem analiz edilmelidir.
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BÖLÜM 3

SONLU ELEMANLAR YÖNTEM·I (SEY)

Bu bölüm, [1,10] numaral¬kaynaklar esas al¬narak haz¬rlanm¬̧st¬r. Sonlu elemanlar; pek

çok �ziksel probleme uygulanabildi¼ginden tezde, bir boyutlu problemlerde sabit ¬s¬kay-

na¼g¬ile ¬s¬t¬lan çubu¼gun s¬cakl¬k de¼gerleri, yaylardaki yer de¼gi̧stirme de¼gerleri ve yine ayn¬

şekilde iki boyutlu problemelerde bir plakan¬n s¬cakl¬k de¼gerleri belirlenirken, uygulama

aç¬s¬ndan verimli ve kullan¬̧sl¬olmas¬ndan dolay¬tercih edilmi̧stir.

3.1 ÇÖZÜM PROSEDÜRÜ

Bu k¬s¬mda, sonlu elemanlar yönteminin çözüm prosedürü incelenecektir. Problemin,

sonlu elemanlar yöntemi ile çözümünün yap¬labilmesi için; çözüm bölgesi parçalara ayr¬l¬r.

Yani, numaraland¬rma şemas¬ndan yararlanarak elemanlar belirlenir ve dü¼güm noktalar¬

sayesinde eleman denklemleri oluşturulur. Tüm eleman denklemleri birleştirilerek, sistem

denklemi elde edilir ve s¬n¬r koşullar¬n¬n da uygulanmas¬ile problem çözülür. Elde edilen

sonuçlar gra�kler veya şekiller yard¬m¬ile de gösterilebilir ve böylece çözüm prosedürü

tamamlan¬r. Prosedürün ikinci ve en önemli ad¬m¬olan; eleman denklemlerinin eldesi,

sonlu elemanlar yönteminin temellerini oluşturur [1].

3.1.1 Çözüm Bölgesinin Parçalara Ayr¬lmas¬

Bu yöntemde çözüm bölgesi; bir boyutta çubuk, iki boyutta çokgen (üçgen, dörtgen, . . . ),

üç boyutta küp gibi isimlendirilen elemanlara düzgün olarak parçalanmal¬d¬r. Elemanlar

aras¬nda herhangi bir çak¬̧sma ve boşluk olmamal¬d¬r. Ayn¬zamanda, a¼g oluşturulurken

süreklilik daima korunmal¬d¬r. Süreklilik korunamaz ve elemanlar birbirinden koparsa,

a¼g oluşturulamaz. Burada, elemanlar ile dü¼güm noktalar¬n¬n birbirlerine civata-somun

gibi ba¼gl¬oldu¼gu unutulmamal¬d¬r. Ayr¬ca tüm çözüm bölgesinde de¼gil de, sadece hassas

sonuçlar elde edilecek bölgede ya da çözüm bölgesinin yap¬s¬göz önüne al¬narak girinti

ve ç¬k¬nt¬n¬n oldu¼gu yerlerde, a¼g yap¬s¬s¬klaşt¬r¬lmal¬yani, eleman say¬s¬artt¬r¬lmal¬d¬r.
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3.1.2 Eleman Denklemlerinin Oluşturulmas¬

Eleman denklemleri oluşturulurken; her eleman için, yaklaş¬m fonksiyonlar¬geli̧stirilir.

Yani, her eleman için eleman katsay¬lar (kat¬l¬k/özellik/rijitlik) matrisleri oluşturulmal¬d¬r.

Eleman denklemlerinin oluşturulabilmesi için, bir yaklaş¬m fonksiyonu seçilmeli ve bu

fonksiyonun katsay¬lar¬, en iyi yaklaş¬k çözümü verecek şekilde hesaplanmal¬d¬r. Eleman

denklemleri oluşturulmadan; elemanlar ve dü¼güm noktalar¬n¬n tamam¬, Çizelge 3:1 de

oldu¼gu gibi numaraland¬r¬lmal¬d¬r. Böylece, hangi dü¼güm noktas¬n¬n hangi elemana ait

oldu¼gu belirlenir. Eleman denklemleri oluşturulduktan sonra ise; sistem denklemini elde

etmek ad¬na, bu eleman denklemleri birbirine birleştirilir. Sonlu elemanlar yönteminin bir

boyutlu hali için, uygulanacak örnek problemdeki dört eleman ve beş dü¼güm noktas¬n¬n

numaraland¬rma şemas¬aşa¼g¬daki gibidir:

Çizelge 3:1 Eleman dü¼güm yap¬s¬n¬n oluşumu.

Eleman denklemlerini oluşturmak için kullan¬labilecek, çok say¬da yöntem mevcuttur.

Bunlardan baz¬lar¬; do¼grudan (dolays¬z/direkt) yaklaş¬m, a¼g¬rl¬kl¬ art¬klar (kalanlar),

varyasyonel yaklaş¬m, enerji dengesi yaklaş¬m vb. yöntemlerdir ve bu çeşitlilik sonlu
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elemanlar yöntemi için bir avantajd¬r [1]. Bölüm 3:2:1 de, bu yöntemlerin ilk ikisinden

ayr¬nt¬l¬olarak bahsedilecektir.

3.1.2.1 Yaklaş¬m Fonksiyonlar¬n¬n Seçilmesi ve Şekil Fonksiyonlar¬n¬n Eldesi

Bu k¬s¬mda; sonlu elemanlar yöntemi şekil fonksiyonlar¬n¬n, eleman denklemlerinin ve

buna ba¼gl¬yaklaş¬m fonksiyonunun oluşumu incelenecektir. Yaklaş¬m fonksiyonu olarak,

genellikle polinomlardan yararlan¬lacak ve bir boyutlu problemlerde, birinci dereceden

bir polinom ya da bir do¼gru seçilecektir. Bölüm 5:3:1:3 te ele alanacak olan yaklaş¬mlar-

dan herhangi biri de seçilerek, eleman denklemlerinin oluşturulabilece¼gi unutulmamal¬d¬r.

Öncelikle yaklaş¬m fonksiyonu olarak do¼grusal yaklaş¬m seçilirse;

u(x) = a0 + a1x (3.1)

biçimindedir. Burada; yaklaş¬m fonksiyonu u ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken, x ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken ve a0

ile a1 de katsay¬lard¬r. Bu u(x) fonksiyonu, eleman¬n dü¼güm noktalar¬ndaki, ui de¼gerlerini

sa¼glamal¬d¬r. Yani;

u1(x1) = a0 + a1x1 = u1; (3.2)

u2(x2) = a0 + a1x2 = u2 (3.3)

olmal¬d¬r. Böylece, (3:2) eşitli¼gi x2 ile, (3:3) eşitli¼gi de �x1 ile geni̧sletilerek taraf tarafa

toplan¬rsa buradan, a0 katsay¬s¬;

a0 =
x2u1 � x1u2
x2 � x1

elde edilir. Yine, (3:2) eşitli¼gi (�1) ile çarp¬l¬r, (3:3) eşitli¼gi ile taraf tarafa toplan¬rsa

buradan, a1 katsay¬s¬;

a1 =
u2 � u1
x2 � x1

elde edilir. Bu katsay¬lar, Cramer kural¬ile de bulunabilir. Bulunan bu katsay¬lar; u(x)

fonksiyonu olarak seçilen (3:1) eşitli¼gindeki yerine yaz¬l¬rsa;

u(x) = a0 + a1x =
x2u1 � x1u2
x2 � x1

+

�
u2 � u1
x2 � x1

�
x =

x2u1 � xu1 + xu2 � x1u2
x2 � x1

=
x2 � x
x2 � x1

u1 +
x� x1
x2 � x1

u2 (3.4)
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bulunur. Burada i = 1; 2 için ui ifadelerinin d¬̧s¬nda kalan ifadeler, şekil fonksiyonlar¬d¬r

ve �i olarak ifade edilirse, 1: dü¼güm noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen şekil fonksiyonu;

�1(x) =
x2 � x
x2 � x1

(3.5)

dir ve 2: dü¼güm noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen şekil fonksiyonu ise;

�2(x) =
x� x1
x2 � x1

(3.6)

dir. Buradan şekil fonksiyonlar¬na ba¼gl¬do¼grusal yaklaş¬m fonksiyonu da;

u(x) =
2X
i=1

�iui = �1u1 + �2u2 (3.7)

biçimindedir ve bu u(x) fonksiyonu, Lagrange�¬n birinci dereceden yaklaş¬m polinomu

olup, ayn¬zamanda i = 1; 2 için dü¼güm noktalar¬na kaŗs¬l¬k gelen ui de¼gerleri aras¬ndaki

ara de¼gerleri (örnek problemlerde anlat¬lacak s¬cakl¬k ya da yaylardaki yer de¼gi̧stirme

de¼gerleri gibi) bulmay¬sa¼glar. Burada; n dü¼güm say¬s¬olmak üzere, polinomun derecesi

(n � 1) ile bulunur ve iki dü¼güm noktas¬için n = 2 oldu¼gundan, polinomun derecesinin

bir oldu¼gu aşikard¬r.

2X
i=1

�i(x) = �1(x) + �2(x) =
x2 � x
x2 � x1

+
x� x1
x2 � x1

= 1

oldu¼gu da aşikard¬r. Böylece (3:7) eşitli¼gindeki u(x) fonksiyonunun diferansiyeli al¬n¬rsa;

du(x)

dx
=
d�1(x)

dx
u1 +

d�2(x)

dx
u2 (3.8)

bulunur ve bu ifadedeki şekil fonksiyonlar¬n¬n diferansiyelini hesaplayabilmek için (3:5)

ve (3:6) eşitliklerinden yararlan¬l¬rsa, s¬ras¬yla;

d�1(x)

dx
= � 1

x2 � x1
; (3.9)

d�2(x)

dx
=

1

x2 � x1
(3.10)

dir. Bu ifadeler, (3:8) eşitli¼ginde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda, u(x) fonksiyonunun diferansiyeli;

du(x)

dx
= � 1

x2 � x1
u1 +

1

x2 � x1
u2 =

1

x2 � x1
(�u1 + u2) =

u2 � u1
x2 � x1

(3.11)

elde edilir. Bu diferansiyel, dü¼güm noktalar¬n¬ birleştiren do¼grunun e¼gimini gösteren

birinci dereceden bölünmüş farkt¬r. u (x) fonksiyonunun; (x1 � x2) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki

integrali ise;Z x2

x1

u(x)dx =

Z x2

x1

(�1u1 + �2u2) dx =

Z x2

x1

�1u1dx+

Z x2

x1

�2u2dx (3.12)
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dir ve bu integral, ayn¬zamanda taban¬ (x2 � x1) ve yüksekli¼gi u olan bir dik üçgenin

alan¬d¬r. Bu integrali hesaplayabilmek için, integralin sa¼g taraf¬ndaki ilk terim;Z x2

x1

�1u1dx =

Z x2

x1

x2 � x
x2 � x1

u1(x)dx = u1

Z x2

x1

x2 � x
x2 � x1

dx =
u1

x2 � x1

Z x2

x1

(x2 � x) dx

=
u1

x2 � x1

�
x2x� x2

2

�����x2
x1

=
u1

x2 � x1

�
x22 �

x22
2
�
�
x2x1 �

x21
2

��
=

u1
x2 � x1

�
x22
2
� x2x1 +

x21
2

�
=

u1
x2 � x1

(x2 � x1)2

2
=
u1 (x2 � x1)

2
(3.13)

hesap edildikten sonra, ikinci terim;Z x2

x1

(�2u2) dx =

Z x2

x1

x� x1
x2 � x1

u2(x)dx = u2

Z x2

x1

x� x1
x2 � x1

dx =
u2

x2 � x1

Z x2

x1

(x� x1)dx

=
u2

x2 � x1

�
x2

2
� x1x

�����x2
x1

=
u2

x2 � x1

�
x22
2
� x1x2 �

�
x21
2
� x21

��
=

u2
x2 � x1

�
x22
2
� x1x2 +

x21
2

�
=

u2
x2 � x1

(x2 � x1)2

2
=
u2 (x2 � x1)

2
(3.14)

şeklinde hesaplan¬r. Bulunan bu eşitlikler (3:12) eşitli¼ginde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda,Z x2

x1

u(x)dx =

Z x2

x1

(�1u1 + �2u2) dx =

Z x2

x1

�1u1dx+

Z x2

x1

�2u2dx

=
u1 (x2 � x1)

2
+
u2 (x2 � x1)

2
= (x2 � x1)

u1 + u2
2

(3.15)

elde edilir ve bu ifade yamuk kural¬olarak bilinmektedir. Bu k¬s¬mdaki eşitlikler, tezin

ilerleyen bölümlerindeki örnek problemlerin çözümünde temel teşkil etti¼ginden önemlidir.

3.1.3 Sistem Denkleminin Oluşturulmas¬

Eleman denklemleri, matris formunda yaz¬labilen do¼grusal denklem tak¬mlar¬içerir. Yani,

[k] fug = fFg (3.16)

dir ve burada [k] ile eleman katsay¬lar matrisi, fug ile dü¼gümler aras¬ndaki bilinmeyenlerin

sütun vektörü ve fFg ile de, dü¼güm noktalar¬na uygulanan d¬̧s kuvveti (çekme/s¬k¬̧st¬rma,

¬s¬verme gibi) gösteren sütun vektörü ifade edilir. Tek bir eleman için, (3:16) eşitli¼gin-

deki gibi, matris formunda oluşturulacak eleman denklemlerinin tamam¬birleştirildi¼ginde

oluşan sistem denklemi, matris formunda;

[K]
�
u
�	
=
�
F

�	
(3.17)

şeklinde yaz¬labilir. Burada [K] ile toplam katsay¬lar matrisi ya da sistem katsay¬lar

matrisi;
�
u
�	
ile tüm dü¼gümler aras¬ndaki bilinmeyenlerin toplam¬n¬n sütun vektörü ve
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�
F

�	
ile de; dü¼güm noktalar¬na uygulanm¬̧s d¬̧s kuvveti gösteren sütun vektörü ifade

edilmekte olup, tüm eleman denklemlerinin birleştirilmesi ile elde edildi¼gini vurgulamak

için * i̧sareti ile gösterilmi̧stir. Bu k¬s¬mda; dikkat edilmesi gereken en önemli husus,

eleman denklemlerinin birleştirilmesi aşamas¬nda süreklilik kavram¬d¬r.

3.1.4 S¬n¬r Koşullar¬n¬n Uygulanmas¬

Bu k¬s¬mda, (3:17) eşitli¼gindeki gibi elde edilen sistem denkleminin çözümüne geçilmeden

önce, s¬n¬r koşullar¬dahil edilerek sistem güncellenmelidir. Bu i̧slemin gerçekleştirilmesi

ile yeni matris;

[K]
�
u
�	
=
�
F �	 (3.18)

şeklindedir. Buradaki üst çizgiler, s¬n¬r koşullar¬n¬n dahil edildi¼gi anlam¬na gelmektedir.

3.1.5 Çözüm ve Sonuçlar¬n Gösterilmesi

Eleman denklemlerinin birleştirilmesi ve s¬n¬r koşullar¬n¬n sistem denklemine dahil edilmesi

ile; (3:18) eşitli¼gi bant matris olacak biçimde düzenlenerek, çözüm gerçekleştirilir. Elde

edilen sonuçlar, daha sonra gra�kler veya çizelgeler yard¬m¬ile gösterilebilir. Ayr¬ca farkl¬

de¼gi̧skenler seçilerek, yine ayn¬ad¬mlar incelenebilir. Prosedür, çok geneldir ve sonlu ele-

manlar yönteminin pek çok uygulamas¬na uygundur.

3.2 B·IR BOYUTLU PROBLEMLEMLER ·IÇ·IN ANAL·IT·IK ÇÖZÜM VE

SONLU ELEMANLAR YÖNTEM·IN·IN UYGULANIŞI

Aşa¼g¬daki bir boyutlu örnek problemde; sabit ¬s¬kayna¼g¬ve sabit s¬n¬r koşullar¬alt¬nda

¬s¬t¬lan bir çubu¼gun, s¬cakl¬k de¼gerleri analitik olarak incelenerek, sonlu elemanlar için

temel teşkil edecek bilgiler verildikten sonra, sonlu elemanlar yönteminden yararlan¬larak

ayn¬örnek problem çözülmeye çal¬̧s¬lacak ve bulunan s¬cakl¬k de¼gerlerideki de¼gi̧sim analiz

edilebilecektir. S¬cakl¬k de¼gerlerindeki de¼gi̧sim için, eleman denklemleri oluşturulurken

Poisson denkleminden yararlan¬larak çözüm yap¬lacakt¬r. Örnek problemlerin incelen-

mesi ile sonlu elemanlar yöntemi için çözüm prosedürünün çok daha büyük boyutlara

uygulanma imkan¬bulunabilecek ve sonlu elemanlar yönteminin olumlu ya da olumsuz

sonuçlar¬tart¬̧s¬labilecektir.
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Problem 3.1 S¬n¬r koşullar¬;

T (0; t) = 50 ve T (20; t) = 500

ve sabit ¬s¬kayna¼g¬f(x) = 10 olan, 20 cm uzunlu¼gundaki bir çubu¼gun, dört eşit parçaya

bölündü¼gü varsay¬larak, beş noktadaki s¬cakl¬k de¼gerlerinin Poisson denkleminden yarar-

lanarak elde edilmesi.

Poisson denklemi;

d2T (x)

dx2
= �f (x) (3.19)

şeklinde olup, kesin çözümün;

T (x; t) = a0x
2 + a1x+ a2 (3.20)

şeklinde oldu¼gu varsay¬l¬rsa, bu durumda (3:20) eşitli¼ginin iki kez diferansiyelinin al¬nmas¬

ve verilen ek koşulun (f(x) = 10) yerine yaz¬lmas¬ile;

T
0
=
dT (x)

dx
= 2a0x+ a1;

T
00
=
d2T (x)

dx2
= 2a0 = �10 =) a0 = �5

a0 katsay¬s¬bulunur. Di¼ger katsay¬lar da s¬n¬r koşullar¬yard¬m¬ile hesaplan¬rsa;

T (x; t) = �5x2 + a1x+ a2

T (0; t) = �5� 0 + a1 � 0 + a2 = 50) a2 = 50

T (20; t) = �5� 202 + a1 � 20 + 50 = 500) a1 = 122:5

a1 ve a2 katsay¬lar¬bulunur ve bu katsay¬lar¬n, (3:20) eşitli¼ginde yerine yaz¬lmas¬ile;

T (x; t) = �5x2 + 122:5x+ 50 (3.21)

kesin çözümü elde edilir. Böylece, 20 cm uzunlu¼gundaki çubu¼gun dört eşit parçaya bölün-

mesi ile elde edilen beş dü¼güm noktas¬ndaki s¬cakl¬k de¼gerleri, Çizelge 3:2 de gösterilmi̧stir.

Çizelge 3:2 Analitik çözümden elde edilen kesin çözüm de¼gerleri.
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Bu sonuçlar, gra�k yard¬m¬ile gösterilecek olursa;

Şekil 3:1 Is¬t¬lan çubuk için analitik çözüm.

şeklindedir. Problem 3:1 de; kesin çözümü veren denklem elde edilerek, istenen aral¬klar-

daki s¬cakl¬k de¼gerleri bulunduktan sonra, çizelge ve gra�k yard¬m¬ile de gösterilmi̧stir.

3.2.1 Eleman Denklemleri Oluşturulurken Kullan¬lan Yöntemler

Bölüm 3:1:2 de, eleman denklemleri oluşturulurken kullan¬labilecek çok say¬da yöntemin

varl¬¼g¬ndan bahsedilmi̧stir. Bu k¬s¬mda, do¼grudan yaklaş¬m yöntemi ve devam¬nda ise en

s¬k kullan¬lan a¼g¬rl¬kl¬art¬klar yöntemi üzerinde ayr¬nt¬l¬olarak durulacakt¬r. Söz konusu

di¼ger yöntemler; varyasyonel yaklaş¬m ve enerji dengesi yaklaş¬m yönteminden de k¬saca

bahsedilecektir.

3.2.1.1 Do¼grudan (Dolays¬z/Direkt) Yaklaş¬m Yöntemi

Bu yöntemde; genellikle �ziksel problemler baz al¬nd¬¼g¬ndan, yöntemin di¼ger bir ad¬da,

�ziksel yaklaş¬m yöntemidir ve eleman denklemleri oluşturulurken kullan¬lan yöntemler

aras¬nda uygulama kolayl¬¼g¬ nedeniyle ilk ele al¬nmaktad¬r [1]. Is¬ kayna¼g¬ f(x) = 0

oldu¼gunda yani, d¬̧s kuvvetin olmad¬¼g¬ya da pasif oldu¼gu durumlarda, eleman denklem-

lerinin eldesi için bu yöntem çok kullan¬̧sl¬d¬r.

Şekil 3:2 ~T ; (x1 ve x2) aras¬ndaki do¼grusal yaklaş¬m.
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Şekil 3:2 den yola ç¬k¬larak, 1: ve 2: dü¼güm noktalar¬aras¬ndaki ilk elemana kaŗs¬l¬k gelen

yaklaş¬m fonksiyonu ~T (x);

~T (x) =

2X
i=1

�iTi = �1T1 + �2T2 (3.22)

şeklindedir ve bilinen �1 ve �2 de¼gerlerinin eşitlikte yerine yaz¬lmas¬ile ~T (x) fonksiyonu;

~T (x) = �1T1 + �2T2 =
x2 � x
x2 � x1

T1 +
x� x1
x2 � x1

T2 (3.23)

şeklindedir ve bu fonksiyonun diferansiyeli al¬n¬rsa ki burada, �1 ve �2 nin diferansiyeli

(3:9) ve (3:10) eşitliklerinde hesapland¬¼g¬ndan, do¼grudan yerine yaz¬larak;

d ~T (x)

dx
=
d�1
dx
T1 +

d�2
dx
T2 =

�1
x2 � x1

T1 +
1

x2 � x1
T2 =

T2 � T1
x2 � x1

(3.24)

bulunur ve bu diferansiyel, ¬s¬ ak¬s¬ ve s¬cakl¬k aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬ belirleyen Fourier

denkleminde yerine yaz¬l¬rsa, eleman denklemleri elde edilebilir. Fourier denklemi;

q = �k0dT (x)
dx

= �k0T2 � T1
x2 � x1

(3.25)

şeklinde ifade edilir. Burada, q ¬s¬ak¬s¬ve k ¬s¬iletimi katsay¬s¬d¬r. Dolay¬s¬yla, 1: dü¼güm

noktas¬ndaki ¬s¬ak¬s¬q1 ve 2: dü¼güm noktas¬ndaki ¬s¬ak¬s¬q2 şeklinde ifade edilirse,

q1 = �k0dT (x)
dx

= �k0T2 � T1
x2 � x1

; (3.26)

q2 = k0
dT (x)

dx
= k0

T2 � T1
x2 � x1

(3.27)

biçiminde yaz¬labilir. Elde edilen bu eşitlikler, istenilen eleman denklemlerini oluşturur.

Fourier denkleminin; uçlardaki q1 ve q2 ¬s¬ak¬lar¬, s¬n¬rdaki s¬cakl¬k de¼gi̧simi cinsinden

ifade etmek için kullan¬labilece¼gi düşünüldü¼günde,

q1 = �k0dT (x1)
dx

; (3.28)

q2 = k0
dT (x2)

dx
(3.29)

gibi yaz¬labilir. Bu son eşitlikler, s¬ras¬yla (3:26) ve (3:27) eşitliklerinde yerine yaz¬l¬rsa;

q1 = �k0T2 � T1
x2 � x1

= �k0dT (x1)
dx

) T1 � T2
x2 � x1

= �dT (x1)
dx

) 1

x2 � x1
[T1 � T2] = �

dT (x1)

dx
; (3.30)

q2 = k0
T2 � T1
x2 � x1

= k0
dT (x2)

dx

) T2 � T1
x2 � x1

=
dT (x2)

dx
) 1

x2 � x1
[�T1 + T2] =

dT (x2)

dx
(3.31)

15



elde edilir. (3:30) ve (3:31) eşitlikleri matris biçiminde yaz¬lacak olursa;

1

x2 � x1

24 1 �1

�1 1

358<: T1

T2

9=; =

8><>:
�dT (x1)

dx
dT (x2)

dx

9>=>; (3.32)

bulunur ve bu eşitli¼gin, (3:16) eşitli¼gi ile ayn¬biçimde oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla, tek bir

eleman için matris eşitli¼gi elde edilir. Eleman denklemlerini bu yolla oluşturmak, ço¼gu

zaman san¬ld¬¼g¬kadar kolay olmayabilir. Bunun için, aşa¼g¬da ayr¬nt¬lar¬verilecek olan ve

uygulamalarda çok s¬k kaŗs¬laş¬lan, a¼g¬rl¬kl¬art¬klar yöntemi geli̧stirilmi̧stir.

3.2.1.2 A¼g¬rl¬kl¬Art¬klar (Kalanlar) Yöntemi

Bu k¬s¬mda; eleman denklemleri oluşturulurken en s¬k kullan¬lan a¼g¬rl¬kl¬art¬klar yöntemi

üzerinde durulacakt¬r. Bu yöntemde; yaklaş¬k çözümün, denklemde yerine yaz¬lmas¬ile

elde edilecek kalan üzerinden i̧slem yap¬lmaktad¬r [1]. Eleman denklemleri oluşturulurken

(3:19) eşitli¼ginde belirtilen Poisson denkleminden yararlan¬l¬rsa ki bu denklem;

d2T (x)

dx2
= �f(x)

şeklinde idi ve bu denklem yeniden düzenlenirse;

0 =
d2T (x)

dx2
+ f(x) (3.33)

olur. Ancak bu ifade de eşitli¼ginin sol taraf¬s¬f¬r de¼gil, bir art¬¼ga (bundan sonra art¬k

terim R ile ifade edilecek) ya da di¼ger bir ifade ile bir kalana eşit olacakt¬r. Yani,

R =
d2 ~T (x)

dx2
+ f(x) (3.34)

şeklinde olacakt¬r. Dolay¬s¬yla, bu k¬s¬mda anlat¬lan a¼g¬rl¬kl¬art¬klar yöntemi; aşa¼g¬daki

genel biçime göre, art¬klar için bir minumum bulmay¬içerir. i = 1; n için;Z
D

RWidD = 0 (3.35)

d¬r. Burada,D çözüm bölgesidir ve [x1; xn] kapal¬aral¬¼g¬çözüm bölgesi olarak düşünülebilir.

Wi ise a¼g¬rl¬k fonksiyonudur. Sonlu elemanlar yönteminde; i = 1; 2 için �i fonksiyonlar¬,

a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n yerine kullan¬l¬r. Yani,

Wi = �i (3.36)
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olarak seçilir ve (3:35) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa, Galerkin yöntemi;Z
D

R�idD = 0 (3.37)

şeklinde elde edilir. Bu kapsamda; (3:34) eşitli¼gi ile verilen R; son eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa;Z
D

R�idD =

Z x2

x1

 
d2 ~T (x)

dx2
+ f(x)

!
�i (x) dx ; i = 1; 2

=

Z x2

x1

d2 ~T (x)

dx2
�i (x) dx+

Z x2

x1

f(x)�i (x) dx = 0;

)
Z x2

x1

�i (x)
d2 ~T (x)

dx2
dx = �

Z x2

x1

f(x)�i (x) dx (3.38)

bulunur. Eşitli¼ginin, sol taraf¬ndaki ifadeyi hesaplamak ad¬na, k¬smi integral yönteminden

yararlan¬l¬rsa burada, �i (x) = u ve
d2 ~T (x)
dx2

dx = dv olacakt¬r. Böylece,Z x2

x1

�i (x)
d2 ~T (x)

dx2
dx = �i (x)

d ~T (x)

dx

�����
x2

x1

�
Z x2

x1

d ~T (x)

dx

d�i
dx
dx (3.39)

elde edilir ve formülasyondaki ikinci dereceden diferansiyel, birinci dereceden diferansiyele

düşürülmüştür. Bulunan bu eşitlik, (3:38) eşitli¼ginde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda;

�i (x)
d ~T (x)

dx

�����
x2

x1

�
Z x2

x1

d ~T (x)

dx

d�i
dx
dx = �

Z x2

x1

f(x)�i (x) dx (3.40)

elde edilir ve buradaki terimler, ayr¬ayr¬hesaplanabilir. Dolay¬s¬yla, eşitli¼gin ilk terimi

i = 1; 2 için ayr¬ayr¬hesaplanacakt¬r. ·Ilk olarak, i = 1 için;

�1 (x)
d ~T (x)

dx

�����
x2

x1

= �1 (x2)
d ~T (x2)

dx
� �1 (x1)

d ~T (x1)

dx
(3.41)

şeklinde yaz¬labilir ve eşitlikteki �1 (x) ifadesi, (3:5) eşitli¼ginde tan¬mlanm¬̧st¬;

�1 (x) =
x2 � x
x2 � x1

burada tekrar hat¬rlanarak,

�1 (x2) =
x2 � x2
x2 � x1

= 0 ve �1 (x1) =
x2 � x1
x2 � x1

= 1 (3.42)

ifadeleri bulunur ve bu ifadeler (3:41) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa;

�1 (x)
d ~T (x)

dx

�����
x2

x1

= �1 (x2)
d ~T (x2)

dx
� �1 (x1)

d ~T (x1)

dx
= �d

~T (x1)

dx
(3.43)
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elde edilir. Bu kapsamda, (3:40) eşitli¼ginin ilk terimi, i = 2 için;

�2 (x)
d ~T (x)

dx

�����
x2

x1

= �2 (x2)
d ~T (x2)

dx
� �2 (x1)

d ~T (x1)

dx
(3.44)

şeklinde yaz¬labilir ve eşitlikteki �2 (x) ifadesi, (3:6) eşitli¼gi ile verilmi̧sti;

�2(x) =
x� x1
x2 � x1

burada tekrar yaz¬larak,

�2 (x2) =
x2 � x1
x2 � x1

= 1 ve �2 (x1) =
x1 � x1
x2 � x1

= 0 (3.45)

ifadeleri bulunur ve bu ifadeler (3:44) eşitli¼ginde yerine konulursa;

�2 (x)
d ~T (x)

dx

�����
x2

x1

= �2 (x2)
d ~T (x2)

dx
� �2 (x1)

d ~T (x1)

dx
=
d ~T (x2)

dx
(3.46)

elde edilir. (3:43) ve (3:46) eşitlikleri, (3:40) eşitli¼ginde yaz¬larak, i = 1 için düzenlenirse;

�1 (x)
d ~T (x)

dx

�����
x2

x1

�
Z x2

x1

d ~T (x)

dx

d�1
dx
dx = �

Z x2

x1

f(x)�1 (x) dx;

�d
~T (x1)

dx
�
Z x2

x1

d ~T (x)

dx

d�1
dx
dx = �

Z x2

x1

f(x)�1 (x) dx;Z x2

x1

d ~T (x)

dx

d�1
dx
dx = �d

~T (x1)

dx
+

Z x2

x1

f(x)�1 (x) dx (3.47)

i = 2 için düzenlenirse,

�2 (x)
d ~T (x)

dx

�����
x2

x1

�
Z x2

x1

d ~T (x)

dx

d�2
dx
dx = �

Z x2

x1

f(x)�2 (x) dx;

d ~T (x2)

dx
�
Z x2

x1

d ~T (x)

dx

d�2
dx
dx = �

Z x2

x1

f(x)�2 (x) dx;Z x2

x1

d ~T (x)

dx

d�2
dx
dx =

d ~T (x2)

dx
+

Z x2

x1

f(x)�2 (x) dx (3.48)

bulunur. ~T (x) fonksiyonunun, do¼grusal yap¬s¬diferansiyel ve integral almay¬kolaylaşt¬r¬r.

Bu kapsamda, (3:24) eşitli¼gi ile belirtilen ~T (x) fonksiyonunun diferansiyeli;

d ~T (x)

dx
=

d�1
dx
T1 +

d�2
dx
T2

=
�1

x2 � x1
T1 +

1

x2 � x1
T2 =

T2 � T1
x2 � x1
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tekrar hat¬rlanmal¬d¬r. Bu diferansiyeller (3:47) eşitli¼ginin ilk teriminde yerine yaz¬l¬rsa;Z x2

x1

d ~T (x)

dx

d�1
dx
dx =

Z x2

x1

T2 � T1
x2 � x1

�1
x2 � x1

dx =

Z x2

x1

T1 � T2
(x2 � x1)2

dx

=
T1 � T2
(x2 � x1)2

x

����x2
x1

=
T1 � T2
(x2 � x1)2

(x2 � x1) =
T1 � T2
x2 � x1

(3.49)

bulunur. Bu diferansiyeller (3:48) eşitli¼ginin ilk teriminde yerine yaz¬l¬rsa;Z x2

x1

d ~T (x)

dx

d�2
dx
dx =

Z x2

x1

T2 � T1
x2 � x1

1

x2 � x1
dx =

Z x2

x1

T2 � T1
(x2 � x1)2

dx

=
T2 � T1
(x2 � x1)2

x

����x2
x1

=
T2 � T1
(x2 � x1)2

(x2 � x1) =
T2 � T1
x2 � x1

(3.50)

bulunur. (3:49) ve (3:50) eşitlikleri, s¬ras¬yla (3:47) ve (3:48) eşitliklerinde yerine yaz¬l¬rsa;Z x2

x1

d ~T

dx

d�1
dx
dx =

T1 � T2
x2 � x1

= �d
~T (x1)

dx
+

Z x2

x1

f(x)�1 (x) dx; (3.51)Z x2

x1

d ~T

dx

d�2
dx
dx =

T2 � T1
x2 � x1

=
d ~T (x2)

dx
+

Z x2

x1

f(x)�2 (x) dx (3.52)

bulunur ve matris formunda yeniden yaz¬l¬rsa, eleman denklemlerinin son hali;

1

x2 � x1

24 1 �1

�1 1

358<: T1

T2

9=; =

8><>:
�d

~T (x1)

dx
d ~T (x2)

dx

9>=>;+
8>><>>:
Z x2

x1

f(x)�1 (x) dxZ x2

x1

f(x)�2 (x) dx

9>>=>>; (3.53)

olur. Burada dikkat edilecek olursa, eşitli¼gin sol taraf¬ eleman katsay¬lar matrisidir.

Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ilk terim s¬n¬r koşullar¬n¬, ikinci terim ise d¬̧s kuvvetleri ifade

etmektedir. Buraya kadar yap¬lan i̧slemler, çubuk eleman¬n sadece ilk eleman¬ içindir.

Di¼ger üç eleman, yani; (x2 � x3) ; (x3 � x4) ve (x4 � x5) içinde, ayn¬i̧slemler tekrarlan¬r.

Bu kapsamda; Problem 3:2 de, di¼ger elemanlar¬n nas¬l oluşturuldu¼gu gösterilecektir.

3.2.1.3 Varyasyonel Yaklaş¬m Yöntemi

Bu yaklaş¬m¬n, di¼ger bir ad¬da matematiksel yaklaş¬md¬r ve çeşitli hesaplamalar ile en iyi

yaklaş¬m fonksiyonunun elde edilmesi sa¼glan¬r. Bu yaklaş¬m, hem basit hem de karmaş¬k

yap¬daki eleman tiplerine uygulanabilmektedir. Sonlu elemanlar yönteminin çok büyük

boyutlara geni̧sletilmesinde, önemli bir yer teşkil eder [1].

3.2.1.4 Enerji Dengesi Yaklaş¬m Yöntemi

Bu yaklaş¬m; Bölüm 3:2:1:2 de ayr¬nt¬s¬verilen a¼g¬rl¬kl¬art¬klar yöntemindeki a¼g¬rl¬kl¬

art¬k yerine, sistemin ¬s¬veya mekanik enerji dengesini kullan¬larak, eleman denklemlerini

oluşturabilen yöntemlerdendir [1].
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Problem 3.2 S¬n¬r koşullar¬;

T (0; t) = 50 ve T (20; t) = 500

ve sabit ¬s¬kayna¼g¬f(x) = 10 şeklinde verilmekte olan, 20 cm uzunlu¼gundaki bir çubu¼gun;

5 cm uzunlu¼gundaki dört elemana bölünerek, (3:53) eşitli¼ginden de faydalanarak eleman

denklemlerinin oluşturulmas¬.

Aşa¼g¬da, sabit ¬s¬kayna¼g¬ile ¬s¬t¬lan 20 cm uzunlu¼gundaki çubuk modeli;

Şekil 3:3 Sabit ¬s¬kayna¼g¬ile ¬s¬t¬lan 20 cm lik çubuk eleman.

verilmi̧s olup, buradan yola ç¬karak; aşa¼g¬da Poisson denkleminin bir boyutlu formu ile

sonlu elemanlar yöntemi için çözüm bölgesinin modeli gösterilmektedir. Sistemi basit bir

şekilde modellemek için; 20 cm uzunlu¼gundaki bir çubuk eşit uzunlukta dört eşit elemana

bölünerek, beş dü¼güm noktas¬oluşturulmuştur.

Şekil 3:4 Eşit uzunlukta dört eleman ve beş dü¼güm noktal¬çubuk eleman.

Çubuk eleman dört eşit parçaya bölündü¼günden, dü¼güm noktalar¬ s¬ras¬ ile, x1 = 0;

x2 = 5; x3 = 10; x4 = 15 ve x5 = 20 cm e kaŗs¬l¬k gelmek üzere, bu dü¼güm noktalar¬ndaki

s¬cakl¬k de¼gerlerinin hesaplan¬rken, (3:53) eşitli¼ginden yararlanarak eleman denklemleri

oluşturulacakt¬r. Bu kapsamda ilk olarak; (x1 � x2) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki birinci elemana

ait eleman denklemi oluşturulacakt¬r. Burada x2 ve x1 dü¼gümleri aras¬ndaki mesafenin 5

cm oldu¼guna dikkat ederek (3:53) eşitli¼ginden,

1

x2 � x1
(T1 � T2) = �d

~T (x1)

dx
+

Z x2

x1

f(x)�1 (x) dx; (3.54)

1

x2 � x1
(�T1 + T2) =

d ~T (x2)

dx
+

Z x2

x1

f(x)�2 (x) dx (3.55)
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eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerin sa¼g¬ndaki ikinci terimler, öncelikli olarak s¬ras¬yla

hesaplan¬rsa;Z x2

x1

f(x)�1 (x) dx =

Z x2

x1

10
x2 � x
x2 � x1

dx =

Z 5

0

10
5� x
5� 0dx = 25;Z x2

x1

f(x)�2 (x) dx =

Z x2

x1

10
x� x1
x2 � x1

dx =

Z 5

0

10
x� 0
5� 0dx = 25

bulunur. Di¼ger parametre de¼gerleri ile birlikte, bu sonuçlar s¬ras¬yla (3:54) ve (3:55)

eşitliklerinde yerine yaz¬l¬rsa;

0:2 (T1 � T2) = �d
~T (x1)

dx
+ 25) 0:2T1 � 0:2T2 = �

d ~T (x1)

dx
+ 25; (3.56)

�0:2 (T1 � T2) =
d ~T (x2)

dx
+ 25) �0:2T1 + 0:2T2 =

d ~T (x2)

dx
+ 25 (3.57)

elde edilir. Bulunan bu de¼gerler matris formunda;24 0:2 �0:2

�0:2 0:2

3524 T1
T2

35 =
264 �d

~T (x1)

dx
+ 25

d ~T (x2)

dx
+ 25

375
elde edilir. Böylece (x2 � x3) ; (x3 � x4) ve (x4 � x5) dü¼güm aral¬klar¬ndaki ikinci, üçüncü

ve dördüncü elemana ait eleman denklemleri, yine ayn¬şekilde (3:53) eşitli¼gi kullan¬larak

oluşturulacakt¬r. Bu kapsamda ikinci olarak; (x2�x3) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki ikinci elemana

ait eleman denklemi oluşturulacakt¬r. Burada x3 ve x2 dü¼gümleri aras¬ndaki mesafenin 5

cm oldu¼guna dikkat ederek (3:53) eşitli¼ginden,

1

x3 � x2
(T2 � T3) = �d

~T (x2)

dx
+

Z x3

x2

f(x)�2 (x) dx; (3.58)

1

x3 � x2
(�T2 + T3) =

d ~T (x3)

dx
+

Z x3

x2

f(x)�3 (x) dx (3.59)

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerin sa¼g¬ndaki ikinci terimler, öncelikli olarak s¬ras¬yla

hesaplan¬rsa;Z x3

x2

f(x)�2 (x) dx =

Z x3

x2

10
x3 � x
x3 � x2

dx =

Z 10

5

10
10� x
10� 5dx = 25;Z x3

x2

f(x)�3 (x) dx =

Z x3

x2

10
x� x2
x3 � x2

dx =

Z 10

5

10
x� 5
10� 5dx = 25

bulunur. Di¼ger parametre de¼gerleri ile birlikte, bu sonuçlar s¬ras¬yla (3:58) ve (3:59)

eşitliklerinde yerine yaz¬l¬rsa;

0:2 (T2 � T3) = �d
~T (x2)

dx
+ 25) 0:2T2 � 0:2T3 = �

d ~T (x2)

dx
+ 25; (3.60)

�0:2 (T2 � T3) =
d ~T (x3)

dx
+ 25) �0:2T2 + 0:2T3 =

d ~T (x3)

dx
+ 25 (3.61)
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elde edilir. Sistem denkleminin elde edilmesi için, buraya kadar olan eleman denklemleri

birleştirilerek, yeniden matris formunda yaz¬l¬rsa;26664
0:2

�0:2

0

�0:2

0:2 + 0:2

�0:2

0

�0:2

0:2

37775
26664
T1

T2

T3

37775 =
266664
�d

~T (x1)

dx
+ 25

25 + 25

d ~T (x3)

dx
+ 25

377775
bulunur. Bu kapsamda, üçüncü olarak; (x3 � x4) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki üçüncü elemana ait

eleman denklemi oluşturulacakt¬r. Burada x4 ve x3 dü¼gümleri aras¬ndaki mesafenin 5 cm

oldu¼guna dikkat ederek (3:53) eşitli¼ginden,

1

x4 � x3
(T3 � T4) = �d

~T (x3)

dx
+

Z x4

x3

f(x)�3 (x) dx; (3.62)

1

x4 � x3
(�T3 + T4) =

d ~T (x4)

dx
+

Z x4

x3

f(x)�4 (x) dx (3.63)

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerin sa¼g¬ndaki ikinci terimler, öncelikli olarak s¬ras¬yla

hesaplan¬rsa;Z x4

x3

f(x)�3 (x) dx =

Z x4

x3

10
x4 � x
x4 � x3

dx =

Z 15

10

10
15� x
15� 10dx = 25;Z x4

x3

f(x)�4 (x) dx =

Z x4

x3

10
x� x3
x4 � x3

dx =

Z 15

10

10
x� 10
15� 10dx = 25

bulunur. Di¼ger parametre de¼gerleri ile birlikte, bu sonuçlar s¬ras¬yla (3:62) ve (3:63)

eşitliklerinde yerine yaz¬l¬rsa;

0:2 (T3 � T4) = �d
~T (x3)

dx
+ 25) 0:2T3 � 0:2T4 = �

d ~T (x3)

dx
+ 25; (3.64)

�0:2 (T3 � T4) =
d ~T (x4)

dx
+ 25) �0:2T3 + 0:2T4 =

d ~T (x4)

dx
+ 25 (3.65)

elde edilir. Sistem denklemini elde etmek için, buraya kadarki eleman denklemleri yeniden

birleştirilerek, matris formunda yaz¬l¬rsa;26666664
0:2

�0:2

0

0

�0:2

0:4

�0:2

0

0

�0:2

0:2 + 0:2

�0:2

0

0

�0:2

0:2

37777775

26666664
T1

T2

T3

T4

37777775 =
266666664
�d

~T (x1)

dx
+ 25

50

25 + 25

d ~T (x4)

dx
+ 25

377777775
elde edilir ve bu kapsamda son olarak; (x4 � x5) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki dördüncü elemana

ait eleman denklemi oluşturulacakt¬r. Burada x5 ve x4 dü¼gümleri aras¬ndaki mesafenin 5
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cm oldu¼guna dikkat ederek (3:53) eşitli¼ginden,

1

x5 � x4
(T4 � T5) = �d

~T (x4)

dx
+

Z x5

x4

f(x)�4 (x) dx; (3.66)

1

x5 � x4
(�T4 + T5) =

d ~T (x5)

dx
+

Z x5

x4

f(x)�5 (x) dx (3.67)

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerin sa¼g¬ndaki ikinci terimler, öncelikli olarak s¬ras¬yla

hesaplan¬rsa;

Z x5

x4

f(x)�4 (x) dx =

Z x5

x4

10
x5 � x
x5 � x4

dx =

Z 20

15

10
20� x
20� 15dx = 25;Z x5

x4

f(x)�5 (x) dx =

Z x5

x4

10
x� x4
x5 � x4

dx =

Z 20

15

10
x� 15
20� 15dx = 25

bulunur. Di¼ger parametre de¼gerleri ile birlikte, bu sonuçlar s¬ras¬yla (3:66) ve (3:67)

eşitliklerinde yerine yaz¬l¬rsa, s¬ras¬yla;

0:2 (T4 � T5) = �d
~T (x4)

dx
+ 25) 0:2T4 � 0:2T5 = �

d ~T (x4)

dx
+ 25; (3.68)

�0:2 (T4 � T5) =
d ~T (x5)

dx
+ 25) �0:2T4 + 0:2T5 =

d ~T (x5)

dx
+ 25 (3.69)

elde edilir. Buraya kadarki eleman denklemleri son kez birleştirilerek, yeniden matris

formunda yaz¬l¬rsa;

26666666664

0:2

�0:2

0

0

0

�0:2

0:4

�0:2

0

0

0

�0:2

0:4

�0:2

0

0

0

�0:2

0:2 + 0:2

�0:2

0

0

0

�0:2

0:2

37777777775

26666666664

T1

T2

T3

T4

T5

37777777775
=

266666666664

�d
~T (x1)

dx
+ 25

50

50

25 + 25

d ~T (x5)

dx
+ 25

377777777775
s¬n¬r koşullar¬n¬n dahil edilmeden önceki sistem denklemi elde edilir. Sonlu elemanlar¬n;

s¬n¬r koşullar¬n¬n uygulanmas¬na ili̧skin 3:1:4: bölümünde, sistem denkleminin çözümüne

geçilmeden, s¬n¬r koşullar¬n¬n dahil edilerek sistemin güncellenmesi gerekti¼gi belirtilmi̧stir.

Böylece, T1 = 50 ve T5 = 500 oldu¼gu problemde verildi¼ginden, sistem güncellenmelidir.

Unutulmamal¬d¬r ki, d
~T (x1)
dx

ve d ~T (x5)
dx

s¬n¬r koşullar¬oldu¼gu için ihmal edilmezken, d
~T (x2)
dx

;

d ~T (x3)
dx

ve d ~T (x4)
dx

iç s¬n¬r koşullar¬ oldu¼gundan ihmal edilirler. Böylece, (3:54) denklemi
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yeniden düzenlenirse, aşa¼g¬daki denklem;

0:2(T1 � T2) = �d
~T (x1)

dx
+

Z x2

x1

f(x)�1 (x) dx;

0:2T1 � 0:2T2 = �d
~T (x1)

dx
+ 25;

10� 0:2T2 = �d
~T (x1)

dx
+ 25;

d ~T (x1)

dx
� 0:2T2 = �15 (3.70)

bulunur. (3:55) ve (3:58) eşitliklerinin ortak çözümü ve s¬n¬r koşullar¬n¬n uygulanmas¬ile;

�0:2T1 + 0:2T2 =
d ~T (x2)

dx
+

Z x2

x1

f(x)�2 (x) dx) �10 + 0:2T2 =
d ~T (x2)

dx
+ 25;

0:2T2 � 0:2T3 = �d
~T (x2)

dx
+

Z x3

x2

f(x)�2 (x) dx) 0:2T2 � 0:2T3 = �
d ~T (x2)

dx
+ 25

elde edilir ve bu ifadelerin taraf tarafa toplanmas¬ile aşa¼g¬daki denklem,

0:4T2 � 0:2T3 = 60 (3.71)

bulunur. (3:59) ve (3:62) eşitliklerinin ortak çözümü ve s¬n¬r koşullar¬n¬n uygulanmas¬ile;

�0:2T2 + 0:2T3 =
d ~T (x3)

dx
+

Z x3

x2

f(x)�3 (x) dx) �0:2T2 + 0:2T3 =
d ~T (x3)

dx
+ 25;

0:2T3 � 0:2T4 = �d
~T (x3)

dx
+

Z x4

x3

f(x)�3 (x) dx) 0:2T3 � 0:2T4 = �
d ~T (x3)

dx
+ 25

elde edilir ve ifadelerin taraf tarafa toplanmas¬ile aşa¼g¬daki denklem,

�0:2T2 + 0:4T3 � 0:2T4 = 50 (3.72)

bulunur. (3:63) ve (3:66) eşitliklerinin ortak çözümü ve s¬n¬r koşullar¬n¬n uygulanmas¬ile;

�0:2T3 + 0:2T4 =
d ~T (x4)

dx
+

Z x4

x3

f(x)�4 (x) dx) �0:2T3 + 0:2T4 =
d ~T (x4)

dx
+ 25;

0:2T4 � 0:2T5 = �d
~T (x4)

dx
+

Z x5

x4

f(x)�4 (x) dx) 0:2T4 � 100 = �
d ~T (x4)

dx
+ 25

elde edilir ve bu ifadelerin taraf tarafa toplanmas¬ile aşa¼g¬daki denklem,

�0:2T3 + 0:4T4 = 150 (3.73)

bulunur ve son olarakta, (3:67) denkleminin yeniden düzenlenmesi ile aşa¼g¬daki denklem;

�0:2T4 + 0:2T5 =
d ~T (x5)

dx
+

Z x5

x4

f(x)�5 (x) dx;

�0:2T4 + 100 =
d ~T (x5)

dx
+ 25) �0:2T4 �

d ~T (x5)

dx
= �75 (3.74)
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bulunur ve buradan (3:70)�(3:74) aras¬ndaki denklemler matris formunda yeniden yaz¬l¬rsa;

26666666664

1 �0:2 0 0 0

0 0:4 �0:2 0 0

0 �0:2 0:4 �0:2 0

0 0 �0:2 0:4 0

0 0 0 �0:2 �1

37777777775

266666666664

d ~T (x1)

dx

T2

T3

T4

d ~T (x5)

dx

377777777775
=

26666666664

�15

60

50

150

�75

37777777775
elde edilir ve Scienti�c Workplace 5:5 paket program¬nda çözdürülürse s¬cakl¬k de¼gerleri;

d ~T (x1)

dx
= 92:5; T2 = 537:5; T3 = 775; T4 = 762:5;

d ~T (x5)

dx
= �77:5

bulunur. Kesin çözüm ve sonlu elemanlar yöntemi ile elde edilen s¬cakl¬k de¼gerlerinin

kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬na ili̧skin çizelge aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Çizelge 3:3 Analitik ve SEY çözümlerinin kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬.

Elde edilen s¬cakl¬k de¼gerlerinin kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬Şekil 3:5 te oldu¼gu gibi de gösterilebilir.

Şekil 3:5 Analitik ve SEY çözümlerinin kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬.
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Problem 3.3 (Yaylardaki Yer De¼gi̧stirmelerin Belirlenmesi) Aşa¼g¬da Şekil 3:6 da

gösterildi¼gi gibi modellenen bir ucu sabit yani, bir mesnete (dayana¼ga) ba¼gl¬, di¼ger ucu F

kuvveti ile çekilen, birbirine ba¼gl¬ dört tane yay¬n yer de¼giştirmelerini (uzama/s¬k¬̧sma)

belirleyebilmek için, sonlu elemanlar yönteminin çözüm prosedürünün uygulanmas¬.

Şekil 3:6 Bir ucu sabit, di¼geri F kuvveti ile çekilen yaylar [10].

1. Ad¬m: Parçalara Ay¬rma

Sonlu elemanlar yönteminde; birbirine ba¼gl¬yaylar¬parçalara ay¬rman¬n en kolay yolu,

her yay¬bir eleman olarak düşünmektir. Dolay¬s¬yla; yay¬n sonlu elemanlar modeli Şekil

3:4 te oldu¼gu gibi, dört eleman ve beş dü¼güm noktas¬ndan oluşacakt¬r. Yay¬meydana

getiren (x1 � x2) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki birinci yay, yani; ilk eleman için model ise aşa¼g¬daki

gibidir;

Şekil 3:7 Yaya kaŗs¬l¬k gelen tek bir eleman [10].

Burada, F d¬̧s kuvvet ve i = 1; 5 için, xi yer de¼gi̧stirme de¼gerleridir.

2. Ad¬m: Eleman Denklemlerinin Eldesi - Sistem Denkleminin Eldesi

Bu k¬s¬mda; yay¬meydana getiren dü¼gümler sayesinde, eleman denklemleri oluşturularak

sistem denklemi elde edilecektir.

kx = F (3.75)

burada k yay sabitidir ve birim yer de¼gi̧stirme için gerekli olan kuvvettir. x yay¬n başlang¬ç

durumuna göre konumudur. F ise yaya uygulanan çekme ya da s¬k¬̧st¬rma kuvvettir.

Buradan 1: dü¼güm noktas¬n¬etkileyen F1 kuvveti,

k11x1 � k12x2 = F1 (3.76)
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dir. Burada xi; i: dü¼güm noktas¬n¬n başlang¬ç konumuna göre yer de¼gi̧stimesidir. kij; yay

sabiti ve birim yer de¼gi̧stirme için gereken kuvvettir. Yani, j: dü¼güm noktas¬nda birim

yer de¼gi̧stirmeye neden olan i: dü¼güm noktas¬nda gerekli olan kuvvettir. Örne¼gin, k12

ile ifade edilmek istenen; 2: dü¼güm noktas¬ndaki yer de¼gi̧stirmeye neden olan 1: dü¼güm

noktas¬nda gerekli olan kuvvettir. Yay hareketsiz yani herhangi bir kuvvet etki etmiyorsa,

F = 0) F1 + F2 = 0) F1 = �F2 (3.77)

biçiminde ifade edilir. Dolay¬s¬yla 2: dü¼güm noktas¬n¬etkileyen F2 kuvveti ise;

�k21x1 + k22x2 = F2 (3.78)

şeklindedir. (3:76) ve (3:78) eşitlikleri, belirli kuvvetlere kaŗs¬l¬k, elemanlar¬n davran¬̧s¬n¬

tan¬mlar. Dolay¬s¬yla, (x1 � x2) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki birinci elemana, yani yaya kaŗs¬l¬k

gelen eleman denklemi matris formunda aşa¼g¬daki gibi;24 k11 �k12
�k21 k22

358<: x1

x2

9=; =

8<: F1

F2

9=; (3.79)

yaz¬labilir. Eleman denklemlerinin, genellikle matris formunda elde edilebilen do¼grusal

denklem tak¬mlar¬n¬içerdi¼gi, Bölüm 3:1:3 te belirtilmi̧stir. Dikkat edilecek olursa (3:79)

eşitli¼gi, (3:16) eşitli¼ginin modi�ye edilmi̧s halidir. Yani bu eşitlik,

[k] fxg = fFg (3.80)

biçimindedir. Burada [k] eleman katsay¬lar matrisi, fxg yer de¼gi̧stirme (dü¼gümlerdeki

uzama/s¬k¬̧sma miktarlar¬) vektörü ve fFg de kuvvet (çekme/s¬k¬̧st¬rma) vektörüdür.

Dolay¬s¬yla; ilk eleman denklemine kaŗs¬l¬k gelen matris denklemi oluşturulmuş olunur.

(x1 � x2) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki ilk yay için eleman denklemi elde edildikten sonra, yay¬

meydana getiren (x2 � x3) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki ikinci yay, (x3 � x4) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki

üçüncü yay ve son olarak da (x4 � x5) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki dördüncü yay için de, eleman

denklemleri oluşturulmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla; (x2 � x3) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki ikinci yay için

de, eleman denklemleri ayn¬şekilde oluşturulursa;

k22x2 � k23x3 = F2; (3.81)

�k32x2 + k33x3 = F3 (3.82)

şeklindedir ve bu matris formunda aşa¼g¬daki gibi;24 k22 �k23
�k32 k33

358<: x2

x3

9=; =

8<: F2

F3

9=; (3.83)
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yaz¬labilir. Böylece; (x1 � x2) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki ilk yay ve (x2 � x3) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki

ikinci yay için oluşturulan eleman denklemleri birleştirilirse;26664
k11 �k12 0

�k21 k22 + k22 �k23
0 �k32 k33

37775
8>>><>>>:
x1

x2

x3

9>>>=>>>; =

8>>><>>>:
F1

F2

F3

9>>>=>>>; (3.84)

olur. Bu kapsamda, (x3 � x4) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki üçüncü yay için eleman denklemleri;

k33x3 � k34x4 = F3; (3.85)

�k43x3 + k44x4 = F4 (3.86)

matris formunda aşa¼g¬daki gibi;24 k33 �k34
�k43 k44

358<: x3

x4

9=; =

8<: F3

F4

9=; (3.87)

yaz¬l¬r ve buraya kadar elde edilen (x1 � x2) ; (x2 � x3) ve (x3 � x4) dü¼güm aral¬klar¬ndaki

yaylar için oluşturulan eleman denklemleri yeniden birleştirilirse;26666664
k11 �k12 0 0

�k21 k22 + k22 �k23 0

0 �k32 k33 + k33 �k34
0 0 �k43 k44

37777775

8>>>>>><>>>>>>:

x1

x2

x3

x4

9>>>>>>=>>>>>>;
=

8>>>>>><>>>>>>:

F1

F2

F3

F4

9>>>>>>=>>>>>>;
(3.88)

olur. Bu kapsamda, (x4 � x5) dü¼güm aral¬¼g¬ndaki son yay için eleman denklemleri;

k44x4 � k45x5 = F4; (3.89)

�k54x4 + k55x5 = F5 (3.90)

matris formunda aşa¼g¬daki gibi;24 k44 �k45
�k54 k55

358<: x4

x5

9=; =

8<: F4

F5

9=; (3.91)

yaz¬l¬r ve buraya kadar bulunan tüm eleman denklemleri, sistem denklemini oluşturmak

üzere birleştirilirse, bu sistem denklemi matris formunda;26666666664

k11 �k12 0 0 0

�k21 k22 + k22 �k23 0 0

0 �k32 k33 + k33 �k34 0

0 0 �k43 k44 + k44 �k45
0 0 0 �k54 k55

37777777775

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

x1

x2

x3

x4

x5

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
=

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

F1

F2

F3

F4

F5

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
(3.92)
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şeklinde yaz¬labilir ve dikkat edilirse sistem denklemi,

[K] fx�g = fF �g (3.93)

biçimindedir, yani s¬n¬r koşullar¬n¬n uygulanmadan önceki hali elde edilmi̧s olur [11].

Bununla ilgili ayr¬nt¬l¬bilgi eşitlik (3:17) de mevcuttur. Burada sistem matrisi yani di¼ger

bir ifade ile tüm katsay¬lar matrisi [K];

[K] =

26666666664

k11 �k12 0 0 0

�k21 2k22 �k23 0 0

0 �k32 2k33 �k34 0

0 0 �k43 2k44 �k45
0 0 0 �k54 k55

37777777775
(3.94)

görüldü¼gü üzere bant matristir. Geni̧sletilmi̧s kuvvet vektörü fF �g ise;

fF �g =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

F1

0

0

0

F5

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
(3.95)

şeklindedir ve fx�g ise, geni̧sletilmi̧s yer de¼gi̧stirme vektörüdür. Eleman denklemleri

birleştirildi¼ginde iç kuvvetlerin ihmal edildi¼gi, bir önceki ¬s¬t¬lan çubuk örne¼gi de göz önüne

al¬narak dikkat edilmelidir. ·Ilk ve son dü¼güm noktalar¬hariç, bütün dü¼güm noktalar¬için

fF �g = 0 d¬r.

3. Ad¬m: S¬n¬r Koşullar¬n¬Uygulama

Başlang¬çta; yani, x1 = 0 da bir tek s¬n¬r koşuluna tabidir. Bu koşulun hesaba kat¬lmas¬

ve genel numaraland¬rma şemas¬n¬n uygulanmas¬ile sistem k = 1 için şu hale indirgenir;26666666664

1 �1 0 0 0

�1 2 �1 0 0

0 �1 2 �1 0

0 0 �1 2 �1

0 0 0 �1 1

37777777775

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

x1

x2

x3

x4

x5

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
=

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

F

0

0

0

F

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
(3.96)
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ve dolay¬s¬yla sistem şu anda;

[K] fx�g =
�
F �
	

(3.97)

biçimindedir ve s¬n¬r koşullar¬n¬n hesaba kat¬ld¬¼g¬anlam¬na gelir. Eşitlik (3:18) de bununla

ilgili bilgi mevcuttur ve sistem şu anda çözülebilir haldedir.

4. Ad¬m: Çözüm ve Sonuçlar¬Gösterme

k = 1 ve F = 1 için, x2 = 1; x3 = 2; x4 = 3 ve x5 = 4 şeklinde elde edilir ve bu durum,

her bir yay¬n, birim yerde¼gi̧stirme kadar uzad¬¼g¬n¬göstermektedir.

3.3 ·IK·I BOYUTLU PROBLEMLER ·IÇ·IN SONLU ELEMANLAR

YÖNTEM·IN·IN UYGULANIŞI VE MODELLENMES·I

Problem 3.4 (Is¬t¬lan Plaka) Sonlu elemanlar yönteminin çözüm prosedürü, iki boyutlu

problemler için ¬s¬t¬lan plaka örne¼gine uygulanacakt¬r.

1. Ad¬m: Parçalara Ay¬rma

·Iki boyutlu problemlerde sonlu elemanlar yöntemine göre çözüm bölgesi modellenirken,

çokgen elemanlardan faydalan¬l¬r. Tezde, basit ve modelleme aç¬s¬ndan kolay olan üçgen

elemanlardan yararlan¬lacakt¬r.

2. Ad¬m: Eleman Denklemlerinin Eldesi

Bu ad¬mda, bir boyutlu problemlerde oldu¼gu gibi, sonlu elemanlar yönteminin çözüm

prosedüründen yola ç¬k¬larak; eleman denklemlerinin eldesinde, bir yaklaş¬m fonksiyonu

geli̧stirilecektir. Yaklaş¬m fonksiyonu olarak, Bölüm 5:3:1:3 teki eşitliklerden herhangi biri

de seçilebilece¼gi gibi, burada; genelleme yapabilmek ad¬na do¼grusal yaklaş¬m seçilerek;

u(x; y) = a0 + a1x+ a2y (3.98)

üçgen eleman¬n, eleman denklemleri oluşturulacakt¬r. Burada; yaklaş¬m fonksiyonu u

ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken, a0; a1 ve a2 katsay¬lar, x ve y de ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerdir. Bu u (x; y)
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fonksiyonu, üçgen eleman¬n (x1; y1) ; (x2; y2) ve (x3; y3) dü¼güm noktalar¬ndaki ui(x; y)

fonksiyonlar¬n¬sa¼glamal¬d¬r. Dolay¬s¬yla, bu ui(x; y) de¼gerleri s¬ras¬yla;

u1(x; y) = a0 + a1x1 + a2y1; (3.99)

u2(x; y) = a0 + a1x2 + a2y2; (3.100)

u3(x; y) = a0 + a1x3 + a2y3 (3.101)

şeklinde yaz¬labilir. Matris formunda yaz¬lacak olursa;26664
1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

37775
26664
a0

a1

a2

37775 =
26664
u1

u2

u3

37775 (3.102)

şeklindedir ve buradan i = 0; 2 için ai katsay¬lar¬n¬hesaplayabilmek için öncelikle;

Üçgen eleman alan¬:= � = x1y2 � x2y1 � x1y3 + x3y1 + x2y3 � x3y2 (3.103)

şeklinde tan¬mlan¬rsa, buradan;

a0 =
u3 (x1y2 � x2y1)� u2 (x1y3 � x3y1) + u1 (x2y3 � x3y2)

x1y2 � x2y1 � x1y3 + x3y1 + x2y3 � x3y2

=
u1 (x2y3 � x3y2) + u2 (x3y1 � x1y3) + u3 (x1y2 � x2y1)

x1y2 � x2y1 � x1y3 + x3y1 + x2y3 � x3y2

=
u1 (x2y3 � x3y2) + u2 (x3y1 � x1y3) + u3 (x1y2 � x2y1)

�
; (3.104)

a1 =
u1 (y2 � y3)� u2 (y1 � y3) + u3 (y1 � y2)
x1y2 � x2y1 � x1y3 + x3y1 + x2y3 � x3y2

=
u1 (y2 � y3) + u2 (y3 � y1) + u3 (y1 � y2)
x1y2 � x2y1 � x1y3 + x3y1 + x2y3 � x3y2

=
u1 (y2 � y3) + u2 (y3 � y1) + u3 (y1 � y2)

�
; (3.105)

a2 =
u2 (x1 � x3)� u1 (x2 � x3)� u3 (x1 � x2)
x1y2 � x2y1 � x1y3 + x3y1 + x2y3 � x3y2

=
u1 (x3 � x2) + u2 (x1 � x3) + u3 (x2 � x1)
x1y2 � x2y1 � x1y3 + x3y1 + x2y3 � x3y2

=
u1 (x3 � x2) + u2 (x1 � x3) + u3 (x2 � x1)

�
(3.106)

a0; a1 ve a2 katsay¬lar¬bulunur ve bu katsay¬lar¬n (3:98) eşitli¼ginde yerine yaz¬lmas¬ile,

yaklaş¬m fonksiyonu;

u(x; y) =
3X
i=1

�iui = �1u1 + �2u2 + �3u3

=
u1 (x2y3 � x3y2) + u2 (x3y1 � x1y3) + u3 (x1y2 � x2y1)

�
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+

�
u1 (y2 � y3) + u2 (y3 � y1) + u3 (y1 � y2)

�

�
x

+

�
u1 (x3 � x2) + u2 (x1 � x3) + u3 (x2 � x1)

�

�
y

=
u1 (x2y3 � x3y2) + u2 (x3y1 � x1y3) + u3 (x1y2 � x2y1)

�

+
u1x (y2 � y3) + u2x (y3 � y1) + u3x (y1 � y2)

�

+
u1y (x3 � x2) + u2y (x1 � x3) + u3y (x2 � x1)

�

=
u1x2y3 � u1x3y2

�
+
u2x3y1 � u2x1y3

�
+
u3x1y2 � u3x2y1

�

+
u1xy2 � u1xy3

�
+
u2xy3 � u2xy1

�
+
u3xy1 � u3xy2

�

+
u1yx3 � u1yx2

�
+
u2yx1 � u2yx3

�
+
u3yx2 � u3yx1

�

= u1

�
(x2y3 � x3y2) + (xy2 � xy3) + (yx3 � yx2)

�

�
+u2

�
(x3y1 � x1y3) + (xy3 � xy1) + (yx1 � yx3)

�

�
+u3

�
(x1y2 � x2y1) + (xy1 � xy2) + (yx2 � yx1)

�

�
(3.107)

şeklinde elde edilir. Burada i = 1; 3 için ui de¼gerlerinin d¬̧s¬nda kalan �1; �2 ve �3 şekil

fonksiyonlar¬ise, s¬ras¬yla;

�1 =
(x2y3 � x3y2) + (xy2 � xy3) + (yx3 � yx2)

�
; (3.108)

�2 =
(x3y1 � x1y3) + (xy3 � xy1) + (yx1 � yx3)

�
; (3.109)

�3 =
(x1y2 � x2y1) + (xy1 � xy2) + (yx2 � yx1)

�
(3.110)

biçimindedir ve �, elemanlar için ara de¼gerleri, eleman¬n dü¼güm noktalar¬ndaki de¼gerlere

dayanarak, tahmin etmeyi sa¼glayan bir yöntem sunar. Burada,

�1(x) + �2(x) + �3(x) = 1 (3.111)

olmal¬d¬r. Elde edilen iki boyutlu eleman denklemlerinin, bir boyuttaki eleman denklem-

lerinden çok daha karmaş¬k oldu¼gu görülür. Ancak u (x; y) fonksiyonlar¬, (3:98) eşitli¼ginde

oldu¼gu gibi genellikle düşük dereceli polinomlar oldu¼gundan, eleman matrisinin eleman-

lar¬düşük dereceli polinomlar ve katsay¬lardan oluşacakt¬r.
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3. Ad¬m: Tüm Çözümü Birleştirme ve S¬n¬r Koşullar¬n¬Uygulama

Sonlu elemanlar yönteminde eleman denklemlerinin birleştirilmesi ile elde edilen sistem

denklemine s¬n¬r koşullar¬n¬n da dahil edilmesi, çok daha büyük boyutlu problemlere

geçildi¼ginde uygulamada hem çok zaman almakta, hem de karmaş¬k bir yap¬ya sahip

olmaktad¬r. Dolay¬s¬yla burada, problemin çözülebilmesi için dikkat edilmesi gereken iki

önemli özellik vard¬r. Bunlardan ilki; numaraland¬rma şemas¬n¬n seçimi, di¼geri ise; sistem

matrisinin bant matris olmas¬d¬r.

4. Ad¬m: Çözüm ve Sonuçlar¬Gösterme

Yukar¬daki örnek problemlerden de anlaş¬laca¼g¬üzere, sonlu elemanlar yönteminde; çözüm

bölgesi eleman a¼glar¬ ile modellenmektedir ve çok daha büyük boyutlara geçildi¼ginde

modelleme aç¬s¬ndan zorluklar yaşanmaktad¬r. Karmaş¬k yap¬daki çözüm bölgeleri göz

önüne al¬nd¬¼g¬nda, girinti ve ç¬k¬nt¬lara ba¼gl¬ olarak eleman say¬lar¬nda art¬̧s yani, a¼g

oluşumunda yo¼gunluk meydana gelece¼ginden, a¼g yap¬lar¬nda bozulmalar olacakt¬r. Yani,

çözüm için daha fazla vakit harcanaca¼g¬ndan s¬k¬nt¬lar çekilecektir. Hassas çözümler elde

edilmek istenen bölgeler daha çok elemanlara ayr¬laca¼g¬ndan, analiz süresinde artmalar

meydana gelecektir. Bununla birlikte, tezde belirtilen pek çok sorundan dolay¬, dördüncü

bölümde anlat¬lacak olan a¼gs¬z yöntemler, nümerik yöntemler aç¬s¬ndan bir alternatif

haline gelmi̧stir.
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BÖLÜM 4

A¼GSIZ YÖNTEMLER

4.1 A¼GSIZ YÖNTEMLERE G·IR·IŞ

A¼gs¬z yöntemler; günümüze kadar geli̧stirilen, nümerik yöntemlerin men� durumlar¬n¬

ortadan kald¬rmak, yahut en aza indirgemek için önerilmi̧s, alternatif yöntemler olup,

bu yöntemler; zamandan tasarruf sa¼glamas¬ndan, modelleme için etkili ve daha verimli

sonuçlar vermesinden, çözüm esnekli¼ginden, üstün performans göstermesinden ve daha

pek çok müspet özelli¼ginden, dikkatleri üzerine çekmi̧s; a¼g yap¬s¬na ihtiyaç duymadan ve

nizami dizilmesi zorunlu olmayan dü¼gümler arac¬l¬¼g¬ile, insan eme¼ginden çok günümüz

teknolojisinden faydalan¬larak, çözümleme yapabilece¼gini kan¬tlam¬̧st¬r.

A¼gs¬z yöntemler, ad¬gibi; herhangi bir a¼g ya da elemana ihiyaç duymadan, key� dü¼güm

noktalar¬ ile çözüm bölgesini sararak, yaklaş¬m fonksiyonunu, bu dü¼gümler üzerinden

oluşturur. Dolay¬s¬yla; sonlu elemanlar yönteminde kaŗs¬laş¬lan a¼g oluşturma zorluklar¬,

bu yöntemde görülmez. Sonlu elemanlar yöntemine oranla, daha kolay ve araşt¬r¬lmas¬

gereken çok zengin bir aland¬r. Bununla beraber, pek çok u¼graş gerektiren ve zaman alan

�ziksel problemlerde etkili sonuçlar elde edildi¼ginden, günümüzde en çok tercih edilen

yöntemler aras¬nda yer almaktad¬r.

Bu zamana kadar geli̧stirilen a¼gs¬z yöntemlere, tam olarak ideal yöntem denemez. Çünkü;

bir yönteme ideal yöntem diyebilmek için, tüm çözüm aşamas¬nda herhangi bir a¼g yap¬s¬na

(arka plan hücreleri/gölge hürce yap¬lar¬) gerek duyulmamal¬d¬r. Örne¼gin; a¼gs¬z yöntem-

lerden, eleman ba¼g¬ms¬z Galerkin yönteminde gölge hücre yap¬lar¬mevcuttur. Bunun için

yöntem, tam olarak ideal say¬lamamaktad¬r. Ancak, Atluri ve Zhu 1998 y¬l¬nda hücre

yap¬s¬gerektirmeyen, gerçek manada bir a¼gs¬z yöntem geli̧stirmi̧slerdir.

A¼gs¬z yöntemler; çözüm bölgesinde a¼g yap¬lar¬na ihtiyaç duymadan, sistem denklemini

oluşturmaya çal¬̧s¬r ve uygun s¬n¬r koşullar¬alt¬nda, çözüm bölgesindeki dü¼güm noktalar¬n¬

kullanarak problemi çözer. Çözüm bölgesine saç¬lan dü¼gümlere, alan dü¼gümleri denir ve

bu dü¼gümler birbirleri ile a¼g oluşturmazlar [12].
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4.2 A¼GSIZ YÖNTEMLER·IN TAR·IHÇES·I

A¼gs¬z yöntemlerde; ilk çal¬̧smalar 1977 y¬l¬na kadar ulaşmaktad¬r. 1980 y¬l¬ndan günümüze

kadar da, bu alanda kapsaml¬araşt¬rmalar neticesinde önemli geli̧smeler kaydedilmi̧s ve

farkl¬yöntemler geli̧stirilmi̧stir. Bu alanda yap¬lan çal¬̧smalardan baz¬lar¬;

1992 y¬l¬nda Nayroles vd. difüze eleman Galerkin yöntemini geli̧stirerek, a¼g yap¬s¬na

gerek duymadan dü¼gümleri toplam¬̧slar ve dü¼güm noktalar¬aras¬ndaki boşluklar çözüm

hassasiyetini etkilememi̧stir.

1994 y¬l¬nda Belytschko; difüze eleman ba¼g¬ms¬z Galerkin yöntemi hakk¬nda araşt¬rmalar

yaparken, eleman ba¼g¬ms¬z Galerkin denilen yöntemi geli̧stirmi̧s ve şekil fonksiyonlar¬n¬n

eldesinde hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬n¬kullanarak, zor problemlerde daha hassas

sonuçlar elde etmi̧stir. S¬n¬r koşullar¬n¬uygularken de Lagrange çarpanlar¬yönteminden

yararlanm¬̧st¬r [13].

1998 y¬l¬nda Atluri ve Zhu, bu alanda a¼g yap¬s¬na (literatürde gerçek manada a¼g yap¬s¬

olmamakla birlikte, benzeri bir yap¬mevcut olup, genellikle bu yap¬lar arka plan hücresi,

geri plan hücresi ya da gölge hücre yap¬lar¬olarak ifade edilmektedir.) gerek duymayan

gerçek manada bir a¼gs¬z yöntem geli̧stirmi̧slerdir. Bunun d¬̧s¬nda; 1980 y¬l¬nda Liszka

ve Orkizs genel sonlu farklar yöntemini, 1992 y¬l¬nda Sulsky vd. hücre metod partikülü

yöntemini, 1995 y¬l¬nda Liu vd. yeniden üretilen çekirdek parçac¬¼g¬yöntemini, 1995 ve

1996 y¬llar¬nda Babuska ve Melenk birimsel parçac¬k yöntemini, 1995 ve 1996 y¬llar¬nda

Duarte ve Oden H-P toz bulutu yöntemini, 1996 y¬l¬nda Onate vd. sonlu nokta yöntemini,

2000 y¬l¬nda Yagawa ve Furukawa ba¼g¬ms¬z a¼g yöntemini, 2000 y¬l¬nda Zhu a¼gs¬z yerel s¬n¬r

integrasyon denklem yöntemini, 2000 y¬l¬nda Atluri ve Zhu a¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin

yöntemini geli̧stirmi̧slerdir [12]. Günümüzde ise, bu a¼gs¬z yöntemler halen geli̧stirilmeye

devam etmektedir.

4.3 A¼GSIZ YÖNTEMLER·IN SINIFLANDIRILMASI

A¼gs¬z yöntemler, aşa¼g¬daki Çizelge 4:1 incelendi¼ginde, kategorilerine göre s¬n¬�ara ayr¬lm¬̧s

ve kullan¬lan yöntemler kaŗs¬lar¬nda verilmi̧stir. Bu s¬n¬�ar, aşa¼g¬daki alt bölümlerde

k¬saca ele al¬nacakt¬r. Tezde, yaklaş¬m yöntemine göre s¬n¬�and¬r¬lan, hareketli en küçük

kareler yaklaş¬m¬n¬kullanan a¼gs¬z yöntemler kategorisinden, a¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin

yöntemi üzerinde durulmuş ve bu yöntemin çözüm prosedürü araşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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Çizelge 4:1 A¼gs¬z yöntemlerin s¬n¬�and¬r¬lmas¬[12].

4.3.1 Formülasyon Prosedürüne Göre S¬n¬�and¬rma

Fiziksel problemleri say¬sal olarak ifade edebilen denklemler, zay¬�at¬lm¬̧s integral denklem-

lerine dönüştürülür ve zay¬�at¬lm¬̧s formlar yard¬m¬ile çözüm bölgesinde genel ya da yerel

olarak oluşturulmuş arka plan hücreleri kullan¬larak, nümerik yöntemler birkaç cebirsel

denklem ile çözülebilir.

4.3.2 Yaklaş¬m Fonksiyonu Uyumuna Göre S¬n¬�and¬rma

Key� dü¼güm noktalar¬ üzerinde oluşturulan yaklaş¬m fonksiyonlar¬, a¼gs¬z yöntemlerde

en s¬k kullan¬lan s¬n¬ft¬r. Burada, fonksiyon yaklaş¬k olarak tan¬mlan¬r ve de¼gi̧skenlere

göre çözüm yap¬l¬r. Bu s¬n¬fa ait, Atluri ve Zhu taraf¬ndan önerilen a¼gs¬z yerel Petrov-

Galerkin yöntemi de, herhangi bir a¼g yap¬s¬na gerek duymayan gerçek manada a¼gs¬z

bir yöntemdir. Şekil fonksiyonlar¬n¬n eldesinde hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬n¬
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kullan¬rlar ancak, hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬şekil fonksiyonlar¬Kronecker delta

özelli¼gini sa¼glamaz.

4.3.3 Bölge Gösterimine Göre S¬n¬�and¬rma

Bölge gösterimine göre s¬n¬�and¬r¬lan a¼gs¬z yöntemlerde, sistem denklemi tüm bölgede

zay¬f ve güçlü formlar kullan¬larak oluşturulur. Çözüm bölgesi ve s¬n¬rlar, alan dü¼gümleri

ile gösterilir. Bu s¬n¬fa ait s¬n¬r tipi a¼gs¬z yöntemlerde; s¬n¬r integral denklemi, başlang¬çta

fonksiyonlar kurulmas¬yla oluşturulur. Sistem denklemi; a¼gs¬z şekil fonksiyonlar¬ndan

yararlan¬larak, s¬n¬r dü¼güm noktalar¬ndan bulunur.

Mukherjee ve Mukherjee s¬n¬r dü¼güm yöntemini önermi̧slerdir. Bu yöntemde, saç¬lan

dü¼gümlere ba¼gl¬kal¬narak çözüm bölgesi gösterilir [14-15]. Di¼ger s¬n¬r tipi a¼gs¬z yöntem

ise, yerel s¬n¬r integral denklemi yöntemidir. Çözüm bölgesinin s¬n¬r¬, da¼g¬lm¬̧s dü¼gümler

taraf¬ndan gösterilir ve her alan dü¼gümü için nizami yerel bölgeler kullan¬l¬r [16-17].

4.4 A¼GSIZ YÖNTEMLERDE ŞEK·IL FONKS·IYONLARININ OLUŞUMU

Bir bölgede, ek koşullar alt¬nda verilen problemin nümerik çözümü yap¬l¬rken; yöntemin

çözüm prosedürüne göre şekil fonksiyonlar¬ndan yararlan¬larak, yaklaş¬m fonksiyonunun

hesaplanmas¬gerekir. Ancak, sonlu elemanlar ve a¼gs¬z yöntemlerde çözüm bölgelerinin

birbirinden farkl¬ modellenmesi, şekil fonksiyonlar¬n¬n hesaplanmas¬nda farkl¬ yollar¬n

izlenece¼gi manas¬na gelmektedir. Ayn¬ zamanda, bir a¼gs¬z yöntemin geli̧stirilmesinde,

şekil fonksiyonlar¬n¬n oluşturulmas¬en önemli meselenin çözüme kavuşturulmas¬d¬r.

A¼gs¬z yöntemlerde; çözüm bölgesi, key� alan dü¼gümleri ile temsil edildi¼ginden, seçilen

yerel dü¼güm noktalar¬, spesi�k bir nokta için oluşturulur ve bu noktan¬n de¼gi̧smesi halinde,

şekil fonksiyonlar¬da de¼gi̧sir. Genellikle şekil fonksiyonlar¬oluşturulurken hareketli en

küçük kareler yaklaş¬m¬ndan yararlan¬l¬r. Destek bölgesinde tan¬ml¬birkaç alan dü¼gümü

bu şekil fonksiyonlar¬n¬oluşturmak için kullan¬ld¬¼g¬ndan, şekil fonksiyonlar¬bölge d¬̧s¬nda

kullan¬lamaz. Bölüm 5:2 de bu bölgeler ayr¬nt¬l¬olarak ele al¬nacakt¬r. Bu yöntemlerde,

şekil fonksiyonlar¬önceden belli de¼gildir ve çözüm aşamas¬nda hesaplanmalar¬gerekir.

Sistem matrisi oluşturulurken ya da s¬n¬r koşullar¬uygulan¬rken, ilgili noktalar için şekil

fonksiyonlar¬çözüm esnas¬nda oluşturulur.

Sonlu elemanlar yönteminde ise; şekil fonksiyonlar¬, önceden tan¬mlanm¬̧st¬r. Yani, çözüme

38



geçilmeden önce, şekil fonksiyonlar¬ zaten bilinmektedir. Sonlu elemanlar yönteminin

şekil fonksiyonlar¬, dü¼güm noktalar¬taraf¬ndan oluşturulan, elemanlara dayal¬yaklaş¬m

yöntemleri kullan¬larak oluşturulur.

4.5 A¼GSIZ YÖNTEMLER·IN ÖZELL·IKLER·I

A¼gs¬z yöntemlerde bulunmas¬gereken temel özellikler, şu şekilde s¬ralanabilir:

Kararl¬l¬k: Say¬sal olarak kararl¬ olmal¬d¬r. Burada iki durum söz konusudur. ·Ilki,

yaklaş¬m kararl¬olmal¬d¬r. Şekil fonksiyonlar¬n¬n destek bölgesindeki dü¼güm noktalar¬n¬n

durumuna göre, dengeli olmas¬gerekir ve bu key�olarak da¼g¬t¬lan dü¼gümler kullan¬larak

oluşturulan moment matrisi A n¬n da iyi koşullanm¬̧s olmas¬n¬gerektirir. ·Ikinci durum

ise, çözüm kararl¬olmal¬d¬r.

Kapsaml¬l¬k: Key� ve yeteri kadar alan dü¼gümü, bölgeyi iyi bir şekilde kapsamal¬d¬r.

Tutarl¬l¬k: Yöntem, belli bir tutarl¬l¬k derecesine kadar desteklenebilir olmal¬d¬r.

Uyumluluk: Genel zay¬f form kullan¬ld¬¼g¬nda çözüm bölgesi içinde; yerel zay¬f form

kullan¬ld¬¼g¬nda ise, yerel karesel alan boyunca şekil fonksiyonlar¬n¬kullanan yöntemler

uyumlu olmal¬d¬r. Yani; a¼gs¬z yöntemlerde şekil fonksiyonlar¬, yerel destek bölgelerine

dayal¬olarak oluşturulmuştur. Bu nedenle, destek bölgesi çözüm bölgesine taş¬nd¬¼g¬nda

bu şekil fonksiyonlar¬n¬kullanarak, yaklaş¬k olarak hesaplanan alan fonksiyonu sürekli

olmayabilir. K¬saca, yaklaş¬m sürekli ise uyumlu, aksi halde de¼gildir.

Kompaktl¬k: Çözüm bölgesi, destek bölgesi d¬̧s¬nda s¬f¬r olarak kabul edilmelidir. Ayn¬

zamanda kompaktl¬k, her bir eleman denklemini oluşturmak için gereklidir ve büyük

sistemler için son derece önemlidir.

Kronecker Delta Özelli¼gi: Şekil fonksiyonlar¬Kronecker delta özelli¼gini taş¬yorsa, ideal

şekil fonksiyonu özelli¼gine sahiptir. E¼ger şekil fonksiyonlar¬bu özelli¼gi taş¬m¬yorsa, gerekli

s¬n¬r koşullar¬n¬uygulamak için özel şartlar gereklidir. Sonlu elemanlar yönteminde s¬n¬r

koşullar¬ uygulan¬rken; şekil fonksiyonlar¬Kronecker delta özelli¼gini sa¼glad¬¼g¬ndan, bu

s¬n¬r koşullar¬denklemde do¼grudan yaz¬labilir. Hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬ile

elde edilen fonksiyon düzgün bir e¼gri veya yüzey olup; dü¼güm de¼gerlerini geçemez. Bu

nedenle; hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬şekil fonksiyonlar¬, genel olarak Kronecker

delta özelli¼gini sa¼glamamaktad¬r.

Hesaplanabilirlik/Verimlilik: Fonksiyon hesaplama aç¬s¬ndan basit ve ayn¬zamanda

verimli olmal¬d¬r.
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4.6 A¼GSIZ YÖNTEMLER·IN KATEGOR·ILER·I

A¼gs¬z şekil fonksiyonlar¬n¬n eldesi için etkili yaklaş¬m yöntemlerinin geli̧stirilmesi, a¼gs¬z

yöntemlerin araşt¬r¬lmas¬nda en önemli konulardan biridir [18].

Çizelge 4:2 A¼gs¬z yöntemlerin kategorileri [18].

Çizelge incelendi¼ginde a¼gs¬z yöntemler; integral, seri ve diferansiyel gösterimine göre üç

kategoriye ayr¬lm¬̧st¬r. Tezde, seri gösterimi kategorisine giren hareketli en küçük kareler

yaklaş¬m¬, a¼gs¬z şekil fonksiyonlar¬n¬n eldesinde en s¬k kullan¬lan yaklaş¬md¬r. Bölüm 5 te,

bu a¼gs¬z yöntemlerden biri olan a¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yöntemi şekil fonksiyonlar¬n¬n

eldesinde de, bu yaklaş¬mdan yararlan¬lacakt¬r.
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BÖLÜM 5

A¼GSIZ YEREL PETROV-GALERK·IN YÖNTEM·I (AYPGY)

A¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yönteminin çeşitli biçimleri Atluri vd. taraf¬ndan önerilmi̧s

ve geli̧stirilmi̧stir [19-20].

5.1 ÇÖZÜM PROSEDÜRÜ

Çizelge 5:1 Sonlu elemanlar yöntemi ve a¼gs¬z yöntemlere ait çözüm prosedürü.

Çizelgede, sonlu elemanlar ve a¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yöntemlerinin kaŗs¬laşt¬rmal¬

çözüm prosedürü yer almaktad¬r. Her iki yöntemde de, çözüm bölgesine ait geometriler

oluşturulduktan sonra, ele al¬nacak yönteme göre, a¼g ya da dü¼güm noktalar¬belirlenir.

Yaklaş¬m fonksiyonlar¬oluşturulurken, şekil fonksiyonlar¬bulunur ve s¬n¬r şartlar¬da dahil

edilerek, sistem denklemi elde edilir. Uygun de¼gi̧skenler ile çözüm yap¬larak, prosedür

tamamlan¬r.
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Sonlu elemanlar yönteminin çözüm prosedüründe oldu¼gu gibi bu yöntemde de; ilk ad¬mda

problem modellenirken, dü¼güm noktalar¬yerleştirilerek çözüm bölgesi oluşturulur. ·Ikinci

ad¬mda, dü¼güm noktalar¬ndan faydalan¬larak, a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n da kullan¬lmas¬ile

şekil fonksiyonlar¬ve buna ba¼gl¬yaklaş¬m fonksiyonu elde edilir; üçüncü ad¬mda, sistem

denklemi elde edildikten sonra son ad¬mda, do¼grusal denklemler çözülür.

5.2 BÖLGE GÖSTER·IM·I

Bu k¬s¬mda; problemin çözüm bölgesinin, sonlu elemanlar ve a¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin

yöntemi aç¬s¬ndan nas¬l modellenece¼gi araşt¬r¬lacakt¬r. Sonlu elemanlarda, elemanlar

numaraland¬r¬larak modelleme gerçekleştirilir. E¼ger, çubuk elemanlar kullan¬l¬rsa; bir

boyutlu problemler için elemanlar¬n yüzeyleri düz çizgilerden, iki boyutlu problemler için

düz yüzeylerden oluşur. Bu yüzeylerin gösterim do¼grulu¼gu, eleman say¬s¬ ile orant¬l¬

olarak de¼gi̧sir. Burada, daha çok eleman¬n kullan¬lmas¬demek, e¼gri yüzeylerinin daha

da belirginleşmesi anlam¬na gelir. Ayr¬ca çözümün do¼grulu¼gu ve verimlili¼gi, kullan¬lan

teknolojiye ba¼gl¬olarak de¼gi̧sebilir. Eleman say¬s¬ile çözüm süresi aras¬nda yine do¼gru

orant¬söz konusudur.

A¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yönteminde ise; iki ve daha büyük boyutlu problemlerde, dört

bölgeden bahsedilecektir. Bunlar; çözüm bölgesi, yaklaş¬m bölgesi, etkileşim (kesi̧sim)

bölgesi ve destek bölgesidir. Tezde; bu bölgeler, alt başl¬klar halinde k¬saca incelenecektir.

Ancak, destek bölgesi şekil fonksiyonlar¬n¬n eldesi için önem arz etti¼ginden ayr¬nt¬l¬olarak

ele al¬nacakt¬r. Çözüm bölgesi d¬̧s¬nda kalan di¼ger üç bölge, alan dü¼gümlerinin dü¼güm

aral¬¼g¬na göre tan¬mlanmaktad¬r. Bundan sonra alan dü¼gümlerinin dü¼güm aral¬¼g¬, dort ile

ifade edilecek ve Bölüm 5:2:4:1 de ayr¬nt¬l¬olarak ele al¬nacakt¬r.

5.2.1 Çözüm Bölgesi

A¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yönteminde; çözüm bölgesi, da¼g¬n¬k dü¼gümlerin kümesi ile

gösterilecek olup, dü¼güm yo¼gunlu¼gunun her yerde ayn¬olmas¬gerekmez. Sonlu elemanlar

yöntemindeki elemanlar¬n yerini, bu yöntemde dü¼gümler almaktad¬r. Problemin, [a; b]

aral¬¼g¬nda verildi¼gi düşünüldü¼günde bu aral¬k i = 1; n için, x1 = a; x2; x3; : : : ; xn =

b olmak üzere n � 1 tane alt aral¬¼ga bölünür. Burada xi ler dü¼güm noktalar¬ olarak

ifade edilir [1]. Dü¼gümlerin yo¼gunlu¼gu çözüm hassasiyetini etkiledi¼ginden hassas çözüm
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yap¬lmak istenen bölgede, dü¼güm yo¼gunlu¼gu artt¬r¬lmal¬d¬r. Aşa¼g¬da Şekil 5:1 de çözüm

bölgesi ve s¬n¬r¬örneklendirilmi̧stir.

Şekil 5:1 Çözüm bölgesi ve dü¼güm noktalar¬.

5.2.2 Yaklaş¬m Bölgesi

Çözüm bölgesindeki I dü¼güm noktas¬ için yerel alt bölge 
I ve K dü¼güm noktas¬ için

yerel alt bölge 
K ile gösterilsin. K ve I dü¼güm noktalar¬için yaklaş¬m bölgeleri, Şekil

5:2 de gösterilmektedir.

Şekil 5:2 K ve I dü¼gümleri için yaklaş¬m bölgesi.

K dü¼güm noktas¬n¬n yaklaş¬m bölgesi, çözüm bölgesinin tam olarak içinde iken; I dü¼güm

noktas¬n¬n yaklaş¬m bölgesi çözüm bölgesi ile kesi̧smektedir.

Şekil 5:3 I dü¼gümü için yaklaş¬m bölgesinin büyüklü¼gü.

Şekil 5:3 te görülece¼gi üzere, I dü¼güm noktas¬için yaklaş¬m bölgesinin büyüklü¼gü x ve y

koordinatlar¬na göre;

ax = aI � dort (5.1)

ay = aI � dort (5.2)
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şeklinde hesaplan¬r. Burada aI analiz parametresi ve ayn¬ zamanda yaklaş¬m bölgesi

büyüklük çarpan¬olup, key� olarak belirlenir. I dü¼güm noktas¬n¬n yaklaş¬m bölgesinde,

Gauss kareleme noktalar¬n¬n da¼g¬l¬m¬ise aşa¼g¬daki Şekil 5:4 te örneklendirilmi̧stir.

Şekil 5:4 I dü¼gümünün yaklaş¬m bölgesinde Gauss kareleme noktalar¬.

5.2.3 Etkileşim (Kesi̧sim) Bölgesi

Her dü¼güm noktas¬için, etkileşim bölgesi oluşturulur. Şekil 5:5 te görüldü¼gü üzere, I; K

veM dü¼güm noktalar¬; G1 noktas¬nda, yer de¼gi̧stirme yaklaş¬m¬na kat¬lm¬̧st¬r. Çünkü; G1

noktas¬, bu dü¼güm noktalar¬n¬n etkileşim bölgesinde yer almaktad¬r. G2 noktas¬nda ise;

I ve M dü¼güm noktalar¬, yer de¼gi̧stirme yaklaş¬m¬na kat¬lm¬̧st¬r. Burada G1 noktas¬, G2

noktas¬n¬n etkileşim bölgesinde de¼gildir. Dü¼güm noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen bölge etkileşim

bölgesi iken, Gauss noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen bölge destek bölgesidir. Bir G1 noktas¬n¬n

destek bölgesi, Gauss noktas¬nda yer de¼gi̧stirme yaklaş¬m¬na kat¬lan I; K ve M dü¼güm

noktalar¬n¬kapsar. Di¼ger yandan G2 noktas¬n¬n destek bölgesi, I veM dü¼güm noktalar¬n¬

kapsar.

Şekil 5:5 I, K ve M dü¼gümlerinin etkileşim bölgeleri.

Bir alan dü¼gümü için, etkileşim bölgesinin yar¬çap¬;

rw = aI � dort (5.3)
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şeklinde hesaplan¬r. Burada aI ; etkileşim bölgesinin büyüklük çarpan¬ve ayn¬zamanda

bir analiz parametresi olup, key� olarak belirlenmektedir.

5.2.4 Destek Bölgesi

Destek bölgesi, a¼gs¬z şekil fonksiyonlar¬n¬n eldesi için önem arz etti¼ginden, tezde ayr¬nt¬l¬

olarak ele al¬nacakt¬r. Destek bölgelerinin büyüklü¼gü bundan sonra ds ile ifade edilecek

olup, alan dü¼gümlerinin da¼g¬l¬m¬na göre seçilmelidir. Aksi halde, yaklaş¬m fonksiyonu

hassas olamaz. Yani, destek bölgesindeki alan dü¼gümlerinin ortalama aral¬¼g¬ dort ile

destek bölgesinin büyüklü¼gü ds tutarl¬olmal¬d¬r. Destek bölgesindeki merkez xQ nokta-

s¬n¬n yaklaş¬m do¼grulu¼gu, Şekil 5:6 ve Şekil 5:7 de gösterildi¼gi üzere; bölge içerisinde

kalan dü¼güm noktalar¬na ba¼gl¬d¬r. Do¼gru ve verimli bir yaklaş¬m sa¼glamak için uygun

destek bölgeleri seçilmelidir. Problemin şartlar¬na ve boyutuna göre, destek bölgesinin

büyüklü¼gü ve şekli belirlenir.

Şekil 5:6 Dairesel (Çembersel) destek bölgeleri (rs: destek bölge boyutu).

Şekil 5:7 Dikdörtgensel destek bölgeleri (x-y koordinatlar¬nda bölge boyutu rsx ve rsy).

·Iki boyutlu problemlerde, merkez xQ noktas¬n¬n, destek bölgesinin büyüklü¼gü;

ds = �s � dort (5.4)
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ile bulunur. Burada �s; destek bölgesinin gerçek boyutunu kontrol etti¼ginden, kontrol

parametresi olarak adland¬r¬l¬r ve analizden önce, key� olarak belirlenir. Bu ço¼gunlukla,

deneme yan¬lma ile bulunur ve �s 2 [2; 3] aral¬¼g¬nda, pek çok problem için verimli sonuçlar

vermektedir. dort ise; merkez xQ noktas¬ndaki dü¼güm aral¬¼g¬ve ayn¬zamanda düzgün

şekilde da¼g¬lm¬̧s komşu dü¼güm noktalar¬aras¬ndaki uzakl¬kt¬r. Örne¼gin; �s = 2:5 seçilirse;

yar¬çap¬, ortalama dü¼güm aral¬¼g¬n¬n, 2:5 kat¬olan bir destek bölgesi anlam¬na gelir. Bu

kapsamda, gerçek dü¼güm noktas¬say¬s¬n ise, destek bölgesindeki tüm dü¼güm noktalar¬n¬n

say¬s¬nca belirlenebilir [18].

5.2.4.1 Ortalama Dü¼güm Aral¬¼g¬n¬n Belirlenmesi

Alan dü¼gümleri aras¬ndaki mesafe hesaplan¬rken; bir boyutlu durumlarda (5:5) eşitli¼gi,

iki boyutlu durumlarda (5:6) eşitli¼gi ve üç boyutlu durumlarda (5:7) eşitli¼gi kullan¬l¬r.

Ancak, dü¼gümler nizami bir şekilde s¬ralan¬rsa; (5:4) eşitli¼ginden yararlan¬l¬r.

dort :=
Ds

(nDS � 1)
(5.5)

Burada Ds, yaklaş¬k (5:4) eşitli¼gindeki de¼ger gibi kabul edilebilir. nDS , toplam dü¼güm

noktas¬say¬s¬d¬r.

dort :=

p
Asp

nAS � 1
(5.6)

Burada As, tahmini destek bölgesinin alan¬d¬r ve iyi derecede tahminde bulunmak gerekir.

nAS ise, As alanl¬tahmini bölgenin kapsad¬¼g¬, dü¼güm noktas¬say¬s¬d¬r.

dort :=
3
p
Vs

3
p
nVS � 1

(5.7)

Burada Vs, tahmini destek bölgesinin hacmi iken; nVS ise, Vs hacimli tahmini bölgenin

kapsad¬¼g¬dü¼güm noktalar¬n¬n say¬s¬d¬r.

Burada, (5:5), (5:6) ve (5:7) eşitliklerinin, (5:4) eşitli¼ginde yerine yaz¬lmas¬ ile, destek

bölgesinin büyüklü¼gü ds bulunur. Yani; dort belirlendikten sonra, key� da¼g¬lan dü¼güm

noktalar¬ndan bir merkez xQ noktas¬n¬n, destek bölgesinin büyüklü¼gü olan ds, rahatl¬kla

bulunabilir. Dolay¬s¬yla, probleminin boyutuna göre; Ds veyaAs veya Vs verilerek, merkez

xQ noktas¬nda, destek bölgesinin büyüklü¼gü ds tahmin edilir. Probleminin boyutuna göre;

Ds veya As veya Vs taraf¬ndan kapsanan nDS ; nAS ve nVS yi veren dü¼güm noktas¬say¬s¬

bulunur. Problemin boyutuna ve dü¼gümlerin dizili̧sine göre dü¼güm aral¬¼g¬hesaplan¬rken,

(5:4), (5:5), (5:6) veya (5:7) eşitliklerinden yararlan¬l¬r [18].

46



5.2.4.2 Destek Bölgesinin Şekil Fonksiyonlar¬Aç¬s¬ndan Önemi

Destek bölgeleri belirlenirken iki önemli durum vard¬r. ·Ilk durumda, Şekil 5:8 de oldu¼gu

gibi, spesi�k X noktas¬merkez olarak seçilerek, destek bölgesi oluşturulur ve bu bölgede

içindeki dü¼gümler kullan¬larak, Bölüm 5:3:1 de anlat¬lacak olan spesi�k X noktas¬n¬n

şekil fonksiyonlar¬oluşturulur.

Şekil 5:8 Spesi�k X noktas¬n¬merkez alan destek bölgesi.

·Ikinci durumda ise; Şekil 5:9 da oldu¼gu gibi, spesi�kX noktas¬hangi destek bölgesi içinde

yer al¬yor ise, o bölge için şekil fonksiyonu eldesinde kullan¬l¬r. Burada, alan dü¼gümleri

merkez al¬narak destek bölgesi oluşturulur. Yani; 1; 2 ve 3 numaral¬alan dü¼gümlerinin

destek bölgeleri, spesi�k X noktas¬n¬kapsad¬¼g¬ndan, o alan dü¼gümleri şekil fonksiyonlar¬-

n¬n eldesinde kullan¬l¬r. E¼ger başka alan dü¼gümleri de bu spesi�k X noktas¬n¬kapsar ise,

onlar da şekil fonksiyonlar¬n¬n eldesinde dahil edilirler. 4 ve 5 numaral¬alan dü¼gümlerinin

destek bölgeleri ise, spesi�k X noktas¬n¬kapsamad¬¼g¬ndan, şekil fonksiyonlar¬eldesinde

dikkate al¬nmazlar.

Şekil 5:9 Alan dü¼gümlerini merkez alan destek bölgesi.

Bu durumlardan ikincisi, çözüm bölgesi içerisinde key� da¼g¬t¬lan dü¼gümler ve buna

ba¼gl¬geni̧s dü¼güm aral¬klar¬n¬n oluşmas¬ndan dolay¬, kullan¬m aç¬s¬ndan daha verimlidir

[12]. Dolay¬s¬yla, yukar¬da belirtilen durumlar, a¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yöntemi şekil

fonksiyonlar¬n¬n eldesinde dikkat edilmesi gereken hususlard¬r.
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5.3 YAKLAŞIM FONKS·IYONUNUN OLUŞTURULMASI

Yaklaş¬m fonksiyonu elde edilirken; spesi�k noktadaki yer de¼gi̧stirme de¼geri, noktan¬n

destek bölgesinde alan dü¼gümlerinin kümesi ile temsil edilir. Burada, destek bölgesindeki

yer de¼gi̧stirmeler, dü¼güm de¼gerleri aç¬s¬ndan sürekli tan¬mlan¬r. Sürekli tan¬mlanan bu

fonksiyona, şekil fonksiyonu ad¬verilir. A¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yönteminde; h, destek

büyüklü¼gü olmak üzere, yaklaş¬m fonsiyonu uh (x) ile ifade edilir. Bu uh (x) fonksiyonu-

nun hesaplanabilmesi için Bölüm 5:3:1:2 de ayr¬nt¬l¬ele al¬nacak olan, hareketli en küçük

kareler yaklaş¬m¬ndan yararlan¬l¬r. Bu yöntemde; sonlu elemanlar yöntemindeki gibi a¼g

oluşumu gerçekleştirilmedi¼ginden, yer de¼gi̧stirme elemanlar¬ çözüm bölgesinde, destek

bölgesinin yaklaş¬m de¼gerlerini kullan¬r. Spesi�k noktan¬n destek bölgesi, farkl¬büyüklük

ve şekle sahiptir. Destek bölgesi, uh (x) fonksiyonunu oluşturacak dü¼güm noktalar¬n¬

belirler. Yerel destek bölgeleri, çembersel ya da dikdörtgensel olarak seçilebilir. Sonlu

elemanlar yöntemi şekil fonksiyonlar¬ise; elemanlar üzerinden oluşturulur. E¼ger, do¼gal

koordinat sistemi kullan¬l¬rsa, şekil fonksiyonlar¬her bir eleman için ayn¬özelliktedir.

5.3.1 Şekil Fonksiyonlar¬n¬n Eldesi

Burada; a¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yöntemi şekil fonksiyonlar¬n¬n eldesine ili̧skin bilgiler

verilecektir. Çözüm bölgesinde, bir yer de¼gi̧stirmenin, u(x) bilinmeyen skaler de¼geri yani,

yaklaş¬m fonksiyonu;

u (x) � uh(x) =
mX
i=0

P T (xi) ai (x) (5.8)

şeklindedir. Burada, P (x) ile taban vektörü, m ile monomial (terim) say¬s¬ve ai (x) ile de,

katsay¬lar vektörü ifade edilecektir. Monomiallerin tam kümesi, P (x) olarak kullan¬labilir.

Dolay¬s¬yla, bir boyutlu problemlerde taban matrisleri s¬ras¬yla; sabit yaklaş¬m (5:9),

do¼grusal yaklaş¬m (5:10), karesel yaklaş¬m (5:11) ve kübik yaklaş¬m (5:12) eşitli¼gindeki;

P T (x) = [1]1�1 ;monomial say¬s¬= 1 (5.9)

P T (x) =
h
1 x

i
1�2

;monomial say¬s¬= 2 (5.10)

P T (x) =
h
1 x x2

i
1�3

;monomial say¬s¬= 3 (5.11)

P T (x) =
h
1 x x2 x3

i
1�3

;monomial say¬s¬= 4 (5.12)

... =
...
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gibidir [21-23]. ·Iki boyutlu problemlerde ise, taban matrisleri oluşturulurken, Şekil 5:10

deki Paskal üçgenindeki monomiallerden yararlan¬l¬r.

Şekil 5:10 Paskal üçgeni [12].

Bu durumda, taban matrisleri s¬ras¬yla; sabit yaklaş¬m (5:13), do¼grusal yaklaş¬m (5:14),

karesel yaklaş¬m (5:15), ve kübik yaklaş¬m (5:16) eşitli¼gindeki;

P T (x) =
h
1
i
1�1

;monomial say¬s¬= 1 (5.13)

P T (x) =
h
1 x y

i
1�3

;monomial say¬s¬= 3 (5.14)

P T (x) =
h
1 x y x2 xy y2

i
1�6

;monomial say¬s¬= 6 (5.15)

P T (x) =
h
1 x y x2 xy y2 x3 x2y xy2 y3

i
1�10

;monomial say¬s¬= 10(5.16)

... =
...

gibidir [23-32]. Üç boyutlu problemlerde ise, taban matrisleri oluşturulurken, Şekil 5:11

deki Paskal piramidindeki monomiallerden yararlan¬l¬r.

Şekil 5:11 Paskal piramidi [12].
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Bu durumda, taban matrisleri s¬ras¬yla; sabit yaklaş¬m (5:17), do¼grusal yaklaş¬m (5:18),

karesel yaklaş¬m (5:19) ve kübik yaklaş¬m (5:20) eşitli¼gindeki;

P T (x) =
h
1
i
1�4
;monomial say¬s¬= 1 (5.17)

P T (x) =
h
1 x y z

i
1�4
;monomial say¬s¬= 4 (5.18)

P T (x) =
h
1 x y z x2 y2 z2 xy xz yz

i
1�10

;monomial say¬s¬= 10 (5.19)

P T (x) =

241 x y z x2 y2 z2 xy xz yz x3 y3 z3 x2y x2z xy2 y2z xz2 yz2 xyz| {z }
monomial say¬s¬=20

35
1�20

(5.20)

... =
...

gibidir [33]. Dolay¬s¬yla burada belirtilen monomial say¬lar¬ise;

Monomial say¬s¬ :=
(d+ c)!

d!c!
(5.21)

şeklinde hesaplanmaktad¬r. Burada, d çözüm bölgesinin boyutu; c ise, taml¬¼g¬n s¬ras¬d¬r.

Örne¼gin; üç boyutlu problemlerde, 3: dereceden taml¬k için 20 monomial vard¬r. Yani,

Monomial say¬s¬=
(d+ c)!

d!c!
=
(3 + 3)!

3!3!
=

6!

3!3!
= 20

d¬r. Yani, monomial say¬s¬n¬n 20 bulunmas¬, taban vektörünün 20 elemandan oluşaca¼g¬

anlam¬na gelir ve bu;

P T (x) =
�
1 x y z x2 y2 z2 xy xz yz x3 y3 z3 x2y x2z xy2 y2z xz2 yz2 xyz

	
(5.22)

şeklindedir. (5:8) eşitli¼gindeki ai(x) ile belirtilen katsay¬lar vektörü ise i = 0;m için;

aTi (x) = fa0(x); a1(x); a2(x); :::; am(x)g (5.23)

şeklindedir. A¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s yerel art¬k denklemin J ile simgelenmesi durumunda;

J =
nX
i=0

wi
�
P T (xi) ai (x)� ûi

�2
=

nX
i=0

�wi (x� xi)
�
uh(x)� ûi

�2
(5.24)

şeklinde ifade edilir. Burada, wi a¼g¬rl¬k fonksiyonudur ve destek bölgesi içinde çözüm

yap¬ld¬¼g¬ndan �wi (x� xi) > 0 şeklindedir. n ise, destek bölgesindeki dü¼gümlerin say¬s¬d¬r.

Hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬nda kullan¬lan dü¼güm say¬s¬n; bilinmeyen katsay¬lar¬n

say¬s¬ndan çok daha büyük oldu¼gundan, uh(x) fonksiyonu dü¼güm de¼gerlerini geçemez. ui

ise; uh(x) fonksiyonunun x = xi dü¼güm noktalar¬na kaŗs¬l¬k gelen, destek bölgesindeki
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hayali skaler de¼gerler yani, hayali yer de¼gi̧stirme de¼gerlerinin vektörüdür. Bu eşitlikte,

bilinmeyen alan fonksiyonunun yaklaş¬m ve dü¼güm de¼gerleri kullan¬larak oluşturulan

fonksiyon, a¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s art¬kt¬r. A¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s yerel art¬k denklemler minimize

edilerek, ai (x) katsay¬lar¬bulunur. Yani bu durum; J nin, ai (x) katsay¬lar¬na göre k¬smi

diferansiyelinin al¬narak, s¬f¬ra eşitlenmesi ile mümkündür. Dolay¬s¬yla;

@J

@ai (x)
= 0 (5.25)

şeklinde ifade edilir ve bu ise, aşa¼g¬daki do¼grusal ili̧skiler dizisine yol açar;

A(x)ai(x) = B(x)ui (5.26)

Burada ui, yani; destek bölgesindeki hayali yer de¼gi̧stirmelerin vektörü, i = 0; n için;

ui = fu0; u1;:::; ungT (5.27)

şeklinde ifade edilir. A(x); moment matrisi olarak adland¬r¬l¬r ve;

A(x) = P TWP =
nP
i=0

wi(x)P (xi)P
T (xi) =

nP
i=0

�wi (x� xi)P (xi)P T (xi) (5.28)

şeklindedir. Bu matris simetrik bir kare matristir ve burada, matris çarp¬m¬n¬n birleşme

özelli¼ginin varl¬¼g¬da unutulmamal¬d¬r. B matrisine ise; Vandermonde matrisi denir ve

B(x) = P TW =
h
w0(x)P (x0) w1(x)P (x1) ::: wn(x)P (xn)

i
(5.29)

şeklinde yaz¬l¬r. Buradan, ai(x) katsay¬lar¬n¬n elde edilebilmesi için; (5:26) eşitli¼ginde, her

iki taraf A�1(x) ile geni̧sletilerek yeniden düzenlenirse;

ai(x) = A
�1(x)B(x)ui (5.30)

elde edilir ve bulunan bu eşitlik, (5:8) eşitli¼ginde yerine yaz¬lmas¬halinde;

uh(x) =

mX
i=0

P T (x)ai(x) =

mX
i=0

P T (x)A�1(x)B(x)ui (5.31)

yaklaş¬m fonksiyonu elde edilecektir. Burada, ui hayali yer de¼gi̧stirme de¼gerleri d¬̧s¬nda

kalan ifadeler, x noktas¬n¬n destek bölgesinde seçilen n tane dü¼güme kaŗs¬l¬k gelen hareketli

en küçük kareler yaklaş¬m¬şekil fonksiyonlar¬n¬n vektörüdür ve bu ise;

uh(x) =
mX
i=0

P T (x)A�1(x)B(x)ui =
nX
i=0

�i(x)ui (5.32)

51



şeklinde yaz¬labilir. Burada �i(x) şekil fonksiyonlar¬n¬n vektörü olup, matris formunda;

�i(x) = P
T (x)A�1(x)B(x) (5.33)

biçimindedir [21-42]. Buradan görülece¼gi üzere, a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬; A ve B matrisleri

ile şekil fonksiyonlar¬n¬n eldesinde devreye girdi¼ginden, çözüm için önem arz etmektedir.

A¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n do¼gru seçilmesi halinde, hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬şekil

fonksiyonlar¬tüm çözüm bölgesinde sürekli olmaktad¬r. Şekil fonksiyonlar¬n¬n süreklili¼gi;

P , A ve B nin süreklili¼gine, ayn¬zamanda; A ve B nin oluşumunda a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬

etkili oldu¼gundan, a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n da süreklili¼gine ba¼gl¬d¬r. Bu nedenle, hareketli

en küçük kareler yaklaş¬m¬n¬n performans¬nda a¼g¬rl¬k fonksiyonu etkin rol oynamaktad¬r.

Bu kapsamda a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬Bölüm 5:3:2 de ayr¬nt¬l¬olarak ele al¬nacakt¬r.

5.3.1.1 Hareketli En Küçük Kareler Yaklaş¬m¬(HEKY)

Hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬, yüzey oluşumu için tasarlanm¬̧s, Lancaster vd.

taraf¬ndan da da¼g¬n¬k veri yaklaş¬m¬için kullan¬lm¬̧st¬r. Ayn¬zamanda, fonksiyonlar¬n

seri gösterimi için, bir yöntem olarak ortaya at¬lm¬̧st¬r [43].

Hareketli en küçük kareler, alan dü¼gümlerini kullanarak destek bölgesinde spesi�k bir

nokta için oluşturulur. Burada seçilen n dü¼güm say¬s¬, (5:28) eşitli¼gindeki A matrisinin

yaklaş¬m kararl¬l¬¼g¬n¬ sa¼glamak için yeterli olmal¬d¬r. Dü¼güm say¬s¬n¬n teorikte en iyi

de¼geri mümkün olmad¬¼g¬ndan, say¬sal deneylerle bulunabilir. Tezde de, a¼gs¬z yerel Petrov-

Galerkin yöntemi şekil fonksiyonlar¬oluşturulurken yayg¬n olarak kullan¬lan bu yaklaş¬m

yönteminin çözüm prosedürü incelenecektir.

5.3.1.2 Hareketli En Küçük Kareler Yaklaş¬m¬Çözüm Prosedürü

A¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yönteminde şekil fonksiyonlar¬ elde edilirken, spesi�k bir

nokta için Bölüm 5:3:1:3 te ele al¬nacak olan yaklaş¬mlardan herhangi biri, yaklaş¬m

fonksiyonu olarak seçilir ve fonksiyona ba¼gl¬dü¼gümlerdeki yerel art¬k denklemler yaz¬l¬r.

Devam¬nda, yerel art¬k denklemler a¼g¬rl¬kland¬r¬larak minimize edilir ve i = 1; n için,

ai(x) katsay¬lar¬bulunur. Bu katsay¬lar, yerel yaklaş¬m fonksiyonunda yerine yaz¬ld¬ktan

sonra da, şekil fonksiyonlar¬elde edilir. Son olarak, spesi�k noktada oluşturulan yerel

yaklaş¬m, genel yaklaş¬ma dönüştürülerek prosedür tamamlan¬r.
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Hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬nda kullan¬lan dü¼güm say¬s¬n; bilinmeyen katsay¬lar¬n

say¬s¬ndan çok daha büyük oldu¼gundan Şekil 5:12 de görüldü¼gü üzere uh(x) fonksiyonu

dü¼güm de¼gerlerini geçemez.

Şekil 5:12 Yaklaş¬m fonksiyonuna göre dü¼güm noktalar¬n¬n durumlar¬[20].

Hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬n¬n amac¬; xi noktalar¬nda, ui hayali skaler de¼gerler

yard¬m¬ile sürekli bir uh(x) fonksiyonu oluşturmakt¬r. K¬saca yöntem; ûi kesin dü¼güm

de¼gerleriyle, uygulanan ui e¼gri de¼gerleri yani hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬ile elde

edilen hayali skaler de¼gerler aras¬ndaki fark¬en aza indirmeyi amaçlar. Hareketli en küçük

kareler yaklaş¬m¬n¬anlamak için, Şekil 5:13 te belirtilen örnek incelenmelidir. Burada,

yaklaş¬m yap¬lmak istenen de¼gerler i = 0; 3 için ui de¼gerleridir.

Şekil 5:13 Spesi�k noktan¬n örnek dört dü¼güm noktas¬na göre durumu.

Bu kapsamda; öncelikle [44] kayna¼g¬nda ele al¬nan i̧slem ad¬mlar¬geni̧sletilerek, iki ve

üç boyutta yaklaş¬m fonksiyonlar¬n¬n eldesinde uygulanm¬̧st¬r. Böylece destek bölgesinde

ele al¬nacak örnek dört dü¼güm noktas¬nda, iki ve üç boyutta yerel yaklaş¬m fonksiyonu

olarak, genelleme yapabilmek ad¬na do¼grusal yaklaş¬m fonksiyonu seçilmi̧s ve yaklaş¬m

fonksiyonlar¬n¬n davran¬̧s¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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5.3.1.3 Seçilen Spesi�k Bir Nokta ·Için Kullan¬labilecek Yaklaş¬m Fonksiyonlar¬

Bir boyutlu problemler için seçilebilecek yaklaş¬mlardan; sabit, do¼grusal, karesel ve kübik

yaklaş¬mlar s¬ras¬yla aşa¼g¬da verilmi̧stir:

uh(x) = a0; (5.34)

uh(x) = a0 + a1x; (5.35)

uh(x) = a0 + a1x+ a2x
2; (5.36)

uh(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3; (5.37)
... =

...

·Iki boyutlu problemler için sabit, do¼grusal, karesel ve kübik yaklaş¬mlar s¬ras¬yla;

uh(x; y) = a0; (5.38)

uh(x; y) = a0 + a1x+ a2y; (5.39)

uh(x; y) = a0 + a1x+ a2y + a3x
2 + a4xy + a5y

2; (5.40)

uh(x; y) = a0 + a1x+ a2y + a3x
2 + a4xy + a5y

2

+a6x
3 + a7x

2y + a8xy
2 + a9y

3; (5.41)
... =

...

Üç boyutlu problemler için sabit, do¼grusal, karesel ve kübik yaklaş¬mlar s¬ras¬yla;

uh(x; y; z) = a0; (5.42)

uh(x; y; z) = a0 + a1x+ a2y + a3z; (5.43)

uh(x; y; z) = a0 + a1x+ a2y + a3z + a4x
2 + a5y

2 + a6z
2

+a7xy + a8xz + a9yz; (5.44)

uh(x; y; z) = a0 + a1x+ a2y + a3z + a4x
2 + a5y

2 + a6z
2

+a7xy + a8xz + a9yz + a10x
3 + a11y

3 + a12z
3

+a13x
2y + a14x

2z + a15xy
2 + a16y

2z

+a17xz
2 + a18yz

2 + a19xyz; (5.45)
... =

...

şeklinde olup, daha büyük boyutlara geni̧sletilebilir.
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5.3.1.3.1 Bir Boyutlu Problemlerde, Sabit Yaklaş¬m ·Için Çözüm Prosedürü

Burada, (5:34) � (5:37) aras¬ndaki eşitliklerden herhangi biri, bir boyutlu problemlerde

kullan¬labilecek yaklaş¬mlar olup; önce (5:34) eşitli¼ginden yararlanarak Bölüm 5:3:1:2 de

belirtilen hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬n¬n çözüm prosedürüne uygulanacakt¬r.

1. Ad¬m: Yerel Yaklaş¬m Fonksiyonunun Belirlenmesi

Bu ad¬mda; yaklaş¬m¬n derecesi belirlenecektir. Şekil 5:13 te görüldü¼gü üzere, spesi�k

herhangi bir nokta için (Burada spesi�k nokta y olarak isimlendirilmi̧stir.), yerel yaklaş¬m

fonksiyonu olarak sabit yaklaş¬m¬n aşa¼g¬daki gibi;

uh(y) = a0(y) (5.46)

seçilmesiyle hareketli en küçük kareler şekil fonksiyonlar¬elde edilmeye çal¬̧s¬lacakt¬r.

2. Ad¬m: Dü¼gümlerdeki Yerel Art¬k Denklemlerin Eldesi

Bu ad¬mda; i = 0; 3 için ui yer de¼gi̧stirme de¼gerlerine, (5:46) eşitli¼ginde belirtildi¼gi haliyle

yaklaş¬m yap¬larak yerel art¬k denklemler s¬ras¬yla,

R0(y) = a0 � u0; (5.47)

R1(y) = a0 � u1; (5.48)

R2(y) = a0 � u2; (5.49)

R3(y) = a0 � u3 (5.50)

yaz¬ld¬ktan sonra bu denklemler a¼g¬rl¬kland¬r¬l¬r. A¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s J art¬k terimine,

(5:24) eşitli¼ginde daha önce k¬smen de¼ginilmi̧stir ve burada hat¬rlanarak, ayr¬nt¬l¬olarak

incelenirse;

J =
nP
i=0

wi
�
P T (xi) ai (x)� ûi

�2
=

nP
i=0

wi(y)
�
uh (y)� ûi

�2
=

nP
i=0

wi(y) (Ri (y))
2 =

nP
i=0

wi(y)R
2
i (y) (5.51)

şeklinde ifade edilir ve buradan a¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s yerel art¬k terim, i = 0; 3 için;

J = w0(y)R
2
0 (y) + w1(y)R

2
1 (y) + w2(y)R

2
2 (y) + w3(y)R

2
3 (y) (5.52)

şeklinde yaz¬labilir.
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3. Ad¬m: A¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s Yerel Art¬k Denkleminin Minimizasyonu

Bu ad¬mda; yerel art¬k denklemler a¼g¬rl¬kland¬r¬ld¬ktan sonra, seçilen yerel yaklaş¬m

fonksiyonundaki i = 0; n için, ai(x) katsay¬lar¬n¬n eldesinde k¬smi diferansiyel i̧slemi

uygulanarak s¬f¬ra eşitlenir. Burada, yerel yaklaş¬m fonksiyonu olarak sabit yaklaş¬m

al¬nd¬¼g¬ndan, sadece a0 katsay¬s¬na göre i̧slem yap¬lacakt¬r. Yani,

@J

@a0
= 0 (5.53)

yaz¬lmas¬ile yerel art¬k denklem minimize edilmi̧s olur. Dolay¬s¬yla, (5:52) eşitli¼ginden

yola ç¬k¬larak, öncelikle a¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s yerel art¬k terim;

J = w0(y)R
2
0 + w1(y)R

2
1 + w2(y)R

2
2 + w3(y)R

2
3

= w0(y) (a0 � u0)2 + w1(y) (a0 � u1)2 + w2(y) (a0 � u2)2 + w3(y) (a0 � u3)2 (5.54)

şeklinde yaz¬l¬r ve bu eşitlikten yararlanarak; (5:53) eşitli¼gi oluşturulursa;

@J

@a0
= 2w0 (a0 � u0) + 2w1 (a0 � u1) + 2w2 (a0 � u2) + 2w3 (a0 � u3)

= 2a0w0 � 2u0w0 + 2a0w1 � 2u1w1 + 2a0w2 � 2u2w2 + 2a0w3 � 2u3w3

= 2a0(w0 + w1 + w2 + w3)� 2 (w0u0 + w1u1 + w2u2 + w3u3) = 0;

) 2a0(w0 + w1 + w2 + w3) = 2 (w0u0 + w1u1 + w2u2 + w3u3) ;

) a0 =
w0u0 + w1u1 + w2u2 + w3u3

w0 + w1 + w2 + w3
(5.55)

a0 katsay¬s¬bulunur ve bu ai(x) katsay¬lar¬dördüncü ad¬mda yerine yaz¬larak yaklaş¬m

fonksiyonu elde edilir. Ayn¬zamanda; burada, i = 0; 3 için,
P
wi 6= 0 d¬r.

4. Ad¬m: Spesi�k Nokta ·Için Yerel Yaklaş¬m¬n Eldesi

Bu ad¬mda; (5:55) eşitli¼gi ile bulunan a0 katsay¬s¬, yerel yaklaş¬m olarak seçilen (5:46)

eşitli¼gindeki sabit yaklaş¬mda yerine yaz¬l¬rsa;

uh(y) = a0(y) =
w0(y)u0 + w1(y)u1 + w2(y)u2 + w3(y)u3

w0(y) + w1(y) + w2(y) + w3(y)
=

P
wi(y)uiP
wi(y)

; i = 0; 3; (5.56)

spesi�k noktadaki yerel yaklaş¬m fonksiyonu elde edilir. Burada
P
wi(y) 6= 0 olup, bu

ad¬mdan sonra yerel yaklaş¬m genel yaklaş¬ma çevrilmelidir.

56



5. Ad¬m: Yerel Yaklaş¬m¬n Genel Yaklaş¬ma Dönüştürülmesi

Bu son ad¬mda ise; (5:56) eşitli¼ginde y görülen yerlere, x yaz¬lmas¬yla;

uh(x) = a0(x) =

P
wi(x)uiP
wi(x)

(5.57)

genel yaklaş¬m elde edilir ve bu eşitlik (3:7) eşitli¼gindeki formata benzemektedir. Böylece;

yaklaş¬m fonksiyonu, şekil fonksiyonlar¬ ile yer de¼gi̧stirme de¼gerlerine ba¼gl¬olarak elde

edilmektedir. Bu son eşitlikten, ui de¼gerlerinin ç¬kart¬lmas¬ile;

�i =
X wi(x)P

wi(x)
(5.58)

hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬şekil fonksiyonlar¬elde edilir [19]. Burada üçüncü

ad¬mdan sonraki k¬s¬m, daha yüksek boyuttan problemleri de kapsayacak genel formun

eldesi ad¬na (5:26)�(5:33) eşitlikleri aras¬ndaki bilgiler ele al¬narak yeniden hesaplanacak

olursa; bir boyutlu problemlerde incelenen örnek dört dü¼güm noktas¬ve sabit yaklaş¬m

için taban matrisi (5:9) eşitli¼ginden yararlanarak;

P T =
h
P0(1) P0(1) P0(1) P0(1)

i
=
h
1 1 1 1

i
(5.59)

şeklinde yaz¬l¬r. A¼g¬rl¬k matrisi W , bir köşegen matristir ve,

W =

26666664
w0 (x) 0 0 0

0 w1 (x) 0 0

0 0 w2 (x) 0

0 0 0 w3 (x)

37777775 (5.60)

biçimindedir ve şekil fonksiyonlar¬n¬n eldesi için gereken, A; A�1 ve B matrisleri, s¬ras¬yla;

A = P TWP

=

26666664
1

1

1

1

37777775

T 26666664
w0 (x) 0 0 0

0 w1 (x) 0 0

0 0 w2 (x) 0

0 0 0 w3 (x)

37777775

26666664
1

1

1

1

37777775
=

h
w0 (x) + w1 (x) + w2 (x) + w3 (x)

i
= 1 (5.61)

elde edilir ve buradan A matrisinin tersi;

A�1 =
h
w0 (x) + w1 (x) + w2 (x) + w3 (x)

iT
=
1

1
(5.62)
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şeklinde bulunur. B matrisi ise;

B = P TW

=

26666664
1

1

1

1

37777775

T 26666664
w0 (x) 0 0 0

0 w1 (x) 0 0

0 0 w2 (x) 0

0 0 0 w3 (x)

37777775
=

h
w0 (x) w1 (x) w2 (x) w3 (x)

i
(5.63)

şeklindedir. Buradan (5:30) eşitli¼ginden yararlanarak a0(x) katsay¬s¬,

a0(x) =
w0 (x)u0 + w1 (x)u1 + w2 (x)u2 + w3 (x)u3

w0 (x) + w1 (x) + w2 (x) + w3 (x)
(5.64)

bulunur. Yani, istenilen yaklaş¬m fonksiyonu elde edilmi̧s olunur. A; A�1 ve B matrisleri,

(5:33) eşitli¼gindeki denklemde yerine yaz¬l¬rsa, buradan da şekil fonksiyonlar¬elde edilir.

5.3.1.3.2 Bir Boyutlu Problemlerde, Do¼grusal Yaklaş¬m ·Için Çözüm Prosedürü

Bir önceki bölümde, (5:34) eşitli¼ginden yararlanarak bir boyutlu problemler için hareketli

en küçük kareler yaklaş¬m¬ şekil fonksiyonlar¬ elde edilmi̧stir. Bu k¬s¬mda ise; (5:35)

eşitli¼ginden yararlanarak, Bölüm 5:3:1:2 deki hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬n¬n

çözüm prosedürü uygulanacakt¬r.

1. Ad¬m: Yerel Yaklaş¬m Fonksiyonunun Belirlenmesi

Bu ad¬mda; Şekil 5:13 te oldu¼gu gibi, spesi�k bir nokta için, yerel yaklaş¬m fonksiyonu

olarak (5:35) eşitli¼gi ile verilen do¼grusal yaklaş¬m¬n;

uh(x) = a0 + a1x (5.65)

seçilmesi ile ilk ad¬m gerçekleştirilmi̧s olur.

2. Ad¬m: Dü¼gümlerdeki Yerel Art¬k Denklemlerin Eldesi

Bu ad¬mda; i = 0; 3 için, ui yer de¼gi̧stirme de¼gerlerine, (5:65) eşitli¼ginde belirtildi¼gi haliyle

yaklaş¬m yap¬larak yerel art¬k denklemler, s¬ras¬yla;

R0 (x) = a0 + a1x0 � u0; (5.66)

R1 (x) = a0 + a1x1 � u1; (5.67)

R2 (x) = a0 + a1x2 � u2; (5.68)

R3 (x) = a0 + a1x3 � u3 (5.69)
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elde edilir ve bu denklemler a¼g¬rl¬kland¬r¬ld¬ktan sonra minimize edilerek, i = 0; 1 için,

ai(x) katsay¬lar¬bulunur.

3. Ad¬m: A¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s Yerel Art¬k Denklemin Eldesi ve Minimizasyonu

Bu ad¬mda; yerel art¬k denklemler ikinci ad¬mdaki gibi yaz¬ld¬ktan sonra, a¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s

yerel art¬k denklem, i = 0; 3 için (5:51) eşitli¼ginde belirtildi¼gi üzere;

J = w0R
2
0 + w1R

2
1 + w2R

2
2 + w3R

2
3

= w0 (a0 + a1x0 � u0)2 + w1 (a0 + a1x1 � u1)2

+w2 (a0 + a1x2 � u2)2 + w3 (a0 + a1x3 � u3)2 (5.70)

bulunur ve burada yerel yaklaş¬m fonksiyonu olarak do¼grusal yaklaş¬m al¬nd¬¼g¬ndan a0 ve

a1 katsay¬lar¬na göre k¬smi diferansiyel al¬narak, s¬f¬ra eşitlenirse;

@J

@a0
= 0;

@J

@a1
= 0 (5.71)

a¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s yerel art¬k denklem minimize edilmi̧s olur. Böylece, ilk olarak a0 kat-

say¬s¬na göre k¬smi diferansiyel al¬n¬p, elde edilen ifade s¬f¬ra eşitlenirse;

@J

@a0
= 2w0 (a0 + a1x0 � u0) + 2w1 (a0 + a1x1 � u1)

+2w2 (a0 + a1x2 � u2) + 2w3 (a0 + a1x3 � u3)

= 2w0a0 + 2w0a1x0 � 2w0u0 + 2w1a0 + 2w1a1x1 � 2w1u1

+2w2a0 + 2w2a1x2 � 2w2u2 + 2w3a0 + 2w3a1x3 � 2w3u3

= 2a0 (w0 + w1 + w2 + w3) + 2a1 (w0x0 + w1x1 + w2x2 + w3x3)

�2 (w0u0 + w1u1 + w2u2 + w3u3) = 0; (5.72)

a1 katsay¬s¬na göre k¬smi deferansiyelinin al¬n¬p, elde edilen ifadenin s¬f¬ra eşitlenmesi ile;

@J

@a1
= 2w0x0 (a0 + a1x0 � u0) + 2w1x1 (a0 + a1x1 � u1)

+2w2x2 (a0 + a1x2 � u2) + 2w3x3 (a0 + a1x3 � u3)

= 2w0x0a0 + 2w0x
2
0a1 � 2w0x0u0 + 2w1x1a0 + 2w1x21a1 � 2w1x1u1

+2w2x2a0 + 2w2x
2
2a1 � 2w2x2u2 + 2w3x3a0 + 2w3x23a1 � 2w3x3u3

= 2a0 (w0x0 + w1x1 + w2x2 + w3x3) + 2a1
�
w0x

2
0 + w1x

2
1 + w2x

2
2 + w3x

2
3

�
�2 (w0x0u0 + w1x1u1 + w2x2u2 + w3x3u3) = 0 (5.73)
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elde edilir. (5:72) ve (5:73) eşitliklerindeki de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelecek şekilde;

1 : =
3P
i=0

wi = w0 + w1 + w2 + w3; (5.74)

2 : =
3P
i=0

wixi = w0x0 + w1x1 + w2x2 + w3x3; (5.75)

3 : =
3P
i=0

wix
2
i = w0x

2
0 + w1x

2
1 + w2x

2
2 + w3x

2
3; (5.76)

4 : =
3P
i=0

wiui = w0u0 + w1u1 + w2u2 + w3u3; (5.77)

5 : =
3P
i=0

wixiui = w0x0u0 + w1x1u1 + w2x2u2 + w3x3u3 (5.78)

1; 2; 3; 4 ve 5 ifadeleri tan¬mlan¬rsa, (5:72) ve (5:73) eşitlikleri s¬ras¬ile;

2a01 + 2a12 � 24 = 0; (5.79)

2a02 + 2a13 � 25 = 0 (5.80)

olur ve (5:79) eşitli¼gi �3 ile (5:80) eşitli¼gi 2 ile geni̧sletilerek taraf tarafa toplan¬rsa,

a0 =
25 � 43
22 � 13

(5.81)

bulunur. (5:79) eşitli¼gi 2 ile (5:80) eşitli¼gi de �1 ile geni̧sletilerek taraf tarafa toplan¬rsa,

a1 =
24 � 15
22 � 13

(5.82)

bulunur ve elde edilen i = 0; 1 için bu ai(x) katsay¬lar¬, yerel yaklaş¬m fonksiyonunda

yerine yaz¬l¬r. Di¼ger taraftan (5:79) ve (5:80) eşitlikleri matris formunda;24 1 2

2 3

3524 a0
a1

35 =
24 4
5

35
yaz¬larak eşitli¼gin solundaki ilk matrisin tersinin al¬nmas¬ve eşitli¼gin sa¼g¬ndaki matris ile

çarp¬lmas¬sonucu i = 0; 1 için, ai(x) katsay¬lar¬n¬n s¬ras¬yla, (5:81) ve (5:82) eşitli¼gindeki

hali ile elde edilebilece¼gi görülür. Bu ad¬mdan sonra, ai(x) katsay¬lar¬dördüncü ad¬mda

yerine yaz¬larak yaklaş¬m fonksiyonu elde edilecektir.

4. Ad¬m: Spesi�k Nokta ·Için Yerel Yaklaş¬m¬n Eldesi

Bu ad¬mda; (5:81) ve (5:82) eşitlikleri ile bulanan a0 ve a1 katsay¬lar¬, yerel yaklaş¬m olarak

belirlenen (5:65) eşitli¼gindeki do¼grusal yaklaş¬mda yerine yaz¬l¬rsa yaklaş¬m fonksiyonu;

uh(x) =
25 � 43
22 � 13

+
24 � 15
22 � 13

x =
5 (2 � 1x)� 4 (3 � 2x)

22 � 13
(5.83)
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elde edilir. Buradan da, şekil fonksiyonunun aç¬k bir şekilde ifade edilebilmesi için (5:58)

eşitli¼ginde oldu¼gu gibi yaz¬ld¬ktan sonra, ui de¼gerlerinin bu ifadenin d¬̧s¬nda tutulmas¬yla,

ilk dü¼güm noktas¬için şekil fonksiyonu;

�0 =
w0x02 � w03
22 � 13

+
w02 � w0x01
22 � 13

x (5.84)

şeklindedir. Di¼ger dü¼güm noktalar¬ndaki şekil fonksiyonlar¬da, ayn¬̧sekilde elde edilebilir.

Burada üçüncü ad¬mdan sonraki k¬s¬m, daha yüksek boyuttan problemleri de kapsayacak

genel formu elde etmek ad¬na (5:26) � (5:33) eşitlikleri aras¬ndaki bilgiler ele al¬narak

yeniden hesaplanacak olursa; bir boyutlu problemlerde incelenen örnek dört dü¼güm nokta-

s¬ve do¼grusal yaklaş¬m için taban matrisi (5:10) eşitli¼ginden yararlanarak;

P T =

24 P0(1) P0(1) P0(1) P0(1)

P1(x0) P1(x1) P1(x2) P1(x3)

35 =
24 1 1 1 1

x0 x1 x2 x3

35 (5.85)

şeklinde elde edilebilir [45]. A¼g¬rl¬k matrisi W ; burada (5:60) eşitli¼gindeki gibidir. Şekil

fonksiyonlar¬n¬n eldesi için gerekli olan, A; A�1 ve B matrisleri, s¬ras¬yla;

A = P TWP

=

26666664
1 x0

1 x1

1 x2

1 x3

37777775

T 26666664
w0 (x) 0 0 0

0 w1 (x) 0 0

0 0 w2 (x) 0

0 0 0 w3 (x)

37777775

26666664
1 x0

1 x1

1 x2

1 x3

37777775

=

24 w0 (x) w1 (x) w2 (x) w3 (x)

x0w0 (x) x1w1 (x) x2w2 (x) x3w3 (x)

35
26666664
1 x0

1 x1

1 x2

1 x3

37777775
=

24 w0 + w1 + w2 + w3 x0w0 + x1w1 + x2w2 + x3w3

x0w0 + x1w1 + x2w2 + x3w3 w0x
2
0 + w1x

2
1 + w2x

2
2 + w3x

2
3

35
=

24 1 2

2 3

35 (5.86)

elde edilir. A matrisinin tersi ise;

A�1 :=

24 a11 a12

a21 a22

35
2�2

(5.87)
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şeklindedir ve bu matris elemanlar¬na kaŗs¬l¬k gelen ifadeler, s¬ras¬yla;

a11 = �
3

22 � 13
; a12 =

2
22 � 13

; a21 =
2

22 � 13
; a22 = �

1
22 � 13

şeklindedir. Vandermonde matrisi B ise aşa¼g¬daki gibi;

B = P TW

=

24 1 1 1 1

x0 x1 x2 x3

35
26666664
w0 (x) 0 0 0

0 w1 (x) 0 0

0 0 w2 (x) 0

0 0 0 w3 (x)

37777775
=

24 w0 (x) w1 (x) w2 (x) w3 (x)

x0w0 (x) x1w1 (x) x2w2 (x) x3w3 (x)

35 (5.88)

elde edilir. A; A�1 ve B matrisleri bulunduktan sonra bulunan, bu de¼gerler, (5:33)

eşitli¼gindeki denklemde yerine yaz¬l¬rsa, şekil fonksiyonlar¬elde edilir.

5.3.1.3.3 ·Iki Boyutlu Problemlerde, Do¼grusal Yaklaş¬m ·Için Çözüm Prosedürü

Bir boyutlu problemler için ilk olarak, çok boyutlu problemlere temel teşkil etmesi ad¬na

(5:34) ve (5:35) eşitliklerinden yararlan¬larak, hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬çözüm

prosedürü uygulanm¬̧st¬r. Bu k¬s¬mda ise, iki boyutlu problemler için hareketli en küçük

kareler yaklaş¬m¬çözüm prosedürünün nas¬l uygulanaca¼g¬araşt¬r¬lacakt¬r. Bu kapsamda;

Bölüm 5:3:1:3 teki, (5:38) � (5:41) aras¬ndaki eşitliklerden herhangi biri de iki boyutlu

problemler için yaklaş¬m fonksiyonu olarak seçilebilece¼gi gibi, araşt¬rma aç¬s¬ndan (5:39)

eşitli¼gindeki do¼grusal yaklaş¬m tercih edilmi̧s ve Şekil 5:13 teki gibi, örnek dört dü¼güm

noktas¬ele al¬narak, hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬çözüm prosedürü incelenmi̧stir.

1. Ad¬m: Yerel Yaklaş¬m¬n Belirlenmesi

Bu ad¬mda, Şekil 5:13 te oldu¼gu gibi, spesi�k bir nokta için, yerel yaklaş¬m fonksiyonu

olarak (5:39) eşitli¼gi ile verilen do¼grusal yaklaş¬m;

uh(x; y) = a0 + a1x+ a2y (5.89)

seçilerek, hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬şekil fonksiyonlar¬elde edilecektir.
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2. Ad¬m: Dü¼gümlerdeki Yerel Art¬k Denklemlerinin Eldesi

Bu ad¬mda; i = 0; 3 için, ui yer de¼gi̧stirme de¼gerlerine, (5:89) eşitli¼ginde belirtildi¼gi haliyle

yaklaş¬m yap¬larak yerel art¬k denklemler, s¬ras¬yla;

R0 (x; y) = a0 + a1x0 + a2y0 � u0; (5.90)

R1 (x; y) = a0 + a1x1 + a2y1 � u1; (5.91)

R2 (x; y) = a0 + a1x2 + a2y2 � u2; (5.92)

R3 (x; y) = a0 + a1x3 + a2y3 � u3 (5.93)

elde edilir ve bu denklemler a¼g¬rl¬kland¬r¬ld¬ktan sonra minimize edilerek, i = 0; 2 için,

ai(x) katsay¬lar¬bulunur.

3. Ad¬m: A¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s Yerel Art¬k Denkleminin Minimizasyonu

Bu ad¬mda; yerel art¬k denklemler ikinci ad¬mdaki gibi yaz¬ld¬ktan sonra, a¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s

yerel art¬k denklem, i = 0; 3 için (5:51) eşitli¼ginde belirtildi¼gi üzere;

J = w0R
2
0 + w1R

2
1 + w2R

2
2 + w3R

2
3

= w0 (a0 + a1x0 + a2y0 � u0)2 + w1 (a0 + a1x1 + a2y1 � u1)2

+w2 (a0 + a1x2 + a2y2 � u2)2 + w3 (a0 + a1x3 + a2y3 � u3)2

= w0

0@ a20 + 2a0 (a1x0 + a2y0) + 2 (a1a2x0y0)

+a21x
2
0 + a

2
2y
2
0 + u

2
0 � 2u0 (a0 + a1x0 + a2y0)

1A
+w1

0@ a20 + 2a0 (a1x1 + a2y1) + 2 (a1a2x1y1)

+a21x
2
1 + a

2
2y
2
1 + u

2
1 � 2u1 (a0 + a1x1 + a2y1)

1A
+w2

0@ a20 + 2a0 (a1x2 + a2y2) + 2 (a1a2x2y2)

+a21x
2
2 + a

2
2y
2
2 + u

2
2 � 2u2 (a0 + a1x2 + a2y2)

1A
+w3

0@ a20 + 2a0 (a1x3 + a2y3) + 2 (a1a2x3y3)

+a21x
2
3 + a

2
2y
2
3 + u

2
3 � 2u3 (a0 + a1x3 + a2y3)

1A (5.94)

bulunur ve burada yerel yaklaş¬m fonksiyonu olarak do¼grusal yaklaş¬m al¬nd¬¼g¬ndan a0; a1

ve a2 katsay¬lar¬na göre k¬smi diferansiyel al¬narak, s¬f¬ra eşitlenirse;

@J

@a0
= 0;

@J

@a1
= 0;

@J

@a2
= 0 (5.95)
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a¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s yerel art¬k denklem minimize edilmi̧s olur. Böylece, ilk olarak a0 kat-

say¬s¬na göre k¬smi diferansiyel al¬n¬p, elde edilen ifade s¬f¬ra eşitlenirse;

@J

@a0
= a0 (w0 + w1 + w2 + w3)

+a1 (x0w0 + x1w1 + x2w2 + x3w3)

+a2 (y0w0 + y1w1 + y2w2 + y3w3)

� (u0w0 + u1w1 + u2w2 + u3w3) = 0; (5.96)

a1 katsay¬s¬na göre k¬smi diferansiyelinin al¬n¬p, elde edilen ifadenin s¬f¬ra eşitlenmesi ile;

@J

@a1
= a0 (x0w0 + x1w1 + x2w2 + x3w3)

+a1
�
w0x

2
0 + w1x

2
1 + w2x

2
2 + w3x

2
3

�
+a2 (x0y0w0 + x1y1w1 + x2y2w2 + x3y3w3)

� (x0u0w0 + x1u1w1 + x2u2w2 + x3u3w3) = 0; (5.97)

a2 katsay¬s¬na göre k¬smi diferansiyelinin al¬n¬p, elde edilen ifadenin s¬f¬ra eşitlenmesi ile;

@J

@a2
= a0 (y0w0 + y1w1 + y2w2 + y3w3)

+a1 (x0y0w0 + x1y1w1 + x2y2w2 + x3y3w3)

+a2
�
w0y

2
0 + w1y

2
1 + w2y

2
2 + w3y

2
3

�
� (y0u0w0 + y1u1w1 + y2u2w2 + y3u3w3) = 0 (5.98)

elde edilir. Burada (5:96)� (5:98) aral¬¼g¬ndaki eşitlik de¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelecek şekilde;

i = 1; 5 için i ifadeleri, s¬ras¬yla; (5:74)� (5:78) aral¬¼g¬ndaki eşitliklerde tan¬mland¬¼g¬n-

dan, hat¬rlamak için tekrar;

1 : =
3P
i=0

wi = w0 + w1 + w2 + w3;

2 : =
3P
i=0

xiwi = x0w0 + x1w1 + x2w2 + x3w3;

3 : =
3P
i=0

wix
2
i = w0x

2
0 + w1x

2
1 + w2x

2
2 + w3x

2
3;

4 : =
3P
i=0

uiwi = u0w0 + u1w1 + u2w2 + u3w3;

5 : =
3P
i=0

xiuiwi = x0u0w0 + x1u1w1 + x2u2w2 + x3u3w3
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yaz¬labilir. i = 6; 9 için, i ifadeleri s¬ras¬yla tan¬mlanacak olursa;

6 : =
3P
i=0

yiwi = y0w0 + y1w1 + y2w2 + y3w3; (5.99)

7 : =
3P
i=0

wiy
2
i = w0y

2
0 + w1y

2
1 + w2y

2
2 + w3y

2
3; (5.100)

8 : =
3P
i=0

xiyiwi = x0y0w0 + x1y1w1 + x2y2w2 + x3y3w3; (5.101)

9 : =
3P
i=0

yiuiwi = y0u0w0 + y1u1w1 + y2u2w2 + y3u3w3 (5.102)

olur ve bu tan¬mlamalardan sonra, (5:96)� (5:98) aral¬¼g¬ndaki eşitlikler, s¬ras¬yla;

a01 + a12 + a26 � 4 = 0; (5.103)

a02 + a13 + a28 � 5 = 0; (5.104)

a06 + a18 + a27 � 9 = 0 (5.105)

şeklinde yaz¬labilir ve bu üç denklem matris biçiminde;26664
1 2 6

2 3 8

6 8 7

37775
26664
a0

a1

a2

37775 =
26664
4

5

9

37775 (5.106)

yaz¬l¬rsa, buradan a0; a1 ve a2 katsay¬lar¬;

a0 =
4 (

2
8 � 37) + 5 (27 � 68) + 9 (36 � 28)
7

2
2 � 2268 + 326 + 128 � 137

; (5.107)

a1 =
5 (

2
6 � 17)� 9 (26 � 18) + 4 (27 � 68)
7

2
2 � 2268 + 326 + 128 � 137

; (5.108)

a2 =
9 (

2
2 � 13)� 5 (26 � 18) + 4 (36 � 28)
7

2
2 � 2268 + 326 + 128 � 137

(5.109)

bulunur. Bu ad¬mdan sonra, ai(x) katsay¬lar¬dördüncü ad¬mda yerine yaz¬larak yaklaş¬m

fonksiyonu elde edilir.

4. Ad¬m: Spesi�k Nokta ·Için Yerel Yaklaş¬m¬n Eldesi

Bu ad¬mda; (5:107) � (5:109) aras¬ndaki eşitlikler ile bulunan a0; a1 ve a2 katsay¬lar¬,

yerel yaklaş¬m olarak belirlenen (5:89) eşitli¼gindeki do¼grusal yaklaş¬mda yerine yaz¬l¬rsa;

uh(x; y) =
4 (

2
8 � 37) + 5 (27 � 68) + 9 (36 � 28)
7

2
2 � 2268 + 326 + 128 � 137

+

�
5 (

2
6 � 17)� 9 (26 � 18) + 4 (27 � 68)
7

2
2 � 2268 + 326 + 128 � 137

�
x

+

�
9 (

2
2 � 13)� 5 (26 � 18) + 4 (36 � 28)
7

2
2 � 2268 + 326 + 128 � 137

�
y (5.110)
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elde edilir. Buradan da şekil fonksiyonunun aç¬k bir şekilde ifade edilebilmesi için, ui

de¼gerlerini de bu ifadenin d¬̧s¬nda tutarak, şekil fonksiyonlar¬oluşturulur. Üçüncü ad¬m-

dan sonraki k¬s¬m, daha yüksek boyuttan problemleri de kapsayacak genel formun eldesi

ad¬na (5:26)�(5:33) eşitlikleri aras¬ndaki bilgiler ele al¬narak yeniden hesaplanacak olursa;

iki boyutlu problemlerde incelenen örnek dört dü¼güm noktas¬ve do¼grusal yaklaş¬m için

taban matrisi (5:14) eşitli¼ginden yararlanarak;

P T =

26664
P0(1) P0(1) P0(1) P0(1)

P1(x0) P1(x1) P1(x2) P1(x3)

P2(y0) P2(y1) P2(y2) P2(y3)

37775 =
26664
1 1 1 1

x0 x1 x2 x3

y0 y1 y2 y3

37775 (5.111)

şeklinde oluşturulur. A¼g¬rl¬k matrisi W ise; burada (5:60) eşitli¼gindeki gibidir. Şekil

fonksiyonlar¬n¬n eldesi için gerekli olan, A; A�1 ve B matrisleri, s¬ras¬yla;

A = P TWP

=

26666664
1 x0 y0

1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

37777775

T 26666664
w0 (x) 0 0 0

0 w1 (x) 0 0

0 0 w2 (x) 0

0 0 0 w3 (x)

37777775

26666664
1 x0 y0

1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

37777775 ;

) A = P TWP =

26664
1 2 3

2 5 7

3 7 6

37775
3�3

(5.112)

elde edilir ve buradan moment matrisi A n¬n tersi ise;

A�1 :=

26664
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

37775
3�3

(5.113)

şeklindedir ve bu matris elemanlar¬na kaŗs¬l¬k gelen ifadeler, s¬ras¬yla;

a11 =
27 � 56

6
2
2 � 2237 + 523 + 127 � 156

;

a12 =
26 � 37

6
2
2 � 2237 + 523 + 127 � 156

;

a13 =
35 � 27

6
2
2 � 2237 + 523 + 127 � 156

;

a21 =
26 � 37

6
2
2 � 2237 + 523 + 127 � 156

;

a22 =
23 � 16

6
2
2 � 2237 + 523 + 127 � 156

;
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a23 = � 23 � 17
6

2
2 � 2237 + 523 + 127 � 156

;

a31 =
35 � 27

6
2
2 � 2237 + 523 + 127 � 156

;

a32 = � 23 � 17
6

2
2 � 2237 + 523 + 127 � 156

;

a33 =
22 � 15

6
2
2 � 2237 + 523 + 127 � 156

şeklindedir. Vandermonde matrisi B ise;

B = P TW

=

26664
1 1 1 1

x0 x1 x2 x3

y0 y1 y2 y3

37775
T

26666664
w0 (x) 0 0 0

0 w1 (x) 0 0

0 0 w2 (x) 0

0 0 0 w3 (x)

37777775

=

26664
w0 w1 w2 w3

w0x0 w1x1 w2x2 w3x3

w0y0 w1y1 w2y2 w3y3

37775
3�4

(5.114)

şeklinde elde edilir. A; A�1 ve B matrisi bulunduktan sonra bulunan bu de¼gerler, (5:33)

eşitli¼gindeki denklemde yerine yaz¬l¬rsa, şekil fonksiyonlar¬elde edilir.

5.3.1.3.4 Üç Boyutlu Problemlerde, Do¼grusal Yaklaş¬m ·Için Çözüm Prosedürü

·Iki boyutlu problemler için (5:39) eşitli¼ginden yararlan¬larak hareketli en küçük kareler

yaklaş¬m¬n¬n çözüm prosedürü uygulanm¬̧st¬r. Bu k¬s¬mda ise; üç boyutlu problemler için

hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬çözüm prosedürünün uygulanmas¬araşt¬r¬lacakt¬r.

Bu kapsamda; Bölüm 5:3:1:3 teki, üç boyutlu problemler için seçilebilecek yaklaş¬mlar-

dan herhangi biri de yaklaş¬m fonksiyonu olarak seçilebilece¼gi gibi, araşt¬rma aç¬s¬ndan

do¼grusal yaklaş¬m tercih edilmi̧s ve Şekil 5:13 teki gibi, örnek dört dü¼güm noktas¬ ele

al¬narak, hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬çözüm prosedürü incelenmi̧stir.

1. Ad¬m: Yerel Yaklaş¬m¬n Belirlenmesi

Bu ad¬mda; Şekil 5:13 te oldu¼gu gibi, spesi�k bir nokta için, yerel yaklaş¬m fonksiyonu

olarak (5:43) eşitli¼gi ile verilen do¼grusal yaklaş¬m;

uh(x; y; z) = a0 + a1x+ a2y + a3z (5.115)

seçilerek hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬şekil fonksiyonlar¬elde edilecektir.

67



2. Ad¬m: Dü¼gümlerdeki Yerel Art¬k Denklemlerinin Eldesi

Bu ad¬mda; i = 0; 3 için, ui yer de¼gi̧stirme de¼gerlerine, (5:115) eşitli¼ginde belirtildi¼gi

haliyle yaklaş¬m yap¬larak art¬k denklemler, s¬ras¬yla;

R0 (x; y; z) = a0 + a1x0 + a2y0 + a3z0 � u0; (5.116)

R1 (x; y; z) = a0 + a1x1 + a2y1 + a3z1 � u1; (5.117)

R2 (x; y; z) = a0 + a1x2 + a2y2 + a3z2 � u2; (5.118)

R3 (x; y; z) = a0 + a1x3 + a2y3 + a3z3 � u3 (5.119)

elde edilir ve bu denklemler a¼g¬rl¬kland¬r¬ld¬ktan sonra minimize edilerek, i = 0; 3 için,

ai(x) katsay¬lar¬bulunur.

3. Ad¬m: A¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s Yerel Art¬k Denkleminin Minimizasyonu

Bu ad¬mda; yerel art¬k denklemler ikinci ad¬mdaki gibi yaz¬ld¬ktan sonra, a¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s

yerel art¬k denklem, i = 0; 3 için (5:51) eşitli¼ginde belirtildi¼gi üzere;

J = w0R
2
0 + w1R

2
1 + w2R

2
2 + w3R

2
3

= w0 (a0 + a1x0 + a2y0 + a3z0 � u0)2 + w1 (a0 + a1x1 + a2y1 + a3z1 � u1)2

+w2 (a0 + a1x2 + a2y2 + a3z2 � u2)2 + w3 (a0 + a1x3 + a2y3 + a3z3 � u3)2

= w0

0BBB@
a20 + 2a0 (a1x0 + a2y0 + a3z0)

+2 (a1a2x0y0 + a1a3x0z0 + a2a3y0z0)

+a21x
2
0 + a

2
2y
2
0 + a

2
3z
2
0 + u

2
0 � 2u0 (a0 + a1x0 + a2y0 + a3z0)

1CCCA

+w1

0BBB@
a20 + 2a0 (a1x1 + a2y1 + a3z1)

+2 (a1a2x1y1 + a1a3x1z1 + a2a3y1z1)

+a21x
2
1 + a

2
2y
2
1 + a

2
3z
2
1 + u

2
1 � 2u1 (a0 + a1x1 + a2y1 + a3z1)

1CCCA

+w2

0BBB@
a20 + 2a0 (a1x2 + a2y2 + a3z2)

+2 (a1a2x2y2 + a1a3x2z2 + a2a3y2z2)

+a21x
2
2 + a

2
2y
2
2 + a

2
3z
2
2 + u

2
2 � 2u2 (a0 + a1x2 + a2y2 + a3z2)

1CCCA

+w3

0BBB@
a20 + 2a0 (a1x3 + a2y3 + a3z3)

+2 (a1a2x3y3 + a1a3x3z3 + a2a3y3z3)

+a21x
2
3 + a

2
2y
2
3 + a

2
3z
2
3 + u

2
3 � 2u3 (a0 + a1x3 + a2y3 + a3z3)

1CCCA (5.120)
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bulunur ve burada yerel yaklaş¬m fonksiyonu olarak do¼grusal yaklaş¬m al¬nd¬¼g¬ndan, i =

0; 3 için ai(x) katsay¬lar¬na göre k¬smi diferansiyel al¬narak, s¬f¬ra eşitlenirse;

@J

@a0
= 0;

@J

@a1
= 0;

@J

@a2
= 0;

@J

@a3
= 0 (5.121)

a¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s yerel art¬k denklem minimize edilmi̧s olur. Buradan, ilk olarak a0 kat-

say¬s¬na göre k¬smi diferansiyeli al¬n¬p, elde edilen ifade s¬f¬ra eşitlenirse;

@J

@a0
= a0 (w0 + w1 + w2 + w3) + a1 (x0w0 + x1w1 + x2w2 + x3w3)

+a2 (y0w0 + y1w1 + y2w2 + y3w3) + a3 (z0w0 + z1w1 + z2w2 + z3w3)

� (u0w0 + u1w1 + u2w2 + u3w3) = 0; (5.122)

a1 katsay¬s¬na göre k¬smi diferansiyelinin al¬n¬p, elde edilen ifadenin s¬f¬ra eşitlenmesi ile;

@J

@a1
= a0 (x0w0 + x1w1 + x2w2 + x3w3) + a1

�
w0x

2
0 + w1x

2
1 + w2x

2
2 + w3x

2
3

�
+a2 (x0y0w0 + x1y1w1 + x2y2w2 + x3y3w3)

+a3 (x0z0w0 + x1z1w1 + x2z2w2 + x3z3w3)

� (x0u0w0 + x1u1w1 + x2u2w2 + x3u3w3) = 0; (5.123)

a2 katsay¬s¬na göre k¬smi diferansiyelinin al¬n¬p, elde edilen ifadenin s¬f¬ra eşitlenmesi ile;

@J

@a2
= a0 (y0w0 + y1w1 + y2w2 + y3w3) + a1 (x0y0w0 + x1y1w1 + x2y2w2 + x3y3w3)

+a2
�
w0y

2
0 + w1y

2
1 + w2y

2
2 + w3y

2
3

�
+ a3 (y0z0w0 + y1z1w1 + y2z2w2 + y3z3w3)

� (y0u0w0 + y1u1w1 + y2u2w2 + y3u3w3) = 0; (5.124)

ve son olarak a3 katsay¬s¬na göre k¬smi diferansiyelinin al¬n¬p, elde edilen ifadenin s¬f¬ra

eşitlenmesi ile;

@J

@a3
= a0 (z0w0 + z1w1 + z2w2 + z3w3) + a1 (x0z0w0 + x1z1w1 + x2z2w2 + x3z3w3)

+a2 (y0z0w0 + y1z1w1 + y2z2w2 + y3z3w3) + a3
�
w0z

2
0 + w1z

2
1 + w2z

2
2 + w3z

2
3

�
� (z0u0w0 + z1u1w1 + z2u2w2 + z3u3w3) = 0 (5.125)

elde edilir. Burada (5:122)�(5:125) aral¬¼g¬ndaki eşitlik de¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelecek şekilde;

i = 1; 9 için i ifadeleri, s¬ras¬yla; (5:74)�(5:78) ve (5:99)�(5:102) aral¬¼g¬ndaki eşitliklerde
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tan¬mland¬¼g¬ndan, hat¬rlamak için tekrar;

1 : =
3P
i=0

wi = w0 + w1 + w2 + w3;

2 : =
3P
i=0

xiwi = x0w0 + x1w1 + x2w2 + x3w3;

3 : =
3P
i=0

wix
2
i = w0x

2
0 + w1x

2
1 + w2x

2
2 + w3x

2
3;

4 : =
3P
i=0

uiwi = u0w0 + u1w1 + u2w2 + u3w3;

5 : =
3P
i=0

xiuiwi = x0u0w0 + x1u1w1 + x2u2w2 + x3u3w3;

6 : =
3P
i=0

yiwi = y0w0 + y1w1 + y2w2 + y3w3;

7 : =
3P
i=0

wiy
2
i = w0y

2
0 + w1y

2
1 + w2y

2
2 + w3y

2
3;

8 : =
3P
i=0

xiyiwi = x0y0w0 + x1y1w1 + x2y2w2 + x3y3w3;

9 : =
3P
i=0

yiuiwi = y0u0w0 + y1u1w1 + y2u2w2 + y3u3w3

yaz¬labilir. i = 10; 14 için, i ifadeleri s¬ras¬yla tan¬mlanacak olursa;

10 : =
3P
i=0

ziwi = z0w0 + z1w1 + z2w2 + z3w3; (5.126)

11 : =
3P
i=0

wiz
2
i = w0z

2
0 + w1z

2
1 + w2z

2
2 + w3z

2
3 ; (5.127)

12 : =
3P
i=0

xiziwi = x0z0w0 + x1z1w1 + x2z2w2 + x3z3w3; (5.128)

13 : =
3P
i=0

yiziwi = y0z0w0 + y1z1w1 + y2z2w2 + y3z3w3; (5.129)

14 : =
3P
i=0

ziuiwi = z0u0w0 + z1u1w1 + z2u2w2 + z3u3w3 (5.130)

olur ve bu tan¬mlamalardan sonra, (5:122)� (5:125) aral¬¼g¬ndaki eşitlikler, s¬ras¬yla;

a01 + a12 + a26 + a310 � 4 = 0; (5.131)

a02 + a13 + a28 + a312 � 5 = 0; (5.132)

a06 + a18 + a27 + a313 � 9 = 0; (5.133)

a010 + a112 + a213 + a311 � 14 = 0 (5.134)
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şeklinde yaz¬labilir ve bu dört denklem matris biçiminde;26666664
1 2 6 10

2 3 8 12

6 8 7 13

10 12 13 11

37777775

26666664
a0

a1

a2

a3

37777775 =
26666664
4

5

9

14

37777775 (5.135)

yaz¬l¬r ve burada �; � ve �;

� : = �22213 + 71122 � 211268 + 2261213 + 2281013 � 2721012;

� : = �26212 + 31126 + 2681012 � 2361013 � 28210 + 11128;

� : = �2181213 + 37210 + 17212 + 13213 � 13711

şeklinde tan¬mlan¬rsa, i = 0; 3 için ai(x) katsay¬lar¬, s¬ras¬yla;

a0 =
4 (11

2
8 � 281213 + 7212 + 3213 � 3711)

� + � + �

�14 (
2
810 � 3710 + 2712 + 3613 � 2813 � 6812)

� + � + �

�9 (6
2
12 � 3611 + 2811 + 31013 � 21213 � 81012)

� + � + �

�5 (2
2
13 � 2711 + 6811 + 71012 � 61213 � 81013)

� + � + �
; (5.136)

a1 =
5 (11

2
6 � 261013 + 7210 + 1213 � 1711)

� + � + �

�14 (
2
612 + 2710 � 1712 � 2613 + 1813 � 6810)

� + � + �

�9 (8
2
10 + 2611 � 1811 � 21013 + 11213 � 61012)

� + � + �

�4 (2
2
13 � 2711 + 6811 + 71012 � 61213 � 81013)

� + � + �
; (5.137)

a2 =
9 (11

2
2 � 221012 + 3210 + 1212 � 1311)

� + � + �

�14 (
2
213 � 1313 + 3610 � 2612 � 2810 + 1812)

� + � + �

�5 (8
2
10 + 2611 � 1811 � 21013 + 11213 � 61012)

� + � + �

�4 (6
2
12 � 3611 + 2811 + 31013 � 21213 � 81012)

� + � + �
; (5.138)

a3 =
14 (7

2
2 � 2268 + 326 + 128 � 137)

� + � + �

�9 (
2
213 � 1313 + 3610 � 2612 � 2810 + 1812)

� + � + �
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�5 (
2
612 + 2710 � 1712 � 2613 + 1813 � 6810)

� + � + �

�4 (
2
810 � 3710 + 2712 + 3613 � 2813 � 6812)

� + � + �
(5.139)

bulunur. Bu ad¬mdan sonra, ai(x) katsay¬lar¬dördüncü ad¬mda yerine yaz¬lacakt¬r.

4. Ad¬m: Spesi�k Nokta ·Için Yerel Yaklaş¬m¬n Eldesi

Bu ad¬mda (5:136)� (5:139) aras¬ndaki eşitlikler ile bulunan a0; a1; a2 ve a3 katsay¬lar¬,

yerel yaklaş¬m olarak belirlenen (5:115) eşitli¼gindeki do¼grusal yaklaş¬mda yerine yaz¬l¬rsa;

uh(x; y; z) =
4 (11

2
8 � 281213 + 7212 + 3213 � 3711)

� + � + �

�14 (2810 � 3710 + 2712 + 3613 � 2813 � 6812)
� + � + �

�9 (6212 � 3611 + 2811 + 31013 � 21213 � 81012)
� + � + �

�5 (2213 � 2711 + 6811 + 71012 � 61213 � 81013)
� + � + �

+x

�
5 (11

2
6 � 261013 + 7210 + 1213 � 1711)

� + � + �

�14 (2612 + 2710 � 1712 � 2613 + 1813 � 6810)
� + � + �

�9 (6212 � 3611 + 2811 + 31013 � 21213 � 81012)
� + � + �

�4 (2213 � 2711 + 6811 + 71012 � 61213 � 81013)
� + � + �

�
+y

�
9 (11

2
2 � 221012 + 3210 + 1212 � 1311)

� + � + �

�14 (2213 � 1313 + 3610 � 2612 � 2810 + 1812)
� + � + �

�5 (8210 + 2611 � 1811 � 21013 + 11213 � 61012)
� + � + �

�4 (6212 � 3611 + 2811 + 31013 � 21213 � 81012)
� + � + �

�
+z

�
14 (7

2
2 � 2268 + 326 + 128 � 137)

� + � + �

�9 (2213 � 1313 + 3610 � 2612 � 2810 + 1812)
� + � + �

�5 (2612 + 2710 � 1712 � 2613 + 1813 � 6810)
� + � + �

�4 (2810 � 3710 + 2712 + 3613 � 2813 � 6812)
� + � + �

�
(5.140)
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elde edilir. Buradan da şekil fonksiyonunun aç¬k bir şekilde ifade edilebilmesi için, ui

de¼gerlerini de bu ifadenin d¬̧s¬nda tutarak, şekil fonksiyonlar¬oluşturulmuş olunur. Bu-

rada üçüncü ad¬mdan sonraki k¬s¬m, daha yüksek boyuttan problemleri de kapsayacak

genel formu elde etmek ad¬na (5:26) � (5:33) eşitlikleri aras¬ndaki bilgiler ele al¬narak

yeniden hesaplanacak olursa; üç boyutlu problemlerde incelenen örnek dört dü¼güm nokta-

s¬ve do¼grusal yaklaş¬m için taban matrisi (5:18) eşitli¼ginden yararlanarak;

P T =

26666664
P0(1) P0(1) P0(1) P0(1)

P1(x0) P1(x1) P1(x2) P1(x3)

P2 (y0) P2 (y1) P2 (y2) P2 (y3)

P3 (z0) P3 (z1) P3 (z2) P3 (z3)

37777775 =
26666664
1 1 1 1

x0 x1 x2 x3

y0 y1 y2 y3

z0 z1 z2 z3

37777775 (5.141)

şeklinde elde edilir. A¼g¬rl¬k matrisi W ise; burada (5:60) eşitli¼gindeki gibidir. Şekil

fonksiyonlar¬n¬n eldesi için gerekli olan, A; A�1 ve B matrisleri, s¬ras¬yla;

A = P TWP

=

26666664
1 1 1 1

x0 x1 x2 x3

y0 y1 y2 y3

z0 z1 z2 z3

37777775

26666664
w0 (x) 0 0 0

0 w1 (x) 0 0

0 0 w2 (x) 0

0 0 0 w3 (x)

37777775

26666664
1 x0 y0 z0

1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3

37777775

=

26666664
1 2 6 10

2 3 8 12

6 8 7 13

10 12 13 11

37777775 (5.142)

elde edilir. Buradan moment matrisi A n¬n tersi ise;

A�1 :=

26666664
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

37777775
4�4

(5.143)

şeklindedir ve bu matrise kaŗs¬l¬k gelen ifadeler, s¬ras¬ile;

a11 =
11

2
8 � 281213 + 7212 + 3213 � 3711

� + � + �
;

a12 = �2
2
13 � 2711 + 6811 + 71012 � 61213 � 81013

� + � + �
;

a13 = �6
2
12 � 3611 + 2811 + 31013 � 21213 � 81012

� + � + �
;
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a14 = �
2
810 � 3710 + 2712 + 3613 � 2813 � 6812

� + � + �
;

a21 = �2
2
13 � 2711 + 6811 + 71012 � 61213 � 81013

� + � + �
;

a22 =
11

2
6 � 261013 + 7210 + 1213 � 1711

� + � + �
;

a23 = �8
2
10 + 2611 � 1811 � 21013 + 11213 � 61012

� + � + �
;

a24 = �
2
612 + 2710 � 1712 � 2613 + 1813 � 6810

� + � + �
;

a31 = �6
2
12 � 3611 + 2811 + 31013 � 21213 � 81012

� + � + �
;

a32 = �8
2
10 + 2611 � 1811 � 21013 + 11213 � 61012

� + � + �
;

a33 =
11

2
2 � 221012 + 3210 + 1212 � 1311

� + � + �
;

a34 = �
2
213 � 1313 + 3610 � 2612 � 2810 + 1812

� + � + �
;

a41 = �
2
810 � 3710 + 2712 + 3613 � 2813 � 6812

� + � + �
;

a42 = �
2
612 + 2710 � 1712 � 2613 + 1813 � 6810

� + � + �
;

a43 = �
2
213 � 1313 + 3610 � 2612 � 2810 + 1812

� + � + �
;

a44 =
7

2
2 � 2268 + 326 + 128 � 137

� + � + �

şeklidedir. Vandermonde matrisi B ise;

B = P TW

=

26666664
1 1 1 1

x0 x1 x2 x3

y0 y1 y2 y3

z0 z1 z2 z3

37777775

26666664
w0 (x) 0 0 0

0 w1 (x) 0 0

0 0 w2 (x) 0

0 0 0 w3 (x)

37777775

=

26666664
w0 w1 w2 w3

w0x0 w1x1 w2x2 w3x3

w0y0 w1y1 w2y2 w3y3

w0z0 w1z1 w2z2 w3z3

37777775
4�4

(5.144)

şeklinde bulunur ve bu A; A�1 ve B matrisleri (5:33) eşitli¼gindeki denklemde yerine

yaz¬l¬rsa, şekil fonksiyonlar¬elde edilir.
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Dolay¬s¬yla bir, iki ve üç boyutlu problemler için yaklaş¬m fonksiyonlar¬bu şekilde elde

edilir ve şekil fonksiyonlar¬n¬n a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬na ba¼gl¬oldu¼gu görülebilir. Bu kapsam-

da şekil fonksiyonlar¬n¬etkileyen bu a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬, Bölüm 5:3:2 de ayr¬nt¬l¬olarak

ele al¬nacakt¬r.

5.3.2 A¼g¬rl¬k Fonksiyonunun Oluşturulmas¬

Şekil fonksiyonlar¬, a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ndan elde edildi¼ginden, çözümün do¼grulu¼gu ve

kararl¬l¬¼g¬ için büyük öneme sahiptir. Bununla birlikte, sonlu elemanlar yöntemindeki

çözümün hassasiyetini etkileyen eleman boyutunun rolünü üstlenir. A¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬

oluşturulurken;

Çizelge 5:2 A¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n durumlar¬[18].
�W (x� xi) > 0; destek bölgesi içinde çözüm yap¬ld¬¼g¬n¬gösterir.

�W (x� xi) = 0; destek bölgesi d¬̧s¬nda çözüm yap¬ld¬¼g¬n¬gösterir.

�W (x� xi); x noktas¬nda ilgilenilen noktadan monoton olarak azal¬r.
�W (x� xi); özellikle 
s s¬n¬r¬nda yeterince düzgündür.

durumlar¬dikkate al¬narak seçim yap¬l¬r. Çizelgede belirtilen son koşul, destek bölgesi

de¼gi̧sti¼ginden dü¼gümlerin düzgün bir şekilde dahil edilmesini ya da hariç tutulmas¬n¬

sa¼glar. Buradaki gereklilikler kaŗs¬lan¬rsa, a¼g¬rl¬k fonksiyonunun seçimi az ya da çok key�

olur. A¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n eldesinde çok s¬k kullan¬lan fonksiyonlardan baz¬lar¬; spline

ve Gauss (üstel/eksponansiyel) fonksiyonlar¬olup, aşa¼g¬daki alt bölümde ayr¬nt¬lar¬ ile

ele al¬nacakt¬r.

5.3.2.1 A¼g¬rl¬k Fonksiyonlar¬n¬n Çeşitleri

1. Üçüncü Dereceden (Kübik) Spline Fonksiyonu:

Üçüncü dereceden (kübik) spline fonksiyon, ikinci dereceden süreklili¼ge sahiptir ve aşa¼g¬-

daki gibi ifade edilebilir [18, 21-22, 26, 40].

w(ri) =

8>>>><>>>>:
2

3
� 4r2i + 4r3i ; ri �

1

2
4

3
� 4ri + 4r2i �

4

3
r3i ;

1

2
< ri � 1

0 ; ri > 1

(5.145)
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2. Dördüncü Dereceden Spline Fonksiyonu:

Dördüncü dereceden spline fonksiyon, üçüncü dereceden süreklili¼ge sahiptir ve bu;

w(ri) =

8<: 1� 6r2i + 8r3i � 3r4i ; ri � 1

0 ; ri > 1
(5.146)

şeklinde ifade edilebilir [22, 24-25, 28-31, 35, 38, 42]. Burada dördüncü dereceden spline

fonksiyonunun nas¬l elde edildi¼gi araşt¬r¬lacak olursa;

�wi(ri) =

8><>:
lP

j=0

bjri
j ; 0 � rij � 1

0 ; ri
j > 1

(5.147)

ifadesindeki; l spline fonksiyonunun s¬ras¬, bj ise gerekli koşullar taraf¬ndan belirlenebilen

katsay¬lard¬r. Örne¼gin, dördüncü dereceden bir spline fonksiyonunun genel yap¬s¬;

w(ri) =

8<: b0 + b1ri + b2ri
2 + b3ri

3 + b4ri
4 ; 0 � ri � 1

0 ; ri > 1
(5.148)

biçiminde yaz¬labilir. Böylece, a¼g¬rl¬k fonksiyonun s¬ras¬yla, şu koşullar¬yerine getirmesini

beklenir. ·Ilk durumda; a¼g¬rl¬k fonksiyonu destek bölgesinin merkezinde ri = 0 d¬r ve;

�wijri=0 = 1;

) 1� 6� (0)2 + 8� (0)3 � 3� (0)4 = 1;

) b0 + b1 � (0) + b2 � (0)2 + b3 � (0)3 + b4 � (0)4 = 1;

) b0 = 1 (5.149)

şeklindedir. ·Ikinci durumda; a¼g¬rl¬k fonksiyonunun birinci ve ikinci dereceden diferan-

siyellerinin, destek bölgesinin s¬n¬r¬nda s¬f¬r oldu¼gudur. Burada ri = 1 in bulundu¼gu

belirtilir ve;

�wijri=1 = 0;

) 1� 6� (1)2 + 8� (1)3 � 3� (1)4 = 0;

) b0 + b1 � (1) + b2 � (1)2 + b3 � (1)3 + b4 � (1)4 = 0;

) b0 + b1 + b2 + b3 + b4 = 0: (5.150)
@ �wi
@r
jri=1 = 0;

) b1 + 2b2ri + 3b3r
2
i + 4b4r

3
i = 0;

) b1 + 2b2 � (1) + 3b3 � (1)2 + 4b4 � (1)3 = 0;

) b1 + 2b2 + 3b3 + 4b4 = 0: (5.151)
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@2i �w

@r2
jri=1 = 0;

) 2b2 + 6b3ri + 12b4r
2
i = 0;

) 2b2 + 6b3 � (1) + 12b4 � (1)2 = 0;

) 2b2 + 6b3 + 12b4 = 0 (5.152)

şeklindedir. Son durum ise, a¼g¬rl¬k fonksiyonunun birinci dereceden diferansiyelinin ri = 0

oldu¼gu destek bölgesinin merkezinde s¬f¬r oldu¼gunu belirtir. Bu durum;

@ �wi
@r
jri=0 = 0;

) b1 + 2b2ri + 3b3r
2
i + 4b4r

3
i = 0;

) b1 + 2b2 � (0) + 3b3 � (0)2 + 4b4 � (0)3 = 0;

) b1 = 0 (5.153)

şeklinde ifade edilir. Buradan (5:149)� (5:153) aras¬ndaki eşitlikler birlikte kullan¬larak;8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

b0 = 1;

b1 = 0;

b0 + b1 + b2 + b3 + b4 = 0) b2 + b3 + b4 = �1;

b1 + 2b2 + 3b3 + 4b4 = 0) 2b2 + 3b3 + 4b4 = 0;

2b2 + 6b3 + 12b4 = 0

(5.154)

denklem kümesi bulunur ve matris formunda bu ifadeler yeniden yaz¬lacak olursa;26664
1 1 1

2 3 4

2 6 12

37775
26664
b2

b3

b4

37775 =
26664
�1

0

0

37775 (5.155)

şeklinde elde edilir ve buradan bi ler;

b0 = 1; b1 = 0; b2 = �6; b3 = 8 ve b4 = �3

bulunur ve (5:148) eşitli¼ginde yerine yaz¬lmas¬ile, (5:146) eşitli¼gindeki dördüncü dereceden

spline a¼g¬rl¬k fonksiyonu elde edilir. Benzer şekilde, di¼ger spline fonksiyonlar¬da elde

edilebilir [18].
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3. Gauss (Üstel/Eksponansiyel) Fonksiyon:

Gauss a¼g¬rl¬k fonksiyonu ri de¼gi̧skenine ba¼gl¬olarak şu şekilde;

w(ri) =

8><>: e
�(
ri
�
)2

= exp�
�ri
�

�2
; ri � 1

0 ; ri > 1

(5.156)

yaz¬labilir. Burada; �; sabit bir şekil parametresi ve ri; a¼g¬rl¬k fonksiyonu parametresi;

ri =

q
(x� xi)2

aI � dort
=

q
(x� xi)2

rw
=
di
rw
=
jx� xij
rw

(5.157)

dir. di; xi dü¼gümü ile spesi�k x noktas¬aras¬ndaki mesafedir. rw ise, a¼g¬rl¬k fonksiyonu

için etkileşim yar¬çap¬d¬r ve key�olarak belirlenir. Uygun bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu ve P nin

seçilmesi ile şekil fonksiyonlar¬, (5:33) eşitli¼ginde yerine yaz¬larak elde edilebilir. A¼g¬rl¬k

fonksiyonlar¬olarak spline veya Gauss fonksiyonlar¬seçilmektedir [18, 25 ,27 ,30, 32-34,

37, 39]. Aşa¼g¬da Şekil 5:14 ve Şekil 5:15 te x 2 [0; 20] aral¬¼g¬nda, dü¼gümler aras¬mesafenin

2 cm, etkileşim yar¬çap¬n¬n rw = 102 oldu¼gu varsay¬larak oluşturulan üçüncü ve dördüncü

dereceden spline a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬yer almaktad¬r. Çizelge 5:3 ve Çizelge 5:4 te ise,

belirtilen spesi�k noktalara kaŗs¬l¬k gelen üçüncü ve dördüncü dereceden a¼g¬rl¬k fonksiyon-

lar¬n¬n ald¬klar¬de¼gerler yer almaktad¬r. Şekil 5:16 da ise, yine ayn¬koşullar alt¬nda ve

� = 0:1 oldu¼gu varsay¬larak oluşturulan Gauss a¼g¬rl¬k fonksiyonu yer almaktad¬r. Çizelge

5:5 te ise, belirtilen spesi�k noktalara kaŗs¬l¬k gelen Gauss a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n ald¬klar¬

de¼gerler yer almaktad¬r.

Şekil 5:14 Üçüncü dereceden spline a¼g¬rl¬k fonksiyonu.
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Çizelge 5:3 Üçüncü der. spline a¼g¬rl¬k fonksiyonunun spesi�k noktalardaki de¼gerleri.

Şekil 5:15 Dördüncü dereceden spline a¼g¬rl¬k fonksiyonu.

Çizelge 5:4 Dördüncü der. spline a¼g¬rl¬k fonksiyonunun spesi�k noktalardaki de¼gerleri.
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Şekil 5:16 Gauss a¼g¬rl¬k fonksiyonu.

Çizelge 5:5 Gauss a¼g¬rl¬k fonksiyonunun spesi�k noktalardaki de¼gerleri.

5.3.2.2 A¼g¬rl¬k Fonksiyonlar¬n¬n Çözüme Olan Etkileri

Şekil 5:17 A¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n şekil fonksiyonlar¬na göre durumu [17, 24, 29].

A¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬, şekil fonksiyonlar¬n¬n oluşturulmas¬nda en önemli hususlardan biri

olup, çözümü etkilemesinden dolay¬ incelenmelidir. Bölüm 5:2:3 te, rw de¼gerine ili̧skin
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bilgiler verilmi̧stir. Burada, rw nin çözüm bölgesindeki durumu a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬

etkilemektedir. Yani; rw nin artt¬r¬lmas¬ sonucunda, fonksiyonlar daha geni̧s bölgeleri

kapsayaca¼g¬ndan, her dü¼güm noktas¬ için bir a¼g¬rl¬k oluşturacakt¬r. Bu durum çözüm

hassasiyetini etkileyece¼ginden her ne kadar olumlu gibi gözükse de, asl¬nda rw nin çok

büyük seçilmesi durumunda a¼g¬rl¬kland¬r¬lmak istenen yerel art¬k ifade R; gere¼ginden

daha büyük bir a¼g¬rl¬k de¼geri ile çarp¬lacakt¬r. Dolay¬s¬yla; rw; a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬ve

buna ba¼gl¬olarak şekil fonksiyonlar¬n¬etkileyece¼ginden, do¼grudan çözümü etkileyecektir.

5.4 S·ISTEM DENKLEM·IN·IN OLUŞTURULMASI

A¼gs¬z yöntemlerde, zay¬f ve güçlü formlar kullan¬larak sistem denklemleri oluşturulur.

Denklemler öncelikle matris formunda, sonra da tüm çözüm bölgesi için genel matris

formunda yaz¬l¬r. Burada, sistem denkleminin oluşturulmas¬, sonlu elemanlardaki gibidir.

A¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yönteminde, yerel simetrik zay¬f form a¼g¬rl¬kland¬r¬lm¬̧s art¬k

yöntemin bir çeşididir ve do¼grusal sistem denklemini bulmak için kullan¬lmaktad¬r. Her

alan dü¼gümünün do¼grusal denklem kümeleri, sistem denklemini bulmak için toplan¬r.

Petrov-Galerkin formülasyonunda, a¼g¬rl¬k ve şekil fonksiyonu için bölgelerinin ayn¬olmas¬

gerekmez.

5.5 DO¼GRUSAL DENKLEMLER·IN ÇÖZÜM S·ISTEM·I

Çözümün ç¬kt¬lar¬, alan yer de¼gi̧stirme de¼gerleridir. Hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬

Kronecker delta özelli¼gini sa¼glamad¬¼g¬ndan, bu yer de¼gi̧stirmeler hayalidir. Böylece, bir

noktan¬n yer de¼gi̧stirme de¼geri, noktan¬n destek bölgesindeki alan dü¼gümünün hayali

yer de¼gi̧stirme de¼gerlerine yap¬lacak hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬ ile bulunur.

Dolay¬s¬yla, bu durum sonlu elemanlar yöntemi ile hemen hemen ayn¬d¬r. Tek fark, a¼gs¬z

yerel Petrov-Galerkin yönteminde çözüm için, ters simetrik matrislere gerek duyulur.

5.5.1 S¬n¬r Koşullar¬n¬n Uygulanmas¬

Sonlu elemanlar yönteminde, şekil fonksiyonlar¬Kronecker delta özelli¼gini sa¼glar ve bu

nedenle s¬n¬r koşullar¬denkleme do¼grudan yaz¬larak uygulan¬r. Ancak, a¼gs¬z yerel Petrov-

Galerkin yönteminde s¬n¬r koşullar¬n¬n uygulanmas¬, sonlu elemanlardan biraz farkl¬d¬r.

Burada, hareketli en küçük kareler yaklaş¬m¬şekil fonksiyonlar¬Kronecker delta özelli¼gini
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sa¼glamad¬¼g¬ndan s¬n¬r koşullar¬sisteme; do¼grudan uygulama, penalt¬, Lagrange çarpanlar¬

gibi yöntemler sayesinde uygulanabilir.

Do¼grudan Uygulama Yöntemi

Bu yöntemde katsay¬lar matrisine tan¬mlanan s¬n¬r koşullar¬;

ui = ûi (5.158)

do¼grudan uygulan¬r ve (3:17) eşitli¼ginin elemanlar¬olan genel katsay¬lar matrisi [K];

K =

26666666666666664

K11 � � � K1(i�1) 0 K1(i+1) � � � K1(2N)

...
...

...
...

...
...

...

K(i�1)1 � � � K(i�1)(i�1) 0 K(i�1)(i+1) � � � K(i�1)(2N)

0
... 0 1 0

... 0

K(i+1)1 � � � K(i+1)(i�1) 0 K(i�1)(i�1) � � � K(i�1)(i�1)
...

...
...

...
...

...
...

K(2N)1 � � � K(2N)(i�1) 0 K(2N)(i+1) � � � K(2N)(2N)

37777777777777775
(5.159)

ve genel kuvvet matrisi fFg;

Fj !

8<: ûi i = j

Fj �Kjiûi i 6= j
(5.160)

olacak şekilde de¼gi̧stirilir [18].

Penalt¬Yöntemi

Bu yöntemde; s¬n¬r koşulunun uygulanaca¼g¬i: dü¼güm noktas¬seçilerek, i̧slem ad¬mlar¬bu

dü¼güm noktas¬üzerinden gösterilmeye çal¬̧s¬lacakt¬r. M serbestlik derecesine sahip bir

eşitli¼gin genel yap¬s¬aşa¼g¬daki gibidir;

Ki1u1 +Ki2u2 + � � �+KiMuM = Fi (5.161)

eşitli¼ginde katsay¬lar matrisinin köşegenindeki en büyük Kii terimi, bu terimden çok

büyük penalt¬katsay¬s¬� ile çarp¬l¬r ve bu eşitli¼ge dahil edilir. � n¬n çok daha büyük

de¼gerlere sahip olmas¬demek, çözümün daha hassas elde edilmesini sa¼glar. Dolay¬s¬yla;

Ki1u1 +Ki2u2 + � � �+ �Kiiui + � � �+KiMuM = �Kiiûi (5.162)
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dir. Penalt¬katsay¬s¬n¬n çok büyük seçilmesinin sebebi; �Kiiui teriminin di¼ger terimlerle

kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda bask¬n olmas¬gere¼gindendir. Bu terim ne kadar büyük olursa, (5:162)

eşitli¼ginin di¼ger terimleri bu terimin yan¬nda ihmal edilebilecektir. Dolay¬s¬yla,

�Kiiui �= �Kiiûi (5.163)

olur ve buradaki esas amaç (5:162) eşitli¼gini, (5:163) eşitli¼gine dönüştürmektir. Buradan,

�Kiiui � �Kiiûi �= 0) �(Kiiui �Kiiûi) �= 0) �(ui � ûi) �= 0 (5.164)

eşitli¼gi s¬n¬r koşullar¬n¬n uygulanabilmesi için a¼g¬rl¬kland¬r¬lmal¬ ve integre edilmelidir.

·Integrasyon i̧slemi, bir boyutlu problemler için ele al¬nd¬¼g¬nda bir nokta üzerinde belir-

tilece¼ginden bu terim, integrasyon i̧sleminden sonra;

[�(ui � ûi)W ] �= 0; (5.165)

eşitli¼gindeki gibi elde edilmi̧s olacakt¬r. Burada W a¼g¬rl¬k fonksiyonudur ve kullan¬lan

formülasyona göre de¼gi̧sebilir. [K] ise;

K =

26666666666666664

K11 � � � K1(i�1) K1i K1(i+1) � � � K1(2N)

...
...

...
...

...
...

...

K(i�1)1 � � � K(i�1)(i�1) K(i�1)i K(i�1)(i+1) � � � K(i�1)(2N)

Ki1
... Ki(i�1) �Kii Ki(i+1)

... Ki2N

K(i+1)1 � � � K(i+1)(i�1) K(i+1)i K(i�1)(i�1) � � � K(i�1)(i�1)
...

...
...

...
...

...
...

K(2N)1 � � � K(2N)(i�1) K2Ni K(2N)(i+1) � � � K(2N)(2N)

37777777777777775
; (5.166)

biçimindedir. fFg nin, i: terimi ise;

Fj !

8<: �Kiiûi i = j

Fj i 6= j
(5.167)

gibi de¼gi̧stirilerek uygulan¬r [44].
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5.6 KULLANILAN YÖNTEM·IN AVANTAJ VE DEZAVANTAJLARI

A¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yöntemini kullanman¬n pek çok avantaj¬mevcuttur. Baz¬lar¬;

birleştirmeler için genel arka plan hücresi (Eleman ba¼g¬ms¬z Galerkin yönteminde oldu¼gu

gibi) gerekmez. Çözüm prosedürü, sonlu elemanlar yöntemi ile hemen hemen ayn¬d¬r. Bu

yöntemde şekil fonksiyonlar¬n¬n genel uyumlulu¼gu gerekmez.

Dezavantajlar¬ise; bir miktar maliyet olmadan ortaya ç¬kmamaktad¬r. A¼gs¬z yerel Petrov-

Galerkin yöntemi, sonlu elemanlar yöntemine göre hesaplama aç¬s¬ndan çok daha maliyet-

lidir. Bununla beraber, eklenen de¼gi̧skenler, asimetrik sistem matrisi, yerel destek böl-

gelerinin boyutlar¬ve a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n seçimi say¬labilir.
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BÖLÜM 6

SONUÇ VE ÖNER·ILER

Tezde, sonlu elemanlar ve a¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yöntemlerinin çözüm prosedürleri

kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧s, yöntemlerin benzer ve farkl¬yönleri ele al¬nm¬̧st¬r.

Sonlu elemanlar yönteminde; bir boyutlu problemler için ¬s¬t¬lan çubuk ve yay örne¼gi

incelenmi̧s, iki boyutlu problemler için de yine ¬s¬t¬lan plaka örne¼gi ele al¬nm¬̧st¬r. Ayn¬

zamanda bu yöntemde; say¬sal modelleme için yüksek boyutlara ç¬k¬ld¬¼g¬nda, elemanlar

için a¼g oluşturmada zorluklar yaşanm¬̧s ve teknolojik yaz¬l¬mlara ihtiyaç duyulmuştur.

Sonlu elemanlar yöntemi ile yap¬lan nümerik yaklaş¬mlarda her ne kadar makul derecede

teknolojik yaz¬l¬m mevcut olsa da, son zamanlarda geli̧stirilen a¼gs¬z yöntemler alan¬nda

hali haz¬rda kullan¬labilecek yaz¬l¬m neredeyse yok denecek kadar azd¬r.

A¼gs¬z yerel Petrov Galerkin yöntemi için; bir, iki ve üç boyutta hareketli en küçük kareler

yaklaş¬m¬ndan yararlan¬lm¬̧s ve şekil fonksiyonlar¬oluşturulmaya çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Burada;

a¼gs¬z yerel Petrov-Galerkin yönteminde şekil fonksiyonlar¬ elde edilirken, hareketli en

küçük kareler yaklaş¬m¬yerine, birimin parçalanmas¬yöntemi, çekirdek yöntemi ve buna

benzer başka yöntemlerde uygulanabilir.

Üçüncü ve dördüncü dereceden spline a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ile Gauss a¼g¬rl¬k fonksiyonunun

x 2 [0; 20] kapal¬aral¬¼g¬nda spesi�k noktalardaki de¼gerleri incelenmi̧stir. Farkl¬de¼gerler

ve de¼gi̧sik çözüm bölgeleri ele al¬narak a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬yeniden test edilebilir. A¼gs¬z

yerel Petrov-Galerkin yöntemi iki ve daha büyük boyutlu problemler için geli̧stirilebilir.

Tezde, her ne kadar do¼grusal yaklaş¬mlar üzerinde durulmuş olsada, do¼grusal olmayan

yaklaş¬mlar üzerinden de ayn¬ i̧slem ad¬mlar¬ incelenebilir. Bölüm 5:3:1:3 te belirtilen

di¼ger yaklaş¬mlar (karesel, kübik, . . . ), yaklaş¬m fonksiyonu olarak seçilebilir ve uygun

de¼gi̧skenler yard¬m¬ile test edilerek şekil fonksiyonlar¬oluşturulabilir.
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