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Yiiksek Lisans Tezi
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Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Tez Damismami: Dr. Ogr. Uyesi Mustafa YILDIZ
Temmuz 2019, 91 sayfa

Tez alt1 boliimden meydana gelmis olup, ilk boliimde; kullanilacak temel tanim ve kurallara

yer verilmistir.

Ikinci béliimde; niimerik ydntemler ele alinmis, fiziksel problemler igin sonlu elemanlar
yontemi ve agsiz yontemlerde sayisal modellemenin uygulanmasi hakkinda bilgiler

verilmistir.

Ucgiincii boliimde; sonlu elemanlar ydntemi kullanilarak, ¢oziim prosediirii verilmis ve bu
prosediire gore bir boyutlu fiziksel problemlerden; isitilan cubuk icin sicaklik degerleri ve
yaylardaki yer degistirme (uzama/sikisma) degerlerinin hesaplanmasi problemleri ile iki boyutlu
fiziksel problemlerden isitilan plaka i¢in, yine sicaklik degerlerinin hesaplanmasi problemi
ornek olarak incelenmistir. Eleman denklemleri olusturulurken kullanilan yontemlerden kisaca
bahsedilerek; dogrudan yaklagim yontemi ve en sik kullanilan yontemlerden biri olan agirlikli

artiklar yontemi i¢in elaman denklemlerinin olusumu arastirilmastir.



OZET (devam ediyor)

Dordiincii boliimde; diger bir niimerik yaklasim yontemi olan agsiz yontemlerin tarih¢esinden,
smiflandirilmasindan, 6zelliklerinden, kategorilerinden ve sekil fonksiyonlarinin olusumundan

bahsedilmistir.

Besinci boliimiinde; agsiz yontemlerden biri olan agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi ele
alinarak, hareketli en kiiciik kareler yaklagimi sekil fonksiyonlarinin olusumuna iliskin
calismalar yapilmis ve agirlik fonksiyonunun, sekil fonksiyonuna olan etkileri {izerinde

durulmustur.

Tezin son boliimiinde ise; sonuglar ve onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu elemanlar yontemi, Galerkin yontemi, agsiz yerel Petrov-Galerkin

yontemi, hareketli en kiiciik kareler yaklagima.

Bilim Kodu: 403.06.00



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

THE COMPARISON OF SOLUTION PROCEDURES OF THE METHODS OF
FINITE ELEMENTS AND MESHLESS LOCAL PETROV-GALERKIN

Muhammed Kemal YURTOGLU

Zonguldak Biilent Ecevit University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Thesis Advisor: Assist. Prof. Dr. Mustafa YILDIZ
July 2019, 91 pages

This thesis consists of six chapters, which is basic definitions and rules are used in the first

chapter.

In the second chapter, numerical methods are considered, finite element method for physical
problems and information abaut application to numerical modeling in meshless methods are

given.

In the third chapter, using finite element method, solition procedure is given and according to
this procedure; the problem of calculating the temperature values and the displacement
(extension/compression) values of the springs for the heated rod, which are one dimensional
physical problems, and the problem of calculating the temperature values for the heated
plate, which is two dimensional physical problem, are examined as an example. By briefly

mentioning the methods used in creating element equations; the formation of element
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ABSTRACT (continued)

equations for the direct approach method and one of the most commonly used methods, the

weighted residues method, were investigated.

In the fourth section; meshless methods, which are another important numerical
approximation method, also the history of the meshless methods, classification, properties,

categories and the formation of shape functions are mentioned.

In the fifth chapter, the local Petrov-Galerkin method, which is one of the meshless methods,
is studied and the studies on the formation of the shape functions of the moving least squares
approximation have been made and the effects of the weight function on the shape function

are considered.

In the last part of the thesis; conclusions and recommendations are given.

Keywords: Finite elements method, Galerkin method, meshless local Petrov-Galerkin

method, moving least squares approximation.

Science Code: 403.06.00
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BOLUM 1

GIRIS

Bu calismada; sonlu elemanlar ve agsiz yontemlerin ¢oziim prosediirleri kiyaslanmis,
birkag 6zellik diginda benzerliklerine dikkat cekilerek, cok boyutlu problemler i¢in temel

olusturulmaya caligilmistir.

Her iki yontemde de; ¢oziim bolgesindeki modelleme farkliliginin, sekil fonksiyonlarinin
eldesinde de farkliliga neden olacagi vurgulanmistir. Boylece; yaklagim, sekil ve agsiz

yerel Petrov-Galerkin yonteminde agirlik fonksiyonlarinin davraniglar: incelenmistir.

Sonlu elemanlar yénteminde, bir boyutlu problemlerden isitilan ¢ubuk ve yay oérnekleri
ele alinarak, sicaklik ve yaylardaki yer degistirme degerleri arastirilmistir. Iki boyutta da

isitilan plaka 6rnegi ele alinmigtar.

Agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi gekil fonksiyonlarinin eldesinde; uygulama agisindan
verimli olan, hareketli en kiiciik kareler yaklagimi ¢oziim prosediirii ele alinarak, spesifik
bir noktada; bir, iki ve ti¢ boyutlu problemlere yapilan sabit, dogrusal, karesel ve kiibik
yaklagimlar hakkinda bilgi verilmistir. Bir boyutlu problemler igin, sabit ve dogrusal
yaklagim; iki ve ii¢ boyutlu problemlerde ise dogrusal yaklagim, yaklagim fonksiyonu
olarak ele alimmigtir. Karesel ve kiibik yaklagimlarin, yaklagim fonksiyonu olarak secilmesi
ile olugsacak matris elemanlarinin, uygulamada daha da karmasik yapilara sahip olabilecegi

degerlendirilmigtir.

Uctincii ve dordiincii dereceden spline fonksiyonlar: ile Gauss fonksiyonu icin belirlenen

etkilesim yaricapr dogrultusunda, agirlik fonksiyonlarimin durumlar: incelenmistir.

Yapilan sayisal hesaplamalarin bazi ara iglemleri, Scientific WorkPlace 5.5 paket programi

kullanilarak elde edilmistir.



1.1 TEMEL TANIM VE KURALLAR

Tanim 1.1 (Cramer Kural) Asagida matris formunda;
Az=0

yazilan denklem takvma, daha acgik sekilde yazilacak olursa;

a1121 + Q129 + A13T3 + - - - + A1 Ty — bl
A91X1 + Q22T2 + Qo33 + -+ + Ao, = bg
an1%1 + Anale + An3Ts + -+ App®p = by
dir ve ¢oziimii i = 1,n i¢in, x; = ‘A@- / ‘A‘ dwr. Burada, |A;| katsayilar matrisinin i.
stitunu silinerek, yerine b vektorinin konulmas: ile olugsan matrisin determinantidr. A‘
1se katsayilar matrisinin determinantidir ve sistemin tek ¢ozimiinin olmasy i¢in, A‘ #0

olmalidur [1-3].

Tanim 1.2 (Yamuk Kurali) = ekseni ile bir y = f(x) egrisi arasinda kalan alan, egri-
den x eksenine geritler ¢izilmek suretiyle, parcalara ayrilarak; egri altindaki bu alanlarin

hesaplanabilmesi adina, degisik yaklasimlar yapmak mimkiinddir.

> X
Xil X=A Xi#l=D X2 7

Sekil 1.1 Yamuk Kural.

Ornegin; egri altnda kalan alan dikdértgen kabul edilerek, dikdértgenin st koselerinden
birist ya da dist kenariman orta noktasi egri ile ¢akistirilabilir veya serit kenarlarimin egriyi
kestigi komsu noktalar arasinda yer alan bir dogru parcasy alinarak, serit bolge bir dik
yamuk olarak kabul edilebilir. Bu ise, egrinin birinci dereceden bir yaklagim polinomu ile

temsil edilmesi demektir. Bu durumda, i = 1,n ve [x;, ;41| aralgindaki integral degeri;

/%‘H‘l f(x)dx = w (241 — ;)



seklinde hesaplanabilir. Bu kurala yamuk kurale denir [2, 4-5].

Tamim 1.3 (Cesitli matris tipleri ve 6zellikleri) Elemanlar a;; olan, m x n tipi bir

A matrisii =1, m ve j = 1,n i¢cin;

11 Q12 @13 - Q1p
Q21 G2 A23 -+ Q2
A= a31 Qaz2 a3z - A3n
Am1 Am2 Qm3  * - Amn
L 4 mXn

seklinde gosterilir. Burada m = n olmasi halinde, bu matrise kare matris denir. Kdésegen
elemanlary hari¢ diger elemanlar 0 ise, kosegen ya da diagonal matris olarak adlandirilr.
Diag = k6s (dy,do, ..., dy,) seklinde ifade edilir. Birim matris ise, kdsegen matrisin ozel
hali olup, bu matris I ile gosterilir. Birim matrisin elemanlart I = (0;;) seklinde yazla-
bildiginden, 0,; ifadesine Kronecker delta denir ve i = j iken 0;; = 1 ve i # j ise d;; =0
dir. Bir kare matrisin elemanlar: kégegenine gore simetrik ise, simetrik matris denir ve
bu matriste a;; = a;; dir. Bir kare matrisin elemanlar: kosegenine gore anti simetrik ise,
bu matrise antisimetrik matris denir ve bu matriste a;; = —aj; olup, kosegen elemanlar: 0
dir. Kosegenin altinda veya tstinde, kégegene paralel belirli siralardaki elemanlar harig,
diger elemanlart O olan matrise ise bant matris denir. Bir a;; seklindeki matris eleman-

larvan, aj; seklinde yer degistirmesi ile elde edilen matrise, matrisinin transpozest denir

ve AT olarak ifade edilir. [1-2, 6.

Tanim 1.4 (Kismi integrasyon y6ntemi) Yodntem, iki fonksiyonun ¢arpiman integre
etmek i¢in kullanmilmaktadir. Burada ¢arpimlardan birini bir diferansiyel olarak almak

gerekir. Yani,
v=g(z) = dv=g (z)dr

dir. Eger u = f(x) ve v = g(x) diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise, bu durumda
f(x)g(z) in diferansiyeli,

d

([ @)g(@)) = f(@)g (2) + g(a)f (2)

tir. Elde edilen bu ifadenin her iki tarafinin integralinin alinmas ile,

[ Sli@g@ld = [ fag @is+ [ gla)s @i

3



ya da

F(@)g(z) = / f(2)g (z)dz + / 9(2)f (@)dz

olur ve buradan,

’

/ f(@)g (@)de = f(z)gx) - / o(0)f (2)dx

elde edilir. Bu esitlik, du = f'(z)dz ve dv = ¢ (x)dx diferansiyellerine gore genellikle;

/udv:uv—/vdu

seklinde yazilir ve bu ise, kismi integrasyondur [7].

Tanim 1.5 (Birinci Dereceden Boliinmiis Fark) P, (z); zo, x1,. .., 2, gibin+1 farkh
noktada f fonksiyonu ile ayni degerleri alan n. dereceden Lagrange polinomu olsun. f

fonksiyonunun xq, x1,...,x, noktalarina gére bélinmiis farklar,

P.(z) = ag+ai(z —x0) + as(x — x)(x — 1)

+...Fay(zr—xzo)(x —x1) - (T — Tp1)

olacak sekilde i = 0,n igin, a;(x) katsaylarmi hesaplama problemidir. Dolayswyla; ag

katsaipsine bulabilmek adina egitlikte x = x¢ yazilirsa;

P(0) = f(x0) = a0 = fo

elde edilir. Benzer sekilde, ay katsayisini bulabilmek adina egitlikte v = x1 yazilirsa;
P,(z1) = f(z1) = ap + a1(z1 — xo) = fo + ar1(x1 — x) = f1

bulunur ve bu egitlikten a, katsayisi;

f(z1) = f(wo)  fi—fo

(xl —360) B T1 — o

a; =

seklindedir ve buradan genelleme yapilirsa, i = 0,n igin;

f(@o, 1) = fl_fo,f(an,xg): f2_f1’... f (@ wi) = firr — fi
1 — Zo To — X1 Tiv1 — T;

seklinde tanimlanan islemlere birinci dereceden bolinmiis fark adu verilir [8-9].



BOLUM 2

NUMERIK YONTEMLER

Gegmigten giiniimiize fen bilimciler, bir¢cok bilim dalinda geleneksel analitik yontemlerle
ugragmiglar, ¢oziimii ¢ok zor, hatta imkansiz olan fiziksel problemlerle sik sik kargilagmiglar
ve problemin ¢dziimii i¢in niimerik analiz denilen bir ¢oziimleme analizine bagvurmuslardir.
Coziimleme analizi, giiniimiize kadar sonlu elemanlar yontemi gibi diger pek ¢ok niimerik
yontemde onemli gelismeler gostermis ve son yillarda da dikkatleri oldukca iizerine cekmis-
tir. Giintimiizde ise, bu alanda gesitli agsiz yontemler bilim dallarindaki pek ¢ok probleme
uygulanmig, gelistirilmis ve gelistirilmeye de devam etmektedir.

Coziilmesi zor olan, fiziksel problemlerin ¢oziimiinde kullanilabilen ¢ok sayida niimerik
yontem mevcuttur. Tezde, bu niimerik yontemlerin iki tanesinden; sonlu elemanlar ve
agsiz yontemlerin ¢oziim prosediirlerinden kargilagtirmali olarak bahsedilmistir. Unutul-
mamalidir ki; sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen tiim c¢oziimler, agsiz yontemler
kullanilarakta elde edilebilir. Ancak, bu durumun tersi her zaman gegerli olmayabilir.
Agsiz yontemlerin avantaji, yontemin isminden de anlasilacagi iizere, bu islemleri diigiim

noktalar1 sayesinde ve ag yapilarina gerek duymadan yapabilmesidir.

2.1 SAYISAL MODELLEME

Fiziksel olaylar bazen cebirsel, bazen diferansiyel ve bazen de integral denklemler ile ifade
edilebilir. Bu denklemler, 6ncelikle analitik olarak ¢oziilmeye calisihr. Ancak, karmasik
yapidaki fiziksel problemlerde, giiniimiiz teknolojilerinden yararlanarak, modelleme ve
uygun yontemler sayesinde c¢oziim aragtirihir. Bu kapsamda tezde, sonlu elemanlar ile
agsiz yontemlerin ¢oziim bolgesinin modelleme asamalar: incelenecektir.

Sonlu elemanlar yonteminin ¢oziim bolgesi, diigiim noktalarindan birbirine baglanan ve
birbiri tizerine gegmeyen, Sekil 2.1 de oldugu gibi, diizgiin sekillerle yani elemanlar yardimi
ile modellenir. Elemanin i¢ acilar1 ve sekli ¢oziimii etkilemesinden dolay1 ¢cok onemlidir.

Diizgiin ¢oziim bolgelerindeki diigiim noktalarinda siireklilik saglanabilirken, karmagik



¢oziim bolgelerinde siirekliligi saglamak sanildigi kadar kolay olmayabilir. Ebatlar1 bir-
birinden farkli malzemelerin birbirine baglandig: yerlerde 6zellikle, siirekli diigiim yapisini
olusturmak zorlu bir stirectir.

Ugzen Elemanlar

Drigiim Noktalan

Sekil 2.1 Sonlu elemanlar yénteminde ¢oziim bolgesi.

Agsiz yontemlerde ¢oziim bolgesi, birbirleri ile iligkilisi olmayan keyfi alan diigiimleri
sayesinde modellenebildiginden, sonlu elemanlar yéonteminde oldugu gibi, ag olugturmak
igin bir ugras verilmeyecektir. Bu yontemde 6rnek modelleme, asagidaki Sekil 2.2 de

goriilmektedir.

D Noktalan

Sekil 2.2 Agsiz yontemlerde ¢oziim bolgesi.

Sekillerden de goriilecegi tizere; ¢coziim bolgelerinin birbirinden farkli modellenmesi, sekil
fonksiyonlarinin da farkl bicimlerde hesaplanacagi anlamina gelmektedir. Tezde, sonlu
elemanlar yontemi icin sekil fonksiyonlar1 Boliim 3.1.2.1 de, agsiz yerel Petrov-Galerkin
yontemi icin Boliim 5.3.1 de ayrintilarn ile ele alinacaktir.

Bir fiziksel problemin modellenebilmesi icin 6éncelikle, problem belirlenmeli ve cebirsel,
diferansiyel veya integral denklemler yardimi ile olusturulan problem, ek sartlar ile de
desteklenerek, giiniimiiz teknolojileri yardimi ile sayisal modelin temeli olusturulmalidir.
Sonrasinda ¢oziim icin, modele uygun sonlu elemanlar yontemi, agsiz yontemler, vb.
niimerik yontemler secilmeli ve ¢oziim prosediirleri tanimlandiktan sonra, son olarak elde

edilen sonuclar ile problem analiz edilmelidir.



BOLUM 3
SONLU ELEMANLAR YONTEMI (SEY)

Bu boliim, [1,10] numaral kaynaklar esas alinarak hazirlanmigtir. Sonlu elemanlar; pek
¢ok fiziksel probleme uygulanabildiginden tezde, bir boyutlu problemlerde sabit 1s1 kay-
nagi ile 1sitilan cubugun sicaklik degerleri, yaylardaki yer degistirme degerleri ve yine ayni
sekilde iki boyutlu problemelerde bir plakanin sicaklik degerleri belirlenirken, uygulama

acisindan verimli ve kullanigh olmasindan dolay: tercih edilmigtir.
3.1 COZUM PROSEDURU

Bu kisimda, sonlu elemanlar yonteminin ¢oziim prosediirii incelenecektir. Problemin,
sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziimiiniin yapilabilmesi icin; ¢oziim bolgesi parcalara ayrilir.
Yani, numaralandirma semasindan yararlanarak elemanlar belirlenir ve diigiim noktalar:
sayesinde eleman denklemleri olugturulur. Tiim eleman denklemleri birlegtirilerek, sistem
denklemi elde edilir ve sinir kogullarinin da uygulanmasi ile problem ¢oziiliir. Elde edilen
sonuclar grafikler veya sekiller yardimi ile de gosterilebilir ve boylece ¢oziim prosediirii
tamamlanir. Prosediiriin ikinci ve en 6nemli adimi olan; eleman denklemlerinin eldesi,

sonlu elemanlar yénteminin temellerini olugturur [1].

3.1.1 (Co6ziim Bolgesinin Parcalara Ayrilmasi

Bu yontemde ¢oziim bolgesi; bir boyutta gubuk, iki boyutta ¢okgen (iiggen, dértgen, ... ),
i¢ boyutta kiip gibi isimlendirilen elemanlara diizgiin olarak parcalanmalidir. Elemanlar
arasinda herhangi bir ¢akisma ve bosluk olmamalidir. Aym1 zamanda, ag olusturulurken
stireklilik daima korunmalidir. Siireklilik korunamaz ve elemanlar birbirinden koparsa,
ag olusturulamaz. Burada, elemanlar ile diigiim noktalarinin birbirlerine civata-somun
gibi bagh oldugu unutulmamalidir. Ayrica tiim ¢oziim bolgesinde degil de, sadece hassas
sonuglar elde edilecek bolgede ya da ¢oziim bolgesinin yapist goz oniine alinarak girinti

ve ¢ikintinin oldugu yerlerde, ag yapisi siklagtirilmali yani, eleman sayis1 arttirilmalidir.



3.1.2 Eleman Denklemlerinin Olusturulmasi

Eleman denklemleri olusturulurken; her eleman igin, yaklagim fonksiyonlar1 gelistirilir.
Yani, her eleman i¢in eleman katsayilar (katilik/6zellik /rijitlik) matrisleri olusturulmalidir.
Eleman denklemlerinin olusturulabilmesi igin, bir yaklagim fonksiyonu segilmeli ve bu
fonksiyonun katsayilari, en iyi yaklagik ¢oziimii verecek sekilde hesaplanmalidir. Eleman
denklemleri olugturulmadan; elemanlar ve diigiim noktalarimin tamami, Cizelge 3.1 de
oldugu gibi numaralandirilmalidir. Boylece, hangi diigiim noktasinin hangi elemana ait
oldugu belirlenir. Eleman denklemleri olusturulduktan sonra ise; sistem denklemini elde
etmek adina, bu eleman denklemleri birbirine birlegtirilir. Sonlu elemanlar yénteminin bir
boyutlu hali icin, uygulanacak ¢rnek problemdeki dort eleman ve bes diigiim noktasinin

numaralandirma semasi agagidaki gibidir:

Cizelge 3.1 Eleman diigiim yapisinin olusumu.

ELEMAN YEREL GENEL
1 2 1 1 3 4 5§
N . e
(4 eleman alindsgmdan) Gl i raasinca ) T M
ki diiginn noktass aras stralamasina gére

1 1

I {2 {2
{1 2
2 {3

1 3

a 2 =
1 4

- {z {5

]

Iki boyutlu problemlerde Iki boyutlu problemlerde tiggen
iiggen eleman olacagmdan eleman olusumuna bagl olarak
bu kisim: keyfi sekilde siralanahilir.
1
|
1
2
3

Eleman denklemlerini olusturmak igin kullanilabilecek, ¢ok sayida yontem mevcuttur.
Bunlardan bazlari; dogrudan (dolaysiz/direkt) yaklagim, agirlikh artiklar (kalanlar),

varyasyonel yaklagim, enerji dengesi yaklagim vb. yontemlerdir ve bu cesitlilik sonlu



elemanlar yontemi igin bir avantajdir [1]. Boliim 3.2.1 de, bu yontemlerin ilk ikisinden

ayrintili olarak bahsedilecektir.

3.1.2.1 Yaklasim Fonksiyonlarinin Segilmesi ve Sekil Fonksiyonlarinin Eldesi

Bu kisimda; sonlu elemanlar yontemi gekil fonksiyonlarinin, eleman denklemlerinin ve
buna bagl yaklagim fonksiyonunun olugsumu incelenecektir. Yaklagim fonksiyonu olarak,
genellikle polinomlardan yararlanilacak ve bir boyutlu problemlerde, birinci dereceden
bir polinom ya da bir dogru secilecektir. Boliim 5.3.1.3 te ele alanacak olan yaklagimlar-
dan herhangi biri de segilerek, eleman denklemlerinin olusturulabilecegi unutulmamalidir.

Oncelikle yaklagim fonksiyonu olarak dogrusal yaklagim secilirse;
u(z) = ap + arx (3.1)

bi¢imindedir. Burada; yaklagim fonksiyonu u bagimh degisken, = bagimsiz degisken ve ag
ile a; de katsayilardir. Bu u(x) fonksiyonu, elemanin diigiim noktalaridaki, u; degerlerini

saglamalidir. Yani;

Ul(fl,’l) = Qg+ a1xr1 = Uy, (32)

’UQ(LCQ) = Qg+ a1T9 = U2 (33)

olmalidir. Boylece, (3.2) esitligi x5 ile, (3.3) esitligi de —x; ile genisletilerek taraf tarafa

toplanirsa buradan, ag katsayisi;

ToUyl — T1U2
gy —= ————
To — I

elde edilir. Yine, (3.2) esitligi (—1) ile garpilir, (3.3) esitligi ile taraf tarafa toplanirsa

buradan, a; katsayisi;

Uy — U1
a1 =

To — 1

elde edilir. Bu katsayilar, Cramer kurali ile de bulunabilir. Bulunan bu katsayilar; u(z)

fonksiyonu olarak segilen (3.1) esitligindeki yerine yazilirsa;

o o ToU1 — T1Ug U — U o TolU] — TUL + TUg — T1U9
u(r) = ag+ax = + r =
T2 — T T2 — T T2 — I
To — X r — T
= Uy + (5) (34)
T2 — I T2 — I



bulunur. Burada i = 1,2 icin u; ifadelerinin disinda kalan ifadeler, sekil fonksiyonlaridir
ve ¢, olarak ifade edilirse, 1. diigiim noktasina karsilik gelen sekil fonksiyonu;

To — T

¢y (z) = (3.5)

To — 1

dir ve 2. diigiim noktasina kargilik gelen gekil fonksiyonu ise;

r — T

¢y(z) = (3.6)

To — 1

dir. Buradan sekil fonksiyonlarina baglh dogrusal yaklagim fonksiyonu da;

2

u(z) = Z@Ui = QU1 + Paus (3.7)

i=1
bigimindedir ve bu u(x) fonksiyonu, Lagrange’ in birinci dereceden yaklagim polinomu
olup, aym1 zamanda i = 1, 2 icin diigiim noktalarina karsilik gelen u; degerleri arasimndaki
ara degerleri (6rnek problemlerde anlatilacak sicaklik ya da yaylardaki yer degigtirme
degerleri gibi) bulmay: saglar. Burada; n diigiim sayis1 olmak iizere, polinomun derecesi
(n — 1) ile bulunur ve iki diigiim noktasi igin n = 2 oldugundan, polinomun derecesinin

bir oldugu asikardir.

2
To — X r — T

D ¢i(x) = ¢y (x) + dy(z) = + —1

5 To — X1 Lo — 1
=1

oldugu da agikardir. Boylece (3.7) esitligindeki u(x) fonksiyonunun diferansiyeli alinirsa;

du(z)  dy(z) doy ()
dr c;x ut jx Y

2 (3.8)

bulunur ve bu ifadedeki sekil fonksiyonlarimin diferansiyelini hesaplayabilmek i¢in (3.5)

ve (3.6) esitliklerinden yararlanilirsa, sirasiyla;

do, () _ 1

dz T oy —a (3.9)
dpy(z) 1

o T m—a (3.10)

dir. Bu ifadeler, (3.8) esitliginde yerine yazildiginda, u(z) fonksiyonunun diferansiyeli;

du(x 1 1 1 Uy — U
( ):— U + U = (—U1+U2): 2 !
dx To — T To — T1 To — T Ty — T

(3.11)

elde edilir. Bu diferansiyel, diigiim noktalarini birlestiren dogrunun egimini gosteren
birinci dereceden boliinmiig farktir. u (z) fonksiyonunun, (z; — x2) diigiim araligindaki

integrali ise;

/2U(LIJ)CZ£C:/2(¢1U1+¢2U2) dx:/ 2¢1u1dm—|—/ 2¢2u2d:v (3.12)

1 1

10



dir ve bu integral, aynmi zamanda tabam (zy — x1) ve yiiksekligi u olan bir dik {iggenin

alanidir. Bu integrali hesaplayabilmek ic¢in, integralin sag tarafindaki ilk terim;

r2 2y — 1 2y — 1 Uy r2
purdr = uy(x)dr = uy dx = (g —x)dx
1 1 To — X1 1 To — X1 To — Iq 1

x2 2 2

Uy 22 U1 2 Ty Ty

= .QZQLU—T = Lo — — — | L2X1 — =+
To — X1 o To — X1 2 2

Uy {x% x%} __w (g — x1)2 uy (T9 — 1)

Ty 7y _ 3.13
Y B — 2 (3.13)

Lo — X1

hesap edildikten sonra, ikinci terim;

/(¢2u2)daz :/ x_xlug(a:)da::ug/ T = 2 /(m—xl)daj

1 1 T2 —T1 1 T2 — 71 Ty —I1

Us x? w2 uy |3 2,
= — — 1T = = -z — | = — 1]
To — T 2 p To — X1 2 2
2 2 2
Uo x5 x] us (T3 — 1) ug (re — 1)
_ 2 Jad ) [ = 3.14
To — X1 |:2 T1T2 + 2:| To — T 2 ( )

seklinde hesaplanir. Bulunan bu egitlikler (3.12) esitliginde yerine yazildiginda,

/ u(z)dr = / (Pru1 + douz) d:c:/ ¢1U1d$+/ Pyuzdz
1 x1 Z1 z1

Uy + Usg
2

_ u (r2 — 1) 4 Y2 (w2 —21) _ (2 — x1)

: : (3.15)

elde edilir ve bu ifade yamuk kurali olarak bilinmektedir. Bu kisimdaki esitlikler, tezin

ilerleyen boliimlerindeki érnek problemlerin ¢oziimiinde temel tegkil ettiginden onemlidir.

3.1.3 Sistem Denkleminin Olusturulmasi

Eleman denklemleri, matris formunda yazilabilen dogrusal denklem takimlari igerir. Yani,

K] {u} = {F} (3.16)

dir ve burada [£] ile eleman katsayilar matrisi, {u} ile diigiimler arasindaki bilinmeyenlerin
siitun vektorii ve { F'} ile de, diigiim noktalarina uygulanan dig kuvveti (¢cekme/sikigtirma,
151 verme gibi) gosteren siitun vektorii ifade edilir. Tek bir eleman i¢in, (3.16) esitligin-
deki gibi, matris formunda olusturulacak eleman denklemlerinin tamami birlestirildiginde

olusan sistem denklemi, matris formunda;

(K] {u'} ={F} (3.17)

seklinde yazilabilir. Burada [K] ile toplam katsayilar matrisi ya da sistem katsayilar

matrisi; {u} ile tiim diigtimler arasindaki bilinmeyenlerin toplaminin siitun vektorii ve

11



{F} ile de; diigiim noktalarina uygulanmis dig kuvveti gosteren siitun vektorii ifade
edilmekte olup, tiim eleman denklemlerinin birlegtirilmesi ile elde edildigini vurgulamak
*

icin * isareti ile gosterilmigtir. Bu kisimda; dikkat edilmesi gereken en 6nemli husus,

eleman denklemlerinin birlegtirilmesi agsamasinda siireklilik kavramidir.

3.1.4 Smir Kosullarinin Uygulanmasi

Bu kisimda, (3.17) esitligindeki gibi elde edilen sistem denkleminin ¢oziimiine gecilmeden
once, sinir kogullar1 dahil edilerek sistem giincellenmelidir. Bu islemin gergeklestirilmesi

ile yeni matris;

[K]{u'} = {F"} (3.18)

seklindedir. Buradaki iist ¢izgiler, simir kosullarinin dahil edildigi anlamina gelmektedir.

3.1.5 (Co6ziim ve Sonuglarin Gosterilmesi

Eleman denklemlerinin birlegtirilmesi ve sinir kogullarinin sistem denklemine dahil edilmesi
ile; (3.18) egitligi bant matris olacak bigimde diizenlenerek, ¢oziim gergeklestirilir. Elde
edilen sonuglar, daha sonra grafikler veya cizelgeler yardimu ile gosterilebilir. Ayrica farkh
degigkenler secilerek, yine ayni adimlar incelenebilir. Prosediir, ¢cok geneldir ve sonlu ele-

manlar yonteminin pek ¢ok uygulamasina uygundur.

3.2 BIR BOYUTLU PROBLEMLEMLER ICiN ANALITIiK COZUM VE
SONLU ELEMANLAR YONTEMININ UYGULANISI

Asagidaki bir boyutlu 6rnek problemde; sabit 1s1 kaynagi ve sabit sinir kogullar: altinda
isitilan bir ¢ubugun, sicaklik degerleri analitik olarak incelenerek, sonlu elemanlar icin
temel tegkil edecek bilgiler verildikten sonra, sonlu elemanlar yonteminden yararlanilarak
ayn1 6rnek problem c¢oziilmeye calisilacak ve bulunan sicaklik degerlerideki degisim analiz
edilebilecektir. Sicaklik degerlerindeki degisim igin, eleman denklemleri olugturulurken
Poisson denkleminden yararlamlarak ¢oziim yapilacaktir. Ornek problemlerin incelen-
mesi ile sonlu elemanlar yontemi igin ¢oziim prosediiriiniin ¢ok daha biiyiik boyutlara
uygulanma imkan1 bulunabilecek ve sonlu elemanlar yonteminin olumlu ya da olumsuz

sonuclar: tartigilabilecektir.
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Problem 3.1 Swnwr kosullari;
T(0,t) = 50 ve T(20,t) = 500

ve sabit 151 kaynage f(x) = 10 olan, 20 ecm wzunlugundaki bir ¢ubugun, dért egit par¢aya
boliindiigii varsayilarak, bes noktadaki sicaklik degerlerinin Poisson denkleminden yarar-

lanarak elde edilmess.

Poisson denklemi;

d*T(z)
dx?

= —f(z) (3.19)
seklinde olup, kesin ¢oziimiin;
T(x,t) = apr® + a1z + ay (3.20)

seklinde oldugu varsayilirsa, bu durumda (3.20) esitliginin iki kez diferansiyelinin alinmasi

ve verilen ek kosulun (f(z) = 10) yerine yazilmasi ile;

,dT
T = (z) = 2apT + a1,
dx
1" dzT
T = (x):2a0:—1O:>a0:—5
dx?

ag katsayis1 bulunur. Diger katsayilar da sinir kogullar1 yardimi ile hesaplanirsa;

T (z,t) = —52*+ a7+ ay
T(O,t) = —5XO+CL1XO+CL2:50:>CL2:5O
T(20,t) = —5x20%+a; x 20+ 50 = 500 = a; = 122.5

a; ve ay katsayilar: bulunur ve bu katsayilarin, (3.20) esitliginde yerine yazilmasi ile;
T(z,t) = —5z® + 122.52 + 50 (3.21)

kesin ¢oziimii elde edilir. Boylece, 20 em uzunlugundaki cubugun dort esit parcaya boliin-

mesi ile elde edilen beg diigiim noktasindaki sicaklik degerleri, Cizelge 3.2 de gosterilmistir.

Cizelge 3.2 Analitik ¢oziimden elde edilen kesin ¢oziim degerleri.

T(x,t) Kesin C6ziim Ile Elde Edilen Sicaklik Degerlen
T(0,t) 50

T(5,t) 537.5

T(10,t) 775

T(15,t) 762.5

T(20,t) 500

13



Bu sonuclar, grafik yardimi ile gosterilecek olursa;

Q00

8OO

e
=]
[}
I
n
B
L

!
v

B

z 5375 \

n 500

' 500 i )

; }r’ —8—Kesin Cozim lle Elde
= 400 f Edilen Sicakiik Degerleri
5 300

7. iy X

TOY T(5Y T(0n T(15t T(201)

Sekil 3.1 Isitilan ¢ubuk icin analitik ¢oziim.

seklindedir. Problem 3.1 de; kesin ¢oziimii veren denklem elde edilerek, istenen araliklar-

daki sicaklik degerleri bulunduktan sonra, ¢izelge ve grafik yardimi ile de gosterilmistir.

3.2.1 Eleman Denklemleri Olusturulurken Kullanilan Yéntemler

Boliim 3.1.2 de, eleman denklemleri olusturulurken kullanilabilecek ¢ok sayida yontemin
varligindan bahsedilmigtir. Bu kisimda, dogrudan yaklagim yontemi ve devaminda ise en
sik kullanilan agirlikli artiklar yontemi iizerinde ayrintili olarak durulacaktir. S6z konusu
diger yontemler; varyasyonel yaklagim ve enerji dengesi yaklasim yonteminden de kisaca

bahsedilecektir.

3.2.1.1 Dogrudan (Dolaysiz/Direkt) Yaklagim Yo6ntemi

Bu yontemde; genellikle fiziksel problemler baz alindigindan, yontemin diger bir adi da,
fiziksel yaklagim yontemidir ve eleman denklemleri olusturulurken kullanilan yontemler
arasinda uygulama kolayligi nedeniyle ilk ele alimmaktadir [1]. Isi kaynagi f(x) = 0
oldugunda yani, dig kuvvetin olmadig1 ya da pasif oldugu durumlarda, eleman denklem-

lerinin eldesi icin bu yontem ¢ok kullanighdir.
T T,

L /Vi

X1e e X2

Sekil 3.2 T, (x; ve x,) arasindaki dogrusal yaklagim.
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Sekil 3.2 den yola ¢ikilarak, 1. ve 2. diigiim noktalar1 arasindaki ilk elemana kargilik gelen

yaklagim fonksiyonu 7'(z);

2

T(x) =Y &Ti = ¢, T1 + ¢, T (3.22)
i=1

seklindedir ve bilinen ¢, ve ¢, degerlerinin esitlikte yerine yazilmasi ile T(:c) fonksiyonu;

To — X Tr — T

T +

Lo — 1 Lo — X1

T(@ =11+ 912 =

Ty (3.23)

seklindedir ve bu fonksiyonun diferansiyeli alinirsa ki burada, ¢; ve ¢, nin diferansiyeli

(3.9) ve (3.10) esitliklerinde hesaplandigindan, dogrudan yerine yazilarak;

dT d d -1 1 Ty — T
() _ ddr, | 03, T + T, =21 (3.24)
dx dz dz To — T To — T To — T1

bulunur ve bu diferansiyel, 1s1 akisi ve sicaklik arasindaki bagintiy1 belirleyen Fourier
denkleminde yerine yazilirsa, eleman denklemleri elde edilebilir. Fourier denklemi;

dT (z ) k’ -1

kl
dx To — T1

(3.25)

seklinde ifade edilir. Burada, q 1s1 akisi ve k 1s1 iletimi katsayisidir. Dolayisiyla, 1. diigiim

noktasindaki 1s1 akisi ¢; ve 2. diigiim noktasindaki 1s1 akisi ¢y seklinde ifade edilirse,

@) LT

= —kK— k" 3.26

n dx To — ZL'l ( )

@ = kl dT( ) — k/ T2 - Tl (3‘27)
dz To — Iq

bi¢ciminde yazilabilir. Elde edilen bu egitlikler, istenilen eleman denklemlerini olusturur.
Fourier denkleminin; uglardaki ¢; ve ¢» 1s1 akilari, simirdaki sicaklik degisimi cinsinden

ifade etmek icin kullanilabilecegi diisiiniildiigiinde,

,dT(Il)
= —k——= 3.28
q1 dr ) ( )
/dT(l'g)
|t el 3.29
a2 dr ( )

gibi yazilabilir. Bu son egitlikler, sirasiyla (3.26) ve (3.27) esitliklerinde yerine yazilirsa,
T2 — T1 _k,dT(l‘l)

o o= -kt
To — T1 dz
T — T dT’ 1 dT’
N 1 2 _ _ ({231) — [TI . TQ] _ _ (1‘1)7 (330)
To — X1 dx To — X1 dx
o = ]{j/T Tl _ k,dT(l‘Q)
To — T1 dx
T — T drT’ 1 dT’
o Loh_ dl(w) -1, 1 1) = ) (3.31)
To — T dx To — T dz



elde edilir. (3.30) ve (3.31) egitlikleri matris bigiminde yazilacak olursa;

dT<I1>
1 1 -1 T _ o " (3.32)
T2 | T AT (x>)
dx

bulunur ve bu esitligin, (3.16) esitligi ile ayni bigimde oldugu goriiliir. Dolayisiyla, tek bir
eleman icin matris esitligi elde edilir. Eleman denklemlerini bu yolla olusturmak, ¢ogu
zaman sanildigi kadar kolay olmayabilir. Bunun i¢in, agsagida ayrintilar: verilecek olan ve

uygulamalarda ¢ok sik karsilagilan, agirlikhi artiklar yontemi gelistirilmigtir.

3.2.1.2 Agirlikli Artiklar (Kalanlar) Yoéntemi

Bu kisimda; eleman denklemleri olugturulurken en sik kullanilan agirhikh artiklar yontemi
tizerinde durulacaktir. Bu yontemde; yaklagik ¢oziimiin, denklemde yerine yazilmasi ile
elde edilecek kalan iizerinden iglem yapilmaktadir [1]. Eleman denklemleri olugturulurken
(3.19) esitliginde belirtilen Poisson denkleminden yararlamlirsa ki bu denklem;

d*T(z)
dx?

= —f(z)

seklinde idi ve bu denklem yeniden diizenlenirse;

0— d*T(z)
 da?

+ f(x) (3.33)

olur. Ancak bu ifade de esitliginin sol tarafi sifir degil, bir artiga (bundan sonra artik

terim R ile ifade edilecek) ya da diger bir ifade ile bir kalana esit olacaktir. Yani,

d*T (z)

da?

R:

+ f(x) (3.34)

seklinde olacaktir. Dolayisiyla, bu kisimda anlatilan agirlikli artiklar yontemi; asagidaki

genel bicime gore, artiklar icin bir minumum bulmay1 igerir. i = 1, n icin;

/ RWidD =0 (3.35)

D
dir. Burada, D ¢oziim bolgesidir ve [z, ,,| kapali aralig ¢oziim bolgesi olarak diigiiniilebilir.
W, ise agirlik fonksiyonudur. Sonlu elemanlar yonteminde; ¢ = 1,2 igin ¢,; fonksiyonlari,

agirlik fonksiyonlarinin yerine kullanilir. Yani,
Wi=¢, (3.36)

16



olarak segilir ve (3.35) esitliginde yerine yazihirsa, Galerkin yontemi;
/ Ré;dD =0 (3.37)
D

seklinde elde edilir. Bu kapsamda; (3.34) esitligi ile verilen R, son esitlikte yerine yazilirsa,

/quidD = / <d2§xgx)+f(x)>¢i(fv>dx yi=1,2
D o
Izd2
:/ 5 dx+/ f(x =0,

= / ¢, (z dx2 ?) gy = / fla (3.38)

bulunur. Esitliginin, sol tarafindaki ifadeyi hesaplamak adina, kismi integral yénteminden

yararlanilirsa burada, ¢, (z) = u ve %dm = dv olacaktir. Boylece,

T (z) dg,
= L 7 dx (3.39)

B a7 (z)|”
[ o) s = 6.0 S

elde edilir ve formiilasyondaki ikinci dereceden diferansiyel, birinci dereceden diferansiyele

i) 1

diisiiriilmiigtiir. Bulunan bu esitlik, (3.38) egitliginde yerine yazildiginda;

_/;zdzx dxzd - / f(z (3.40)

1

a7 (z)]”

¢; (z) Ao

1

elde edilir ve buradaki terimler, ayr1 ayr1 hesaplanabilir. Dolayisiyla, esitligin ilk terimi

= 1,2 icin ayr1 ayr1 hesaplanacaktir. Ilk olarak, i = 1 icin;

df(z)|” dT (z») dT (z1)
6 (@) S =6 () T gy (o) (3.41)
1
seklinde yazilabilir ve esitlikteki ¢, (z) ifadesi, (3.5) esitliginde tanimlanmigti;
. To — X
¢y (z) = P
burada tekrar hatirlanarak,
T2 — Ty T2 — 1
¢y (12) = P 0 ve ¢y (z1) = P 1 (3.42)
ifadeleri bulunur ve bu ifadeler (3.41) esitliginde yerine yazilirsa;
df(z)|” dT (z») dT (1) dT (1)
¢1 (I) dm - gbl (:L'Q) dx - ¢1 ('Il) dm - d[L’ (3'43)

1
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elde edilir. Bu kapsamda, (3.40) esitliginin ilk terimi, i = 2 igin;

dT () dT (x5) dT (z1)
= — 44
62 (0) T = 6y ) Ty () T (3.44)
1
seklinde yazlabilir ve esitlikteki ¢, () ifadesi, (3.6) esitligi ile verilmisti;
. r — T
$y(z) = Ta — &1
burada tekrar yazilarak,
_272—1'1_ _$1—ZL’1_
Oy (22) = Ty — 11 1 ve ¢, (1) = Ty — 11 0 (3.45)
ifadeleri bulunur ve bu ifadeler (3.44) esitliginde yerine konulursa;
df(z)|” dT () dT (1)  dT (x2)
z1

elde edilir. (3.43) ve (3.46) esitlikleri, (3.40) esitliginde yazilarak, i = 1 igin diizenlenirse;

dT(z)|” (o dT(2) do, =2
R R i L
ATn) PO [ e, (0
2dT(x)dg, ,  dT (z1) o2
/a61 T %dx = +/xl f(z)¢py (x) dx (3.47)

1 = 2 igin diizenlenirse,

dT(x) "
dx

b, (@) B /” dT'(x) do,

ot = [ @n e,

dT (z9 247 (x) d 72
e R e R

22 dT(z) d dT 2
/[ T yy — A7) | 1@ i (3.48)

T1 1

bulunur. T(az) fonksiyonunun, dogrusal yapis1 diferansiyel ve integral almay1 kolaylagtirir.

Bu kapsamda, (3.24) esitligi ile belirtilen 7'(x) fonksiyonunun diferansiyeli;

dl'(x)  d¢y,, | do,
= T, T
dx de 1 + dx 2
-1 1 T, —T
_ T, + T, — 2 1
Ty — X1 To — X1 To —T1
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tekrar hatirlanmahdir. Bu diferansiyeller (3.47) esitliginin ilk teriminde yerine yazilirsa;

/“dT()dngld B /‘CQTQ—Tl -1 dm_/“ T, — T 0
- - 2

. dr dx , T2 —T1T2 — Xy (2 — 1)
T, |* T — T T — T
_ 1 2 ; — 1—22 (g —11) = ! 2 (3.49)
(g —w1)” 1, (w2 — 1) T2 — T
bulunur. Bu diferansiyeller (3.48) esitliginin ilk teriminde yerine yazilhirsa;
»dT(z)d 2T -T 1 2 Ty T
/ ( ) %d _ / 2 1 dr = / 2—12dm
e dr dz zp T2~ T1X2 — X o (T2 —11)
T,—-T, |™ T, —T T, —T
_ 2L = 2Tl () = 2 (3.50)
(w2 —x1)” |, (22— m1) T2 =4

bulunur. (3.49) ve (3.50) esitlikleri, sirasiyla (3.47) ve (3.48) esitliklerinde yerine yazilirsa;

2 dT dg, T, =Ty dT (21) /“2
P - d 3.51
/x1 dx dx Ty — Ty dr + . f(2)o, () dz, (3.51)
22 T d¢2 T, —T, dT (22) /:m
- = d 52
/xl dx dx Ty — 1 i + r f(2)¢y (x) dx (3.52)
bulunur ve matris formunda yeniden yazilirsa, eleman denklemlerinin son hali;
dT (x
1 1 -1 no| oT (@) / f(@)¢y (x .
R e filts ()6 (2) do |
dx

olur. Burada dikkat edilecek olursa, esitligin sol tarafl eleman katsayilar matrisidir.
Esitligin sag tarafindaki ilk terim sinir kogullarini, ikinci terim ise dig kuvvetleri ifade
etmektedir. Buraya kadar yapilan islemler, cubuk elemanin sadece ilk elemani icindir.
Diger ii¢ eleman, yani; (ro — x3), (r3 — x4) ve (x4 — x5) iginde, aym iglemler tekrarlanir.

Bu kapsamda; Problem 3.2 de, diger elemanlarin nasil olusturuldugu gosterilecektir.

3.2.1.3 Varyasyonel Yaklagim Yontemi

Bu yaklagimin, diger bir adi da matematiksel yaklagimdir ve gesitli hesaplamalar ile en iyi
yaklagim fonksiyonunun elde edilmesi saglanir. Bu yaklagim, hem basit hem de karmagik
yapidaki eleman tiplerine uygulanabilmektedir. Sonlu elemanlar yénteminin ¢ok biiytiik

boyutlara genisletilmesinde, énemli bir yer teskil eder [1].

3.2.1.4 Enerji Dengesi Yaklasim Yo6ntemi

Bu yaklagim; Boliim 3.2.1.2 de ayrintisi verilen agirlikh artiklar yontemindeki agirhikli
artik yerine, sistemin 1s1 veya mekanik enerji dengesini kullanilarak, eleman denklemlerini

olusturabilen yontemlerdendir [1].
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Problem 3.2 Sinar kosullari,
T(0,t) = 50 ve T'(20,t) = 500

ve sabit 181 kaynag f(x) = 10 geklinde verilmekte olan, 20 ecm uwzunlugundaki bir ¢ubugun;
5 em uzunlugundaki dort elemana boliinerek, (3.53) egitliginden de faydalanarak eleman

denklemlerinin olusturulmass.

Asagida, sabit 1s1 kaynagi ile 1sitilan 20 ¢m uzunlugundaki ¢ubuk modeli;

f(x)

T(0, t]! § % % % § }T(Eﬂ,tj —px
x=0

x =20

Sekil 3.3 Sabit 1s1 kaynag ile 1sitilan 20 ¢m lik gubuk eleman.

verilmis olup, buradan yola cikarak; agsagida Poisson denkleminin bir boyutlu formu ile
sonlu elemanlar yontemi i¢in ¢oziim bolgesinin modeli gosterilmektedir. Sistemi basit bir
sekilde modellemek icin; 20 em uzunlugundaki bir cubuk esit uzunlukta dort esit elemana

boliinerek, bes diigiim noktasi olusturulmustur.

Diigiim Noktalan
C 1 2 3 4 5
&

®Elm;nla@>

Sekil 3.4 Esit uzunlukta dort eleman ve beg diigiim noktali cubuk eleman.

Qubuk eleman dort esit pargaya boliindiigiinden, diigiim noktalar1 sirasi ile, ;1 = 0,
To =5, x3 = 10, x4 = 15 ve x5 = 20 cm e karsilik gelmek iizere, bu diigiim noktalarindaki
sicaklik degerlerinin hesaplanirken, (3.53) esitliginden yararlanarak eleman denklemleri
olugturulacaktir. Bu kapsamda ilk olarak; (x; — ) diigiim araligindaki birinci elemana
ait eleman denklemi olusturulacaktir. Burada x5 ve x; diigiimleri arasindaki mesafenin 5

cm olduguna dikkat ederek (3.53) esitliginden,

1 dT (331) T2
Ty — 2 (h—Ty) = — I + /I1 f(x)p, (x) dz, (3.54)
Ty — 71 (- +1T3) = de_fQ) + /:2f(x)¢2 (x) dx (3.55)
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esitlikleri elde edilir. Bu egitliklerin sagindaki ikinci terimler, ¢ncelikli olarak sirasiyla

hesaplanirsa;

o xr2 _ 5 _
F(2)ey (x)do = 105272 4o = [ 102 "%y — 25,
! 5-0
1 0

z1 Ty — 1

z2 x2 _ 5 _0
f(x)dy (x)dx = / 10 xlda::/log Od.r:25
1 1 0

To — T

xT

bulunur. Diger parametre degerleri ile birlikte, bu sonuglar sirasiyla (3.54) ve (3.55)

esitliklerinde yerine yazilirsa;

dT dT
02(Ty - Tp) = — d(x1> 25 = 02T — 0.2T% = — d(xl) + 25, (3.56)
Xz X
T dT
—02(Ty —Ty) = % 95 = 0274 + 027, = TLE2) o (3.57)
X

elde edilir. Bulunan bu degerler matris formunda;

dT (z

02 —02||m —%—1-25
- _ar

—02 02 || T dT (z2) | o
dx

elde edilir. Boylece (23 — x3), (x5 — x4) ve (24 — x5) diigiim araliklarindaki ikinci, iigiincii
ve dordiincii elemana ait eleman denklemleri, yine ayni sekilde (3.53) esitligi kullanilarak
olugturulacaktir. Bu kapsamda ikinci olarak; (z —3) diigiim arahgindaki ikinci elemana
ait eleman denklemi olugturulacaktir. Burada x3 ve x5 diigtimleri arasindaki mesafenin 5

cm olduguna dikkat ederek (3.53) esitliginden,

1 - dT (CL’Q) 3
s — T (T, = Ts) = B — + /12 f(z)py (x)dz, (3.58)
s — T (-T2 +T3) = defS) + /gl::‘csf(at)gb3 (x)dz (3.59)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerin sagindaki ikinci terimler, oncelikli olarak sirasiyla

hesaplanirsa;

3 3 _ 10 10 —
f(@)éy (@) de = / 10587 gy / 10202 g,
T2 5 10—-5

T2 T3 — T2

3 T r— 1 0 z—5
dr = 10 dr = 10 dr = 25
Cfeesds =[0I [Tt

T

bulunur. Diger parametre degerleri ile birlikte, bu sonuglar sirasiyla (3.58) ve (3.59)

esitliklerinde yerine yazilirsa;

dT (z2) dT (x2)

02(Ty —T3) = — =+ 252 0.21, — 02Ty = —— = + 25, (3.60)
dT dT
—0.2(Ty — T5) d(;’3) +25 = —0.2T% + 0.2T} = df3) +25 (3.61)
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elde edilir. Sistem denkleminin elde edilmesi i¢in, buraya kadar olan eleman denklemleri

birlestirilerek, yeniden matris formunda yazilirsa;

dT (x
0.2 ~0.2 0 T —# +25
Xz
—02 02402 -02 ||T|= 25 + 25
0 0.2 02 | |7 dT (z3) | o
dz

bulunur. Bu kapsamda, iigiincii olarak; (z3 — x,4) diigiim araligindaki {igiincii elemana ait
eleman denklemi olusturulacaktir. Burada z4 ve x3 diigiimleri arasindaki mesafenin 5 cm

olduguna dikkat ederek (3.53) esitliginden,

72 . o BT = —def?’) + / " (@) (@) da, (3.62)
e i 7 (-T3+T,) = de_f‘l) + /x4f(:c)gb4 (x) dx (3.63)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerin sagindaki ikinci terimler, oncelikli olarak sirasiyla

hesaplanirsa;

T4 T4 r 15 =y
f(@)ds () dr = / T “"dx:/ 05 = s
3 1

T3 Tyg — T3 0 15 — 10

4 ™ x— 13 15 2-10
i - [ 1 dr— [ 1 do =2
)6 ) d / 0L /10 0 =25

bulunur. Diger parametre degerleri ile birlikte, bu sonuglar sirasiyla (3.62) ve (3.63)
esitliklerinde yerine yazilirsa;

dT (x5) dT (x3)

02(Ts —Ty) = S 255 027, — 0.2T) = ——— > 425, (3.64)
dT dT
—0.2(T5—Ty) = # +25 = —0.2T% + 0.27 = d(“) +25 (3.65)

elde edilir. Sistem denklemini elde etmek igin, buraya kadarki eleman denklemleri yeniden

birlestirilerek, matris formunda yazilirsa;

02 02 0 o |[n —% + 95
X
—02 04 0.2 0 T) 50
0 —02 02402 -02 ||Ty 25 + 25
0 0 0.2 0.2 T AT (24) | o
- ~E L T |

elde edilir ve bu kapsamda son olarak; (x4 — x5) diigiim araligindaki dordiincii elemana

ait eleman denklemi olugturulacaktir. Burada x5 ve x4 diigtimleri arasindaki mesafenin 5
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cm olduguna dikkat ederek (3.53) esitliginden,

75 i$4 (Iy —1T5) = —de(;‘l) + /It—)k}“(x)qﬁ4 (x) dx, (3.66)
- - —(Ti+Ty) = AT lrs) +/w5f(g;)¢5 (v) da (3.67)

esitlikleri elde edilir. Bu egitliklerin sagindaki ikinci terimler, oncelikli olarak sirasiyla

hesaplanirsa;
5 x5 —x 0 20—z
der = 10 dr = 10 dr = 25
. f(x)oy (z)dx /z4 Ts — 24 € /15 20 — 15 X ’
5 oox— 1y 20 —15
de = 10 dr = 10 dxr =25
[t @ar = [T02 e~ [ Dot

bulunur. Diger parametre degerleri ile birlikte, bu sonuglar sirasiyla (3.66) ve (3.67)

esitliklerinde yerine yazilirsa, sirasiyla;

dT dT
0.2(Ty —Ts) = —% 4952 02T — 02Ty = — @) | on (3.68)
X X
dT dT
0.2(Ty—Ts) = d(%) 25 = —0.2T) + 0.2T; = d(%) +25 (3.69)
X X

elde edilir.

Buraya kadarki eleman denklemleri son kez birlegtirilerek, yeniden matris

formunda yazilirsa;

0.2
—0.2
0
0
0

—0.2
0.4
—0.2
0
0

0
—0.2
0.4
—0.2
0

0
0
—0.2
0.2+0.2
—0.2

0
0
0
—0.2
0.2

dT ($1)
dx
50

50

25+ 25
dT (135)

dx

+ 25

+ 25

sinir kogullarinin dahil edilmeden 6nceki sistem denklemi elde edilir. Sonlu elemanlarin;
sinir kogullarinin uygulanmasina iligkin 3.1.4. boliimiinde, sistem denkleminin ¢oziimiine
gecilmeden, sinir kogullariin dahil edilerek sistemin giincellenmesi gerektigi belirtilmigtir.

Boylece, T7 = 50 ve T5 = 500 oldugu problemde verildiginden, sistem giincellenmelidir.

Unutulmamalidir ki, de(;l) ve dféff’) siir kogullar: oldugu igin ihmal edilmezken, dfd(f),
de(:f?’) ve de(;“) i¢ siir kosullar1 oldugundan ihmal edilirler. Boylece, (3.54) denklemi
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yeniden diizenlenirse, agagidaki denklem:;

dT (z T2
02T, —Ty) = —%+/ F(2)é, (z) da
097, — 021, — —L@) o
~dx
a7
10021, = @), o
. dx
a7
(;1) — 020, = —15 (3.70)

bulunur. (3.55) ve (3.58) esitliklerinin ortak ¢ziimii ve siir kogullarimin uygulanmas ile;

dT ar
—0.2T1 +0.2T, = o) / f(2)y (x) dz = —10 + 0.2T, = d(‘”?) + 25,
x
dT d
02T, — 0273 = _ 4T (wa) + / f(@)py () dz = 0.2Ty — 0.2T3 = — (72) +25
dx . dx
elde edilir ve bu ifadelerin taraf tarafa toplanmasi ile agsagidaki denklem,
0.47, — 0.275 = 60 (3.71)

bulunur. (3.59) ve (3.62) esitliklerinin ortak ¢tziimii ve smir kogullarimin uygulanmasi ile;

dT 3 dT
dT dT
0.2T; — 0.2T, = / (@), (2) dz = 0.2T; — 0.2T) — d(;?’) o5

elde edilir ve ifadelerin taraf tarafa toplanmasi ile agagidaki denklem,
—0.275 4+ 0.475 — 0.2T; = 50 (3.72)

bulunur. (3.63) ve (3.66) esitliklerinin ortak ¢ziimii ve simir kogullarimin uygulanmas ile;

dT v ar
—0.2T3 +0.2T; = ﬂ+ / f (@)@, () dz = —0.2T; + 0.2T, = (;4)+25,
dT ar
0.27; — 0.2T; = / F(@)y () dz = 02T, — 100 = —TL1T4) | o

elde edilir ve bu ifadelerin taraf tarafa toplanmas: ile agagidaki denklem,

—0.2T + 0.4Ty = 150 (3.73)
bulunur ve son olarakta, (3.67) denkleminin yeniden diizenlenmesi ile agagidaki denklem;
—0.2T, +0.275 = % + /mjsf(m)% (x)dx

AT (ws) | o5 o _g.or, — 4T (@5)

—0.27, +1 .
0.274 + 100 I .

=75 (3.74)
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bulunur ve buradan (3.70)—(3.74) arasindaki denklemler matris formunda yeniden yazilirsa;

: 1A )] T
1 -02 0 0 0 y ~15
X
0 04 -02 0 0 T, 60
0 —02 04 -02 0 T, | =1 50
0 0 -02 04 0 T, 150
0 0 0 —02 —1| |47 (=z5) —75
i = L ]

elde edilir ve Scientific Workplace 5.5 paket programinda ¢ozdiiriiliirse sicaklik degerleri;

d7 dT
(1) =92.5,T, = 537.5, Ty = 775, T, = 762.5, (z5)
dr dx

=-T775

bulunur. Kesin ¢6ziim ve sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen sicaklik degerlerinin

kargilagtirilmasina iligkin cizelge asagida verilmigtir.

Cizelge 3.3 Analitik ve SEY ¢oziimlerinin kargilagtirilmasi.

T(x,5) Kesin Cézim Ile Elde Sonlu Elemanlar Yéntemi Ile
Edilen Sicaklik Degerleri Edilen Sicaklik Degerlen

T(0,1) 50 925

T(5,t) 537.5 537.5

T(10,t) 775 775

T(15,t) 7625 762.5

T(20,t) 500 —775

Elde edilen sicaklik degerlerinin karsilagtirilmas: Sekil 3.5 te oldugu gibi de gosterilebilir.

o e A s

600 -~ S375537S
500 [ e : i . ]

Py — m Kesin Coziim Ile Elde Edilen
Sicaklik Degerleri

skl Degerl eri

| 5925 ® Sonlu Elemanlar Yéntemi Ile

Elde Edilen Sicaklik Degerleri

1] r'-:'.:._.. -
-100 1.\]_“};\3--_...'.'_::_-..._._._____..
—~T{5,1)_ —T{10.1) ; T[-j_é t:| —_— =
Se——T20n S

Sekil 3.5 Analitik ve SEY c¢oziimlerinin kargilagtirilmasi.
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Problem 3.3 (Yaylardaki Yer Degistirmelerin Belirlenmesi) Asagida Sekil 3.6 da
gosterildigi gibi modellenen bir ucu sabit yani, bir mesnete (dayanaga) bagh, diger ucu F
kuvveti ile ¢ekilen, birbirine bagl dort tane yayin yer degistirmelerini (uzama,/sikigma)

belirleyebilmek i¢in, sonlu elemanlar yonteminin ¢éziim prosediirinin uygulanmas:.

YAYLAR P
e —e— = _—
DUG UM NOKTALARI :>

Sekil 3.6 Bir ucu sabit, digeri F' kuvveti ile gekilen yaylar [10].
1. Adim: Parcgalara Ayirma

Sonlu elemanlar yénteminde; birbirine bagh yaylar1 parcalara ayirmanin en kolay yolu,
her yay1 bir eleman olarak diigiinmektir. Dolayisiyla; yayin sonlu elemanlar modeli Sekil
3.4 te oldugu gibi, dort eleman ve bes diigiim noktasindan olusacaktir. Yayir meydana

getiren (x; — z5) diigiim arahigindaki birinci yay, yani; ilk eleman i¢in model ise agagidaki

F,—>e—|[[—— —F,

gibidir;

1.DUGUM 2.DUGUM
NOKTASI NOKTASI
i i » X
X1 X2

Sekil 3.7 Yaya karsilik gelen tek bir eleman [10].

Burada, F dig kuvvet ve i = 1,5 icin, ; yer degistirme degerleridir.
2. Adim: Eleman Denklemlerinin Eldesi - Sistem Denkleminin Eldesi

Bu kisimda; yay1 meydana getiren diigiimler sayesinde, eleman denklemleri olusturularak

sistem denklemi elde edilecektir.
kx =F (3.75)

burada £ yay sabitidir ve birim yer degistirme i¢in gerekli olan kuvvettir. x yayin baglangic
durumuna gore konumudur. F' ise yaya uygulanan ¢ekme ya da sikistirma kuvvettir.

Buradan 1. diigiim noktasini etkileyen F} kuvveti,
kizy — kipwe = Fy (3.76)
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dir. Burada z;, 7. diigiim noktasinin baslangi¢ konumuna gore yer degistimesidir. £;;, yay
sabiti ve birim yer degistirme icin gereken kuvvettir. Yani, j. diigiim noktasinda birim
yer degistirmeye neden olan i. diigiim noktasinda gerekli olan kuvvettir. Ornegin, ks
ile ifade edilmek istenen; 2. diigiim noktasindaki yer degistirmeye neden olan 1. diigiim

noktasinda gerekli olan kuvvettir. Yay hareketsiz yani herhangi bir kuvvet etki etmiyorsa,
F=0=F+F,=0=F=—-F (3.77)
bi¢iminde ifade edilir. Dolayisiyla 2. diigiim noktasini etkileyen F, kuvveti ise;

—ko171 + kogwa = F (3.78)

seklindedir. (3.76) ve (3.78) esitlikleri, belirli kuvvetlere karsilik, elemanlarin davranigin
tanumlar. Dolayisiyla, (x; — 25) diiglim araligindaki birinci elemana, yani yaya karsilik

gelen eleman denklemi matris formunda asagidaki gibi;

ki —ki2 I - F (3.79)
—ka1 koo T2 Fy
yazilabilir. Eleman denklemlerinin, genellikle matris formunda elde edilebilen dogrusal
denklem takimlarimi igerdigi, Boliim 3.1.3 te belirtilmistir. Dikkat edilecek olursa (3.79)

esitligi, (3.16) esitliginin modifiye edilmis halidir. Yani bu esitlik,

[k]{z} = {F} (3.80)
bi¢imindedir. Burada [k] eleman katsayilar matrisi, {x} yer degigtirme (diigiimlerdeki
uzama/sikisma miktarlar1) vektorii ve {F} de kuvvet (gekme/sikigtirma) vektoriidiir.
Dolayisiyla; ilk eleman denklemine kargilik gelen matris denklemi olusturulmusg olunur.
(x1 — z9) diigiim araligindaki ilk yay icin eleman denklemi elde edildikten sonra, yay:
meydana getiren (ry — x3) diigiim araligindaki ikinci yay, (3 — x4) diigiim araligindaki
figiincii yay ve son olarak da (z4 — x5) diigiim araligindaki dordiincii yay i¢in de, eleman
denklemleri olugturulmalidir. Dolayisiyla; (zo — x3) diigiim arahigindaki ikinci yay igin
de, eleman denklemleri aym sekilde olusturulursa;

kooxo — koszs = F, (3.81)
—k32$2+/{?331'3 = F3 (382)
seklindedir ve bu matris formunda asagidaki gibi;

koo —ka3 T2 Fy

_ (3.83)
—k3o k33 X3 Fy
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yazilabilir. Boylece; (z1 — x9) diigiim arahigindaki ilk yay ve (xo — x3) diigiim araligindaki

ikinci yay igin olusturulan eleman denklemleri birlestirilirse;

k11
—ka21
0

—Fk19
koo + koo
—ks3a

0
—kia3
kss

T

T2 -

€3

Fy

F

(3.84)

olur. Bu kapsamda, (r3 — z4) diigiim araligindaki {igiincii yay i¢in eleman denklemleri;

—kazx3 + kgay

kssxs — k3axy

F37

Fy

matris formunda agagidaki gibi;

k33

—kaz

—kiza
k44

X3

Xyg

(3.85)
(3.86)

(3.87)

yazilir ve buraya kadar elde edilen (7 — x3) , (z2 — x3) ve (x3 — x4) diigiim araliklarindaki

yaylar icin olusturulan eleman denklemleri yeniden birlestirilirse;

k11
—ka1
0
0

—k1a
ka2 + ka2
—k32
0

0
— ka3
kss + k33
—ka3

N (

0
0
—k4
Kaa

. \

\
T

X2

X3

X
4 /

(

\

Fy
Fy
F3
Fy

\

J

(3.88)

olur. Bu kapsamda, (x4 — x5) diigiim araligindaki son yay icin eleman denklemleri;

—ksax4 + k5575

kasxy — kass

F47

Fy

matris formunda agagidaki gibi;

k44
—hisa

- k45
k55

Ty

Ty

(3.89)
(3.90)

(3.91)

yazilir ve buraya kadar bulunan tiim eleman denklemleri, sistem denklemini olugturmak

iizere birlegtirilirse, bu sistem denklemi matris formunda;

k11
— Koy

0

0

0

— ko
kaa + koo
— kg
0
0

0
— ka3
kss + k33
ka3
0

0
0
—ks34
Kaa + Kaa
—ks4

0
0
0
—kas
kss
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x1
X2
x3
Ty

X5

)
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seklinde yazilabilir ve dikkat edilirse sistem denklemi,

(K] {a"} = {F"}

(3.93)

bigimindedir, yani simir kogullarmin uygulanmadan 6nceki hali elde edilmig olur [11].

Bununla ilgili ayrintil bilgi esitlik (3.17) de mevcuttur. Burada sistem matrisi yani diger

bir ifade ile tiim katsayilar matrisi [K];

kin —kiz O 0
—Fko1 2kye —koz O
(K] = 0 —ksy 2ksg —ksa

{F'} =4 0

Fs

\ 7

seklindedir ve {x*} ise, genigletilmis yer degistirme vektoriidiir.

0 0 — k43 2/’6‘44
0 0 0 —ks

0
0
0
—kas
kss

(3.94)

(3.95)

Eleman denklemleri

birlegtirildiginde i¢ kuvvetlerin ihmal edildigi, bir 6nceki 1sitilan gubuk 6rnegi de gz 6niine

almarak dikkat edilmelidir. Ilk ve son diigiim noktalar: haric, biitiin diigiim noktalar icin

{F*} =0 dur.

3. Adim: Sinir Kosullarini Uygulama

Baglangigta; yani, ;1 = 0 da bir tek sinir koguluna tabidir. Bu kosulun hesaba katilmasi

ve genel numaralandirma semasinin uygulanmasi ile sistem £ = 1 icin su hale indirgenir;

[ 7 (

T
X2
xs3
Ty

X5

)

(

N o ©o o M
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ve dolayisiyla sistem su anda;

[K]{z*} = {F*} (3.97)

bi¢imindedir ve siir kogullariin hesaba katildig) anlamina gelir. Esitlik (3.18) de bununla

ilgili bilgi mevcuttur ve sistem su anda coziilebilir haldedir.
4. Adim: Co6ziim ve Sonuglar1 Gosterme

k=1ve FF=1igin, o = 1,23 = 2,24 = 3 ve x5 = 4 seklinde elde edilir ve bu durum,

her bir yayin, birim yerdegistirme kadar uzadigini gostermektedir.

3.3 IKi BOYUTLU PROBLEMLER iCIN SONLU ELEMANLAR
YONTEMININ UYGULANISI VE MODELLENMESI

Problem 3.4 (Isitilan Plaka) Sonlu elemanlar yonteminin ¢ozim prosediiri, iki boyutlu

problemler i¢in 1sitilan plaka 6rnegine uygulanacaktor.
1. Adim: Parcgalara Ayirma

Iki boyutlu problemlerde sonlu elemanlar yéntemine gore ¢oziim bolgesi modellenirken,
cokgen elemanlardan faydalanilir. Tezde, basit ve modelleme agisindan kolay olan iiggen

elemanlardan yararlanilacaktir.
2. Adim: Eleman Denklemlerinin Eldesi

Bu adimda, bir boyutlu problemlerde oldugu gibi, sonlu elemanlar yénteminin ¢oziim
prosediiriinden yola c¢ikilarak; eleman denklemlerinin eldesinde, bir yaklasim fonksiyonu
geligtirilecektir. Yaklagim fonksiyonu olarak, Boliim 5.3.1.3 teki egitliklerden herhangi biri

de segilebilecegi gibi, burada; genelleme yapabilmek adina dogrusal yaklagim secilerek;
u(z,y) = ap + a1 + agy (3.98)

iicgen elemanin, eleman denklemleri olusturulacaktir. Burada; yaklagim fonksiyonu w

bagimh degisken, ag, a; ve ay katsayilar, x ve y de bagimsiz degigkenlerdir. Bu u (z,y)
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fonksiyonu, iiggen elemanin (x1,y1), (22,92) ve (x3,ys) diigiim noktalarindaki u;(x,y)

fonksiyonlarim saglamahdir. Dolayisiyla, bu u;(x,y) degerleri sirasiyla;

u(z,y) = ao+ a1x1 + a1, (3.99)
us(z,y) = ao+ a1 + azys, (3.100)
uz(r,y) = ag+ a1x3 + asgys (3.101)

seklinde yazilabilir. Matris formunda yazilacak olursa;

1 1y ag Uy
1 zo vy ar | = | ug (3.102)
1 23 ys a2 us

seklindedir ve buradan i = 0, 2 icin a; katsayilarii hesaplayabilmek icin ¢ncelikle;
Uggen eleman alani := p = x1ys — To2y1 — T1Y3 + T3y1 + TayYs — T3Yo (3.103)

seklinde tanimlanirsa, buradan;

us (T1y2 — Tay1) — Uz (T1y3 — T3y1) + U1 (T2ys — T3Yy2)

ag =
T1Y2 — T2Y1 — T1Y3 + T3Y1 + T2Ys — T3Y2
_ug (Tay3 — T3Y2) + us (T3y1 — T1y3) + uz (T1ye — Tay1)
- T1Y2 — T2Y1 — T1Y3 + T3Y1 + Tays — T3Y2
_ W (T2ys — @3Y2) + u2 (T3y1 — T1y3) + uz (T1y2 — Tay) (3.104)
. , )
g — W2 ys) —ua (Y —ys) Fus (0 — o)
T1Y2 — T2Y1 — T1Y3 + T3Y1 + T2Ys — T3y
o un (2 —ys) Fus (Y3 — y1) +us (Y1 — 1)
C TYe — Tay1 — T1ys + Tayr + TaYs — T3
_w (Y2 — y3) + u2 (y3 — y1) +us (Y1 — ¥2) (3.105)
. , )
0 — ug (x1 — w3) — uy (2 — x3) — uz (r1 — x2)
T1Y2 — T2Y1 — T1Y3 + T3Y1 + T2lYs — T3Y2
g (w3 — T) + up (11 — x3) + Uz (12 — T1)
C Tyye — Ty — T1Ys + T3y1 + T2y — Taye
_ uy (r3 — x9) + ug (v1 — x3) + us (T9 — 1) (3.106)

L

ag, a; ve ay katsayilar: bulunur ve bu katsayilarin (3.98) esitliginde yerine yazilmasi ile,

yaklagim fonksiyonu;

3
u(@,y) = Y Gt = dyur + dyus + daus
i=1

uy (Tays — T3y2) + Uz (w3y1 — T1Y3) + us (T1y2 — T2y1)
1
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n (Ul (y2 —y3) +u2 (y3 — y1) +uz (y1 — y2)> .

W
I (U1 (133 — xg) + U2 (ml — l’3> + us (1’2 — ZL’l)) y
7
_w (xoys — x3Ya) + Uz (T3y1 — T1Y3) + us (T1y2 — T2y1)
0
L (Y2 — y3) + ugw (y3 — 1) + usw (Y1 — ¥2)
L
+u1y (x5 — x2) + ugy (x1 — x3) + uzy (2 — 1)
o
_ U1T2Y3 — U1T3Y2 n U2T3Y1 — U2T1Y3 X U3T1Y2 — U3T2Y1
1% H Y
ULTYs — ULT U TY3 — UL UTY1] — U3T
+1y2 1y3+2y3 2y1+3y1 3LY2
2 2 1%

ULYT3 — UYL UYT1 — UYL UYLy — UYL
+1y3 1y2+2y1 2y3+3yz 3YT1
1% 1% 1%

. <(xzy3 — x3y2) + (T2 — 2y3) + (yos — ymz))

= w
7
<($3y1 —x1y3) + (xys — xyr) + (yo1 — yﬂﬂz))

+us

1
T —x Ty — T Ty — YT

+U3 (( 1y2 2y1) + ( y]. 3/2) + (y 2 y 1)) (3107)

"

seklinde elde edilir. Burada i = 1,3 igin u; degerlerinin diginda kalan ¢,, ¢, ve ¢5 sekil

fonksiyonlari ise, sirasiyla;

(xays — T3y2) + (xy2 — wys3) + (yr3 — yz2)

. | 3.108
1 - (3.108)
b (z3y1 — 21y3) + (zys — xy1) + (yo1 — yas) (3.109)
2 = ’ .
L
5 = @ way)+ (wylu— vys) + (yr2 — Y1) (3.110)

bicimindedir ve u, elemanlar icin ara degerleri, elemanin diigiim noktalarindaki degerlere

dayanarak, tahmin etmeyi saglayan bir yontem sunar. Burada,

¢1(7) + @a(z) + d3(x) =1 (3.111)

olmalidir. Elde edilen iki boyutlu eleman denklemlerinin, bir boyuttaki eleman denklem-
lerinden ¢ok daha karmagik oldugu goriiliir. Ancak u (z,y) fonksiyonlari, (3.98) esitliginde
oldugu gibi genellikle diisiik dereceli polinomlar oldugundan, eleman matrisinin eleman-

lar diisiik dereceli polinomlar ve katsayilardan olusacaktir.
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3. Adim: Tiim Co6ziimii Birlestirme ve Sinir Kosullarini Uygulama

Sonlu elemanlar yonteminde eleman denklemlerinin birlestirilmesi ile elde edilen sistem
denklemine sinir kosullarinin da dahil edilmesi, ¢ok daha biiyiik boyutlu problemlere
gecildiginde uygulamada hem c¢ok zaman almakta, hem de karmasik bir yapiya sahip
olmaktadir. Dolayisiyla burada, problemin ¢oziilebilmesi igin dikkat edilmesi gereken iki
onemli ozellik vardir. Bunlardan ilki; numaralandirma semasinin se¢imi, digeri ise; sistem

matrisinin bant matris olmasidir.

4. Adim: Co6ziim ve Sonuglar1 Gosterme

Yukaridaki 6rnek problemlerden de anlagilacag: iizere, sonlu elemanlar yonteminde; ¢oziim
bolgesi eleman aglar ile modellenmektedir ve ¢ok daha biiyiik boyutlara gecildiginde
modelleme agisindan zorluklar yagsanmaktadir. Karmagik yapidaki ¢oziim bolgeleri goz
oniine alindiginda, girinti ve gikintilara bagh olarak eleman sayilarinda artig yani, ag
olusumunda yogunluk meydana geleceginden, ag yapilarinda bozulmalar olacaktir. Yani,
¢Oziim i¢in daha fazla vakit harcanacagindan sikintilar cekilecektir. Hassas ¢oziimler elde
edilmek istenen bolgeler daha ¢ok elemanlara ayrilacagindan, analiz siiresinde artmalar
meydana gelecektir. Bununla birlikte, tezde belirtilen pek ¢ok sorundan dolay1, dordiincii
boliimde anlatilacak olan agsiz yontemler, niimerik yontemler acisindan bir alternatif

haline gelmigtir.
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BOLUM 4
AGSIZ YONTEMLER
4.1 AGSIZ YONTEMLERE GiRis

Agsi1z yontemler; giintimiize kadar gelistirilen, niimerik yontemlerin menfi durumlarini
ortadan kaldirmak, yahut en aza indirgemek ic¢in onerilmis, alternatif yontemler olup,
bu yontemler; zamandan tasarruf saglamasindan, modelleme icin etkili ve daha verimli
sonuclar vermesinden, ¢oziim esnekliginden, iistiin performans gostermesinden ve daha
pek cok miispet ozelliginden, dikkatleri tizerine ¢ekmis; ag yapisina ihtiyag duymadan ve
nizami dizilmesi zorunlu olmayan diigiimler araciligi ile, insan emeginden ¢ok giiniimiiz
teknolojisinden faydalanilarak, ¢oziimleme yapabilecegini kanitlamigtar.

Agsiz yontemler, adi1 gibi; herhangi bir ag ya da elemana ihiya¢ duymadan, keyfi diigiim
noktalar1 ile ¢oziim bolgesini sararak, yaklagim fonksiyonunu, bu diigiimler iizerinden
olusturur. Dolayisiyla; sonlu elemanlar yonteminde karsilagilan ag olusturma zorluklari,
bu yontemde goriillmez. Sonlu elemanlar yontemine oranla, daha kolay ve arastirilmasi
gereken ¢ok zengin bir alandir. Bununla beraber, pek ¢ok ugras gerektiren ve zaman alan
fiziksel problemlerde etkili sonuclar elde edildiginden, giiniimiizde en ¢ok tercih edilen
yontemler arasinda yer almaktadir.

Bu zamana kadar gelistirilen agsiz yontemlere, tam olarak ideal yontem denemez. Ciinkii;
bir yonteme ideal yontem diyebilmek icin, tiim ¢oziim asamasinda herhangi bir ag yapisina
(arka plan hiicreleri/golge hiirce yapilar1) gerek duyulmamalidir. Ornegin; agsiz yontem-
lerden, eleman bagimsiz Galerkin yénteminde golge hiicre yapilar1 mevcuttur. Bunun igin
yontem, tam olarak ideal sayillamamaktadir. Ancak, Atluri ve Zhu 1998 yilinda hiicre
yapis1 gerektirmeyen, gercek manada bir agsiz yontem gelistirmiglerdir.

Agsiz yontemler; ¢oziim bolgesinde ag yapilarina ihtiya¢ duymadan, sistem denklemini
olusturmaya calisir ve uygun sinir kosullar1 altinda, ¢oziim bolgesindeki diigiim noktalarini
kullanarak problemi cozer. Coziim bolgesine sagilan diigiimlere, alan diigiimleri denir ve

bu diigiimler birbirleri ile ag olugturmazlar [12].
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4.2 AGSIZ YONTEMLERIN TARIHCESI

Agsiz yontemlerde; ilk caligmalar 1977 yilina kadar ulagmaktadir. 1980 yilindan giiniimiize
kadar da, bu alanda kapsaml aragtirmalar neticesinde 6nemli gelismeler kaydedilmis ve
farkl yontemler gelistirilmigtir. Bu alanda yapilan ¢aligmalardan bazilari;

1992 yilinda Nayroles vd. difiize eleman Galerkin yontemini gelistirerek, ag yapisina
gerek duymadan diigiimleri toplamiglar ve diigiim noktalar1 arasindaki bogluklar ¢oziim
hassasiyetini etkilememigtir.

1994 yilinda Belytschko; difiize eleman bagimsiz Galerkin yontemi hakkinda aragtirmalar
yaparken, eleman bagimsiz Galerkin denilen yontemi gelistirmis ve sekil fonksiyonlarinin
eldesinde hareketli en kiigiik kareler yaklagimimi kullanarak, zor problemlerde daha hassas
sonuclar elde etmigtir. Sinir kogullarini uygularken de Lagrange carpanlari yonteminden
yararlanmigtir [13].

1998 yilinda Atluri ve Zhu, bu alanda ag yapisina (literatiirde gergek manada ag yapisi
olmamakla birlikte, benzeri bir yapi mevcut olup, genellikle bu yapilar arka plan hiicresi,
geri plan hiicresi ya da golge hiicre yapilar1 olarak ifade edilmektedir.) gerek duymayan
gercek manada bir agsiz yontem gelistirmiglerdir. Bunun diginda; 1980 yilinda Liszka
ve Orkizs genel sonlu farklar yontemini, 1992 yilinda Sulsky vd. hiicre metod partikiilii
yontemini, 1995 yilinda Liu vd. yeniden iiretilen cekirdek parcaciglr yontemini, 1995 ve
1996 yillarinda Babuska ve Melenk birimsel parcacik yontemini, 1995 ve 1996 yillarinda
Duarte ve Oden H-P toz bulutu yontemini, 1996 yilinda Onate vd. sonlu nokta yéntemini,
2000 yilinda Yagawa ve Furukawa bagimsiz ag yontemini, 2000 yilinda Zhu agsiz yerel sinir
integrasyon denklem yontemini, 2000 yilinda Atluri ve Zhu agsiz yerel Petrov-Galerkin
yontemini geligtirmiglerdir [12]. Giiniimiizde ise, bu agsiz yontemler halen geligtirilmeye

devam etmektedir.

4.3 AGSIZ YONTEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

Agsiz yontemler, agsagidaki Cizelge 4.1 incelendiginde, kategorilerine gore simiflara ayrilmis
ve kullanilan yontemler kargilarinda verilmigtir. Bu siniflar, asagidaki alt boliimlerde
kisaca ele alinacaktir. Tezde, yaklagim yontemine gore siniflandirilan, hareketli en kiigiik
kareler yaklagimini kullanan agsiz yontemler kategorisinden, agsiz yerel Petrov-Galerkin

yontemi tizerinde durulmus ve bu yontemin ¢oziim prosediirii aragtirilmigtar.
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Cizelge 4.1 Agsiz yontemlerin simflandirilmas [12].

SINIFLANDIEMA KATEGORILER YONTEMLER
Zawvif form olusturulmasma EBGY. RNIY, AYPGY,
gire agsiz vontemler YRNIY, vb.
i Giicli lugturulm
Formiilasyon tigld form olugt asma AKY. SNY. vb.

prosediiriine gére gire agsiz vontemler

Zavif ve giiclii formlarm Agsiz zavif-giiclii form

kombinasvonuna gire agsiz vintemler vintemleri, vb.

Hareketli en kiiciik kareler vaklagmmimi

AYPGY, EBGY, vb.
kullanan agsiz vintemler i s

Yaklagm fonksivonu icin integral DPHY. vb

Yaklasm

vontemine gére

acilimmi kullanan agsiz véntemler

Nokta interpolasyon vontemini RNIY. YRNIY. vb.

kullanan agsiz vontemler

H-PBULUTU, BPSEY,

lullanan agsiz véntemler vb.

DPHY, EBGY, RNIY,
AYPG, YRNIY, vb.
SDY, YSIDY, SNIY,
SRNIY, HRNIY, vb.

Diger interpolasvon gdsterimini

i Bilge tipi agsiz vontemler
Balge

gosterimine gére

Smir tipi agsiz vintemler

4.3.1 Formiilasyon Prosediiriine Gore Smiflandirma

Fiziksel problemleri sayisal olarak ifade edebilen denklemler, zayiflatilmig integral denklem-
lerine doniistiiriiliir ve zayiflatilmis formlar yardimi ile ¢oziim bolgesinde genel ya da yerel
olarak olusturulmusg arka plan hiicreleri kullamlarak, niimerik yontemler birkag cebirsel

denklem ile coziilebilir.

4.3.2 Yaklasim Fonksiyonu Uyumuna Goére Siniflandirma

Keyfi diigiim noktalar:1 iizerinde olusturulan yaklagim fonksiyonlari, agsiz yontemlerde
en sik kullanilan simiftir. Burada, fonksiyon yaklagik olarak tanimlanir ve degigkenlere
gore ¢oziim yapilir. Bu sinifa ait, Atluri ve Zhu tarafindan onerilen agsiz yerel Petrov-
Galerkin yontemi de, herhangi bir ag yapisina gerek duymayan gercek manada agsiz

bir yontemdir. Sekil fonksiyonlarinin eldesinde hareketli en kiigiik kareler yaklagimim
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kullanirlar ancak, hareketli en kiigiik kareler yaklagimi sekil fonksiyonlar1 Kronecker delta

ozelligini saglamaz.

4.3.3 Bolge Gosterimine Gore Simiflandirma

Bolge gosterimine gore simiflandirilan agsiz yontemlerde, sistem denklemi tiim bolgede
zayif ve giiclii formlar kullanilarak olusturulur. Coziim bolgesi ve sinirlar, alan diigiimleri
ile gosterilir. Bu smifa ait sinir tipi agsiz yontemlerde; sinir integral denklemi, baglangigta
fonksiyonlar kurulmasiyla olugturulur. Sistem denklemi; agsiz sekil fonksiyonlarindan
yararlanilarak, simnir diigiim noktalarindan bulunur.

Mukherjee ve Mukherjee sinir diigiim yontemini ¢nermisglerdir. Bu yontemde, sagilan
diigiimlere bagh kalmarak ¢oziim bolgesi gosterilir [14-15]. Diger siir tipi agsiz yontem
ise, yerel sinir integral denklemi yontemidir. Coziim bolgesinin siniri, dagilmig diigiimler

tarafindan gosterilir ve her alan diigiimii i¢in nizami yerel bolgeler kullanilir [16-17].

4.4 AGSIZ YONTEMLERDE SEKIiL FONKSIYONLARININ OLUSUMU

Bir bolgede, ek kogullar altinda verilen problemin niimerik ¢oziimii yapilirken; yontemin
¢oziim prosediiriine gore gekil fonksiyonlarindan yararlanilarak, yaklagim fonksiyonunun
hesaplanmasi gerekir. Ancak, sonlu elemanlar ve agsiz yontemlerde ¢oziim bolgelerinin
birbirinden farkli modellenmesi, sekil fonksiyonlarinin hesaplanmasinda farkhi yollarin
izlenecegi manasina gelmektedir. Aym zamanda, bir agsiz yontemin gelistirilmesinde,
sekil fonksiyonlariin olusturulmasi en énemli meselenin ¢oziime kavusturulmasidir.
Agsiz yontemlerde; ¢oziim bolgesi, keyfi alan diigiimleri ile temsil edildiginden, secilen
yerel diigiim noktalari, spesifik bir nokta i¢in olugturulur ve bu noktanin degigsmesi halinde,
sekil fonksiyonlar1 da degigir. Genellikle gekil fonksiyonlari olugturulurken hareketli en
kiigiik kareler yaklagimindan yararlanilir. Destek bolgesinde taniml birkag¢ alan diigiimii
bu sekil fonksiyonlarini olusturmak icin kullanildigindan, sekil fonksiyonlar1 bolge diginda
kullanilamaz. Boéliim 5.2 de bu bolgeler ayrintili olarak ele alinacaktir. Bu yontemlerde,
sekil fonksiyonlar1 énceden belli degildir ve ¢oziim agsamasinda hesaplanmalar1 gerekir.
Sistem matrisi olugturulurken ya da siir kogullar1 uygulanirken, ilgili noktalar icin gekil
fonksiyonlari ¢oziim esnasinda olugturulur.

Sonlu elemanlar yonteminde ise; sekil fonksiyonlari, 6nceden tanimlanmigtir. Yani, ¢oziime
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gecgilmeden once, sekil fonksiyonlar1 zaten bilinmektedir. Sonlu elemanlar yénteminin
sekil fonksiyonlari, diigiim noktalar1 tarafindan olusturulan, elemanlara dayal yaklagim

yontemleri kullanilarak olugturulur.

4.5 AGSIZ YONTEMLERIN OZELLIKLERI

Agsiz yontemlerde bulunmasi gereken temel 6zellikler, su sekilde siralanabilir:
Kararlilik: Sayisal olarak kararhh olmahdir. Burada iki durum s6éz konusudur. Ilki,
yaklagim kararl olmalidir. Sekil fonksiyonlarinin destek bolgesindeki diigiim noktalarinin
durumuna gore, dengeli olmasi gerekir ve bu keyfi olarak dagitilan diigiimler kullanilarak
olusturulan moment matrisi A mn da iyi kosullanmis olmasim gerektirir. Ikinci durum
ise, ¢ozlim kararli olmalidir.

Kapsamhilik: Keyfi ve yeteri kadar alan diigiimii, bolgeyi iyi bir gsekilde kapsamalidir.
Tutarhilik: Yontem, belli bir tutarlilik derecesine kadar desteklenebilir olmalidir.
Uyumluluk: Genel zayif form kullanmildiginda ¢oziim bolgesi iginde; yerel zayif form
kullanildiginda ise, yerel karesel alan boyunca sekil fonksiyonlarimi kullanan yontemler
uyumlu olmalidir. Yani; agsiz yontemlerde gekil fonksiyonlari, yerel destek bolgelerine
dayali olarak olusturulmustur. Bu nedenle, destek bolgesi ¢oziim bolgesine tagindiginda
bu sekil fonksiyonlarimi kullanarak, yaklasik olarak hesaplanan alan fonksiyonu siirekli
olmayabilir. Kisaca, yaklasim siirekli ise uyumlu, aksi halde degildir.

Kompaktlik: Coziim bolgesi, destek bolgesi diginda sifir olarak kabul edilmelidir. Ayni
zamanda kompaktlik, her bir eleman denklemini olusturmak icin gereklidir ve biiyiik
sistemler i¢in son derece énemlidir.

Kronecker Delta Ozelligi: Sekil fonksiyonlar: Kronecker delta 6zelligini tasiyorsa, ideal
sekil fonksiyonu ozelligine sahiptir. Eger sekil fonksiyonlar: bu ¢zelligi tasimiyorsa, gerekli
sinir kogullarini uygulamak igin 6zel sartlar gereklidir. Sonlu elemanlar yonteminde sinir
kosullar1 uygulanirken; sekil fonksiyonlar1 Kronecker delta ozelligini sagladigindan, bu
sinir kosullar1 denklemde dogrudan yazilabilir. Hareketli en kiigiik kareler yaklagimi ile
elde edilen fonksiyon diizgiin bir egri veya yiizey olup; diigiim degerlerini gecemez. Bu
nedenle; hareketli en kiiciik kareler yaklasimi gekil fonksiyonlari, genel olarak Kronecker
delta ozelligini saglamamaktadir.

Hesaplanabilirlik / Verimlilik: Fonksiyon hesaplama acisindan basit ve ayni zamanda

verimli olmalidir.
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4.6 AGSIZ YONTEMLERIN KATEGORILERI

Agsiz gekil fonksiyonlarinin eldesi igin etkili yaklagim yontemlerinin gelistirilmesi, agsiz

yontemlerin aragtirilmasinda en énemli konulardan biridir [18].

Cizelge 4.2 Agsiz yontemlerin kategorileri [18].

KATEGORILER AGSIZ YONTEMLER

Dhizgiin Parcacik Hidrodinamigi Y dntemi,
Yeniden Uretilen Cekirdek Parcacig: Yontemi
Hareketli En Kiictik Kareler Yaklasma,

" Nokta Interpolasyon Yontemi (RIY ve RNIY)

Diferansivel Gésterimi —® Genel Sonlu Farklar Yontemi

Integral Gosterimi —»

Seri Gasterimi

(izelge incelendiginde agsiz yontemler; integral, seri ve diferansiyel gosterimine gore iig
kategoriye ayrilmigtir. Tezde, seri gosterimi kategorisine giren hareketli en kiiciik kareler
yaklagimi, agsiz sekil fonksiyonlarinin eldesinde en sik kullanilan yaklagimdir. Bolim 5 te,
bu agsiz yontemlerden biri olan agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi sekil fonksiyonlarinin

eldesinde de, bu yaklasimdan yararlanilacaktir.
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BOLUM 5
AGSIZ YEREL PETROV-GALERKIN YONTEMI (AYPGY)

Agsiz yerel Petrov-Galerkin yénteminin cesitli bigimleri Atluri vd. tarafindan onerilmis

ve geligtirilmigtir [19-20].
5.1 COZUM PROSEDURU

Cizelge 5.1 Sonlu elemanlar yontemi ve agsiz yontemlere ait ¢oziim prosediirii.

SEY AYPGY
(Geometrilerin
‘,,,.-r‘*""”fl Olusturulmasi \-\‘_
Agm (Elemanm) Diigiim noktalarmin

olugturulmasi olusturulmast
Onceden tanmlanmis elemanlar Yerel destek bélgelen
iizerinde sekil fonksivonlarmin olusturulduktan sonra sekil

olusturulmasi fonksivonlarmin olusturulmasi

e sl

Sistem denkleminin
olusturulmasi

Uvgun degiskenlerle
¢oziilmesi

(izelgede, sonlu elemanlar ve agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemlerinin kargilagtirmali
¢oziim prosediirii yer almaktadir. Her iki yontemde de, ¢oziim bolgesine ait geometriler
olusturulduktan sonra, ele alinacak yonteme gore, ag ya da diigiim noktalar1 belirlenir.
Yaklagim fonksiyonlar: olusturulurken, sekil fonksiyonlar: bulunur ve sinir sartlari da dahil
edilerek, sistem denklemi elde edilir. Uygun degiskenler ile ¢oziim yapilarak, prosediir

tamamlanir.
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Sonlu elemanlar yonteminin ¢oziim prosediiriinde oldugu gibi bu yontemde de; ilk adimda
problem modellenirken, diigiim noktalar1 yerlestirilerek ¢oziim bolgesi olusturulur. Ikinci
adimda, diigiim noktalarindan faydalanilarak, agirlik fonksiyonlarimin da kullanilmasi ile
sekil fonksiyonlar1 ve buna bagh yaklagim fonksiyonu elde edilir; tigiincii adimda, sistem

denklemi elde edildikten sonra son adimda, dogrusal denklemler coziiliir.

5.2 BOLGE GOSTERIiMi

Bu kisimda; problemin ¢oziim bolgesinin, sonlu elemanlar ve agsiz yerel Petrov-Galerkin
yontemi agisindan nasil modellenecegi aragtirilacaktir. Sonlu elemanlarda, elemanlar
numaralandirilarak modelleme gergeklestirilir. Eger, cubuk elemanlar kullanilirsa; bir
boyutlu problemler i¢in elemanlarin yiizeyleri diiz ¢izgilerden, iki boyutlu problemler i¢in
diiz yiizeylerden olugur. Bu yiizeylerin gosterim dogrulugu, eleman sayisi ile orantili
olarak degisir. Burada, daha cok elemanin kullanilmasi demek, egri yiizeylerinin daha
da belirginlesmesi anlamina gelir. Ayrica ¢oziimiin dogrulugu ve verimliligi, kullanilan
teknolojiye bagh olarak degisebilir. Eleman sayisi ile ¢oziim siiresi arasinda yine dogru
orant1 s6z konusudur.

Agsiz yerel Petrov-Galerkin yonteminde ise; iki ve daha biiyiik boyutlu problemlerde, dort
bolgeden bahsedilecektir. Bunlar; ¢oziim bolgesi, yaklasim bolgesi, etkilegsim (kesigim)
bolgesi ve destek bolgesidir. Tezde; bu bolgeler, alt bagliklar halinde kisaca incelenecektir.
Ancak, destek bolgesi gekil fonksiyonlarinin eldesi i¢in 6nem arz ettiginden ayrintili olarak
ele alimacaktir. Coziim bolgesi disinda kalan diger ii¢ bolge, alan diigiimlerinin diigiim
araligina gore tanimlanmaktadir. Bundan sonra alan diigiimlerinin diigiim araligi, d,,. ile

ifade edilecek ve Boliim 5.2.4.1 de ayrintili olarak ele alinacaktir.

5.2.1 Coziim Bolgesi

Agsiz yerel Petrov-Galerkin yonteminde; ¢oziim bolgesi, daginik diigiimlerin kiimesi ile
gosterilecek olup, diigiim yogunlugunun her yerde ayni olmasi gerekmez. Sonlu elemanlar
yontemindeki elemanlarin yerini, bu yontemde diigiimler almaktadir. Problemin, [a, b]
araliginda verildigi diisiiniildiigiinde bu arahk i = 1,n icin, 2, = a,%9,23,...,%, =
b olmak iizere n — 1 tane alt araliga boliiniir. Burada x; ler diigiim noktalari olarak

ifade edilir [1]. Diigiimlerin yogunlugu ¢oziim hassasiyetini etkilediginden hassas ¢oziim
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yapilmak istenen bolgede, diigiim yogunlugu arttirilmalidir. Asagida Sekil 5.1 de ¢oziim

bolgesi ve sinir1 érneklendirilmigtir.

Sekil 5.1 (oziim bolgesi ve diigiim noktalari.

5.2.2 Yaklasim Bolgesi

Coziim bolgesindeki I diigiim noktasi igin yerel alt bolge 2; ve K diigiim noktasi igin
yerel alt bolge Qg ile gosterilsin. K ve I diigiim noktalar1 i¢in yaklagim bolgeleri, Sekil
5.2 de gosterilmektedir.

Sekil 5.2 K ve [ diigiimleri igin yaklagim bolgesi.

K diigiim noktasinin yaklagim bolgesi, ¢oziim bolgesinin tam olarak icinde iken; I diigiim

noktasinin yaklagim bolgesi ¢oziim bolgesi ile kesigmektedir.

i el c;:rfj,

W

Qe

Sekil 5.3 I digiimii igin yaklasim bolgesinin biiyiikliigii.

Sekil 5.3 te goriilecegi iizere, I diigiim noktasi i¢in yaklagim bolgesinin biiyiikligii = ve y

koordinatlarina gore;

Ay = CLIXdort (51)

ay = ar X dopy (5.2)
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seklinde hesaplanir. Burada a; analiz parametresi ve ayn1 zamanda yaklasim bolgesi

biiyiikliik ¢arpani olup, keyfi olarak belirlenir. I diigiim noktasinin yaklagim bolgesinde,

Gauss kareleme noktalarinin dagilimi ise agagidaki Sekil 5.4 te orneklendirilmigtir.

_— Gauss Noktalan

E x x x T
x Y YO x| a
x x x x ]
x x iy x x J_
a, *>

Sekil 5.4 [ digiimiiniin yaklagim bolgesinde Gauss kareleme noktalar:.

5.2.3 Etkilesim (Kesisim) Bolgesi

Her diigiim noktasi igin, etkilesim bolgesi olusturulur. Sekil 5.5 te goriildiigii tizere, I, K

ve M diigiim noktalari; G; noktasinda, yer degistirme yaklagimina katilmigtir. Ciinkii; G4

noktasi, bu diigiim noktalarinin etkilesim bolgesinde yer almaktadir. G5 noktasinda ise;

I ve M diigiim noktalari, yer degistirme yaklagimina katilmigtir. Burada (G; noktasi, Go

noktasinin etkilesim bolgesinde degildir. Diigiim noktasina karsilik gelen bolge etkilesim

bolgesi iken, Gauss noktasina karsilik gelen bolge destek bolgesidir. Bir (G; noktasinin

destek bolgesi, Gauss noktasinda yer degistirme yaklagimina katilan I, K ve M diigiim

noktalarim kapsar. Diger yandan GG noktasinin destek bolgesi, I ve M diigiim noktalarim

kapsar.
....-'""--'_--""\_-.. e
K diigimiiniia i — Rt =
etkilegim bilgesi . - \'\\"
= F__-?{ I 3 R -..I"
I ||I }S' E X x ]
X X I x
| I ~ ¥a
R - G
T x - | J_\
T X 1 X A"
i X J | s Y
[ ] X \
! x ,_'_,_J-"f:} |
|| X ‘I- X X ||
\ /
1 ammﬂ-u-“nx '-3(,’/ J

cikilegim bélgesi ———

s
M dipimantn -
etkileyim bdlgesi

Sekil 5.5 I, K ve M diigiimlerinin etkilesim bolgeleri.

Bir alan diigiimii icin, etkilesim bolgesinin yaricapi;

Tw = ay X dort
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seklinde hesaplanir. Burada a;, etkilesim bolgesinin biiyiikliik ¢carpani ve aynmi zamanda

bir analiz parametresi olup, keyfi olarak belirlenmektedir.

5.2.4 Destek Bolgesi

Destek bolgesi, agsiz sekil fonksiyonlarinin eldesi i¢in énem arz ettiginden, tezde ayrintili
olarak ele alinacaktir. Destek bolgelerinin biiyiikliigii bundan sonra d ile ifade edilecek
olup, alan diigiimlerinin dagilimina gore segilmelidir. Aksi halde, yaklagim fonksiyonu
hassas olamaz. Yani, destek bolgesindeki alan diigiimlerinin ortalama araligi d,,.; ile
destek bolgesinin biiyiikliigii d, tutarl olmaldir. Destek bolgesindeki merkez xg nokta-
simin yaklagim dogrulugu, Sekil 5.6 ve Sekil 5.7 de gosterildigi iizere; bolge igerisinde
kalan diigiim noktalarina baghdir. Dogru ve verimli bir yaklagim saglamak icin uygun
destek bolgeleri secilmelidir. Problemin gartlarina ve boyutuna gore, destek bolgesinin

biiyiikligii ve sekli belirlenir.

Dzirezs] (Jemberzal)
Dizztek Bolgaler

Derdez X
Moktaz

Sekil 5.6 Dairesel (Cembersel) destek bolgeleri (r,: destek bolge boyutu).

Dikdértgensel Destek Bélgeleri

Metker XQ Noktas:

Sekil 5.7 Dikdortgensel destek bolgeleri (z-y koordinatlarinda bolge boyutu 7y, ve ry,).

Iki boyutlu problemlerde, merkez z¢g noktasinin, destek bolgesinin biiyiikliigii;
ds = Qg X dort (54)
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ile bulunur. Burada ay, destek bolgesinin gercek boyutunu kontrol ettiginden, kontrol
parametresi olarak adlandirilir ve analizden 6nce, keyfi olarak belirlenir. Bu ¢ogunlukla,
deneme yanilma ile bulunur ve a; € [2, 3] araliginda, pek ¢ok problem igin verimli sonuglar
vermektedir. d, ise; merkez x¢ noktasindaki diigiim araligl ve aynm zamanda diizgiin
sekilde dagilmis komsu diigiim noktalar: arasindaki uzakliktir. Ornegin; a, = 2.5 secilirse;
yaricapl, ortalama diigiim araliginin, 2.5 kat1 olan bir destek bolgesi anlamina gelir. Bu
kapsamda, gercek diigiim noktasi sayisi n ise, destek bolgesindeki tiim diigiim noktalarinin

sayisinca belirlenebilir [18].

5.2.4.1 Ortalama Diigiim Araliginin Belirlenmesi

Alan diigiimleri arasindaki mesafe hesaplanirken; bir boyutlu durumlarda (5.5) esitligi,
iki boyutlu durumlarda (5.6) esitligi ve ii¢ boyutlu durumlarda (5.7) esitligi kullanilir.
Ancak, diigiimler nizami bir sekilde siralanirsa; (5.4) esitliginden yararlanilir.

_ D
(nDS - 1)

Burada D;, yaklagik (5.4) esitligindeki deger gibi kabul edilebilir. np,, toplam diigiim

dort = (55)

noktasi sayisidir.

VAs
doppy 1= ———>— (5.6)
VALY Vi 1

Burada A, tahmini destek bolgesinin alanidir ve iyi derecede tahminde bulunmak gerekir.

ise, Ay alanli tahmini bolgenin kapsadigi, diigiim noktasi sayisidir.

3
V'V
Ay 1= — V05 (5.7)
FNyg — 1

Burada V;, tahmini destek bolgesinin hacmi iken; ny, ise, Vs hacimli tahmini bolgenin

nAS

kapsadig1 diigiim noktalarimin sayisidir.

Burada, (5.5), (5.6) ve (5.7) esitliklerinin, (5.4) esitliginde yerine yazilmasi ile, destek
bolgesinin biiyiikliigii ds bulunur. Yani; d,.; belirlendikten sonra, keyfi dagilan diigiim
noktalarindan bir merkez x¢ noktasinin, destek bolgesinin biiytikliigi olan d,, rahathkla
bulunabilir. Dolayisiyla, probleminin boyutuna gore; D, veya A, veya V; verilerek, merkez
x¢g noktasinda, destek bolgesinin biiytikliigii d, tahmin edilir. Probleminin boyutuna gore;
D, veya Ay veya V; tarafindan kapsanan npg, nag ve ny, yi veren diigim noktasi sayisi
bulunur. Problemin boyutuna ve diigiimlerin diziligine gore diigiim araligi hesaplanirken,

(5.4), (5.5), (5.6) veya (5.7) esitliklerinden yararlanilir [18].
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5.2.4.2 Destek Bolgesinin Sekil Fonksiyonlar1 Acisindan Onemi

Destek bolgeleri belirlenirken iki énemli durum vardir. ilk durumda, Sekil 5.8 de oldugu
gibi, spesifik X noktasi merkez olarak secilerek, destek bolgesi olugturulur ve bu bolgede
igindeki diigiimler kullanilarak, Boliim 5.3.1 de anlatilacak olan spesifik X noktasinin

sekil fonksiyonlar1 olusturulur.

Deestel: Bolzesi

: Spesifik Nokiz »:Alzn Diifimler

Sekil 5.8 Spesifik X noktasini merkez alan destek bolgesi.

Ikinci durumda ise; Sekil 5.9 da oldugu gibi, spesifik X noktas: hangi destek bolgesi icinde
yer aliyor ise, o bolge icin sekil fonksiyonu eldesinde kullanilir. Burada, alan diigiimleri
merkez alinarak destek bolgesi olugturulur. Yani; 1,2 ve 3 numarali alan diigiimlerinin
destek bolgeleri, spesifik X noktasini kapsadigindan, o alan diigiimleri sekil fonksiyonlari-
nin eldesinde kullanilir. Eger bagka alan diigiimleri de bu spesifik X noktasini kapsar ise,
onlar da sekil fonksiyonlarinin eldesinde dahil edilirler. 4 ve 5 numarali alan diigiimlerinin
destek bolgeleri ise, spesifik X noktasini kapsamadigindan, sekil fonksiyonlar: eldesinde

dikkate alinmagzlar.

Yersl Destel Bolmaleri T
W e

M SpesifikNoktr  #:Alzn Dl

Sekil 5.9 Alan diigiimlerini merkez alan destek bolgesi.

Bu durumlardan ikincisi, ¢oziim bolgesi igerisinde keyfi dagitilan diigiimler ve buna
bagh genig diigiim araliklarinin olugmasindan dolayi, kullanim acisindan daha verimlidir
[12]. Dolayisiyla, yukarida belirtilen durumlar, agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi gekil

fonksiyonlarinin eldesinde dikkat edilmesi gereken hususlardir.
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5.3 YAKLASIM FONKSIYONUNUN OLUSTURULMASI

Yaklagim fonksiyonu elde edilirken; spesifik noktadaki yer degistirme degeri, noktanin
destek bolgesinde alan diigiimlerinin kiimesi ile temsil edilir. Burada, destek bolgesindeki
yer degistirmeler, diigiim degerleri agisindan siirekli tanimlanir. Siirekli tanimlanan bu
fonksiyona, sekil fonksiyonu adi verilir. Agsiz yerel Petrov-Galerkin yonteminde; h, destek
biiyiikliigii olmak iizere, yaklagim fonsiyonu u” (z) ile ifade edilir. Bu " (x) fonksiyonu-
nun hesaplanabilmesi i¢in Boliim 5.3.1.2 de ayrintili ele alinacak olan, hareketli en kiiciik
kareler yaklagimindan yararlanilir. Bu yontemde; sonlu elemanlar yontemindeki gibi ag
olusumu gerceklestirilmediginden, yer degistirme elemanlar1 ¢oziim bolgesinde, destek
bolgesinin yaklagim degerlerini kullanir. Spesifik noktanin destek bolgesi, farkl biiyiikliik
ve sekle sahiptir. Destek bolgesi, u" (z) fonksiyonunu olusturacak diigiim noktalarim
belirler. Yerel destek bolgeleri, cembersel ya da dikdortgensel olarak segilebilir. Sonlu
elemanlar yontemi sekil fonksiyonlar: ise; elemanlar tizerinden olusturulur. Eger, dogal

koordinat sistemi kullanilirsa, sekil fonksiyonlar: her bir eleman ic¢in ayni 6zelliktedir.

5.3.1 Sekil Fonksiyonlarimin Eldesi

Burada; agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi sekil fonksiyonlarinin eldesine iligkin bilgiler
verilecektir. Coziim bolgesinde, bir yer degistirmenin, u(z) bilinmeyen skaler degeri yani,
yaklagim fonksiyonu;

m

u(z) = ul(x) =Y P () a; (x) (5.8)

i=0
seklindedir. Burada, P(x) ile taban vektorii, m ile monomial (terim) sayisi ve a; () ile de,
katsayilar vektorii ifade edilecektir. Monomiallerin tam kiimesi, P(x) olarak kullanilabilir.
Dolayisiyla, bir boyutlu problemlerde taban matrisleri sirasiyla; sabit yaklagim (5.9),
dogrusal yaklagim (5.10), karesel yaklagim (5.11) ve kiibik yaklagim (5.12) esitligindeki;

PT(z) = [1],, , monomial sayist = 1 (5.9)
PT(z) = 1 x sz , monomial sayisr = 2 (5.10)
Pl(z) = 1 = x2 i|1><3 , monomial sayist = 3 (5.11)
PT(z) = 1 = 22 23 ]1x3 , monomial sayist = 4 (5.12)
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gibidir [21-23]. Iki boyutlu problemlerde ise, taban matrisleri olusturulurken, Sekil 5.10

deki Paskal iicgenindeki monomiallerden yararlanilir.

9 4 )i
0. dereceden ([" s By = l)

1
| 210!
7 1
X : ¥ 1. dereceden (—[“ g = ;;)
 IRHISICE PP O 211!
' e %
v x) y 2.dereceden [ (2 T2 _ 6
L ' 2121
: cy : e ; 3 d d 2+ 3)!
v (I v - dereceden | “——— = 19
_________ | IO , 213
I
: 1L X In y! 4 dereceden(M o LE)
L________::::f:____: ________ | A4l T

Sekil 5.10 Paskal ii¢geni [12].

Bu durumda, taban matrisleri sirasiyla; sabit yaklagim (5.13), dogrusal yaklagim (5.14),
karesel yaklagim (5.15), ve kiibik yaklasim (5.16) esitligindeki;

P (x)
P (z)
P (x)

P (z)

1 ]1><1 , monomial sayist = 1 (5.13)
: 1 =y Lxg , monomial sayist = 3 (5.14)
: 1z y 2% zy o? ]1><6 , monomial sayist = 6 (5.15)
1 xy 2?2 xy yr 2 2%y wy? P ]1x10 , monomial sayist = 10(5.16)

gibidir [23-32]. Ug boyutlu problemlerde ise, taban matrisleri olusturulurken, Sekil 5.11

deki Paskal piramidindeki monomiallerden yararlanilir.

0. dereceden
(|33;1!}i! _ ])

.l_daere]qleden
(I 5:1!"“)

2. dereceden

=)
(m n_ 10)
32!

Sekil 5.11 Paskal piramidi [12].
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Bu durumda, taban matrisleri sirasiyla; sabit yaklagim (5.17), dogrusal yaklagim (5.18),

karesel yaklagim (5.19) ve kiibik yaklagim (5.20) esitligindeki;

Plz) = |1 ] , monomial sayist = 1 (5.17)
1x4

Plz) = |1 2 y = ] , monomial sayisr = 4 (5.18)
L 1x4

PT(z) = 1 zy 2z 22 2 22 zy zz yz , monomial sayise = 10 (5.19)
i 1x10

Pl(z) = |loyza®y? 2% ayazyz o3y 22 2%y 2%z ay? v?2 227 y2? wyz (5.20)

wzo7z07ni(17rsayzsz:20 1% 20

gibidir [33]. Dolayisiyla burada belirtilen monomial sayilari ise;

(d+c)!
d!c!

Monomial sayst := (5.21)

seklinde hesaplanmaktadir. Burada, d ¢oziim bolgesinin boyutu; c ise, tamligin sirasidir.
Ornegin; iic boyutlu problemlerde, 3. dereceden tamlik icin 20 monomial vardir. Yani,

(d+¢c)!  (3+3)! 6!

aa 33 3@ Y

Monomial saysr =

dir. Yani, monomial sayisinin 20 bulunmasi, taban vektoriiniin 20 elemandan olusacagi

anlamina gelir ve bu;

3

PT (2) = {1zyza®y® 2% ay vz yz 2® y° 2% 2Py 2?2 ay? Pz 02? y2® wyz} (5.22)

seklindedir. (5.8) esitligindeki a;(z) ile belirtilen katsayilar vektorii ise ¢ = 0, m igin;

al (x) = {ao(v), a1 (), as(z), ..., am(z)} (5.23)

seklindedir. Agirliklandirilmig yerel artik denklemin J ile simgelenmesi durumunda;

J = Zwl PT (x;) a; (x sz r —x;) [u"(2) —ﬁi]Q (5.24)
=0

seklinde ifade edilir. Burada, w; agirlik fonksiyonudur ve destek bolgesi icinde ¢oziim
yapildigindan w; (x — x;) > 0 seklindedir. n ise, destek bolgesindeki diigiimlerin sayisidir.
Hareketli en kiiciik kareler yaklagiminda kullanilan diigiim sayisi n, bilinmeyen katsayilarin
sayisindan ¢ok daha biiyiik oldugundan, u"(z) fonksiyonu diigiim degerlerini gecemez. u;

ise; u"(x) fonksiyonunun x = x; diigiim noktalarina karsilik gelen, destek bolgesindeki
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hayali skaler degerler yani, hayali yer degistirme degerlerinin vektoriidiir. Bu egitlikte,
bilinmeyen alan fonksiyonunun yaklagim ve diigiim degerleri kullanilarak olusturulan
fonksiyon, agirliklandirilmig artiktir. Agirhiklandirilmig yerel artik denklemler minimize
edilerek, a; (z) katsayilar: bulunur. Yani bu durum; J nin, a; (x) katsayilarina gore kismi

diferansiyelinin alinarak, sifira esitlenmesi ile miimkiindiir. Dolayisiyla;

aJ
Ja; (x)

=0 (5.25)
seklinde ifade edilir ve bu ise, agagidaki dogrusal iligkiler dizisine yol acar;

A(x)a;(x) = B(z)uy; (5.26)
Burada u;, yani; destek bolgesindeki hayali yer degistirmelerin vektorii, i = 0, n igin;

u; = {ug, uy, .oy Uy} (5.27)
seklinde ifade edilir. A(x), moment matrisi olarak adlandirilir ve;

A(w) = PTWP = éwi(x)P(xi)PT(:pi) r éw (w — ) P(w) P (x1) (5.28)

seklindedir. Bu matris simetrik bir kare matristir ve burada, matris ¢arpiminin birlegme

ozelliginin varlig1 da unutulmamalidir. B matrisine ise; Vandermonde matrisi denir ve
B(z) = PTW = | wo(z)P(x0) wi(z)P(zy) ... wy(z)P(z,) (5.29)

seklinde yazilir. Buradan, a;(z) katsayilarinin elde edilebilmesi igin; (5.26) esitliginde, her

iki taraf A~!(z) ile genisletilerek yeniden diizenlenirse;
a;i(r) = A~ (2) B(x)u; (5.30)

elde edilir ve bulunan bu esitlik, (5.8) esitliginde yerine yazilmasi halinde;

u(z) = ZPT(@@(@ — ZPT(x)A—l(x)B(m)u,- (5.31)

yaklagim fonksiyonu elde edilecektir. Burada, u; hayali yer degistirme degerleri diginda
kalan ifadeler, z noktasinin destek bolgesinde secilen n tane diigiime karsilik gelen hareketli

en kiiciik kareler yaklagimi sekil fonksiyonlarimin vektoriidiir ve bu ise;

u(x) = ZPT(x)A’l(x)B(x)ui = Z@(m)ui (5.32)
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seklinde yazilabilir. Burada ¢,(z) sekil fonksiyonlarinin vektorii olup, matris formunda,;
6,(x) = PT(x) A~ () B(x) (5.33)

bi¢imindedir [21-42]. Buradan goriilecegi iizere, agirhik fonksiyonlar;; A ve B matrisleri
ile gekil fonksiyonlarinin eldesinde devreye girdiginden, ¢6ziim ic¢in énem arz etmektedir.
Agirlik fonksiyonlarimin dogru secilmesi halinde, hareketli en kiigiik kareler yaklagimi sekil
fonksiyonlar tiim ¢oziim bolgesinde siirekli olmaktadir. Sekil fonksiyonlarinin siirekliligi;
P, A ve B nin siirekliligine, ayn1 zamanda; A ve B nin olusumunda agirlik fonksiyonlar:
etkili oldugundan, agirlik fonksiyonlarinin da siirekliligine baglidir. Bu nedenle, hareketli
en kiigiik kareler yaklagiminin performansinda agirlik fonksiyonu etkin rol oynamaktadir.

Bu kapsamda agirlik fonksiyonlar1 Boliim 5.3.2 de ayrintili olarak ele alinacaktir.

5.3.1.1 Hareketli En Kiigiik Kareler Yaklasimi (HEKY)

Hareketli en kiiciik kareler yaklagimi, yiizey olusumu icin tasarlanmig, Lancaster vd.
tarafindan da dagimik veri yaklagimi icin kullanilmigtir. Ayni zamanda, fonksiyonlarin
seri gosterimi igin, bir yontem olarak ortaya atilmigtir [43].

Hareketli en kiiciik kareler, alan diigiimlerini kullanarak destek bolgesinde spesifik bir
nokta igin olugturulur. Burada secilen n diigiim sayisi, (5.28) esitligindeki A matrisinin
yaklagim kararliligini saglamak icin yeterli olmalidir. Diigiim sayisinin teorikte en iyi
degeri miimkiin olmadigindan, sayisal deneylerle bulunabilir. Tezde de, agsiz yerel Petrov-
Galerkin yontemi sekil fonksiyonlar: olusturulurken yaygin olarak kullanilan bu yaklagim

yonteminin ¢oziim prosediirii incelenecektir.

5.3.1.2 Hareketli En Kiigiik Kareler Yaklagsimi C6ziim Prosediirii

Agsi1z yerel Petrov-Galerkin yonteminde sekil fonksiyonlar: elde edilirken, spesifik bir
nokta icin Boliim 5.3.1.3 te ele alinacak olan yaklagimlardan herhangi biri, yaklagim
fonksiyonu olarak secilir ve fonksiyona baglh diigiimlerdeki yerel artik denklemler yazilir.
Devaminda, yerel artik denklemler agirhklandirilarak minimize edilir ve ¢ = 1,7 icin,
a;(x) katsayilar1 bulunur. Bu katsayilar, yerel yaklagim fonksiyonunda yerine yazildiktan
sonra da, sekil fonksiyonlar: elde edilir. Son olarak, spesifik noktada olugturulan yerel

yaklasim, genel yaklasima doniistiiriilerek prosediir tamamlanir.
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Hareketli en kiiciik kareler yaklagiminda kullanilan diigiim sayis1 n, bilinmeyen katsayilarin
sayisindan ¢ok daha biiyiik oldugundan Sekil 5.12 de goriildiigii tizere u(x) fonksiyonu

diigiim degerlerini gegemez.

.

¢

> X

X0 X1

Sekil 5.12 Yaklagim fonksiyonuna gore diigiim noktalarmin durumlar: [20].

Hareketli en kiiciik kareler yaklagiminin amaci; x; noktalarinda, u; hayali skaler degerler
yardimu ile stirekli bir u"(x) fonksiyonu olusturmaktir. Kisaca yontem; @; kesin diigiim
degerleriyle, uygulanan wu; egri degerleri yani hareketli en kiiciik kareler yaklagimi ile elde
edilen hayali skaler degerler arasindaki farki en aza indirmeyi amaclar. Hareketli en kiiciik
kareler yaklagimini1 anlamak icin, Sekil 5.13 te belirtilen 6rnek incelenmelidir. Burada,
yaklasim yapilmak istenen degerler i = 0, 3 icin u; degerleridir.

Spesifik 113
u.l] Nokta 112
]

u1 T/_

wo e -

W1 w2

\ .X

Xt X1 Xz X3 o

Sekil 5.13 Spesifik noktanin 6rnek dort diigiim noktasina gére durumu.

Bu kapsamda; oncelikle [44] kaynaginda ele alinan iglem adimlar1 genigletilerek, iki ve
ii¢ boyutta yaklagim fonksiyonlarinin eldesinde uygulanmigtir. Boylece destek bolgesinde
ele alinacak ornek dort diigiim noktasinda, iki ve ii¢ boyutta yerel yaklagim fonksiyonu
olarak, genelleme yapabilmek adina dogrusal yaklasim fonksiyonu secilmis ve yaklagim

fonksiyonlarinin davranisi arastirilmigtar.
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5.3.1.3 Segilen Spesifik Bir Nokta I¢in Kullanilabilecek Yaklasim Fonksiyonlar:

Bir boyutlu problemler igin secilebilecek yaklagimlardan; sabit, dogrusal, karesel ve kiibik

yaklagimlar sirasiyla asagida verilmistir:

u(z) = ap, (5.34)
u"(z) = ap+ ay, (5.35)
u(z) = ag+arx + axa’, (5.36)
u'(z) = ap+ a1z + agr? + aza®, (5.37)

u(z,y) = ao, (5.38)
u(z,y) = ao+ ax + ag, (5.39)
u"(z,y) = ao+ ax + ayy + asr® + agxy + asy?, (5.40)
u'(z,y) = ao+ a1z + agy + asr? + agry + asy?

tagx® + arx’y + asxy® + agy®, (5.41)

Uc boyutlu problemler icin sabit, dogrusal, karesel ve kiibik yaklagimlar sirasiyla;

u(z,y,2) = ao, (5.42)
u(z,y,2) = ag+ a1z + axy + asz, (5.43)
u'(z,y,2) = ag+ arx + agy + asz + agx® + asy? + agz’

+arxy + agrz + agyz, (5.44)
uM(z,y,2) = ag+ ax + agy + asz + agx? + asy? + g2’

+arry + asrz + agyz + aror® + any® + a2’

2 2 2 2
+a132°Y + 14272 + A152Y° + A16Y° 2

+a1722% + a18y2> + ar9Ty2, (5.45)

seklinde olup, daha biiyiik boyutlara genisletilebilir.
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5.3.1.3.1 Bir Boyutlu Problemlerde, Sabit Yaklagim icin C6ziim Prosediirii

Burada, (5.34) — (5.37) arasindaki esitliklerden herhangi biri, bir boyutlu problemlerde
kullanilabilecek yaklagimlar olup; énce (5.34) esitliginden yararlanarak Boliim 5.3.1.2 de

belirtilen hareketli en kiigiik kareler yaklagiminin ¢oziim prosediiriine uygulanacaktir.
1. Adim: Yerel Yaklasim Fonksiyonunun Belirlenmesi

Bu adimda; yaklagimin derecesi belirlenecektir. Sekil 5.13 te goriildiigii tizere, spesifik
herhangi bir nokta i¢in (Burada spesifik nokta y olarak isimlendirilmistir.), yerel yaklagim

fonksiyonu olarak sabit yaklagimin asagidaki gibi;

u"(y) = ao(y) (5.46)

secilmesiyle hareketli en kiigiik kareler sekil fonksiyonlar: elde edilmeye calisilacaktir.
2. Adim: Diigiimlerdeki Yerel Artik Denklemlerin Eldesi

Bu adimda; i = 0, 3 igin u; yer degistirme degerlerine, (5.46) esitliginde belirtildigi haliyle

yaklagim yapilarak yerel artik denklemler sirasiyla,

Ro(y) = ao— uo, (5.47)
Ri(y) = ao—ui, (5.48)
Ro(y) = ao— us, (5.49)
Ry(y) = ao—us (5.50)

yazildiktan sonra bu denklemler agirliklandirilir. Agirliklandirilmig J artik terimine,
(5.24) esitliginde daha énce kismen deginilmistir ve burada hatirlanarak, ayrintili olarak

incelenirse;

J = Ew [PT (z) a; (2) — @)° = é%(y) [u" () — )

~ éwxy) (R: () = gwxymf (v) (5.51)

seklinde ifade edilir ve buradan agirhklandirilmis yerel artik terim, i = 0, 3 icin;

J =wo(y) R (y) + wi(y) R} (y) + wa(y) R3 (y) + ws(y) R3 () (5.52)

seklinde yazilabilir.
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3. Adim: Agirliklandirilmis Yerel Artik Denkleminin Minimizasyonu

Bu adimda; yerel artik denklemler agirliklandirildiktan sonra, segilen yerel yaklagim
fonksiyonundaki ¢ = 0,n igin, a;(z) katsayillarimin eldesinde kismi diferansiyel iglemi
uygulanarak sifira egitlenir. Burada, yerel yaklasim fonksiyonu olarak sabit yaklagim
alindigindan, sadece ag katsayisina gore iglem yapilacaktir. Yani,

0J

. = ° (5.53)

yazilmasi ile yerel artik denklem minimize edilmig olur. Dolayisiyla, (5.52) esitliginden

yola cikilarak, oncelikle agirliklandirilmig yerel artik terim;

J = wo(y)R; + wi(y)RY + wa(y) R + ws(y)R3

= wo(y) (ap — uo)” + wi(y) (a0 — u1)* + wa(y) (ao — uz)” + ws(y) (@ — us)*  (5.54)

seklinde yazilir ve bu egitlikten yararlanarak; (5.53) esitligi olusturulursa;

0J
87 = 211)0 (CL() — Uo) + 211)1 (CLO — Ul) + 2?1)2 (CLO —3 UQ) ot 2103 (CL() — U3)

0
= 2a0w0 == 2UOU}0 -+ 2&0?1]1 — 2u1w1 -+ 2&011)2 — 2'LL2UJ2 —+ 2@0'{1}3 . 2U3U)3
= 2&0(1U0 + w1 + wy + 1U3) -2 (ZUQU() + wiuq + wole + ’LU3U3> =0,

2@0(1[]0 + wy + wy + w3> =2 (w()U() + wiuy + waug + w3u3) s

=
Wolp + Wiy + Wally + W3
S g = 0Uo + Wiy + Wally + W3lU3 (5.55)
Wo + w1 + wa + w3

ap katsayist bulunur ve bu a;(x) katsayilar dordiincii adimda yerine yazilarak yaklagim

fonksiyonu elde edilir. Aymi zamanda; burada, i = 0, 3 igin, > w; # 0 dir.
4. Adim: Spesifik Nokta I¢in Yerel Yaklasimin Eldesi

Bu adimda; (5.55) egitligi ile bulunan ay katsayisi, yerel yaklagim olarak segilen (5.46)

esitligindeki sabit yaklasimda yerine yazilirsa;

_ wo(y)uo +wi(y)ur + wa(y)us +ws(y)us _ R wily)w: . _ o
ST w@) o) fwy) twl)  Swy) 0 (5.56)

spesifik noktadaki yerel yaklagim fonksiyonu elde edilir. Burada ) w;(y) # 0 olup, bu

adimdan sonra yerel yaklagim genel yaklagima gevrilmelidir.
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5. Adim: Yerel Yaklagsimin Genel Yaklasima Doniigtiiriilmesi

Bu son adimda ise; (5.56) egitliginde y goriilen yerlere, x yazilmasiyla;

> wiT)u
—Z 0 (@) (5.57)

genel yaklagim elde edilir ve bu egitlik (3.7) esitligindeki formata benzemektedir. Boylece;

ul(z) = ag(x) =

yaklagim fonksiyonu, sekil fonksiyonlar ile yer degistirme degerlerine bagh olarak elde

edilmektedir. Bu son esitlikten, u; degerlerinin ¢ikartilmas ile;

¢, = Z Z e (5.58)

hareketli en kiigiik kareler yaklagimi gekil fonksiyonlar: elde edilir [19]. Burada iigiincii
adimdan sonraki kisim, daha yiiksek boyuttan problemleri de kapsayacak genel formun
eldesi adina (5.26) — (5.33) esitlikleri arasindaki bilgiler ele alinarak yeniden hesaplanacak
olursa; bir boyutlu problemlerde incelenen ¢rnek dort diigiim noktasi ve sabit yaklagim
i¢in taban matrisi (5.9) esitliginden yararlanarak;

P = [ Po(1) Py(1) Py(1) By(1) ] = [ 1111 } (5.59)
seklinde yazilir. Agirlik matrisi W, bir kogsegen matristir ve,

wo ()

(5.60)

( 0 0
0 w(x) 0

0 0  wy(x)
I 0 0 0 |

bicimindedir ve sekil fonksiyonlarinin eldesi icin gereken, A, A~! ve B matrisleri, sirasiyla;

A = P'wWPpP
- - T - - - -
1 wo () 0 0 0 1
B 1 0w (x) 0 0 1
1 0 0  wy(x) 0 1
1 0 0 0  ws(x) 1
= [ wo (@) + wr (2) +ws (@) +ws (2) | = (5.61)
elde edilir ve buradan A matrisinin tersi;
1 T 1
AT = [ g @) + n (@) + s (o) +us (@) | = o (5.62)
1
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seklinde bulunur. B matrisi ise;

B = P'w
—_ _T —_ —
1 wo ()

(
0
1 0
0

1

= | wo(z) wi(x) wa(z) ws(z) (5.63)

seklindedir. Buradan (5.30) esitliginden yararlanarak ao(z) katsayis,

Wo (l’) Up + W1 (I) U + wa (.T) U + W3 (I) us
wo () + wy (x) + wy (z) + ws (x)

bulunur. Yani, istenilen yaklagim fonksiyonu elde edilmis olunur. A, A~! ve B matrisleri,

ap(x) = (5.64)

(5.33) esitligindeki denklemde yerine yazilirsa, buradan da sekil fonksiyonlar: elde edilir.

5.3.1.3.2 Bir Boyutlu Problemlerde, Dogrusal Yaklasim I¢cin C6ziim Prosediirii

Bir 6nceki boliimde, (5.34) esitliginden yararlanarak bir boyutlu problemler igin hareketli
en kiigiik kareler yaklagimi gekil fonksiyonlari elde edilmigtir. Bu kisimda ise; (5.35)
esitliginden yararlanarak, Boliim 5.3.1.2 deki hareketli en kiiciik kareler yaklagiminin

¢Oziim prosediirii uygulanacaktir.
1. Adim: Yerel Yaklasim Fonksiyonunun Belirlenmesi

Bu adimda; Sekil 5.13 te oldugu gibi, spesifik bir nokta icin, yerel yaklagim fonksiyonu

olarak (5.35) esitligi ile verilen dogrusal yaklagimin;
ul(z) = ag + arx (5.65)
secilmesi ile ilk adim gerceklestirilmis olur.

2. Adim: Diigiimlerdeki Yerel Artik Denklemlerin Eldesi

Bu adimda; i = 0, 3 icin, u; yer degistirme degerlerine, (5.65) esitliginde belirtildigi haliyle

yaklagim yapilarak yerel artik denklemler, sirasiyla;

Ro(x) = ag+ ajxg — uo, (5.66)
Ri(x) = ag+ a1y — uyq, (5.67)
Ry (x) = ag+ ajxe — us, (5.68)
Rs(z) = ag+ajzs —us (5.69)
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elde edilir ve bu denklemler agirliklandirildiktan sonra minimize edilerek, ¢ = 0,1 igin,

a;(x) katsayilar1 bulunur.

3. Adim: Agirliklandirilmis Yerel Artik Denklemin Eldesi ve Minimizasyonu

Bu adimda; yerel artik denklemler ikinci adimdaki gibi yazildiktan sonra, agirliklandirilmis

yerel artik denklem, i = 0,3 icin (5.51) esitliginde belirtildigi iizere;

J = woR2 +w R+ wyR: 4 wsR2
= wp (ag + a1y — u0)2 + wy (ag + a1y — u1)2

+wo (ao + a1x9 — u2)2 + w3 (Clo +ajxr3 — 'LL3)2 (570)

bulunur ve burada yerel yaklasim fonksiyonu olarak dogrusal yaklagim alindigindan aq ve

ay katsayilaria gore kismi diferansiyel alinarak, sifira esitlenirse;

o] _, 9 _

- _ by .71
8@0 ’ 8(11 0 (57)

agirhiklandirilmig yerel artik denklem minimize edilmis olur. Boylece, ilk olarak ag kat-

sayisina gore kismi diferansiyel alinip, elde edilen ifade sifira esitlenirse;

oJ

o = 2wo (ag + a1xg — ug) + 2wy (ag + a1y — uy)
0

+2ws (ag + a1re — ug) + 2ws (ag + a1z3 — u3)

= 2wgag + 2wparry — 2woty + 2wrag + 2wia1r1 — 2w1U
+2wqag 4 2wea1x9 — 2wols + 2wsag + 2w3a1r3 — 2w3us

= 2ap (wo + wy + we + w3) + 2a1 (WeTo + W1x1 + WaTa + W3T3)

—2 (woup + wiuy + wous + wsuz) = 0, (5.72)

a; katsayisina gore kismi deferansiyelinin alinip, elde edilen ifadenin sifira esitlenmesi ile;

0J

87 = 2?1]0.%’[) (CZO + a1xg — 'LL()) -+ 2w1331 (CI/O +a1xr1 — Ul)
1

+2waxs (ag + ar1re — ug) + 2wsxs (ag + a1x3 — u3)
= 2woxoag + 2w0x3a1 — 2woxoug + 2w x100 + 2w1x%a1 — 2wy Uy
+2weToag + 2w2x§a1 — 2w ToUs + 2wsx3a0 + 2w3x§a1 — 2ws3x3Us
- 9 9 2 2 2 2
= ao (’LU()QUO + wixy + wars + ngg) + 2aq WL + w1y + WaXy + W3Tq

—2 ('woilf()Uo + wir1U1 + WaZlaUs + w3x3u3) =0 (573)
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elde edilir. (5.72) ve (5.73) esitliklerindeki degerlere kargilik gelecek sekilde;

3
Y1t = ) w = wo + wy + wy + ws, (5.74)
i=0
3
Yo 1= D Wik = Wolo + W1T1 + WaTy + W33, (5.75)
i=0
3
Vi o= SwiTt = wexg 4+ wi a3 + woxs + waws, (5.76)
i=0
3
Vi ot = Do Wil = Wolly + Wiy + Wally + W33, (5.77)
i=0
3
Vs i = szxluz = WeToUg + W1T1UL + WaLoUo + W3T3U3 (578)
i=0

Y1 Va5 V3, V4 Ve V5 ifadeleri tammlanirsa, (5.72) ve (5.73) esitlikleri sirasi ile;

2007, + 2017, — 274 = 0, (5.79)

2a0775 + 20173 — 2y = 0 (5.80)

olur ve (5.79) esitligi —v5 ile (5.80) esitligi v, ile genisletilerek taraf tarafa toplanirsa,

_ 275 — V43

5.81
Y3 — 7173 (5:81)

Qo

bulunur. (5.79) esitligi v, ile (5.80) esitligi de —v, ile genisletilerek taraf tarafa toplanirsa,

g = YoV4 — Y175

5.82
73— 717 (5.82)
bulunur ve elde edilen i = 0,1 icin bu a;(z) katsayilar1, yerel yaklagim fonksiyonunda

yerine yazilir. Diger taraftan (5.79) ve (5.80) esitlikleri matris formunda;

Y1 2 (o Va

T2 V3 ax s
yazilarak egitligin solundaki ilk matrisin tersinin alinmasi ve egitligin sagindaki matris ile
garpilmasi sonucu i = 0, 1 igin, a;(z) katsayilarinin sirasiyla, (5.81) ve (5.82) esitligindeki
hali ile elde edilebilecegi goriiliir. Bu adimdan sonra, a;(x) katsayilar1 dérdiincii adimda

yerine yazilarak yaklagim fonksiyonu elde edilecektir.
4. Adim: Spesifik Nokta I¢in Yerel Yaklasimin Eldesi

Bu adimda; (5.81) ve (5.82) esitlikleri ile bulanan aq ve a; katsayilari, yerel yaklagim olarak

belirlenen (5.65) esitligindeki dogrusal yaklagimda yerine yazilirsa yaklagim fonksiyonu;

— — - VT) — — Yol
i) = 2205 00s | BT s, T (72 712) V4 (Y3 — Y2) (5.83)
Y2~ 7173 Y2 — V173 Y2 — 7173
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elde edilir. Buradan da, sekil fonksiyonunun agik bir gekilde ifade edilebilmesi i¢in (5.58)
esitliginde oldugu gibi yazildiktan sonra, u; degerlerinin bu ifadenin diginda tutulmasiyla,
ilk diigiim noktasi i¢in gekil fonksiyonu;

_ WoZTo7Y2 — Wo73 i WoYo — w037071$

by = 5.84)
0 Y3 — 7173 Y3 — 7173 (

seklindedir. Diger diigiim noktalarindaki sekil fonksiyonlar: da, ayni sekilde elde edilebilir.
Burada {icilincii adimdan sonraki kisim, daha yiiksek boyuttan problemleri de kapsayacak
genel formu elde etmek adina (5.26) — (5.33) esitlikleri arasindaki bilgiler ele alinarak
yeniden hesaplanacak olursa; bir boyutlu problemlerde incelenen 6érnek doért diigiim nokta-
s1 ve dogrusal yaklagim i¢in taban matrisi (5.10) esitliginden yararlanarak;
Po(1) Py(1) F(l) F(1 " 1
pr — 0( ) O( ) 0( ) 0( ) _ (585)
Pi(wo) Pi(z1) Pi(z2) Pi(xs) To Ty T2 T3
seklinde elde edilebilir [45]. Agirhik matrisi W; burada (5.60) esitligindeki gibidir. Sekil

fonksiyonlarmin eldesi icin gerekli olan, A, A~! ve B matrisleri, sirasiyla;

A = P'WP
1 xo-T-wO(x) 0 0 0 111 xo-
B 1 o 0 wy () 0 0 1 o
- 1 m 0 0 wy () 0 I
_1 r3 || 0 0 0 w;;(x)__l 3 |
- o -
B wo () wy (x) wy () ws (x) 1 =
N | Zowo () 2wy () zowq (x) z3ws(X) 1 x
1 23
B [ Wo + w1 + wa + w3 ToWo + XT1W1 + ToWse + X3Ws3
- | Towo + T1w1 + Towz + 3w worF + w1aT + wa3 + Wi}
_ Y1 T2 (5.86)
| T2 T3
elde edilir. A matrisinin tersi ise;
R e (5.87)
g1 Q22

2x2
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seklindedir ve bu matris elemanlarina karsilik gelen ifadeler, sirasiyla;

V3 V2 p) 71

il = —"5 12 = —5 ) a1 = 55— 22 = =5 ——
Yo — 7173 Yo — 7173 Y2 — Y173

3 — 7173

seklindedir. Vandermonde matrisi B ise asagidaki gibi;

B = P'W
| wo () 0 0 0 ]
B 1111 0 w(x) 0 0
N Ty T1 Ty X3 0 0  wy(x) 0
_ |0 0 0  ws(x) |
_ wo(z) wi(z) wy(r) ws(x) (5.88)
| Zowo () 2wy () zowq (x) z3ws(X)

elde edilir. A, A~! ve B matrisleri bulunduktan sonra bulunan, bu degerler, (5.33)

esitligindeki denklemde yerine yazilirsa, sekil fonksiyonlar: elde edilir.

5.3.1.3.3 Iki Boyutlu Problemlerde, Dogrusal Yaklasim i¢in C6ziim Prosediirii

Bir boyutlu problemler i¢in ilk olarak, cok boyutlu problemlere temel tegkil etmesi adina
(5.34) ve (5.35) egitliklerinden yararlanilarak, hareketli en kiigiik kareler yaklagimi ¢ziim
prosediirii uygulanmigtir. Bu kisimda ise, iki boyutlu problemler icin hareketli en kiiciik
kareler yaklagimi ¢oziim prosediiriiniin nasil uygulanacagi aragtirilacaktir. Bu kapsamda;
Boliim 5.3.1.3 teki, (5.38) — (5.41) arasindaki esitliklerden herhangi biri de iki boyutlu
problemler igin yaklagim fonksiyonu olarak secilebilecegi gibi, aragtirma agsindan (5.39)
esitligindeki dogrusal yaklagim tercih edilmis ve Sekil 5.13 teki gibi, 6rnek dort diigiim

noktasi ele alinarak, hareketli en kiiciik kareler yaklagimi ¢oziim prosediirii incelenmistir.
1. Adim: Yerel Yaklagsimin Belirlenmesi

Bu adimda, Sekil 5.13 te oldugu gibi, spesifik bir nokta igin, yerel yaklagim fonksiyonu

olarak (5.39) esitligi ile verilen dogrusal yaklagim;
u(z,y) = ag + a17 + azy (5.89)

secilerek, hareketli en kiigiik kareler yaklagimi sekil fonksiyonlar: elde edilecektir.

62



2. Adim: Diigiimlerdeki Yerel Artik Denklemlerinin Eldesi

Bu adimda; i = 0, 3 i¢in, u; yer degigtirme degerlerine, (5.89) esitliginde belirtildigi haliyle

yaklagim yapilarak yerel artik denklemler, sirasiyla;

Ro (7,y) = ao+ a0+ azyo — uo, (5.90)
Ry (z,y) = ao+ a1z + asyr — u, (5.91)
Ry (z,y) = aog+ a1z + asys — us, (5.92)
Ry (x,y) = ao+aizz + azys — us (5.93)

elde edilir ve bu denklemler agirliklandirildiktan sonra minimize edilerek, i = 0,2 icin,

a;(x) katsayilar1 bulunur.
3. Adim: Agirliklandirilmis Yerel Artik Denkleminin Minimizasyonu

Bu adimda; yerel artik denklemler ikinci adimdaki gibi yazildiktan sonra, agirhiklandirilmig

yerel artik denklem, i = 0, 3 icin (5.51) esitliginde belirtildigi iizere;

J = 'LU[)R% + wlRf + UJQR% + ngg
= wo (ap + a1 + azyo — U0)2 +wy (ag + a121 + agyr — U1)2
+ws (ag + a1z + asys — U2)2 + ws (ag + a1 + agys — U3)2

a% + 2aq (120 + a2yo) + 2 (a1a20Y0)

e wU
+a2x? + ady? + ud — 2ug (ag + arzo + asyo)
at + 2ag (arz1 + asyr) + 2 (a1asmiy;)
"‘U)l
"‘a%m% + a%y% + U% — 2uy (ap + a1x1 + azyy)
ag 4 2ag (a172 + azys) + 2 (a1a22y2)
+wo

+a%x§ + a%y% + U% — 2uy (ag + a122 + azys)

+ws ag + 2ag (173 + azys) + 2 (a1a275y3) (5.94)

+a%$§ + a%yg + U% — 2U3 (CL() + a1x3 + Cbgyg)

bulunur ve burada yerel yaklasim fonksiyonu olarak dogrusal yaklagim alindigindan ag, a;

ve as katsayilarina gore kismi diferansiyel alinarak, sifira egitlenirse;

0J

day

o] _, 9 _

—_—= — =0
8@0 ’ 8@1 ’

0 (5.95)
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agirhiklandirilmig yerel artik denklem minimize edilmis olur. Boylece, ilk olarak ay kat-

sayisina gore kismi diferansiyel alinip, elde edilen ifade sifira esgitlenirse;

0J

— = aqg(wy+wy +we+w
dag 0(0 1 2 3)

“+aq (xowo + T1wy + Towo + SL’3’U)3)
+as (Yyowo + y1w1 + Yaws + Ysws)

— (U()’wo + uqgwy + usws + u3w3) = 0, (596)

a; katsayisina gore kismi diferansiyelinin alinip, elde edilen ifadenin sifira egitlenmesi ile;

o0J

8_ = Q (Iowo + riw1 + roawg + l’gwg)
ai

+ay (worg + Wiz} + warh + w3}
+as (Toyowo + T1Y1w1 + TaYows + T3yzw3)

— (zouowo + T1u1wy + oUWy + xr3uzwsz) = 0, (5.97)

ay katsayisina gore kismi diferansiyelinin alinip, elde edilen ifadenin sifira egitlenmesi ile;

oJ

Dan = ao (Yowo + Y1w1 + Yows + Yysws)
a2

+ay (Toyowo + T1Y1w1 + TaYows + T3Y3w3)
+ay (woyg + wiy; + ways + wsy3)

— (Youowo + Yrurwr + Yousws + Yyzugws) = 0 (5.98)

elde edilir. Burada (5.96) — (5.98) araligindaki esitlik degerlerine karsilik gelecek sekilde;
i = 1,5 igin v, ifadeleri, sirasiyla; (5.74) — (5.78) arahgindaki esitliklerde tamimlandigin-

dan, hatirlamak icin tekrar;

3
V1o = QWi = Wo + Wi+ Wa + Wa,
i=0
3
Yo I = Z.ﬁﬂUZ = ToWyo + T1Wq + TolWoy + T3Ws,
i=0
3 2 2 2 2 2
Vg 1= D Wi = woky + wir] + weky + wsrs,
i=0
3
Y4 0= ZUZ’LUZ = UgWy + ULW1 + UgWoy + Usws,
i=0
3
Vs 1= D TiUW; = ToUgWo + T1U Wy + TolgWs + T3UsWs
i=0
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yazilabilir. i = 6,9 icin, -, ifadeleri sirasiyla tanimlanacak olursa;
3

Yo 1 = 2LYiW; = YoWo + Yrwr + Yows + Ysws, (5.99)
=0
3 2 2 2 2 2
Voot o= Wiy = woyp + Wiy + ways + wys, (5.100)
=0
3
Vg 1 = DLTYW; = ToYoWo + T1Y1W1 + TaYoWs + T3yzws, (5.101)
=0
3
Yo 1= D YiliWw; = YoloWo + Y1Ui Wi + YalsWs + Y3UsWs (5.102)
=0

olur ve bu tanimlamalardan sonra, (5.96) — (5.98) araligindaki esitlikler, sirasiyla;

apYy 179 +ays — 74 = 0, (5.103)
agYy + a1z +azyg —7vs = 0, (5.104)
agYe + a1vg +azyr =79 = 0 (5.105)

seklinde yazilabilir ve bu ii¢ denklem matris bi¢iminde;

Y1 Y2 Vs ag Y4
Y2 Y3 Vs ar | = | Vs (5.106)
Yo Vs V7 D) Yo

yazilirsa, buradan ag, a; ve as katsayilari;

%::VA%—%%HﬂM%%—%%HWA%%—%%x (5.107)

Yo¥3 — 279768 + V3VE T V178 — V1V3 V7
08 = 17) = e (Y276 = 117Y8) + 74 (Y277 — V67s)
al = B} B} 2 5 (5108)
Y7V — 272V6Vs T V3V6 + V17Vs — V1737
Yo (73 —7173) = Vs (V26 — Y178) + Va (Y376 — V2 Vs)
ay = 5 5 5 (5.109)
Y7Vs — 2V2V6Vs + V3V6 + V1V8 — V137

bulunur. Bu adimdan sonra, a;(z) katsayilar: dérdiincii adimda yerine yazilarak yaklagim

fonksiyonu elde edilir.
4. Adim: Spesifik Nokta I¢in Yerel Yaklagimin Eldesi

Bu adimda; (5.107) — (5.109) arasindaki esitlikler ile bulunan ag, a; ve as katsayilari,
yerel yaklagim olarak belirlenen (5.89) esitligindeki dogrusal yaklagimda yerine yazilirsa;

Yo (V2 — ¥377) + 75 (Va7 — Y6Ys) + Yo (Va¥6 — V2Vs)
Y2Y3 — 272Y6 Vs + V3Ve + V1VE — 13 V7
N (75(7%__7177)__79(7276__7178)%_74(7277__7%78))lr
YoY3 — 272Y6Ys + V3Ve + V178 — 13V
X Yo (’Y% - 7173) — 75 (7276 - 7178) + V4 (73'76 - %78)
2_9 2 2 Yy
Y7Y2 Y2VeVs + V3Ve + V1Vs — V17V3 V7

uh(x7 y) =

(5.110)
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elde edilir. Buradan da sekil fonksiyonunun acik bir sekilde ifade edilebilmesi igin, u;
degerlerini de bu ifadenin diginda tutarak, sekil fonksiyonlar: olusturulur. Uciincii adim-
dan sonraki kisim, daha yiiksek boyuttan problemleri de kapsayacak genel formun eldesi
adina (5.26)—(5.33) esitlikleri arasindaki bilgiler ele alinarak yeniden hesaplanacak olursa,;
iki boyutlu problemlerde incelenen ¢rnek dort diigiim noktasi ve dogrusal yaklagim icgin

taban matrisi (5.14) esitliginden yararlanarak;

(1) R(1) R(1)  R(l) 1 1 1 1
Pt = Pi(xg) Pi(x1) Pi(xg) Pi(zs) | = | zo 21 a2 3 (5.111)
Py(yo) Po(y1) Pa(y2) Pa(ys) Yo Y1 Y2 Y3

seklinde olugturulur. Agirhik matrisi W ise; burada (5.60) esitligindeki gibidir. Sekil

fonksiyonlarmin eldesi icin gerekli olan, A, A~! ve B matrisleri, sirasiyla;

A = P'wWPp

- =T - . -

1 zo Yo wo () 0 0 0 1 zy wo

1z 1 0 wy () 0 0 1z

1 m o 0 0 w() 0 L m o |

1 x3 u3 0 0 0 ws () 1 x3 y3
Y1 V2 73

= A=P'WP=| 1, v, ~ (5.112)

Y3 V7 Ve 33

elde edilir ve buradan moment matrisi A nin tersi ise;

ail a1z ai13
AT =y am as (5.113)

az; Q32 @
3 3 33 3%3

seklindedir ve bu matris elemanlarina karsilik gelen ifadeler, sirasiyla;

B V7 — V576
ai; = 2 2 2 2 3
Y672 Y2V3Y7r T VsV3 T V1Y7 — Y1V5 Ve
. Y2V — V37
a2 = 2 _ 9 2 7 _ )
Y672 Y2Y3Y7 T V53 T V177 — V17576
B V3Vs — V27
a13 = 2 2 2 2 9
Y672 Y2Y3V7 T VsV3 T V177 — V17576
— V2Ve — V37
Y63 — 2V2Y3 V7 + V5V3 T V175 — N1VsV6
B Y3 — Y176
Q22 =

Y6V3 — 272Y3Y7 + V5V3 + M17E — N1Ys5V6
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Y2V3 — V17

Q23 = — 2 92 2 2 )

Ye7V2 Y23V + V5V3 T V1Y7 — V1V5 Ve
P V3Vs — V27

V6Vs — 2727377 + V573 119 — V17576

43 = — V273 — N7

Y6V3 — 2727377 + V573 + V1Y — M1 Vs5 V6

B Y3 — 15

ass =

V672 — 2727377 + V573 + 119 = 11757
seklindedir. Vandermonde matrisi B ise;

B = P'W ) )
- T | wy(z) O 0 0
1 1 1 1
= g X1 T2 T3
0 0  wy(x) 0
Yo Y1 Y2 U3
. 0 0 0 ws(x)
Wo un W2 w3
= WoTy W1T1 Wokg W3T3 (5114)
i WoYo W1Y1 W2Y2 W3Y3 3v4

seklinde elde edilir. A, A~! ve B matrisi bulunduktan sonra bulunan bu degerler, (5.33)

esitligindeki denklemde yerine yazilirsa, sekil fonksiyonlar: elde edilir.

5.3.1.3.4 U¢ Boyutlu Problemlerde, Dogrusal Yaklasim I¢in C6ziim Prosediirii

Iki boyutlu problemler icin (5.39) esitliginden yararlamlarak hareketli en kiigiik kareler
yaklagiminin ¢oziim prosediirii uygulanmistir. Bu kisimda ise; ti¢ boyutlu problemler i¢in
hareketli en kiiciik kareler yaklagimi c¢oziim prosediiriiniin uygulanmasi arastirilacaktir.
Bu kapsamda; Boliim 5.3.1.3 teki, ti¢ boyutlu problemler icin secilebilecek yaklagimlar-
dan herhangi biri de yaklasim fonksiyonu olarak segilebilecegi gibi, arastirma acisindan
dogrusal yaklagim tercih edilmis ve Sekil 5.13 teki gibi, 6rnek dort diigiim noktas: ele

alinarak, hareketli en kiiciik kareler yaklagimi ¢oziim prosediirii incelenmisgtir.
1. Adim: Yerel Yaklagsimin Belirlenmesi

Bu adimda; Sekil 5.13 te oldugu gibi, spesifik bir nokta icin, yerel yaklagim fonksiyonu
olarak (5.43) esitligi ile verilen dogrusal yaklagim;

u'(z,y,2) = ag + a1x + ayy + asz (5.115)

secilerek hareketli en kiiciik kareler yaklagimi gekil fonksiyonlar: elde edilecektir.
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2. Adim: Diigiimlerdeki Yerel Artik Denklemlerinin Eldesi

Bu adimda; i = 0,3 igin, u; yer degistirme degerlerine, (5.115) esitliginde belirtildigi
haliyle yaklagim yapilarak artik denklemler, sirasiyla;

Ro(z,y,2) = ao+ a1z + asyo + azzo — uo, (5.116)
Ri(z,y,2) = ao+ a1z + agyr + azzy — ug, (5.117)
Ry (z,y,2) = ag+ a2+ asys + asze — us, (5.118)
Rs(z,y,2) = ao+ aixs + agys + azzs — ug (5.119)

elde edilir ve bu denklemler agirliklandirildiktan sonra minimize edilerek, i = 0,3 icin,

a;(x) katsayilar: bulunur.

3. Adim: Agirliklandirilmis Yerel Artik Denkleminin Minimizasyonu

Bu adimda; yerel artik denklemler ikinci adimdaki gibi yazildiktan sonra, agirhiklandirilmig
yerel artik denklem, i = 0,3 icin (5.51) esitliginde belirtildigi iizere;

J = 'U)[)Rg . wlRf + UJQRS + ngg
= wo (ap + a1 + azyo + aszp — U0)2 +wq (ap + a1z + agyr + asz; — U1)2

+w2 ag + a1x9 + a2 + aszzo — UQ) + w3 (CL() + a1x3 + asys + aszz — U3)2

a? + 2ag (ay1zo + agyo + azzo)

I
g

+2 (ar1a220Y0 + 103020 + a2a3Y020)

+@1370 + 02?/0 + a320 + Uo — 2ug (ag + a120 + asyo + azzo)

ag + 2ag (171 + agyr + azz1)
+2 (a1a921y1 + 1032121 + a2a3y121)

+alr? + ady? + a22? + u? — 2uy (ag + a1w1 + azy; + azz)

ad + 2ag (a172 + agys + azzs)
+2 (a1a272ys + a1a3T929 + A2a3Y222)

+aizi + ady? + a3z2 + ud — 2uy (ag + a1y + agys + azzo)

ag + 2ag (a173 + agys + azz3)
12 (a10273Y3 + a1037323 + 2a3Y323) (5.120)

+alrd + adyi + a3z + ui — 2ug (ag + ayw3 + azys + aszs)
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bulunur ve burada yerel yaklagim fonksiyonu olarak dogrusal yaklagim alindigindan, ¢ =

0,3 i¢in a;(x) katsayilarina gore kismi diferansiyel alinarak, sifira esitlenirse;

o] _, 91 _, 91 _. 0 _

7 _ _ = - = 121
dag ’ Oday ’ Oas ’ Jdas 0 (5 )

agirliklandirilmig yerel artik denklem minimize edilmis olur. Buradan, ilk olarak ag kat-

sayisina gore kismi diferansiyeli alinip, elde edilen ifade sifira esitlenirse;

o0J

@7 = Qq (w() + w1 + W9 + UJ3) + aq (l’owo + T1Wq + ToWo + x3w3)
0

+az (Yowo + y1w1 + yowa + Ysws) + as (20wo + z1wy + 2ows + 23w3)

— (quo + ugwi + ugwWso + u3w3) = 0, (5122)

a; katsayisina gore kismi diferansiyelinin alinip, elde edilen ifadenin sifira egitlenmesi ile;

oJ

2 2 2 2
90, ag (zowo + 1wy + Tows + T3W3) + a4 (wo% + wix] + wexsy + wsfg)
ai

+as (Toyowo + T1y1w1 + Tayows + T3Y3ws)
+as (Tozowo + T121W1 + To2oWs + T323W3)

— (Touowo + T1U W1 + ToUusws + T3uzwsz) = 0, (5.123)

as katsayisina gore kismi diferansiyelinin alinip, elde edilen ifadenin sifira egitlenmesi ile;

0J

e ao (Yowo + 1wy + Yaws + yzws) + a1 (ToYoWo + T1y1w1 + ToYows + T3ysws)
2

+as (woyg + wlyf + wgyg + wgyg) + a3 (Yozowo + Y1211 + Yazows + Yy323w3)

— (Youowo + Yruywy + Yaugwy + ysuzws) = 0, (5.124)

ve son olarak a3 katsayisina gore kismi diferansiyelinin alinip, elde edilen ifadenin sifira

esitlenmesi ile;

o0J

o = ag (zowo + z1w1 + 2ows + z3w3) + a1 (Tezowo + T121W1 + Tazowy + T323W3)
as

+az (yozowo + Y121w1 + Y222ws + Ysz3ws) + as (wozg + wi12] + wazh + w3z3)

— (Z()U()UJO + Z1U1wWr + 29UsWo + 23u3w3) =0 (5125)

elde edilir. Burada (5.122)—(5.125) arahigindaki esitlik degerlerine karsilik gelecek sekilde;

i = 1,9 i¢in ~, ifadeleri, sirasiyla; (5.74)—(5.78) ve (5.99)—(5.102) araligindaki esitliklerde
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tanimlandigindan, hatirlamak icin tekrar;

3
i=0
3
vy 1= inwi = ToWp + T1W1 + ToW2 + T3Ws,
i=0
3 9 9 2 9 2
Y3 1 = szl‘z = WoT + w14 + Wo Ty + W33,
i=0
3
ST Zuiwi = UgWo + U W1 + UgWo + UWS3,
i=0
3
V5 1= D TiUw; = ToUWo + T1U Wi + TalUgWy + T3Uzws,
i=0
3
Yo i = 2Yiwi = Yowo + yr1wr + Yaws + ysws,
i=0
3 9 9 9 2 2
77 s = szyz = woy(] + wlyl + w2y2 + wgy?)’
i=0
3
Vg 1= DL TiliWi = ToYoWo + T1Y1W1 + TaYaws + T3ysws,
i=0
3
Yo 1 = D_YiliWi = YoUoWo + Y1t Wi + Y2UsWs + Y3usws
i=0

yazilabilir. 7 = 10, 14 igin, v, ifadeleri sirasiyla tanimlanacak olursa;

3
Yo * = Zziwi = ZoWq + zZ1W1 + 22W2 + 2Z3Ws,
i=0
> 2 2 2 2 2
Y1 P = 2wz = wozy + w12y + wazy + wsz,
i=0
3
Yia ¢ = DTiZiWw; = ToZoWo + T121W1 + TazoWy + T32z3ws,
i=0
3
Vi3 1 = D_YiZiWi = YoZoWo + Y121W1 + YazoWs + Y323Ws,
i=0
3
Vi = D_ZiUW; = ZpUoWo + 21U W1 + ZaUsWy + Z3U3zws
i=0

(5.126)
(5.127)
(5.128)
(5.129)

(5.130)

olur ve bu tamimlamalardan sonra, (5.122) — (5.125) araligindaki esitlikler, sirasiyla;

agy; + arys + a2vg +azyg —v4 = 0,
agye + 173 + a2vg + a3y — 75 = 0,
apYe + a17g + a2y; +azyi3 —v9 = 0,

aoY1p + a1Y12 + @2Y13 a3y — Y4 = 0
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seklinde yazilabilir ve bu dort denklem matris bi¢ciminde;

71
V2
Ve
710

Y2 e
T3 8
T8 U7
Y12 713

Y10
Y12
V13
Y11

Qo
a1
a2

a3

yazilir ve burada 7, ¢ ve 0;

"4
s
Yo
V14

(5.135)

—737%3 + 7771173 — 2911727678 T 272Y6V12Y13 T 27278V10713 — 2Y77V2 7107125

—72’7%2 + 73’71172 + 29678710712 — 273V6V 10713 — ’Y%’Y%O + 717117%7

= —277Y8V12713 + '73777?0 + ’71’777%2 + 71737%3 — Y1V3V7 711

seklinde tanimlanirsa, i = 0, 3 i¢in a;(z) katsayilari, sirastyla;

ag =

a; =

gy =

as —

V4 (711')’% — 293712713 T 77’7%2 + 737?3 - 7377711)

n+¢+0
14 (V3710 = Y3710 + Y2 ¥1 V12 T VaVeV1s — VoVsV1z — VeVsV12)
n+¢+0
o (Y67%2 = V3V6 V11 + Y2¥s V11 + V3V10713 — V2V12Y13 — VsV10712)
n+¢+0
s (V2773 = Y2711 T YeVs V11 T Ve ¥10V12 — VeV12V1s — VsV10V13)
n+¢+0
V5 (11178 — 2%6Y10713 + 17750 + 11T — 1Y)
n+¢+0
T4 (V8712 + Y2Y7%10 — Y1V7 Y12 — V2613 T V1Vs V13 — V6VsV10)
n+¢+0
Yo (78770 + Y2Y6711 — Y1Y8V11 — Y2V10V13 T V1V12Y13 — Ve V10V 12)
n+¢+0
~_Ta (Y2783 = Y27V + Ve Vs Vi1 + VrV10712 — VeV12V13 — VsV10V13)
n+¢+0
Yo (711173 = 272710712 + 13750 + 1172 — N1Y3710)
n+¢+0
T4 (V3713 — V173713 T Y376 V10 — V2 V612 — V2V V10 T V1VsV12)
n+¢+0
s (78750 + 7276711 — Y1 ¥s V11 — V210713 T V1Y12713 — V6V10712)
n+¢+0
T (767%2 = ¥376711 T Y2YsV11 T V3V10V13 — V2V12V13 — VsV10V12)
n+¢+0

Y14 (V773 — 2727678 + Y3 Ve + Y178 — V1VsV7)

n+¢+0

Y9 (73713 = Y17Y3713 T Y3V6V10 — V2V6 V12 — V2V8V10 T 7178’712)

n+¢+0
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Vs (7%712 T Y2V7 Y10 — YV1V7V12 — V2Y6 V13 T V17Vs8V13 — ’76’78710)
n+C+0
_Ta (V3710 = V3V7 710 + Y27 Y12 + V3V6713 — V2 Vs V13 — VeVsV12) (5.139)
n+¢+0

bulunur. Bu adimdan sonra, a;(x) katsayilar1 dérdiincii adimda yerine yazlacaktir.
4. Adim: Spesifik Nokta I¢in Yerel Yaklasimin Eldesi

Bu adimda (5.136) — (5.139) arasindaki esitlikler ile bulunan ag, a1, as ve az katsayilari,
yerel yaklagim olarak belirlenen (5.115) egitligindeki dogrusal yaklagimda yerine yazilirsa;

Ya (7117% — 29gY12713 T 77’7?2 + 73’7%3 — Y3Y77V11)

h
—Y14 (73710 = V3Y7Y10 T V27 V12 + V3V V13 = V2 Vs V13 — V6 Vs V12)
n+¢+0
—Y9 (767?2 — V3Y6 Y11 + V28 V11 + V3710713 — V2V12713 — VsV10712)
n+¢+0
— 75 (’727%3 — Y2711 T V6V V11 + V7 V10Y12 — V6 V12V13 — VsV10713)
n+¢+0
. <75 (71172 — 2%¢Y10713 T 777%0 + ’71’)’%3 — M7 Y11)
n+¢+0
—V14 (72712 + Y9Y7Y10 = V1V7Y12 — V2VeV13 T V1Y V13 — V6VsV10)
n+¢+0
—Y9 (767%2 — V3Y6 V11 T V278 V11 T V3710713 — V2V12713 — VsV10712)
n+¢+0
—Ya (’727?3 — Y2711 T V6 V8V11 + V7 V10712 — V6V12713 — 78710713))
n+¢+06
+y <79 (71173 — 272710712 + 737%0 + 7173 — Y17Y3711)
n+¢+0
—714 (7%713 — V173713 T V3Y6V10 — V2V V12 — V2Vs V10 + V1Vs7V12)
n+¢+0
—7s5 (’787%0 + Y2611 — V178711 — V2710713 T V1712713 — V6 V10712)
n+¢+0
—V4 (76”}’%2 — V3V6 Y11 T V278711 + V3710713 — V2V12713 — ’78710712))
n+¢+0
. (%4 (Y773 — 272%67s + ¥3Y8 T 7175 — N17Vs77)
n+¢+0
—Y9 (73713 — 7173713 T V3Y6 V10 — V2V V12 — V2Vs V10 + V1VsV12)
n+¢+0
—Vs (7%712 + Y2 Y7Y10 = V1V7712 — V2V6V13 T V178 V13 — V6 VsV10)
n+¢+0
—7a (’7?3710 — V3V7V10 + V2 V7 V12 T VaVe V13 — V2V V13 — Ve VsV12) ) (5.140)
n+¢+0
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elde edilir. Buradan da sekil fonksiyonunun acik bir sekilde ifade edilebilmesi igin, u;

degerlerini de bu ifadenin diginda tutarak, sekil fonksiyonlar1 olusturulmus olunur. Bu-

rada ticiincii adimdan sonraki kisim, daha yiiksek boyuttan problemleri de kapsayacak

genel formu elde etmek adina (5.26) — (5.33) esitlikleri arasindaki bilgiler ele alinarak

yeniden hesaplanacak olursa; ii¢ boyutlu problemlerde incelenen 6rnek dort diigiim nokta-

s1 ve dogrusal yaklagim i¢in taban matrisi (5.18) esitliginden yararlanarak;

R RO ARG RO | [ 1

P _ Pi(xzo) Pi(x1) Pi(za) Pi(z3) _ | oo
Py (yo) Pa(yr) Po(y2) Pa(ys) Yo Y1 Yo

RE (z0) P3(z1) P3(z2) Ps(z3) | R

seklinde elde edilir. Agirhk matrisi W ise; burada (5.60) esitligindeki gibidir.

1
x3

Ys

zZ3

fonksiyonlarmin eldesi icin gerekli olan, A, A~! ve B matrisleri, sirasiyla;

A = P'WP
111 1] wo (z) 0 0 0
B To T1 Ty T3 0 wy () 0 0
- Yo Y1 Y2 Vs 0 0  wp(x) O
o 2 oz || 0 0 0 ws ()

Y1 Y2 Y6 o
Y2 V3 U8 T2
Yo Vs U7 713
Yo Y12 Y13 Y1

elde edilir. Buradan moment matrisi A nin tersi ise;

11 aiz2 Aaiz aiq
Q21 Qg2 (23 A4
a31 a3z G33 A3q

Qg1 Qg2 Q43 QA44q
L 3 4 4x4

seklindedir ve bu matrise kargilik gelen ifadeler, sirasi ile;

4y = 7117% — 29¢Y12713 T 777?2 + 737%3 — Y3777 11

—_ = =

Zo

x1

X2

€3

n+¢+0
_ _%7?3 — V277711 + VeVsY11 T V710712 — VeV12713 — V87V10713
a2 = )
n+¢+0
4y = _’767%2 — V376711 T V2Y8Y11 T V3710713 — V2 V12713 — V8710712

n+¢+0
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Y1
Yo
Y3

20

21

22

Z3

(5.141)

Sekil

(5.142)

(5.143)



_’Y%”Ylo — V3Y77V10 T V27012 T V376V13 — V2 ¥8V13 — V68712

a =
H n+¢+0
o ’727%3 = Y2Y7V11 T Ve VsV11 T V7 V10V12 — Ve V12713 — V8V10713
a1 = — )
n+¢+0
a _ 7117% — 276Y10Y13 T 777?0 + 717%3 — Y1777 11
2 n+¢+0 ’
- 787%0 + Y2 Y6 V11 — V1V8Y11 — V2710713 T V1Y12713 — V6 V10712
Qg3 = — )
n+¢+40
B ’7%712 + Y27 Y10 — V1Y7 V12 — V2V Y13 T Y1Vs8V13 — V6Vs V10
24 = — )
n+¢+0
o /767%2 = V3Y6 V11 T V2 YsV11 T V3V10V13 — V2V12713 — V8V10712
as; = — )
n+¢+46
. 787%0 +Y2Y6 Y11 — Y1 V8V11 — V2710713 T Y1Y12713 — V6V 10712
az2 = — )
n+¢+0
vg — 173 7 297107 e + 00 — M
n+¢+06 ’
- ’Y%’Ylg — V173713 T V376 V10 — V2V6 Y12 — V278710 T V178V12
asy — — )
n+¢+06
. 7%’)/10 — V3V7Y10 T V2 Y7 V12 T V3V6V13 — V2Y8Y13 — V68 V12
aqn = — )
n+¢+06
o _7%712 1 Y2¥77Y10 — Y1V77V12 — Y2¥eV13 T Y17¥8713 — V6Vs710
n+C+06 ’
- ’75713 — V173713 T Y376V10 — V2V6 Y12 — V278710 T V178 V12
a43 = — )
n+¢+0
vy = T8 206 V86 TN~ N

n+¢+0

seklidedir. Vandermonde matrisi B ise;

B = P'w o )

1 1 1 1 wo(x) 0 0 0

Ty T1 Ty T3 0 w(x) 0 0

Yo Y1 Y2 Y3 0 0 ws () 0

20 21 22 23 0 0 0 ws ()

Wo w1 Wao ws

WoTog WiT1 WaTa W3T

_ 0Zo 121 2T2 303 (5'144)
WoYo W1Y1 WYz W3Y3
i Wozp Wi1z1 Wozg W3Z3 1 ana

seklinde bulunur ve bu A, A™' ve B matrisleri (5.33) esitligindeki denklemde yerine

yazilirsa, sekil fonksiyonlar1 elde edilir.
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Dolayisiyla bir, iki ve ii¢ boyutlu problemler i¢in yaklagim fonksiyonlar: bu sekilde elde
edilir ve sekil fonksiyonlarinin agirlik fonksiyonlarina baglh oldugu goriilebilir. Bu kapsam-
da sekil fonksiyonlarim etkileyen bu agirlik fonksiyonlari, Bolim 5.3.2 de ayrintili olarak

ele alinacaktir.

5.3.2 Agirhik Fonksiyonunun Olusturulmasi

Sekil fonksiyonlari, agirlik fonksiyonlarindan elde edildiginden, ¢oziimiin dogrulugu ve
kararliligi icin biiyiik 6neme sahiptir. Bununla birlikte, sonlu elemanlar yontemindeki

¢oziimiin hassasiyetini etkileyen eleman boyutunun roliinii iistlenir. Agirlik fonksiyonlar:

olusturulurken;
Cizelge 5.2 Agirlik fonksiyonlarimin durumlar [18].
W(x — x;) > 0, destek bolgesi iginde ¢oziim yapildigini gosterir.
W (z — ;) = 0, destek bolgesi diginda ¢oziim yapildigim gosterir.
W (x — x;), x noktasinda ilgilenilen noktadan monoton olarak azalr.
W (z — x;), ozellikle Q, smirmda yeterince diizgiindiir.

durumlar1 dikkate alimarak secim yapilir. Cizelgede belirtilen son kosul, destek bolgesi
degigtiginden diigiimlerin diizgiin bir sekilde dahil edilmesini ya da hari¢ tutulmasini
saglar. Buradaki gereklilikler kargilanirsa, agirlik fonksiyonunun se¢imi az ya da ¢ok keyfi
olur. Agirlik fonksiyonlarinin eldesinde ¢ok sik kullanilan fonksiyonlardan bazilari; spline
ve Gauss (listel /eksponansiyel) fonksiyonlar1 olup, agagidaki alt boliimde ayrintilar ile

ele alinacaktir.

5.3.2.1 Agirlik Fonksiyonlarimin Cesitleri
1. Ugiincii Dereceden (Kiibik) Spline Fonksiyonu:

Uciincii dereceden (kiibik) spline fonksiyon, ikinci dereceden siireklilige sahiptir ve agsag-

daki gibi ifade edilebilir [18, 21-22, 26, 40].

1
——47"?—1—47“? ,rzgé
4 1
w(r;) = 3 — dr; + 4r? — grf’ '3 <r <1 (5.145)
0 s > 1
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2. Dordiincii Dereceden Spline Fonksiyonu:

Dordiincii dereceden spline fonksiyon, iiciincii dereceden siireklilige sahiptir ve bu;

1—6r2+8r—3rl ,r;<1

w(r;) = (5.146)
0 s > 1

seklinde ifade edilebilir [22, 24-25, 28-31, 35, 38, 42|. Burada dordiincii dereceden spline

fonksiyonunun nasil elde edildigi aragtirilacak olursa;

l

@i(r;) = =0 (5.147)
0 T > 1

ifadesindeki; [ spline fonksiyonunun sirasi, b; ise gerekli kogullar tarafindan belirlenebilen

katsayilardir. Ornegin, dordiincii dereceden bir spline fonksiyonunun genel yapisi;

bo + 0177 + boT + b7y + byt 0 <75 <1
wr)=4 7 ’ ! (5.148)
0 T > 1
bigiminde yazilabilir. Boylece, agirlik fonksiyonun sirasiyla, su kogullar: yerine getirmesini
beklenir. Ik durumda; agirlik fonksiyonu destek bélgesinin merkezinde 7; = 0 dir ve;
Wilrm=0 = 1,
= 1-6x(0)*+8x(0)?®-3x(0)*=1,
= b0+b1 X (0)+62 X (O)2+b3 X (0)3+b4 X <0)4: 1,
= b=1 (5.149)
seklindedir. Ikinci durumda; agirlik fonksiyonunun birinci ve ikinci dereceden diferan-
siyellerinin, destek bolgesinin simirinda sifir oldugudur. Burada 7; = 1 in bulundugu
belirtilir ve;
wi|7’7:1 - Oa
1-6x(1)*+8x (1)*=3x (1)*=0,

bo + by x (1) + by x (1)2 + b3 x (1)> + by x (1)* =0,

¢l

by + by + by + bg + by = 0. (5.150)
ow;
o =0

by + 2byr; + 3bsr? + dbyr = 0,

\

by + 2by x (1) + 3bs x (1)* +4by x (1)* =0,

4

4

by + 2by + 3bs + 4bs = 0. (5.151)
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0w

Salm=1 = 0,
= 2by + 6bsr; + 120417 = 0,
= 2by + 6bs x (1) 4 12b4 x (1) =0,
= 2by + 6bg + 120, = 0 (5.152)

seklindedir. Son durum ise, agirlik fonksiyonunun birinci dereceden diferansiyelinin 7; = 0

oldugu destek bolgesinin merkezinde sifir oldugunu belirtir. Bu durum;

or

=0 — 07
= by + 2bor; + 3637“1-2 + 4647“? =0,

= by +2by x (0) + 3bs x (0)* + 4by x (0)* = 0,

4

by =0 (5.153)

seklinde ifade edilir. Buradan (5.149) — (5.153) arasindaki egitlikler birlikte kullanlarak;

¢

60:17
b1:0,
bo+ by +by+bg+by=0=by+bs+by=—1, (5.154)

bl—|—2b2+3b3+4b4:0:>262+363+4b4:0,
2bg + 603 + 12b4 =0

\

denklem kiimesi bulunur ve matris formunda bu ifadeler yeniden yazilacak olursa;

11 1 by ~1
2 3 4 by | =] 0 (5.155)
2.6 12 | | by 0

seklinde elde edilir ve buradan b; ler;

bozl,ble,bzz—G,b3:8Ve b4:—3

bulunur ve (5.148) esitliginde yerine yazilmast ile, (5.146) esitligindeki dérdiincii dereceden
spline agirlik fonksiyonu elde edilir. Benzer sekilde, diger spline fonksiyonlar1 da elde

edilebilir [18].
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3. Gauss (Ustel/Eksponansiyel) Fonksiyon:

Gauss agirlik fonksiyonu r; degiskenine bagh olarak su sekilde;
(G 2
"N —exp— ﬁ) ,
e exp <)\ i <1 (5.156)

0 s> 1

yazilabilir. Burada; A, sabit bir gsekil parametresi ve r;, agirlik fonksiyonu parametresi;

. \/(x—xi)Q _ \/(a: — )’ _di _ |z — i (5.157)

ar X dort Tw Tw Tw

dir. d;, x; diigiimii ile spesifik x noktasi arasindaki mesafedir. r,, ise, agirlik fonksiyonu
i¢in etkilegim yaricapidir ve keyfi olarak belirlenir. Uygun bir agirlik fonksiyonu ve P nin
secilmesi ile gekil fonksiyonlari, (5.33) esitliginde yerine yazilarak elde edilebilir. Agirhik
fonksiyonlar1 olarak spline veya Gauss fonksiyonlar1 segilmektedir [18, 25 ,27 ;30, 32-34,
37, 39]. Asagida Sekil 5.14 ve Sekil 5.15 te z € [0, 20] araliginda, diigiimler aras1 mesafenin
2 c¢m, etkilesim yaricapinin r,, = 10? oldugu varsayilarak olusturulan iiciincii ve dordiincii
dereceden spline agirlik fonksiyonlar1 yer almaktadir. Cizelge 5.3 ve Cizelge 5.4 te ise,
belirtilen spesifik noktalara kargilik gelen ticiincii ve dordiincii dereceden agirlik fonksiyon-
lariin aldiklar1 degerler yer almaktadir. Sekil 5.16 da ise, yine ayni kosullar altinda ve
A = 0.1 oldugu varsayilarak olugturulan Gauss agirlik fonksiyonu yer almaktadir. Cizelge
5.5 te ise, belirtilen spesifik noktalara karsilik gelen Gauss agirlik fonksiyonlariin aldiklar:

degerler yer almaktadir.

or

008 06651 OEEEE 10,6651 06505

= e
= - — £ el -
- _'_,_ e 0 EART

06305
A
o 1 :
"
a g v w v
0 [ 2 F ] rd r5 & 7 8 ] 10
—— 53l —-Spesfi —a— Spesti —s—Spaufik ——Spesfik —i—Spasifik
Reodra: O Mk 2 Hizdona: 4 Mok & Hizdra: B Reodra: 10
—— S dific ——Spenf = Syt ik — S —-Spaafic
takta 12 Hgita: 14 hizkta: 16 Makte 1§ higicta: 20

Sekil 5.14 Uciincii dereceden spline agirlik fonksiyonu.
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Cizelge 5.3 Uciincii der. spline agirhk fonksiyonunun

spesifik noktalardaki degerleri.

Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesific
Nokta: | Nokta: | Nokta: | Nokta: | Nokta:
0 2 4 1] g

Spesifik
Nokta:
10

Spesifik
Nokta:

12

Spesifik
Nokta:
14

Spesifik
Nokta:
16

Spesifik
Nokta:
18

Spesifik
Nokta:
20

06666 | 0,6651 | 0,6605 | 0,6531 | 0,6431 | 0,6306 | 0,6159

0,5992 | 0,5806 | 0,5603 | 0,5386

rl | 0,6651 | 0,6666 | 0,6651 | 0,6605 | 0,6531 | 0,6431 | 0,6308

0,6159 | 0,5992 | 0,5806 | 0,5603

r2 | 0,6605 | 0,6651 | 0,6666 | 0,6651 | 0,6605 | 0,6531 | 0,6431

0,6306 | 0,6159 | 0,5992 | 0,5806

r2 | 0,6521 | 0,6605 | 0,6651 | 0,6666 | 0,6651 | 0,6505 | 0,6531

0,6421 | 0,6206 | 0,6159 [ 0,599z

rd | 0,6431 | 0,6531 | 0,6605 | 0,6651 | 0,6666 | 0,6651 | 0,6605

0,6521 | 0,6421 | 0,62306 [ 0,6159

r5 | 0,6206 | 0,6421 | 0,6521 | 0,6605 | 0,6651 | 0,6666 | 0,6651

0,6605 | 0,6531 | 0,6431 | 0,5306

0,6159 | 0,6206 | 0,6421 | 0,6521 | 0,6605 | 0,6651 | 0,6666

0,6651 | 0,6605 | 0,6531 | 0,5431

r7 | 0,5992 | 0,6159 | 0,6306 | 0,6431 | 0,6531 | 0,6605 | 0,6651

0,6666 | 0,6651 | 0,6605 | 0,6531

r8 | 0,5806 | 0,5992 | 0,6159 | 0,6306 | 0,6431 | 0,6531 | 0,6805

06651 | 0,6666 | 0,6651 | 0,6605

0,5603 | 0,5806 | 0,5992 | 0,6159 | 0,6306 | 0,6431 | 0,6531

0,6605 | 0,6651 | 0,6666 | 0,6651

rio| 0,5385 | 0,5603 | 0,5805 | 0,5992 | 0,6159 | 0,6308 | 0,6431

0,6531 | 0,6805 | 0,6651 | 0,6666

0.8

o T T T

rl r r3 rd

—— ol
Mokta: O

——Spesific
Mokta: 2

—ar— Spasifk
Wokta 4

e S il
Hokta: 11

e G ik
Mokta: 14

peaifk
Yokta 16

i G i
Moita: 18

L] rid

—— Lpaxifli
Nottac 8

—a—Spesifik
Meicta: 10

B Spasfik
Noktac 20

Sekil 5.15 Dordiincii dereceden spline agirlik fonksiyonu.

Cizelge 5.4 Dordiincii der. spline agirlik fonksiyonunun spesifik noktalardaki degerleri.

Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifilk
Nokta: | Nokta: | Nokta: | Nokta: | Nokta: | Nokta: | Nokta: | Nokta: | Nokta: | Nokta: | Nokta:
0 2 4 & B 10 12 14 16 18 20
) 1 0,9576 | 0.9900 | 0,5801 | 0,9655 | 0,2477 | 09268 | 05031 | 08772 | 0,8491 | 0,8192
rl | 09976 1 0,9976 | 0,5000 | 0,5801 | 0,9655 | 0,9477 | 0,9268 | 0,2031 | 0,.B772 | 0,8491
rl | 0,550% | 0,9976 1 0,9576 | 0,.9900 | 0,9801 | 0,9655 | 0,9477 | 0,9268 | 0.5031 | 0,8772
r} | 00801 | 0,9009 | 09976 i 0,9576 | 0,9900 | 0,9801 | 059655 | 09477 | 05268 | 0,9031
rd | 0,9655 | 03801 | 09509 | 0.9576 1 0,9976 | 0,9909 | 0,9801 | 0,9655 | 09477 | 0,9268
r3 | 0,9477 | 0,9655 | 0,9801 | 0,590 | 0,9976 1 0,9976 | 0,9005 | 0,9801 | 0,9655 | 0,9%4977
rb | 0,0268 | 0,9477 | 0,9655 | 0,9801 | 0,9900 | 0,9976 1 0,9976 | 0,95009 | 0,9801 | 0,5655
r7 | 0,5031 | 0,9268 | 0,9477 | 0,9655 | 0,%801 | 0,9909 | 09976 1 0,9976 | 0,9909 | 0,9801
rd | 08772 | 0,5031 | 09268 | 0,9477 | 0,9655 | 0,9801 | 09900 | 0,9976 1 0,9976 | 0,9909
r? | 0,8491 | 0,8772 | 09031 | 0,9268 | 0,%477 | 0,9655 | 0,9801 | 0,9%08 | 0,9376 1 0,9976
rl0| 08192 | 08491 | 08772 | 0,9031 | 0,9268 | 0,9477 | 0,9655 | 0,9801 | 09909 | 0,.9976 1
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1.2

1
0.8
0.6
0.4
0,2
0
ro rl r2 ra r4 rs ré r7 r8 r9 rlo
—4—Spesifik nokta: 0  —@=Spesifik nokta:2  ——Spesifik nokta: 4  —==Spesifik nokta: 6
=fe==Spesifik nokta: 8  —®—>Spesifik nokta: 10 —+—Spesifik nokta: 12 - Spesifik nokta: 14
Spesifik nokta: 16 —¢— Spesifik nokta: 18 Spesifik nokta: 20

Sekil 5.16 Gauss agirlik fonksiyonu.

Cizelge 5.5 Gauss agirlik fonksiyonunun spesifik noktalardaki degerleri.

Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik | Spesifik
nokta: 0| nokta: 2 | nokta: 4| nokta: 6 | nokta: B | nokta: 10 | nokta: 12 | nokta: 14 | nokta: 16 | nokta: 18 | nokta: 20

rl 1 00607 [08321|06976|03272| 03678 0 0 0 0 0
rl [0,9607 1 09607 0852106976 05272 | 03678 0 0 0 0
r2 | 0,8521 | 09607 1 09607 (08521 ) 06076 | 05272 | 05678 0 0 0
rd | 06976 | 02521 |0.9607 1 09607 08321 | 06976 | 05272 | 03678 0 0

rd4 |0,5272 0697608521 09607] 1 | 0.9607 | 08521 | 06976 | 05272 | 03678 | 0
r5 |03678 05272 |0.6076|0,8521|00607| 1 00607 | 08521 | 06076 | 05272 | 0.3678
r6 | 0 |03678|05272|06076|08521| 0.9607 1 00607 | 0.8521 | 06976 | 05272

7| 0O 0 |03678|0,5272|0,6976]| 08521 | 0.9607 1 0.9607 | 08521 | 06976
8 | 0 0 0 |03678|0,5272| 06976 | 0,8521 | 09607 1 09607 | 0,8521
0| 0 0 0 0 |03678| 05272 | 0.6976 | 08521 | 09607 1 0.9607
rlo| o 0 0 0 0 |o03678 05272 | 0.6976 | 0.8521 | 0.9607 1

5.3.2.2 Agirlik Fonksiyonlarinin C6ziime Olan Etkileri

Agirhk Fonksiyonlar:

Sekil 5.17 Agirlik fonksiyonlarimin gekil fonksiyonlaria gére durumu [17, 24, 29].

Agirlik fonksiyonlari, sekil fonksiyonlarinin olusturulmasinda en énemli hususlardan biri

olup, ¢oziimii etkilemesinden dolay1 incelenmelidir. Boliim 5.2.3 te, r,, degerine iligskin
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bilgiler verilmistir. Burada, r, nin c¢oziim bolgesindeki durumu agirlik fonksiyonlarini
etkilemektedir. Yani; 7, nin arttirilmasi sonucunda, fonksiyonlar daha genig bolgeleri
kapsayacagindan, her diigiim noktasi i¢in bir agirlik olusturacaktir. Bu durum c¢oziim
hassasiyetini etkileyeceginden her ne kadar olumlu gibi goziikse de, aslinda r, nin ¢ok
biiyiik secilmesi durumunda agirliklandirilmak istenen yerel artik ifade R, gereginden
daha biiyiik bir agirlik degeri ile carpilacaktir. Dolayisiyla; r,,, agirlik fonksiyonlarini ve

buna baglh olarak gekil fonksiyonlarini etkileyeceginden, dogrudan ¢oziimii etkileyecektir.
5.4 SISTEM DENKLEMININ OLUSTURULMASI

Agsiz yontemlerde, zayif ve giiclii formlar kullanilarak sistem denklemleri olusturulur.
Denklemler oncelikle matris formunda, sonra da tiim ¢oziim bolgesi icin genel matris
formunda yazilir. Burada, sistem denkleminin olusturulmasi, sonlu elemanlardaki gibidir.
Agsiz yerel Petrov-Galerkin yonteminde, yerel simetrik zayif form agirliklandirilmig artik
yontemin bir ¢esididir ve dogrusal sistem denklemini bulmak i¢in kullanilmaktadir. Her
alan diigiimiiniin dogrusal denklem kiimeleri, sistem denklemini bulmak icin toplanir.
Petrov-Galerkin formiilasyonunda, agirlik ve gekil fonksiyonu igin bolgelerinin ayni olmasi

gerekmez.
5.5 DOGRUSAL DENKLEMLERIN COZUM SiSTEMIi

Coziimiin giktilari, alan yer degistirme degerleridir. Hareketli en kiiciik kareler yaklagimi
Kronecker delta 6zelligini saglamadigindan, bu yer degistirmeler hayalidir. Boylece, bir
noktanin yer degistirme degeri, noktanin destek bolgesindeki alan diigiimiiniin hayali
yer degistirme degerlerine yapilacak hareketli en kiiciik kareler yaklagimi ile bulunur.
Dolayisiyla, bu durum sonlu elemanlar yéntemi ile hemen hemen aymidir. Tek fark, agsiz

yerel Petrov-Galerkin yonteminde ¢oziim igin, ters simetrik matrislere gerek duyulur.

5.5.1 Sinir Kosullarinin Uygulanmasi

Sonlu elemanlar yonteminde, sekil fonksiyonlar1 Kronecker delta 6zelligini saglar ve bu
nedenle siir kogullar1 denkleme dogrudan yazilarak uygulanir. Ancak, agsiz yerel Petrov-
Galerkin yonteminde sinir kosullarinin uygulanmasi, sonlu elemanlardan biraz farklidir.

Burada, hareketli en kiigiik kareler yaklagimi sekil fonksiyonlar: Kronecker delta ¢zelligini
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saglamadigindan sinir kogullar: sisteme; dogrudan uygulama, penalti, Lagrange carpanlari

gibi yontemler sayesinde uygulanabilir.
Dogrudan Uygulama Yo&ntemi

Bu yontemde katsayilar matrisine tanimlanan sinir kogullari;

dogrudan uygulanir ve (3.17) esitliginin elemanlar1 olan genel katsayilar matrisi [K];

Ky oo K-y 00 Kigyy - Kiew
Ki-yr - Ke-yi-n 0 Ke—pa+y - Ka-1en
K= 0 : 0 1 0 : 0 (5.159)
Kivyyn 0 Kayye-y 0 Ka—ne—1) - Ka—yi-1)
| Kenp 0 Keny-y 0 Kenasy -0 Kewyen) |

ve genel kuvvet matrisi {F'};

i =]
F; — (5.160)
Fy— Kyt i#]

olacak gekilde degistirilir [18].
Penalt: Yéntemi

Bu yontemde; sinir kogulunun uygulanacag ¢. diigiim noktasi secilerek, islem adimlar: bu
diigiim noktas iizerinden gosterilmeye calisilacaktir. M serbestlik derecesine sahip bir

esitligin genel yapisi agagidaki gibidir;
Kauy + Kipug + -+ - + Kiyuy = F; (5.161)

esitliginde katsayillar matrisinin kosegenindeki en biiyiik Kj; terimi, bu terimden ¢ok
biiyiik penalt1 katsayisi « ile garpilir ve bu esgitlige dahil edilir. « nin ¢ok daha biiyiik

degerlere sahip olmasi demek, ¢oziimiin daha hassas elde edilmesini saglar. Dolayisiyla;
Kijuy + Kippug + - -+ + allu; + - - - + Kipypupr = ol (5.162)
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dir. Penalt1 katsayisinin ¢ok biiyiik secilmesinin sebebi; a/<;;u; teriminin diger terimlerle
kargilagtirildiginda baskin olmasi geregindendir. Bu terim ne kadar biiyiik olursa, (5.162)

esitliginin diger terimleri bu terimin yaninda ihmal edilebilecektir. Dolayisiyla,

aKu; = oKy, (5.163)
olur ve buradaki esas amag (5.162) esitligini, (5.163) esitligine doniigtiirmektir. Buradan,
aKu; — aKt; =20 = o Kyu, — Kity) 20 = a(u; — ;) 20 (5.164)

esitligi sinir kosullarinin uygulanabilmesi i¢in agirliklandirilmali ve integre edilmelidir.
Integrasyon islemi, bir boyutlu problemler icin ele alindiginda bir nokta iizerinde belir-

tileceginden bu terim, integrasyon isleminden sonra;
la(u; —u;))W] =0, (5.165)

esitligindeki gibi elde edilmis olacaktir. Burada W agirhik fonksiyonudur ve kullanilan

formiilasyona gore degisebilir. [K] ise;

Ky oo Koy Ky; Ky - Kiew
Ki-yr - Ke-yi-ny K- Ke—va+y - Ka-pen
K = Ky : K1y aly; Ky : Kiaon ) (5.166)
Ky - Karne-1y Karye Ka-ne-ny - Ke-1)6-1)
| Kenp - Kewnye-y Kovi Kemyary - Kewen)

bigimindedir. {F'} nin, i. terimi ise;

aKyt; 1=]
by — o (5.167)
Eyoi#]

gibi degistirilerek uygulanir [44].
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5.6 KULLANILAN YONTEMIN AVANTAJ VE DEZAVANTAJLARI

Agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemini kullanmanin pek ¢ok avantaji mevcuttur. Bazilari;
birlegtirmeler igin genel arka plan hiicresi (Eleman bagimsiz Galerkin yonteminde oldugu
gibi) gerekmez. Coziim prosediirii, sonlu elemanlar yontemi ile hemen hemen aynidir. Bu
yontemde sekil fonksiyonlarinin genel uyumlulugu gerekmez.

Dezavantajlari ise; bir miktar maliyet olmadan ortaya gikmamaktadir. Agsiz yerel Petrov-
Galerkin yontemi, sonlu elemanlar yontemine gore hesaplama agisindan ¢ok daha maliyet-
lidir. Bununla beraber, eklenen degigkenler, asimetrik sistem matrisi, yerel destek bol-

gelerinin boyutlar: ve agirlik fonksiyonlarinin se¢imi sayilabilir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Tezde, sonlu elemanlar ve agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemlerinin ¢oziim prosediirleri

kargilagtirilmig, yontemlerin benzer ve farkli yonleri ele alinmigtar.

Sonlu elemanlar yonteminde; bir boyutlu problemler igin 1sitilan gubuk ve yay ornegi
incelenmis, iki boyutlu problemler i¢in de yine 1sitilan plaka ¢rnegi ele alinmigtir. Aym
zamanda bu yontemde; sayisal modelleme icin yiiksek boyutlara ¢ikildiginda, elemanlar
icin ag olugturmada zorluklar yasanmig ve teknolojik yazilimlara ihtiya¢ duyulmustur.
Sonlu elemanlar yontemi ile yapilan niimerik yaklagimlarda her ne kadar makul derecede
teknolojik yazilim mevcut olsa da, son zamanlarda gelistirilen agsiz yontemler alaninda

hali hazirda kullanilabilecek yazilim neredeyse yok denecek kadar azdir.

Ags1z yerel Petrov Galerkin yontemi icin; bir, iki ve ii¢ boyutta hareketli en kiigiik kareler
yaklagimindan yararlanilmis ve sekil fonksiyonlar: olusturulmaya calisilmistir. Burada;
agsiz yerel Petrov-Galerkin yonteminde sekil fonksiyonlar: elde edilirken, hareketli en
kiigiik kareler yaklagimi yerine, birimin parcalanmasi yontemi, ¢ekirdek yontemi ve buna

benzer bagka yontemlerde uygulanabilir.

Uciincii ve dordiincii dereceden spline agirlik fonksiyonlari ile Gauss agirlik fonksiyonunun
x € [0,20] kapali araliginda spesifik noktalardaki degerleri incelenmistir. Farkhi degerler
ve degisik ¢oziim bolgeleri ele alinarak agirlik fonksiyonlar: yeniden test edilebilir. Agsiz
yerel Petrov-Galerkin yontemi iki ve daha biiyiik boyutlu problemler igin gelistirilebilir.
Tezde, her ne kadar dogrusal yaklagimlar {izerinde durulmus olsada, dogrusal olmayan
yaklagimlar iizerinden de aymni iglem adimlar1 incelenebilir. Boliim 5.3.1.3 te belirtilen
diger yaklagimlar (karesel, kiibik, ...), yaklagim fonksiyonu olarak secilebilir ve uygun

degiskenler yardimu ile test edilerek sekil fonksiyonlar1 olusturulabilir.
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