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BOLUM 1
GIRIS

Bu calismada, hiperbolik integro-diferensiyel denklemler i¢in bir ters problemin ¢éziimiiniin
kararliligi Carleman degerlendirmesi yardimiyla aragtirllmigtir. Eliptik, hiperbolik ve
parabolik operatorler i¢in Carleman degerlendirmeleri ile ilgili literatiirde pek ¢ok ¢alisma
mevcuttur. Bunlara 6rnek olarak Hérmander (1963), Isakov (1990, 1993, 2005), Klibanov ve
Timonov (2004), Lavrent’ev, Romanov ve Shishat’skii (1986) verilebilir. Hiperbolik integro-
diferensiyel denklem yani integral iceren bir hiperbolik denklem ise Cecilia Cavaterra,
Alfredo Lorenzi ve Masahiro Yamamoto’nun 2006 yilinda yayinladiklar1 “A stability result
via Carleman estimates for an inverse source problem related to a hyperbolic integro-
differential equation” baslikli makalesinde yer almistir. Bu tez calismasinda yukarida

bahsedilen makale tartisilacaktir.

Kabul edelim ki Q < R"™ bolgesi dQ diizgiin sinirina sahip sinirli bir bolge olsun.

Bu c¢alisma kapsaminda
t

(Pu)(x,t) = 0fu(x, t) — p(x)Au(x, t) — f K(x,t,n)Au(x,n)dn
0

—L(u)(x,t) = F(x,t),xe, t >0 (1.1
hiperbolik integro-diferensiyel denklemi ele alinmistir.
Burada

Lu)(x,t) = z qj (%) Ox;u(x, 8) + Grar(¥) deu(x, t) + qo(X)u(x,t)
j=1

oot t

#0 [ iyt uGemdn + | Hos Gt o uGemdn
- 0 0
j=1

t

+ f Ho(x, t,m)u(x, ) dn
0

olarak tanimlidir.



Bu denklemde p € C?(2), Q iizerinde p >0, q; €C(Q), j=0,..,n+1, K€ C*(Qx
E(T)),Hj € C(AXE(T)), j=0,..,n+18yle ki 9,H; € C(QAxE(T)) oldugunu kabul

edelim. Burada E(T) = {(t,n) € R?:0 < n < t < T} seklinde tanimlanmistr.

(1.1) denklemi basta viskoelastisite olmak tizere birgok alanda ortaya ¢ikmaktadir.
Diferensiyel denklemler i¢in ters problemler basta dogal bilimler ve teknoloji olmak iizere
bircok alanda 6nemli uygulamalara sahiptir. Bu problemler, bir bolgede sinir 6l¢iimlerinden
bir diferensiyel denklemin degisken katsayilarinin veya sag tarafinin belirlenmesini igerir.
Hem direkt problemin ¢oziimiiniin hem de katsaymin belirlenmesi gerektiginde bu tiir
problemler lineer olmayan problemler olarak adlandirilir. Genellikle Hadamard anlaminda
kotii konulmus problemlerdir. Daha agik bir ifade ile varlik, teklik ve kararlilik kosullarindan

en az birinin saglanmadigi problem gesitleridir (Klibanov and Timonov 2004).

Omegin fiziksel bir olayin matematiksel modeli siklikla Lu = f seklinde verilir. Eger ||u|| <
C||Lul| 6n degerlendirmesi varsa bu durumda biitiin Hadamard sartlar1 saglanir. Uygulamada
karsilagilan tiim ters problemler icin bu tiir degerlendirmeleri elde etmek maalesef
olanaksizdir. Bu durum, klasik analiz ¢ergevesinde ters problemlerin ¢oziimiinde zorluga yol
acmaktadir. Son 40 yilda ters problemlerin ¢ozlimlerinin tekliginin ve kararliliginin
arastirilmasinda 6nemli ¢alismalar yapilmistir. Bu ¢alismalar 6rnegin Lavrent’ev et al. (1986),
Khaidarov (1987), Isakov (1990, 1993, 2005), Klibanov (1992), Yamamoto (1999),
Bukhgeim (2000), Kubo (2000), Imanuvilov ve Yamamoto (2001a, 2001b, 2005), Klibanov
ve Timonov (2004), Klibanov ve Yamamoto (2006), Klibanov (2013), Bellassoued ve
Yamamoto (2017) de gorilebilir. Uygulamali matematikgiler tarafindan Carleman
degerlendirmeleri katsay1 ters problemlerinin biiyiik bir sinifi i¢in global teklik ve kararliligin
elde edilmesinde 6nemli bir ara¢ olarak kullanilmaktadir. 1939 yilinda Isvecli matematikgi
Torcio Carleman tarafindan gelistirilen bu yontem, ¢éziim ve tiirevlerinin bir agirlikli norma
gore on degerlendirmesi olup baslangigta bir eliptik denklem i¢in Cauchy probleminin
¢ozliimiiniin tekliginin gosterilmesi amaciyla kullanilmigtir. 80°li yillarin baginda bu yontem
Bukhgeim ve Klibanov (1981) tarafindan katsay: ters problemine uygulanmistir. O tarihten bu

yana Carleman degerlendirmeleri yogun bir sekilde kullanilmaktadir.

(1.1) denkleminin p(x) ve gq(x) katsayilarina karsilik gelen ¢oziimleri v = v(x,t) ve w =

w(x,t) olsun. Bu durumda



t

0Zv(x,t) — p(x)Av(x,t) — f K(x,t,n)Av(x,n)dn — L(v)(x,t) = F(x,t),
0

t
0w (x,t) — q(x)Aw(x,t) — f K(x,t,n)Aw(x,n)dn — L(w)(x,t) = F(x,t)
0

denklemleri taraf tarafa ¢ikartilir ise

t

0t —w)(x, 1) = p(DA( — w)(x,t) — f K(Cx, t, A —w)(x,mdn — L(v = w)(x,t)
0

=@ - pAw

elde edilir. Buradau = v —w, f = p — q ve r(x,t) = Aw olarak alinirsa
t
(Pu)(x,t) = 0fu(x, t) — p(x)Au(x, t) — f K(x,t,n)Au(x,n)dn — L(u)(x,t)
0

=r(x,t)f(x) (1.2)
denklemi elde edilir.

Bu tez kapsaminda, (1.2) denklemi ve

u(x,0) = u(x,0) =0, xef (1.3)

kosullarindan,

Ulrx(o,r), OvUlrxco,m
ek bilgileri yardimiyla f € Q(6) fonksiyonunun elde edilmesi ters problemi ele alinmustir.
Burada & > 0 keyfi bir sabit ve r € W% (0, T; L* (Q)) olarak verilmistir.

Yukarida T, dQ sinirinin bir agik alt kiimesini gostermektedir. Bu problem aslinda bir “cift
Cauchy” problemi olarak adlandirilabilir, ¢linkii t = 0 ve I' da Cauchy kosullar1 verilmistir.
Dikkat edilirse burada tam olmayan sinir kosullar1 verilmistir. Clinkii u ve tiirevleri tiim

sinirda degil sinirin bir par¢asinda yani I" alt sinirinda verilmektedir.

Bu tezde asagidaki iki 6nemli problem tartigilacaktir:
1) Integral terim igeren (1.1) denklemi igin bir Carleman degerlendirmesinin elde edilmesi,
2) (1.2) denklemindeki kaynak terimin x’e bagh bilinmeyen c¢arpam1 igin Holder

degerlendirmesinin elde edilmesi.



Farkli tipten ters problemlere ornek olarak K(x,t,n) g¢ekirdeginin zamana bagli ¢arpaninin
bulunmasi problemi Wolfersdorf (1993), Cavaterra ve Lorenzi (1995), Cavaterra ve Grasseli
(1997), Lorenzi ve Yahkno (1997), Cavaterra (1998), Janno ve Wolfersdorf (1998),
Kabanikhin ve Lorenzi (1999), Lorenzi (1999), Lorenzi ve Messina (2003, 2004), Janno ve
Lorenzi (2006), Lorenzi ve Romanov (2006) ¢alismalarinda ele alinmistir.



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tezde gerekli olan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir:

Tanim 2.1 (Genellesmis Fonksiyon) C;°({2) lizerinde asagidaki yakinsaklik yardimi ile
verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay1 denir ve D (2) ile gosterilir:
i) Bir K <  kompakt ctimlesi vardir 6yle ki k € N i¢in supp ¢, € K dir.

ii) Her a = (a4, ay, ..., a,) ve k = o igin D%p, (x) = D% (x) yakinsamas1 (2 bolgesinde

. . D(2) .
diizgiin yakinsak ise k — oo i¢in ¢, — ¢ yakinsar denir.

D(2) topolojik uzayinda tanimh siirekli, lineer fonksiyonellere genellesmis fonksiyon denir.

Genellesmis fonksiyonlar sinift D' (2) ile gosterilir (Vladimirov 1971).

Tanim 2.2 (Genellesmis Tiirev) f € D'(2) olmak {izere, f genellesmis fonksiyonunun
D*f () genellesmis tiirevi,
D%f,9) = (=D)I(f,D%p), ¢ € D(Q)

esitligi ile tanimlanir (Vladimirov 1971).

Tanmm 2.3 (C™(Q) Uzay1) Q, R" uzayinda bir bdlge olsun. Her negatif olmayan bir m
tamsayisi i¢in |@| < m olmak tizere D% kismi tiirevleri 2 bolgesinde siirekli olacak sekilde
tiim ¢ fonksiyonlarinin olusturdugu vektor uzay C™(Q) ile gosterilir. Ayrica Cy(2) ve C5° ()
alt uzaylari, Q bolgesinde sirasiyla C(Q) ve C*(Q) uzaylarina ait ve Q da kompakt supporta

sahip tiim fonksiyonlarin kiimesidir (Adams and Fournier 2003).

Tamm 2.4 (C;°(Q) Uzayr) Cp°(Q) uzayi, C*(Q)’da Q bolgesinde kompakt supporta sahip

tiim fonksiyonlarin kiimesidir (Adams and Fournier 2003).



Tanmm 2.5 (LP(Q) Uzayl) Q, R™ uzayinda bir bolge ve p bir pozitif reel sayr olsun. Q

bolgesinde tanimli
f lu(x)|?dx < o
0

sartin1 saglayan tiim Olgiilebilir u fonksiyonlarmimn uzayr LP(Q) ile gosterilir (Adams and

Fournier 2003).

Tanimm 2.6 (L*(Q) Uzayr) Eger Q bolgesi lizerinde hemen hemen her yerde |u(x)| < K
olacak sekilde bir K sabiti varsa, o taktirde Q bolgesi tizerinde 6lgiilebilir bir u fonksiyonu bu
bolgede esas olarak smirlidir (essential bounded) denir. K sabitlerinin en biiyiik alt siniri
0 lizerinde |ul’nun esas supremumu olarak adlandirilir ve ess supyeo|u(x)| seklinde
gosterilir. Bu uzayda norm
lullw = ess supyenlu(x)l

seklinde verilir (Adams and Fournier 2003).

Tamm 2.7 (H*(Q) Uzayr) H*(2), kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genellesmis tiirevleri
12(Q) uzayna ait olan fonksiyonlarin olusturdugu ciimledir. Bu ciimleye ait baz1 6zellikler
asagida verilmistir:
i) HX(Q) lineer uzaydir ve H°(Q) = L*(0);
i) H*(Q) iizerinde tanimlanan
oy = ., | DD

lal<k "2

i¢ ¢arpimina gore bir Hilbert uzayidir, bu i¢ ¢arpim ile tanimlanan norm

1

1 e = (Z | |D“f|2dx>2

|a|<k
bi¢imindedir;
iii) 002 € C*(N) ise C*(2) uzay, H*(2) uzayinda her yerde yogundur;
iv) 92 € C*() ise H*(Q) ayrilabilir uzaydir (Mikhailov 1978).

Tanim 2.8 ( C([0, T]; X) Uzay1) X bir Banach uzay1 olmak tizere, u : [0,T] — X tiim stirekli
fonksiyonlarin uzay1 C ([0, T]; X) ile gosterilir. Bu uzayda norm



llullcqorx): = maxoeerlu(®)|lx <

bi¢iminde tanimlanir (Evans 1997).

Tanmm 2.9 (W?([0,T]; X) Uzay1 ) X bir Banach uzay1 olmak iizere, kendisi ve birinci
mertebeden genellesmis tiirevi (LP ([0, T]; X) uzayna ait olan tiim u fonksiyonlarinin uzay1

(WP ([0,T]; X) ile gosterilir. Bu uzayda norm

fOT(IIu(t)IIZ + IIu’(t)IIZdt)l/p, Isp<o
ess supose<r ([u@llx + llu'@®)llx), (p = )
olarak tanimlanir. Agiktir ki

H*([0,T]; X) = w'2([0,T]; X)

dir (Evans 1997).

”u ” Wl'p([O,T];X): =

Tamim 2.10 (i¢ Carpim Uzay1) Bir i¢ ¢arpim uzayi, iizerinde bir i¢ ¢arpim tanimlanmus
vektor uzayidir. Burada sozii edilen i¢ carpim X X X’den X’in bir K skaler cismi i¢ine yapilan
bir doniisiimdiir, yani X 'in her x ve y vektor ¢ifti, (x,y) ile gosterilen ve asagidaki 6zellikleri
gercekleyen bir skalerle eslenmistir:

D&x+yz)=x2)+©12),

2) (ex,y) = c(x,y),

3) (x,y) = (¥,%),

4) (x,x) =0, (x,x) = 0 & x = 0 (Kreyszig 1989).

Tamm 2.11 (Normlu Uzay) X bir reel (veya kompleks) vektor uzayi olsun. ¥ € X vektoriinii
|IX|| reel sayisina doniistiiren ve asagidaki sartlari saglayan reel degerli

Il.ll:X - R

fonksiyonuna X tizerinde bir norm denir. Her x,y" € X ve her 1 € R i¢in

D)Xl =0ve|[X]|=0=x =0,

2) 1Ax°1|= [A] 111,

) I+ Il < X1+ Iy

dir (Piskin 2017).



Tamm 2.12 (Cauchy-Schwarz esitsizligi)
Her x,y € R™ igin

|Ce, ) < x| |yl
dir (Evans 1997).

Tanmm 2.13 (Green Formiilleri) 02 € C' ve f,g € C?(Q) olsun. Bu durumda v, 02
yiizeyinin dis normali, Vf = (fy, fx,» s fx,,) V€ Af = X fi,x, Olmak lizere

1)f, Afdx = [, Vf -vds,

2)J,Vf.Vgdx = [, gVf-dS— [, gAfdx,

3) J,94fdx — [, fAgdx = [,,gVf-vdS — [, fVg-vdS

esitlikleri saglanir (Evans 1997).

Tamm 2.14 (Landau Sembolleri) f ve g, S kiimesi ilizerinde tanimli iki fonksiyon olsun. Her
x €S icin |f(x)/ g(x)| oram sirh ise, f(x) ile g(x) arasindaki baginti f(x) = 0(g(x))
seklinde yazilir. Eger x bir x, degerine (s6z konusu deger sonsuz olabilir) yaklasirken f(x) /

g (x) oram sifira yaklastyorsa, o takdirde f (x) = o(g(x)) olarak yazilabilir (Narkiewicz 2000).

Tamm 2.15 (Diferensiyel Denklem) Bazi bilim dallarinda bir problemin ¢dziimii, problemin
ozelliklerini tasiyan matematiksel baginti (veya matematiksel model) kurulmasini gerektirir.
Boyle bir baginti, genellikle bilinmeyen fonksiyon ile bu fonksiyonun bagimsiz
degiskenlerine gore tiirevlerini iceren bir denklem olarak karsimiza ¢ikar. Boyle bir denkleme
diferensiyel denklem denir. Eger bilinmeyen fonksiyon bir tek bagimsiz degiskene bagiml
ise, diferensiyel denkleme adi diferensiyel denklem; bilinmeyen fonksiyon iki ya da daha ¢ok
bagimsiz degiskene bagimli ise, diferensiyel denkleme kismi diferensiyel denklem denir

(Cagliyan ve Celebi 2010).

Tanmmm 2.16 (Kismi Tiirevli Denklemlerin Simflandirilmasi) ikinci mertebeden iki

degisken iceren lineer kismi tiirevli denklem
AUy +2bUyy, + CUyy + duyteu,+fu=g (2.1)
seklinde yazilabilir. EZer uyy, Uyy, Uyy Uy, Uy, fonksiyonlar: igin sirasiyla a?,aB,B? a, B

gosterimleri kullanilirsa (2.1) denklemi i¢in



P(a,B) = aa® +2baB +cB*+da+ef +f

seklinde a ve f ya bagli ikinci dereceden bir polinom elde edilir.

(2.1) denkleminin ¢oziimiiniin matematiksel 6zellikleri biiyiik oranda P (e, ) polinomunun
cebirsel dzellikleri tarafindan belirlenir. P(a, ) ve (2.1) denklemi b? — ac diskriminantinin
pozitif, negatif veya sifir olmasina gore sirasiyla hiperbolik, eliptik ve parabolik olarak
siiflandirilir. Dikkat edilirse (2.1) denkleminin tipi onun esas kismi yani u nun en yiiksek
mertebeden tiirevlerini igeren terimler tarafindan belirlenir ve bu siiflandirma a,b ve ¢

katsayilar1 sabit olmadik¢a xy diizleminde noktaya bagli olarak degisir (Duchateau and

Zachmann 1986).

Daha genel olarak ikinci mertebeden n degiskenli bir lineer kismi tiirevli denklem

Dy Wit + ) @@y, +a(@u = f@) (23)
ij=1 i=1

seklinde gosterilebilir. Eger Usix; = Unjx; ise (2.3) denkleminin temel kism1 a;; = a;; olacak
sekilde diizenlenebilir. Bu sebepten A = [a;;] matrisi simetrik olarak kabul edilebilir. Lineer
cebirden bilinmektedir ki her reel simetrik n x n tipindeki matrisin n tane reel 6zdegeri
vardir. Bu ozdegerler, I; n X n tipinde birim matris olmak tiizere det(A — Al)’nin yani
n. dereceden bir polinomunun koékleridir. Kabul edelim ki x° ¢alisilan bolgedeki keyfi bir
nokta olsun. Pozitif dzdegerlerinin sayisini n, = n,(x°), negatif 6zdegerlerinin sayisi
n_ = n_(x°) ve sifir 5zdegerlerinin sayis1 ny, = ny(x°) ile gosterelim. Burada

n = n, +n_ + ny oldugu agiktir.

Eger n, = nveyan_ = nise (2.3) denklemi x° noktasinda eliptik tiptedir denir.

Egern, =n—1ven_=1veyan, =1ven_=n—1ise (2.3) denklemi x° noktasinda

hiperbolik tiptedir denir.

Eger ng =0 ve 1 <n, <n-—1 ise (2.3) denklemi x° noktasinda ultrahiperbolik tiptendir

denir.

Eger n, > 0 ise (2.3) denklemi x° noktasinda parabolik tiptendir denir .

Agiktir ki a;; katsayilarindan herhangi biri sabit degil ise (2.3) denkleminin tipi noktaya bagl
olarak degisecektir (Mikhailov 1978).



Tamm 2.17 (integral Denklem) Bir u(x) bilinmeyen fonksiyonunun integral isareti altinda
bulundugu denklemlerdir. Bu denklemlerin en genel sekli, g(x) ve h(x) integrasyon limitleri,
A sabit bir parametre, K(x,t), x ve t degiskenlerine bagli ¢ekirdek adi verilen bilinen bir

fonksiyon olmak tizere

h(x)
ulx) =f(x)+2 K(x, t)u(t)dt
[€3)

dir. Integral denklemlerin bir ¢ok tipi vardir. Bu denklemleri karakterize etmek igin
integrasyon limitlerine bagli iki yol kullanilabilir.
1) Integrasyon limitlerinin her ikisi de sabit olan denklemler Fredholm integral denklemleri

olarak adlandirilir ve bu denklemlerin genel formu a ve b sabit olmak iizere, asagidaki

gibidir:
b
ulx) = f(x) + /’l] K(x, t)u(t)dt.

f(x) = 0 ise denkleme homojen Fredholm integral denklemi adi verilir. Denklem

b
u(x) = Af K(x, t)u(t)dt

formundadir.

2) Integrasyon limitlerinin en az biri degisken olan denklemler Volterra integral denklemleri

olarak adlandirilir ve bu denklemlerin genel formu asagidaki gibidir:

ulx) =f(x) + /’lfxl((x, tu(t)dt.

f(x) = 0 ise denkleme homojen Volterra integral denklemi adi verilir:

ulx) =1 fxl((x, Hu(t)dt

formundadir (Daymaz 2018).

Tanim 2.18 (Ters Problem) Pratikte karsilagilan 6yle problemler vardir ki, bu problemlerin
coziimleri i¢in ayrica ek bilgiye ihtiya¢ duyulur. Ayni ek bilgiye gore problemdeki denklemi
ve kosullari, yani denklemin bir ya da birka¢ katsayisini, denklemin sag tarafin1 ya da
kosullardan biri ya da birkagin1t ¢ozlimle birlikte bulmak gerekir. Boyle problemlere ters
problem denir. Bu problemlerin karakteristik 6zelligi, genellikle Hadamard anlaminda kotii

konulmus olmalaridir (Amirov 2001).
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BOLUM 3

CARLEMAN DEGERLENDIRMELERI

Bu boliimde, (1.1) hiperbolik integro-diferensiyel denklemi igin ispat1 Cavaterra, Lorenzi ve
Yamamoto (2006)’da verilmis olan bir Carleman degerlendirmesi tartisilacaktir. Bundan
sonraki adimlarda C>0, s>0 parametresinden bagimsiz farkli pozitif sabitleri géstermektedir.
[lk olarak hiperbolik operatérler i¢in Klibanov ve Timonov (2004) de verilen ve Teorem 2.2.4

olarak isimlendirilen bir noktasal Carleman degerlendirmesi incelenecektir.

3.1 HIPERBOLIK OPERATOR iCiN BIR CARLEMAN DEGERLENDIRMESI

D = {|]x|] < R} € R" bolgesi bir yuvar olmak tizere Qr =D X (—T,T) bolgesi verilsin.

Ayrica a(x) = sabit > 0, a € C*(D) ve b(x,t),c(x,t) € C(Q7) olsun.

3.1.1 Yanal Veriler ile Bir Cauchy Problemi

f, p ve q fonksiyonlari verildiginde

n
Lw = a(x)wy —Aw — ) b (x, )w; + c(x, ) w = f(x, t) (3.1)
j=1
denklemini ve
wlg =p(x,t), hwlg = q(x,t) (3.2)

kosullarmi saglayan w € C2(Q7) fonksiyonunun bulunmasi problemini ele alalim. Burada
Sy =0D X (—T,T), Qr silindirinin yanal yiizeyidir.

L hiperbolik operatdriiniin temel kismi

Low = a(x)wy — Aw (3.3)
seklindedir.

Ayrica x, € R™,n € (0,1) olmak iizere

P(x, D=lx — xo|* — nt? (3.4)
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fonksiyonu ve buna bagl olarak Carleman agirlik fonksiyonu

W(x,t) = eS¥™t) (3.5)
seklinde tanimlansin. Burada W (x, t) fonksiyonunun seviye yiizeyleri

H. = {|x — x4|*> — nt? = sabit}

hiperboloidleri olsun. Ayrica asagidaki kiimeleri tanimlayalim:

G, = {(x,t): |x — xo|?> —nt? > c} n {(x,t): x € D}, V c>0. (3.6)
Acikca (xg, 0)&G, ve eger G, # @ ise bu durumda G, da |Viy| # 0 dur.

Teorem 3.1 Ly, (3.3) esitliginde verilen hiperbolik operatdr olsun. Kabul edelim ki a(x) €
C1(D) katsayis1 i¢in

1 < a(x) < ay, a; =sabit (3.7)
~+(x—x)Va=0,vx€D (3.8)
sartlar1 saglansin. Ayrica

P = P(xg,D) = max,eplx — xq (3.9)

olsun. Birn > 0 sayisi

1< o = min [4 (a%w”la”cl@), J(n%a (3.10)
esitsizligini saglayacak sekilde segilsin. Ayrica ¢ > 0 i¢in G, # @ ve G, < Q1 olsun. Bu
durumda yeterince biiyiik s, = so(D,n,¢,x,) >1ve C = C(D,n,c,x, ) > 0 sayilar1 vardir
oyle ki her w € C%(G,) ve s > s, i¢in asagidaki noktasal Carleman degerlendirmesi saglanir:

(Low)*W?2 = Cs(|Vw|? + wi + s2w)W?2 + V- U + V,. (3.11)
Burada (U, V) vektor fonksiyonu

(U, V)] < Cs(|Vw|? + w? + s2w?)W? (3.12)
esitsizligini ve V fonksiyonu

VI < Cs3(Itlwi + [tl[Vw]? + [Vw|we] + [wllwe] + [elw?)W? (3.13)
esitsizligini saglar. Boylece eger w(x, 0) = 0 veya w;(x,0) = 0 ise bu durumda

V(x,0)=0 (3.14)
elde edilir (Teorem 2.2.4, Klibanov and Timanov 2004).

Burada a > 1 kabulii islemlerde kolaylik olmasi agisindan yapilmistir. Genel durum a >

a, = sabit seklinde ele alinabilir. Bu durumda 7 = t / ,/a, degisken degisimi yapilarak daha
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0zel bir duruma indirgenebilir. a = sabit olmas1 durumunda benzer bir sonu¢ Lavrent’ev vd.
(1986) tarafindan elde edilmistir. Ayrica a # sabit olma durumu daha da karmasiktir. Boyle
bir durum i¢in Isakov (1990), Hérmander (1963) de verilen Carleman agirlik fonksiyonu ile

ilgili sart1 kullanarak ispat yapmustir.

Ispat. Burada C farkl pozitif sabitleri, 0(1 / s) sembolii kendisi ve birinci tiirevi

o)

sartin1 saglayan ve C1(Q7) uUzayma ait olan fonksiyonlar1 gostersin. Ayrica K, = Ky(D, xo)

< Lvs>1 (3.15)

pozitif say1 olsun. Agirlik fonksiyonunu kullanarak v = w - W seklinde yeni bir bilinmeyen
fonksiyon tanimlansin ve Ly(w) operatorii v’ye gore ifade edilsin. O halde

W = pesati-lx-xol?)

we = vpeS(1=lx=x0l*) 4 42 oppes(nt®~lx—xol?)

=(v, + 2sntv)est*~lx=xol),

Wy = V@57 lx0l?) gy 2 spres(nt?—lx=x0?) 4y, 25pres(ne®~lx—xol?)

+v452n2tzes(ntz—lx—x0|2)+ vzsnes(ntz—lx—xolz)
= (vtt + 4snt v, + 4s? (n2t2 + 217—5) v) wt
= (v“ + 4snt v, + 4s? (r)ztz +0 G)) v) w,

Wy, = vxies("t2‘|x‘x°|2) + v(=25(x; — x;) )eS*~lx-x0l*)

=(vy, — 25(x; — xp)v)eS(Mt*~lx=ol?),

Wy, = gy %0 1y (25 (x, — x09))eS(00--01)
+vy, (=25 (x; — x0;) ) e5(1" ~Ix=xol?)
+v(25)eS(1t°~x=x0l*) 4 452|x — xy|2e5(1E*~Ix=x0l?)

:[vxzxi — 4s(x; — X)) Uy, + 457 (Ix — x|+ 0 G)) v] w1
yazilabilir.

Boylece
(Low)*W? = (awy — Aw)?W?

1
= (a (vtt + 4snt v, + 4s? <n2t2 +0 (—)) v) w1
S
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1 _
- [vxl.xi — 4s(x; — X0;)Vy, + 45* (lx — x>+ 0 (;)) v] whH2 w2

n 2
1
= {[avtt — Av — 457 (Ix —x0|? —an?t*+ 0 (;)) vl + 4santv, + 4s Z(xi — xol-)vxi}

i=1

esitligi elde edilir. Ayrica
2 2 242 1
Zy = avy — Av —4s (Ix—xol —an‘t +O(E))v,

Z, = 4santvy,
n

z3 =4s Z(xl - xoi)vxi

i=1
degiskenlerini tanimlayalim. Bu durumda
(Low)*W? > 22 + 22,2z, + 22,25 (3.16)
yazilabilir.

(3.16) esitsizligindeki her bir terimi ayr1 ayri ele alalim.

Adim 1. 11k olarak 2z, z, terimini degerlendirelim:

2212, = 2 [avtt — Av — 4s? (Ix —x0|2 —an?t*+ 0 G)) v] [4santv,]
1
= 8a’sntv, v, — 8santv Av — 32s3antvv, <|x —x0|? —an?t*+ 0 <§>>

= [4sa’ntv?], — 4sa’nv? +

n
=1

n
(—8santvtvxi)xi + Z 8santvyy, vy,
i=1

n

1
+ 8sntv, Z Qe Uy, + [—1653617] (tlx — x0|? —an?t® + t0 (;)) vzl

=1 t
1
+16s3an [Ix —x9|2 —3an?t? + 0 (;)] v?
n n
= —4sa’nv? + (Z 4santv§i> — 4san|Vv|? + Z(—8santvtvxi)x'
i=1 ‘ i=1 '

n
1
+ Z Bsantvey, vy, + 16s3an [Ix — x0l% — 3a772t2 +0 <§> 2
i=1

1
+ l4sntvt2 —16s3an (tlx — xo|%? — an?t® + t0 (;)) vzl

t
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dir. Burada

n n n
(Z 4santv§i> = Z 4sanvi, + z 4sant vy, Uy,
i=1 t i=1 i=1

esitliginden faydalanilmistir.

Boylece
- 1
22,7, = —4san(av} + |Vv|?) + 8sntv, Z Ay, Uy, + 165%an [Ix —x0|?> — 3an?*t? 0 (—)] v?
i=1 s
V.U, + (), (3.17)
elde edilir. Burada (U,, V;) fonksiyonlari
(U, V)] < Cs(|Vw|? + w? + s2w?)Ww? (3.18)
esitsizligini saglar ve
V, = 4sa’ntv? + 4sant|Vv|? — 16s3an (tlx — xo|2 — an?t3 + t0 G)) v? (3.19)

seklindedir. |(Uy, V)| i¢in yapilan degerlendirmeye u fonksiyonunu da dahil etmek i¢in v

yerine w = v - W1 yazilir.

Adim 2. Simdi 2z, z5 terimini degerlendirelim:

n
1
22,23 = 2 [a(x)vtt — Av — 4s? (lx —xo|?2 —an?t?+0 (§)> v] [452(xi — in)vxl.]
i=1

n 1
= 8s Z(xi — Xoi) Uy, [a(x)vtt — Av — 4s? <|x — Xol* —an*t* + 0 (E)) v]

=1
n n n
B TECTE I 3 3 RO
i=1

n
= <Z 8as(x; — xoi)vxivt>
i=1 ]=1 i=1
n

—2[1653(xi—x0i)<|x—x0|2—an2t2 +O(§)v2)] |

=1

t

+16s3 [(n + 2)|x — xo|?> —nan?t?+ 0 G)] v?

(—4s(x; — xp))avé)y, + 4s[na + (x — x,) - Va]v?

n
=1

l

n
")
j=1

n

D (=850 — o))

+ 8s|Vv|?

i=1 .
Xj
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n

n
+ Z 85(xi - in)vxixjvxj
j=1li=1

n

—z [1653(xl- — Xoi) (lx —xol> —an®t® +0 G) v2>] |

i=1 t

1
+16s3 [(n + 2)|x — xo|? — nan?t? + 0 (E)] v?

n
+ <8asvt Z(xi - in)vxi>
i=1

= 4s[na + (x — x,) - Va]v? + 8s|Vv|?

t

+16s3 [(n + 2)|x — xo|?> — an?t®* + 0 (é)] v24+V - U, + (V)

dir. Daha sonra (3.7) ve (3.8) yardimiyla

1 1
22,73 = 4s (n - E) v? —4s(n — 2)|Vv|? + 1653 [(n +2)|x — x0[|* — nan?*t* + 0 (;)] v?

+V - U, + (V) (3.20)

elde edilir. Burada
(U, V)| < Cs(Vw|? + w? + s2w?) W2 (3.21)
ve

n
V, = 8asv, Z(xl- — X0i)Vx, (3.22)

i=1
seklindedir.

Adim 3. Simdi 2z,z, + 22,23 terimini degerlendirelim:
Kabul edelim ki P = P(x,, D), (3.9) da tanimlanan bir say1 olsun. Bu durumda her x € D i¢in
|x — x| < P olur. Boylece G, kiimesinde n|t| < P\/ﬁ yazilabilir. Bu degerlendirme ve

Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak

n

—8sntv, Z ay vy, = —8sntv(Va, Vv)

=1

= =8sn|t||vel[Vvlliallc:p)

> —4s,/nPllallc1 ) (vE + IVv|?) (3.23)

elde edilir. Ayrica
& = /nPllallcr () (3.24)
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bulunur. Boylece (3.7), (3.17) ve (3.23) degerlendirmelerinden
1
221z, = —4s(a?n + O)vE — 4s(am + €)|Vv|? + 1653y [Ix —x0|?> = 3a;m*t>*+ 0 (E)] v?
+V ) Ul + (Vl)t
esitsizligi elde edilir. Kabul edelim Ki

U3=U1+U2 V3=V1+V2
olsun. Bu durum da (3.18)-(3.22) degerlendirmeleri yardimiyla

1
22,2y + 22,25 = 4s (n —5- ain — g‘) v —4s(n—2+ an + &)|Vv|?

+16s3 [(n +2+n)|x—x2— (n+3n)an?t? + 0 G)] v?

V- Us + (V3), (3.25)
bulunur. Burada
|(Us, V3)| < Cs(|Vw|? + wi + s2w?)W? (3.26)
ve

n
Vs = 4sa’ntv? + 4sant|Vv|? + 8asv, Z (%; — Xoi) Uy,
i=1

—16s3an (tlx — %2 — an?t3 + t0 G)) v (3.27)

seklindedir.

Adim 4. Simdi z? terimini degerlendirelim:
Bu sekilde (3.25) de bulunan |Vv|? ifadesinin negatif isareti dengelenmis olur ve pozitif bir

katsay elde edilir. b daha sonra secilecek pozitif bir say1 olmak iizere
1 2
z2 = Iavtt — Av — 4s? (Ix —x0|? —an?t?+ 0 (;)) v+ sbvl

1
> 2sbv [avtt — Av — 452 (Ix —x0l? —an?t?+ 0 (;)> vl

= (2sabvv,), — 2sabv} +

L

(—ZSbVin)x_ + 2sb|Vv|?

n
=1
1
—8s3b [Ix —x0|? —an?t?+ 0 (;)] v?
yazilabilir. a = 1 oldugundan

22 > 2sb|Vv|? — 2sa,;bv? — 8s3b ||x — x|2 — n2t2 + 0 (2)|v2 + V- U, + (V,), 3.28
S
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esitsizligi elde edilir. Burada

|(Uy, V)| < Csb(IVw|? + wZ + s2w?)W? (3.29)
ve

V, = 2sabvv; (3.30)
seklindedir.

Adim 5. Son olarak z? + 2z,z, + 22,z terimini degerlendirelim:

(3.25) ve (3.28) toplanirsa

2 1, b1 . b 2
Zi +22122+2212324s[n—§—a1n—f—§]vt +4s[2+§—a1n—n—€] |Vv|

b b
+16s3 [(n +2+n-— E) lx — x| — (na1 + 3a.n — 5) n?t?
1

+0(3)|v*+v U+, (3.31)
olur. Burada (3.26), (3.27), (3.29), (3.30) yardimiyla
(U' V) = (U3,V3) + (Uél-) V4),
(U, V)| < Cs(|Vw|? + w? + bs?w?)W? (3.32)
ve

n
V = 4sa’ntv? + 4sant|Vv|? + 8asv, E(xi — Xoi)Vx, + 25abvv,
i=1

—16s3an (tlx — %2 — an?t3 + t0 G)) v? (3.33)
bulunur. (3.13), (3.33) degerlendirmesi ve v =w.W bagmtisindan elde edilir. (3.31)
esitsizligindeki vZ, |Vv|? ve v? ifadelerinin pozitif katsayili olmasi igin b = 2(n — 1) sayisii

secelim. Bu durumda (3.24) den

1 b 1

n—t-aty-g-L=1_a— [iPlallog) (334)
b

2+5—a1n—n—€= 1+a1n—521—\/ﬁPIIallcl(5), (3.35)

(n +2+n— g) lx — x0]% — (nal + 3a;m — g) n%t? = 3|x — xo|?> — (n + 3)a n?t? (3.36)

yazilabilir. Daha sonra (3.10) yardimiyla

1 1

~—ain—nPllallcip) = 5, (3.37)
3

1—/nPllallcp) = " (3.38)

3|lx — x0]? — [(n + 3)annt? = 3(|x — x4|?> — nt?) > 3¢ (3.39)

olarak bulunur. (3.16), (3.31), (3.32)-(3.39) esitsizliklerinden
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(Low)?>W? > sv? + 3s|Vv|? + 48cs3v2 + V- U + V,
olur. w=v-W~1 orijinal fonksiyonuna déniiliir ise (3.11) ve (3.12) esitsizlikleri elde

edilir.m

3.2 HIPERBOLIK INTEGRO-DIFERENSIYEL DENKLEM iCiN BiR CARLEMAN
DEGERLENDIRMESI

Bu boliimde, ele alinan ters problemin ¢oziimiiniin kararliligi arastirilirken kullanilan,
(1.1) hiperbolik integro-diferensiyel denklemi igin bir Carleman degerlendirmesi verilmistir.

Burada birinci boliimdeki kabullerimize ek olarak

1 _

ip(x)2 —Vp(x) - (x—x5) =0, x€N (3.40)
esitsizligi saglanacak sekilde bir x, € R™ 2 noktasinin varlig1 kabul edilmistir.

Oncelikle

@ (x, )=Ix — x0|*-pt? (3.41)

agirlik fonksiyonunu tanimlayalim. Burada > 0; , p, x,’a bagh yeterince kiiciikk bir

sabittir. Ayrica R > 0 ve her € > 0 i¢in
Q(e) = {(x,t) € QA x (0,00): p(x,t) > R%+¢},

(3.42)
1
Q&) ={x € Q: |x —x5| > (R? + £)2}
alt bolgelerini tanimlayalim. Diger yandan
20)cQuT (3.43)

oldugunu kabul edelim.
Teorem 3.1 de (3.11) esitsizliginin Q(¢) iizerinde integrali alinir, U ve V fonksiyonlarinin

ozellikleri kullanilirsa asagidaki teorem elde edilir:
Teorem 3.2 Kabul edelim ki p = p(x) € C%(2) fonksiyonu (3.40) sartin1 saglasin. § > 0

sayis1 yeterince kiigiik olsun. Ayrica w(x,0) = 0 veya d,w(x,0) = 0 sart1 saglansin. Bu

durumda s, > 0 ve C > 0 sabitleri vardir 8yle ki her s > s, ve her w(x,t) € C?(Q(¢)) igin

j (s|vx,tw|2 + S3|W|2) e?s? dxdt < CJ |6§W - p(x)Awlzezs‘p dxdt
0le) Q(e)
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+CeCSf (Vaew|* + w[?) ds
QN (Q(e)N(t=0})

esitsizligi saglanir.

Lemma 3.1

Her w € L2(Q(¢)) igin

t 2
C
f <f |w(x,€)|d€> eZS‘dedts—f lw(x, t)|2e?5? dxdt
o) \Jo S Jaee

dir.
Lemma 3.1, bu tezde ecle alinan ters problem igin bir Carleman degerlendirmesi elde

edilmesinde kullanilmaktadir.

Ispat. Oncelikle

te2sext) — —La (ezsw)

4ps

yazilabilir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden

t 2 t
f <f IW(x,E)IdE> eZS‘dedtsf t<f IW(x,€)|2d€>ezs‘dedt
Q(e) \Yo Q(e) 0

t
=] te2s? (j |w(x,f)|2d€>dxdt
Q(e) 0

= L(E) 455 ——0:(e*5%) <f lw(x, &) d{)dxdt

f at(em) < f w(x, )12 df) dtdx

fﬂ(s)
_ L(x) 1 e 2
- jﬂ(s) {Jo 4ﬁsa e(€7%) <f lw(x, &) df) dt}
bulunur. Burada

xR — e\
lm:([lx x0|Zﬁ R’ e]) :

olarak tanimlanmistir. Buradan kismi integrasyon yardimiyla
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t 2
f <f |w(x,€)|d€> e%s?dx
Q(e) \Jo

1 1(x)
s—{—e25<R2+f>f (f |w(x,§)|2df> dx +f IW(x,E)IZeZS"’dxdt}
4Ps aee) \Jo 10

< — lw(x, &)|2e??dxdt
4Bs Joce)

esitsizligi elde edilir. Boylece Lemma 3.1’in ispati tamamlanir. m

Teorem 3.3 Kabul edelim ki u € H2(Q(¢)) fonksiyonu (1.1) denklemini ve
u(x,0)=0 veya d,u(x,0)=K(x,0,0)=0, x € 2(0) (3.44)
kosullarin1 saglasin. Bu durumda bir s, > 0 sayis1 ve u fonksiyonundan bagimsiz bir C =

C(sg) > 0 sabiti vardir 6yle ki her s > s, igin

j (s|\7x,tu|2 + s3u?) e Pdxdt < Cj |F|?e?dxdt + Ce®||ully s (3.45)
Q(e) (e)

saglanir. Burada ), = dQ(¢e) \ (2(¢g) x {0}) ve

2 _ 2 2
”u”(1),2_.[3(2(5)\(9(5))({0})(|vx,tu| t+u )ds

seklinde tanimlanmistir.

Uyart 1. Eger u(x,0)=0,u(x,0)=0, x € 2(0) baslangi¢ kosullar1 alnirsa (3.44)
kosullarindaki K (x, 0,0)=0 sart1 kaldirilabilir.

Uyart 2: ¢ agirhik fonksiyonunda f = (2, p,xo)>0 sayisinin yeterince kiigiik secilmesi
gerekmektedir. Ozel olarak p = 1 olarak alinirsa herhangi bir 8 € (0,1) segilebilir. (3.45)

esitsizligi Carleman degerlendirmesi olarak adlandirilir.

(1.1) denklemindeki

t
f K(x,t,n)Au(x,n)dn
0

terimini degerlendirmek icin (3.44) ek bilgisinin varligini kabul etmemiz gerekir. Diger bir

deyisle genel bir Carleman degerlendirmesi
{(x,t) QX [-T,T]: p(x,t) > R*+&}

genisletilmis bolgesinde ispatlanabilirken
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{(x,t) QX [0,T]: p(x,t) > R*+¢}

bolgesi i¢in ispatlanamaz.

Ters probleme t > 0 igin genel bir Carleman degerlendirmesi uygulayabilmek i¢in ¢oziim t <
0 araligina genisletilmelidir. Boyle bir genislemede yukarida verilen integral terimi
dolayisiyla farkli araglara gerek duyulur. Tersine (0, T) araliginda (3.44) sart1 altinda bir ters
problem i¢in u fonksiyonunu (—T,0) araligina genisletmek gerekmez ve dogrudan (3.45)
Carleman degerlendirmesi uygulanabilir.

ispat. Ilk olarak yeni bir fonksiyon tanimlayalim:

t

v(x, t) = p(x)ulx,t) + f K(x, t,nu(x,n)dn,x € Q,t > 0. (3.46)
0
(3.46) esitliginden,
9,v(x,t) = p()dulx, t) + [ 8, K(x, t, mulx, m)dn + K (x, t, Hu(x, t),
0tv(x,t) = p(x)0fu(x,t) + ftagK(x, t,mulx,n)dn + 9.K(x, t,t)u(x, t)
0
+0,(K(x, t,t))ulx, t) + K(x,t,t)0.u(x, t),

Vo(x, t) = Vp(x)u(x, t) + px)Vu(x, t) + fot VK (x, t,pu(x,n)dn + fOtK(x, t,n)Vu(x,n)dn,

Av(x,t) = p(x)Au(x,t) + ftK(x, t,m)Au(x,n)dn + 2Vp(x) - Vu(x, t) + u(x, t)Ap(x)
0

t t
+2f VK (x,t,n)Vu(x,n) +f u(x,n) AK (x,t,n)dn
0 0

elde edilir. Buradan kolayca goriiliir ki v fonksiyonu asagidaki denklemi saglar:
02v(x,t) — p(x)Av(x,t) = p(x)F(x,t) + L;(w)(x, t). (3.47)

Burada
Li(w)(x,t) = p(x)L(w)(x, t)+{6t (K (x,¢t, t)) + 0:K(x,t,t) — p(x)Ap(x)}u(x, t)
+K(x,t,t)0,u(x, t) — 2p(x)Vp(x).Vu(x,t)

+ f [02K Cx, t,17) — pCOAK (x, €, m)]uCen) dn
0

—Zp(x)f VK(x,t,n) - Vu(x,n)dn
0

olarak tanimlanir. Ayrica

v(x,0) = 0 veya 9d;v(x,0) =0, x € Q(0) (3.48)
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baslangi¢ kosullar saglanir. (0.K)(x,t,t) = 0.K(x,t,1)|,=, dir ve (3.48) sartlari
kullanilarak Teorem 3.2, (3.47) esitligine uygulanir. Sonug olarak s > s, pozitif sabitleri
vardir Oyle ki s > s, i¢in

|pF|?e?5?dxdt + Cf |Li(w)|?e?5?dxdt

f (S|Vx,tv|2 + 53172) e*?dxdt < Cf
Q(®) Q Qe

()
+Ce“lullfy s (3.49)

elde edilir. Burada Y = 9Q(¢e)\ (Q(e) x {0})'dir. Katsay1 ve cekirdek ile ilgili
bilgilerimizden

1L (W (x, )] < |p(x) qu(x) Ox;u(X, )| + [qne1 (D) 0eulx, ) + |go()ulx, )]
j=1

LR t
+ Z f H](xl t, n)ax}- u(xl U)dn + f Hn+1(x: t, n)atu(x' n)dn‘
=1 0 0

t
+f Ho(x, t, Mu(x, n)dnm + [{0:(K(x,t, 1)) + 0:K(x, t, 1)
0
—p(0)Ap () }ulx, )| + |K(x, t, ) 0ulx, )| + |2p(x)Vp(x). Vu(x, t)|

+

t
j [atzK(xl t, 77) — p(X)AK(X, t, U)]u(x: 77) d?’]‘
0

t
+ ‘Zp(x)j VK (x, t,n)Vu(x,n)dn‘
0

IA

ClVulx, )| + C| deulx, t)| + Clulx, )]

+C

t t t
f Veu(x,n) dn‘ +C f dru(x,m) dn‘ +C f u(x,n) dn‘
0 0 0
+Clu(x, t)| + Cloulx, t)| + C|Vu(x, t)|
t
< C(|Vx,tu(x, t)| + |u(x, t)l) + CJ (|Vx_tu(x,n)| + Iu(x,n)l)dn (3.50)
0

olur. Sonug olarak (3.49) esitsizliginden her s > s, i¢in

f (s|Vx,tv|2 + s3v2) e?5? dxdt
Q(e)

< Cf IF|2 e25¢ dxdt + Cf (IVyeul” +u?) e?¢dxat
Qe Qe
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t 2
+Cf (f (|ViecuCe,m| + |u(x,77)|)d77> e®?dxdt + Ce®||ullfyx (3.51)
Q(e) \Yo

bulunur.

Qdap > 0 ve (3.46) dan
1 K (x,t,m)
u(x,t) = ——v(x,t) —f —u(x,n)d (3.52)
@) o pe P
yazilabilir. Boylece Lemma 3.1°den
C

f u?e?s? dxdt < Cf v2e?SPdxdt + —f u? e?5?dxdt

Qe Q(® S Joce)

olur. Yeterince biiyiikk s > s, alindiginda sag taraftaki ikinci terim, esitSizligin sol tarafindaki

terim i¢ine absorbe edilerek

f u?e?? dxdt < Cf v2e?S?dxdt (3.53)
Q(e) Q(e)
bulunur. Benzer sekilde (3.52) esitliginden

2 2s 2 2\ ,2s
f |Vx,tu| e“S? dxdt < Cf (s|Vx,tv| +v )e Pdxdt (3.54)
Q(e) Q&)

esitsizligi elde edilir. Boylece (3.51) esitsizliginin sol tarafinda (3.53) ve (3.54) yerine

yazilir. (3.51) esitsizliginin sag tarafindaki ii¢lincii terime Lemma 3.1 uygulanirsa

f (S|Vx,tu|2 + s3u2) e?5Pdxdt < Cf (S|Vx,tv|2 + s3v2) e?5? dxdt
Q(e) Qe

< Cf (lvx,tu|2 + uz) e**dxdt
Q)
+CJ F%e??dxdt + Ce“S||vl|E)yz
Q(e)
< Cf (lvx,tu|2 + uz) e dxdt
Q)

+cfQ( )erzs"’dxdt+ Ce“sllullfyx (3.55)
&

yazilabilir. Son esitsizligi elde etmek i¢in (3.46) esitligi yardimiyla
loliZsy < CllullZyy (3.56)
oldugu kullanildi. Tekrar yeterince biiylik s > 0 alinarak (3.55) esitsizliginin sag tarafindaki

ilk terim sol taraftaki terim i¢ine absorbe edilir. Boylece Teorem 3.3’iin kaniti tamamlanmis

olur. m
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Simdi Teorem 3.3’ asagidaki gibi degistirelim:
Sonuc¢ 3.1 u € H?(Q(¢)) fonksiyonu, (1.1) denklemini saglasin ve x € £2(¢) igin u(x,0) = 0
olsun. Bu durumda s, > 0 ve u fonksiyonundan bagimsiz bir C = C(s,) > 0 sabiti vardir,

oyle ki her s > s icin

f (S|Vx,tu|2 + s3u2) e?? dxdt < C f |F|%e25¢ dxdt
Q(e) Q(e)

+Ce®s f (|Vx,tu|2 +u2) ds
8Q(e)n(rx(0,0))

+Cs2e2 B3 lu12, 4 ) (3.57)

esitsizligi saglanir.

Ispat. flk olarak y € C°(R™*1) fonksiyonu 0 < y < 1 ve

(1, (x,t) € Q(3¢),
0=y e (o) \ Q(2¢) (3.58)

olacak sekilde tanimlansin. Ayrica yeni bir v = yu fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda
0Q(e) N{I' x (0,0) U (Q(e) x {0})} s tizerinde |v| = |Vx,tv| = 0 ve Q(¢) tlizerinde v =

0 olur. Teorem 3.3°den, her s > s, igin

f (S|Vx,t()(u)|2 + s3|)(u|2) e?5Pdxdt
Q(e)

<C f |F|2e25¢ dxdt + CeCs f (le't()(u)lz + |)(u|2) ds (3.59)
Q(e) 3Q(£)n(rx(0,:0))

olarak bulunur. Diger taraftan

f (S|Vx,tu|2 + s3u2) e?5? dxdt = f + f <S|Vx,tu|2 + s3u2) e?5?dxdt
Q(e) Q(3¢) Q(e)\Q(3¢)
esitligi ve Q(3¢) da y=1 ve (x,t) € Q(&) \ Q(3¢) igin ¢ < R? + 3¢ oldugu kullamlirsa

j (S|Vx,tu|2 + s3u2) e dxdt
Q(e)

2 2
< J (S|Vx,t()(u)| + s3|)(u|2) e??dxdt + Cs3e?s(R +3‘9)|Iu||§,1(Q(£))
Q@3¢)
yazilabilir. Buradan
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f (5|Vx,tu|2 + s3u2) e?5?dxdt
Q(e)

2
<C f|F|2e25<dedt+CeCs f (195" + 1ul?) as
Q) 3Q(e)n(Ix(0,:0))

2
+CS3eZS(R +3¢) ||u||12-11(Q(s))

elde edilir. Boylece Sonug 3.1’in ispati tamamlanmis olur. m
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BOLUM 4

HIPERBOLIK INTEGRO-DIFERENSIYEL DENKLEM iCiIN BiR TERS PROBLEM

Bu boliimde, (1.2) denklemi, (1.3) baslangi¢ sartlart ve U|rxor), OyUlrxco,r) €K bilgileri
yardimiyla f € Q(6) fonksiyonunun bulunmasi ters probleminin ¢oziimiiniin kararlilig

arastirilacaktir. Bu kapsamda Caveterra vd. (2006)’da verilen sonuglar tartisilacaktir.

4.1 KARARLILIK DEGERLENDIRMELERI

Yukarida verilen ters problemin ¢oziimiiniin kararliligi Imanuvilov ve Yamamoto (2001b)
tarafindan verilen yontem kullanilarak yapilacaktir. Bu yontem aslinda Bukhgeim ve

Klibanov (1981)’de gelistirilen yonteme dayanmaktadir.

Teorem 4.1 Kabul edelim ki u € €3([0, T]; L?(2)) n C2([0, T]; H*(2)) n c*([0, T]; H2())
fonksiyonu (1.2) denklemini ve (1.3) kosulunu saglasin. (1.1) denklemindeki katsayilar i¢in
regiilerlik kosullarma ek olarak 9,K € C2(2 x E(T)) olsun. Ayrica her x € 2 igin

|7 (x,0)] >0 (4.1)
ve

su X —X
T> Pxen(0)| 0 (4.2)

JE

esitsizlikleri saglansin. Bu durumda her § > 0 i¢in C = C(, T, p, x,,B3,6,7,R) > 0 ve k =
k(Q,T,p,x,, B,6,7,R) € (0,1) sabitleri vardir, 6yle ki

1-k
£z (aesy) = € (”u||H1(Q(o)) +ll9cullaa (o) + ”f“LZ(”(O)))
K
X (“u”Hl(['X(O‘T)) + ”atu”Hl(Fx(O,T)))

+C (Il g2 (o) + 10l (o)) (4.3)
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esitsizligi saglanir. Burada (||u||H1(r><(o,T)) + IIOtuIIH:l(FX(O‘T))) gozlem verisidir ve (4.3)

esitsizligi (||u||H1(Q(0)) + ||6tu||H1(Q(O)) + IIfIILZ(Q(O))) Oon sir sartina bagli Holder tipi
kosullu kararlilig1 gostermektedir.

Ispat. Cavaterra, Lorenzi ve Yamamoto (2006)’da yer alan ispatin genel adimlar asagida
verilmistir:

1) Carleman degerlendirmesinin uygulanabilmesi i¢in s6z konusu fonksiyonlarin 6(9 X
(0,T)) sinirimin bir pargasinda sifir olmasi gerekir. Bu nedenle (3.58) ile verilen bir kesme
fonksiyonu tanimlanmistir.

2) Eger u fonksiyonunun t degiskenine gore tiirevi alinirsa, baslangi¢ kosulunda ve J’nin sag
tarafinda f = f(x) bilinmeyen fonksiyonu ortaya ¢ikar.

3) s > 0 biiyiikk parametresini i¢eren Carleman degerlendirmesi, t degiskenine gore tiirevi
alinmis denkleme uygulanarak f(x)’in agirlikli L?-normuna gore bir degerlendirmesi T' X
(0, T) tizerindeki siir verilerinin uygun normlar1 yardimiyla elde edilir.

4) Carleman agirlik fonksiyonu yardimiyla J’deki |f(x)|? fonksiyonunun katsayis1 s — oo

i¢in sifir olur. Béylece J fonksiyonundaki f’yi igeren terim absorbe edilebilir.

Ik olarak, (4.2) bagintisindan x € Q(0) icin BT? > |x — xo|? yazilabilir. Ayrica (x,t) €
Q(¢) oldugundan

o(x,t) >R?> + ¢

ve boylece

|x — x0|? > |x — x0|> — ft? > R? + ¢

olur. O halde x € Q(0) ve |x — xo|? — ft? > 0 olacagindan 0 < t < T bulunur. Dolayisiyla
Q(e) c Qx (0,T) olur.

u fonksiyonu (1.2) denklemini ve (1.3) kosulunu saglasin. Kolaylik agisindan asagidaki
gosterimleri kullanacagiz:

N = ”u”Hl(rx(o,T)) + ”atullzl(rx(o_r))f

M = ”u”f.ll(Q(o)) + ||atu||12.11(Q(0)) + ”f”iZ(Q(o))- (44)
Burada N sadece veriye dayanan bir biiyiikliiktir. M ise u ve f fonksiyonlarmin 6n sinir

kosuluyla ilgilidir. Sonug 3.1, (1.2) denklemine uygulanirsa

j (S|Vx,tu|2 + s3u2) e??dxdt < C J If12e%%dxdt + CeSN + Cs3e2(R*+3e)y (4.5)
Q(® Q(®
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elde edilir. Diger taraftan (1.2) denkleminden,

tK ¢
Au(x,t) = —f%Au(x,n)dn + " )atu(x ,t) — ix )L(u)(x ,t)
e )r(x Of(x),  (xt)€Q(e)

esitligi bulunur. Bu nedenle Lemma 3.1’den

c
fIAuIZezwdxdtS; fIAuIZezs‘pdxdt+C flatzulzezs"’dxdt
Q(e) Q(e) Q(e)

+C j (|Vx_tu|2 + IuIZ) e?s? dxdt + C j f?e*?dxdt
Q(e) Q(e)
olur. Boylece yeterince biiyiik s > 0 igin

flAuIzezs‘pdxdt <C f|agu|2e2wdxdt +C f (|Vx,tu|2 + Iulz)ezs‘p dxdt
Q(e) Q(e) Q(e)

C ffz e dxdt (4.6)
Q(e)

yazilabilir. Daha sonra (1.2) denkleminin t’ye gore tiirevi alinirsa
t
o3u(x, t) — p(x)Adu(x, t) — J (0:K)(x, t,n)Au(x,n)dn — K(x, t, t)Au(x,t)
0

—0:.L(W)(x, 1) = (0,1)(x, ) f (x)

denklemi elde edilir ve w = 9, u olarak yazilirsa
0tw(x,t) —p(x)Aw(x,t) = K(x,t, t)Au(x, t) + j(atK)(x, t,n)Au(x,n)dn

+0:L(w)(x,t) + (0,7)(x, ) f (x), (x, £) € Q&) (4.7)
ve w(x,0) = 0,x € Q(¢) bulunur. Ayrica

0 L(w)(x, t) = 2 q;(x) 0;0.u(x, £) + Gne1(x) 07ux,t) + qo(x)0cu(x, t)

j=1

+H (0t 0)0u(x, £) + Z H;(x, t, ©)0u(x, £) +Ho (x, £, u(x, £)
=1
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oot t

3" [ oty eomdy uCemydn + [ 01 Gt o uCemdn
; 0 0
j=1

t

+f Ho(x, t, Mulx,n)dy, x €Q0<t<T
0

oldugundan

10, L(w)(x, )| < C(|Vyr0eulx, )| + Vo ulx, 0] + lulx, 0)])
t
+C.f (|Vx,tu(x,n)| +lu@,ml)dn, x€Q0<t<T (4.8)
0

esitsizligi elde edilir.
(1.1) de L = K = 0 olarak alinip w = d,u fonksiyonuna ve 92 — p(x)A operatdriine Sonug

3.1 uygulanirsa her s > s, igin

f (S|Vx,t6tu|2 + s3|6tu|2) e?5Pdxdt
Q(e)

<C f |f|2 e?5Pdxdt +C f (IAuIZ + |Vx,tatu|2 + |vx,tu|2 + |u|2) e25? dxdt
Q(e) 0(e)
+CeCSN + Cs3e2sR*+39)
bulunur. Esitligin sag tarafindaki |Vx_t6tu| terimini igeren integral yeterince biiyiik s > 0

icin sol tarafa absorbe edilebilir. Boylece

f (S|Vx,t(')tu|2 + s3|6tu|2> e?5Pdxdt
Q(e)

<c [IfFesvaxde+c [ Qaul+ Vul + ul)eredxde
Q® Q(®
+CeCSN + Cs3eZR®*+39) )y (4.9)
elde edilir. (4.5), (4.6) ve (4.9) esitsizlikleri birlestirilir ve s > 0 yeterince biiyiik segilirse

] (IAul2 + s|Vx,tu|2 + S|Vx_t6tu|2 + s3|0.ul? + s3u2) e?5?dxdt
Q(e)

<C J |f|? e2%dxdt + Ce“SN + Cs3e2s(R?+3¢8) (4.10)
Q(e)
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esitsizligi yazilabilir. Simdi z = y(d,u)e’? fonksiyonunu tanimlayalim. z fonksiyonunun bu
sekilde tanimlanmasi, e25? agirlik fonksiyonuyla f fonksiyonunu igeren baslangi¢ degerinin
degerlendirilmesi igin gereklidir. Bu durumda 02z ve Az ifadelerini hesaplayalim:
0,2z =0, x(0,u)e’? + y(0fu)es? + yd,uses?o.p,
02z = e5Pyd3u + eS? (02 )0 u + ses? y(9,u)[02¢ + s(3,¢)?] + 2e5% (0.x)0%u
+25e5¢ (0, ) (0,u) 0, + 25€5° x(021) 0, ,
Vz = Vy(0,u)es? + yV(d,u)e’?+ y(0,u)sVpes?,
Az = eSP Ao u + e5? (Ay)0.u + ses? yd,u[Ag + s|Ve|?] + 2e5¢VyVo,u
+2s5e5? ¥V (0, u)Ve + 25e? (0, u)VyVe.
Yukarida elde ettigimiz esitlikler ve (4.7)’den z’nin asagidaki denklemin ¢oziimii oldugu
goriiliir:
0fz — phz = [}{0.L(W) + (8cr)f} + (02X)(0:w) + sx(0w{07 ¢ + 5(8:0)*} + 2(3,x)0¢u
+ 25(3:x) (0;w) 0 + 25 (02u) 3 — p(x)(Ax) 0. u
— sp(x(0:w{Ap + s|Vo|?} — 2p()Vy. Vou — 2p(x)sxV(d,w). Vo

— 2sp(x)(0,u)Vy.Vples?
t

+ yes? S K(x,t, t)Au(x, t) + f((’)tK)(x, t,n)Au(x,n)dn
0

= J(u). (4.11)
O halde

J(w)(x, t)] < Ces"’(s|Vx_tu(x, t)| + |u(x, )| + S|Vx,t(6tu)(x, t)| + s2|0.u(x, t)|
+ |Au(x, t)l) + Ces?|f(x)]

t
1 Ces® f (VeeCem) + luCe, | + 18uCe,n)l)dn (4.12)
0

esitsizligi saglanir. Eger

—9,°z + pAz = —] (W)

esitligi 20,z ile ¢arpilir ve Q (&) lizerinde integral alinirsa

— f 2(8,°2) 8,zdxdt + f 2(0,2) pAzdxdt = —2 f J(w)(0,z)dxdt (4.13)

Q(e) Q(e) (o)

elde edilir. z’nin tanéimindan
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|0:z(x,t)| < Cs|d,u(x,t)|e’? + C|6t2u(x, t)|e5"’, (x,t) € Q(¢)

ve

|Vz(x,t)| < Cs|o,ulx, t)|e5? + C|V, . 0.u(x, t)|es?, (x,t) € Q(e)

oldugu goriliir. Ayrica (V,Vp41) = (V4, oo, Vi, Vg1 ), 0Q(€) sinirina gore birim dis normal
vektorlinii gostermektedir. Boylece (1.3) kosulu ve (3.58) kesme fonksiyonu tanimindan
2Q(e)\ (I x (0,T)) \ (Q(e) x {0}) smmirinda  z = |Vx‘tz| =0; Q(¢e) x {0} Dbolgesinde

Vp+1 = 0 elde edilir. Kismi integrasyon kullanilarak

- fz(afz) 0pzdxdt + fZ((’)tz)pAzdxdt
Q(® Q)

=— fat(latzlz)dxdt— fpat(IVle)dxdt+2 f(atz)sz-vdS
Q(e) Q(e) 0Q(e)

-2 f Vp - (Vz)(0:z)dxdt
Q(e)

= flatz(- ,0)|%2dx + 2 f p(0:2)Vz - vdS
Q(e) aQ(e)n(I'x(0,T))

-2 f Vp - (Vz)(0,z)dxdt
Qo)

> fl(’)tz(- ,0)|2dx + 2 f p(0,2)Vz-vdS
Q(e) 3Q(e)n(Tx(0,1))

—C ](lVZ|2 + |0,z|?)dxdt
Q(e)
olarak bulunur. O halde

f |0.z(-,0)%|dx
Q(g)

< -2 f](u)(atz)dxdt+ 2 f |p|10:2||Vz - v|dS

Qe 9Q(e)n(I'x(0,1))
2 2 2\ J2s
+ j(s 10,ul? + |V, 0,ul )e ?dxdt (4.14)
Q(e)
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oldugu goriiliir. (4.12) yardimiyla

-2 f J(u)(0,z)dxdt
Qe

<C J. (S|Vx,tu| + |u| + S|Vx,t6tu| + s?|0.u| + IAuI) (|0Zu| + s|oqul)e?s?dxdt
Q&)

+C flfl(latzul+s|6tu|)ezs‘pdxdt
Q&)

¢
+ f e?5?(102u| + s|0.ul) <I(|Vx,tu(x,n)| + |lu(x,n)| + |Au(x,n)|)dn> dxdt
0

Q9
elde edilir. Diger taraftan Cauchy-Schwarz esitsizliginden
s2|Vy 0eu|l0ul < s|Vx,t6tu|2 + s3|0,ul?
ve
If1d0¢ul + slozul) < If1? + 2[07ul® + 252|9,ul?

bulunur. Lemma 3.1 kullanilarak

_2 f J(w)(0,2)dxdt
Q(e)

<C f (Iul2 + |Aul? + S|Vx,tu|2 + 5|Vx,t(')tu|2 + s3|6tu|2) e?s? dxdt
Q(e)

+C flflzezs‘/)dxdt
Q(e)

degerlendirmesi yapilir. Boylece (4.10) esitsizliginden

-2 J J(w)(9,z)dxdt| < C J F2e%dxdt + CeSN + Cs3e2(R*+3¢)y (4.15)
Qe Qe
oldugu goriliir. Sonu¢ olarak N’nin (4.4) tamimi dikkate alinirsa (4.13)- (4.15)°den

J |0.z(x,0)|%dx
Q(e)

<C j (10:z|? + |Vz]|?)dS + C f F2e25? dxdt + CeCSN + Cs3e2R*+39)
rx(0,T) Q(e)
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<C f F2e%5% dxdt + CeCSN + Cs3e2s(R*+3¢) (4.16)
Q(e)

esitsizligi bulunur. (1.2) denklemi ve (1.3) kosulundan x € Q(¢) i¢in

(0:2)(x,0) = x(x,0)(0fu) (x,0)e5?*0 = y(x,0)r(x, 0)f (x)e5¢*0

yazilabilir. Boylece (4.1) esitsizligi, (3.58) tanimi ve (4.16) esitsizliginden

f fle?sex0qy < C f |0,z(x, 0)]? dx
Q(3¢) Q(e)

<C f f2e%5% dxdt + CeCSN + Cs3e2s(R*+3¢) (4.17)
Q(®)
oldugu goriiliir.

Simdi asagidaki esitsizlikleri ele alalim:

1 —
(=0 P ~(R2+3¢) )2 52

jfZeZS(pdxdt= flf(x)lz eZstp(x,O) j eZs((p(x,t)—(p(x,O))dt |dx
Q(3¢) Q(3¢) 0
+o00
< flf(x)lzeZS(p(x'O) j-e—ZSﬁtzdt dx
Q(3¢) 0
- ‘F’L% IF () 22500
2 2’3 SQ(3£)
ve
f f2e25Pdxdt < CMe2S(R*+39),
Q(ea\Q(3¢)

Buradan

] If (x)|2e25¢ dxdt = (J +J )If(x)lzezs"’dxdt
Q(e) Q@3e) Q(e\Q(3e)

< — |f(x)|2625<p(x,0)dx + CMeZs(R2+3£)
\/E Q(3¢)

yazilabilir. Bu nedenle (4.17)’den

f fzezs(x'o)dx Si fZeZS(p(x,O)dx + CeCsSN + CSSQZS(R2+3£)M' s> s,
Q(3¢) SREED)

sonucuna ulasilir. Boylece yeterince biiytik s i¢in
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f f2e?5¢®0)dyx < Ce®N + Cs3e2s(R*+3¢) S =Sy
Q(3¢)
elde edilir. Sonug olarak

2
eZS(R +4s)||f”iz(ﬂ(4€)) < f |f(x)|2625<p(x,0)dx < f |f(x)|2825<p(x,0)dx
Q(4¢) Q3¢)

< Ce®SN + Cs3e2s(R*+3¢) . S =5,
elde edilir. Daha sonra yukaridaki esitligin her tarafi e25(R*+4¢) jle boliiniirse yeterince biiyiik
bir € > 0 i¢in
1122 ey < CeSN + Ce M < CeSN + Ce™*M (4.18)

elde edilir. Bu durumda C > 0,Ce®® ile yer degistirirse her s > 0icin (4.18) saglanir.

Degerlendirmenin tamamlanmasi i¢in iki farkli durum ele alinacaktir.

1.Durum. M < N olsun. Bu durumda

bulunur.

2. Durum. M > N olsun. s > 0 segilirse

CeN = Ce M

esitliginden
eCs+es — K
N )

M

s(C +¢) =log (%),

-1, (M)>o
STCte 8\

bulunur. (4.18) esitsizliginde s yerine yazilirsa

C

2 <C mlog(%)N C c__ilog(%)M
||f||L2(Q(4S)) =CLe + Ce
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C £ C &
= CMC+eNC+e + CMC+eN<C+e

C £
= 2CMcC+eNC+e¢

C £
< CMcC+eNC+e

olarak bulunur. Burada k = i € (0,1) dur.

Boylece 1. ve 2. Durum birlestirilerek
”f”iz(ﬂ(‘]-g)) S CN + CNKMI_K

elde edilir. Son olarak, § = 4¢ olarak segilirse Teorem 4.1’in ispat1 tamamlanmis olur. m

4.2 SONUC

[k olarak 1939 yilinda Torcio Carleman tarafindan kullanilan ve daha sonra kismi tiirevli
denklemler teorisinde énemli bir uygulama alan1 bulan Carleman esitsizlikleri, Klibanov ve
Bukhgeim (1981) ile ters problemler teorisinde teklik ve kararlilik arastirmalarinda 6nemli bir

arag haline gelmistir.

Bu tez calismasinda Klibanov ve Timonov (2004), Cavaterra, Lorenzi ve Yamamoto
(2006)’da elde edilen sonuglar tartisilmustir. i1k olarak hiperbolik operatérler igin Klibanov ve
Timonov (2004)’de verilen ve Teorem 2.2.4 olarak isimlendirilen bir noktasal Carleman
degerlendirmesi incelenmistir. Daha sonra Cavaterra, Lorenzi ve Yamamoto (2006)’nin
hiperbolik integro-diferensiyel denklem i¢in bir ters kaynak probleminin ¢dziimiiniin
kararliligi lizerine yapmis olduklari caligmalar tartisilmistir. Bu calismalarda temel arag
Carleman degerlendirmeleridir. Ayrica, bu yontemin farkli tipten integro-diferensiyel

denklemler i¢in ters problemler {izerinde uygulanabilir oldugu goriilmektedir.
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