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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

SIMGELER

Q : Verilen bir bolge

N :{1,2,3,...}

No :{0,1,2, ...}

R™ : n boyutlu Oklid uzay1

cn : n boyutlu kompleks uzay

Cck(Q) : Q bolgesinde tanimli k. mertebeye kadar siirekli kismi tiirevlere sahip
fonksiyonlar uzayi

Akl (x) : k. mertebeden iterasyon

IN(9) : Q lizerinde Lebesgue dlciilebilir ve integrallenebilir fonksiyonlar uzayi

L*(Q) : Q lizerinde Lebesgue olgtilebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzayi

% : w; fonksiyonunun t degiskenine gore kismi tiirevi

Xi






BOLUM 1

GENEL KAVRAMLAR

Tanim 1.1 (Banach Uzay1) Bir normiu vektor uzay, normdan indirgenen metrik ile

tam ise bir Banach uzayr olarak adlandirilir [32].

Tanim 1.2 (Fonksiyonel Denklem) Bir fonksiyonun belli bir noktadaki degerini baska

bir noktadaki degeri ile iligkilendiren denklemlere fonksiyonel denklemler denir [7].

Tanim 1.3 (Diferensiyel Denklem) Bir bilinmeyen fonksiyon ve tirevlerini i¢eren
denkleme diferensiyel denklem denir [20)].

Eger bilinmeyen fonksiyon sadece bir bagimsiz degiskene baglh ise diferensiyel denklem
bir adi diferensiyel denklemdir. Eger bilinmeyen fonksiyon iki veya daha fazla bagimsiz

degiskene bagl ise diferensiyel denklem bir kismi diferensiyel denklemdir [20].

Tanim 1.4 (Fark Denklemi) n € N = {0,1,2,...} bagimsiz degisken ve x bilinmeyen

fonksiyon olmak tizere
Fn,z(n),z(n+1),..,2(n+k)=0
egitligine bir fark denklemi denir [12].

Tanim 1.5 (Diferensiyel-Fark Denklemi) Degiskeni, bilinmeyen fonksiyonu, onun ti-
revlerini ve artumlaring iceren denkleme diferensiyel-fark denklemi denir. Ornegin, k bir
say, y = y (x) bilinmeyen fonksiyon, Ay = y (z + h) — y (z) olmak tzere y' = kAy bir
diferensiyel-fark denklemidir [21].

Tanim 1.6 (Evrim Denklemi) Bagimsiz degiskenlerinden birit zaman olan kismi dife-
rensiyel denklemlere evrim denklemleri denir. Evrim denklemleri K [u]; u ve u nun x

degiskenine gore tirevlerinin tanimb bir fonksiyonu olmak tzere:

u = K [u] (1.1)



formundadur. Eger K [u] ; u’ya gore lineer ise, bu tip denklemlere lineer evrim denklemleri

ve u’ya gore lineer degil ise, bu tip denklemlere de lineer olmayan evrim denklemleri denir

[4]

Ornek 1.1 (Ters Problem) 1, ..., z, sifirlars (kokleri) verildiginde n-yinci dereceden
bir p polinomunu bulunuz. Bu problem asagidaki direkt problemin tersidir:
Verilen bir p polinomunun x4, ..., x, koklerini bulunuz. Bu érnekte ters problemi ¢ozmek

daha kolaydir. Bu ¢éziim c bir keyfi sabit olmak tizere p(x) = c(x —x1)...(x — x,,) dir [24].

Ornek 1.2 (Ters Problem) Verilen z,...,z, € R noktalarinda 1, ..., y, € R deger-
lerini alan n-yinci dereceden bir p polinomunu bulunuz. Bu problem xi,...,x, nokta-
larda verilen bir polinomun hesaplanmasi probleminin tersidir. Ters problem Lagrange

interpolasyon problemidir [24).

Ornek 1.3 (Ters Problem) Reel, simetriknxn tipindeki bir A matrisi ve A, ..., \, reel
sayilart verildiginde, A+D matrisi Ay, ..., \, 6zdegerlerine sahip olacak sekilde diagonal bir
D matrisini bulunuz. Bu problem, verilen A+ D matrisinin 6zdegerlerinin hesaplanmasi

probleminin tersidir [24].

Ornek 1.4 (Ters Problem) Asajidaki ters problem zeka testlerinde kullamalmaktadur:
Bir dizimin ilk birkac aq, ..., ay terimleri verildiginde, dizinin genel kuraliny bulunuz; yani
tiim n i¢in a, yi bulunuz. Genellikle bulunan kuraly géstermek i¢in sadece bir sonraki iki
veya t¢ terim sorulur. Bu durumda direkt problem genel kuraly verildiginde (a,,) dizisinin
degerlendirilmesidir. Bu tir ters problemlerin genellikle pek ¢ok ¢oziime sahip oldugu

aciktir ve bu sebepten dolayr onlarin zeka testlerinin kullanimasy bir elestiri konusudur

[24].

Tanim 1.7 (Tam Fonksiyon) Kompleks z degiskenli bir f fonksiyonu, eger zy wn bir
komgulugundaki her bir noktada bir tireve sahipse bir zy noktasinda analitiktir (holomorf)

denir. Tim sonlu diizlemin her noktasinda analitik olan fonksiyona tam fonksiyon denir

[14].

Teorem 1.1 (Paley-Wiener) Kabul edelim ki, A ve C pozitif sabitler ve f bir tam

fonksiyon, oyle ki Vz i¢cin

|f (2)] < Ce



ve ayrica

Q/U@M%I<m (1.2)
dur. Bu durumda F € L? (—A, A) vardwr, éyle ki Vz i¢in

f@y_[AF@nmﬁ

esitligi saglanir [34].

Tanim 1.8 (Fourier Doéniistimii) Bir f fonksiyonu her sonlu [—L, L] araliginda par¢als

siirekli ve [ |f (t)| dt integrali yakinsak olsun. O takdirde,

17 |
F = — t)e "dt = F (w
== [ 10 (w)
ifadesine f nin Fourier dontgimi adr verilir [5].

Teorem 1.2 (Sabit Nokta) f : [a,b] — [a,b] fonksiyonu siirekli ise f (c) = ¢ olacak
sekilde bir c € [a, b] vardwr [15].

Tanim 1.9 (Daralma Déniistimii) X, bir N normlu uzayiman bir alt kiimesi olsun.

Herz,ye X icinT : X — X doniisimii
[Tz =Tyl < ez =yl

egitsizligini saglayacak sekilde bir o € [0,1) sayist varsa, bu durumda T ye bir daralma

dondigimi denir [19].

Teorem 1.3 (Daralma Doniisiimii) X bir Banach uzaymn kapaly alt kiimesi olmak
tizere, eger ' : X — X dondisimi bir daralma doniisimi ise T'x = x olacak sekilde bir

tek x € X wardwr [19].






BOLUM 2

LINEER OLMAYAN BIiR EVRIM DENKLEMLERI SISTEMI ICIN BAZI
TERS PROBLEMLER

Lineer olmayan evrim denklem sistemleri bilim ve miihendislikte ortaya c¢ikan birgok
karmagik durumu tanimlamakta kullanilan matematiksel modellerdir. Son yillarda, bu
teoride tnemli ilerlemeler kaydedilmistir. Ancak, bu ¢alismalarin bir¢cogunda direkt prob-
lemler iizerine odaklanilmistir ve ters problemlerle ilgili sinirh sayida calisma yapilmigtar.
Kinetik ve diger evrim denklemleri i¢in bazi ters problemler [6] da ele alinmigtar.

Bu boliimde, lineer olmayan diferensiyel ve diferensiyel-fark evrim denklem sistemleri i¢in
iki ters problem calisilmistir. Ilk olarak, verilen veriler kullanilarak problemler fonksiyonel
denklem sistemlerine indirgenmis ve daha sonra [25] te verilen araglar yardimiyla ¢ziim
elde edilmistir.

Bu boliimde, ilk olarak bir

Q={(z,t): (x,t) € D X [a,b]}

bolgesinde
8wj .
e Ajwi(z,t) + fi(z)Bjw;j(x,t) + gj(wy, we, ...;wy), j=1,2,...n (2.1)

lineer olmayan evrim denklem sistemi ele alinmigtir. (2.1) sistemi daha agik olarak

0

% = Aywi(z,t) + filz)Biwi(z,t) + g1 (w1, we, ..., wy),
8w2

el Aqws(x,t) + fo(x)Byws(z,t) + go(wy, we, ..., wy,),
ow,

5 Apwp(z,t) + fo() Byw,(z,t) + gn(wy, wa, ..., wy,)

seklinde gosterilebilir. Burada x = (x1, 2, ..., z,) € R", n > 1 olmak iizere D = {x : |z| <
7} acik bir kiime; a ve b sabit katsayilar; A;, B; operatorleri yeterince diferensiyellenebilir

ve sadece x degiskenine bagli sonlu diferensiyel operatorler olsun.



[9] da (2.1) sistemi i¢in baz ters problemlerin ¢oziimleri, fonksiyonel denklemler teorisi
kullanilarak elde edilmistir. Ge¢mis zaman verileri kullanilarak yapilan baz klasik ¢alis-
malar sunlardir: Kepler Kanunu'nu kullanarak Isaac Newton yercekimi potansiyelini;
Faraday ve Ampere’in kanunlarini kullanarak James Clerk Maxwell elektromanyetik alan
icin diferensiyel denklemleri elde etmistir. Daha yakin zamanda, diinya ekonomisi i¢in
dinamik sistem teorisinin kurucusu olarak bilinen Jay Wright Forrester, 1900 ve 1970

yillar1 arasindaki deneysel verileri kullanmigtir.

Problem 2.1 (2.1) sisteminden asagqidaki verileri saglayan f;(x), g;(z) strekli fonksi-

yonlarimn bulunmast problemini ele alalim:

ow;
vy = Gale) (0] =) (22)
ow;
we )y = epl) Fl @t =val).
t=b

Burada j = 1,2,...,n; © € D C R";, z € R" dir. ¢,(x), p,(x), ¥,(x), ¥,(x) vektor

fonksiyonlar: asaqidaki egitliklerle tanimlanar:

Spa(x) = (901a(x)7 902a(x)7 ) (pna(‘x))v Spb(x) = (90112(3:)7 ()02b<x)7 aoRy QOnb(x))> (23)
Vo) = (14(2), V30 (), s Vo (), p(2) = (P1(), Yo (), oo, (7)) -

Kabul edelim ki, o,(x), p,(xr) € D, v € D vey = ¢,(x) doniigimii x = o, (y) ters
dontisimiine sahip olsun. \(x) vektor fonksiyonu ve R; (x), Sj (z) fonksiyonelleri asagr-

daki gibt tamimlansin:

Bj ja() =\(z
Mo) = e, Rile) = ijbl;;”,

Aj%a(y)‘y:)\(x) - Aj%’b(x) + Y — wja(k(x))
Bj‘ij '

Burada j = 1,2, ...,n; Bjp(x) #0 dor.

(2.1) deki denklemlerin w;(z,t), j = 1,2,...,n ¢dziimlerinin var oldugu ve (2.2) verilerinin
A(x) vektor fonksiyonu ve R;(x), Sj(x) fonksiyonlar: D tizerinde en azindan siirekli olacak
sekilde verildigi kabul edilmektedir. Ayrica R" uzaymin n boyutu (2.1) sistemindeki
denklem sayisina egit olarak alimmaktadir. Asagida Anikonov vd. (2016) da elde edilen

bir sonug verilmigtir.



Teorem 2.1 Eger
|R;(z)| <q;, |5;(z)| <a;, j=1,2,...,n, x €D

olacak sekilde q; € (0,1) ve a; > 0 sabitleri varsa, bu durumda Problem 2.1 in ¢ézimi
asagidaki formiiller ile verilir:

oo k—1

fi@ =Y T8 (V@) s (A @), (2.4)

k=0 s=0
9i (2) = ja (02" (2)) = Ajsa ()] y = fi (w2 (2) Biwja (v)]

Burada \¥(z) = AN (AM2)).), A Y = XM (@), k= 0,1,2, ..., ve \O(z) = 2

-~
k

(2.5)

y=¢a ' (2 Y=z (2)

dar.

Ispat. (2.1) de t = a ve t = b alimirsa (2.2) ve (2.3) ten

% _ Ajwil,_, + fi () Bjwsl,_, + Guli—y

% . Ajwil,_y + f5 () Bjwjl,y + Gulems

ve boylece

Vja(®) = Ajpjo(@) + [5(2) Bigja () + 95(0a(@)), (2.6)
Vi(z) = Ajpi () + fi(2)Bigjp(z) + gi(pp(2)), j=1,2,...,n (2.7)

elde edilir. (2.6) da z yerine A(x) = ¢, (¢, (x)) alirsak

UuN@) = A,y + HOD) Brsa)] oy + gi(00(@)) 23)
bulunur. (2.8) den (2.7) gikarilirsa,
2:0]11()‘(‘%)) - 7pjb(l’) = Ajcpja(y)}y:)\(m) + f](A(I)) ngpja(y)ly:)\(m)
—Ajp(x) = fi(2) Bips(x)
yazilabilir. Son esitlik g;(p,(z)) fonksiyonlarini igermez. O halde

RO 45030 )],y — Aris (@) = 5 (A (@) + 1 (@)

(@) = ij (A(z)) + Bjpj, (x)
%/_/ h a
Rj(z) e



olmak tizere

fi(z) = Rj(z) f;(A\(z)) + S;(x) (2.9)

formunda f; (x) i¢in (2.9) fonksiyonel denklemi elde edilir. Fonksiyonel denklemlerin
teori ve uygulamasima iligkin sayisal drnekler [25, 26] da bulunabilir. (2.9) fonksiyonel
denkleminde f;(z) i bulmak icin [26] da asagidaki formiil verilmistir:

k

|
—

fi(x) = Ri(A"(2))8; (A" (@)

NE

e
Il

0

@
Il
o

Burada su vurgulanmalidir ki, eger R;(z), S;(z) ve A(x) stirekli fonksiyonlar ise, bu
durumda f; (z) de siireklidir [26]. Diger taraftan, eger y = ¢, *(z) ise, o zaman (2.6) dan

gj(z) fonksiyonu asagidaki formiil ile hesaplanabilir:

9i(z) = ¥.(0.1(2)) — Ajsu(y)]
—fi(ea'(2)) Bjig;a(v)]

y=pa ' (2)
y=pa'(2) "

Boylece Teorem 2.1 ispatlanmig olur. m

Uyar1 2.1 (2.4) formiili

k

|
—

R;(A(2)) 85 (A" (@) (2.10)

==
&
I
&
+
NE

x
I
©
Il
o

1

seklinde yazlabilir. Aslinda, (2.9) fonksiyonel denkleminden yararlamlarak asagidaki
bagintilar saglamr. Bunun igin (2.9) esitliginde x yerine A (x) aliap bu egitlik R;(x)
ile k defa ¢arpilirsa;

Ry() fi(A(2)) = R;(x) Ry(\(2)) f;(A? (2)) + R;(2)S;(A(x)),

[T 7@ 5 (W) = TT RO @) R @) £ @)
+ 1:[ R; (AM (1‘)) S, <AW (x)) k>, (2.11)



elde edilir. (2.9) ve (2.11) toplanarak (2.10) formiiline ulasilir. Ayrica (2.10) serisi

yakinsaktr; ¢inki (2.10) formiilii ve Teorem 2.1 in hipotezi yardimayla

1

aj + qja; + qiaj + ... = a1+ ¢ +q; +..)

magjorant serisi elde edilir.

2

Ornek 2.1 (2.1)den=1,a=0,b="T, j =1, A(z) = 2, Bi(z) = (Z)*, w, (a,1) =

w(a,b), fix) = f(@), 9;(2) = 9(2) almrsa

dw _Pw iy (20 tL (w(z,1), 0<z<T,0<t<T (2.12)
ot Ox? Y\ oz GURn D), B=d =T R == .

denklemi ve

W ley = pule) Gr0| = vola), 2,13
we. s = prle) Gr@H| =g

verileri elde edilir. Burada 0 < |py(z)| <7, 0 < |pp(x)| < T dur.

Bu durumda ilgili ters problem, (2.12)-(2.13) bagintilarindan f(x) ve g(z) fonksiyonlarimin
bulunmas: problemi olarak ortaya cikar.

O zaman (2.12)-(2.13) ten f(x) ve g(z) fonksiyonlar i¢in
o(@) = @9(2) + f(@)(20())* + g(go(2)), (2.14)

V(@) = er(@) + f@) (@ (@) + g(er(2)) (2.15)
denklem sistemi elde edilir. (2.14) te x yerine A\(z) = ¢, ' (o () yazilir ve (2.15) dikkate
alinirsa;

!’

V() = ho(A(2)) = ¢ () + f(@)(pr()* = F(A2))(p(9))* — #o(y)

y=A(z) y=A(z)
bulunur. Son esitlik
f(@) = R(x) f(Ax)) + S(x) (2.16)

seklinde f(z) igin bir fonksiyonel denklemdir, burada

)], ey — @) + () — o(A2))
B (& (2))°

GO .

(r(@))”

R(z) =




dir. Ayrica dikkat edilirse R(z) ve S(z) fonksiyonlar: sadece verilere baghdir.
O halde, eger |R(z)] < ¢ < 1, |9(x)] < a, 0 < x < 7 ise, o zaman agagidaki formiiller
elde edilir:

k

i RO (z (A[’ﬂ(a;)) , (2.17)

k=0 s

|
—

Il
o

(2.18)

y=¢5 ' (2)

9(2) = ¥ (95 (2)) = @ () —f (%0 (2)) (908 (y)>2 s

(2.17) de S(z) = 0 ise, bu durumda f(x) = 0 olur ve Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov
denklemi bulunmus olur. Bu denklem biyoloji, kimya, genetik gibi pek cok alanda

reaksiyon-difiizyon olaylarinin modellenmesinde énemli rol oynar.

Uyar: 2.2 (2.16) da ¢ > 1 sabiti i¢in S(z) = 0 ve R(z) = ¢ oldugunu varsayalim. Bu
durumda Schroder denklemi olarak adlandirilan ve en onemli iteratif fonksiyonel denklem-

lerinden biri olan

S = FO@), 5=+

(2.19)
denklemi elde edilir [26].

R(z) = 1 durumu i¢in agagidaki 6érnek verilebilir:

Ornek 2.2 k>0, s > 0 olmak dizere

ow(x,t) 62 (dw)®
— = 8x2+f() gw), 0<x <7, 0<t<1,
| 1 " n ow 1 7
w = —arctanx - e = 5
t=0 ™ 27 Ot|,_, ml4+a?
| 1 tan (v + )+1 ow 1 ol
w = —arctan T - —— - 5
=1 = 7 7 20 Ot|_, 7Tl+(y+a)

bagintilarindan f(x) ve g(w) fonksiyonlarimin bulunmast ters problemini ele alalim. Bu-

rada
AMz)=~v+=x, Rlx)=1, S(x)=0

olsun. Bu durumda f(z) = f(z + ) fonksiyonel denklemi elde edilir ve bu denklem ¢ok

sayrda ¢oziime sahiptir. Clinki

9(z) = %Sin2 mz(1 — %SinQWZ) — [0 (2)) B%(y)}y:%l(z)

10



dir. Eger f(z) = 0 ise, o zaman g(z) = Lsin® wz(1 — %sin 270z) olur. Yani, problemin

coziimlerinden biri
1 1

w(z,t) = —arctan(yt+x) + 2’ f(z) =0,
7r

g(z) = 7 gin? mz(1 — —sin27z2)
m v

olarak bulunur.

Lemma 2.2 F bir Banach uzay ve v € E, \(x) € E, a > 0 sabit sayr olmak tizere \(z)
fonksiyonu

e
av1l/a
(1+ [

ozel formunda verilirse, bu durumda

Az) =

AR () = d k>
) (1+ K[|

dir.
Ispat. Lemma 2.2 tiimevarim yontemi kullanilarak ispatlanabilir; bunun icin

x
(L4 K]
oldugu kabul edilerek

e (x) =

/\[k-l—l} ) = z
(1+ (k4 1) [J]|*)"

esitliginin saglandigi gosterilecektir. Buna gore

ATy = A ()\[’“] (x))

a> 1/«

-
(k| )/

<1 n < ] >a> 1/a
(1+k]]|*) /=
(k|| *)!/
(A (k+1) ||| *)
(k[ *)'/ =
Xz

(1+ (k+1) ||V

yazilabilir. m

(1+ HAW (2)

11



Sonug 2.1 Eger

pr(z) = ¢ (W)

bagintist saglanirsa

T

o) =0 (er@) = e

olur ve (2.17) ¢ézimi

seklinde yazilabilir.

2.1 DIFERENSIYEL-FARK DENKLEM SiSTEMLERI iCiN BiR TERS
PROBLEM

Bu boliimde j = 1,2, ...,n olmak iizere
wj (x,t+ h) = Ajw;(x,t) + f; (z) Bjw; (z,t) + gj (wq (x,1) , ..., ws(x, 1)) (2.20)
diferensiyel-fark denklem sistemini

wil,_, = @ju(®), wi(v,a+h)=1;,(2), (2.21)
wj't:b = onb(x)a Wy (J,’, b+ h) = %b(@

kogullar: ile birlikte ele alahm. Burada h bir sabit, A;, B; sadece x degiskenine bagh
operatorler, |z| < 7, a <t < bvew = (wy, ws, ..., w,) dir.

(2.20) sistemi degisik sosyal ve ekonomik problemlerin modellenmesinde énemlidir. Ozel

olarak, organizmalarin popiilasyonlarinin degisiminde, kontrol sistemlerinde ve ekonomik

galigmalarda ortaya cikar [11, 31].

Problem 2.2 (2.20)-(2.21) sisteminden f;(x) ve g;(w) strekli fonksiyonlarinin bulun-

mast problemin: ele alalim.

Problem 2.2 i¢in [9] da elde edilen sonug asagida sunulmustur.

12



Teorem 2.3 Eger q; € (0,1) ve oj > 0 sabitleri
|R;(z)| < ay, 1S;(2)| <ay, j=1,2,..,n, x €D

egitsizliklerini saglayacak sekilde mevcutsa, bu durumda (2.20)-(2.21) ters probleminin

¢cozimi asaqidaki egitliklerle verilir:

e = I8 (A (@) 85 (A (@)

9i(z) = zb;a (;0;1 (2)) = Ajpja W), _ 1) = Fi (02 (2)) Bisa(y)]

y=¢a " y=va ' (2)
Teorem 2.2 nin ispatr, Teorem 2.1 in ispatina benzer bicimde yapilir.
Ispat. (2.20) de t = a ve t = b almirsa (2.21) den
wi(z,a+h) = Ajwyl,_, + f; (€) Bjwsl,_, + gili—q
wi(z,b+h) = Ajwl_y, + [ (2) Bjwil_y, + g5,
olur ve boylece
Vial2) = Ajipja(x) + [5(2) Bj0jo () + g;(04(2)), (2.22)
Uip(x) = Ajop () + fi(2)Biop(x) + 95(ep(x)), J=1,2,...,n (2.23)
elde edilir. (2.22) de x yerine A(z) = ¢, ! (p,(z)) alinirsa
UuO@) = 4@, s+ HO@) Brsa)] oy + i(00(@) (221)
bulunur. (2.24) ten (2.23) gikarilirsa,
@) = (@) = A,y + HO@) B (225)

—Ajpp(x) = fi(2)Bjpsu ()
yazilabilir. O halde

05 )]y 45030 )]sy — Arois (@) = 3 (A (@) + 1 (2)

fj (SC) - Wf] <)‘ (x))+ Bj‘:ojb (I)
—— ~ <~ ~
R;(z) Sj(x)
olmak iizere
[i(@) = Rj(x) f;(A(z)) + S;(x) (2.26)

13



fonksiyonel denklemi bulunur. Bu denklemin ¢oziimii yukarida belirtildigi sekilde [26] da
verilmistir. Boylece Teorem 2.2 ispatlanmisg olur. m

Goriildiigii gibi (2.1) ve (2.20) denklemleri igin ele alman ters problemler ¢ahgilirken
iki énemli konu ortaya ¢ikmaktadir; Birincisi, ele alinan ters problemlerle ilgili fonksi-
yonel denklemin incelenmesi ve ikincisi ise |z| < 7, |y| < 7 bolgesinde z = ;! (y) ters

doniistimiiniin bulunmasidir.
Ornek 2.3 Bu drnekte

2 2
w(x,t+h):%+f(x)(g—l;) +g(w), 0<z<7, 0<t<T (2.27)

diferensiyel-fark denkleminden

w(x,0) = @o(@), w(z h) =1 (), (2.28)

w(z,T) = ¢p(), w(z,T+h) = (z)

kogullar altinda f(x) ve g(w) fonksiyonlarinin belirlenmesi problemini ele alalvm. Burada

0 S ’800 (.T)| S T, 0 S ’QOT (.T)‘ S T dur.

Ornek 2.3, Ornek 2.1 de verilen (2.16) fonksiyonel denklemiyle ayn1 olan bir fonksiyonel
denkleme indirgenebilir. Boylece ¢oziim (2.17)-(2.18) yardimiyla elde edilebilir.
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BOLUM 3

BiR PARAMETRELI BiR FONKSIiYONEL DENKLEM ICIN BiR TERS
PROBLEM

Bir fonksiyonun belli bir noktadaki degerini baska bir noktadaki degeri ile iligkilendiren
denklemlere fonksiyonel denklemler denir [7]. Matematiksel analiz, geometri, cebir prob-
lemlerinin bircogu fonksiyonel denklemlerin ortaya cikmasina sebep olur. Ozellikle, somut
bir problemdeki simetri kosulu, bu problem i¢in fonksiyonel denklemi olusturur.

Fonksiyonel denklemlerin klasik érnekleri, Cauchy, D’ Alambert, Abel, Schréder denklem-
leri, Euler gama fonksiyonu, Riemann zeta fonksiyonu i¢in denklemler olarak verilebilir.

Bu konuda daha ayrmtili bilgi [1, 26] da bulunabilir.

Bu boliimde p degisken parametreli

pw (z,p) = w(A(z),p) +a(r,p)

fonksiyonel denklemlerinden w (z,p), A (x) fonksiyonlarimin ayn anda aragtirildig: lineer
olmayan bir problem ele alimmigtir. Ozel siiflara ait olan w (x, p) ve \ (z) fonksiyonlari

icin ¢oziim formiilleri verilmistir.

Problem 3.1 E, z elemanlarindan olusan ||x|| normu ile bir Banach uzays,
Ey={zec E:|z|| <A}

kiimesi E de bir yuvar ve A > 0 sabit olsun. \(x), E4 dan kendi tzerine strekli bir
dontigim, w (z,p) ve a(x,p), p, |p| < 1 saysal parametresine baglh E den E ye sirekli

dontistimler olsun. Asagqdaki denklemi ele alalim:

bw (a:,p):w()\(x),p)—i—a(x,p), Hm” < A, (3'1)

burada p € R, |p| < 1 dir. p sabiti i¢in a (x,p) ve A (x) verildiginde, (3.1) den w (z,p) yi

bulma problemi, fonksiyonel denklemlerin lineer teorisinin bir problemidir.
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Bu konu ile ilgili olarak [26] dan iki 6rnek verelim.

26, s. 122] de, 0 < 2 < A, w (x) reel fonksiyonu ile ilgili
pw (z) = w (Awz)

Schroder’in fonksiyonel denklemi incelenmigtir. p sayist ve A (z) reel fonksiyonu sabittir

O<p<l,0<A(z)<z, N(2)#0, x#0, N (0)=p, e C*([0,A]

bagintilarimi saglar. Bu durumda Schroder denkleminin tek diferensiyellenebilir ¢oziimii

w (z), w' (0) = 1, monotondur ve

w(x) = lim p~*AM (2)

k—o0
formiilii ile verilir. Burada A% (z) = z olmak iizere

A (@) = XA (. (A (2))))

v~

k

dir. Banach uzaylarinda daha genel bir fonksiyonel denklem olarak

w () =g (x)w () + a(z)

alimabilir. Bu fonksiyonel denklemin |g (x)| < ¢ < 1, ||a (z)|| < L kosullar altinda w (x)

¢oziimii agagidaki gibidir:

w(x) = if{g ()\m (1’)) a ()\[k] (m))
(26, 5. 149].

Problem 3.2 Bu béliimde, degisken bir p parametreli ve p den bagimsiz bilinmeyen bir
A (z) fonksiyonuna sahip (3.1) fonksiyonel denklemleri i¢in farkly bir problem ele alinacak-
tur. w (z,p) ve a(x,p) fonksiyonlarman p ye gore analitik oldugunu varsayalim. Daha agik

olarak |p| < 1, ||z|]| < A bélgesinde

pw (z,p) = w (A(x),p) + Z ar, (z) p* (3.2)

esitliging saglayan w (z,p) = Y. wy (z) p* ve X (x) fonksiyonlarimin bulunmas: problemini
k=0

ele alalvm. Burada A > 0 olmak tizere ay, (x) sabit sirekli fonksiyonlar ve |p| < 1, ||z|| < A

icin > ay (z) p* serisi yakinsaktir. Baska bir deyisle, ele alinan problem, fonksiyonel
k=0

denklem i¢in bir ters problemdir.
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(3.1) deki degisken parametre asagidaki nedenlerden dolay1 ortaya cikmaktadir. Ornegin,
p kontrol parametresidir ve degisir. Veya, degisken parametre, A (x) in bagimsiz oldugu
degiskenlere gore olan diferensiyel denklemlerdeki Fourier doniigiimiiniin bir sonucu olarak
ortaya cikar.

Ozel olarak, R"*! Oklid uzayindaki

_iau (x,t)
ot

(D)
=u(A(2),t)+ R(x,t), > = —1, EZO’ teR zeR"

evrim denkleminin her iki tarafinda t ye gore Fourier doniigiimii alinirsa degisken para-
metreli (3.1) tipindeki bir denklem elde edilir. Bu durumda siirekli diferensiyellenebilir
fonksiyonlar u (x,t), R (z,t), t ye gore sonlu olacaksa, o zaman onlarin Fourier doniigiim-
leri w (z,p), a(z,p), Paley-Wiener Teoreminden p ye gore tam fonksiyonlar olur.

h, kiigiik bir parametre ve u (z,t) da x e gore sonsuz diferensiyellenebilir bir fonksiyon

olmak tizere \ (z) = z + hu () ise verilen seride h ye gore u (z + hu (z),t) kullanihirsa,

Ou (z,t) | r
— — N >
o X D) W@ R, m

diferensiyellenebilir yaklagik bagintilar: elde edilir. Bu nedenle, ele alinan problem, dife-
rensiyel denklemler i¢in ters problemler ile baglantilidir.
Ik olarak bilinen ay, (x), k = 0, 1,2, ... fonksiyonlar1 yardimiyla w (z, p), A (x) fonksiyon-

lariin belirlenmesi problemi i¢in formal sonuglar1 verelim, burada

a(z,p) =) a(z)p*
k=0
olarak ele alinmaktadir.

Lemma 3.1 A (z) fonksiyonu,

iak (W (m)) —0, \ () =z € B, (3.3)

k=0
denkleminin bir koki olsun. Burada

A (@) = XA (. (A (2))))

-~

k

seklindedir. w (x,p) fonksiyonu

e = Y an (VW @) (3.4)

k,s=0
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formal serisi ile verilsin. Bu durumda X (x) ve w (x,p)
pw(x,p) =w (A (z),p)+ Y ax (x)p*

k=0
fonksiyonel denklemini saglar.

Ispat. Asagidaki esitlikler yazilabilir:

bw (Jj,p) = Z &kr—i-s-i-l (A[S] (l’)) pk+1

k,s=0
= Y e (@) D (@)
k=0,s=1 k=0
+ Z as ()\[5] (x))
— Z Uhtstl ()\[S] (:L‘)) PP+ Z as ()\[s] (w)) +a(z,p)
k=0,s=1 s=1
= Z A+s+1 <)\[5+1] (@) p* +a(z,p)
k,s=0

= w(A(z),p)+a(z,p).

Lemma 3.1 den goriildiigii gibi asil problem, (3.3) denkleminin ¢oziimlerini ve (3.4)
serisinin yakinsakligini bulmaktir. m

Eger z = a; (z) fonksiyonu = = b(z) ters fonksiyonuna sahipse, o zaman (3.3) denklemi
agagidaki gibi yazilabilir:

o0

> (A (@))) .

(3.3) denkleminin ¢oziimiiniin varhgy, tekligi ve kararhiligi ile ilgili problemlerin, B ope-

A= B\, BA(z)=b (— (ag (z) +

ratoriiniin sabit noktalarinin teorisi ile baglantili oldugu aciktir.

Simdi F uzaymim R™ (n > 1) Reel 6klid uzay1 oldugu durumda Sabit Nokta Teoremini
kullanarak Lemma 3.1 in formal ispatinin yeter kosulunu formiile edecegiz. Bu durumda
agagidaki kogullar saglayan ay (x), k = 0, 1,2, ... vektor fonksiyonlarmin bilindigini kabul

edelim:

1) z = a; (z) doniigiimii R” — R” ye gider; b(0) = 0 olacak sekilde z = b (z) tek bir ters
doniigiime sahiptir ve |[b(2) —b(y)| < L|z—1yl, ly| < A, |z| < A, L € (0,1] sabit

bir sayidir.
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2) ay (z) vektor fonksiyonlari, ay (0) =0, k =0, 1,2, ... olacak sekilde |z| < A bolgesinde
ok () —ar ()] < Li |z —yl, [z <Ayl <A

bagmtilarim saglar, burada Ly > 0, L; > 0, Ly > 0, k = 2,3, ..., sabit sayilardir,

oyle ki

0 1 0
k=2 k=2

dir. Burada M, ¢ (t) = 0 denkleminin kokiidiir, ve

Y(t)=Lo+» Lit" —t, 0<t <1,

k=2

konveks fonksiyonu, (0, 1) araliginda tek bir ¢ = M reel kokiine sahiptir, ¢iinkii 2).
kosul ve ¢ (0) = Lo > 0 ile

(1) =Lo+ Y Ly—1<0

k=2

dir.

Q, f(0) = 0, olan [f(z) = f(y)| < M|z —y| olacak sekilde [z] < A, [fi = fof =
sup |f1 (z) — fo (z)| uzakligina sahip tiim siirekli f € R" vektor fonksiyonlarinin bir tam

|z[<A
metrik uzay1 olsun. Burada M,

Lo+ ) LiM* =M
k=2
denkleminin kokiidiir ve A, Lo, L, Ly sabitleri 1) ve 2) kogullarim saglar.

o0

Teorem 3.2 1) ve 2) kogullar altinda, > ay (A[k] (x)) = 0 denklemi tek bir A € Q
k=0
¢oziimiine sahiptir, oyle ki |p| < po, |z| < A, po < 1 i¢in

oo

w(z,p) = Z Qo414 <)\[S] (:v)) P

k,s=0

serisi diizgiin olarak yakinsaktir ve A (x) ve w (z,p) fonksiyonlar:

pw (z,p) = w(A(x),p) +a(z,p), [z <A |p] <po
fonksiyonel denklemini saglar.
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ispat. ) € Q i¢in

‘A[’“] (:c)‘ < M*|z| < M*A, ‘ak (A @;))) < M*L,A

esitsizlikleri dikkate alinarak, ag (x) + > ay (/\[k} (m)) serisinin diizgiin olarak yakinsak
k=2

oldugunu ve tiim terimleri siirekli oldugu i¢in x e bagh siirekli vektor fonksiyon oldugunu

goriiyoruz. b (z) siirekli oldugu igin b (— (ao () + > ay ()\[k] (:c)))) vektor fonksiyonu
k=2
da siireklidir. Simdi A (z) ile ilgili

ag () + i a ()\[k] (m)) =0

denklemini gtz oniine alahm ve agagidaki gibi yeniden yazalim:

Az)=b <— <a0 (z) + iak (AW (;g)))) = BA(z).

B operatoriiniin, () kiimesini kendisine doniistiirdiigiinii ve ¢ sabiti ile bir daralma ope-
ratorii oldugunu gosterelim. Oncelikle dikkat edelim ki, eger her L, = 0, k = 2,3, ... ise,

o zaman A (z) = b(—ag (x)) dir. Gergekten, eger boyle degilse, bu durumda
‘Gk (A[k] (33)) — g (A[k] (?J))‘ < LyM* |z — y]
esitsizligi dikkate alinarak

b (— (ao () + i ap A\ (:v)))

[BA(2)] = [BA()] =

A
—
S

(en)
&
|
S
o
S
+
|M8
Q
Enl
>
&
S
S
=
S
—_ 1

k=2
< L|Lole—yl+ 3 Le [\ () A <y>1]
L k=2
< L LO+ZLkM]|a:—y|
L k=2
- L L0+ZLkM’“—M] |z —y| + LM |z — y|
L k=2

= LMz —y| < M|z —y|
elde edilir; yani
|BA(2)| = [BA(y)| < M |z —y|, B(0)=0
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[e.e]
ve boylece BA € ) dir. Geriye B operatoriiniin ¢ = ﬁL > Ly sabiti ile daralma
k=2

operatorii oldugunu gostermek kaliyor. Gercekten,

B (2) = B (@)] < 30 2L [\ () = A (0

dir.

At(Ar () = A2 (A2 () < A (Ar () — A (A2 (@)))]
+1A1 (A2 (7) = A9 (N2 ()]
< MM (@) = A2 ()] + A = Az

< (M+ DA =X

oldugundan asagidaki esitsizlikler ifade edilir:

A (A @) - a0 (A @)
M (@) = (B @)
M (@) = A7 (@) + A = A

MW (@) = (@) <

+

< M

< (MM—1 + 1) [|A1 — A2l = Mg || A1 — A2| -

Burada My = M + 1, M, = MM 1+ 1, k = 3,4, ... sayilan rekiirans bagintilar: ile tek

olarak tanimhdir. Bu durumda

1— MF 1
= —1+M+.. +M 1<
k 1 + + ...+ 17

olarak elde edilir. Boylece

[BM\ () = By ()] < ) LLg [\ — o
k=2

1 o0

< T 2 Lkl = e
k=2
= q|lA = A

yazilabilir. x keyfi oldugu igin
[BAL (2) = BAz (2)| < q[[A — Aq|

bir daralma tahmini elde edilir. Boylece (3.3) denkleminin tek bir A € @) ¢dziimiine sahip

oldugu ispatlanmig olur. m
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Simdi (3.4) serisinin |z| < A, |p| < po < 1 i¢in diizgiin yakinsak oldugunu gosterelim,

burada pg keyfidir.

Z wk po, wk Z Qk41+4s ( ))

1fade1er1n1 ele alalim. Boylece
@) <3 Jaraes (A @)
s=0

oo . A 0
= ZLk+1+SM 2| < ] ZOLIC+1+S =q — 0

k—oo
s=0

bulunur. |wy (z)] < g tahmini |z] < A, |p| < po < 1 igin (3.4) serisinin diizgiin yakinsak
oldugunu garanti eder. Lemma 3.1 ile w (x, p) ve A (x) fonksiyonlar: (3.2) esitligini saglar.
Sonug olarak, eger teoremlerin sartlar: saglanmazsa, denklemin ¢oziimiiniin tek olmamasi
ornegini gosterecegiz. R™ nin n boyutu 1 e esit ve belirli bir m > 2 i¢in a,,4; () = 0,

7 =1, ... olsun. Bu durumda

)+ Z (A[’“] ) =0 (3.5)

denklemi sonlu bir mertebeye sahiptir. Ayrica by = e=%°@) b, = e~ %@ Lk =12 ... m

olsun. (3.5) denklemi

z) = ﬁbk (W (:1:)) (3.6)

formunu saglar. x > 0 i¢in by = [y, b = [, olsun, burada 3, # 0, 8 # 0, ay,
ay, belirli reel sayilardir. by i¢in (3.6) denkleminin A (z) ¢oziimiini A (x) = Agz® seklinde

arayacagiz. Eger z,
Z ap?t — g =0 (3.7)
k=1

denkleminin bir kokii ise ve

1

« 1z Zk—1 ik

/\o=<§—3> ST N (L 24 2 £0
k=1

ise, 0 zaman (3.6) denkleminin ¢oziimii A (x) = Agx® fonksiyonudur.

Gergekten, \gz* ifadesini, by (x) = Byz®, by () = Sz i¢in (3.6) denkleminde yerine

koyarsak,
- « PRRE L
faae = g gt et (3.8)
in: ap(1+z+..+zF1 (K a2k
_ ™ )
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elde edilir. Burada

m

> ak<1+z+...+zk’1>

m
ag =Y 2", By = "N
k=1

i¢in (3.8) esitlikleri dogrudur.
(3.7) denklemi birgok reel koke sahip olabileceginden, (3.6) denklemi de bir¢ok ¢oziime
sahip olabilir.
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BOLUM 4

FONKSIYONEL DENKLEMLER VE TERS PROBLEMLERE
UYGULAMALARI

Bu boliimde lineer fonksiyonel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek igin kullanilan bazi
metotlar tartisilmis ve ayrica diferensiyel-fark denklemleri i¢in ters problemlerle ilgili
olarak bazi uygulamalara yer verilmistir.

Kabul edelim ki, X, z elemanlarimin bir kiimesi; A (z), X den X e bir doniisiim; E, x e
baghh w (z) elemanlarindan olusan bir Banach uzay: ve A (z), x e bagh reel degerli bir

fonksiyon olsun. w (z) € E i¢in bir lineer fonksiyonel denklem,
w(z) = Az)w(A(2)) +a(z) (4.1)

formunda bir denklemdir, burada verilenler A (z) € X ve a (z) € A dir.

Fonksiyonel denklemlerin bazi uygulamalar: ile ilgili teorik sonuclara ve cesitli 6rneklere
[13, 25] ten ulagilabilir.

Asagida iki ornek incelenecektir:

0 <z < xy olmak iizere w () reel degerli fonksiyonu igin fonksiyonel Schroder denklemi

pw (x) = w(A(z)),

25] te ele alinmigtir. Burada 0 < A(z) <z, 0 <p <1, N (z) #0, N (0) = p, A(x) €
C? ([0, zo]) ve p sabittir. Bu durumda bir diferensiyellenebilir w (z) tek ¢oziimii, w’ (0) =
1, monotondur ve asagidaki esitlik saglanir;

w(x) = lim p~*AM (z) | (4.2)

k—oo

burada A¥ = X\ (X (... (A (2)))), ifadesi k. mertebeden bir iterasyonu gostermektedir (bk.

g

k
[25]). Daha genel ikinci 6rnek, £ Banach uzayindaki bir w (x) fonksiyonu i¢in

w(r) = A(z)w(A(z) +a(r),
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fonksiyonel denklemidir. Burada A (z) reel degerli fonksiyondur, syle ki 0 < |A (z)| <
qg<1vel|a(r)] <adir. Asagidaki formiil [26] da elde edilmigtir:

I (AM (ac)) a (W (x)) . (4.3)

k

w@) =S T

0 j=0

Burada X bir topolojik uzaydir.
4.1 FONKSIYONEL DENKLEMLER UZERINE BAZI TEMEL SONUCLAR

(4.3) teki serinin yakinsaklhig igin |A (z)| < ¢ < 1 esitsizligi temel bir sarttir. A (z) ile
ilgili ek kogullar altinda, |A (z)| < 1 esitsizliginin gosterilmesi yeterlidir (bk. agagidaki
Teorem 4.1 ve 4.2). E, |z| <x € E) normu ile donatilmig ve E yi kapsayan bir bagka

Banach uzay1 olsun. Ornegin E = R" E=R™ m <n alalim.

Teorem 4.1 (4.1) denkleminde, X = E olsun ve asaqdakt kabuller saglansin:
1) |A(x)] <1 ve A(z) #0.

2) |IA <l _o<a<i.
) M@ < (e lel ) o

3) ||la(z)|| < B|lz|, >0, burada o ve [ sabittir.

Bu durumda

oo k—1

w(z) =3 J]A (w (x)) a (W (a:))

k=0 j=0

serisi v € F icin yakinsaktir ve (4.1) denklemi i¢in bir ¢ézimdiir.

Ispat. E normlu uzaymdan kendi iizerine tammh A (z) déniisiimii eger

esitsizligini saglarsa, o zaman

HW (””)H <=l
(14 & flz[")
dir. Gergekten de,
z
Fz)=—F, k>1, a>0
(14 kzo)=
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fonksiyonu z > 0 igin

1
F/ (Z) = —11 >0
(1+ kzo)a™
tiirevine sahiptir ve sonug olarak, artandir. Tiimevarimdan,

e

([ wl)

l=ll
(Itklz[[*) >

()
(Ltkl|[*) =
]
ay L
(14 (k+ 1) fJz]%)

v =

Q=

IN

bulunur. O zaman, 1)-3) kabullerinden, k£ > 1 i¢in

(A (:c)) a (AW (v)) H
ﬁ A ( AW (g "

il

IN

- BHW H (1 +Ejel)* <

elde edilir. L > 1 i¢in

D
k=1 V“

majorant serisi yakinsaktir. Boylece Teorem 4.1 ispatlanmig olur. m

A () iterasyonlarmin hesaplanmasi cok zahmetli olabileceginden 6zel bir A (z) kullaml-

masi1 faydahdir.
Teorem 4.2 (4.1) denkleminde X = E olsun ve asaqidaki sartlar saglansin:
1) [A(z)] <1 ve A(z) #0.

2) A(z) = v~ (pv (), burada 0 < p < 1, y = v(z), E — E bir déniisim ve tersi
x=v"1(y) olsun, dyle ki ||[v= (v)|| < Bllyll, B3>0 dir.

3) lla (@)l < By l=ll, 6, >0.
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Bu durumda
oo k—1
= Z H A (v_l (p’v (x))) a (v_l (pkv (x)))
k=0 j=0
serisi v € F icin yakinsaktir ve (4.1) denkleminin bir ¢ézimdidir.
Ispat. Ilk olarak, eger A (z) = v~! (pv(z)) ise A (z) = v~! (p"v (2)) oldugu ispat-

lanacaktir. Gercekten tiimevarim yonteminden,

AR+ (z) = )\()\[k] (:c)) )\( ( k] v(z )))
= v (pv (v (plo (2))))

dir. 1)—3) kabullerini kullanirsak, k£ > 1 i¢in

(Am ) (W (x))H

7=0

< THa ()] o (10}
< B [\ @)

< Bulle™ (o @)

< B8 o @)

degerlendirmesini elde ederiz. Teoremin varsayimi geregi 0 < p < 1 dir. Bu nedenle,

[e.o]

BBy v ()Y p"

k=1
majorant serisi yakinsaktir. Boylece Teorem 4.2 ispatlanmig olur. m

Simdi Schroder tipindeki

pw () = w (A () (4.4)

denklemini ele alalim. Burada =z € C", w(x) € C", A(z) € C", u, kogegen eleman-
lar1 kompleks sabitler olan n. mertebeden bir kégegen matris, C" n—boyutlu kompleks
uzaydir, ve A (z), C" — C" e bir holomorfik déniigiimdiir. (4.4) denkleminin bir holo-
morfik ¢dziimiiniin varhgi, [10] daki holomorfik déniigiimler hakkindaki Ziegel teoremi ile

baglantilidir. (4.4) denkleminin holomorfik ¢tziimii agagidaki sekilde formiile edilebilir:
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Lemma 4.3 Kabul edelim ki, A\, C" den C" e holomorfik donisimi X (0) = 0, pzx kise-
gensel kisma sahip olsun. Burada p, bir kosegensel matris olup p, k = 1,2,...,n, ele-

manlart
|1ts — ulflug?..uﬁ”} >C (ki +ke+ ..+ k) 7, s=1,2...,n

esitsizliklering saglar. Ayrica C > 0 ve v > 0 sabitler olup k; > 0, ki +ky + ... + Kk, > 1
olacak sekilde tamsayilardir. Bu durumda sifirin bir komsulugunda bir w (x) holomorfik

diffeomorfizmi vardir, w (0) = 0, oyle ki pw (x) = w (p (x)) dir.

Ispat. Ziegel teoreminden, sifirm bir komsulugunda paw (z) = w (A (w™! (2))), w (0) =0
olarak temsil edilen bir A (x) holomorfik déniigiimii bir holomorfik diffeomorfizmdir [10].
x yerine w (z) alinirsa, pw (z) = w (A (z)) esitligi elde edilir. Boylece Lemma 4.3 {in ispati

tamamlanmig olur. m

4.2 FONKSIYONEL DENKLEM ICIN BIR TERS PROBLEM

Bu boliimde,
w(z)=A@)w\(x))+a(zx), {z:|z] <Ry Ry>0}

fonksiyonel denklemini saglayan vektor degerli w (x) ve A (x) fonksiyonlarinin bulunmasi
ters problemi ele alinacaktir. Burada A (z) bilinen bir fonksiyon ve a (x) vektor degerli

fonksiyon olup

a(x) = Zak (x)

yakinsak serisi ile gosterilsin. Burada ay (x) ler bilinen vektor degerli fonksiyonlar olsun.
D = {z:|z| < Ry, Ry > 0} bolgesi z = (x1,29,....,x,), (n > 1) olmak iizere R" Reel
Oklid uzayinda kapah bir bolge; A (z), A (0) = 0 olan D den D ye siirekli bir fonksiyon;
a(z) = (a1 (x),a2(x),....,a, (), a(0) = 0 sartm saglayan siirekli vektor degerli bir
fonksiyon ve A (x) # 0 reel degerli siirekli bir fonksiyon olsun.

w(x) = (wy (x) ,wy (x), ..., w, (z)) vektor degerli fonksiyonu igin
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fonksiyonel denklemini ele alalim. Buradaki esas kabul; bilinen siirekli a (z) , x € D vektor

degerli fonksiyonunun ay, (0) = 0 olacak sekilde ay, (z) siirekli vektor degerli fonksiyonlar:

icin
a(e) = (@) (46)

yakinsak serisi ile verilmesidir.
Ozel olarak, a(z) in bir baza gore yazihmi (4.6) mmn 6nemli bir 6rnegidir. Soyle ki,
0o (), 1 (), oy @i (), ..., @ € D, en azindan siirekli ¢, (z) fonksiyonlarmdan olugan

bir ortonormal baz olsun.

ar, (x) = crpy (z)

diyelim, burada

k= /gpk (x)a(z)dx

D
sabit bir vektordiir. n = 1 durumunda, ¢, () i¢in klasik polinomlari, trigonometrik
fonksiyonlar1 vb. alabiliriz.

Dikkat edilirse, A (x) ve a (x) iizerindeki kogullar ile (4.5) ve (4.6) bagintilar1 sadece
w (z) 1 degil ayn1 zamanda A (z) i de ifade eder.

Bir 6rnekle baglayalim. Kabul edelim ki, siirekli vektor degerli fonksiyon a (),
a(r)=ag(x)+a(x), ap(x) =0, a1 (0) =0

seklinde iki siirekli terimin toplami olarak yazilabilsin, burada vektor degerli fonksiyon z =
ay (z), x = b(2) siirekli ters fonksiyonuna sahip olsun. Ornegin, n = 1 durumunda, smirh
salimml a (z) fonksiyonu a (z) = ag (z) + a1 () formunda gosterilir, burada ag (z) ve
a1 () monoton fonksiyonlardir, 6yle ki fonksiyonlardan biri artandir, digeri ise azalandir.
Sonug olarak, a (z) = ag(z) 4+ a1 (z) i¢in w (z) ve A(z) fonksiyonlarmm formiillerinin

mevcut oldugu goriiliir.

Lemma 4.4 Eger a(z) = ag () + a1 (z) ifadesinde ag (x) ve ay (), ag (0) = 0,a1 (0) =0

olacak sekilde x € D igin strekli ve z = ay (x) vektor degerli fonksiyonu x =0b(z), z € D

tersine sahipse, bu durumda —ZJ((;) € D igin,

w_muLA@%J«‘ﬁgD
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vektor degerli fonksiyonlar:
w(z) = A(x)w(A(z) +a(z)
fonksiyonel denklemi i¢in bir ¢ozim olusturur.

Daha genel bir durumda, A (x), ax (z) ve a (x) = > ax (x) igin agagidaki kosullar saglan-
k=0
malidir:

1) 0<A4p<A(x) <1

2) x € D, z = a1 (x) vektor degerli fonksiyonu x = b(z), z € D siirekli tersine sahiptir,

oyle ki |b(z)—b(y)|§L|z—y|,z€D,y€D,L>0,A%<1dir.

3) |ax () —ap ()| < Ly|z —y|, k=0,1,2,..., Ly >0, Lo+ > L < 1, ve ayrica ko > 2
k=2
ve p sayilar1, L, < p*, k > ko, 0 < p < 1 olacak sekilde vardir.

4) P (t) = Lo+ > Lit* —t, ¢ (0) = Ly > 0, 1 (1) < 0 konveks fonksiyonu 0 < ¢ < 1
k=2
iizerinde tek bir M kokiine sahiptir ve
LY Ly
g = k=2
Ao (1 = M)
sayist 0 < g < 1 egitsizligini saglar.
A () ifadesi A () in

A+ () = ) (W (m)) A9 () = ¢

esitligi ile tamimlanan iterasyonu olsun. Kolaylik saglamas: icin

f[A (AH (;c)) —1

olsun.
@, tiim siirekli vektor degerli f (z), z € D, f(0) = 0 fonksiyonlariin metrik uzay olsun.

Bu uzay iizerinde uzaklik

p(fi, f2) = sup [fi(x) = fa (@) = [|f1 () = f2 ()]

|z|<Ro
esitligi ile verilsin ve |f (z) — f (y)] < M |z — y| sartim saglasin, burada M, ¢ (t) = 0,

0 <t <1, denkleminin kokiidiir.
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Teorem 4.5 a; (r) ve A(x), 1) ve 4) sartlarin saglasin. Bu durumda

+ i ﬁA (W (@) ax (N (2)) =0

k,s=0 j=1

iterasyon denklemi tek bir A (x) € Q ¢dzimiine sahiptir ve

= T4 (@) ks (A (@)

k,s=0j=1

serisi x € D i¢in diizgiin yakinsaktir, ayrica vektor degerli fonksiyonlar
w(z)=A(x)wA(x))+ao(z —I—Zak
fonksiyonel denklemini saglar.

Ispat. Oncelikle z € D i¢in

ST ) (00

k,s=0j=1

Z HA< >Gk+s+1 (AH( ))

k,s=0 j=1

(4.7)

(4.8)

serilerinin mutlak ve diizgiin yakinsakhigini ispatlayalim. |\ (x)| < M |z| oldugundan,

‘)\[’“] (x)‘ < M*|z| < M*R,

dir. Uciincii kabuliimiiz hesaba katilirsa k > 1 icin,

k,s=0j=1

IA

Lo (z) + Ly ‘W (@‘

N

|Lo (z) + L M"| |x]

IN

Ry (Lo (z) + Ly M*)

elde edilir. Agiktir ki

k=1

majorant serisi yakinsaktir. O halde

Z HA< )ak-l—s—l-l (AH( ))

k,s=0 j=1
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serisinin x € D i¢in diizgiin yakinsak oldugunu ispatlayalim. k& + s 4+ 1 > kg icin

IN

s (4169

f[A (AH @)) htost (A[sl (:1:))'

pk+s+1 — ppkps

IN

dir. 0 < p < 1 oldugundan,

]
k+s+1
>,

k+s+12k0

majorant serisi yakinsaktir. A (z) € @ olsun.

ap (z) + Z H A ()\U_H (a:)) ay, ()\[k] (m)) =0
k=1 j=1
iterasyon denkleminin tek bir A (x) € @ ¢oziimiine sahip oldugunu gosterelim. Ashnda,

bu iterasyon denklemi

oo k
ap (z) + A(x)ay (A (z)) + Z H A (/\[j_” (x)) ag ()\[k] (x)) =0
k=2 j=1
formunda yazilabilir. z = a; (z) in tersi olan siirekli vektor degerli b(z) fonksiyonunu

kullanirsak, A (x) e gore ikinci gesit denklemleri agagidaki gibi ifade ederiz:

—ay — é}i{lfl ()\[J'—l] (x)) a <,\[k] (:E))

A(z) =D =27 e = BA.

Simdi B operatoriiniin () dan @ ya bir daralma doniisiimii oldugunu gosterelim. Oncelikle,
Ly =0,k=2.3,..i¢in a(z) = ag () + a1 (z) oldugu Lemma 4.4 den goriiliir. O halde
k=2,3,..i¢in Ly # 0 oldugunu kabul edelim. m

Oncelikle B (z) € @Q oldugunu ispatlayahm. Eger |\ (z)| < M |z| ise, yukaridaki argii-

man

A ()] < M* Ja]
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oldugunu gosterir ve sonug olarak, ikinci kabulumuzdek1 - <1 sartindan

ap + i ﬁ A ()\[141] (@) - <)\[k] (@)
BA@| = b ————
lao| + ki a ()\[k] (x))‘
= M- A()

IN

L L
[k il k
' <L0+§ Lk‘)\ D i (L0+§ LM ) |

k=2 k=2

L N L L
= 4 (LO + ZLkM ) |z| + —M |z| = —M |z| < M ||

elde edilir. O zaman, B (z) € @ dir.

Simdi, B operatoriiniin bir daralma doniisiimii oldugunu gosterelim:

|BA1 () — BXs ()]

ao + é}i A (/\[11—1] (;p)> ay ()\[lk} (m))
- i@
B 114 (W @) o ()
Al(x)

o [TEA (W @) 0 (W (@) = T4 (@) 0 (W ()
< LY |& 1 (xj)‘

k=2
< A% ak(AU(:ﬁ))—ak( )) AAZLk‘)\k] A )‘

oldugu dikkate alinarak

|BA1 (z) — BXs (@ ’<_ZLk [k] [k]()7

0k2




yazilabilir. Dikkat edilirse,

(A1 (A1 (@) = A2 (A2 (2))]

A (A1 (@) = A (A2 ()] + [Ar (A2 (7)) — A2 (A2 (2)]
M Ay (z) = Az (2)] + [[ A = Ao

< (M +1)[[Adr = A

IN

IA

olup

A1 = Asofl = sup |As (2) = As (2))]

lz|<Ro

dir. £ > 3 igin,

)\[lk] (x)_/\[2k] (x)) - P\ ( [k— 1]( )) ()\[k 1]

)
) < (4 6)
[ (M @) = 20 (B @),
M N @) = Y @) + 2=l

IN

< (MMi—1 + 1) [[Ar = Aol = M [[Ar = Ao

dir, burada M = MM 1+ 1, My =M + 1, k = 3,4, ... tekrar ederek bulunur ve

1—Mk< 1
1-M 1-M

My=1+M+..+ M=
olarak ifade edilmistir. Boylece

= L
|BAL(z) = BAz (7)| < Z A_LkMk A1 = Aa|
k=2 <0

L o
< ) LM =X =gl — A
pS Ao(l—M); k1AL = Aall = g [ A = A

elde edilir. O halde,
[BA1 = BAs|| < q[A1 — Aq|

olur. Dordiincii kabuliimiizde 0 < ¢ < 1 oldugundan, B operatorii bir daralma doniistimii-
diir.
Sabit nokta teoreminden, A () = B\ (z) denklemi i¢in tek bir A (z) € @ ¢dziimii vardir.

Boylece, teoremin ispati tamamlanmig olur.
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4.3 TERS PROBLEMLER iCiN BAZI UYGULAMALAR

Gegmis zaman verileri yardimiyla diferensiyel ve diger denklemlerin olusturulmas: biiyiik
oneme sahiptir. Klasik caligmalara bakildiginda I. Newton'un, yergekim potansiyelini
Kepler’in gezegen hareketi kanunlarini kullanarak hesaplamig oldugunu goriiriiz. J. C.
Maxwell ise elektromanyetik alan denklemlerini Faraday ve Ampér kanunlarindan elde
etmigtir. Giiniimiizde benzer bir durum farkli evrim siire¢lerinin matematiksel model-
lemesinde gozlemlenir. Ornegin; J. W. Forrester, 1900-1970 yillar1 arasindaki deneysel
verileri kullanarak, adi diferansiyel denklemlerin katsayilarini hesaplamak sureti ile diinya
ekonomisi igin bir dinamik denklem sistemi elde etmistir [18, 29].

Bulunan bu denklemler, aslinda yeterince uzun bir zaman araliginda bu denklemlerin
¢oziimleri olarak yorumlanan dogal fonksiyonlarin varligi ile belirlenir. [8] de, ge¢mis
zamana ait ii¢ veri verildiginde, ¢cok boyutlu lineer olmayan bir diferensiyel-fark denklem
sisteminin fonksiyonel denklemlere indirgenmesinin pek ¢ok durumda miimkiin oldugu
gosterilmektedir.

Kabul edelim ki, R", n > 1, Oklid uzay1 ve Aj, B; j =1,2,...,n, operatorleri x € R" e
bagh diferensiyel operatorler olsun.

h

Asagidaki ozelliklere sahip w? (), w?

3 (), w (x), j=1,2,...,n, x € R", h # 0, fonksi-

yonlarini géz oniine alalim:

1) R" den R" ye y = wq (z) = (w) (z),wI (z),...,w? (x)) doniisiimii, en azindan siirekli
x = wy " (y) tersine sahiptir ve vektor degerli A (z) = wy ' (wy, (x)) fonksiyonu R™ de

en azindan siireklidir, burada wy, (z) = (w? (z), wh (z), ..., w! (z)) , wy (z) # wo ()

n
dur.
0

2) Aj, Bj operatorleri ve w} (z) , w

h

: 2h
J

2 (z) fonksiyonlari, asagidaki fonksiyonlar R”

(z), w

de tanimli ve siirekli olacak sekilde verilsin:

R (2) = Bﬂ;j EUZJ}? ‘(yx)x(z)’
. (@) = wi (z) —wl (X () + Ajw) (y)|y:m) — Ay (z)

Bjw} (x)
Eger Aj, B;j sadece x e bagh sonsuz sekilde diferensiyellenebilir katsayilar: olan

sonlu mertebeden lineer diferensiyel operatorler ve ij? (z) # 0 ise, bu durumda
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A(x), R; () ve aj (x) in regiilerligi (6zellikle, siireklilik) i¢in, w9 (z), w} (z), wi" (z)

J
fonksiyonlarinin sonsuz diferensiyellenebilirliligi gerekir. Yukaridaki fonksiyonlarin
R™ uzayimin tiimiinde taniml oldugu durumu diigiinelim. Bazi degisiklikler yaparak

sadece sonlu bolgeleri diisiinmek miimkiindiir.

Siirekli veya ayrik ¢t zamanlh (bk. [3, 11]) diferensiyel-fark denklem sistemini ele alacagiz:
wj (t+ h,z) = Ajw; (t,x)+ f; (z) Bjw; (t,2)+g; (w1 (t,2) ,we (t,x),...,w, (t,x)), (4.10)

burada h # 0 belirli bir sabit, j =1,2,....n, f; (z), g; (), z € R", 2 € R" bilinmeyenler

(), wy

0

) 2h
J

(Z’) ) w]

olup, ayrica w (x), (4.10) sistemi icin w; (¢, x) ¢oziimiine gore gegmis

zaman verileri olsun. Burada ¢oziimiin varligl kabul edilmektedir.

Teorem 4.6 Kabul edelim ki, w; (t,z) ler,

w; (t+ h,x) = Ajw,; (t,z) + f; (z) Bjw; (t,x) + gj (wy (t,z) ,wa (t,2), ..., w, (t,z)) (4.11)
diferensiyel-fark denklemlerinin f; (x), g; (x) fonksiyonlar: igin,

Wil = 0§ (2), wil,_y, = wf (@), wyl,_y, = wi" (@) (4.12)

kosullarina saglayan ¢éziimleri olsun. Bu durumda ¥j = 1,2,...,n, x € R" icin f; (x)

fonksiyonu

fi (@) = R; (z) f; (A (2)) + a; (2) (4.13)
fonksiyonel denkleminin bir ¢ézimidir ve g; (z), z € R™ fonksiyonu asagidaki bagintuy:
saglar:

= fi (wo™ (2)) = Bjwi W)],_ 1., - (4.14)

95 (2) = wl (wy' (2)) — Ajw] (y)] y=wy(2)

y=wg ' (2)

Ispat. (4.11) denklem sistemini (4.12) verisi ile diisiinelim. (4.12) sartlar1 (4.11) de yerine

yazilirsa, f; (z), g;(2), j = 1,2, ...,n fonksiyonlar i¢in agagidaki denklem sistemini elde

ederiz:
wy () = Ajuf () + f; (x) Bjuwf () + g; (wo (2)) (4.15)
w?-h (x) = Ajw;-‘ () + fj (x) ij? () + g (wy, (x)) . (4.16)
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(4.15) te z icin A (2) = wy ' (wy, (z)) vektor degerli fonksiyonunu yerine koyarsak, (4.15)
ve (4.16) y1 agagidaki sekilde yazabiliriz:

wi (x) = Ajw) (x) + fj (z) Bjw) () + g (ws (2)).
Eger g; (wy, (v)) yok edilirse, f; (x) icin (4.13) fonksiyonel denklemini elde ederiz:
fi (x) = B (z) f; (A (2)) + a; (2).

(4.15) ten

g; (2) = wl (wy' (2)) — Au? (y)\y:wo—l(z) — fi (wg* (2)) — Bjw) ()]
bulunur. Boylece teorem ispatlanmig olur. m

Uyar1 4.1 f; (x) fonksiyonunu énce (4.15) ve (4.16) da hesaba katmazsak, g; () i¢in
9 (2) = B (2) 95 (M) + 5 (2)

fonksiyonel denklemini elde ederiz, burada

- 4 Bjuw)] (x)
N (2) = ~1 R (z) = =123\ Bawh
(2) = wy (wo (Z)) , Rj(2) ij? (z) 0 i ‘ac:% (2)’

r=wy Lz)

a; (2) = éj (2) [Ajw? (z) — wyzh (x)] |x:wgl(z) - [Ajw? (z) = w;'L (‘Tﬂ ‘a::wo’l(z)
dir. Bu durumda ij? (x) # 0, ij? (x) # 0 oldugunu kabul edersek, f;(x) fonksi-

yonunu

ey ) = A @) — g (@) _ i (o)~ Al () g, (0} ()
T Byuf (x) ) By} (7)

formiilii ile hesaplariz.
Sonug 4.1 Vj = 1,2,....n i¢gin a; (z) € R}, R; (z) € RY, f; (z) € R, E = R" olsun ve
Teorem 4.1 in kabulleri saglansin. Bu durumda (4.13) fonksiyonel denklemi tek bir

ﬁmziﬁ&bwm%OWM

k=0 s=0

cozimiine sahiptir ve g; (z) fonksiyonu

95 (2) = wl (wy ' (2)) — Ajw] (y)] — fj (wo! (2)) = Bjw} (y)| _,-1,,

y=wg ' (2)

ile bulunur.
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Benzer sonugclar, Teorem 4.2 nin kabulleri altinda a; = 0 ve R; = ;% icin Lemma 4.1 ve

i
(4.3) formiilii kullanilarak elde edilir.

Sonug 4.2 FEger

1se, bu durumda

Ax) =wy (wh(x)):W, 0<a<l

dir. Béylece Sonug 4.1 e dayanarak,
oo k—1 2
ST (ot ) o (o
k=0 220 ( s|2)" ) (L4 kz|™)Y
olur.

Sonug olarak, bu boliimde stz konusu denklem sistemleri icin ele alinan ters problem-
lerin ¢oziimleri aragtirilirken, iki 6nemli konu giindeme gelmektedir. Bunlar; y = wq ()

doniistimiiniin tersinin bulunmasi ve fonksiyonel denklemlerin ¢oztimiidiir.
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