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Temmuz 2019, 45 sayfa 

Bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, sonraki bölümlerde gerekli 

olan bazı temel tanım ve teoremler verilmiştir. İkinci bölümde; bilim ve mühendislikte ortaya 

çıkan birçok karmaşık durumu tanımlamakta kullanılan lineer olmayan evrim denklem 

sistemleri için bazı ters problemler incelenmiştir. Üçüncü bölümde; bir parametreli 

fonksiyonel denklem için lineer olmayan bir problem ele alınmıştır. Son bölümde ise; lineer 

fonksiyonel denklemlerin çözümlerini elde etmek için kullanılan bazı metotlar tartışılmış ve 

ayrıca diferensiyel-fark denklemleri için ters problemlerle ilgili olarak uygulamalara yer 

verilmiştir. Bu çalışma kapsamında, Anikonov vd. (2016), Anikonov (2012) ve Anikonov 

(2017) makaleleri incelenmiştir. 
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This thesis consists of four chapters. In the first chapter of this thesis, some basic definitions 

and theorems which are necessary in the subsequent chapters are given. In the second chapter, 

we consider some inverse problems for systems of nonlinear evolution equations that are used 

to describe many complex phenomena arising in science and engineering. In the third chapter, 

we consider a nonlinear problem for the functional equation with a parameter. In the last 

chapter, we discuss some methods for constructing solutions to linear functional equations 

and present their applications to inverse problems for a differential-difference equations. In 

this context, the papers by Anikonov et al. (2016), Anikonov (2012) and Anikonov (2017) are 

examined. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

SİMGELER 

Ω  : Verilen bir bölge 

ℕ  : {1,2,3, … } 

ℕ𝟎  : {0,1,2, … } 

ℝ𝑛  : n boyutlu Öklid uzayı 

ℂ𝑛  : n boyutlu kompleks uzay 

𝐶𝑘(Ω)  : Ω bölgesinde tanımlı k. mertebeye kadar sürekli kısmi türevlere sahip 

fonksiyonlar uzayı 

𝜆[𝑘](𝑥) : k. mertebeden iterasyon 

𝐿1(Ω)  : Ω üzerinde Lebesgue ölçülebilir ve integrallenebilir fonksiyonlar uzayı 

𝐿2(Ω) : Ω üzerinde Lebesgue ölçülebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzayı 

𝜕𝑤𝑗

𝜕𝑡
 : 𝑤𝑗 fonksiyonunun t değişkenine göre kısmi türevi 

 

 





BÖLÜM 1

GENEL KAVRAMLAR

Tan¬m 1.1 (Banach Uzay¬) Bir normlu vektör uzay¬, normdan indirgenen metrik ile

tam ise bir Banach uzay¬olarak adland¬r¬l¬r [32].

Tan¬m 1.2 (Fonksiyonel Denklem) Bir fonksiyonun belli bir noktadaki de¼gerini başka

bir noktadaki de¼geri ile ilişkilendiren denklemlere fonksiyonel denklemler denir [7].

Tan¬m 1.3 (Diferensiyel Denklem) Bir bilinmeyen fonksiyon ve türevlerini içeren

denkleme diferensiyel denklem denir [20].

E¼ger bilinmeyen fonksiyon sadece bir ba¼g¬ms¬z de¼gişkene ba¼gl¬ ise diferensiyel denklem

bir adi diferensiyel denklemdir. E¼ger bilinmeyen fonksiyon iki veya daha fazla ba¼g¬ms¬z

de¼gişkene ba¼gl¬ise diferensiyel denklem bir k¬smi diferensiyel denklemdir [20].

Tan¬m 1.4 (Fark Denklemi) n 2 N = f0; 1; 2; :::g ba¼g¬ms¬z de¼gişken ve x bilinmeyen

fonksiyon olmak üzere

F (n; x (n) ; x (n+ 1) ; :::; x (n+ k)) = 0

eşitli¼gine bir fark denklemi denir [12].

Tan¬m 1.5 (Diferensiyel-Fark Denklemi) De¼gişkeni, bilinmeyen fonksiyonu, onun tü-

revlerini ve art¬mlar¬n¬içeren denkleme diferensiyel-fark denklemi denir. Örne¼gin, k bir

say¬, y = y (x) bilinmeyen fonksiyon, �y = y (x+ h) � y (x) olmak üzere y0 = k�y bir

diferensiyel-fark denklemidir [21].

Tan¬m 1.6 (Evrim Denklemi) Ba¼g¬ms¬z de¼gişkenlerinden biri t zaman olan k¬smi dife-

rensiyel denklemlere evrim denklemleri denir. Evrim denklemleri K [u] ; u ve u nun x

de¼gişkenine göre türevlerinin tan¬ml¬bir fonksiyonu olmak üzere:

ut = K [u] (1.1)
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formundad¬r. E¼ger K [u] ; u�ya göre lineer ise, bu tip denklemlere lineer evrim denklemleri

ve u�ya göre lineer de¼gil ise, bu tip denklemlere de lineer olmayan evrim denklemleri denir

[4].

Örnek 1.1 (Ters Problem) x1; :::; xn s¬f¬rlar¬ (kökleri) verildi¼ginde n-yinci dereceden

bir p polinomunu bulunuz. Bu problem aşa¼g¬daki direkt problemin tersidir:

Verilen bir p polinomunun x1; :::; xn köklerini bulunuz. Bu örnekte ters problemi çözmek

daha kolayd¬r. Bu çözüm c bir key� sabit olmak üzere p(x) = c(x�x1):::(x�xn) dir [24].

Örnek 1.2 (Ters Problem) Verilen x1; :::; xn 2 R noktalar¬nda y1; :::; yn 2 R de¼ger-

lerini alan n-yinci dereceden bir p polinomunu bulunuz. Bu problem x1; :::; xn nokta-

lar¬nda verilen bir polinomun hesaplanmas¬probleminin tersidir. Ters problem Lagrange

interpolasyon problemidir [24].

Örnek 1.3 (Ters Problem) Reel, simetrik n�n tipindeki bir A matrisi ve �1; :::; �n reel

say¬lar¬verildi¼ginde, A+D matrisi �1; :::; �n özde¼gerlerine sahip olacak şekilde diagonal bir

D matrisini bulunuz. Bu problem, verilen A+D matrisinin özde¼gerlerinin hesaplanmas¬

probleminin tersidir [24].

Örnek 1.4 (Ters Problem) Aşa¼g¬daki ters problem zeka testlerinde kullan¬lmaktad¬r:

Bir dizinin ilk birkaç a1; :::; ak terimleri verildi¼ginde, dizinin genel kural¬n¬bulunuz; yani

tüm n için an yi bulunuz. Genellikle bulunan kural¬göstermek için sadece bir sonraki iki

veya üç terim sorulur. Bu durumda direkt problem genel kural¬verildi¼ginde (an) dizisinin

de¼gerlendirilmesidir. Bu tür ters problemlerin genellikle pek çok çözüme sahip oldu¼gu

aç¬kt¬r ve bu sebepten dolay¬onlar¬n zeka testlerinin kullan¬lmas¬bir eleştiri konusudur

[24].

Tan¬m 1.7 (Tam Fonksiyon) Kompleks z de¼gişkenli bir f fonksiyonu, e¼ger z0 ¬n bir

komşulu¼gundaki her bir noktada bir türeve sahipse bir z0 noktas¬nda analitiktir (holomorf)

denir. Tüm sonlu düzlemin her noktas¬nda analitik olan fonksiyona tam fonksiyon denir

[14].

Teorem 1.1 (Paley-Wiener) Kabul edelim ki, A ve C pozitif sabitler ve f bir tam

fonksiyon, öyle ki 8z için

jf (z)j � CeAjzj

2



ve ayr¬ca

1Z
�1

jf (x)j2 dx <1 (1.2)

dur. Bu durumda F 2 L2 (�A;A) vard¬r, öyle ki 8z için

f (z) =

Z A

�A
F (t) eitzdt

eşitli¼gi sa¼glan¬r [34].

Tan¬m 1.8 (Fourier Dönüşümü) Bir f fonksiyonu her sonlu [�L; L] aral¬¼g¬nda parçal¬

sürekli ve
R1
�1 jf (t)j dt integrali yak¬nsak olsun. O takdirde,

F ffg = 1p
2�

1Z
�1

f (t) e�iwxdt = F (w)

ifadesine f nin Fourier dönüşümü ad¬verilir [5].

Teorem 1.2 (Sabit Nokta) f : [a; b] ! [a; b] fonksiyonu sürekli ise f (c) = c olacak

şekilde bir c 2 [a; b] vard¬r [15].

Tan¬m 1.9 (Daralma Dönüşümü) X, bir N normlu uzay¬n¬n bir alt kümesi olsun.

Her x; y 2 X için T : X ! X dönüşümü

kTx� Tyk � � kx� yk ,

eşitsizli¼gini sa¼glayacak şekilde bir � 2 [0; 1) say¬s¬varsa, bu durumda T ye bir daralma

dönüşümü denir [19].

Teorem 1.3 (Daralma Dönüşümü) X bir Banach uzay¬n¬n kapal¬ alt kümesi olmak

üzere, e¼ger T : X ! X dönüşümü bir daralma dönüşümü ise Tx = x olacak şekilde bir

tek x 2 X vard¬r [19].
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BÖLÜM 2

L·INEER OLMAYAN B·IR EVR·IM DENKLEMLER·I S·ISTEM·I ·IÇ·IN BAZI

TERS PROBLEMLER

Lineer olmayan evrim denklem sistemleri bilim ve mühendislikte ortaya ç¬kan birçok

karmaş¬k durumu tan¬mlamakta kullan¬lan matematiksel modellerdir. Son y¬llarda, bu

teoride önemli ilerlemeler kaydedilmi̧stir. Ancak, bu çal¬̧smalar¬n birço¼gunda direkt prob-

lemler üzerine odaklan¬lm¬̧st¬r ve ters problemlerle ilgili s¬n¬rl¬say¬da çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r.

Kinetik ve di¼ger evrim denklemleri için baz¬ters problemler [6] da ele al¬nm¬̧st¬r.

Bu bölümde, lineer olmayan diferensiyel ve diferensiyel-fark evrim denklem sistemleri için

iki ters problem çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. ·Ilk olarak, verilen veriler kullan¬larak problemler fonksiyonel

denklem sistemlerine indirgenmi̧s ve daha sonra [25] te verilen araçlar yard¬m¬yla çözüm

elde edilmi̧stir.

Bu bölümde, ilk olarak bir


 = f(x; t) : (x; t) 2 D � [a; b]g

bölgesinde

@wj
@t

= Ajwj(x; t) + fj(x)Bjwj(x; t) + gj(w1; w2; :::; wn); j = 1; 2; :::; n (2.1)

lineer olmayan evrim denklem sistemi ele al¬nm¬̧st¬r. (2.1) sistemi daha aç¬k olarak

@w1
@t

= A1w1(x; t) + f1(x)B1w1(x; t) + g1(w1; w2; :::; wn);

@w2
@t

= A2w2(x; t) + f2(x)B2w2(x; t) + g2(w1; w2; :::; wn);

...
@wn
@t

= Anwn(x; t) + fn(x)Bnwn(x; t) + gn(w1; w2; :::; wn)

şeklinde gösterilebilir. Burada x = (x1; x2; :::; xn) 2 Rn; n � 1 olmak üzereD = fx : jxj <

�g aç¬k bir küme; a ve b sabit katsay¬lar; Aj, Bj operatörleri yeterince diferensiyellenebilir

ve sadece x de¼gi̧skenine ba¼gl¬sonlu diferensiyel operatörler olsun.
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[9] da (2.1) sistemi için baz¬ters problemlerin çözümleri, fonksiyonel denklemler teorisi

kullan¬larak elde edilmi̧stir. Geçmi̧s zaman verileri kullan¬larak yap¬lan baz¬klasik çal¬̧s-

malar şunlard¬r: Kepler Kanunu�nu kullanarak Isaac Newton yerçekimi potansiyelini;

Faraday ve Ampere�in kanunlar¬n¬kullanarak James Clerk Maxwell elektromanyetik alan

için diferensiyel denklemleri elde etmi̧stir. Daha yak¬n zamanda, dünya ekonomisi için

dinamik sistem teorisinin kurucusu olarak bilinen Jay Wright Forrester, 1900 ve 1970

y¬llar¬aras¬ndaki deneysel verileri kullanm¬̧st¬r.

Problem 2.1 (2.1) sisteminden aşa¼g¬daki verileri sa¼glayan fj(x); gj(z) sürekli fonksi-

yonlar¬n¬n bulunmas¬problemini ele alal¬m:

wj(x; t)jt=a = 'ja(x);
@wj
@t

(x; t)

����
t=a

=  ja(x); (2.2)

wj(x; t)jt=b = 'jb(x);
@wj
@t

(x; t)

����
t=b

=  jb(x):

Burada j = 1; 2; :::; n; x 2 D � Rn; z 2 Rn dir. 'a(x); 'b(x);  a(x);  b(x) vektör

fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki eşitliklerle tan¬mlan¬r:

'a(x) = ('1a(x); '2a(x); :::; 'na(x)) ; 'b(x) = ('1b(x); '2b(x); :::; 'nb(x)) ; (2.3)

 a(x) = ( 1a(x);  2a(x); :::;  na(x)) ;  b(x) = ( 1b(x);  2b(x); :::;  nb(x)) :

Kabul edelim ki, 'a(x); 'b(x) 2 D; x 2 D ve y = 'a(x) dönüşümü x = '�1a (y) ters

dönüşümüne sahip olsun. �(x) vektör fonksiyonu ve Rj (x) ; Sj (x) fonksiyonelleri aşa¼g¬-

daki gibi tan¬mlans¬n:

�(x) = '�1a ('b(x)); Rj(x) =
Bj'ja(y)

��
y=�(x)

Bj'jb(x)
;

Sj(x) =
Aj'ja(y)

��
y=�(x)

� Aj'jb(x) +  jb �  ja(�(x))

Bj'jb
:

Burada j = 1; 2; :::; n; Bj'jb(x) 6= 0 d¬r.

(2.1) deki denklemlerin wj(x; t); j = 1; 2; :::; n çözümlerinin var oldu¼gu ve (2.2) verilerinin

�(x) vektör fonksiyonu ve Rj(x); Sj(x) fonksiyonlar¬D üzerinde en az¬ndan sürekli olacak

şekilde verildi¼gi kabul edilmektedir. Ayr¬ca Rn uzay¬n¬n n boyutu (2.1) sistemindeki

denklem say¬s¬na eşit olarak al¬nmaktad¬r. Aşa¼g¬da Anikonov vd. (2016) da elde edilen

bir sonuç verilmi̧stir.
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Teorem 2.1 E¼ger

jRj(x)j � qj; jSj(x)j � aj; j = 1; 2; :::; n; x 2 D

olacak şekilde qj 2 (0; 1) ve aj > 0 sabitleri varsa, bu durumda Problem 2.1 in çözümü

aşa¼g¬daki formüller ile verilir:

fj (x) =

1X
k=0

k�1Y
s=0

Rj

�
�[s] (x)

�
Sj

�
�[s] (x)

�
; (2.4)

gj (z) =  ja
�
'�1a (z)

�
� Aj'ja (y)

��
y='�1a (z)

� fj
�
'�1a (z)

�
Bj'ja (y)

��
y='�1a (z)

: (2.5)

Burada �[k](x) = �(�(:::(�(x)):::))| {z }
k

; �[k+1](x) = �(�[k](x)); k = 0; 1; 2; :::; ve �[0](x) = x

d¬r.

·Ispat. (2.1) de t = a ve t = b al¬n¬rsa (2.2) ve (2.3) ten

@wj
@t

����
t=a

= Ajwjjt=a + fj (x) Bjwjjt=a + gwjt=a ;

@wj
@t

����
t=b

= Ajwjjt=b + fj (x) Bjwjjt=b + gwjt=b

ve böylece

 ja(x) = Aj'ja(x) + fj(x)Bj'ja(x) + gj('a(x)); (2.6)

 jb(x) = Aj'jb(x) + fj(x)Bj'jb(x) + gj('b(x)); j = 1; 2; :::; n (2.7)

elde edilir. (2.6) da x yerine �(x) = '�1a ('b(x)) al¬rsak

 ja(�(x)) = Aj'ja(y)
��
y=�(x)

+ fj(�(x)) Bj'ja(y)
��
y=�(x)

+ gj('b(x)) (2.8)

bulunur. (2.8) den (2.7) ç¬kar¬l¬rsa,

 ja(�(x))�  jb(x) = Aj'ja(y)
��
y=�(x)

+ fj(�(x)) Bj'ja(y)
��
y=�(x)

�Aj'jb(x)� fj(x)Bj'jb(x)

yaz¬labilir. Son eşitlik gj('b(x)) fonksiyonlar¬n¬içermez. O halde

fj (x) =
'ja (y)

��
y=�(x)

'jb (x)| {z }
Rj(x)

fj (� (x)) +
Aj'ja (y)

��
y=�(x)

� Aj'jb (x)�  ja (� (x)) +  jb (x)

Bj'jb (x)| {z }
Sj(x)

7



olmak üzere

fj(x) = Rj(x)fj(�(x)) + Sj(x) (2.9)

formunda fj (x) için (2.9) fonksiyonel denklemi elde edilir. Fonksiyonel denklemlerin

teori ve uygulamas¬na ili̧skin say¬sal örnekler [25, 26] da bulunabilir. (2.9) fonksiyonel

denkleminde fj(x) i bulmak için [26] da aşa¼g¬daki formül verilmi̧stir:

fj(x) =

1X
k=0

k�1Y
s=0

Rj(�
[s](x))Sj(�

[k](x)):

Burada şu vurgulanmal¬d¬r ki, e¼ger Rj(x); Sj(x) ve �(x) sürekli fonksiyonlar ise, bu

durumda fj (x) de süreklidir [26]. Di¼ger taraftan, e¼ger y = '�1a (z) ise, o zaman (2.6) dan

gj(z) fonksiyonu aşa¼g¬daki formül ile hesaplanabilir:

gj(z) =  ja('
�1
a (z))� Aj'ja(y)

��
y='�1a (z)

�fj('�1a (z)) Bj'ja(y)
��
y='�1a (z)

:

Böylece Teorem 2.1 ispatlanm¬̧s olur.

Uyar¬2.1 (2.4) formülü

fj(x) = Sj(x) +
1X
k=1

k�1Y
s=0

Rj(�
[s](x))Sj(�

[k](x)) (2.10)

şeklinde yaz¬labilir. Asl¬nda, (2.9) fonksiyonel denkleminden yararlan¬larak aşa¼g¬daki

ba¼g¬nt¬lar sa¼glan¬r. Bunun için (2.9) eşitli¼ginde x yerine � (x) al¬n¬p bu eşitlik Rj(x)

ile k defa çarp¬l¬rsa;

Rj(x)fj(�(x)) = Rj(x)Rj(�(x))fj(�
[2](x)) +Rj(x)Sj(�(x));

...
k�1Y
s=0

Rj(�
[s](x))fj

�
�[k](x)

�
=

k�1Y
s=0

Rj(�
[s](x))Rj(�

[k](x))fj(�
[k+1](x))

+

k�1Y
s=0

Rj

�
�[s] (x)

�
Sj

�
�[k] (x)

�
; k � 1; (2.11)

...
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elde edilir. (2.9) ve (2.11) toplanarak (2.10) formülüne ulaş¬l¬r. Ayr¬ca (2.10) serisi

yak¬nsakt¬r; çünkü (2.10) formülü ve Teorem 2.1 in hipotezi yard¬m¬yla

aj + qjaj + q2jaj + ::: = aj(1 + qj + q2j + :::) = aj
1

1� qj

majorant serisi elde edilir.

Örnek 2.1 (2.1) de n = 1; a = 0; b = T; j = 1; A1(x) =
@2

@x2
; B1(x) =

�
@
@x

�2
; wj (x; t) =

w(x; t); fj(x) = f(x); gj(z) = g(z) al¬n¬rsa

@w

@t
=
@2w

@x2
+ f(x)

�
@w

@x

�2
+ g (w (x; t)) ; 0 � x � � ; 0 � t � T (2.12)

denklemi ve

w(x; t)jt=0 = '0(x);
@w

@t
(x; t)

����
t=0

=  0(x); (2.13)

w(x; t)jt=T = 'T (x);
@w

@t
(x; t)

����
t=T

=  T (x)

verileri elde edilir. Burada 0 � j'0(x)j � � ; 0 � j'T (x)j � � dur.

Bu durumda ilgili ters problem, (2.12)-(2.13) ba¼g¬nt¬lar¬ndan f(x) ve g(z) fonksiyonlar¬n¬n

bulunmas¬problemi olarak ortaya ç¬kar.

O zaman (2.12)-(2.13) ten f(x) ve g(z) fonksiyonlar¬için

 0(x) = '
00

0(x) + f(x)('00(x))
2 + g('0(x)); (2.14)

 T (x) = '
00

T (x) + f(x)('0T (x))
2 + g('T (x)) (2.15)

denklem sistemi elde edilir. (2.14) te x yerine �(x) = '�10 ('T (x)) yaz¬l¬r ve (2.15) dikkate

al¬n¬rsa;

 T (x)�  0(�(x)) = 'nT (x) + f(x)('
0

T (x))
2 � f(�(x))('

0

0(y))
2
���
y=�(x)

� '
00

0(y)
���
y=�(x)

bulunur. Son eşitlik

f(x) = R(x)f(�(x)) + S(x) (2.16)

şeklinde f(x) için bir fonksiyonel denklemdir, burada

R(x) =
('

0
0(y))

2
��
y=�(x)�

'
0
T (x)

�2 ; S(x) =
'
00
0(y)

��
y=�(x)

� '
00
T (x) +  T (x)�  0(�(x))

('0T (x))
2

9



dir. Ayr¬ca dikkat edilirse R(x) ve S(x) fonksiyonlar¬sadece verilere ba¼gl¬d¬r.

O halde, e¼ger jR(x)j � q � 1; jS(x)j � �; 0 � x � � ise, o zaman aşa¼g¬daki formüller

elde edilir:

f(x) =

1X
k=0

k�1Y
s=0

R(�[s](x))S
�
�[k](x)

�
; (2.17)

g(z) =  0
�
'�10 (z)

�
� '

0

0 (y)
���
y='�10 (z)

� f
�
'�10 (z)

� �
'
0

0 (y)
�2����

y='�10 (z)

: (2.18)

(2.17) de S(x) = 0 ise, bu durumda f(x) = 0 olur ve Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov

denklemi bulunmuş olur. Bu denklem biyoloji, kimya, genetik gibi pek çok alanda

reaksiyon-difüzyon olaylar¬n¬n modellenmesinde önemli rol oynar.

Uyar¬2.2 (2.16) da c > 1 sabiti için S(x) = 0 ve R(x) = c oldu¼gunu varsayal¬m. Bu

durumda Schröder denklemi olarak adland¬r¬lan ve en önemli iteratif fonksiyonel denklem-

lerinden biri olan

sf(x) = f(�(x)); s =
1

c
(2.19)

denklemi elde edilir [26].

R(x) = 1 durumu için aşa¼g¬daki örnek verilebilir:

Örnek 2.2 k > 0; s > 0 olmak üzere

@w(x; t)

@t
= k

@2w

@x2
+ f(x)

(@w)2

@x
+ g (w) ; 0 � x � � ; 0 � t � 1;

wjt=0 =
1

�
arctanx+

1

2
;
@w

@t

����
t=0

=
1

�



1 + x2
;

wjt=1 =
1

�
arctan ( + x) +

1

2
;
@w

@t

����
t=1

=
1

�



1 + ( + x)2

ba¼g¬nt¬lar¬ndan f(x) ve g(w) fonksiyonlar¬n¬n bulunmas¬ters problemini ele alal¬m. Bu-

rada

�(x) =  + x; R(x) = 1; S(x) = 0

olsun. Bu durumda f(x) = f(x + ) fonksiyonel denklemi elde edilir ve bu denklem çok

say¬da çözüme sahiptir. Çünkü

g(z) =


�
sin2 �z(1� k


sin 2�z)� f('�10 (z)) B'0(y)

��
y='�10 (z)

10



dir. E¼ger f(x) = 0 ise, o zaman g(z) = 
�
sin2 �z(1 � k


sin 2�z) olur. Yani, problemin

çözümlerinden biri

w(x; t) =
1

�
arctan(t+ x) +

1

2
; f(x) = 0;

g(z) =


�
sin2 �z(1� k


sin 2�z)

olarak bulunur.

Lemma 2.2 E bir Banach uzay¬ve x 2 E; �(x) 2 E; � > 0 sabit say¬olmak üzere �(x)

fonksiyonu

�(x) =
x

(1 + jjxjj�)1=�

özel formunda verilirse, bu durumda

�[k](x) =
x

(1 + k jjxjj�)1=�
; k � 1

dir.

·Ispat. Lemma 2.2 tümevar¬m yöntemi kullan¬larak ispatlanabilir; bunun için

�[k](x) =
x

(1 + k jjxjj�)1=�

oldu¼gu kabul edilerek

�[k+1](x) =
x

(1 + (k + 1) jjxjj�)1=�

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬gösterilecektir. Buna göre

�[k+1](x) = �
�
�[k](x)

�
=

�[k](x)�
1 +

�������[k](x)��������1=�
=

x

(1+kkxk�)1=��
1 +

�
kxk

(1+kkxk�)1=�

���1=�
=

x

(1+kkxk�)1=�

(1+(k+1)kxk�)1=�

(1+kkxk�)1=�

=
x

(1 + (k + 1) kxk�)1=�

yaz¬labilir.
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Sonuç 2.1 E¼ger

'T (x) = '0

 
x

(1 + jxj�)1=�

!

ba¼g¬nt¬s¬sa¼glan¬rsa

�(x) = '�10 ('T (x)) =
x

(1 + jxj�)1=�

olur ve (2.17) çözümü

f(x) =
1X
k=0

k�1Y
s=0

R

 
x

(1 + s jxj�)1=�

!
S

 
x

(1 + k jxj�)1=�

!

şeklinde yaz¬labilir.

2.1 D·IFERENS·IYEL-FARK DENKLEM S·ISTEMLER·I ·IÇ·IN B·IR TERS

PROBLEM

Bu bölümde j = 1; 2; :::; n olmak üzere

wj (x; t+ h) = Ajwj(x; t) + fj (x)Bjwj (x; t) + gj (w1 (x; t) ; :::; wn(x; t)) (2.20)

diferensiyel-fark denklem sistemini

wjjt=a = 'ja(x); wj (x; a+ h) =  ja(x); (2.21)

wjjt=b = 'jb(x); wj (x; b+ h) =  jb(x)

koşullar¬ ile birlikte ele alal¬m. Burada h bir sabit, Aj; Bj sadece x de¼gi̧skenine ba¼gl¬

operatörler, jxj � � ; a � t � b ve w = (w1; w2; :::; wn) dir.

(2.20) sistemi de¼gi̧sik sosyal ve ekonomik problemlerin modellenmesinde önemlidir. Özel

olarak, organizmalar¬n popülasyonlar¬n¬n de¼gi̧siminde, kontrol sistemlerinde ve ekonomik

çal¬̧smalarda ortaya ç¬kar [11, 31].

Problem 2.2 (2.20)-(2.21) sisteminden fj(x) ve gj(w) sürekli fonksiyonlar¬n¬n bulun-

mas¬problemini ele alal¬m.

Problem 2.2 için [9] da elde edilen sonuç aşa¼g¬da sunulmuştur.
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Teorem 2.3 E¼ger qj 2 (0; 1) ve �j > 0 sabitleri

jRj(x)j � �j; jSj(x)j � �j; j = 1; 2; :::; n; x 2 D

eşitsizliklerini sa¼glayacak şekilde mevcutsa, bu durumda (2.20)-(2.21) ters probleminin

çözümü aşa¼g¬daki eşitliklerle verilir:

fj(x) =
1X
k=0

k�1Y
s=0

Rj

�
�[s] (x)

�
Sj

�
�[k] (x)

�
;

gj(z) =  ja
�
'�1a (z)

�
� Aj'ja (y)

��
y='�1a (z)

� fj
�
'�1a (z)

�
Bj'ja(y)

��
y='�1a (z)

:

Teorem 2.2 nin ispat¬, Teorem 2.1 in ispat¬na benzer biçimde yap¬l¬r.

·Ispat. (2.20) de t = a ve t = b al¬n¬rsa (2.21) den

wj(x; a+ h) = Ajwjjt=a + fj (x) Bjwjjt=a + gjjt=a ;

wj(x; b+ h) = Ajwjjt=b + fj (x) Bjwjjt=b + gjjt=b

olur ve böylece

 ja(x) = Aj'ja(x) + fj(x)Bj'ja(x) + gj('a(x)); (2.22)

 jb(x) = Aj'jb(x) + fj(x)Bj'jb(x) + gj('b(x)); j = 1; 2; :::; n (2.23)

elde edilir. (2.22) de x yerine �(x) = '�1a ('b(x)) al¬n¬rsa

 ja(�(x)) = Aj'ja(y)
��
y=�(x)

+ fj(�(x)) Bj'ja(y)
��
y=�(x)

+ gj('b(x)) (2.24)

bulunur. (2.24) ten (2.23) ç¬kar¬l¬rsa,

 ja(�(x))�  jb(x) = Aj'ja(y)
��
y=�(x)

+ fj(�(x)) Bj'ja(y)
��
y=�(x)

(2.25)

�Aj'jb(x)� fj(x)Bj'jb(x)

yaz¬labilir. O halde

fj (x) =
'ja (y)

��
y=�(x)

'jb (x)| {z }
Rj(x)

fj (� (x)) +
Aj'ja (y)

��
y=�(x)

� Aj'jb (x)�  ja (� (x)) +  jb (x)

Bj'jb (x)| {z }
Sj(x)

olmak üzere

fj(x) = Rj(x)fj(�(x)) + Sj(x) (2.26)
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fonksiyonel denklemi bulunur. Bu denklemin çözümü yukar¬da belirtildi¼gi şekilde [26] da

verilmi̧stir. Böylece Teorem 2.2 ispatlanm¬̧s olur.

Görüldü¼gü gibi (2.1) ve (2.20) denklemleri için ele al¬nan ters problemler çal¬̧s¬l¬rken

iki önemli konu ortaya ç¬kmaktad¬r; Birincisi, ele al¬nan ters problemlerle ilgili fonksi-

yonel denklemin incelenmesi ve ikincisi ise jxj � � ; jyj � � bölgesinde x = '�1a (y) ters

dönüşümünün bulunmas¬d¬r.

Örnek 2.3 Bu örnekte

w (x; t+ h) =
@2w

@x2
+ f(x)

�
@w

@x

�2
+ g (w) ; 0 � x � � ; 0 � t � T (2.27)

diferensiyel-fark denkleminden

w (x; 0) = '0(x); w (x; h) =  0 (x) ; (2.28)

w (x; T ) = 'T (x); w (x; T + h) =  T (x)

koşullar¬alt¬nda f(x) ve g(w) fonksiyonlar¬n¬n belirlenmesi problemini ele alal¬m. Burada

0 � j'0 (x)j � � ; 0 � j'T (x)j � � dur.

Örnek 2.3, Örnek 2.1 de verilen (2.16) fonksiyonel denklemiyle ayn¬olan bir fonksiyonel

denkleme indirgenebilir. Böylece çözüm (2.17)-(2.18) yard¬m¬yla elde edilebilir.
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BÖLÜM 3

B·IR PARAMETREL·I B·IR FONKS·IYONEL DENKLEM ·IÇ·IN B·IR TERS

PROBLEM

Bir fonksiyonun belli bir noktadaki de¼gerini başka bir noktadaki de¼geri ile ili̧skilendiren

denklemlere fonksiyonel denklemler denir [7]. Matematiksel analiz, geometri, cebir prob-

lemlerinin birço¼gu fonksiyonel denklemlerin ortaya ç¬kmas¬na sebep olur. Özellikle, somut

bir problemdeki simetri koşulu, bu problem için fonksiyonel denklemi oluşturur.

Fonksiyonel denklemlerin klasik örnekleri, Cauchy, D�Alambert, Abel, Schröder denklem-

leri, Euler gama fonksiyonu, Riemann zeta fonksiyonu için denklemler olarak verilebilir.

Bu konuda daha ayr¬nt¬l¬bilgi [1, 26] da bulunabilir.

Bu bölümde p de¼gi̧sken parametreli

pw (x; p) = w (� (x) ; p) + a (x; p)

fonksiyonel denklemlerinden w (x; p) ; � (x) fonksiyonlar¬n¬n ayn¬anda araşt¬r¬ld¬¼g¬lineer

olmayan bir problem ele al¬nm¬̧st¬r. Özel s¬n¬�ara ait olan w (x; p) ve � (x) fonksiyonlar¬

için çözüm formülleri verilmi̧stir.

Problem 3.1 E, x elemanlar¬ndan oluşan kxk normu ile bir Banach uzay¬,

EA = fx 2 E : kxk � Ag

kümesi E de bir yuvar ve A > 0 sabit olsun. � (x), EA dan kendi üzerine sürekli bir

dönüşüm, w (x; p) ve a (x; p) ; p; jpj < 1 say¬sal parametresine ba¼gl¬E den E ye sürekli

dönüşümler olsun. Aşa¼g¬daki denklemi ele alal¬m:

pw (x; p) = w (� (x) ; p) + a (x; p) ; kxk � A; (3.1)

burada p 2 R, jpj < 1 dir. p sabiti için a (x; p) ve � (x) verildi¼ginde, (3.1) den w (x; p) yi

bulma problemi, fonksiyonel denklemlerin lineer teorisinin bir problemidir.
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Bu konu ile ilgili olarak [26] dan iki örnek verelim.

[26, s. 122] de, 0 � x � A; w (x) reel fonksiyonu ile ilgili

pw (x) = w (�wx)

Schröder�in fonksiyonel denklemi incelenmi̧stir. p say¬s¬ve � (x) reel fonksiyonu sabittir

ve

0 < p < 1; 0 < � (x) < x; �0 (x) 6= 0; x 6= 0; �0 (0) = p; � 2 C2 ([0; A])

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glar. Bu durumda Schröder denkleminin tek diferensiyellenebilir çözümü

w (x), w0 (0) = 1; monotondur ve

w (x) = lim
k!1

p�k�[k] (x)

formülü ile verilir. Burada �[0] (x) = x olmak üzere

�[k] (x) = � (� (::: (� (x))))| {z }
k

d¬r. Banach uzaylar¬nda daha genel bir fonksiyonel denklem olarak

w (x) = g (x)w (� (x)) + a (x)

al¬nabilir. Bu fonksiyonel denklemin jg (x)j < q < 1, ka (x)k � L koşullar¬alt¬nda w (x)

çözümü aşa¼g¬daki gibidir:

w (x) =
1X
k=0

kY
j=0

g
�
�[j] (x)

�
a
�
�[k] (x)

�
[26, s. 149].

Problem 3.2 Bu bölümde, de¼gişken bir p parametreli ve p den ba¼g¬ms¬z bilinmeyen bir

� (x) fonksiyonuna sahip (3.1) fonksiyonel denklemleri için farkl¬bir problem ele al¬nacak-

t¬r. w (x; p) ve a (x; p) fonksiyonlar¬n¬n p ye göre analitik oldu¼gunu varsayal¬m. Daha aç¬k

olarak jpj < 1; kxk � A bölgesinde

pw (x; p) = w (� (x) ; p) +

1X
k=0

ak (x) p
k (3.2)

eşitli¼gini sa¼glayan w (x; p) =
1P
k=0

wk (x) p
k ve � (x) fonksiyonlar¬n¬n bulunmas¬problemini

ele alal¬m. Burada A > 0 olmak üzere ak (x) sabit sürekli fonksiyonlar ve jpj < 1, kxk � A

için
1P
k=0

ak (x) p
k serisi yak¬nsakt¬r. Başka bir deyişle, ele al¬nan problem, fonksiyonel

denklem için bir ters problemdir.
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(3.1) deki de¼gi̧sken parametre aşa¼g¬daki nedenlerden dolay¬ortaya ç¬kmaktad¬r. Örne¼gin,

p kontrol parametresidir ve de¼gi̧sir. Veya, de¼gi̧sken parametre, � (x) in ba¼g¬ms¬z oldu¼gu

de¼gi̧skenlere göre olan diferensiyel denklemlerdeki Fourier dönüşümünün bir sonucu olarak

ortaya ç¬kar.

Özel olarak, Rn+1 Öklid uzay¬ndaki

�i@u (x; t)
@t

= u (� (x) ; t) +R (x; t) ; i2 = �1; @�
@t
= 0; t 2 R; x 2 Rn

evrim denkleminin her iki taraf¬nda t ye göre Fourier dönüşümü al¬n¬rsa de¼gi̧sken para-

metreli (3.1) tipindeki bir denklem elde edilir. Bu durumda sürekli diferensiyellenebilir

fonksiyonlar u (x; t), R (x; t), t ye göre sonlu olacaksa, o zaman onlar¬n Fourier dönüşüm-

leri w (x; p), a (x; p), Paley-Wiener Teoreminden p ye göre tam fonksiyonlar olur.

h, küçük bir parametre ve u (x; t) da x e göre sonsuz diferensiyellenebilir bir fonksiyon

olmak üzere � (x) = x+ h� (x) ise verilen seride h ye göre u (x+ h� (x) ; t) kullan¬l¬rsa,

�i@u (x; t)
@t

=
mX

j�j=0

1

�!
D�u (x; t) (� (x)h)� +R (x; t) ; m � 1

diferensiyellenebilir yaklaş¬k ba¼g¬nt¬lar¬elde edilir. Bu nedenle, ele al¬nan problem, dife-

rensiyel denklemler için ters problemler ile ba¼glant¬l¬d¬r.

·Ilk olarak bilinen ak (x) ; k = 0; 1; 2; ::: fonksiyonlar¬yard¬m¬yla w (x; p), � (x) fonksiyon-

lar¬n¬n belirlenmesi problemi için formal sonuçlar¬verelim, burada

a (x; p) =

1X
k=0

ak (x) p
k

olarak ele al¬nmaktad¬r.

Lemma 3.1 � (x) fonksiyonu,

1X
k=0

ak

�
�[k] (x)

�
= 0; �[0] (x) = x 2 EA (3.3)

denkleminin bir kökü olsun. Burada

�[k] (x) = � (� (::: (� (x))))| {z }
k

şeklindedir. w (x; p) fonksiyonu

w (x; p) =
1X

k;s=0

ak+1+s

�
�[s] (x)

�
pk (3.4)
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formal serisi ile verilsin. Bu durumda � (x) ve w (x; p)

pw (x; p) = w (� (x) ; p) +
1X
k=0

ak (x) p
k

fonksiyonel denklemini sa¼glar.

·Ispat. Aşa¼g¬daki eşitlikler yaz¬labilir:

pw (x; p) =
1X

k;s=0

ak+s+1

�
�[s] (x)

�
pk+1

=
1X

k=0;s=1

ak+s+1

�
�[s] (x)

�
pk+1 +

1X
k=0

ak+1 (x) p
k+1

+
1X
s=0

as

�
�[s] (x)

�
=

1X
k=0;s=1

ak+s+1

�
�[s] (x)

�
pk+1 +

1X
s=1

as

�
�[s] (x)

�
+ a (x; p)

=

1X
k;s=0

ak+s+1

�
�[s+1] (x)

�
pk + a (x; p)

= w (� (x) ; p) + a (x; p) :

Lemma 3.1 den görüldü¼gü gibi as¬l problem, (3.3) denkleminin çözümlerini ve (3.4)

serisinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬bulmakt¬r.

E¼ger z = a1 (x) fonksiyonu x = b (z) ters fonksiyonuna sahipse, o zaman (3.3) denklemi

aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

� = B�; B� (x) = b

 
�
 
a0 (x) +

1X
k=2

ak

�
�[k] (x)

�!!
:

(3.3) denkleminin çözümünün varl¬¼g¬, tekli¼gi ve kararl¬l¬¼g¬ile ilgili problemlerin, B ope-

ratörünün sabit noktalar¬n¬n teorisi ile ba¼glant¬l¬oldu¼gu aç¬kt¬r.

Şimdi E uzay¬n¬n Rn (n � 1) Reel öklid uzay¬oldu¼gu durumda Sabit Nokta Teoremini

kullanarak Lemma 3.1 in formal ispat¬n¬n yeter koşulunu formüle edece¼giz. Bu durumda

aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan ak (x) ; k = 0; 1; 2; ::: vektör fonksiyonlar¬n¬n bilindi¼gini kabul

edelim:

1) z = a1 (x) dönüşümü Rn ! Rn ye gider; b (0) = 0 olacak şekilde x = b (z) tek bir ters

dönüşüme sahiptir ve jb (z)� b (y)j � L jz � yj, jyj � A, jzj � A, L 2 (0; 1] sabit

bir say¬d¬r.
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2) ak (x) vektör fonksiyonlar¬, ak (0) = 0; k = 0; 1; 2; ::: olacak şekilde jxj � A bölgesinde

jak (x)� ak (y)j � Lk jx� yj ; jxj � A; jyj � A

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glar, burada L0 > 0; L1 > 0; Lk � 0; k = 2; 3; :::; sabit say¬lard¬r,

öyle ki

L0 +

1X
k=2

Lk < 1;
1

1�M
L

1X
k=2

Lk = q; 0 � q < 1

dir. Burada M ,  (t) = 0 denkleminin köküdür, ve

 (t) = L0 +
1X
k=2

Lkt
k � t; 0 � t � 1;

konveks fonksiyonu, (0; 1) aral¬¼g¬nda tek bir t = M reel köküne sahiptir, çünkü 2).

koşul ve  (0) = L0 > 0 ile

 (1) = L0 +
1X
k=2

Lk � 1 < 0

dir.

Q, f (0) = 0, olan jf (x)� f (y)j � M jx� yj olacak şekilde jxj � A; kf1 � f2k =

sup
jxj�A

jf1 (x)� f2 (x)j uzakl¬¼g¬na sahip tüm sürekli f 2 Rn vektör fonksiyonlar¬n¬n bir tam

metrik uzay¬olsun. Burada M;

L0 +

1X
k=2

LkM
k =M

denkleminin köküdür ve A, L0, L, Lk sabitleri 1) ve 2) koşullar¬n¬sa¼glar.

Teorem 3.2 1) ve 2) koşullar¬ alt¬nda,
1P
k=0

ak

�
�[k] (x)

�
= 0 denklemi tek bir � 2 Q

çözümüne sahiptir, öyle ki jpj < p0, jxj � A, p0 < 1 için

w (x; p) =
1X

k;s=0

ak+1+s

�
�[s] (x)

�
pk

serisi düzgün olarak yak¬nsakt¬r ve � (x) ve w (x; p) fonksiyonlar¬

pw (x; p) = w (� (x) ; p) + a (x; p) ; jxj � A; jpj < p0

fonksiyonel denklemini sa¼glar.
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·Ispat. � 2 Q için����[k] (x)��� �Mk jxj �MkA;
���ak ��[k] (x)���� �MkLkA

eşitsizlikleri dikkate al¬narak, a0 (x) +
1P
k=2

ak

�
�[k] (x)

�
serisinin düzgün olarak yak¬nsak

oldu¼gunu ve tüm terimleri sürekli oldu¼gu için x e ba¼gl¬sürekli vektör fonksiyon oldu¼gunu

görüyoruz. b (z) sürekli oldu¼gu için b
�
�
�
a0 (x) +

1P
k=2

ak

�
�[k] (x)

���
vektör fonksiyonu

da süreklidir. Şimdi � (x) ile ilgili

a0 (x) +
1X
k=1

ak

�
�[k] (x)

�
= 0

denklemini göz önüne alal¬m ve aşa¼g¬daki gibi yeniden yazal¬m:

� (x) = b

 
�
 
a0 (x) +

1X
k=2

ak

�
�[k] (x)

�!!
� B� (x) :

B operatörünün, Q kümesini kendisine dönüştürdü¼günü ve q sabiti ile bir daralma ope-

ratörü oldu¼gunu gösterelim. Öncelikle dikkat edelim ki, e¼ger her Lk = 0, k = 2; 3; ::: ise,

o zaman � (x) = b (�a0 (x)) d¬r. Gerçekten, e¼ger böyle de¼gilse, bu durumda���ak ��[k] (x)�� ak

�
�[k] (y)

���� � LkM
k jx� yj

eşitsizli¼gi dikkate al¬narak

jB� (x)j � jB� (y)j =
�����b
 
�
 
a0 (x) +

1X
k=2

ak�
[k] (x)

!!

� b

 
�
 
a0 (y) +

1X
k=2

ak�
[k] (y)

!!�����
�

"
ja0 (x)� a0 (y)j+

1X
k=2

���ak�[k] (x)� ak�
[k] (y)

���#

� L

"
L0 jx� yj+

1X
k=2

Lk

����[k] (x)� �[k] (y)
���#

� L

"
L0 +

1X
k=2

LkM
k

#
jx� yj

= L

"
L0 +

1X
k=2

LkM
k �M

#
jx� yj+ LM jx� yj

= LM jx� yj �M jx� yj

elde edilir; yani

jB� (x)j � jB� (y)j �M jx� yj ; B (0) = 0

20



ve böylece B� 2 Q d¬r. Geriye B operatörünün q = 1
1�ML

1P
k=2

Lk sabiti ile daralma

operatörü oldu¼gunu göstermek kal¬yor. Gerçekten,

jB�1 (x)�B�2 (x)j �
1X
k=2

LLk

����[k]1 (x)� �
[k]
2 (x)

���
dir.

�1 (�1 (x)� �2 (�2 (x))) � j�1 (�1 (x)� �1 (�2 (x)))j

+ j�1 (�2 (x)� �2 (�2 (x)))j

� M j�1 (x)� �2 (x)j+ k�1 � �2k

� (M + 1) k�1 � �2k

oldu¼gundan aşa¼g¬daki eşitsizlikler ifade edilir:����[k]1 (x)� �
[k]
2 (x)

��� �
����1 ��[k�1]1 (x)� �1

�
�
[k�1]
2 (x)

�����
+
����1 ��[k�1]2 (x)� �2

�
�
[k�1]
2 (x)

�����
� M

����[k�1]1 (x)� �
[k�1]
2 (x)

���+ k�1 � �2k

� (MMk�1 + 1) k�1 � �2k =Mk k�1 � �2k :

Burada M2 = M + 1; Mk = MMk�1 + 1; k = 3; 4; ::: say¬lar¬rekürans ba¼g¬nt¬lar¬ile tek

olarak tan¬ml¬d¬r. Bu durumda

Mk =
1�Mk

1�M
= 1 +M + :::+Mk�1 <

1

1�M

olarak elde edilir. Böylece

jB�1 (x)�B�2 (x)j �
1X
k=2

LLk k�1 � �2k

� 1

1�M

1X
k=2

LLk k�1 � �2k

= q k�1 � �2k

yaz¬labilir. x key� oldu¼gu için

kB�1 (x)�B�2 (x)k � q k�1 � �2k

bir daralma tahmini elde edilir. Böylece (3.3) denkleminin tek bir � 2 Q çözümüne sahip

oldu¼gu ispatlanm¬̧s olur.
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Şimdi (3.4) serisinin jxj � A; jpj < p0 < 1 için düzgün yak¬nsak oldu¼gunu gösterelim,

burada p0 key�dir.
1X
k=0

wk (x) p
k
0; wk (x) =

1X
s=0

ak+1+s

�
�[s] (x)

�
ifadelerini ele alal¬m. Böylece

jwk (x)j �
1X
s=0

���ak+1+s ��[s] (x)����
=

1X
s=0

Lk+1+sM
s jxj � A

1�M

1X
s=0

Lk+1+s = eqk �!
k!1

0

bulunur. jwk (x)j � eqk tahmini jxj � A; jpj < p0 < 1 için (3.4) serisinin düzgün yak¬nsak

oldu¼gunu garanti eder. Lemma 3.1 ile w (x; p) ve � (x) fonksiyonlar¬(3.2) eşitli¼gini sa¼glar.

Sonuç olarak, e¼ger teoremlerin şartlar¬sa¼glanmazsa, denklemin çözümünün tek olmamas¬

örne¼gini gösterece¼giz. Rn nin n boyutu 1 e eşit ve belirli bir m � 2 için am+j (x) = 0;

j = 1; ::: olsun. Bu durumda

a0 (x) +
mX
k=1

ak

�
�[k] (x)

�
= 0 (3.5)

denklemi sonlu bir mertebeye sahiptir. Ayr¬ca b0 = e�a0(x); bk = e�ak(x); k = 1; 2; :::;m

olsun. (3.5) denklemi

b0 (x) =
mY
k=1

bk

�
�[k] (x)

�
(3.6)

formunu sa¼glar. x > 0 için b0 = �0x
�0 ; bk = �kx

�k olsun, burada �0 6= 0; � 6= 0; �0;

�k belirli reel say¬lard¬r. bk için (3.6) denkleminin � (x) çözümünü � (x) = �0x
z şeklinde

arayaca¼g¬z. E¼ger z,
mX
k=1

�kz
k � �0 = 0 (3.7)

denkleminin bir kökü ise ve

�0 =

�
�0
�m

� 1
mP
k=1

�k(1+z+:::+zk�1)
;

mX
k=1

�k
�
1 + z + :::+ zk�1

�
6= 0

ise, o zaman (3.6) denkleminin çözümü � (x) = �0x
z fonksiyonudur.

Gerçekten, �0xz ifadesini, b0 (x) = �0x
�0 ; bk (x) = �x�k için (3.6) denkleminde yerine

koyarsak,

�0x
�0 = �m

mY
k=1

�
�k(1+z+:::+zk�1)
0 x�kz

k

(3.8)

= �m�

mP
k=1

�k(1+z+:::+zk�1)
0 x

mP
k=1

akz
k
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elde edilir. Burada

�0 =
mX
k=1

�kz
k; �0 = �m�

mP
k=1

�k(1+z+:::+zk�1)
0

için (3.8) eşitlikleri do¼grudur.

(3.7) denklemi birçok reel köke sahip olabilece¼ginden, (3.6) denklemi de birçok çözüme

sahip olabilir.
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BÖLÜM 4

FONKS·IYONEL DENKLEMLER VE TERS PROBLEMLERE

UYGULAMALARI

Bu bölümde lineer fonksiyonel denklemlerin çözümlerini elde etmek için kullan¬lan baz¬

metotlar tart¬̧s¬lm¬̧s ve ayr¬ca diferensiyel-fark denklemleri için ters problemlerle ilgili

olarak baz¬uygulamalara yer verilmi̧stir.

Kabul edelim ki, X; x elemanlar¬n¬n bir kümesi; � (x) ; X den X e bir dönüşüm; E; x e

ba¼gl¬w (x) elemanlar¬ndan oluşan bir Banach uzay¬ve A (x) ; x e ba¼gl¬reel de¼gerli bir

fonksiyon olsun. w (x) 2 E için bir lineer fonksiyonel denklem,

w (x) = A (x)w (� (x)) + a (x) (4.1)

formunda bir denklemdir, burada verilenler � (x) 2 X ve a (x) 2 A d¬r.

Fonksiyonel denklemlerin baz¬uygulamalar¬ile ilgili teorik sonuçlara ve çeşitli örneklere

[13, 25] ten ulaş¬labilir.

Aşa¼g¬da iki örnek incelenecektir:

0 � x � x0 olmak üzere w (x) reel de¼gerli fonksiyonu için fonksiyonel Schröder denklemi

pw (x) = w (� (x)) ;

[25] te ele al¬nm¬̧st¬r. Burada 0 � � (x) � x; 0 < p < 1; �0 (x) 6= 0; �0 (0) = p; � (x) 2

C2 ([0; x0]) ve p sabittir. Bu durumda bir diferensiyellenebilir w (x) tek çözümü, w0 (0) =

1, monotondur ve aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r;

w (x) = lim
k!1

p�k�[k] (x) ; (4.2)

burada �[k] = � (� (::: (� (x))))| {z }
k

; ifadesi k. mertebeden bir iterasyonu göstermektedir (bk.

[25]). Daha genel ikinci örnek, E Banach uzay¬ndaki bir w (x) fonksiyonu için

w (x) = A (x)w (� (x)) + a (x) ;
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fonksiyonel denklemidir. Burada A (x) reel de¼gerli fonksiyondur, öyle ki 0 < jA (x)j �

q < 1 ve ka (x)k � � d¬r. Aşa¼g¬daki formül [26] da elde edilmi̧stir:

w (x) =
1X
k=0

k�1Y
j=0

A
�
�[j] (x)

�
a
�
�[k] (x)

�
: (4.3)

Burada X bir topolojik uzayd¬r.

4.1 FONKS·IYONELDENKLEMLERÜZER·INEBAZI TEMEL SONUÇLAR

(4.3) teki serinin yak¬nsakl¬¼g¬için jA (x)j � q < 1 eşitsizli¼gi temel bir şartt¬r. � (x) ile

ilgili ek koşullar alt¬nda, jA (x)j � 1 eşitsizli¼ginin gösterilmesi yeterlidir (bk. aşa¼g¬daki

Teorem 4.1 ve 4.2). eE; kxk �x 2 eE� normu ile donat¬lm¬̧s ve E yi kapsayan bir başka

Banach uzay¬olsun. Örne¼gin eE = Rn; E = Rm; m � n alal¬m:

Teorem 4.1 (4.1) denkleminde, X = eE olsun ve aşa¼g¬daki kabuller sa¼glans¬n:

1) jA (x)j � 1 ve A (x) 6= 0:

2) k� (x)k � kxk�
1+kxk

1
�

� ; 0 < � < 1:

3) k� (x)k � � kxk ; � > 0; burada � ve � sabittir.

Bu durumda

w (x) =
1X
k=0

k�1Y
j=0

A
�
�[j] (x)

�
a
�
�[k] (x)

�
serisi x 2 eE için yak¬nsakt¬r ve (4.1) denklemi için bir çözümdür.

·Ispat. eE normlu uzay¬ndan kendi üzerine tan¬ml¬� (x) dönüşümü e¼ger

k� (x)k � kxk
(1 + kxk�)

1
�

eşitsizli¼gini sa¼glarsa, o zaman�[k] (x) � kxk
(1 + k kxk�)

1
�

d¬r. Gerçekten de,

F (z) =
z

(1 + kz�)
1
�

; k � 1; � > 0
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fonksiyonu z � 0 için

F 0 (z) =
1

(1 + kz�)
1
�
+1

> 0

türevine sahiptir ve sonuç olarak, artand¬r. Tümevar¬mdan,

�[k+1] (x) �

�[k] (x)�
1 +

�[k] (x)�� 1
�

�
kxk

(1+kkxk�)
1
��

1 +

�
kxk

(1+kkxk�)
1
�

��� 1
�

=
kxk

(1 + (k + 1) kxk�)
1
�

bulunur. O zaman, 1)-3) kabullerinden, k � 1 için
k�1Y
j=0

A
�
�[j] (x)

�
a
�
�[k] (x)

�
�

�����
k�1Y
j=0

A
�
�[j] (x)

� ���a��[k] (x)���������
� �

�[k] (x) � � kxk
(1 + k kxk�)

1
�

< �
1

k
1
�

elde edilir. 1
�
> 1 için

�

1X
k=1

1

k
1
�

majorant serisi yak¬nsakt¬r. Böylece Teorem 4.1 ispatlanm¬̧s olur.

�[k] (x) iterasyonlar¬n¬n hesaplanmas¬çok zahmetli olabilece¼ginden özel bir � (x) kullan¬l-

mas¬faydal¬d¬r.

Teorem 4.2 (4.1) denkleminde X = eE olsun ve aşa¼g¬daki şartlar sa¼glans¬n:

1) jA (x)j � 1 ve A (x) 6= 0:

2) � (x) = v�1 (pv (x)) ; burada 0 < p < 1; y = v (x) ; eE ! eE bir dönüşüm ve tersi

x = v�1 (y) olsun, öyle ki kv�1 (y)k � � kyk ; � > 0 dir.

3) ka (x)k � �1 kxk ; �1 > 0:
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Bu durumda

w (x) =
1X
k=0

k�1Y
j=0

A
�
v�1

�
pjv (x)

��
a
�
v�1

�
pkv (x)

��
serisi x 2 eE için yak¬nsakt¬r ve (4.1) denkleminin bir çözümüdür.

·Ispat. ·Ilk olarak, e¼ger � (x) = v�1 (pv (x)) ise �[k] (x) = v�1
�
pkv (x)

�
oldu¼gu ispat-

lanacakt¬r. Gerçekten tümevar¬m yönteminden,

�[k+1] (x) = �
�
�[k] (x)

�
= �

�
v�1

�
p[k]v (x)

��
= v�1

�
pv
�
v�1

�
p[k]v (x)

���
= � (x)

= v�1
�
pk+1v (x)

�
dir. 1)-3) kabullerini kullan¬rsak, k � 1 için

k�1Y
j=0

A
�
�jjj (x)

�
a
�
�jkj (x)

�
�

k�1Y
j=0

���A��jjj (x)���� a��jkj (x)�
� �1

�[k] (x)
� �1

v�1 �pkv (x)�
< ��1p

k kv (x)k

de¼gerlendirmesini elde ederiz. Teoremin varsay¬m¬gere¼gi 0 < p < 1 dir. Bu nedenle,

��1 kv (x)k
1X
k=1

pk

majorant serisi yak¬nsakt¬r. Böylece Teorem 4.2 ispatlanm¬̧s olur.

Şimdi Schröder tipindeki

�w (x) = w (� (x)) (4.4)

denklemini ele alal¬m. Burada x 2 Cn; w (x) 2 Cn; � (x) 2 Cn; �; köşegen eleman-

lar¬kompleks sabitler olan n: mertebeden bir köşegen matris, Cn n�boyutlu kompleks

uzayd¬r, ve � (x) ; Cn ! Cn e bir holomor�k dönüşümdür. (4.4) denkleminin bir holo-

mor�k çözümünün varl¬¼g¬, [10] daki holomor�k dönüşümler hakk¬ndaki Ziegel teoremi ile

ba¼glant¬l¬d¬r. (4.4) denkleminin holomor�k çözümü aşa¼g¬daki şekilde formüle edilebilir:
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Lemma 4.3 Kabul edelim ki, �; Cn den Cn e holomor�k dönüşümü � (0) = 0; �x köşe-

gensel k¬sma sahip olsun. Burada �; bir köşegensel matris olup �k; k = 1; 2; :::; n; ele-

manlar¬

���s � �k11 �
k2
2 :::�

kn
n

�� � C (k1 + k2 + :::+ kn)
� ; s = 1; 2; :::; n

eşitsizliklerini sa¼glar. Ayr¬ca C > 0 ve  > 0 sabitler olup kj � 0; k1 + k2 + ::: + kn > 1

olacak şekilde tamsay¬lard¬r. Bu durumda s¬f¬r¬n bir komşulu¼gunda bir w (x) holomor�k

di¤eomor�zmi vard¬r, w (0) = 0; öyle ki �w (x) = w (� (x)) dir.

·Ispat. Ziegel teoreminden, s¬f¬r¬n bir komşulu¼gunda �w (x) = w (� (w�1 (x))) ; w (0) = 0

olarak temsil edilen bir � (x) holomor�k dönüşümü bir holomor�k di¤eomor�zmdir [10].

x yerine w (x) al¬n¬rsa, �w (x) = w (� (x)) eşitli¼gi elde edilir. Böylece Lemma 4.3 ün ispat¬

tamamlanm¬̧s olur.

4.2 FONKS·IYONEL DENKLEM ·IÇ·IN B·IR TERS PROBLEM

Bu bölümde,

w (x) = A (x)w (� (x)) + a (x) ; fx : jxj � R0; R0 > 0g

fonksiyonel denklemini sa¼glayan vektör de¼gerli w (x) ve � (x) fonksiyonlar¬n¬n bulunmas¬

ters problemi ele al¬nacakt¬r. Burada A (x) bilinen bir fonksiyon ve a (x) vektör de¼gerli

fonksiyon olup

a (x) =

1X
k=0

ak (x)

yak¬nsak serisi ile gösterilsin. Burada ak (x) ler bilinen vektör de¼gerli fonksiyonlar olsun.

D = fx : jxj � R0; R0 > 0g bölgesi x = (x1; x2; :::; xn) ; (n � 1) olmak üzere Rn Reel

Öklid uzay¬nda kapal¬bir bölge; � (x) ; � (0) = 0 olan D den D ye sürekli bir fonksiyon;

a (x) = (a1 (x) ; a2 (x) ; :::; an (x)) ; a (0) = 0 şart¬n¬ sa¼glayan sürekli vektör de¼gerli bir

fonksiyon ve A (x) 6= 0 reel de¼gerli sürekli bir fonksiyon olsun.

w (x) = (w1 (x) ; w2 (x) ; :::; wn (x)) vektör de¼gerli fonksiyonu için

w (x) = A (x)w (� (x)) + a (x) (4.5)
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fonksiyonel denklemini ele alal¬m. Buradaki esas kabul; bilinen sürekli a (x) ; x 2 D vektör

de¼gerli fonksiyonunun ak (0) = 0 olacak şekilde ak (x) sürekli vektör de¼gerli fonksiyonlar¬

için

a (x) =

1X
k=0

ak (x) (4.6)

yak¬nsak serisi ile verilmesidir.

Özel olarak, a (x) in bir baza göre yaz¬l¬m¬ (4.6) n¬n önemli bir örne¼gidir. Şöyle ki,

'0 (x) ; '1 (x) ; :::; 'k (x) ; :::; x 2 D; en az¬ndan sürekli 'k (x) fonksiyonlar¬ndan oluşan

bir ortonormal baz olsun.

ak (x) = ck'k (x)

diyelim, burada

ck =

Z
D

'k (x) a (x) dx

sabit bir vektördür. n = 1 durumunda, 'k (x) için klasik polinomlar¬, trigonometrik

fonksiyonlar¬vb. alabiliriz.

Dikkat edilirse, A (x) ve ak (x) üzerindeki koşullar ile (4.5) ve (4.6) ba¼g¬nt¬lar¬ sadece

w (x) i de¼gil ayn¬zamanda � (x) i de ifade eder.

Bir örnekle başlayal¬m. Kabul edelim ki, sürekli vektör de¼gerli fonksiyon a (x) ;

a (x) = a0 (x) + a1 (x) ; a0 (x) = 0; a1 (0) = 0

şeklinde iki sürekli terimin toplam¬olarak yaz¬labilsin, burada vektör de¼gerli fonksiyon z =

a1 (x) ; x = b (z) sürekli ters fonksiyonuna sahip olsun. Örne¼gin, n = 1 durumunda, s¬n¬rl¬

sal¬n¬ml¬a (x) fonksiyonu a (x) = a0 (x) + a1 (x) formunda gösterilir, burada a0 (x) ve

a1 (x) monoton fonksiyonlard¬r, öyle ki fonksiyonlardan biri artand¬r, di¼geri ise azaland¬r.

Sonuç olarak, a (x) = a0 (x) + a1 (x) için w (x) ve � (x) fonksiyonlar¬n¬n formüllerinin

mevcut oldu¼gu görülür.

Lemma 4.4 E¼ger a (x) = a0 (x)+a1 (x) ifadesinde a0 (x) ve a1 (x), a0 (0) = 0; a1 (0) = 0

olacak şekilde x 2 D için sürekli ve z = a1 (x) vektör de¼gerli fonksiyonu x = b (z) ; z 2 D

tersine sahipse, bu durumda �a0(x)
A(x)

2 D için,

w = a1 (x) ; � (x) = b

�
�a0 (x)
A (x)

�
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vektör de¼gerli fonksiyonlar¬

w (x) = A (x)w (� (x)) + a (x)

fonksiyonel denklemi için bir çözüm oluşturur.

Daha genel bir durumda, A (x) ; ak (x) ve a (x) =
1P
k=0

ak (x) için aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan-

mal¬d¬r:

1) 0 < A0 < A (x) � 1:

2) x 2 D; z = a1 (x) vektör de¼gerli fonksiyonu x = b (z) ; z 2 D sürekli tersine sahiptir,

öyle ki jb (z)� b (y)j � L jz � yj ; z 2 D; y 2 D; L > 0; L
A0
< 1 dir.

3) jak (x)� ak (y)j � Lk jx� yj ; k = 0; 1; 2; :::; Lk > 0; L0 +
1P
k=2

Lk < 1; ve ayr¬ca k0 � 2

ve p say¬lar¬; Lk � pk; k � k0; 0 < p < 1 olacak şekilde vard¬r.

4)  (t) = L0 +
1P
k=2

Lkt
k � t;  (0) = L0 > 0;  (1) < 0 konveks fonksiyonu 0 < t < 1

üzerinde tek bir M köküne sahiptir ve

q =

L
1P
k=2

Lk

A0 (1�M)

say¬s¬0 < q < 1 eşitsizli¼gini sa¼glar.

�[k] (x) ifadesi � (x) in

�[k+1] (x) = �
�
�[k] (x)

�
; �[0] (x) = x

eşitli¼gi ile tan¬mlanan iterasyonu olsun. Kolayl¬k sa¼glamas¬için

0Y
j=1

A
�
�[j�1] (x)

�
= 1

olsun.

Q; tüm sürekli vektör de¼gerli f (x) ; x 2 D; f (0) = 0 fonksiyonlar¬n¬n metrik uzay¬olsun.

Bu uzay üzerinde uzakl¬k

� (f1; f2) = sup
jxj�R0

jf1 (x)� f2 (x)j = kf1 (x)� f2 (x)k

eşitli¼gi ile verilsin ve jf (x)� f (y)j � M jx� yj şart¬n¬sa¼glas¬n, burada M;  (t) = 0;

0 � t � 1; denkleminin köküdür.
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Teorem 4.5 ak (x) ve A (x), 1) ve 4) şartlar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda

a0 (x) +
1X

k;s=0

sY
j=1

A
�
�[j�1] (x)

�
ak

�
�[k] (x)

�
= 0

iterasyon denklemi tek bir � (x) 2 Q çözümüne sahiptir ve

w (x) =

1X
k;s=0

sY
j=1

A
�
�[j�1] (x)

�
ak+s+1

�
�[s] (x)

�
serisi x 2 D için düzgün yak¬nsakt¬r, ayr¬ca vektör de¼gerli fonksiyonlar

w (x) = A (x)w (� (x)) + a0 (x) +
1X
k=1

ak (x)

fonksiyonel denklemini sa¼glar.

·Ispat. Öncelikle x 2 D için

a0 (x) +
1X

k;s=0

sY
j=1

A
�
�[j�1] (x)

�
ak

�
�[k] (x)

�
; (4.7)

1X
k;s=0

sY
j=1

A
�
�[j�1] (x)

�
ak+s+1

�
�[s] (x)

�
(4.8)

serilerinin mutlak ve düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n¬ispatlayal¬m. j� (x)j �M jxj oldu¼gundan,����[k] (x)��� �Mk jxj �MkR0

d¬r. Üçüncü kabulümüz hesaba kat¬l¬rsa k � 1 için,�����a0 (x) +
1X

k;s=0

sY
j=1

A
�
�[j�1] (x)

�
ak

�
�[k] (x)

������ � ja0 (x)j+
���ak ��[k] (x)����

� L0 (x) + Lk

����[k] (x)���
�

��L0 (x) + LkM
k
�� jxj

� R0
�
L0 (x) + LkM

k
�

elde edilir. Aç¬kt¬r ki

L0 (x) +
1X
k=1

LkM
k

majorant serisi yak¬nsakt¬r. O halde

1X
k;s=0

sY
j=1

A
�
�[j�1] (x)

�
ak+s+1

�
�[s] (x)

�

32



serisinin x 2 D için düzgün yak¬nsak oldu¼gunu ispatlayal¬m. k + s+ 1 � k0 için

�����
sY
j=1

A
�
�[j�1] (x)

�
ak+s+1

�
�[s] (x)

������ �
���ak+s+1 ��[s] (x)����

� pk+s+1 = ppkps

dir. 0 < p < 1 oldu¼gundan,

1X
k+s+1�k0

pk+s+1

majorant serisi yak¬nsakt¬r. � (x) 2 Q olsun.

a0 (x) +
1X
k=1

sY
j=1

A
�
�[j�1] (x)

�
ak

�
�[k] (x)

�
= 0

iterasyon denkleminin tek bir � (x) 2 Q çözümüne sahip oldu¼gunu gösterelim. Asl¬nda,

bu iterasyon denklemi

a0 (x) + A (x) a1 (� (x)) +
1X
k=2

kY
j=1

A
�
�[j�1] (x)

�
ak

�
�[k] (x)

�
= 0

formunda yaz¬labilir. z = a1 (x) in tersi olan sürekli vektör de¼gerli b (z) fonksiyonunu

kullan¬rsak, � (x) e göre ikinci çeşit denklemleri aşa¼g¬daki gibi ifade ederiz:

� (x) = b

0BBB@
�a0 �

1P
k=2

kQ
j=1

A
�
�[j�1] (x)

�
ak

�
�[k] (x)

�
A (x)

1CCCA � B�:

ŞimdiB operatörününQ danQ ya bir daralma dönüşümü oldu¼gunu gösterelim. Öncelikle,

Lk = 0; k = 2; 3; ::: için a (x) = a0 (x) + a1 (x) oldu¼gu Lemma 4.4 den görülür. O halde

k = 2; 3; ::: için Lk 6= 0 oldu¼gunu kabul edelim.

Öncelikle B� (x) 2 Q oldu¼gunu ispatlayal¬m. E¼ger j� (x)j � M jxj ise, yukar¬daki argü-

man

����[k] (x)��� �Mk jxj
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oldu¼gunu gösterir ve sonuç olarak, ikinci kabulümüzdeki L
A0
� 1 şart¬ndan

jB� (x)j =

���������b
0BBB@�

a0 +
1P
k=2

kQ
j=1

A
�
�[j�1] (x)

�
ak

�
�[k] (x)

�
A (x)

1CCCA
���������

� L

0BB@�ja0j+
1P
k=2

���ak ��[k] (x)����
jA (x)j

1CCA
� L

A0

 
L0 +

1X
k=2

Lk

����[k] (x)���! � L

A0

 
L0 +

1X
k=2

LkM
k

!
jxj

=
L

A0

 
L0 +

1X
k=2

LkM
k �M

!
jxj+ L

A0
M jxj = L

A0
M jxj �M jxj

elde edilir. O zaman, B� (x) 2 Q dir.

Şimdi, B operatörünün bir daralma dönüşümü oldu¼gunu gösterelim:

jB�1 (x)�B�2 (x)j

=

���������b
0BBB@�

a0 +
1P
k=2

kQ
j=1

A
�
�
[j�1]
1 (x)

�
ak

�
�
[k]
1 (x)

�
A (x)

1CCCA

� b

0BBB@�
a0 +

1P
k=2

kQ
j=1

A
�
�
[j�1]
2 (x)

�
ak

�
�
[k]
2 (x)

�
A (x)

1CCCA
���������

� L
1X
k=2

���������
kQ
j=1

A
�
�
[j�1]
1 (x)

�
ak

�
�
[k]
1 (x)

�
�

kQ
j=1

A
�
�
[j�1]
2 (x)

�
ak

�
�
[k]
2 (x)

�
A (x)

���������
� L

A0

1X
k=2

���ak ��[k]1 (x)�� ak

�
�
[k]
2 (x)

���� � L

A0

1X
k=2

Lk

����[k]1 (x)� �
[k]
2 (x)

���
oldu¼gu dikkate al¬narak

jB�1 (x)�B�2 (x)j �
L

A0

1X
k=2

Lk

����[k]1 (x)� �
[k]
2 (x)

��� ; (4.9)
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yaz¬labilir. Dikkat edilirse,

j�1 (�1 (x))� �2 (�2 (x))j

� j�1 (�1 (x))� �1 (�2 (x))j+ j�1 (�2 (x))� �2 (�2 (x))j

� M j�1 (x)� �2 (x)j+ k�1 � �2k

� (M + 1) k�1 � �2k

olup

k�1 � �2k = sup
jxj�R0

j�1 (x)� �2 (x)j

dir. k � 3 için,����[k]1 (x)� �
[k]
2 (x)

��� =
����1 ��[k�1]1 (x)

�
� �2

�
�
[k�1]
2 (x)

����
�

����1 ��[k�1]1 (x)
�
� �1

�
�
[k�1]
2 (x)

����
+
����1 ��[k�1]2 (x)

�
� �2

�
�
[k�1]
2 (x)

����
� M

����[k�1]1 (x)� �
[k�1]
2 (x)

���+ k�1 � �2k

� (MMk�1 + 1) k�1 � �2k =Mk k�1 � �2k

dir, burada Mk =MMk�1 + 1; M2 =M + 1; k = 3; 4; ::: tekrar ederek bulunur ve

Mk = 1 +M + :::+Mk�1 =
1�Mk

1�M
<

1

1�M

olarak ifade edilmi̧stir. Böylece

jB�1 (x)�B�2 (x)j �
1X
k=2

L

A0
LkMk k�1 � �2k

� L

A0 (1�M)

1X
k=2

Lk k�1 � �2k = q k�1 � �2k

elde edilir. O halde,

kB�1 �B�2k � q k�1 � �2k

olur. Dördüncü kabulümüzde 0 < q < 1 oldu¼gundan, B operatörü bir daralma dönüşümü-

dür.

Sabit nokta teoreminden, � (x) = B� (x) denklemi için tek bir � (x) 2 Q çözümü vard¬r.

Böylece, teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

35



4.3 TERS PROBLEMLER ·IÇ·IN BAZI UYGULAMALAR

Geçmi̧s zaman verileri yard¬m¬yla diferensiyel ve di¼ger denklemlerin oluşturulmas¬büyük

öneme sahiptir. Klasik çal¬̧smalara bak¬ld¬¼g¬nda I. Newton�un, yerçekim potansiyelini

Kepler�in gezegen hareketi kanunlar¬n¬kullanarak hesaplam¬̧s oldu¼gunu görürüz. J. C.

Maxwell ise elektromanyetik alan denklemlerini Faraday ve Ampér kanunlar¬ndan elde

etmi̧stir. Günümüzde benzer bir durum farkl¬ evrim süreçlerinin matematiksel model-

lemesinde gözlemlenir. Örne¼gin; J. W. Forrester, 1900-1970 y¬llar¬aras¬ndaki deneysel

verileri kullanarak, adi diferansiyel denklemlerin katsay¬lar¬n¬hesaplamak sureti ile dünya

ekonomisi için bir dinamik denklem sistemi elde etmi̧stir [18, 29].

Bulunan bu denklemler, asl¬nda yeterince uzun bir zaman aral¬¼g¬nda bu denklemlerin

çözümleri olarak yorumlanan do¼gal fonksiyonlar¬n varl¬¼g¬ ile belirlenir. [8] de, geçmi̧s

zamana ait üç veri verildi¼ginde, çok boyutlu lineer olmayan bir diferensiyel-fark denklem

sisteminin fonksiyonel denklemlere indirgenmesinin pek çok durumda mümkün oldu¼gu

gösterilmektedir.

Kabul edelim ki, Rn; n � 1; Öklid uzay¬ve Aj; Bj; j = 1; 2; :::; n; operatörleri x 2 Rn e

ba¼gl¬diferensiyel operatörler olsun.

Aşa¼g¬daki özelliklere sahip w0j (x) ; w
h
j (x) ; w

2h
j (x) ; j = 1; 2; :::; n; x 2 Rn; h 6= 0; fonksi-

yonlar¬n¬göz önüne alal¬m:

1) Rn den Rn ye y = w0 (x) = (w
0
1 (x) ; w

0
2 (x) ; :::; w

0
n (x)) dönüşümü, en az¬ndan sürekli

x = w�10 (y) tersine sahiptir ve vektör de¼gerli � (x) = w�10 (wh (x)) fonksiyonu Rn de

en az¬ndan süreklidir, burada wh (x) =
�
wh1 (x) ; w

h
2 (x) ; :::; w

h
n (x)

�
; wh (x) 6= w0 (x)

d¬r:

2) Aj; Bj operatörleri ve w0j (x) ; w
h
j (x) ; w

2h
j (x) fonksiyonlar¬, aşa¼g¬daki fonksiyonlar Rn

de tan¬ml¬ve sürekli olacak şekilde verilsin:

Rj (x) =
Bjw

0
j (y)

��
y=�(x)

Bjwhj (x)
;

aj (x) =
w2hj (x)� whj (� (x)) + Ajw

0
j (y)

��
y=�(x)

� Ajw
h
j (x)

Bjwhj (x)
:

E¼ger Aj; Bj sadece x e ba¼gl¬ sonsuz şekilde diferensiyellenebilir katsay¬lar¬ olan

sonlu mertebeden lineer diferensiyel operatörler ve Bjwhj (x) 6= 0 ise, bu durumda
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� (x) ; Rj (x) ve aj (x) in regülerli¼gi (özellikle, süreklilik) için, w0j (x) ; w
h
j (x) ; w

2h
j (x)

fonksiyonlar¬n¬n sonsuz diferensiyellenebilirlili¼gi gerekir. Yukar¬daki fonksiyonlar¬n

Rn uzay¬n¬n tümünde tan¬ml¬oldu¼gu durumu düşünelim. Baz¬de¼gi̧siklikler yaparak

sadece sonlu bölgeleri düşünmek mümkündür.

Sürekli veya ayr¬k t zamanl¬(bk. [3, 11]) diferensiyel-fark denklem sistemini ele alaca¼g¬z:

wj (t+ h; x) = Ajwj (t; x)+fj (x)Bjwj (t; x)+ gj (w1 (t; x) ; w2 (t; x) ; :::; wn (t; x)) ; (4.10)

burada h 6= 0 belirli bir sabit, j = 1; 2; :::; n; fj (x) ; gj (z) ; x 2 Rn; z 2 Rn bilinmeyenler

olup, ayr¬ca w0j (x) ; w
h
j (x) ; w

2h
j (x), (4.10) sistemi için wj (t; x) çözümüne göre geçmi̧s

zaman verileri olsun. Burada çözümün varl¬¼g¬kabul edilmektedir.

Teorem 4.6 Kabul edelim ki, wj (t; x) ler,

wj (t+ h; x) = Ajwj (t; x) + fj (x)Bjwj (t; x) + gj (w1 (t; x) ; w2 (t; x) ; :::; wn (t; x)) (4.11)

diferensiyel-fark denklemlerinin fj (x) ; gj (x) fonksiyonlar¬için,

wjjt=0 = w0j (x) ; wjjt=h = whj (x) ; wjjt=2h = w2hj (x) (4.12)

koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümleri olsun. Bu durumda 8j = 1; 2; :::; n; x 2 Rn için fj (x)

fonksiyonu

fj (x) = Rj (x) fj (� (x)) + aj (x) (4.13)

fonksiyonel denkleminin bir çözümüdür ve gj (z) ; z 2 Rn fonksiyonu aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬y¬

sa¼glar:

gj (z) = whj
�
w�10 (z)

�
� Ajw

0
j (y)

��
y=w�10 (z)

� fj
�
w�10 (z)

�
� Bjw

0
j (y)

��
y=w�10 (z)

: (4.14)

·Ispat. (4.11) denklem sistemini (4.12) verisi ile düşünelim. (4.12) şartlar¬(4.11) de yerine

yaz¬l¬rsa, fj (x) ; gj (z) ; j = 1; 2; :::; n fonksiyonlar¬için aşa¼g¬daki denklem sistemini elde

ederiz:

whj (x) = Ajw
0
j (x) + fj (x)Bjw

0
j (x) + gj (w0 (x)) ; (4.15)

w2hj (x) = Ajw
h
j (x) + fj (x)Bjw

h
j (x) + gj (wh (x)) : (4.16)

37



(4.15) te x için � (x) = w�10 (wh (x)) vektör de¼gerli fonksiyonunu yerine koyarsak, (4.15)

ve (4.16) y¬aşa¼g¬daki şekilde yazabiliriz:

whj (� (x)) = Ajw
0
j (y)

��
y=�(x)

+ fj (� (x)) Bjw
0
j (y)

��
y=�(x)

+ gj (wh (x)) ;

w2hj (x) = Ajw
h
j (x) + fj (x)Bjw

h
j (x) + gj (wh (x)) :

E¼ger gj (wh (x)) yok edilirse, fj (x) için (4.13) fonksiyonel denklemini elde ederiz:

fj (x) = Rj (x) fj (� (x)) + aj (x) :

(4.15) ten

gj (z) = whj
�
w�10 (z)

�
� Ajw

0
j (y)

��
y=w�10 (z)

� fj
�
w�10 (z)

�
� Bjw

0
j (y)

��
y=w�10 (z)

bulunur. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

Uyar¬4.1 fj (x) fonksiyonunu önce (4.15) ve (4.16) da hesaba katmazsak, gj (z) için

gj (z) = eRj (z) gj �e� (z)�+ eaj (z)
fonksiyonel denklemini elde ederiz, burada

e� (z) = wh
�
w�10 (z)

�
; eRj (z) = Bjw

0
j (x)

Bjwhj (x)

�����
x=w�10 (z)

; Bjw
h
j

��
x=w�10 (z)

;

eaj (z) = eRj (z) �Ajwhj (x)� w2hj (x)
���
x=w�10 (z)

�
�
Ajw

0
j (x)� whj (x)

���
x=w�10 (z)

dir. Bu durumda Bjw0j (x) 6= 0; Bjw
h
j (x) 6= 0 oldu¼gunu kabul edersek, fj (x) fonksi-

yonunu

fj (x) =
whj (x)� Ajw

0
j (x)� gj (w0 (x))

Bjw0j (x)
=
w2hj (x)� Ajw

h
j (x)� gj

�
whj (x)

�
Bjwhj (x)

formülü ile hesaplar¬z.

Sonuç 4.1 8j = 1; 2; :::; n için aj (x) 2 R1; Rj (x) 2 R1; fj (x) 2 R1; eE = Rn olsun ve

Teorem 4.1 in kabulleri sa¼glans¬n. Bu durumda (4.13) fonksiyonel denklemi tek bir

fj (x) =
1X
k=0

k�1Y
s=0

Rj

�
�[s] (x)

�
aj

�
�[k] (x)

�
çözümüne sahiptir ve gj (z) fonksiyonu

gj (z) = whj
�
w�10 (z)

�
� Ajw

0
j (y)

��
y=w�10 (z)

� fj
�
w�10 (z)

�
� Bjw

0
j (y)

��
y=w�10 (z)

ile bulunur.
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Benzer sonuçlar, Teorem 4.2 nin kabulleri alt¬nda aj = 0 ve Rj = 1
�j
için Lemma 4.1 ve

(4.3) formülü kullan¬larak elde edilir.

Sonuç 4.2 E¼ger

wh (x) = w0

 
x

(1 + jxj�)1=�

!

ise, bu durumda

� (x) = w�10 (wh (x)) =
x

(1 + jxj�)1=�
; 0 < � < 1

dir. Böylece Sonuç 4.1 e dayanarak,

fj (x) =

1X
k=0

k�1Y
s=0

Rj

 
x

(1 + s jxj�)1=�

!
aj

 
x

(1 + k jxj�)1=�

!

olur.

Sonuç olarak, bu bölümde söz konusu denklem sistemleri için ele al¬nan ters problem-

lerin çözümleri araşt¬r¬l¬rken, iki önemli konu gündeme gelmektedir. Bunlar; y = w0 (x)

dönüşümünün tersinin bulunmas¬ve fonksiyonel denklemlerin çözümüdür.
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