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Bu tez calismasinda, genel Schrodinger denklemi Cauchy baslangi¢ sartlari ile birlikte ele
alimmustir. Sinirsiz bir bélgede, ¢6ziim hakkinda verilen bir ek bilgi yardimiyla denklemin sag
tarafindaki bilinmeyen fonksiyonun bulunmasi probleminin ¢ézlimiiniin tekligi aragtirilmistir.
Bu kapsamda Amirov ve Yamamoto (2008) de elde edilen sonuglar tartisilmistir. Burada
¢oztiimiin reel degerli bir fonksiyon oldugu kabul edilmistir. Tezin ilk boliimiinde, bazi
yardimc1 tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ikinci béliimde, Schrédinger denkleminin
fiziksel boyutu ele alinmis olup belirli kosullar altinda bazi 6zel ¢éziimleri incelenmistir.
Ugiincii béliimde, ispat igin gerekli olan bazi yardimci énermeler sunulmustur. Dérdiincii

boliimde ise ele alinan ters problemin ¢oziimiiniin tekligi aragtirilmistir.
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In this thesis, a general Schrodinger equation is considered with Cauchy initial conditions. In
an unbounded domain, by the help of additional data on the solution, the uniqueness of
solution of the problem of finding unknown function on the right-hand side of equation is
investigated. For this purpose, the results obtained by Amirov and Yamamoto (2008) are
discussed where the solution is assumed to be a real valued function. In the first chapter of the
thesis, some basic definitons and theorems are given. In the second chapter, the physical
aspects of Schrodinger equation are considered and its solution is given under some spesific
conditions. In the third chapter, some lemmata which are necessary for the proof are
presented. In the last chapter, the uniqueness of solution of the inverse problem is

investigated.
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BOLUM 1
GIRIS
Bu tez galigmasinda bir Q = {(z,t) | x € D C R",t € R} bolgesinde,

Lu = iu; + i Ui (T) U ; + i a;(z,t)ug; +r(x, t)u= f(2,t)g(v,t) (1.1)

s,J=1 Jj=1

Schrodinger denklemi
u (0, z,t) = u (z,t) ,uy, (0, 2,t) =u' (z,t), v = (22, T3, .., Tp)

Cauchy sartlar ile birlikte ele alinmigtir. Ay bolgede, ¢oziim hakkinda verilen ek bilgi
yardimiyla denklemin sag tarafindaki bilinmeyen fonksiyonun bulunmasi probleminin
¢oziimiiniin tekligi aragtirlmigtir. Bu amacla Amirov ve Yamamoto (2008) de elde edilen
sonuclar tartisilmistir. Tezin ilk boliimiinde, bazi tanim ve teoremlere yer verilmistir. I-
kinci boliimde, Schrodinger denklemi fiziksel agidan ele alinmig olup belirli kogullar altinda
bazi 6zel ¢oziimlerine yer verilmistir. Bu ¢oziimler grafik ve tablolarla desteklenmistir.
Uctincii boliimde, ispat icin gerekli olan baz1 yardimei 6nermeler sunulmustur. Dérdiincii
boliim kapsaminda, ele alinan ters problemin ¢oziimiiniin tekligi arastirilmigtir.
Schrodinger denklemi igin gesitli ters problemlerin ¢oziilebilirligi iizerine 6nemli ¢aligmalar
yapilmigtir. Bu ¢aligmalardan bazilar1 Baudouin ve Puel (2002), Bellassoued ve Choulli
(2009), Cristofol ve Soccorsi (2011), Isakov (2006), Mercado vd. (2008), Triggiani ve
Zhang (2015), Yuan ve Yamamoto (2010) dur.



1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu boliimde, tez icin gerekli olan bazi tanim ve teoremlere yer verilmigtir.

Tanim 1.1 (Ters Problem) Matematiksel fizikte; denklem, bolge ve kosullar verildigin-
de problemin ¢ozimiinin bulunmasina direkt problem denir. Pratikte karsilasilan 6yle
problemler vardir ki bunlarin ¢oziimleri icin ayrica ek bilgi verilir. Ayni ek bilgiye gore
problemdeki denklemin bir veya birkag¢ katsayisim veya sag tarafine ya da sinwr kosullarin-
dan bir veya bir kagina ¢6ziim ile birlikte bulmak gerekir. Béyle problemlere ters problemler

denir (Gélgeleyen 2010).

Tanmim 1.2 (C™(Q2), C*(Q) Uzaylar1) Q C R™ bir bolge, m negatif olmayan bir tam-
sayr ve |a| < m olsun. Her m saysi igin, D¢ kismi tirevleri Q0 bolgesinde siirekli
olan tiim ¢ fonksiyonlarman olusturdugu vektor uzaye C™(Q) ile gosterilir. Ozel olarak,
C'N) = C(Q) ve C®(Q) = ﬁ C™(QY) seklinde tanimlanir

(Adams and Fournier 2003).“1:0

Tanim 1.3 (Kompakt Support) G C R™ bog kiimeden farkl olmak tizere, G 'nin R™ 'de
kapams: G seklinde gosterilir. G C Q ve G, R™’in kompakt altkiimesi (kapal ve sinarh)
ise, G € S olarak yazlr. u, G dzerinde tanmimly bir fonksiyon ise, u fonksiyonunun

supportu

supp(u) = {z € G : u(x) # 0}

kiimesi biciminde tanimlaniyr. Buna gore supp(u) € ) ise, Q bolgesinde u fonksiyonunun

kompakt supportu vardur denir (Adams and Fournier 2003).

Tanim 1.4 (Cy(Q), C5°(2) Uzaylar1) Cy(Q2) ve C§° () uzaylari, siraswyla C(Q) ve
C*®(Q) simafindan olan ve ) bélgesinde kompakt supporta sahip tim fonksiyonlarin olus-

turdugu uzaylardir (Adams and Fournier 2003).

Tanim 1.5 (LP(2) Uzay1) Q C R"™ bir bolge, p pozitif reel sayr olsun. € biolgesinde

/|u(x)|p dr < oo



sartina saglayan tim ol¢ilebilir w fonksiyonlariman uzayr LP () ile gosterilir.

1 < p < oo olmak fizere
Jull, = ([ Ju(o)P” dz)>
Q
ile tanamlanan |||, fonksiyoneli L? (Q) idizerinde bir normdur (Adams and Fournier 2003).

Tanmim 1.6 (H%(Q) Uzay1) HE(Q) uzay, CE(Q) uzaymin |-l g1 () Sobolev normuna gére
tamlamigider (Reddy 1998).

Tamim 1.7 (H*(Q) Sobolev Uzay1) H*(Q), kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genelles-
mis tirevleri L*(Q) 'ya ait olan tiim fonksiyonlarn olusturdugu ciimledir. Bu ciimleye ait
bazi ozellikler asagida verilmistir.

a) H*(Q) lineer uzaydir ve H°(Q) = L*(Q).

b) H*(Q), iizerinde tanimlanan

(f17f2)Hk(Q) = Z /Daf1Da£da3

la|<k o

i¢ carpymana gore bir Hilbert uzayidir, bu i¢ ¢carpim ile tanimlanan norm

2

1l = | 3 / D de

lo|<k o

seklindedir (Mikhailov 1978).

Tanim 1.8 (Genellesmis Fonksiyon) C§°(Q2) dzerinde asagidaki yakinsaklik yardima
ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzayr denir. Bu uzay, D(Q) ile
gosterilir:

a) Oyle bir K C Q kompakt ciimlesi vardur ki; Vk € N i¢in suppp, C K,

b) Her (a = oy, 0s,...,a5) ve k — oo iken D ) — Dg ) yakisamas: Q bolgesinde
diizgiin ise, k — 00 i¢in ¢, 2Q) o yakinsar denir. D(Y) topolojik uzayinda tanvmle stirekli,
lineer fonksiyonellere, genellesmis fonksiyon denir. Genellesmis fonksiyonlar sinify D' ()

ile gosterilir (Viadimirov 1971).

Tanim 1.9 (Genellesmis Tiirev) f € D'(Q) olmak izere, f genellesmis fonksiyonunun

D> f genellegmis tiireur,



(D*f,9) = (=1)1(f, D"¢), 0 € D(®)
esitligi ile tanimlanwr (Viadimirov 2002).

Teorem 1.1 (Bunyakovskii Esitsizligi (Cauchy-Schwartz)) H bir i¢ carpim uzayr

olmak tizere, her hy, hy € H icin
|(h1, h2)[> < (hay ha) - (ha, o)
esitsizligi saglanwr (Mikhailov 1978).

Teorem 1.2 (Fredholm Alternatif Teoremi I) A, bir H Hilbert uzay: tizerinde self-

adjoint, lineer, kompakt operator olsun. Asagqidaki iki denklemi ele alalvm:

x = Ax+f, (1)
r = Aux. (H)

Burada (1) ve (H) denklemleri sirasiyla homojen olmayan ve homojen denklemleri gostersin.
i) Eger (H) denkleminin tek ¢oziimi x = 0 ise bu durumda (I) her f € H igin bir tek x
¢coziimiine sahiptir.

1) Eger (H) denklemi sifirdan farkly ¢ozimlere sahip ve f, (H) denkleminin tiim ¢ézimle-
rine dik ise (I) denklemi bir ¢oziime sahiptir. (1) denkleminin sonsuz ¢éziime sahip oldugu
durumda, bu ¢oziimlerin herhangi ikisinin farky (H) denkleminin ¢ozimidir. Yani x ve

y, (1) denklemini saglwyorsa (z-y) de (H) denklemini saglar (Griffel 2002).

Teorem 1.3 (Fredholm Alternatif Teoremi IT) A, bir H Hilbert uzay: tzerinde bir

kompakt operator olsun. Asagqdaki dort denklemi ele alalim:

r = Av+f, (I)
y = Ay+y, (')
¢ = Az (H)
y = A (H)

Burada f ve g, H nin bilinen elemanlaridir. O halde iki alternatif soz konusudur:
i) (H) ve (H*) denklemlerinin tek ¢ézimi sifirder ve bu durumda (1) ve (I*) her f,g € H
i¢in tek coziime sahiptir.

1) (H) ve (H*) wn sifirdan farkly ¢ozimleri vardir. Bu durumda:



f, (H*) wn her ¢ozimiine dik ise (I) bir ¢ozime sahiptir. Aynmi sekilde g, (H) man her
¢oztimine dik ise (I*) bir ¢oziime sahiptir (Griffel 2002).

Onerme 1.4 (Parametreye Bagh Integrallerin Siirekliligi) Bir (X, F, 1) él¢iim u-
zayu verilsin. (a,b) aralge R'nin sinarl veya sinirsiz keyfi bir aralige olsun. f, (a,b) x X
tizerinde tanimh R'de veya C'de degerler alan bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki her

t € (a,b) i¢in x — f(t,x) fonksiyonu integrallenebilir olsun.

Ayrica

I(t) = /f(t,:z:)du, t € (a,b)

X
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu tir bir fonksiyona ornek olarak f € Ly (R) fonksiyonunun

Fourier doniisiimii verilebilir:

ft) = [ e fa)d.

R

Asagidaki onermeler
I:t—>/f(t,x)du
X

fonksiyonunun strekliligi ve diferansiyellenebilirligi ile ilgili temel sonuclar, vermektedir

(Gonzdlez-Velasco 1995).

Onerme 1.5 (Siireklilik) Eger hemen hemen her x € X icin x — f(t,z) fonksiyonu
t* € (a,b) de siirekli ve hemen hemen her yerde |f(t,z)| < g(z) olacak sekilde t* wn bir V
komsulugundaki tim t ler icin bir g integrallenebilir fonksiyonu varsa bu durumda I, t*

da stireklidir (Gonzalez-Velasco 1995).

Onerme 1.6 (Tiirevlenebilme) Kabul edelim ki V, t* wn bir komsulugu, V C (a,b)
olsun ve asaqidaki sartlar saglansin:

(i) Hemen hemen tim x ler i¢int — f(t,x) fonksiyonu, V tzerinde siirekli diferansiyel-
lenebilir olsun.

(ii) Her t € V igin bir g integrallenebilir fonksiyonu vardir dyle ki hemen hemen her
yerde

5

o (L7)] < g(x)

ot




dir. Bu durumda I, t* tzerinde diferansiyellenebilirdir ve

_ [of
) ot

X
dir (Gonzdlez-Velasco 1995)

I'(t) (t*, z)dp

Teorem 1.7 (Parseval Formiilii) Klasik Parseval (Plancherel) Teoremi 1910 yilinda

Michel Plancherel tarafindan asagidaki formda verilmistir:

Kabul edelim ki f € L*(R) olsun ve ¢, : R — C, n € N fonksiyonu

1 f YT
on(y) = E{f(ff)@ dx

seklinde tammlansin. ¢,, L*(R)’ de bir Cauchy dizisi ve L*(R)’de ¢ = lim ¢,, olsun.
Ayrica ¢, : R — C, n € N fonksiyonu

1 f —iyx
nla) = <= / B(y)e v dy

seklinde tanymlanir. 1, L*(R)’ de bir Cauchy dizisi ve L*(R)’de ¢ = lim 1), olsun. Bu

durumda, hemen hemen her yerde v = f ve

[1s@P dx = [ 16 dy

dir. Genellikle bu teoremin ispatr f € L'(R) N L?*(R) alinarak yapilr, ashnda bu teorem
karesi integrallenebilir fonksiyonlarla ilgilidir. Diger yandan, Planchel Teoremi siklikla

Schwartz Uzayinda da verimektedir (Gonzdlez-Velasco 1995).

Tanim 1.10 (Schwartz Uzay1) Schwartz Uzay; asagidaki sartlar: saglayan, R dzerinde-
ki kompleks degerli f fonksiyonlarinan bir kimesine denir ve S(R) ile gosterilir:

i) f € C*(R)

1) [ wve tim tirevleri sonsuzda herhangi bir polinomdan daha hizlv sifira gider. Yani

Vk,m € N i¢in

lim |z|® f0™(z) = 0.

|| —o00

Bu uzay asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1) S(R) wzayr LP(R) (1 < p < o) de yogundur.

2) S(R) uzayr L= (R) de yogun degildir.

3) S(R) uzayr C tzerinde bir vektor uzaydir (Herb and Sally 2011).



Teorem 1.8 (Plancherel-Parseval) f, g € S(R) olmak iizere asagidaki esitlikler sagla-

wgf&m&mgzngM@Mm
z’z’)ﬂ!

Teorem 1.9 (Fubini Teoremi) (i) Eger f, E X F de negatif olmayan bir fonksiyon ise

[ty = [ s [ @y = [y [ ez

ExXF

J?(f)r dé = [ ]f(x)]2 dr (Gasquet and Witomski 2013).
R

dir. Bu g integral +00’a esit olabilir.

(ii) Eger f, E x F fizerinde integrallenebilirse, x* — f(x,y) fonksiyonu hemen hemen
her y igin integrallenebilirdir, y — f(z,y) fonksiyonu da hemen hemen her x i¢in integ-
rallenebilirdir ve (i) de verilen g integral birbirine egit ve sonludur.

(iit) f integrallenebilirdir ancak ve ancak-

!M!W%MWWWZ@!W%MM

integralleri sonludur (Gasquet and Witomski 2013).

Tanmim 1.11 (Fourier Déniistimii) f € L'(R) olmak iizere f fonksiyonunun Fourier

doniigtimii ve eglenik Fourier dontisimi sirasiyla

FFE) = f@>=1/e—”ﬁ?ﬂxﬁm, (1.2)
?m>=/ﬂwwa

seklinde tanimlanmir ( Gasquet and Witomski 2013).

Yukaridaki integral ancak ve ancak f € L'(R) oldugunda anlamhdur. Ciinki |e=*™¢*| = 1
dir. Ayrica F[f] € L*(R) oldugunda F operatérii, F 'nin tersi olur ( F ~* = F). O halde
f wve f fonksiyonlar LY(R) uzayna ait oldugunda, hemen hemen her yerde Ff (t) = f(t)
yazilabilir.  Fourier dontstumi literatirde farkly sekillerde tamymlansr. Biitiin tanamla-

malar asagidaki formdadar:

fle) = 5 [ sy

R

Burada C' ve k sabit saylary temsil etmektedir ve yukarida C = k = 27 olarak alinmastr.
Farkl, kaynaklarda C' = 1,C" = 2n, C = 27, k = +1 ve k = £27 saylarinin cegitls

kombinasyonlar: kullaniar (Gonzdlez-Velasco 1995).



Ornek 1.1 f = X(a,b)’ [a,b] arahgumn karakteristik fonksiyonu olsun. Bu fonksiyonun

Fourier doniistimii

N b— =0
fle) = ! ‘

sin(b—a)é —im(a+b)¢
e §#0

sin7(b—a)€

s
(Gasquet and Witomski 2013).

integrallenebilir olmadigindan f ¢ L*(R) dir

seklindedir. Burada

Teorem 1.10 (Riemann-Lebesgue) f € L'(R) ise f asagudaki ozellikleri saglar:
1) Ff], R tzerinde siirekli ve sinirlidar.

1) F, LY(R) den L>=(R) ye siirekli lineer operatérdiir ve

11 =< ety (1.3)

dar.
i) lim f(g)‘ —0.
€] =00

ispat. i) f 'mn siirekliligi (1.1) integralinin £’ ye gore siirekliliginden elde edilir.
£ — e 272 f(x) fonksiyonu R’ de siireklidir ve |f(z)| tarafindan simirlidir. Unutmamak
gerekir ki f € LY(R) dir. Son olarak Onerme 1.3’den ispat tamamlanir.

ii) Her ¢ € R icin ’f(x)‘ < [1f(zx)|dx = | f|l, yazlabilir. Boylece f smrhdir ve F
fonksiyonu L'(R)’den L>(R)’ye siireklidir.

i) f = ypy ve € # 0 icin ’ f(g)‘ < 1/7 |€| yazlabilir. Boylece limje|q f(€) = 0 oldugu
goriiliir. Agikga bu durum tiim basit fonksiyonlar i¢in gegerlidir. Simdi f € L'(R) alalim.
Basit fonksiyonlarin kiimesi L' (R)’de yogun oldugundan basit fonksiyonlarin bir g,, dizisi

vardir oyle ki lim ||f — g,||; = 0 ve her n icin |§l‘im |gn(x)| = 0 dir. (ii)’den her n igin

HGEIAGIE A

esitsizligi £ € R’ye gore diizgiin olarak saglanir. Buradan If\hm £(€) = 0 bulunur
——400
(Gasquet and Witomski 2013). m



Teorem 1.11 f ve g lokal integrallenebilir fonksiyonlar olmak tizere f ve g nin Fourier
doniigtimleri siraswyla f , g olsun. Eger « reel bir sayr ve a reel veya kompleks bir sabit
1se asaqudaki ozellikler gegerlidir:

i) [+g=1+4,

i) af = af,

ii1) f(:U) sin ax = M,

21

f(E=a)+f(e+a)
) f(:z:) cos = ST

v) f(z —a) = e f(¢).
v1) f/(a?) = %f( ), @ # 0 (Gonzdlez-Velasco 1995).

Teorem 1.12 f: R — R siirekli, R dzerinde integrallenebilir ve v — to00 iken f(z) — 0

olsun. Eger f' parcaly stirekli ve R tizerinde integrallenebilirse
J(€) =iwf(§) (1.4)
dir (Gonzdlez-Velasco 1995).

Sonuc 1.1 Eger f, f', f", ..., f® Y fonksiyonlart yukaridaki teoremin hipotezini sagl-

yorsa

dir (Gonzilez-Velasco 1995).

Onerme 1.13 f, g € L'(R) olmak iizere iki fonksiyon olsun.
Bu durumda f§, fg € L'(R) ve

[rwawa= [ fe (15)
dir (Gasquet and Witomski 2013).

Ispat. § fonksiyonunun smirli oldugu Riemann-Lebesgue teoreminden ispatlandigindan
fg fonksiyonu L'(R) uzayma aittir. Benzer sekilde fge LY(R) dir. (1.4) esitligi Fubini

teoreminin uygulamasi olarak direkt elde edilir. e=%™ f(t)g(z) € L*(R?) oldugundan

[rwowa = [ 1w ( / e%ﬂtwg(x)dx) it
= [at ([ ererw) i = [ i@o i

yazilir. =



Uyar1 1.1 F ters doniigiimiiniin 6zellikleri F dondisiimiiniin ozellikleri ile aynadur. Teo-
rem (1.2) ve Onerme (1.4)’de i yerine -i yazlarak F ters doniigimiiniin ayna 6zelliklere

sahip oldugu gorilir.

Onerme 1.14 (Tiirev) i) Eger 2" f(z) € L'(R), k = 0,1,2,...,n ise f, n kez diferan-

siyellenebilir ve

F®(g) = [(-2m)’“f(x)]ig), k=12 .1 (1.6)

dir. Burada [(—2i7‘(’$>k f(as)]A(S) ifadesi F | (—2irx)* f(x)| (€) anlamina gelmektedir.
ii) Eger f € C™(R) N LY(R) we biitin f®, k = 1,2, ...,n tirevleri L*(R) uzaymna ait ise

F®(e) = 2ine)* f(z), k=1,2,..n (1.7)
dar.
#i) Eger f € LY(R) sunwrl supporta sahipse f € C*(R) dir.

Ispat. i) h : ¢ — e 27 f(z) fonksiyonu sonsuz mertebeden diferansiyellenebilirdir.
Aynca h®) (&) = (=2inz)" e 2" f(z) ve |B® (¢)| < 2r |2*f(2)| dir. Burada Onerme

1.3 uygulanmirsa £ = 1,2, ..., n icin,

FOre) = [ (~2ima)t e e pads

bulunur.
ii) n = 1 igin ispatlayalm. n > 2 i¢in tiimevarim yontemiyle ispatlanabilir. f’ € L'(R)
oldugundan f’ asagidaki gibi yazilabilir.
+a
f’(g) = lim e~ 2 {1 (1) da.

a——+00
—a

Kismi integrasyon yontemi yardimiyla

“+a “+a

/6_2”5"”f/(x)dx = [e7%m f(a)] +/(2iﬂf) e 2T f () da (1.8)

elde edilir. f (+a) fonksiyonunun ¢ — 400 i¢in limitinin var oldugunu kabul edelim. f

integrallenebilir oldugundan limiti 0 olmalidir.
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a — 400 oldugundan (1.7) esitliginden k£ = 1 igin

/e‘ngmf/(x)cM = / (267E) e 2" f (1) dx (1.9)

seklinde yazilir. Simdi hrf f(a) limitinin varhigim gosterelim. f’ siirekli diferansiyel-
a— 100

lenebilir oldugundan

f(a) = £(0) + / F(t)dt

dir. f/ € L*(R) oldugundan, aEIJPoo j f'(t)dt limiti vardir ve bu nedenle aginoo f(a) limiti
mevcuttur. Benzer sekilde aEIJPoo f(—a) limitinin varligi da gosterilebilir.

iii) f € LYR) smirl supporta sahip ise (K > 0 igin |2|'ten biiyiik olan x’ler igin
hemen hemen heryerde f(z) = 0 dir), kolayca goriilebilir ki V& € N igin 2" f(x) integ-
rallenebilirdir. Boylece (i)’den f € C*(R) yazilabilir

(Gasquet and Witomski 2013). m

Uyar1 1.2 i) Eger f kompleks degerli ise f(x) = f(z), f(x)’in karmagsik eslenigi olarak
gosterilir.
1) f, fonksiyonu f’in yansymast olup f,(x) = f(—xz) seklinde tanimlanur

(Gasquet and Witomski 2013).

Onerme 1.15 (Eslenik ve Yansima) f € L'(R) i¢in asagdaki durumlar saglanr:

i) F(f) =F(]),

i) (F (), = F(f) = F(fs).

1it) [ cift (tek) ise f ¢ift (tek) tir.

) f reel ve ¢ift (reel ve tek) ise f reel ve ¢ift (sanal ve tek) tir.

Ispat. (i) ve (ii) direkt tanimdan elde edilir.

iii) f cift & f = f, dir. (i) den dolayr F(f) = F(f,) = (F(f)), olup f cifttir. Benzer
sekilde f tek ise f tektir.

iv) f reel ve ¢ift olsun. f nin reel oldugunu gostermek yeterlidir. F(f) = F(f) = F(f) =
F(f,) = F(f) oldugunu biliyoruz. Eger f reel ve tek ise F(f) = F(f,) = —F(f)'dir ve
bu esitlik f 'nin sanal oldugunu gosterir

(Gasquet and Witomski 2013). =
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Tanim 1.12 (Ters Fourier Déniisiimii) Fourier donisimi bize zamansal bolgeden fre-
kans bilgesine gegme imkans tansr. Bu durumun tersi F’den elde edilir. Aslinda F bize
Fourier doniisiiminiin tersini verir. Bununla birlikte f 'nin integrallenebilir olmas: f ‘nin
integrallenebilir olmasinay gerektirmez. Bu nedenle f tizerinde ek sartlar verilmesi gerek-

mektedir (Gasquet and Witomski 2013).

Teorem 1.16 Eger f, f € LY (R) ise tiim mnoktalar i¢in .T:f(t) = f(t)’dir. Burada f
stireklidir (Gasquet and Witomski 2013).

Onerme 1.17 Eger f € C%(R) ve f, f', f" € L*(R) ise f integrallenebilirdir
(Gasquet and Witomski 2013).

Onerme 1.18 [ sirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak tizere f € L'(R) vex € R

¢cm
Fi(t) = folz) = f(-2)

dir (Gasquet and Witomski 2013).
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Cizelge 1.1 Fourier Doniisiim Tablosu

f (@) (&) = Ff(t)]
e "u(t) T

e~y (—t) a—lif

el affg?

e—at? \/56752/4(1
te~"u(t) (a+1i€)2

et I

sin bte~“u(t) m

cos bte™ " u(t) 1;24;1(2—-5@5)2

:gizzg z (e—alﬁ—bl + e—a|€+bl)
5;1% = (e—alﬁ—bl - e—a\§+b|)
cos(at?) (2a)""/? cos(&> — T)
sin(at?) (2a)"2sin(& + T)
5(t) 1

6(t — to) et

§'(t) i§

5 (8) (i€)"

u(t) To(8) + %

u(t — to) To(&) + e

1 278(€)

a 2mas(£)

tr 2m(i)"6"™ (€)

1 mi — 2miu(€) = imsgn(€)
t2 —7 [¢]

1 G (i — 2miu(6))
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BOLUM 2

KUANTUM MEKANIGI VE SCHRODINGER DENKLEMIi

Kuantum mekaniginin kesfi, 1sitilan cisimlerin 1igtmasini agiklamak amaciyla 1900 yilinda
onerilen Planck yasasi ile baglamigtir. Geligsimi Albert Einstein (1879-1955), Niels Bohr
(1885-1962), Arthur H. Compton (1892-1962), Louis de Broglie (1892-1987), Werner
Heisenberg (1901-1976), Max Born (1882-1970), John von Neumann (1902-1957), Paul
Dirac (1902-1984) ve Wolfgang Pauli (1900-1958) gibi bilim insanlarinin ¢aligmalarimi
kapsayan 27 yillik bir déneme yayilmigtir. Schrodinger denkleminin (Erwin Schrodinger:

1887-1961) bulunmasiyla, esas olarak bugiin bilinen geklini almigtir.

Hidrojen ve helyum gibi gazlarin, is5tnim ve sogurum spektrumlarinin karmasik yapilari,
19. yiizyilin baglarina kadar klasik fizik yasalar1 gercevesinde bir¢ok bilim adami tarafin-
dan anlagilamamigtir. Ancak, Niels Bohr klasik fizik yasalarini bir kenara koyup, 1912’de
hidrojen atomu modelini inga ederek atomun 151n1m ve sogurum spektrumunu agiklamigtir.
Fakat Niels Bohr, atom fiziginin temel yasalar1 hakkinda genel bir fikir verememistir (Pais,
1991). Albert Einstein ise, " Fotoelektrik Etki" kuramu ile 1g1k 1ginlarinin foton adi verilen
enerji paketlerinden olugtugunu 6ne siirerek bir 151k demetinin, tipk: kiigiik bilyeler gibi
birbiri ardinca atilan parcaciklar ya da su yiizeyinde yayilan dalgalar gibi davranmasi
gerektigini ifade etmistir. Bu kapsamda elektromanyetik isinimin parcacik ozelliklerine
sahip bir olay oldugunu agiklamigtir (Karaoglu 2008). Daha sonra, 1923 yilinda Amerikah
Fizik¢i Arthur Holly Compton, " Compton Etkisi" adinda yeni bir 6zellik kesfetmistir.
Compton; bu yeni kesfettigi 6zellik sayesinde fotonlar arasindaki etki-lesmede sadece en-
erjinin korunmasi degil, momentumun da korundugu sonucunu ortaya koymustur (Dereli
ve Vercin 2000). Bu arastirma sayesinde 1927 Nobel Fizik Odiilii'ne layik goriilmiistiir.
Ayni yillar igerisinde (1920-1927) Fransiz Fizik¢i Louis de Broglie, kuramsal agidan her
parcacigin ayni zamanda dalga 6zelligi gostermesi ve bu tiir dalgalarin dalga boylarinin,
parcacigin momentumuyla ters orantili olmasi gerektigini savunmustur. Compton ve de

Broglie’nin ¢alismalari, parcacik enerjisi diigiik atomlarin parcacik 6zelligi, pargacik e-
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nerjisi yiiksek atomlarin ise dalga 6zelligi gosterdigini ortaya koymustur (Budak ve Kara-
bulut 2010). 1926 yilinda Erwin Schrodinger, yeni bir fikirle ortaya ¢ikmig ve maddesel
parcaciklarin hareketini bir dalga denklemiyle ifade etmigtir. Bu ifadeye gore, bir elektro-
nun parcaciktan ¢ok, dalga olarak kabul edilmesi gerektigini savunmustur. Bu anlamda
Schrodinger, Niels Bohr’'un elektron yoriingelerinin daha anlamli olacagini ileri stirmiigtiir.
1926 yilinda Schrodinger denkleminin de iginde yer aldigr " Quantization as an FEigen-
value Problem (Bir Ozdeger Sorunu Olarak Kuantizasyon)" makalesini yayimlamistir.
Bu makale ile Schrédinger Denklemi bilim diinyasina girig yapmustir (Schrédinger 1926).
Daha sonra Schrodinger, elektronlar: atomun igerisinde ve digsarisinda madde dalgalarinin
siirekli hareketini éngéren bir model tasarlamigtir. Kinetik enerjinin, (hareket enerjisi)
klasik ifadesini; potansiyel enerjinin (konum enerjisi) klasik ifadesine ekleyerek Hamilton
islemcisini dalga fonksiyonuna uygulayip islemcinin fonksiyona nasil doniistiigiinii goster-
mistir (Schrodinger 1935). Schrodinger’in kuantum kurami, agiklik kazandirmaya ¢aligtig
atom modeline gore orbital iizerinde yer alan elektronun, atom cekirdeginin etrafini
kusatan bir enerji dalgasina benzetilmigtir. Schrodinger, atom ¢ekirdegini kugatan bu en-
erji dalgasinin duragan bir dalga olusturmasi gerektigini savunmustur. Schrodinger adiyla
ayni olan denklemde, denklemi saglayan herhangi bir sayinin, o sayiya denk gelen enerji
seviyesini belirttigini ve her dalga fonksiyonunun, o enerji halindeki sabit bir durumu tem-
sil ettigini savunmustur (Schrodinger 1936). Zaman igerisinde Fizikgiler Schrodinger’in bu
goriigiine " Dalga Mekanigi:" adim1 vermiglerdir. Schrodinger’in dalga mekanigiyle ortaya
koydugu yeni goriigii, kuantum kuramina ¢nemli katkilar veren Alman Fizik¢i Werner
Heisenberg’in matris mekaniginin matematiksel dengi oldugu ileri siiriilmiistiir. Heisen-
berg’in Belirsizlik Ilkesi (Uncertainty Principle) olarak ifade ettigi kuramina gore, atom
alt1 bir parcacigin momentumu ve konumu ayr1 ayr1 belirlenebilir fakat ikisini birden aymni

anda kesin olarak belirlemek miimkiin degildir (Heisenberg 1983).

Giintimiizde Schrédinger denklemi denilince insanlarin aklina gelen bir diigiince deneyidir.
Schrodinger, bu diisiince deneyini 1935’te yayimlanan " On the Present Situation in Quan-
tum Mechanics (Kuantum Mekaniginin Su Anki Durumu)" baglhikh "entanglement” (dola-
niklik) terimini kullandigl makalesinde onermistir (Schrodinger 1935). Entanglement,
iki ya da daha fazla parcacigin ayni kuantum durumuyla ifade edildigi durumlarda bu
parcaciga bir etki oldugunda diger pargaciklarin da aninda etkilenmesidir. Schrodinger’in

deneyine gore bir kedi; radyoaktif madde, Geiger sayaci ve kapali bir zehir sigesiyle

16



birlikte bir kutuya konur. Kapali kutunun igindeki radyoaktif maddenin parcacik ya-
yarak bozunma olasiligi, bir zamanlayici yardimiyla tam olarak yari yariya olacak se-
kilde ayarlanmigtir. Diizenek, Geiger sayacinin bozunmus bir parcacigl tespit etmesi
durumunda, zehir sigesinin kirilacagi, zehrin serbest kalacagi ve kedinin olecegi sek-
linde tasarlanmistir. Ancak bozunum gergeklesmezse kedi yasamaya devam edecektir.
Schrodinger’in kuantum olgiim kuramina gore kutu acilana kadar kedinin 6l ya da
canli olma durumu Geiger sayacinin durumuyla dolanik olacaktir. Bu yiizden zaman-
layici ¢alisana, arastirmaci kutuyu acana, kedi ve sayacin kuantum durumu iki olasiliktan
birine ¢okene kadar kedi canli ve 6lii kuantum (superposition-iist iiste gelme) durumunda
olacaktir. Bu ikilemin dikkat ¢ektigi baska bir nokta da mikroskobik ve makroskobik
olgekte olanlar arasindaki uyumsuzluktur. Schrodinger 1935’te yayimladigr makalesinde
belirttigi gibi atom olgegindeki belirsizlik insan boyutlar: 6lgeginde dolaniklikla iligkileni-
yordu (Schrodinger 1935). Bu tarz makroskobik durumlar var olmadig: igin benzer sek-
ilde mikroskobik oOlcekteki belirsizlikler varolmamaliydi. Bu ikilemli kedi deneyi, bilim
diinyasina "Schrodinger’in Kedisi" tabiriyle girmistir ve kuantum mekaniginin anlasil-
masinda biiyiik rol oynamigtir

(Lubkin 1979).

Kuantum Mekanigi 20. yiizyilin teknoloji gelismelerine de kaynaklik etmistir. Atomik
saatler, diinyanin en hassas saatleridir. Bu saatler, elektronlarin belirli enerji seviyelerinden
sicramalar1 icin gereken radyasyon frekanslarini kullanirlar. Bunun i¢in de kuantum
teorisini kullanarak zamani takip ederler. Kuantum mekanigi bilgi giivenligi ve sifreleme
yontemlerinde de kullanilir. Sifre kodlamalarinda geleneksel kriptografi (sifrebilim) anah-
tarlar kullanilir ve gonderici bir anahtar kullanarak sifreyi kodlar, alici ise bir diger
anahtar1 kullanarak sifreyi ¢ozer. Ancak bu siirecte birilerinin anahtarlar1 yakalamasina
ve gifre kodlarin ele gegirmesine engel olmak ¢ok zordur. Bu sorun, kuantum anahtar
dagitimi (QKD) olarak bilinen yontemle potansiyel olarak ¢oziilebilir. QKD’de bilgiler
fotonlarla gonderilir ve bu fotonlar rastgele kutuplanmiglardir. Kutuplanma, fotonun
sadece bir diiz-lemde titresmesine neden olur. Ornegin "yukar asag1" veya "saga sola"
gibi... Al kutuplu filtreler kullanarak sifreyi kirabilir ve sonrasinda da segili bir algo-
ritma araciligiyla bir mesaj1 giivenle sifreleyebilir. Gizli veri halen normal iletigim kanal-
lariyla iletilebilir; ancak elinde birebir ayni1 kuantum anahtari olmayan hic kimse bu sifreyi

kiramaz. Siiper-Giiglii Bilgisayarlar olarak bilinen Kuantum Bilgisayarlar1 da kuantum
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mekaniginin teknolojiye biiyiik katkilarindan biridir. Standart bir bilgisayar bilgiyi i-
kili basamaklarla (1 ve 0’larla veya bitlerle) kodlarken, kuantum bilgisayarlar kuantum
bitleri (kubitler) kullanarak iglem giiciinii katlayarak arttirirlar. Ciinkii kubitler, belli
kuantum durumlarimin siiperpozisyonu ile ¢aligirlar. Son yillarda kuantum mekanigi ii-
zerine yapilan caligmalar yeni buluglara da kaynaklik etmistir. Kuantum bilgisayarlar
ve teleskoplar sayesinde diinyanin ilk kara delik fotografi yayimlanmigtir. Yine son za-
manlarin en énemli icatlarindan biri de kuantum mikrofonudur. Bu mikrofon "fonon"
denilen bireysel ses partikiiliinii 6lgebilecek kadar hassastir. Birgok bilim adami, ilerleyen
zamanlarda kuantum mikrofonunun, kuantum aygitlar igin yeni tip kuantum sensorlerin
ve depolama cihazlarimin olugturulmasina olanak saglayabilecegi goriistindedir.

Gelismis mikroskoplar, biyolojik pusulalar, medikal goriintiileme, niikleer goriintiileme,
nanoteknoloji, biyoteknoloji, mikroelektronik aygitlar, niikleer enerji, tomografi ve lazer

gibi sistemler de kuantum mekaniginin kullanim alanlarina ¢rnek olarak verilebilir.

2.1 SCHRODINGER DENKLEMIi

Bu bsliimde sunulan bilgi ve sekiller agirhikl olarak (Karaoglu 2008) ve (Vergin 2000)
kaynaklarindan alinmigtar.

Klasik mekanikte bir parcacigin hareket durumu, parcacigin zamana gore fonksiyonu ile
belirlenir. Kuantum mekaniginde ise pargacigin hareket durumu dalga fonksiyonu ile be-
lirlenir. Her iki durum i¢inde asil sorun, hareketin zamanla nasil degistigidir. Dolayisiyla
her iki durumu da ifade eden hareket denklemlerini yazmak olduk¢a onemlidir. Klasik
fizikte parcacigin durumu Newton’'un ikinci kanunu, yani F = m. @ ile ifade edilir.
Kuantum mekaniginde ise parcacigin durumunu Schrodinger denklemiyle ifade edebili-
riz. Fakat bir parcacigin durumunu ve zamanla nasil bir degisim gosterdigini ifade eden
Zamana Bagli Shrodinger Denklemini ¢ozmek biraz zor oldugu igin, kararh dalgalar kul-
lanarak bu denklem Zamandan Bagimsiz Shrodinger Denklemine doniisiir. Bu denklemi

elde edebilmek ic¢in kararli dalga, kararli durumlar gibi bazi kavramlar1 bilmemiz gerekir.

2.1.1 Kararlh Dalga

Kuantum mekaniginin ilgilendigi en énemli nicelik, bir parcacigin dalga fonksiyonudur.

O halde x ekseni dogrultusunda hareket eden iki siniissel dalga gz 6niine alalim. Kararh
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dalga (duran dalga) iki sinir arasinda gelen ve yansiyan dalgalarin {ist {iste binmesi sonucu
olustugu i¢in bu dalgalardan biri 4z yoniinde, digeri —x yoniinde ilerler.

Bu dalgalar sirasiyla agsagidaki dalga denklemlerine sahiptirler:
¥, (x,t) = Bsin(kx — wt), (2.1)

y(x,t) = Bsin(kx 4+ wt). (2.2)

Bu iki dalga bir dogru iizerinde birlikte ilerliyorsa, olusan bileske dalga, bu dalgalarin

cebirsel toplami olur ve bu toplam

U (z,t) = (x,t) + Yy(x,t) = B [sin(kx — wt) + sin(kz + wt)]

_ 5 losim (kz — wt) —;— (kx + wt) cos (kx —wt) ; (kx + wt)

= 2B(sin kx cos wt)

esitligi ile verilir. Bu denklemde, A = 2B olarak alinirsa,
W (z,t) = A(sin kx cos wt) (2.3)

olur. Bu egitlik, denklemin kararl bir dalga denklemi oldugunu gosterir.

2.1.2 Dalga Fonksiyonu ve Ozellikleri

Klasik fizige gore, bir sistemin herhangi bir andaki dinamik durumu, o sistemin konum ve
momentum gibi dinamik degigkenlerinin bilinmesiyle belirlenebilir. Ciinkii klasik fizige
gore, bir sistemin, 6rnegin, konum ve momentum gibi dinamik degigkenleri ayni anda
higbir belirsizlik icermeyecek sekilde olgiilebilir. Yani konum ve momentum gibi dinamik
degiskenlerin Olciilerek bulunan degerleri, 6l¢tim diizeneklerinden etkilenmez. Fakat bu
durum kuantum kuraminda boyle degildir. Bir kuantum parc¢aciginin konum ve momen-
tumu ayni anda olgiildiigiinde, sonu¢ daima Heisenberg belirsizlik ilkesi kadar bir belir-
sizlik icerir. Bu nedenle kuantum sisteminin durumu, sisteme iligkin dinamik degisken-
lerin olgiilmesiyle tam olarak belirlenemeyebilir. Bu durumu belirleyen nicelik ise dalga
fonksiyonudur. Boyle bir fonksiyon gergek ya da sanal olabilir ve gtz 6niine alinan kuan-
tum sisteminin dinamik degiskenlerine iligkin bilgileri igerir.

Incelemeye calistigimiz herhangi bir tanecik hakkindaki biitiin bilgiler, ¢ (x, v, 2,t) dalga
fonksiyonu kullanilarak bulunur. Pargacigin incelenmekte olan 6zelligi zamanla degismi-

yorsa, zaman bir degisken olmaktan gikar. Boyle kararli haller, zamana bagh olmayan
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¥ (z,y,z) dalga fonksiyonu ile karakterize edilir. Dalga fonksiyonu igin bir¢ok mate-
matiksel fonksiyon olabilecegi i¢cin bunlarin icinde parcacigin 6zelligini belirleyebilecek
fonk-siyonlar secilmelidir. Bundan dolay1 secilecek fonksiyonun agagidaki bazi sartlara
uymasi gerekir. Bu tip dalga fonksiyonlaria uyumlu ya da iyi davranisle dalga fonksiy-
onlary denir.

1. Fonksiyon ve tiirevi siirekli olmahidir. Yani degiskenin her degeri icin fonksiyon
ve tiirevi belirli degere sahip olmalidir. Aksi halde degigkenin, ¢rnegin z’in belirli bir
degerinde sistemin bu noktadaki 6zelligi belirsiz olur.

2. Degigkenin herhangi bir degerine karsilik fonksiyonun tek bir degeri olmaldir. Aksi
halde pargacigin ayni1 anda birden fazla yerde bulunabilmesi gibi istenmeyen sonuca vara-
biliriz.

3. Dalga fonksiyonu sonlu olmalidir.

4. Fonksiyon normalize edilebilir olmalidir.

Sistemdeki biitiin parcaciklarin yerlesim koordinatlar: ve zaman, sistemin durumunu tam
olarak es zamanli tanimlar. Bu tanim spin gibi i¢ koordinatlar1 igermelidir. Kuantum
mekaniginde sistemin durumunu es zamanl tamimlamanin bagka bir yolu ise kuantum
sayilar1 olarak isimlendirilen etiket setlerini tamimlamaktir. Olciilebilir niceliklerin deger-
leri bu sayilardan hesaplanabilir; boylece bu sayilarin n, [, m, ... gibi belirlenmesi sistemi
es zamanl olarak tanimlar. Bu sayede dalga fonksiyonu, koordinat ve zamanin uzun bir

matematiksel fonksiyonu ile belirlenebilir.

2.2 TEK BOYUTTA ZAMANA BAGLI SCHRODINGER DENKLEMIi

d*x

o formiilii

m kiitleli bir parcacigin 2" yer degistirmesi ona etkiyen F kuvveti, Z F=m

ile tanimlanir. Aymni gekilde v hizi ile x yoniinde yayilan bir dalganin klasik dalga denklemi

1se
Py _ 1%
ox2 02 Ot2

ile verilir. Buna karsilik olarak kuantum fiziginde momentumu p, enerjisi £ olan bir

parcacik dikkate alalim. Bu parcacigin tek boyutlu dalga fonksiyonu,

w (ﬁ, Zf) _ Aei(kz—wt)
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ifadesinde k = p/h ve w = E/h alindiginda
b (z,1) = Ael(PT/h=Bt/h) (2.4)

seklinde yazabilir. Burada A Plank sabiti, w frekans, k ise dalga sayisidir. Parcacigin

toplam enerjisi

Do +V (2) (2.5)

1
ET:Ek+Ep:§mU§+V(x):2m

olur. Bu denklemin her iki tarafin1 ¢/ dalga fonksiyonu ile sagdan carparsak,

w

By = V(x) ¢ (2.6)

olur. Simdi bu denklemdeki F, 1 ve p*y) degerlerini bulalm.
Burada ¢ dalga fonksiyonu icin klasik dalga denkleminde oldugu gibi bir diferansiyel

denklem elde etmeyi ve bu denklemi belirli durumlar i¢in ¢ézmeyi amacliyoruz. O halde
w (.I', t) _ Aei(ﬁ’?/h—Et/h)

ifadesinden ¢’nin z’e gore ikinci tiirevi

%y O [ a(meE-B)] LpRa(mE-BEt) p?o

olur. ©’nin zamana gore tiirevi ise,

OY 0 [, i(me_me i(peomy) B0

ot ot [Ae t } = [Ae 7 } = Tipy s =EY (28)

olur. (2.7) ve (2.8) denklemlerini (2.6) denkleminde yerlerine yazarsak,

Loy 1 2822/1
)
= omon VY (2:9)

olur. Bu denklem tek boyutta zamana bagh Schrodinger denklemidir. Ayni1 zamanda bu

denklem, II. mertebeden kismi tiirevli bir diferansiyel denklemdir. U¢ boyutta,

o = (0% Py 9%
ZFLE 2m (8952 * Jy? + 822) VY

(2.10)

seklinde yazabiliriz. Burada V', hem z, y, 2 hem de ¢'nin bir fonksiyonu olabilir.
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2.3 TEK BOYUTTA ZAMANDAN BAGIMSIZ
SCHRODINGER DENKLEMIi

Serbest bir parcacigin tek boyutlu ¢ dalga fonksiyonunu,

¥ (x, 1)
_ A i(re-Bry Aeli/M ) o (—i/)(Et)

ip iE iE

= Ae(f)x@(fT)t = ¢ (;p) @(7T>t

seklinde yazabiliriz. Bu denklemin zamana gore tiirevini alinir ve zamana bagli Schrédinger

denklemi (2.9)’da yerine yazilirsa,

% — (1) <_;E> o2

ve
ih [_¢ @,t)%m)t] = Lt 2D |y ) o),

By () e = () (;_: 8252(2:13) + Ve (x)) :

By (22% +Vy,

diizenlemeleri yapilirsa, tek boyutta zamandan bagimsiz

%jLﬁ(E V)Y =0 (2.11)

Schrodinger denklemi elde edilir. Kararli dalga fonksi-yonunun sadece uzaysal kismi ali-

narak da bu denklem elde edilebilir. {)’nin uzay kismi
Y (z) = Asinkx

seklindedir. x’e gore iki kez tiirev alinirsa

oy = Akcoskzx,
oz

2
% = —k*Asinkx = —k*
elde edilir. Kinetik enerji denklemini

2 2.2
py,  h°k

yazar ve yukarldaki denklemde k? = QmE
82¢
0x2 (E V)Y =0

zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi elde edilir.
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2.4 SCHRODINGER DENKLEMININ COZUMLERI

Schrodinger denkleminin ¢oziimlerinin incelendigi kuantum sistemleri, genel olarak za-
mana bagl ve zamandan bagimsiz kuantum sistemleri diye iki ayri grupta toplanir. Za-
mana bagl olmayan kuantum sistemi, hi¢bir kuvvetin etkisi altinda kalmadan hareket
edebilen parcaciklarin olusturdugu bir sistem demektir. Bir sisteme etki eden kuvvet
potansiyel gradienti ile ol¢iildiigii i¢in, sistem {izerine etki eden bir kuvvet yoksa potan-
siyel gradient de yoktur. Buna gore, zamana bagl olmayan bir sistem, potansiyel gradi-
entinin sifir oldugu bir uzayda hareket eden parcaciklarin olusturdugu sistemdir ve boyle

bir uzayda hareket eden parcaciklar serbest parcaciklardir.

Boyle bir serbest pargacigi niteleyen zamandan bagimsiz Schrédinger denkleminin tek

boyutlu x uzayindaki bicimi

idi. Bu denklem zamani icermedigi igin, sistemin kararli durumunu belirler. Bu denklemin
¢Oziimii toplam enerji E ile potansiyel enerji V' arasindaki iligkiye bagh olarak ortaya ¢ikar.
Ote yandan, sistem kararli durumda oldugu icin () dalga fonksiyonlar: sistemin kabul
edilebilir fonksiyonlar: olmalidir. Yani denklemi saglayan ¢ (z) fonksiyonlar1 ile tiirevleri;
siirekli, sonlu ve tek degerli olmalidir. (2.11) denkleminin ¢tziimleri sistemin hareketinin
yoniinii belirlemez. Sistemin hareketinin yoniinii belirlemek i¢in olasilik akim yogunlugu
kullanilir. Olasilik akim yogunlugu bagintisi ise,

o) = = [ oy 2012 00 1a)

2mse

¥ () (2.13)

formulii ile verilir.

Zamana bagl olmayan sistemin tersi zamana bagh sistemdir. Ornegin,  ekseni boyunca
hareket eden bir parcacigi ele alalim. Bu parcacigin hareketi, potansiyel enerjiyi uygun bir
bicimde segerek x uzayimin belli bir bolgesinde sinirlandirilabilir. Bu durumdaki pargacik
tiimiiyle serbest degildir. Bu tiir parcaciklardan olusan sisteme zamana bagl kuantum
sistemi denir. Bu sistemlere iligkin Schrédinger denkleminin ¢oziimii, bazi 6zel kogullara

bagh olarak ¢oziiliir.
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2.4.1 Zamandan Bagimsiz Sistemlerde Schrédinger

Denkleminin Céziimii

Tek boyutlu x uzayinda hi¢bir kuvvetin etkisinde kalmadan hareket eden m kiitleli parcaci-
g1 ele alahm. Bu parcacik, = ekseni boyunca —oo ile 400 arasinda serbestge hareket
ediyor olsun. Bu pargacigl niteleyen Schrodinger Denklemi (2.11) bagmtisidir ve genelde
V' potansiyel enerjisini 0 segmek ¢oziimii degistirmeyecegi i¢in (2.11) bagimtisin

92
a2

biciminde yazabiliriz. Burada k = (222)!/2 dir. (2.13) denklemini saglayan 1 () fonksi-

() = —k*¢ (z) (2.14)

yonu, A ve B birer say1 olmak iizere
Y (x) = Ae™™™ 4 Be ™ (2.15)

bigiminde bir fonksiyondur. 1 (x) fonksiyonunun tam olarak belirlenmesi A ve B kat-
sayilarinin belirlenmesine baghdir. Parcacigin toplam enerjisi (2.12) bagmtisindan dolay1
E > 0 kogulunu saglar. Bu kogula gore, E’nin alacagl degerde hicbir kisitlama yoktur.

E. 0 ile oo arasinda siirekli deger alir. Ayrica durum fonksiyonunun zamana baghiligi,

Y (z,t) =1 (x) e BN (2.16)
ile verilmektedir. Burada F = hw segilir ve ¢ () icin de (2.15) bagintisi kullanilirsa,

b (a,1) = Agitka—t) 4 peilke+n) (2.17)

yazilir. Simdi bu fonksiyonun fiziksel 6zelliklerini inceleyelim.

i) B=0 olsun. Bu durumda
Y (x,t) = Aellke=t) (2.18)
olacaktir. Parcacigin ¢ aninda ve x konumundaki olasilik yogunlugu,

P(x’t) = ¢($at)*w(xat)

_ fre—ithr—wt) g —ilkz—wt)

= A*A=|A) (2.19)
dir. Ote yandan (2.13) bagmtisi kullamlarak bulunan olasilik akim yogunlugu,
jla,t) = (hk/m) |A] (2.20)
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dir. Yani hem olasilik yogunlugu hem de olasilik akisi konumdan bagimsizdir. Parcacigin
toplam enerjisi kinetik enerji tiiriinde oldugundan (2.12) bagintis1 kullanilarak parcacigin

momentumu i¢in

P, =hk =mv (2.21)
egitligi bulunur. O halde, x ekseni boyunca serbestce hareket eden parcacigin hiz

v =hk/m (2.22)
dir. Bu esitlik (2.20) bagmtisinda yerine yazilirsa

j@) =v|AP (2.23)

bulunur. Yani, olasilik akisi parcacigin hizi yoniindedir. Bu sonu¢ pargacigin hareket
yoniinii belirler. (2.18) dalga fonksiyonu bir diizlemsel dalga denklemini belirledigi igin

acgisal frekansi,
w=FE/h=kh/2m (2.24)

olmalidir. Buradan evre ve grup hizlar: icin sirasiyla

Ve =w/k = hk/2m = v/2 (2.25)
ve
vy = dw/dk = hk/m = v (2.26)

degerleri bulunur. O halde, B=0 durumunda, diizlemsel dalga +x yoniinde ilerleyen bir
titregsimdir. (2.19) bagmtisiyla elde edilen sonuca gore, olasilik yogunlugu hem konumdan
hem de zamandan bagimsizdir. Dolayisiyla parcacigin konumu tam olarak belirlenemez.
Fakat (2.20) bagintisina gére momentum tam olarak belirlenebilir. Bu bizi Heisenberg
belirsizlik ilkesine gotiiriir.

AP, = 0 oldugu i¢in Az = oo dur. Demek ki (2.18) dalga fonksiyonu momentumu tam
olarak bilinen ve sonsuz uzunluktaki bir demet icinde +z yoniinde herhangi bir yere giden
bir parcacigin hareketini belirler.

ii) A=0 olsun. Bu durumda 1 (x,t) fonksiyonu,
Y (z,t) = Be ikated (2.27)
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halini alir. Bu dalga fonksiyonu diizlemsel bir dalgay1 temsil eder. Olasilik yogunlugunu

ve olasilik akisini hesaplarsak
Pla,t) = 2 (z,1)" ¢ (2,1)
_ B*efi(kx+wt)Befi(km+wt)
= B*B =B (2.28)
ve

j(z) = —v|BJ® (2.29)

elde edilir. Yani, olasilik akisi —v yoniindedir ve —z yoniinde hareket etmektedir. Bu
durumda, olasilik yogunlugu konum ve zamandan bagimsiz oldugu icin parcacigin ko-
numu tam olarak belirlenemez. Yine (2.21) bagmtisina gére momentum tam olarak
belirlenebilir. AP, = 0 oldugu igin Az = oo dur. Demek ki (2.27) dalga fonksiyonu
momentumu tam olarak bilinen ve sonsuz uzunluktaki bir demet i¢cinde —x yoniinde her-
hangi bir yere giden bir parcacigin hareketini belirler.

iii) A=B olsun. Bu durumda dalga fonksiyonu,

¢ (:L‘, t) — A<€i(k:x—wt) + e—z‘(km+wt))
= Ce ™ coskx (2.30)
olacaktir. Burada C' = 2A ’dir. Farkh yonlerde ilerleyen iki diizlem dalganin toplami

bir duran dalgay1 temsil etmektedir. Buna gore = ekseni boyunca degismez kalan diigiim

noktalari, cos kx ’i sifir yapan x degerleridir. Yani

z, = <”+1) (%) (n=0,+1,42,..) (2.31)

2

dir. Bu durumda olasilik yogunlugu,

P(z,t) = 9 (z,t)" ¢ (z,1)
= (C*coskzC coskzx

= |CP cos? kx (2.32)

dir.
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A=B oldugu i¢in 4z yoniinde ilerleyen bir diizlem dalgada olasilik akis1 +v |A|2 ve —x
yoniinde ilerleyen bir diizlem dalgada da —v |A|* dir. O halde, herhangi bir # konumundan
gecen bir parcacigin birim zamandaki toplam olasilik akisi sifirdir. Yani bu fonksiyon x
ekseni boyunca hareket eden ve momentumu P, = kh olan ancak yonii belirlenemeyen
bir serbest parcaciga kargilik gelir.

iv) A=-B olsun. O halde durum fonksiyonu,

¢ (ZL‘,t) = Aei(]m_wﬂ _ Ae—i(kac—l—wt))

= 2iAe ™'sinkx (2.33)
dir. Burada D=2iA alimirsa
Y(x,t) = De”“'sin ka (2.34)
gibi bagka bir duran dalga elde edilir. Herhangi bir x konumundaki olasilik yogunlugu,

P(x,t) = 9 (x,t) 9 (2,t)
= D*e “'sinkzxDe ™“'sin kx,

= |D*sin? kz (2.35)

dir ve z, = n(%), (n = 0,%1,42,...) noktalarinda sifirdir. Bu durumda olasilik akim
yogunlugu yine sifirdir. Yani (2.33) ile verilen duran dalga, = ekseni boyunca hareket
eden ve momentumunun biiyiikliigii bilinen ancak hareket yonii belirlenemeyen bir serbest

pargacigl temsil etmektedir.

2.4.1.1 Basamak Potansiyeline Dogru Gelen Bir Pargacik

Yiiksekligi sonlu biiyiikliikte olan potansiyel basamagindaki parcacigin hareketini ele
alalim. Potansiyel basamagimin yiiksekligi V' ve bu basamaga dogru gelen m kiitleli
parcacigin enerjisi £ olsun. Klasik kurama gore, bu pargacik basamaga dogru £ < V
olacak sekilde gelirse, z = 0 daki engelden geri doner. Yani, pargacik x > 0 bolgesine
gecemez. Eger parcactk x > 0 bolgesine gecerse, £ = Ej + V bi¢imindeki toplam e-
nerji V’den kiigiik olur. Bu durum parcacigin kinetik enerjisinin negatif bir deger almasi,
yani ¢izgisel momentumun sanal olmasi1 demektir. Fakat parcacigin ¢izgisel momentu-
mun sanal olmas: klasik fizikte anlamsizdir. Bu durumu kuantum parcacigim ele alarak

aciklamaya caligabiliriz.
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Ux) 4 Ux) 4
m
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v
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.............. .—>
0 X 0 X
a)E<V b)E>V

Sekil 2.1 V yiiksekligindeki basamak potansiyeline dogru gelen parcacik

Potansiyel basamagi, zamandan bagimsiz oldugu igin pargacigin hareketi (2.16) durum
fonksiyonu ile belirlenir. O halde, (2.16) denkleminin ¢oziimii aranirken Sekil 2.1 deki

veriler kullanilarak,

Uay={ " " (2.36)
Vi x>0

sinir kosullar1 gozoniine alinmahidir.  Ayrica, pargacigin toplam enerjisi sifirdan kiigiik

olamayacagl i¢in, ya &/ < V ya da I > V kosullarinda ¢oziim aranmalidir.

i) E<V Durumu

Bu durumda kuantum pargacigy, (Sekil 2.1a)’ da goriildiigii gibi, potansiyel basamagina

sol taraftan yaklagiyor demektir. Buna gore (2.14) denklemi,

pe

dz?

(z) = —kiv (2) (2.37)

V2mE
h

bi¢ciminde yazilir. Burada k; = olarak alinmigtir. Bu durum (2.36) deki =z < 0

kosuluna uygundur. Ote yandan, x > 0 bolgesi icin gecerli olan Schrodinger denklemi,
0 () = B9 (2) (2.39)

2m(V—FE)

dir. Burada ke = olarak alinmigtir. (2.37) denklemi, serbest bir parcacik igin

(2.14) denklemi ile ayni bigimdedir. Bu nedenle z < 0 bélgesinde denklemi saglayan genel

¢ozlm,
Y () = Ae™® 4 Beih® (2.39)

seklindedir.
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x > 0 bolgesinde £ < V oldugu igin, (2.38) denklemini saglayan ¢oziim,
Y (x) = Cek?* 4 De~F2" (2.40)

bigimindedir. Fakat Schrodinger denkleminin saglanmasi i¢in x’in her degerinde sonlu
deger almas1 gerekir. z sonsuza giderken e*2* de sonsuza gittiginden C' = 0 alinmalidir.

O halde, = > 0 bolgesindeki dalga fonksiyonu
Y (x) = De"2® (2.41)

olur. Fakat (2.39) ve (2.41) dalga fonksiyonlarimin tam olarak belirlenebilmesi i¢in A, B,
D katsayilar1 bulunmahdir. Sekil 2.1 e gore, x = 0 da hem bu iki dalga denklemi hem de

tiirevleri siirekli olmalidir. Bu nedenle agagidaki kosullar: saglamalidir:

(Aeiklr +Be—iklx) s De—k2x7

(iAk1e™* — iBkie ™* ") = —kyDe "2 (2.42)

Bu iki koguldan A + B = D ve A — B = i(ky/k1)D bagmtilarn elde edilir. Bu iki
bagintidan bilinmeyen ii¢ katsayidan ancak ikisi {i¢linciisii cinsinden belirlenebilir. Bu iki

bagint1 taraf tarafa toplanirsa A, ¢ikarilirsa B katsayist elde edilir:

A = (D/2)[1+i(ke/k1)] = (D/2) [1 +ia],
= (D/2)[1 —i(ko/k1)] = (D/2) [1 —iq]. (2.43)

Burada a = ks /ky olarak almmigtir.
Buna gore, aranan dalga fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:
D/2)(1 +ia)e™® 4 (D/2)(1 —ia)e =% 1 <0
vy = | 2 i (D)1 i) | o1
Deh2e x>0
Bu dalga fonksiyonu i¢in olasilik aki bagintisi kullanarak pargacigin hareket yonii belir-
lenebilir. Ornegin, 2 < 0 bolgesine uyan dalga fonksiyonunun ilk terimi (2.13) bagmn-

tisinda kullanilirsa,

ik

Jo IDI* (1+0?) (2.45)

~ 4m
olasilik akisi elde edilir. Burada, % hiz1 temsil eder. Dalga fonksiyonunun bu kesimi

+2x yoniinde ilerleyen ve dalga sayisi k; olan bir dalgay1 belirlemektedir. Yani, dalga
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fonksiyonunun bu kesimi parcacigin basamak potansiyeline dogru hareket ettigini gosterir.
Dalga fonksiyonunun ikinci terimine kargilik gelen olasilik akisi ise

ks

o ID|* (1+a?) (2.46)

jy:_

dir. Elde edilen olasilik akisi ilk teriminki ile ayn biiyiikliiktedir ancak ters isaretlidir.
Bu durum dalga fonksiyonunun —zx yoéniinde ilerleyen ve dalga sayisi k; olan bir dalgay1
temsil ettigini gosterir. Ayni zamanda x = 0 noktasinda V' potansiyel basamagina gelerek
oradan geri donen parcacigl da belirler. Yani £ < V ve z < 0 bolgesinde potansiyel
basamagina dogru gelen parcaciklar basamaktan geri donerler.

Tanim olarak yansiyan dalganin siddetinin (olasilik akisinan) gelen dalganin siddetine

oranina yansima katsayisi denir. Bu tanima gore (2.45) ve (2.46) esitliklerinden yansima

katsayisi
y =] 2 (2.47)
Jg

olarak bulunur. Bu esitlik gelen dalganin aynen yansidigini yani enerjisi V' den kiigiik olan
bir parcacigin x > 0 bolgesine gegemedigini gosterir. Bolge parcacik icin yasak bolgedir.

Diger taraftan (2.44) bagintisinda,

et — cos kyx =+ sin ki

ozdegligi kullanilirsa, dalga fonksiyonu icin

D(coskix — asinkiz) =<0
$() = (2.48)

De ka2 x>0

bagintisi elde edilir. Boylece x < 0 bolgesinde, gelen ve yansiyan dalga bir duran dalga

olugturur. Bu duran dalganimm olasilik yogunlugu, (2.48) bagimtisinin birinci kisminda,
Py, = |D|? (cos kyz — asin kyz)? (2.49)

olarak bulunur. Ancak x > 0 bolgesinde olasilik yogunlugu, (2.48) bagntisinin ikinci

kismindan
Ppee = | D 220 (2.50)

olacaktir. Yani, gelen dalganin = > 0 bolgesine ge¢mesinin sonlu bir olasiligi vardir. Bu

duruma Schrodinger dalgasinin yasaklanmig bolgeye sizma olay: denir.
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(2.48) bagmmtisindan goriildiigii iizere, klasik olarak yasaklanmig bolgeye sizan dalga ko
niceligi tarafindan kontrol edilir. Eger, potansiyel basamaginin yiiksekligi yani V' sonsuza
yaklagirsa, ko de sonsuza yaklagir. Bu durum, yasaklanmis bolgeye sizan dalga fonksi-
yonunun hizli bir bigimde sifira yaklastiginm gosterir. Klasik kurama gore, parcacigin
x > 0 bolgesindeki toplam enerjisi, £ = % + V esitligi ile verilir. Bu bagintidan
parcacigin kinetik enerjisi negatif bir deger alir. Bu durum parcacigin momentumunun
sanal oldugunu gosterir ki parcacik x > 0 bolgesinde bulunamaz. Bu nedenle dalganin
bu bolgeye sizmasi olay1 kuantum kuraminin énemli bir sonucudur.

Bir kuantum pargaciginin, yasaklanmig z > 0 bolgesinde sonlu bir olasilikla bulunmasi
demek, bu parcacigin x > 0 bolgesinde Ax gibi bir araliga yerlesmesi demektir. Bu
aralik, kuantum parcaciginin = > 0 bolgesindeki konumunun 6l¢iimiinde yapilan belirsizlik
kadardir. Bu uzakligi (2.50) ile verilen olasilik yogunlugunun, ilk degerinin (%) kesimine

diigsmesi i¢in gerekli olan uzaklik olarak tanimlayalim. O halde sizma uzakligi denilen bu

aralik (2.50) bagintisindan,

Az = (1/2k) = 5 2m(hv — (2.51)

olarak bulunur. O halde Heisenberg belirsizlik ilkesine gore AP, = h/2Ax = \/2m(V — E)
bulunur. V degismez bir say1 oldugu icin toplam enerjideki belirsizlik, AE = (AP,)?/2m =
(V — E) olur. Bu bagmntiya gore, toplam enerjinin potansiyel enerjiden kesin olarak kiigiik
oldugu soylenemez. O halde x = 0 bolgesinde yiiksekligi V' olan engele dogru gelen dalga
x > 0 bolgesine gegebilir. O halde olaya dalga goziiyle bakilirsa, klasik kurama ters diigen
bir durum goézlenmez.

Simdi de x = 0 bolgesindeki engele gelen parcacigin x > 0 bolgesine sizmasi olayini
parcacik goziiyle ele alalim. Ilk olarak V > E oldugu icin, x = 0 bolgesindeki engele
gelen parcacigin x > 0 bolgesine sizmasi ve o bolgede Ax kadar yol almasi igin enerji
kazanmas1 gerekir. Parcacik kazandigi bu enerjinin V' — E kismini potansiyel engelini
agmakta kullanacak ve geri kalan kismi ile de Az kadar yol alacaktir. Demek ki, parcacik

x = 0 konumuna geldiginde birdenbire
(V—FE)+ Ej (2.52)

gibi bir enerji kazanacaktir ki bu durum enerjinin korunumu yasasina ters diiger.
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ii) E>V Durumu
Sekil 2.1b de goriildiigii iizere, pargacik sol taraftan, z = 0 noktasinda yiiksekligi V' olan

basamaga dogru geliyor olsun. Bu durumda Schrodinger denklemi,

82

@1/1 (r) = Kk (x), <0 (2.53)
ve
82
53¥ (@) =~k (2), >0 (2.54)

bi¢imindedir. Bu iki denklem (2.37) ile verilen denkleme 6zdestir. O halde, bu denklemleri

saglayan dalga fonksiyonu

Aetfi® 4 Be~thiz 4 ()
U(zr) = ‘ A (2.55)
Cetk2® 4 De—thaz 1 5 ()

seklinde olmalidir. Burada x < 0 bolgesi icin verilen dalga fonksiyonu genel bir ¢oziimdiir.
Ciinkii, x < 0 bolgesinde z = 0 noktasindaki basamaga dogru ilerleyen bir dalga basamak-
tan geri yansiyabilir. Ancak, bu durum = > 0 bolgesinde +x yoniinde ilerleyen bir dalga
i¢in gecerli degildir. Yani, x > 0 bolgesinde yiiksekligi heryerde V' olan bir basamak ii-
zerinde ilerleyen dalganin geri yansimas1 miimkiin degildir. Bu nedenle, (2.55) esitliginde
x > 0 bolgesi i¢in onerilen dalga fonksiyonunda ikinci terimin olmamasi, bunun i¢in de
D nin sifir olmas1 gerekir. Boylece £ > V' durumunda Schrodinger denklemini saglayan

dalga fonksiyonu,

Aetfi 4 Be~hiT 4 ()
Ux) = _ (2.56)
Cethar z>0

olacaktir. Simdi A, B, C katsayilarim belirleyelim. (1.39) kosullarindan A + B = C' ve

A — B = aC denklemleri elde edilir. Burada o = z—; olarak alimirsa

A = %(1—1—04),
¢
2

B = —(1-a) (2.57)

olur. O halde, aranan dalga fonksiyonu, yalnizca C' katsayisi cinsinden asagidaki gibi
ifade edilir:

C1+a)emr 4 C(1 —ale ™z 2 <
Y(z) = 2 ( ) 2 ( ) : (2.58)

Clether x>0

32



x < 0 bolgesi i¢in bulunan dalga fonksiyonunun birinci terimi, bu bolgede potansiyel
basamagina dogru gelen dalgay1 ve ikinci terimi de potansiyel engelinden geri yansiyan

dalgay1 ifade etmektedir. O zaman bu terimlerin olasilik akilari

. hk

Jg =7 1CF (1+a?) (2.59)
ve

 hk

Jg = _4_77”10 C]* (1—a?) (2.60)

degerlerini alirlar. O halde (2.47) ile tanimlanan yansima katsayisi

. 1 _ 2

y =B 1=a) (2.61)
Jg (1+a?)

degerini alir. Diger yandan x < 0 bolgesine gecen dalga icin olasilik akisi

: hky | 2

Jgee =~ = |C] (2.62)

olarak hesaplanir. Tamm olarak, = > 0 bolgesine gegen dalganin giddetinin (olasilik
akisimin) gelen dalganin giddetine oranina ge¢me katsayisi denir. Bu tanima gére = > 0
bolgesi icin gegme katsayis

:ﬂf;) (2.63)

jgec
Jg
bulunur. (2.61) ve (2.63) esitliklerinden Y # 0 ve G # 1 dir. Fakat klasik kurama gore

G =

Y = 0 ve G = 1 olmahdir. O zaman bu durum bize x = 0 noktasina gelen dalganin
tiimiiyle x > 0 bolgesine gecemedigini gosterir. Diger yandan, Y ve G katsayilarinin
toplaminin

(1—a?) e
(102  (I+a)

Y +G= (2.64)

oldugu goriiliir. Yani, gelen dalganin olasilik akisi z = 0 noktasinda yansiyan aki ve gecen
aki diye ikiye boliintir. Bu durum kuantum pargaciklarinin dalga 6zelligi gostermelerinden

kaynaklanir.

(NI

Ote yandan, « niceligindeki k; ve ko degerleri kullamihrsa o = [1 — (V/E)]? olarak bu-

lunur. Bu degeri yansima ve ge¢me katsayilarinda yerine yazarsak,

~—
~—
N[
~—
[ I—
V)

—
—
+
—
|
=< | =<
~—
~—
Bl
[\v]
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ve

N|=

41— ()
2

1+ (1= ()]
elde edilir. Buna gore, yansima ve ge¢gme katsayilari, (£ /1) nin fonksiyonu olarak gizilirse

Sekil 2.2 elde edilir.

G:

[NIES

GY
A
R s
e G
0.5 - 1
K Y
0 ] > E/V
0 1.0 2.0

G : Gegme katsayisi Y : Yansima katsayisi

Sekil 2.2 Y Yansima ve G gegme katsayilarinin E/V nin fonksiyonu olarak degisimi

Sekil 2.2 de goriildiigii tizere, £ > V durumunda x < 0 bolgesinde +x yoniinde hareket
eden bir kuantum parcaciginin hareketini belirleyen dalga, x = 0 noktasina geldiginde
kismen yansir, kismen de x > 0 bolgesine gecer. Buna bagh olarak, x < 0 bolgesindeki
gelen dalgaya kars1 gelen olasilik akisi, x = 0 noktasindan geri yansiyan ve z > 0 bolgesine

gecen aki olmak iizere ikiye boliiniir.

2.4.2 Zamana Bagl Sistemlerde Schrédinger Denkleminin Coziimii

Zamana bagh sistemlerde Schrodinger denkleminin ¢oziimiinii, tek boyutlu sonsuz potan-

siyel kuyusundaki bir parcacigin hareketini goz oniine alarak inceleyelim.

2.4.2.1 Tek Boyutlu Sonsuz Potansiyel Kuyusundaki Bir Parcacik

Tek boyutlu sonsuz potansiyel kuyusundaki parcacik x ekseni boyunca belirli siirlar
iginde kalarak hareket eder. Sekil 2.3 te goriildiigii gibi, parcacigin hareket ettigi kuyunun
x = 0 vex = L deki duvarlarinin diginda kalan her yerde potansiyel V' = oo ise, duvarlarin
icinde kalan bir parcacik i¢in bu duvarlar birer engel olustururlar. Boylece, parcacik
engellerin olusturdugu kuyu i¢inde hareket eder ve engellerin disina ¢ikamaz. Eger, kuyu

icinde kalan bolgede V' = 0 ise parcacik, bu bolgede serbestce hareket eder.
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U(X) A
o0 (e8]
m
@ >
V:OO V:w
m
\P(X) — 0 .................. <._. \IJ(X) — O
> X
0 L

Sekil 2.3 Tek boyutlu sonsuz potansiyel kuyusunda hareket eden bir parcacik icin siir

kosullar:

Parcacigin Sekil 2.3 teki gibi hareket etmesi bazi sinir kogullarina baghdir. Sekil 2.3 teki
pargacigl niteleyen Schrodinger denklemi (2.37) denklemi gibidir ve agagidaki formdadir:

82

D

(z) = —k* (2). (2.65)
Boylece (2.65) denklemini saglayan dalga fonksiyonlar:
Y (z) = Asinkx + B coskx (2.66)

seklindedir. (2.66) denkleminde sinir kogullar1 goz ¢éniinde bulundurularak A ve B kat-

sayilar1 bulunmalidir. O halde sinir kogullar: agagidaki gibi tanimlayalim:
Y (x)=0, L <z <0. (2.67)

z = 0 da ¢ (0) = 0 olmas: i¢cin B = 0 olmaldiwr. Diger taraftan x = L ise /(L) = 0

olacagindan,
AsinkL =0 (2.68)
elde edilir. Bu bagintiy1 saglayan £ degeri,
kn, = (7m/L)ng,n, =1,2,3, ... (2.69)
gibi olacaktir. O halde, (2.65) esitligini saglayan dalga fonksiyonu

TNy

Y, (xr) = Asink, x = Asin (T) x (2.70)
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bi¢imindedir. Bagintidaki A katsayisi, fonksiyonun tanimlandigi uzayda bulunabilir. Bu

katsay1

2
A== 2.71
. (271)

gibidir. Bu durumda tek boyutlu sonsuz potansiyel kuyusu i¢inde hareket eden parcacigi

niteleyen dalga fonksiyonu

Uy, (2) = \/% Sin(wzx)x (2.72)

olacaktir. Bu denklem ile verilen v, (z) fonksiyonu Schrodinger denkleminin 6zfonksiy-

onudur. Bu ozfonksiyona bir tzdeger karsilik gelir. Boylece k ve k,,, esitliklerinden
E - R2kZ. _ 2h? n2
i 2m 2mL>?

elde edilir. (2.73) esitliginden goriildiigii iizere pargacigin toplam enerjisi siirekli degildir.

(2.73)

Yani toplam enerji kuantumlanmigtir. Toplam enerjinin kuantumlanmasini kontrol eden
n, sayisina kuantum sayisi denir. Toplam enerjinin kuantumlu degerleri (2.73) den bulun-
abilir. V' = 0 oldugu i¢gin (2.73) ile tanimlanan toplam enerji parcacigin kinetik enerjisine
esittir. O halde, pargacigin kinetik enerjisi kuantumlanmigtir. Bu durumda parcacigin
hiz1 ancak belirli degerler alabilir. (2.72) ile verilen fonksiyon (2.65) denklemini saglayan

ozfonksiyon oldugu igin, bunlara karsi gelen enerji 6zdegerleri F,, olmak iizere,

Hip, () = En, 1, (z) (2.74)

ozdeger denklemi yazilabilir. Bu bagintidan F,, enerji 6zdegerleri bulunabilir. n, kuan-
tum sayisinin ilk besg degeri icin bulunan enerji 6zdegerleri ile bunlara karsi gelen 6z-

fonksiyonlar Cizelge 2.1 de verilmigtir.

Cizelge 2.1 Tek Boyutlu Kuyuda Hareket Eden Bir Parcacigin Enerji Ozdeger ve

Ozfonksiyonlar

Enerji Ozdegerleri | Enerji Ozfonksiyonlar:
Ny | K, By, U, ()
1|z (h2m%/2mL?) V/(2/L)sin(r/L)x
2 | & 4(h?m?/2mL*) (2/L)sin(2r/L)x
3|3 9(h?m?/2mL?) (2/L)sin(3n/L)x
4 | = | 16(h*n?/2mL?) V/(2/L)sin(4r/L)x
5| 2 | 25(k*r?/2mL?) (2/L)sin(br/L)x




Cizelge 2.1 den de goriildiigii gibi, dalga sayisi k,, kuatumlanmigtir. Ona bagh olarak,
de Broglie dalgaboyu da kuantumlanmigtir. (2.69) bagntis1 kullanilarak, A, de Broglie
dalga boyu igin,

An, = 2 /ky, = 2L/n, (2.75)

degeri bulunur. Sekil 2.4 deki kuyu i¢inde de Broglie dalga boyunun tam ya da yari-tam
katlarinin sigdigi durumlar, pargacigin 6zfonksiyonlaridir. Bu durumda pargacigin enerji
diyagrami, sonlu sayida enerji diizeylerinden olusur. Her enerji diizeyine Cizelge 2.1 de
goriildiigii gibi, yalnizca bir tek tzfonksiyon karsi geldigi i¢in, bu enerji diizeyleri cakigik

olmayan enerji diizeyleridir.

v () w1 ()[4
L x 0 L2 L x
w(x)y\ o T
'L X R
0 L2 L X
w(x)T/\ /\ w3 (0 4
v 0 L2 L x
y4(x) % /\ 2 (X)|2
0 \/L'/z \/L§
0 L2 L X

Sekil 2.4 Tek boyutlu sonsuz potansiyel kuyusunda hareket eden parcacigin

ozfonksiyonlarinin ve olasilik yogunluklarimin x’e gore degisimi

Bu parcacik icin en diigiik enerji diizeyi ya da taban enerji durumu, n, = 1 e kars1 gelen
E degerindeki enerji diizeyidir ve sifirdan farkhidir. Eger parcacigin enerjisi sifir olsaydi,
icinde hareket ettigi ortam V' = 0 oldugu icin, kinetik enerjisi de sifir olurdu ve bundan
dolay1 momentum da sifir olurdu. Buna baglh olarak kinetik enerjisi ve momentumu sifir

oldugundan parcacigin konumundaki belirsizlik Ax sonsuza gitmelidir. Fakat kuyunun

37



genigligi L oldugu i¢in Az sonlu bir say1 olmalidir. Bu nedenle, parcacigin toplam enerjisi
sifir olamaz.
(2.73) bagmtis1 kullanilarak, ardigik iki enerji diizeyi arasindaki enerji farki,

m2h?

AE=E, . —E, = ——

(2n, + 1) (2.76)

yazilabilir. Bu demek oluyor ki ardigik iki enerji diizeyi arasindaki enerji farki, kuyunun
genigliginin karesi ile ters orantilidir. O halde, L sonsuza giderken enerji farki da sifira
gider. Yani, kuyudaki pargacik serbest parcacik 6zelligi kazandikca enerji kesiklilikten
siireklilige dogru gider. Aymi zaman da ardigik iki enerji diizeyi arasindaki enerji farki,
parcacigin kiitlesiyle ters orantihidir. Eger kiitle makroskopik bir degerde ise m > h?/L?
olur. Bu durumda da AF sifira gittiginden enerji siirekli deger almaya baglar. Yani
kuantum kuramina gore incelenen sistemlerin boyutlari makroskopik boyutlara ulagirsa
elde edilen sonuclar klasik kuramdaki sonuglarla ayni olur.

Dalga fonksiyonunun sifir oldugu noktalara diigiim noktalar: denir. Sekil 2.4 te goriildiigii
iizere tek boyutlu kuyudaki bir parcacik i¢in x = 0 ve x = L dahil olmak iizere toplam
(n, + 1) tane diigiim noktasi vardir. n, degeri arttikga enerjinin ve momentumun art-
masina kargin dalgaboyu kiigiiliir ve n, = 1 igin olasilik yogunlugu, yalmzca x = L/2 de
en biiyiik degerini alir. n, degerleri arttikca farkli x noktalarindaki olasilik yogunluklar:
birbirine yakin degerler alir. n, sonsuza yaklaginca bu degerler birbirine egit olur. Bu
sonug bizi klasik fizikteki sonuca gotiiriir: Kuyunun i¢inde her yerde olasilik yogunlugu
hep ayni olur.

Kuyu i¢indeki titregsim n, = 2 igin x = L/2 de sifir noktasi olugturur ve titresim, z = L/2
den gecmek iizere soldan saga ve sagdan sola dogru yayilir. Demek ki, dalga-pargacik
ikililigi aradigimiz veriye bagh olarak ortaya cikar. Bu demek oluyor ki sonsuz potansiyel

kutusundaki bir parcacigin hareketi sinir kosullarina gore anlam kazanir.
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BOLUM 3
BAZI YARDIMCI ONERMELER

Bu boliimde, ele alinan ters problemin ¢oziimiiniin tekliginin arastirilmasinda kullanilacak
olan baz1 yardimci énermelere yer verilmigtir.

Bir @ = {(z,t) | v € D C R",t € R} bolgesinde,

Lu = du; + Z asj(x)uxsxj + Z aj(x,t)uzj +r(z, t)u= f(z,t)g(z,t), i = V-1 (3.1)

s,j=1 j=1
formunda bir Schrédinger denklemini ele alalim. Burada D C R”™ sinirli bolgesinin koni
sartini sagladigi kabul edilmektedir. Yani her # € D i¢in 2’i igeren ve tabam x; = 0
diizleminde olan bir K, C D konisi vardir. (3.1) denkleminde a; (z) katsayis: agagidaki

kosullar1 saglar:

asj (z) € C* (D),

> ay@) e zudy () (3.2)

s,7=1

Burada g pozitif bir sabittir. Denklemdeki a; (z,t), 5,7 = 1,2...,n katsayilar1 ¢’den
bagimsiz fakat a, ve r katsayilar1 t’ye baghdir. Bu katsayilar ) bolgesinde ol¢iilebilir
fonksiyonlardir ve t’ye gore tiirevleri genellegsmis tiirevlerdir. Ayrica ¢ (x,t) reel degerli

fonksiyonlari igin

M = {go(x,t)|g0tt602(Q), ngp chpexp (dcpt2)>

0 < B<2 4,s=12,...,n}

D¢,

B
) I Dt @xszj

kiimesini tanimlayalim. Yukaridaki kiimede her ¢ fonksiyonu icin C, > 0 ve d, > 0

_ 08

= 55 olup 8 bir tamsayidir.

sabitleri vardir; Df

Ek olarak, Amirov ve Yamamoto (2008) de kullanilan agagidaki gésterimleri tanimlayalim:

Q%O:{xzxeR,$1>07 0<50$1+§Z(%_$?) <7}’

Jj=2
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w( = Epx1 + Z 370 + Q;

x=exp(A\7"), ap >0, v+ag=n<1, ap <Y(z) <n.

Burada 0 < v,e9 < 1 ve A\, v pozitif parametrelerdir.

Lemma 3.1 Kabul edelim ki A ve v parametreleri pozitif bir sabitten biyik olsun. Bu

durumda asaqudaki esitsizlik her o € C? (@7 ) i¢in gegerlidir:
€0

=Y P, ) = (Ve + 607) X — O™ 20 + dy (). (3.3)
ij=1
Burada
n 1 n
dy (p) = — Z (X2Gz’j90mi90)wj + B Z ((Xzaij)l,j 802)3:_
i,j=1 i,j=1 ?

olarak tanimlanmagtar.

Ispat. Ilk olarak asagidaki esitlikler yazilabilir:

ij=1
= &0 = ) Ui P, X

=
= &X' - ix%j ((2e9),, = £9s,)
i
= &%" - anl(xgaz‘j%i@xj + zn:lXQGijs%i%j
= =
= &X¢" - ixza@- (en0),, + Zn:l (X*aij),, a0 + Zn:lx%imi%j
ij= ij= ij=
= &% - i (Xaijes,9),, + % i (Cay),, (¥7),, + ianij%s@%
ij= ij= ij=
= &P - i (Caijene), + % il((xzaij)% ©%)e,
P =
—5 Z )aer " F Z X200 P, -
,j=1 i,j=1
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(3.2) sartin1 uygularsak

2 (590 - Z aijSOxixj) 'Z

ij=1
n 1 n
> &0 = ) (Cayene),, +5 D ((Kay), ¢
= =
——Z Py ® +xu2w%
i,j=1 j=1
n 1 n
> &P’ — Z (XZCLz'j%ﬁP)xj + B Z((XZ%-)% %)z,
ij=1 ij=1
—CXNPe) 20 4+ X |Vl (3.4)

olur. Yukarida birinci esitsizlikte

1>
_5 Z (X2aij)96il’j902

1,j=1

1
= ~3 Z (2X X5, Wi 2X g, X, Wi + AXX(@i5)2; + 2XX,, (@ij)a; + X (0i))aia;) 0
.J_l
> —C Z X | Xanay | + Xl Xy | + X 0] + X7 (3.5)

’.7_

bagmtisi kullanilmigtir. (3.5) esitsizligini degerlendirmek igin x fonksiyonunun tiirevlerini

hesaplayalim:

Xow = —ATTIXG XL = AT T (v 4 )Ty

Ti
X, = —Aw5yTViy,
1 80
2 2%i o2 1’@2 —v—2 I,

X,, = AV @b X+ A+ 1) = v

o 0 €0 €0

Ti 9, Ty
Xore = AV w TN W+ DT
0
_ 2 23jZ J.—2v—2 TiTj  _, o

Burada A\ ve v parametrelerinin pozitif oldugu gézoniinde bulundurularak

Xoy | S AT | Xaye | S 20207,

Ti  _,_ 1 o
ol € Wy ] < 2008 Ly
1 1
‘XII%‘ S 2A2V2_1/}_2V_2X7 X:ci:cj §2A2V2—2¢_2V_2X
€o 50
yazilabilir.
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Son egitsizlikler (3.5) de yerine yazilirsa;

- Z aij 3;7;1;JQ0 > OAZ 2 2¢—2V 2 2902 (36)

1]1

elde edilir. Boylece Lemma 3.1’in ifadesinde verilen esitsizlik ispatlanmigtir. =

Lemma 3.2 Lemma 3.1%n sartlarinan saglandigine kabul edelim. O halde asagidaks egit-

sizlik saglanar:

P (g — Z i Py X = —CM(|[Vl* + %)

2,J=1

oy C C C
NG (2 VYL — — [V = — [V = =) 4 da (). (3.7)

Burada

n

da () = 2Xy( Z ((Zaijaks%iﬁmﬂ%k)%—(aijaks@/)xiﬂxﬁxk)xj)

2,5,k,s=1
+ D (it (K =6 X°9%), —CW ) (0 $?),,
ij=1 i=1
U= xe,
K= ay (A2, 0, = A (v + D)™ 2, 0, + ™y, )
ij=1

olarak tanimlidar.

Ispat. Ilk olarak ¢ = y¢ seklinde yeni bir fonksiyon tammlayalim. O halde
p=10x",

pe = (X7, =9 e, = X7 (Vi + AT )
Priz; — X_1(<)\2V2¢_2V_2¢i¢j — v (V + 1) 7/)_'/_2%@/1]‘ + >‘V¢_V_1,’7Z)ij) v
+0i5 + AT P05 4 A ;)

yazilabilir. Burada ¢; = ¥, Ui = Upa;, ; = ¥y, ¥y = V.o, g0sterimleri kullamlmigtur.
Yukaridaki tiirev ifadeleri ve 2ab < a? + b? esitsizligi yardimiyla

1/+1
E Qi prlxj

2,J=1
n

XX =D ai(x T 5y + A Ml 4 A0

ij=1

+ ()\2V2¢_2V_2¢i¢j — v (v+1) @D_V_z%@bj + AVq/J_V_l@bij) ﬁ))Q)WIH
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= HED = Y ayly — K9 = 2007 Y agyd;)?

ij=1 ij=1
> A Y a0 (K =9+ Y agdy)
i,j=1 4,j=1
> () a9 (K =0+ ) aydy) (3.8)
i,j=1 ,j=1

bagintisi elde edilir. Lemma 3.2’nin ispati, son esitsizlikteki her bir terimin ayri ayri
degerlendirmesine dayanmaktadir:

1. Terim:

4)\V(Z aij¢iﬁj) Z AsVks

i,j=1 k,s=1
= 2\v i (2 (aijakswiﬁjﬂk)s + (aijakswiﬁjﬁs)k > (aijakswiﬁkﬁs)j
i,5,k,s=1
- (aijjaks%)s U0k — (aijans;),, 050 + (asjanstd;) ; Uxds)
= 2\ i (2 (aijakswiﬁjﬁk)s — (aijakswiﬁkﬁs)j -2 (aijaksz/}i)s ﬁﬂgk + (aijakswi)j ﬁsﬁk)
i,5.k,s=1

olur. Yukarida (a;;ars1;), 905 = (aijarst;), V50 oldugu goz éniine alinmustir.

O halde

4)\V(Z aiji/}ﬂ?j) Z aksﬁks

i,j=1 k,s=1
> —CWI[VIP+ 20 Y (2(agarapd0h), — (agarab9x0s),) (3.9)
i,4,k,s=1

elde edilir. Ispat: tamamlamak icin simdi ¢ fonksiyonuna tekrar dénelim. Bunun icin

¥, = x¥; + X, olmak tizere
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n

—Chv |[VI]* = —=Cho(D_07) = —Ch ) (xgi + xi¢p)”
=1

i=1

= —OM(E Vel + 3 (2xnuee: +X367)

=1

= —C’)\V(X2 |V<,0|2 + Z((XX1W2>Z- - XXu‘SOZ))
i=1
= —C\)?|Vyl]* — Cav Z (XX¢902)1~ + CAvy Z Xii
i=1 i=1

= —CI\)?|Vel]* = Cav Z (sz-cp?)i + CAv( A2~ 2 |Vl

i=1
—|—)\V (l/ + 1) ‘V(p’z rLp—l/—? . )\Vw—u—l)g02x2
> —CA’ |Vl = Cw )~ (xxi®), — CX VP9 1P (3.10)
=1

yazilabilir. Yukarida son esitlikte

x = exp(M7Y),
i =~V
Xii = )‘2V2¢72V72¢? + )\V("U + 1)%2@[’7”72 — AV%Z)W*I@%X,

bagmtilar: kullanilmigtar.
2. Terim:

n

—A Y a0 = =200y (ai€0%), +27w¢ > (ay), 9

ij=1 ij=1 ij=1
> 20w Y (@ 9°), — Caved? (3.11)
i,j=1
= —CIEY*Y? — 2\0¢ Z (aijwﬁOzX?)j .
i,j=1

3. Terim:

n n n

v Y agdi K9 =220 Y (ay K9%) =20 ) (aythK), o2
ij=1 ij=1 ij=1
=2\ (@i Ko*X?), = 2\w > (aih K); 0°X. (3.12)
i,j=1 4,j=1
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Simdi —2\v 3 (a9 K), p*x* ifadesini degerlendirelim:

ij=1

n

—2\v Z (%‘%K)j e

= =20 (ayt,( Y aps (NPT b, = A (v + 1) 7 2 h,)),)0°
i,j=1 k,s=1
YD S (2 D 0 1) (4 2) ) gt
1,j=1 k,s=1
e R s [ R

Tj

+aijars (Vi 0pths + by, + %wkwsj)]
= 2w+ D - w4 ) 4+ 2) 07 (Y (agiid;)’

i,j=1

B,y —v— 9
—2)\21/2 ()\l/w 2 2 Z Z az]aks +afz]a akS)w ¢k¢

1,j=1k,s=1 ‘TJ
+a;jaks (%ﬂbk@bs + g5 + ¢i¢k@/}sj)))192
2X°372 2 (2up | VY|t = O |Vl = O [Vy[) o

v

= %577 (2 |V = C |V — CVY[) 9*)° (3.13)

olur. Ikinci olarak K da yer alan son terimi dikkate alalim:

220> ay (Y arth ™ by)) 0

ij=1 k,s=1

= 2272 Z aijwiwj(’/ + 1)7#7”72( Z (arsWys) 2

i,j=1 k,s=1

—2)\%? Z Z (aijwiak8¢ks)j 792¢_y_1

i,j=1k,s=1

2)\21/2 (l/ + 1) IMQ |v1/)|2 €¢_V_2§2 _ 20)\2]/277/1_V_1192

v

= DT (04 1) 12 |V P e 2072 — 200227 P2 (3.14)

(3.13) ve (3.14) esitsizliklerinden

=20 Y (agh, K) ;97 = 22X up? [Vl - C VY - C V)
i,j=1
1/}114—1

o (DR Vel eyttt = ) (3.15)

+

elde edilir. Boylece Lemma 3.2 nin ispat1 tamamlanmig olur. =
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Lemma 3.3 Kabul edelim ki X\ ve v parametreleri; a;j, €9 ve n ye baglh pozitif bir sabitten

biiyiik olsun. Bu durumda her ¢ € C? (@750) icin asaqudaki esitsizlik saglanar:

V<H|V90|2+é<p )x + 200N R 2e G0t A+ d ()

< AP (Ep — Za”goxlx])gp—|—¢u+1 2(Ep — Za”gpxlxj , (3.16)

7,7=1 2,J=1

Burada d3 (¢) = Av0dy (@) + ds (p) olup 0 > 0 ifadesi ispat icerisinde verilecektir.

Ispat. (3.3) esitsizligini Avé ile carpip (3.7) esitsizligine ekleyelim. Bu durumda elde

edilen yeni esitsizligin sol tarafi

Al |Vl + €y — CN 3eew 202002 + Whbd, (p) — CAv(| Vel + £0%)x?
3.4 2v—3 2 2 3 C 2 C
FAN YT X (p? V|t — !wr = — VoI = )+ da (¢)

= MO |Vl x2 + \bcpy? — (])\3 30e0p™ 277202\ 2 + Mldy (p) — Cv [Vl x
C C
—CME N + ANV (1 [Vl — — " v - — VY[ = )+ d2 ()

olur. Buradan

APVl (O — C) + (0 — C) €p?) + 4N34 2302\ (p? |V

C C C  0Ce
——|w|3——|w|2——— ‘Z’)H 0dy (@) + dy ()
v AV 4
< WO (Ep - Z%@OMJ
7,7=1
+P A (Ep - Zamﬁ) +ds (i) (3.17)

2,J=1

elde edilir. Simdi bir 8y > 0 secelim 6yle ki her 8 > 6 icin asagidaki esitsizlikler saglansin:

eu—czg,e—czl. (3.18)

Ayrica [Vo|* = 3(1 + Z (z; ) ) > &2 esitsizligi goz oniine alimip A ve v yeterince
j:
biiyiik segilerek

c ¢ C __0Cey 1
vVl v |Volr a2 [Vt v |Vt T 2
esitsizliginden
C 0C 2
w9l = S - Cwup - O TS (3.19)

bulunur ve Lemma 3.3’iin ispat1 tamamlanir. m
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BOLUM 4
GENEL SCHRODINGER DENKLEMI ICiN BIR TERS PROBLEM

Bu boliimde Amirov ve Yamamoto (2008) de yer alan genel Schrédinger denklemi igin bir

ters problemin c¢oziimiiniin tekligi {izerine bir tartigma yer almaktadir.

Problem 4.1 (3.1) denkleminden (4.1) kosullar altinda ve (4.2) ek bilgisi yardvmuyla

(u,g) fonksiyonlar ¢iftinin bulunmas: problemidir:
u (0, z,t) = u’ (,t) ,up, (0,2, t) =u' (2, t) v = (29,23, ..., Ty) , (4.1)
u(z,0) =wuy (). (4.2)

Teorem 4.1 D kiimesinde f (x,0) # 0 olsun. Bu durumda Problem 4.1 in u € M ve
g € C (D) olacak sekilde bir tek (u,g) ¢ozimi vardor.

Ispat. Kabul edelim ki u (x) = 0 olsun. Coziim kiimesini genigletmek amaciyla yeni bir

bilinmeyen fonksiyon 9 = ue=kt tanimlayalim:

o —kt?
¥ =wue ",

w= 0", = 0,6 4 2tekt’

_ kt? _ kt?
uwj - 19331'6 9 u:cswj - ﬁxszje

olur. Bu tiirevler (3.1) denkleminde yerine yazilirsa:
i[9 + 269 ] + Y agan, e + Y a4 roet”
5.j=1 j=1

= ekt2 [279,5 =+ 2kt + Z asj-/l?xsﬂcj + Z ajﬂwj + 7”'(9]

s,7=1 s,7=1

= i+ 2kt0i+ > e, + Y ae, + 10 = f (x,t) g (x) e

s.4=1 j=1
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veya
LY + 2ktdi = F (z,t) g (x) (4.3)
bulunur. Burada

F(z,t)=f(z,t)e "

olarak alinmigtir. a () = 0 oldugundan ve (4.1) kogullarindan u (z,0) = 0 ’dir. Dolayisiyla
Y (x,0) = 0 olur. O halde (4.3) denkleminde ¢ = 0 alinirsa

i0¢ (2,0) + 2ktid (z,0) Zasj 2z, (2,0) +Za3 (,0) + 7Y (x,0) = f(x,0) g (x),

s,0=1
bu durumda i, (z,0) = f (z,0) g (x) veya

?

= —9(x,0
g(l‘) f(iU,O) t(x’ )
olur. 9 (x,0)’a ters Fourier doniigiimii uygulayip yukaridaki denklemde g¢(x) yerine
yazarsak,
U ( 4.4
9(0) = 57 ) 69 (@) de (4.4

elde edilir. Burada ¢ (z, ¢)'nin ’ye gore Fourier doniisiimi 9 olup 9 = p (z, &) + iq (z, )
dir. (4.3) denkleminde (4.4) esitligini yerine yazalim

L0 + 2ktdi = —F (,1) m / €0 (z,€) de.

Son denklemdeki her terime t’ye gore Fourier doniisiimii uygulanirsa

F[i04] + 2kiF [t9] + Y agF [Vors,] + ZF a;0y,] + F [rd]

sjl

= (zg@) + ki (@) Z UajVm; + Zajﬁ + )

s,7=1

= ) — 2kDe + iasj@jLZc@ +r0

sj 1 j=1

elde edilir. Daha sonra
U =p (2,6 +iq(z,£),
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~

F=pi(2,8) +iq (x,8), ajdy, = ay; + iay;, aoﬁ = aip + iag

ifadeleri denklemde yerine yazilirsa

n

s,j=1

- . . i(p1 +iq1)
, . U (
+; (alj +ZG2]) + ayp + tag0 = 2 f z, 0 /f xT f

oldugu goriiliir. Diger yandan bu problemin ¢oziimii reel degerli fonksiyonlar kiimesinde

arandigindan, p ve q sirasiyla ¢ift ve tek olur. Boylece

/sﬁm,é)dg:%/sq(x,f)dg
—00 0

esitligi yazilabilir. Buradan

Z asngq@ +1 Z asgq;vsx] + Z Qa1 +1 Z Qg;j

s,7=1 s,7=1 j=1
+aio + taz — Ep — §iq — 2kpe — 2kige

_ i v P1 !
- —Wf<x,o>0/5‘1(9”’5”“—Wf(x,o>0/fq“””’@df

olur. Denklemin reel ve sanal kisimlarini ortak paranteze aldigimizda

n
gp + 2kp£ - Z Us;Prox; =

sj=1

27Tf /gq x,€) d5+zalj + a, (4.5)

£q + 2kqe — Z Us;Qryz; = /fq x, &) dE + Z asz; + ago (4.6)

s,j=1

27rf

denklem sistemi elde edilir. Teoremin ispat: igin iigiincii boliimde (4.5)-(4.6) sisteminin
ozel durumu igin verilmig olan yardimci 6nermelerden yararlanacagiz. Bunun igin (4.7)
kosullarmdaki p (z, §) ve ¢ (z, £) fonksiyonlari i¢in agagidaki Cauchy verileri tanimlanacak-

tar:

p(0,72,€) = p° p.,(0,12,€) = p*
q(0,72,8) = ¢°,¢,,(0,/3,&) = ¢". (4.7)

Simdi asagidaki notasyonlar: tanmimlayalim:
Uy = p,u2 = ¢,
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q1 -
mi 27rf (m’ O) O/Sq f ]§:1 aij aio,

y4 .
ma 27Tf (x’ 0) 0/561 5 jE:l a2 a0

ve

82

Lous = _§”k+za”a oz
J

2]7

Loup, = m;k=1,2,....

O halde (4.8) denklem sistemi

up = (0,21,€) =0

kosullari ile birlikte bir Cauchy Problemi olur. Lemma 3.3 ten

MWOX (Log) o+ 0" (Log)”
> ( Vol® + £0°)x° + 20304~ P iPeio?x + ds ()
esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlik hem v, hem de w5 icin saglanir:
NOX? (Lous) g + 4 (Low P > WS [V + € ()
2032326 (1) X + ds ()
MOX? (Lous) uz + 0" (Lou)® 2 Ww(S [ Vsl + € (12)*)x

F2NI AT (uz)? X+ dy (ug) -

Bu iki esitsizlik taraf tarafa toplanirsa

2
Ay@Z(Louk)uk+¢”+l 22 (Loux)”

> )\uz (Vg |” + € (ur)*)x? + 20304273 2ed (ug,)® 2 + ds (ug,)

elde edilir. Simdi (4.10) esitsizliginin sol tarafim degerlendirelim

NE

Al (Louy) ug + 7 Z Louk

s=1

S]]

1 1
< [5)\2y292ui + 5 (Louk)2 + (Louk)ﬂ X

k=1

20

(4.8)

(4.9)

(4.10)



IN

olur.

IN

Z%)\%292“%)(2_’_(%+¢v+1)x2[(7rf<q; 0 /fqdf
k=1 ’ 0
- o - aw + (o O)O/sng > = o)’

2
21 o, 342 r
S0 PR + (0 ( / & d&)

k=1

3(2 alj)Q ol 3&%0 2f2 /fqd{ ale 3 Z agj + 3@20]
j=1

2

1 1 +
S Lt ¢ (4wt U / Eade

2 2
= A

3(2 a%j)Z + (Z a§j>2 +3 (Q%O + a%o)]-
j=1

Jj=1

n 2 n
(4.10) ve (Z ak) <n Y a} esitsizliginden

k=1

Z/\I/H Lowg) ug + "y QZ Louk

s=1
1 1 +
D NP + (5 TN 2q12 pl /g d¢
— 2 2 f2(
+3n Z (a1;)” + (az;)?) + 3 (aly + a3y)] (4.11)
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elde edilir. (4.11) esitsizliginin sag tarafindaki integrali Cauchy-Schwartz esitsizligi yardimiyla

degerlendirirsek

-1

T (1+€2)° gqde

0o 2 0o
0/5gd§ _ OOO/H& Oo
0/(1+§

< ) g / (11 €2) e
0
< C’l/(1+£2)2q2d£ (4.12)
0

yazilabilir. Bu degerlendirmede C; = [ (1 + 52)_1 d¢ almmg olup &% < €2 + 1 esitsizligi
0
kullanilmugtir. (4.12) esitsizligini (4.11) de yerine yazarsak

Z)\I/Q (Louyg) wp + "y 22 Louk
s=1

2 o

L o 90 2 1 v+1 q1+p1 2 2

< A ;uk+3(§+¢ ) (0] (1+&%)" ¢*d¢)
= 0

+n(Y_ 6l + a3) + (% + a3 (4.13)
bulunur. (4.10) ve (4.13) esitsizliklerinden ise

2
> WS IVl + € (un)) + 2X0 9™ 7 e () + ds ()
s=1

2 o0
< WP +3(% +¢“+1)(M01/(1 +€2)% gPde
0

72 f7 (2,0

+n(>_a3; + a3;) + (a3 + a3)) X (4.14)
j=1
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elde edilir.
(4.14) esitsizligi (1 + 52)2 ile garpilir ve (0, c0) aralig tizerinde £’ ye gore integrali alinirsa

2 o
Z /(Au(g Vg |” + €u?) + 2030273 p2edud ) (1 + 52)2 d¢
0

k=17
2 4 x )
< Z§A2u262x2/(1+§2) ulde
k=1 0
1 v+1 i 2 2
G+ W [ 6+ (1+€) d§/1+5 e
0
40 [0, 1)+ +ud) (14 €)° dg (4.15)
o J=t

bulunur.

(4.15) elde edilirken

2 —— .
‘C@| = (a1;)* + (az;)?, aoul” = aly + a3y, j=1,n

olmak {izere, sabit bir j sayisi i¢cin Parseval esitligi dikkate alinarak teoremin kabulleri

yardimiyla agsagidaki degerlendirmeler kullanilmigtir:

2 [ (14 €) () + () de = [ (146 @i | de

R

= [ laus|ds+2 [ Jeamun| e+ [ [@au, | ds
e ey

R R
= /‘ajumj|2dt+2/‘8t (ajuxj)‘zdt—i—/’(?f (ajum].)|2dt.
R R R

Buradan
/‘ajux| dt+2/‘8t AUy, ‘ dt—i—/|82 A jUyg, ‘ dt
< 2/ > (97 (ajua) dt<02K/ S (9 (un,))?dt

0<B<2 0<B<2
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oldugu goriiliir. Diger taraftan CoK [ Y (9] (us,))?dt ifadesi igin

R 0<8<2
()t = ? 2 2 2
CQK/O§2 (0 Ua:] = CQK(/ (U ) dt—’_R/(at(uxj)) dt+R/(at (u%)) dt)
= iz [ de + [ @) | de + [ |Ge) i | de)
o[t ot |

IN

20;1(/ (1+€)" |as,|" de
0

yazilabilir. Daha sonra

CoK /| }d§+/‘z§u%}d§+/‘lf o | dt)

< C/QK/(1+§2)2\@.|2d§
-~ QCQ’K/(1+§2)2(p§j+Q§j)d§

= 20§'K/(1+£2)2(ufzj—|—u§xj)d§
olur. Bu nedenle
& 2 & 2
/Z(a?ﬁa%j) (1+¢%) dfscs/Z((uixﬁu%mjwu%u%) (1+&%)7de  (4.16)
o =0 o =1
olup

Csn Z(u%m] + u2r = Csn Z Z Uy, = C3n Z Z Ujy, = C31 Z V|

j=1 j=1 k=1 k=1 j=1

yazilabilir. Ayrica f € H? (R) olmak iizere

[e.e]

Ci= [+ ) (14 € de < o
0
oldugu aciktir. Yukaridaki esitsizliklere dayanarak

[e.9]

2
> /[(Ayg — 3Csn(1 + 9" ) [Vug* ¥ (1 + €2)° de
0

k=1

+/ (@AY plel — 0N = 3(1+ ") (G + Cufo)Jubx® (1 + &%) de]
0

- Z/dg(uk) (1+&%)%de (4.17)

k=1
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yazilabilir. Burada f, = %maxxeﬁ{#} dir. Q%O bolgesinde A > 1 , v > vy =
0

%(1 +6nC3), 0 <9 <n <1 segilirse
)\I/g —6nCs; > )\I/g — 6A\nC5 = )\(I/g — 6nCs)

2
> MG 6n03)g — 6nCy)

olur. Eger v > vy = 25 (1 + 6° + 3(C3 + Cufy)) olacak sekilde segilirse

2)\3y4¢72uf3u2€§ - 92)\2y2 o 3(1 + wVJrl)(CS + 04%)

> 2N e (—— (1 + 6% + 3 (Cs + Cufo)) ™72 — X% — 3(1 + V1) (Cs + Cufo)

125
bulunur ve bu esitsizligin sag tarafi diizenlenirse
2NV (1+ 0% + 3 (C3 + Cufo)) > > = 02X%2 = 3(1 + 4" ) (C3 + Cufo)
— TSP L oN3302 2 4 e3P (03 I 04%))1”721/73
—0°X*2 = 3(1+ 9" ) (Cs + Cufo)
> N33y 23 (4.19)

oldugu goriiliir. (4.17)-(4.19) esitsizliklerinde A > 1 ve v > max {1, J5} alinirsa

2

o0 2 o0
/ MV + 2003072 702) P (1 + €2 de < =) / ds (ug) (14 €)% de (4.20)

k=17 k=17

elde edilir. Bu esitsizlik Q%O bolgesi tizerinde integrallenir ve A — +o00 igin limit alinirsa

/ 7uid§dx§ _2)\%322: / 7d3 (ur) (1+52)2d§dx
Q. 0

k=1
Q’Yeo 0

bagintisindan u; = uy = 0 bulunur ve g(z) = 0 oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlan-

mis olur. m
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BOLUM 5

SONUC

Boliim 3 de verilen (3.16) esitsizligi literatiirde Carleman esitsizligi olarak adlandiril-
maktadir. Bu tiir esitsizlikler, ilk kez 1939 yilinda Torsten Carleman tarafindan eliptik
denklemlerin ¢oziimlerinin tekliginin aragtirilmasinda kullanmilmigtir. Giintimiize kadar
da ozellikle kotii konulmug problemlerin ¢oziimlerinin tekliginin ispatinda 6nemli bir
arag olmustur. Ters problemler teorisine uygulanmasi ise Bukhgeim ve Klibanov (1981)
tarafindan gercgeklestirilmistir. Daha sonra bu yontem basta parabolik ve hiperbolik
denk-lemler olmak iizere cesitli tipten denklemler i¢in de uygulanmigtir (Khaidarov 1987,
Puel and Yamamoto 1996, Imanuvilov and Yamamoto 1998, Isakov and Yamamoto 2000,
Imanuvilov and Yamamoto 2001a-2001b, Egger et al. 2005, Bellassoued and Yamamoto
2006, Klibanov and Yamamoto 2006, Isakov 2006, Doubora and Osses 2006, Yamamoto
2009, Liu and Triggiani 2012, Lii 2012).

Bu calismada, genel bir Schrédinger denklemi igin bir ters problemin ¢oziimiiniin tekligi
iizerine Amirov ve Yamamoto (2008) tarafindan Lavrentiev vd. (1986) da verilen yontem
kullanilarak elde edilen sonuclar tartigilmigtir. Burada problemin coziimii reel degerli
fonksiyonlar kiimesinde aranmaktadir. Ele alinan denk-lem klasik Scrodinger denkle-
minden daha genel oldugundan uygulama alani klasik Schrédinger denklemine gore daha

genistir.
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