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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Bu tez çal¬̧smas¬nda bir Q = f(x; t) j x 2 D � Rn; t 2 Rg bölgesinde,

Lu � iut +

nX
s;j=1

asj(x)uxsxj +
nX
j=1

aj(x; t)uxj + r(x; t)u = f (x; t) g (x; t) (1.1)

Schrödinger denklemi

u (0;0 x; t) = u0 (0x; t) ; ux1 (0;
0 x; t) = u1 (0x; t) ;0 x = (x2; x3; :::; xn)

Cauchy şartlar¬ile birlikte ele al¬nm¬̧st¬r. Ayn¬bölgede, çözüm hakk¬nda verilen ek bilgi

yard¬m¬yla denklemin sa¼g taraf¬ndaki bilinmeyen fonksiyonun bulunmas¬ probleminin

çözümünün tekli¼gi araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu amaçla Amirov ve Yamamoto (2008) de elde edilen

sonuçlar tart¬̧s¬lm¬̧st¬r. Tezin ilk bölümünde, baz¬tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir. ·I-

kinci bölümde, Schrödinger denklemi �ziksel aç¬dan ele al¬nm¬̧s olup belirli koşullar alt¬nda

baz¬özel çözümlerine yer verilmi̧stir. Bu çözümler gra�k ve tablolarla desteklenmi̧stir.

Üçüncü bölümde, ispat için gerekli olan baz¬yard¬mc¬önermeler sunulmuştur. Dördüncü

bölüm kapsam¬nda, ele al¬nan ters problemin çözümünün tekli¼gi araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Schrödinger denklemi için çeşitli ters problemlerin çözülebilirli¼gi üzerine önemli çal¬̧smalar

yap¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smalardan baz¬lar¬Baudouin ve Puel (2002), Bellassoued ve Choulli

(2009), Cristofol ve Soccorsi (2011), Isakov (2006), Mercado vd. (2008), Triggiani ve

Zhang (2015), Yuan ve Yamamoto (2010) dur.
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1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde, tez için gerekli olan baz¬tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir.

Tan¬m 1.1 (Ters Problem) Matematiksel �zikte; denklem, bölge ve koşullar verildi¼gin-

de problemin çözümünün bulunmas¬na direkt problem denir. Pratikte karş¬laş¬lan öyle

problemler vard¬r ki bunlar¬n çözümleri için ayr¬ca ek bilgi verilir. Ayn¬ek bilgiye göre

problemdeki denklemin bir veya birkaç katsay¬s¬n¬veya sa¼g taraf¬n¬ya da s¬n¬r koşullar¬n-

dan bir veya bir kaç¬n¬çözüm ile birlikte bulmak gerekir. Böyle problemlere ters problemler

denir (Gölgeleyen 2010).

Tan¬m 1.2 (Cm(
); C1(
) Uzaylar¬) 
 � Rn bir bölge, m negatif olmayan bir tam-

say¬ ve j�j � m olsun. Her m say¬s¬ için, D�� k¬smi türevleri 
 bölgesinde sürekli

olan tüm � fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu vektör uzay¬Cm(
) ile gösterilir. Özel olarak,

C0(
) � C(
) ve C1(
) �
1T
m=0

Cm(
) şeklinde tan¬mlan¬r

(Adams and Fournier 2003).

Tan¬m 1.3 (Kompakt Support) G � Rn boş kümeden farkl¬olmak üzere, G�nin Rn�de

kapan¬̧s¬G şeklinde gösterilir. G � 
 ve G , Rn�in kompakt altkümesi (kapal¬ve s¬n¬rl¬)

ise, G b 
 olarak yaz¬l¬r. u; G üzerinde tan¬ml¬ bir fonksiyon ise, u fonksiyonunun

supportu

supp(u) = fx 2 G : u(x) 6= 0g

kümesi biçiminde tan¬mlan¬r. Buna göre supp(u) b 
 ise, 
 bölgesinde u fonksiyonunun
kompakt supportu vard¬r denir (Adams and Fournier 2003).

Tan¬m 1.4 (C0(
), C10 (
) Uzaylar¬) C0(
) ve C
1
0 (
) uzaylar¬, s¬ras¬yla C(
) ve

C1(
) s¬n¬f¬ndan olan ve 
 bölgesinde kompakt supporta sahip tüm fonksiyonlar¬n oluş-

turdu¼gu uzaylard¬r (Adams and Fournier 2003).

Tan¬m 1.5 (Lp(
) Uzay¬) 
 � Rn bir bölge, p pozitif reel say¬olsun. 
 bölgesindeZ



ju(x)jp dx <1

2



şart¬n¬sa¼glayan tüm ölçülebilir u fonksiyonlar¬n¬n uzay¬Lp (
) ile gösterilir.

1 � p <1 olmak üzere

kukp = (
Z



ju(x)jp dx)
1
p

ile tan¬mlanan k:kp fonksiyoneli Lp (
) üzerinde bir normdur (Adams and Fournier 2003).

Tan¬m 1.6 (Hk
0 (
) Uzay¬) H

k
0 (
) uzay¬, C

k
0 (
) uzay¬n¬n k:kHk(
) Sobolev normuna göre

tamlan¬̧s¬d¬r (Reddy 1998).

Tan¬m 1.7 (Hk(
) Sobolev Uzay¬) Hk(
), kendisi ve k: mertebeye kadar tüm genelleş-

miş türevleri L2(
)�ya ait olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir. Bu cümleye ait

baz¬özellikler aşa¼g¬da verilmiştir.

a) Hk(
) lineer uzayd¬r ve H0(
) = L2(
).

b) Hk(
), üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)Hk(
) =
X
j�j�k

Z



D�f1D
�f2dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkHk(
) =

0@X
j�j�k

Z



jD�f j2 dx

1A 1
2

şeklindedir (Mikhailov 1978).

Tan¬m 1.8 (Genelleşmi̧s Fonksiyon) C10 (
) üzerinde aşa¼g¬daki yak¬nsakl¬k yard¬m¬

ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay¬denir. Bu uzay, D(
) ile

gösterilir:

a) Öyle bir K � 
 kompakt cümlesi vard¬r ki; 8k 2 N için supp'k � K;

b) Her (� = �1; �2; :::; �n) ve k ! 1 iken D�
'k(x)

! D�
'(x) yak¬nsamas¬
 bölgesinde

düzgün ise, k !1 için 'k
D(
)! ' yak¬nsar denir. D(
) topolojik uzay¬nda tan¬ml¬sürekli,

lineer fonksiyonellere, genelleşmiş fonksiyon denir. Genelleşmiş fonksiyonlar s¬n¬f¬D0(
)

ile gösterilir (Vladimirov 1971).

Tan¬m 1.9 (Genelleşmi̧s Türev) f 2 D0(
) olmak üzere, f genelleşmiş fonksiyonunun

D�f genelleşmiş türevi,

3



(D�f; ') = (�1)j�j(f;D�'); ' 2 D(
)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Vladimirov 2002).

Teorem 1.1 (Bunyakovskii Eşitsizli¼gi (Cauchy-Schwartz)) H bir iç çarp¬m uzay¬

olmak üzere, her h1; h2 2 H için

j(h1; h2)j2 � (h1; h1) : (h2; h2)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Mikhailov 1978).

Teorem 1.2 (Fredholm Alternatif Teoremi I) A, bir H Hilbert uzay¬üzerinde self-

adjoint, lineer, kompakt operatör olsun. Aşa¼g¬daki iki denklemi ele alal¬m:

x = Ax+ f; (I)

x = Ax: (H)

Burada (I) ve (H) denklemleri s¬ras¬yla homojen olmayan ve homojen denklemleri göstersin.

i) E¼ger (H) denkleminin tek çözümü x = 0 ise bu durumda (I) her f 2 H için bir tek x

çözümüne sahiptir.

ii) E¼ger (H) denklemi s¬f¬rdan farkl¬çözümlere sahip ve f , (H) denkleminin tüm çözümle-

rine dik ise (I) denklemi bir çözüme sahiptir. (I) denkleminin sonsuz çözüme sahip oldu¼gu

durumda, bu çözümlerin herhangi ikisinin fark¬(H) denkleminin çözümüdür. Yani x ve

y, (I) denklemini sa¼gl¬yorsa (x-y) de (H) denklemini sa¼glar (Gri¤el 2002).

Teorem 1.3 (Fredholm Alternatif Teoremi II) A, bir H Hilbert uzay¬üzerinde bir

kompakt operatör olsun. Aşa¼g¬daki dört denklemi ele alal¬m:

x = Ax+ f; (I)

y = A�y + g; (I�)

x = Ax; (H)

y = A�y: (H�)

Burada f ve g, H�n¬n bilinen elemanlar¬d¬r. O halde iki alternatif söz konusudur:

i) (H) ve (H�) denklemlerinin tek çözümü s¬f¬rd¬r ve bu durumda (I) ve (I�) her f; g 2 H

için tek çözüme sahiptir.

ii) (H) ve (H�) ¬n s¬f¬rdan farkl¬çözümleri vard¬r. Bu durumda:

4



f , (H �) ¬n her çözümüne dik ise (I) bir çözüme sahiptir. Ayn¬ şekilde g, (H) n¬n her

çözümüne dik ise (I �) bir çözüme sahiptir (Gri¤el 2002).

Önerme 1.4 (Parametreye Ba¼gl¬·Integrallerin Süreklili¼gi) Bir (X;F ; �) ölçüm u-

zay¬verilsin. (a; b) aral¬¼g¬R0nin s¬n¬rl¬veya s¬n¬rs¬z key� bir aral¬¼g¬olsun. f , (a; b)�X

üzerinde tan¬ml¬R0de veya C0de de¼gerler alan bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki her

t 2 (a; b) için x! f(t; x) fonksiyonu integrallenebilir olsun.

Ayr¬ca

I(t) =

Z
X

f(t; x)d�; t 2 (a; b)

fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Bu tür bir fonksiyona örnek olarak f 2 L1(R) fonksiyonunun

Fourier dönüşümü verilebilir:

f̂(t) =

Z
R

e�2i�txf(x)dx:

Aşa¼g¬daki önermeler

I : t!
Z
X

f(t; x)d�

fonksiyonunun süreklili¼gi ve diferansiyellenebilirli¼gi ile ilgili temel sonuçlar¬vermektedir

(González-Velasco 1995).

Önerme 1.5 (Süreklilik) E¼ger hemen hemen her x 2 X için x ! f(t; x) fonksiyonu

t� 2 (a; b) de sürekli ve hemen hemen her yerde jf(t; x)j � g(x) olacak şekilde t� ¬n bir V

komşulu¼gundaki tüm t ler için bir g integrallenebilir fonksiyonu varsa bu durumda I, t�

da süreklidir (González-Velasco 1995).

Önerme 1.6 (Türevlenebilme) Kabul edelim ki V , t� ¬n bir komşulu¼gu, V � (a; b)

olsun ve aşa¼g¬daki şartlar sa¼glans¬n:

(i) Hemen hemen tüm x ler için t! f(t; x) fonksiyonu, V üzerinde sürekli diferansiyel-

lenebilir olsun.

(ii) Her t 2 V için bir g integrallenebilir fonksiyonu vard¬r öyle ki hemen hemen her

yerde����@f@t (t; x)
���� � g(x)

5



dir. Bu durumda I, t� üzerinde diferansiyellenebilirdir ve

I 0(t�) =

Z
X

@f

@t
(t�; x)d�

dir (González-Velasco 1995)

Teorem 1.7 (Parseval Formülü) Klasik Parseval (Plancherel) Teoremi 1910 y¬l¬nda

Michel Plancherel taraf¬ndan aşa¼g¬daki formda verilmiştir:

Kabul edelim ki f 2 L2(R) olsun ve �n : R! C, n 2 N fonksiyonu

�n(y) =
1p
2�

nZ
�n

f(x)eiyxdx

şeklinde tan¬mlans¬n. �n, L
2(R)�de bir Cauchy dizisi ve L2(R)�de � = lim

n!1
�n olsun.

Ayr¬ca  n : R! C, n 2 N fonksiyonu

 n(x) =
1p
2�

nZ
�n

�(y)e�iyxdy

şeklinde tan¬mlan¬r.  n, L
2(R)�de bir Cauchy dizisi ve L2(R)�de  = lim

n!1
 n olsun. Bu

durumda, hemen hemen her yerde  = f veZ
R

jf(x)j2 dx =
Z
R

j�(y)j2 dy

dir. Genellikle bu teoremin ispat¬ f 2 L1(R) \ L2(R) al¬narak yap¬l¬r, asl¬nda bu teorem

karesi integrallenebilir fonksiyonlarla ilgilidir. Di¼ger yandan, Planchel Teoremi s¬kl¬kla

Schwartz Uzay¬nda da verilmektedir (González-Velasco 1995).

Tan¬m 1.10 (Schwartz Uzay¬) Schwartz Uzay¬; aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glayan, R üzerinde-

ki kompleks de¼gerli f fonksiyonlar¬n¬n bir kümesine denir ve S(R) ile gösterilir:

i) f 2 C1(R)

ii) f ve tüm türevleri sonsuzda herhangi bir polinomdan daha h¬zl¬ s¬f¬ra gider. Yani

8k;m 2 N için

lim
jxj!1

jxjk f (m)(x) = 0:

Bu uzay aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir:

1) S(R) uzay¬Lp(R) (1 � p <1) de yo¼gundur.

2) S(R) uzay¬L1(R) de yo¼gun de¼gildir.

3) S(R) uzay¬C üzerinde bir vektör uzay¬d¬r (Herb and Sally 2011).
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Teorem 1.8 (Plancherel-Parseval) f; g 2 S(R) olmak üzere aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼gla-

n¬r:

i)
R
R
f̂(�)ĝ(�)d� =

R
R
f(x)�g(x)dx;

ii)
R
R

���f̂(�)���2 d� = R
R
jf(x)j2 dx (Gasquet and Witomski 2013).

Teorem 1.9 (Fubini Teoremi) (i) E¼ger f , E�F de negatif olmayan bir fonksiyon iseZ
E�F

f(x; y)dxdy =

Z
E

dx

Z
F

f(x; y)dy =

Z
F

dy

Z
E

f(x; y)dx

dir. Bu üç integral +1�a eşit olabilir.

(ii) E¼ger f , E � F üzerinde integrallenebilirse, x ! f(x; y) fonksiyonu hemen hemen

her y için integrallenebilirdir, y ! f(x; y) fonksiyonu da hemen hemen her x için integ-

rallenebilirdir ve (i) de verilen üç integral birbirine eşit ve sonludur.

(iii) f integrallenebilirdir ancak ve ancak-Z
E

dx

Z
F

jf(x; y)j dy veya
Z
F

dy

Z
E

jf(x; y)j dx

integralleri sonludur (Gasquet and Witomski 2013).

Tan¬m 1.11 (Fourier Dönüşümü) f 2 L1(R) olmak üzere f fonksiyonunun Fourier

dönüşümü ve eşlenik Fourier dönüşümü s¬ras¬yla

Ff(�) = f̂(�) =

Z
R

e�2i��xf(x)dx; (1.2)

Ff(�) =

Z
R

e2i��xf(x)dx

şeklinde tan¬mlan¬r ( Gasquet and Witomski 2013).

Yukar¬daki integral ancak ve ancak f 2 L1(R) oldu¼gunda anlaml¬d¬r. Çünkü
��e�2i��x�� = 1

dir. Ayr¬ca F [f ] 2 L1(R) oldu¼gunda F operatörü, F �nin tersi olur ( F �1 = F). O halde

f ve f̂ fonksiyonlar¬L1(R) uzay¬na ait oldu¼gunda, hemen hemen her yerde F f̂(t) = f(t)

yaz¬labilir. Fourier dönüşümü literatürde farkl¬ şekillerde tan¬mlan¬r. Bütün tan¬mla-

malar aşa¼g¬daki formdad¬r:

f̂(�) =
C

2�

Z
R

e�ik�xf(x)dx:

Burada C ve k sabit say¬lar¬temsil etmektedir ve yukar¬da C = k = 2� olarak al¬nm¬̧st¬r.

Farkl¬ kaynaklarda C = 1; C = 2�; C =
p
2�; k = �1 ve k = �2� say¬lar¬n¬n çeşitli

kombinasyonlar¬kullan¬l¬r (González-Velasco 1995).
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Örnek 1.1 f = �[a;b], [a; b] aral¬¼g¬n¬n karakteristik fonksiyonu olsun. Bu fonksiyonun

Fourier dönüşümü

f̂(�) =

8<: b� a � = 0

sin�(b�a)�
��

e�i�(a+b)� � 6= 0

9=;
şeklindedir. Burada

��� sin�(b�a)���

��� integrallenebilir olmad¬¼g¬ndan f̂ =2 L1(R) dir

(Gasquet and Witomski 2013).

Teorem 1.10 (Riemann-Lebesgue) f 2 L1(R) ise f̂ aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

i) F [f ] ; R üzerinde sürekli ve s¬n¬rl¬d¬r.

ii) F ; L1(R)�den L1(R)�ye sürekli lineer operatördür vef̂
1
� kfk1 (1.3)

dir.

iii) lim
j�j!+1

���f̂(�)��� = 0:
·Ispat. i) f̂ �n¬n süreklili¼gi (1.1) integralinin ��ye göre süreklili¼ginden elde edilir.

� ! e�2i��xf(x) fonksiyonu R0 de süreklidir ve jf(x)j taraf¬ndan s¬n¬rl¬d¬r. Unutmamak

gerekir ki f 2 L1(R) dir. Son olarak Önerme 1.3�den ispat tamamlan¬r.

ii) Her � 2 R için
���f̂(x)��� � R

jf(x)j dx = kfk1 yaz¬labilir. Böylece f̂ s¬n¬rl¬d¬r ve F

fonksiyonu L1(R)�den L1(R)�ye süreklidir.

iii) f = �[a;b] ve � 6= 0 için
���f̂(�)��� � 1=� j�j yaz¬labilir. Böylece limj�j!1 f̂(�) = 0 oldu¼gu

görülür. Aç¬kça bu durum tüm basit fonksiyonlar için geçerlidir. Şimdi f 2 L1(R) alal¬m.

Basit fonksiyonlar¬n kümesi L1(R)�de yo¼gun oldu¼gundan basit fonksiyonlar¬n bir gn dizisi

vard¬r öyle ki lim
n!1

kf � gnk1 = 0 ve her n için lim
j�j!1

jĝn(x)j = 0 dir. (ii)�den her n için

���f̂(�)� ĝn(�)
��� � kf � gnk1

eşitsizli¼gi � 2 R�ye göre düzgün olarak sa¼glan¬r. Buradan lim
j�j!+1

f̂(�) = 0 bulunur

(Gasquet and Witomski 2013 ).

8



Teorem 1.11 f ve g lokal integrallenebilir fonksiyonlar olmak üzere f ve g�nin Fourier

dönüşümleri s¬ras¬yla f̂ ; ĝ olsun. E¼ger � reel bir say¬ve a reel veya kompleks bir sabit

ise aşa¼g¬daki özellikler geçerlidir:

i) [f + g = f̂ + ĝ;

ii) caf = a bf;
iii) \f(x) sin�x = f̂(���)�f̂(�+�)

2i
;

iv) \f(x) cos�x = f̂(���)+f̂(�+�)
2

;

v) \f(x� �) = e�i��f̂(�);

vi) \f(�x) = 1
j�j f̂(

�
�
); � 6= 0 (González-Velasco 1995).

Teorem 1.12 f : R! R sürekli, R üzerinde integrallenebilir ve x! �1 iken f(x)! 0

olsun. E¼ger f 0 parçal¬sürekli ve R üzerinde integrallenebilirse

bf 0(�) = i! bf(�) (1.4)

dir (González-Velasco 1995).

Sonuç 1.1 E¼ger f; f 0; f 00; :::; f (n�1) fonksiyonlar¬ yukar¬daki teoremin hipotezini sa¼gl¬-

yorsa

df (n)(!) = i!n bf(!)
dir (González-Velasco 1995).

Önerme 1.13 f , g 2 L1(R) olmak üzere iki fonksiyon olsun.

Bu durumda fĝ, f̂g 2 L1(R) veZ
f (t) ĝ (t) dt =

Z
f̂ (x) g (x) dx (1.5)

dir (Gasquet and Witomski 2013).

·Ispat. ĝ fonksiyonunun s¬n¬rl¬oldu¼gu Riemann-Lebesgue teoreminden ispatland¬¼g¬ndan

fĝ fonksiyonu L1(R) uzay¬na aittir. Benzer şekilde f̂g 2 L1(R) dir. (1.4) eşitli¼gi Fubini

teoreminin uygulamas¬olarak direkt elde edilir. e�2i�txf(t)g(x) 2 L1(R2) oldu¼gundanZ
f (t) ĝ (t) dt =

Z
f(t)

�Z
e�2i�txg(x)dx

�
dt

=

Z
g(x)

�Z
e�2i�txf(t)dt

�
dx =

Z
f̂ (x) g (x) dx

yaz¬l¬r.
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Uyar¬1.1 F ters dönüşümünün özellikleri F dönüşümünün özellikleri ile ayn¬d¬r. Teo-

rem (1.2) ve Önerme (1.4)�de i yerine -i yaz¬larak F ters dönüşümünün ayn¬özelliklere

sahip oldu¼gu görülür.

Önerme 1.14 (Türev) i) E¼ger xkf(x) 2 L1(R); k = 0; 1; 2; :::; n ise f̂ , n kez diferan-

siyellenebilir ve

f̂ (k)(�) =
h
(�2i�x)k f(x)

ib(�); k = 1; 2; :::; n (1.6)

dir. Burada
h
(�2i�x)k f(x)

ib(�) ifadesi F h(�2i�x)k f(x)i (�) anlam¬na gelmektedir.
ii) E¼ger f 2 Cn(R) \ L1(R) ve bütün f (k), k = 1; 2; :::; n türevleri L1(R) uzay¬na ait ise

f b(k)(�) = (2i��)k f̂(x); k = 1; 2; :::; n (1.7)

dir.

iii) E¼ger f 2 L1(R) s¬n¬rl¬supporta sahipse f̂ 2 C1(R) dir.

·Ispat. i) h : � ! e�2i�txf(x) fonksiyonu sonsuz mertebeden diferansiyellenebilirdir.

Ayr¬ca h(k) (�) = (�2i�x)k e�2i��xf(x) ve
��h(k) (�)�� � 2�

��xkf(x)�� dir. Burada Önerme

1.3 uygulan¬rsa k = 1; 2; :::; n için,

f̂ (k)(�) =

Z
(�2i�x)k e�2i��xf(x)dx

bulunur.

ii) n = 1 için ispatlayal¬m. n � 2 için tümevar¬m yöntemiyle ispatlanabilir. f 0 2 L1(R)

oldu¼gundan f̂ 0 aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir.

f̂ 0(�) = lim
a!+1

+aZ
�a

e�2i��xf 0(x)dx:

K¬smi integrasyon yöntemi yard¬m¬yla

+aZ
�a

e�2i��xf 0(x)dx =
�
e�2i��xf(x)

�+a
�a +

+aZ
�a

(2i��) e�2i��xf(x)dx (1.8)

elde edilir. f (�a) fonksiyonunun a ! +1 için limitinin var oldu¼gunu kabul edelim. f

integrallenebilir oldu¼gundan limiti 0 olmal¬d¬r.
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a! +1 oldu¼gundan (1.7) eşitli¼ginden k = 1 içinZ
e�2i��xf 0(x)dx =

Z
(2i��) e�2i��xf(x)dx (1.9)

şeklinde yaz¬l¬r. Şimdi lim
a!+1

f(a) limitinin varl¬¼g¬n¬gösterelim. f 0 sürekli diferansiyel-

lenebilir oldu¼gundan

f(a) = f(0) +

aZ
0

f 0(t)dt

dir. f 0 2 L1(R) oldu¼gundan, lim
a!+1

aR
0

f 0(t)dt limiti vard¬r ve bu nedenle lim
a!+1

f(a) limiti

mevcuttur. Benzer şekilde lim
a!+1

f(�a) limitinin varl¬¼g¬da gösterilebilir.

iii) f 2 L1(R) s¬n¬rl¬ supporta sahip ise (K > 0 için jxj0ten büyük olan x�ler için

hemen hemen heryerde f(x) = 0 d¬r), kolayca görülebilir ki 8k 2 N için xkf(x) integ-

rallenebilirdir. Böylece (i)�den f 2 C1(R) yaz¬labilir

(Gasquet and Witomski 2013 ).

Uyar¬1.2 i) E¼ger f kompleks de¼gerli ise f(x) = f(x), f(x)�in karmaş¬k eşleni¼gi olarak

gösterilir.

ii) f� fonksiyonu f�in yans¬mas¬olup f�(x) = f(�x) şeklinde tan¬mlan¬r

(Gasquet and Witomski 2013).

Önerme 1.15 (Eşlenik ve Yans¬ma) f 2 L1(R) için aşa¼g¬daki durumlar sa¼glan¬r:

i) F(f) = F(f);

ii) (F (f))� = F(f) = F(f�):

iii) f çift (tek) ise f̂ çift (tek) tir.

iv) f reel ve çift (reel ve tek) ise f̂ reel ve çift (sanal ve tek) tir.

·Ispat. (i) ve (ii) direkt tan¬mdan elde edilir.

iii) f çift , f = f� d¬r. (ii) den dolay¬F (f) = F (f�) = (F (f))� olup f̂ çifttir. Benzer

şekilde f tek ise f̂ tektir.

iv) f reel ve çift olsun. f̂ n¬n reel oldu¼gunu göstermek yeterlidir. F(f) = F(f) = F(f) =

F(f�) = F(f) oldu¼gunu biliyoruz. E¼ger f reel ve tek ise F(f) = F (f�) = �F (f)�dir ve

bu eşitlik f̂�nin sanal oldu¼gunu gösterir

(Gasquet and Witomski 2013 ).
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Tan¬m 1.12 (Ters Fourier Dönüşümü) Fourier dönüşümü bize zamansal bölgeden fre-

kans bölgesine geçme imkan¬tan¬r. Bu durumun tersi F�den elde edilir. Asl¬nda F bize

Fourier dönüşümünün tersini verir. Bununla birlikte f�nin integrallenebilir olmas¬ f̂�nin

integrallenebilir olmas¬n¬gerektirmez. Bu nedenle f üzerinde ek şartlar verilmesi gerek-

mektedir (Gasquet and Witomski 2013).

Teorem 1.16 E¼ger f; f̂ 2 L1(R) ise tüm noktalar için F f̂(t) = f(t)�dir. Burada f

süreklidir (Gasquet and Witomski 2013).

Önerme 1.17 E¼ger f 2 C2(R) ve f; f 0; f 00 2 L1(R) ise f̂ integrallenebilirdir

(Gasquet and Witomski 2013).

Önerme 1.18 f sürekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere f 2 L1(R) ve x 2 R

için

F f̂(t) = f�(x) = f(�x)

dir (Gasquet and Witomski 2013).
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Çizelge 1.1 Fourier Dönüşüm Tablosu

f(t) F (�) = F [f(t)]

e�atu(t) 1
a+i�

e�atu(�t) 1
a�i�

e�ajtj 2a
a2+�2

e�at
2 p

�
a
e��

2=4a

te�atu(t) 1
(a+i�)2

jtj e�ajtj 2(a2��2)
(a2+�2)

2

sin bte�atu(t) b
b2+(a+i�)2

cos bte�atu(t) a+i�
b2+(a+i�)2

cos bt
a2+t2

�
2a

�
e�aj��bj + e�aj�+bj

�
sin bt
a2+t2

�
2ai

�
e�aj��bj � e�aj�+bj

�
cos(at2) (2a)�1=2 cos( �

2

4a
� �

4
)

sin(at2) (2a)�1=2 sin( �
2

4a
+ �

4
)

�(t) 1

�(t� t0) e�i�t0

�0(t) i�

�(n)(t) (i�)n

u(t) ��(�) + 1
i�

u(t� t0) ��(�) + 1
i�
e�i�t0

1 2��(�)

a 2�a�(�)

tn 2�(i)n�(n)(�)

1
t

�i� 2�iu(�) = i�sgn(�)

t�2 �� j�j
1
tn

(�i�)n�1
(n�1)! [�i� 2�iu(�)]
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BÖLÜM 2

KUANTUM MEKAN·I¼G·I VE SCHRÖDINGER DENKLEM·I

Kuantum mekani¼ginin keş�, ¬s¬t¬lan cisimlerin ¬̧s¬mas¬n¬aç¬klamak amac¬yla 1900 y¬l¬nda

önerilen Planck yasas¬ile başlam¬̧st¬r. Geli̧simi Albert Einstein (1879-1955), Niels Bohr

(1885-1962), Arthur H. Compton (1892-1962), Louis de Broglie (1892-1987), Werner

Heisenberg (1901-1976), Max Born (1882-1970), John von Neumann (1902-1957), Paul

Dirac (1902-1984) ve Wolfgang Pauli (1900-1958) gibi bilim insanlar¬n¬n çal¬̧smalar¬n¬

kapsayan 27 y¬ll¬k bir döneme yay¬lm¬̧st¬r. Schrödinger denkleminin (Erwin Schrödinger:

1887-1961) bulunmas¬yla, esas olarak bugün bilinen şeklini alm¬̧st¬r.

Hidrojen ve helyum gibi gazlar¬n, ¬̧s¬n¬m ve so¼gurum spektrumlar¬n¬n karmaş¬k yap¬lar¬,

19. yüzy¬l¬n başlar¬na kadar klasik �zik yasalar¬çerçevesinde birçok bilim adam¬taraf¬n-

dan anlaş¬lamam¬̧st¬r. Ancak, Niels Bohr klasik �zik yasalar¬n¬bir kenara koyup, 1912�de

hidrojen atomumodelini inşa ederek atomun ¬̧s¬n¬m ve so¼gurum spektrumunu aç¬klam¬̧st¬r.

Fakat Niels Bohr, atom �zi¼ginin temel yasalar¬hakk¬nda genel bir �kir verememi̧stir (Pais,

1991). Albert Einstein ise, "Fotoelektrik Etki" kuram¬ile ¬̧s¬k ¬̧s¬nlar¬n¬n foton ad¬verilen

enerji paketlerinden oluştu¼gunu öne sürerek bir ¬̧s¬k demetinin, t¬pk¬küçük bilyeler gibi

birbiri ard¬nca at¬lan parçac¬klar ya da su yüzeyinde yay¬lan dalgalar gibi davranmas¬

gerekti¼gini ifade etmi̧stir. Bu kapsamda elektromanyetik ¬̧s¬n¬m¬n parçac¬k özelliklerine

sahip bir olay oldu¼gunu aç¬klam¬̧st¬r (Karao¼glu 2008). Daha sonra, 1923 y¬l¬nda Amerikal¬

Fizikçi Arthur Holly Compton, "Compton Etkisi" ad¬nda yeni bir özellik keşfetmi̧stir.

Compton; bu yeni keşfetti¼gi özellik sayesinde fotonlar aras¬ndaki etki-leşmede sadece en-

erjinin korunmas¬de¼gil, momentumun da korundu¼gu sonucunu ortaya koymuştur (Dereli

ve Verçin 2000). Bu araşt¬rma sayesinde 1927 Nobel Fizik Ödülü�ne lay¬k görülmüştür.

Ayn¬y¬llar içerisinde (1920-1927) Frans¬z Fizikçi Louis de Broglie, kuramsal aç¬dan her

parçac¬¼g¬n ayn¬zamanda dalga özelli¼gi göstermesi ve bu tür dalgalar¬n dalga boylar¬n¬n,

parçac¬¼g¬n momentumuyla ters orant¬l¬olmas¬gerekti¼gini savunmuştur. Compton ve de

Broglie�nin çal¬̧smalar¬, parçac¬k enerjisi düşük atomlar¬n parçac¬k özelli¼gi, parçac¬k e-
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nerjisi yüksek atomlar¬n ise dalga özelli¼gi gösterdi¼gini ortaya koymuştur (Budak ve Kara-

bulut 2010). 1926 y¬l¬nda Erwin Schrödinger, yeni bir �kirle ortaya ç¬km¬̧s ve maddesel

parçac¬klar¬n hareketini bir dalga denklemiyle ifade etmi̧stir. Bu ifadeye göre, bir elektro-

nun parçac¬ktan çok, dalga olarak kabul edilmesi gerekti¼gini savunmuştur. Bu anlamda

Schrödinger, Niels Bohr�un elektron yörüngelerinin daha anlaml¬olaca¼g¬n¬ileri sürmüştür.

1926 y¬l¬nda Schrödinger denkleminin de içinde yer ald¬¼g¬"Quantization as an Eigen-

value Problem (Bir Özde¼ger Sorunu Olarak Kuantizasyon)" makalesini yay¬mlam¬̧st¬r.

Bu makale ile Schrödinger Denklemi bilim dünyas¬na giri̧s yapm¬̧st¬r (Schrödinger 1926).

Daha sonra Schrödinger, elektronlar¬atomun içerisinde ve d¬̧sar¬s¬nda madde dalgalar¬n¬n

sürekli hareketini öngören bir model tasarlam¬̧st¬r. Kinetik enerjinin, (hareket enerjisi)

klasik ifadesini; potansiyel enerjinin (konum enerjisi) klasik ifadesine ekleyerek Hamilton

i̧slemcisini dalga fonksiyonuna uygulay¬p i̧slemcinin fonksiyona nas¬l dönüştü¼günü göster-

mi̧stir (Schrödinger 1935). Schrödinger�in kuantum kuram¬, aç¬kl¬k kazand¬rmaya çal¬̧st¬¼g¬

atom modeline göre orbital üzerinde yer alan elektronun, atom çekirde¼ginin etraf¬n¬

kuşatan bir enerji dalgas¬na benzetilmi̧stir. Schrödinger, atom çekirde¼gini kuşatan bu en-

erji dalgas¬n¬n dura¼gan bir dalga oluşturmas¬gerekti¼gini savunmuştur. Schrödinger ad¬yla

ayn¬olan denklemde, denklemi sa¼glayan herhangi bir say¬n¬n, o say¬ya denk gelen enerji

seviyesini belirtti¼gini ve her dalga fonksiyonunun, o enerji halindeki sabit bir durumu tem-

sil etti¼gini savunmuştur (Schrödinger 1936). Zaman içerisinde Fizikçiler Schrödinger�in bu

görüşüne "Dalga Mekani¼gi" ad¬n¬vermi̧slerdir. Schrödinger�in dalga mekani¼giyle ortaya

koydu¼gu yeni görüşü, kuantum kuram¬na önemli katk¬lar veren Alman Fizikçi Werner

Heisenberg�in matris mekani¼ginin matematiksel dengi oldu¼gu ileri sürülmüştür. Heisen-

berg�in Belirsizlik ·Ilkesi (Uncertainty Principle) olarak ifade etti¼gi kuram¬na göre, atom

alt¬bir parçac¬¼g¬n momentumu ve konumu ayr¬ayr¬belirlenebilir fakat ikisini birden ayn¬

anda kesin olarak belirlemek mümkün de¼gildir (Heisenberg 1983).

Günümüzde Schrödinger denklemi denilince insanlar¬n akl¬na gelen bir düşünce deneyidir.

Schrödinger, bu düşünce deneyini 1935�te yay¬mlanan "On the Present Situation in Quan-

tum Mechanics (KuantumMekani¼ginin Şu Anki Durumu)" başl¬kl¬"entanglement" (dola-

n¬kl¬k) terimini kulland¬¼g¬makalesinde önermi̧stir (Schrödinger 1935). Entanglement,

iki ya da daha fazla parçac¬¼g¬n ayn¬kuantum durumuyla ifade edildi¼gi durumlarda bu

parçac¬¼ga bir etki oldu¼gunda di¼ger parçac¬klar¬n da an¬nda etkilenmesidir. Schrödinger�in

deneyine göre bir kedi; radyoaktif madde, Geiger sayac¬ ve kapal¬ bir zehir şi̧sesiyle
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birlikte bir kutuya konur. Kapal¬ kutunun içindeki radyoaktif maddenin parçac¬k ya-

yarak bozunma olas¬l¬¼g¬, bir zamanlay¬c¬ yard¬m¬yla tam olarak yar¬ yar¬ya olacak şe-

kilde ayarlanm¬̧st¬r. Düzenek, Geiger sayac¬n¬n bozunmuş bir parçac¬¼g¬ tespit etmesi

durumunda, zehir şi̧sesinin k¬r¬laca¼g¬, zehrin serbest kalaca¼g¬ ve kedinin ölece¼gi şek-

linde tasarlanm¬̧st¬r. Ancak bozunum gerçekleşmezse kedi yaşamaya devam edecektir.

Schrödinger�in kuantum ölçüm kuram¬na göre kutu aç¬lana kadar kedinin ölü ya da

canl¬olma durumu Geiger sayac¬n¬n durumuyla dolan¬k olacakt¬r. Bu yüzden zaman-

lay¬c¬çal¬̧sana, araşt¬rmac¬kutuyu açana, kedi ve sayac¬n kuantum durumu iki olas¬l¬ktan

birine çökene kadar kedi canl¬ve ölü kuantum (superposition-üst üste gelme) durumunda

olacakt¬r. Bu ikilemin dikkat çekti¼gi başka bir nokta da mikroskobik ve makroskobik

ölçekte olanlar aras¬ndaki uyumsuzluktur. Schrödinger 1935�te yay¬mlad¬¼g¬makalesinde

belirtti¼gi gibi atom ölçe¼gindeki belirsizlik insan boyutlar¬ölçe¼ginde dolan¬kl¬kla ili̧skileni-

yordu (Schrödinger 1935). Bu tarz makroskobik durumlar var olmad¬¼g¬için benzer şek-

ilde mikroskobik ölçekteki belirsizlikler varolmamal¬yd¬. Bu ikilemli kedi deneyi, bilim

dünyas¬na "Schrödinger�in Kedisi" tabiriyle girmi̧stir ve kuantum mekani¼ginin anlaş¬l-

mas¬nda büyük rol oynam¬̧st¬r

(Lubkin 1979).

Kuantum Mekani¼gi 20. yüzy¬l¬n teknoloji geli̧smelerine de kaynakl¬k etmi̧stir. Atomik

saatler, dünyan¬n en hassas saatleridir. Bu saatler, elektronlar¬n belirli enerji seviyelerinden

s¬çramalar¬ için gereken radyasyon frekanslar¬n¬ kullan¬rlar. Bunun için de kuantum

teorisini kullanarak zaman¬takip ederler. Kuantum mekani¼gi bilgi güvenli¼gi ve şifreleme

yöntemlerinde de kullan¬l¬r. Şifre kodlamalar¬nda geleneksel kriptogra� (̧sifrebilim) anah-

tarlar kullan¬l¬r ve gönderici bir anahtar kullanarak şifreyi kodlar, al¬c¬ ise bir di¼ger

anahtar¬kullanarak şifreyi çözer. Ancak bu süreçte birilerinin anahtarlar¬yakalamas¬na

ve şifre kodlar¬n¬ele geçirmesine engel olmak çok zordur. Bu sorun, kuantum anahtar

da¼g¬t¬m¬(QKD) olarak bilinen yöntemle potansiyel olarak çözülebilir. QKD�de bilgiler

fotonlarla gönderilir ve bu fotonlar rastgele kutuplanm¬̧slard¬r. Kutuplanma, fotonun

sadece bir düz-lemde titreşmesine neden olur. Örne¼gin "yukar¬aşa¼g¬" veya "sa¼ga sola"

gibi... Al¬c¬kutuplu �ltreler kullanarak şifreyi k¬rabilir ve sonras¬nda da seçili bir algo-

ritma arac¬l¬¼g¬yla bir mesaj¬güvenle şifreleyebilir. Gizli veri halen normal ileti̧sim kanal-

lar¬yla iletilebilir; ancak elinde birebir ayn¬kuantum anahtar¬olmayan hiç kimse bu şifreyi

k¬ramaz. Süper-Güçlü Bilgisayarlar olarak bilinen Kuantum Bilgisayarlar¬da kuantum
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mekani¼ginin teknolojiye büyük katk¬lar¬ndan biridir. Standart bir bilgisayar bilgiyi i-

kili basamaklarla (1 ve 0�larla veya bitlerle) kodlarken, kuantum bilgisayarlar kuantum

bitleri (kubitler) kullanarak i̧slem gücünü katlayarak artt¬r¬rlar. Çünkü kubitler, belli

kuantum durumlar¬n¬n süperpozisyonu ile çal¬̧s¬rlar. Son y¬llarda kuantum mekani¼gi ü-

zerine yap¬lan çal¬̧smalar yeni buluşlara da kaynakl¬k etmi̧stir. Kuantum bilgisayarlar

ve teleskoplar sayesinde dünyan¬n ilk kara delik fotograf¬yay¬mlanm¬̧st¬r. Yine son za-

manlar¬n en önemli icatlar¬ndan biri de kuantum mikrofonudur. Bu mikrofon "fonon"

denilen bireysel ses partikülünü ölçebilecek kadar hassast¬r. Birçok bilim adam¬, ilerleyen

zamanlarda kuantum mikrofonunun, kuantum ayg¬tlar için yeni tip kuantum sensörlerin

ve depolama cihazlar¬n¬n oluşturulmas¬na olanak sa¼glayabilece¼gi görüşündedir.

Geli̧smi̧s mikroskoplar, biyolojik pusulalar, medikal görüntüleme, nükleer görüntüleme,

nanoteknoloji, biyoteknoloji, mikroelektronik ayg¬tlar, nükleer enerji, tomogra� ve lazer

gibi sistemler de kuantum mekani¼ginin kullan¬m alanlar¬na örnek olarak verilebilir.

2.1 SCHRÖDINGER DENKLEM·I

Bu bölümde sunulan bilgi ve şekiller a¼g¬rl¬kl¬olarak (Karao¼glu 2008) ve (Verçin 2000)

kaynaklar¬ndan al¬nm¬̧st¬r.

Klasik mekanikte bir parçac¬¼g¬n hareket durumu, parçac¬¼g¬n zamana göre fonksiyonu ile

belirlenir. Kuantum mekani¼ginde ise parçac¬¼g¬n hareket durumu dalga fonksiyonu ile be-

lirlenir. Her iki durum içinde as¬l sorun, hareketin zamanla nas¬l de¼gi̧sti¼gidir. Dolay¬s¬yla

her iki durumu da ifade eden hareket denklemlerini yazmak oldukça önemlidir. Klasik

�zikte parçac¬¼g¬n durumu Newton�un ikinci kanunu, yani
�!
F = m:�!a ile ifade edilir.

Kuantum mekani¼ginde ise parçac¬¼g¬n durumunu Schrödinger denklemiyle ifade edebili-

riz. Fakat bir parçac¬¼g¬n durumunu ve zamanla nas¬l bir de¼gi̧sim gösterdi¼gini ifade eden

Zamana Ba¼gl¬Shrödinger Denklemini çözmek biraz zor oldu¼gu için, kararl¬dalgalar kul-

lanarak bu denklem Zamandan Ba¼g¬ms¬z Shrödinger Denklemine dönüşür. Bu denklemi

elde edebilmek için kararl¬dalga, kararl¬durumlar gibi baz¬kavramlar¬bilmemiz gerekir.

2.1.1 Kararl¬Dalga

Kuantum mekani¼ginin ilgilendi¼gi en önemli nicelik, bir parçac¬¼g¬n dalga fonksiyonudur.

O halde x ekseni do¼grultusunda hareket eden iki sinüssel dalga göz önüne alal¬m. Kararl¬
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dalga (duran dalga) iki s¬n¬r aras¬nda gelen ve yans¬yan dalgalar¬n üst üste binmesi sonucu

oluştu¼gu için bu dalgalardan biri +x yönünde, di¼geri �x yönünde ilerler.

Bu dalgalar s¬ras¬yla aşa¼g¬daki dalga denklemlerine sahiptirler:

 1(x; t) = B sin(kx� wt); (2.1)

 2(x; t) = B sin(kx+ wt): (2.2)

Bu iki dalga bir do¼gru üzerinde birlikte ilerliyorsa, oluşan bileşke dalga, bu dalgalar¬n

cebirsel toplam¬olur ve bu toplam

 (x; t) =  1(x; t) +  2(x; t) = B [sin(kx� wt) + sin(kx+ wt)]

= B

�
2 sin

(kx� wt) + (kx+ wt)

2
cos

(kx� wt)� (kx+ wt)

2

�
= 2B(sin kx coswt)

eşitli¼gi ile verilir. Bu denklemde, A = 2B olarak al¬n¬rsa,

 (x; t) = A(sin kx coswt) (2.3)

olur. Bu eşitlik, denklemin kararl¬bir dalga denklemi oldu¼gunu gösterir.

2.1.2 Dalga Fonksiyonu ve Özellikleri

Klasik �zi¼ge göre, bir sistemin herhangi bir andaki dinamik durumu, o sistemin konum ve

momentum gibi dinamik de¼gi̧skenlerinin bilinmesiyle belirlenebilir. Çünkü klasik �zi¼ge

göre, bir sistemin, örne¼gin, konum ve momentum gibi dinamik de¼gi̧skenleri ayn¬anda

hiçbir belirsizlik içermeyecek şekilde ölçülebilir. Yani konum ve momentum gibi dinamik

de¼gi̧skenlerin ölçülerek bulunan de¼gerleri, ölçüm düzeneklerinden etkilenmez. Fakat bu

durum kuantum kuram¬nda böyle de¼gildir. Bir kuantum parçac¬¼g¬n¬n konum ve momen-

tumu ayn¬anda ölçüldü¼günde, sonuç daima Heisenberg belirsizlik ilkesi kadar bir belir-

sizlik içerir. Bu nedenle kuantum sisteminin durumu, sisteme ili̧skin dinamik de¼gi̧sken-

lerin ölçülmesiyle tam olarak belirlenemeyebilir. Bu durumu belirleyen nicelik ise dalga

fonksiyonudur. Böyle bir fonksiyon gerçek ya da sanal olabilir ve göz önüne al¬nan kuan-

tum sisteminin dinamik de¼gi̧skenlerine ili̧skin bilgileri içerir.

·Incelemeye çal¬̧st¬¼g¬m¬z herhangi bir tanecik hakk¬ndaki bütün bilgiler,  (x; y; z; t) dalga

fonksiyonu kullan¬larak bulunur. Parçac¬¼g¬n incelenmekte olan özelli¼gi zamanla de¼gi̧smi-

yorsa, zaman bir de¼gi̧sken olmaktan ç¬kar. Böyle kararl¬haller, zamana ba¼gl¬olmayan
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 (x; y; z) dalga fonksiyonu ile karakterize edilir. Dalga fonksiyonu için birçok mate-

matiksel fonksiyon olabilece¼gi için bunlar¬n içinde parçac¬¼g¬n özelli¼gini belirleyebilecek

fonk-siyonlar seçilmelidir. Bundan dolay¬seçilecek fonksiyonun aşa¼g¬daki baz¬ şartlara

uymas¬gerekir. Bu tip dalga fonksiyonlar¬na uyumlu ya da iyi davran¬̧sl¬dalga fonksiy-

onlar¬denir.

1. Fonksiyon ve türevi sürekli olmal¬d¬r. Yani de¼gi̧skenin her de¼geri için fonksiyon

ve türevi belirli de¼gere sahip olmal¬d¬r. Aksi halde de¼gi̧skenin, örne¼gin x�in belirli bir

de¼gerinde sistemin bu noktadaki özelli¼gi belirsiz olur.

2. De¼gi̧skenin herhangi bir de¼gerine kaŗs¬l¬k fonksiyonun tek bir de¼geri olmal¬d¬r. Aksi

halde parçac¬¼g¬n ayn¬anda birden fazla yerde bulunabilmesi gibi istenmeyen sonuca vara-

biliriz.

3. Dalga fonksiyonu sonlu olmal¬d¬r.

4. Fonksiyon normalize edilebilir olmal¬d¬r.

Sistemdeki bütün parçac¬klar¬n yerleşim koordinatlar¬ve zaman, sistemin durumunu tam

olarak eş zamanl¬tan¬mlar. Bu tan¬m spin gibi iç koordinatlar¬ içermelidir. Kuantum

mekani¼ginde sistemin durumunu eş zamanl¬tan¬mlaman¬n başka bir yolu ise kuantum

say¬lar¬olarak isimlendirilen etiket setlerini tan¬mlamakt¬r. Ölçülebilir niceliklerin de¼ger-

leri bu say¬lardan hesaplanabilir; böylece bu say¬lar¬n n; l;m; ::: gibi belirlenmesi sistemi

eş zamanl¬olarak tan¬mlar. Bu sayede dalga fonksiyonu, koordinat ve zaman¬n uzun bir

matematiksel fonksiyonu ile belirlenebilir.

2.2 TEK BOYUTTA ZAMANA BA¼GLI SCHRÖDINGER DENKLEM·I

m kütleli bir parçac¬¼g¬n �!x yer de¼gi̧stirmesi ona etkiyen F kuvveti,
X

F = md2x
dt2
formülü

ile tan¬mlan¬r. Ayn¬̧sekilde v h¬z¬ile x yönünde yay¬lan bir dalgan¬n klasik dalga denklemi

ise

@2y

@x2
=
1

v2
@2y

@t2

ile verilir. Buna kaŗs¬l¬k olarak kuantum �zi¼ginde momentumu p, enerjisi E olan bir

parçac¬k dikkate alal¬m. Bu parçac¬¼g¬n tek boyutlu dalga fonksiyonu,

 (x; t) = Aei(kx�wt)
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ifadesinde k = p=~ ve w = E=~ al¬nd¬¼g¬nda

 (x; t) = Aei(
�!p:�!x =~�Et=~) (2.4)

şeklinde yazabilir. Burada ~ Plank sabiti, w frekans, k ise dalga say¬s¬d¬r. Parçac¬¼g¬n

toplam enerjisi

ET = Ek + Ep =
1

2
mv2x + V (x) =

p2x
2m

+ V (x) (2.5)

olur. Bu denklemin her iki taraf¬n¬ dalga fonksiyonu ile sa¼gdan çarparsak,

Ex =
p2x 

2m
+ V (x) (2.6)

olur. Şimdi bu denklemdeki Ex ve p2x de¼gerlerini bulal¬m.

Burada  dalga fonksiyonu için klasik dalga denkleminde oldu¼gu gibi bir diferansiyel

denklem elde etmeyi ve bu denklemi belirli durumlar için çözmeyi amaçl¬yoruz. O halde

 (x; t) = Aei(
�!p:�!x =~�Et=~)

ifadesinden  �nin x�e göre ikinci türevi

@2 

@x2
=

@2

@x2

�
Ae

i( px:x~ �Ex:t
~ )
�
= i2

p2x
~2
Ae

i( px:x~ �Ex:t
~ )

= �p
2
x

~2
 p2x = �~2

@2 

@x2
(2.7)

olur.  �nin zamana göre türevi ise,

@ 

@t
=

@

@t

h
Aei(

px
~ �

Et
~ )
i
= i

E

~

h
Aei(

px
~ �

Et
~ )
i
= �iE

~
 = i~

@ 

@t
= E (2.8)

olur. (2.7) ve (2.8) denklemlerini (2.6) denkleminde yerlerine yazarsak,

i~
@ 

@t
=

1

2m

�
�~2@

2 

@x2

�
+ V  

=
�~2
2m

@2 

@x2
+ V  (2.9)

olur. Bu denklem tek boyutta zamana ba¼gl¬Schrödinger denklemidir. Ayn¬zamanda bu

denklem, II. mertebeden k¬smi türevli bir diferansiyel denklemdir. Üç boyutta,

i~
@ 

@t
=
�~2
2m

�
@2 

@x2
+
@2 

@y2
+
@2 

@z2

�
+ V  (2.10)

şeklinde yazabiliriz. Burada V , hem x, y, z hem de t�nin bir fonksiyonu olabilir.
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2.3 TEK BOYUTTA ZAMANDAN BA¼GIMSIZ

SCHRÖD·INGER DENKLEM·I

Serbest bir parçac¬¼g¬n tek boyutlu  dalga fonksiyonunu,

 (x; t)

= Aei(
px
~ �

Et
~ ) = Ae(i=~)(px)e(�i=~)(Et)

= Ae(
ip
~ )xe(�

iE
~ )t =  (x) e(�

iE
~ )t

şeklinde yazabiliriz. Bu denklemin zamana göre türevini al¬n¬r ve zamana ba¼gl¬Schrödinger

denklemi (2.9)�da yerine yaz¬l¬rsa,

@ 

@t
=  (x; t)

�
�iE
~

�
e(

�iE
~ )t

ve

i~
�
� (x; t) iE

~
e(

�iE
~ )t
�
= � ~

2

2m
e(�

i
~E)t@

2 (x)

@x2
+ V  (x) e(�

iE
~ )t;

E (x) e(�
iE
~ )t = e(�

iE
~ )t
�
�~2
2m

@2 (x)

@x2
+ V  (x)

�
;

E =
�~2
2m

@2 

@x2
+ V  ;

düzenlemeleri yap¬l¬rsa, tek boyutta zamandan ba¼g¬ms¬z

@2 

@x2
+
2m

~2
(E � V ) = 0 (2.11)

Schrödinger denklemi elde edilir. Kararl¬dalga fonksi-yonunun sadece uzaysal k¬sm¬al¬-

narak da bu denklem elde edilebilir.  �nin uzay k¬sm¬

 (x) = A sin kx

şeklindedir. x�e göre iki kez türev al¬n¬rsa

@ 

@x
= Ak cos kx;

@2 

@x2
= �k2A sin kx = �k2 

elde edilir. Kinetik enerji denklemini

Ek =
p2x
2m

=
~2k2

2m
(2.12)

yazar ve yukar¬daki denklemde k2 = 2mE
~2 yerine konursa

@2 

@x2
+
2m

~2
(E � V ) = 0

zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger denklemi elde edilir.
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2.4 SCHRÖD·INGER DENKLEM·IN·IN ÇÖZÜMLER·I

Schrödinger denkleminin çözümlerinin incelendi¼gi kuantum sistemleri, genel olarak za-

mana ba¼gl¬ve zamandan ba¼g¬ms¬z kuantum sistemleri diye iki ayr¬grupta toplan¬r. Za-

mana ba¼gl¬olmayan kuantum sistemi, hiçbir kuvvetin etkisi alt¬nda kalmadan hareket

edebilen parçac¬klar¬n oluşturdu¼gu bir sistem demektir. Bir sisteme etki eden kuvvet

potansiyel gradienti ile ölçüldü¼gü için, sistem üzerine etki eden bir kuvvet yoksa potan-

siyel gradient de yoktur. Buna göre, zamana ba¼gl¬olmayan bir sistem, potansiyel gradi-

entinin s¬f¬r oldu¼gu bir uzayda hareket eden parçac¬klar¬n oluşturdu¼gu sistemdir ve böyle

bir uzayda hareket eden parçac¬klar serbest parçac¬klard¬r.

Böyle bir serbest parçac¬¼g¬niteleyen zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger denkleminin tek

boyutlu x uzay¬ndaki biçimi

@2 

@x2
+
2m

~2
(E � V ) = 0

idi. Bu denklem zaman¬içermedi¼gi için, sistemin kararl¬durumunu belirler. Bu denklemin

çözümü toplam enerji E ile potansiyel enerji V aras¬ndaki ili̧skiye ba¼gl¬olarak ortaya ç¬kar.

Öte yandan, sistem kararl¬durumda oldu¼gu için  (x) dalga fonksiyonlar¬sistemin kabul

edilebilir fonksiyonlar¬olmal¬d¬r. Yani denklemi sa¼glayan  (x) fonksiyonlar¬ile türevleri;

sürekli, sonlu ve tek de¼gerli olmal¬d¬r. (2.11) denkleminin çözümleri sistemin hareketinin

yönünü belirlemez. Sistemin hareketinin yönünü belirlemek için olas¬l¬k ak¬m yo¼gunlu¼gu

kullan¬l¬r. Olas¬l¬k ak¬m yo¼gunlu¼gu ba¼g¬nt¬s¬ise,

j(x) = � ~
2mi

�
 (x)�

@ (x)

@x
� @ (x)�

@x
 (x)

�
(2.13)

formulü ile verilir.

Zamana ba¼gl¬olmayan sistemin tersi zamana ba¼gl¬sistemdir. Örne¼gin, x ekseni boyunca

hareket eden bir parçac¬¼g¬ele alal¬m. Bu parçac¬¼g¬n hareketi, potansiyel enerjiyi uygun bir

biçimde seçerek x uzay¬n¬n belli bir bölgesinde s¬n¬rland¬r¬labilir. Bu durumdaki parçac¬k

tümüyle serbest de¼gildir. Bu tür parçac¬klardan oluşan sisteme zamana ba¼gl¬kuantum

sistemi denir. Bu sistemlere ili̧skin Schrödinger denkleminin çözümü, baz¬özel koşullara

ba¼gl¬olarak çözülür.

23



2.4.1 Zamandan Ba¼g¬ms¬z Sistemlerde Schrödinger

Denkleminin Çözümü

Tek boyutlu x uzay¬nda hiçbir kuvvetin etkisinde kalmadan hareket edenm kütleli parçac¬-

¼g¬ ele alal¬m. Bu parçac¬k, x ekseni boyunca �1 ile +1 aras¬nda serbestçe hareket

ediyor olsun. Bu parçac¬¼g¬niteleyen Schrödinger Denklemi (2.11) ba¼g¬nt¬s¬d¬r ve genelde

V potansiyel enerjisini 0 seçmek çözümü de¼gi̧stirmeyece¼gi için (2.11) ba¼g¬nt¬s¬n¬

@2

@x2
 (x) = �k2 (x) (2.14)

biçiminde yazabiliriz. Burada k = (2mE~2 )
1=2 dir. (2.13) denklemini sa¼glayan  (x) fonksi-

yonu, A ve B birer say¬olmak üzere

 (x) = Aeikx +Be�ikx (2.15)

biçiminde bir fonksiyondur.  (x) fonksiyonunun tam olarak belirlenmesi A ve B kat-

say¬lar¬n¬n belirlenmesine ba¼gl¬d¬r. Parçac¬¼g¬n toplam enerjisi (2.12) ba¼g¬nt¬s¬ndan dolay¬

E � 0 koşulunu sa¼glar. Bu koşula göre, E�nin alaca¼g¬de¼gerde hiçbir k¬s¬tlama yoktur.

E, 0 ile 1 aras¬nda sürekli de¼ger al¬r. Ayr¬ca durum fonksiyonunun zamana ba¼gl¬l¬¼g¬,

 (x; t) =  (x) e�iEt=~ (2.16)

ile verilmektedir. Burada E = ~! seçilir ve  (x) için de (2.15) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬l¬rsa,

 (x; t) = Aei(kx�!t) +Be�i(kx+!t) (2.17)

yaz¬l¬r. Şimdi bu fonksiyonun �ziksel özelliklerini inceleyelim.

i) B=0 olsun. Bu durumda

 (x; t) = Aei(kx�!t) (2.18)

olacakt¬r. Parçac¬¼g¬n t an¬nda ve x konumundaki olas¬l¬k yo¼gunlu¼gu,

P (x; t) =  (x; t)�  (x; t)

= A�e�i(kx�!t)Ae�i(kx�!t)

= A�A = jAj2 (2.19)

dir. Öte yandan (2.13) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larak bulunan olas¬l¬k ak¬m yo¼gunlu¼gu,

j(x; t) = (~k=m) jAj2 (2.20)
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dir. Yani hem olas¬l¬k yo¼gunlu¼gu hem de olas¬l¬k ak¬s¬konumdan ba¼g¬ms¬zd¬r. Parçac¬¼g¬n

toplam enerjisi kinetik enerji türünde oldu¼gundan (2.12) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larak parçac¬¼g¬n

momentumu için

Px = ~k = mv (2.21)

eşitli¼gi bulunur. O halde, x ekseni boyunca serbestçe hareket eden parçac¬¼g¬n h¬z¬

v = ~k=m (2.22)

dir. Bu eşitlik (2.20) ba¼g¬nt¬s¬nda yerine yaz¬l¬rsa

j(x) = v jAj2 (2.23)

bulunur. Yani, olas¬l¬k ak¬s¬parçac¬¼g¬n h¬z¬yönündedir. Bu sonuç parçac¬¼g¬n hareket

yönünü belirler. (2.18) dalga fonksiyonu bir düzlemsel dalga denklemini belirledi¼gi için

aç¬sal frekans¬,

! = E=~ = k2~=2m (2.24)

olmal¬d¬r. Buradan evre ve grup h¬zlar¬için s¬ras¬yla

ve = !=k = ~k=2m = v=2 (2.25)

ve

vg = d!=dk = ~k=m = v (2.26)

de¼gerleri bulunur. O halde, B=0 durumunda, düzlemsel dalga +x yönünde ilerleyen bir

titreşimdir. (2.19) ba¼g¬nt¬s¬yla elde edilen sonuca göre, olas¬l¬k yo¼gunlu¼gu hem konumdan

hem de zamandan ba¼g¬ms¬zd¬r. Dolay¬s¬yla parçac¬¼g¬n konumu tam olarak belirlenemez.

Fakat (2.20) ba¼g¬nt¬s¬na göre momentum tam olarak belirlenebilir. Bu bizi Heisenberg

belirsizlik ilkesine götürür.

4Px = 0 oldu¼gu için 4x = 1 dur. Demek ki (2.18) dalga fonksiyonu momentumu tam

olarak bilinen ve sonsuz uzunluktaki bir demet içinde +x yönünde herhangi bir yere giden

bir parçac¬¼g¬n hareketini belirler.

ii) A=0 olsun. Bu durumda  (x; t) fonksiyonu,

 (x; t) = Be�i(kx+!t) (2.27)
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halini al¬r. Bu dalga fonksiyonu düzlemsel bir dalgay¬temsil eder. Olas¬l¬k yo¼gunlu¼gunu

ve olas¬l¬k ak¬s¬n¬hesaplarsak

P (x; t) =  (x; t)�  (x; t)

= B�e�i(kx+!t)Be�i(kx+!t)

= B�B = jBj2 (2.28)

ve

j(x) = �v jBj2 (2.29)

elde edilir. Yani, olas¬l¬k ak¬s¬�v yönündedir ve �x yönünde hareket etmektedir. Bu

durumda, olas¬l¬k yo¼gunlu¼gu konum ve zamandan ba¼g¬ms¬z oldu¼gu için parçac¬¼g¬n ko-

numu tam olarak belirlenemez. Yine (2.21) ba¼g¬nt¬s¬na göre momentum tam olarak

belirlenebilir. 4Px = 0 oldu¼gu için 4x = 1 dur. Demek ki (2.27) dalga fonksiyonu

momentumu tam olarak bilinen ve sonsuz uzunluktaki bir demet içinde �x yönünde her-

hangi bir yere giden bir parçac¬¼g¬n hareketini belirler.

iii) A=B olsun. Bu durumda dalga fonksiyonu,

 (x; t) = A(ei(kx�!t) + e�i(kx+!t))

= Ce�i!t cos kx (2.30)

olacakt¬r. Burada C = 2A �d¬r. Farkl¬yönlerde ilerleyen iki düzlem dalgan¬n toplam¬

bir duran dalgay¬temsil etmektedir. Buna göre x ekseni boyunca de¼gi̧smez kalan dü¼güm

noktalar¬, cos kx �i s¬f¬r yapan x de¼gerleridir. Yani

xn =

�
n+ 1

2

���
k

�
; (n = 0;�1;�2; :::) (2.31)

d¬r. Bu durumda olas¬l¬k yo¼gunlu¼gu,

P (x; t) =  (x; t)�  (x; t)

= C� cos kxC cos kx

= jCj2 cos2 kx (2.32)

d¬r.

26



A=B oldu¼gu için +x yönünde ilerleyen bir düzlem dalgada olas¬l¬k ak¬s¬+v jAj2 ve �x

yönünde ilerleyen bir düzlem dalgada da�v jAj2 dir. O halde, herhangi bir x konumundan

geçen bir parçac¬¼g¬n birim zamandaki toplam olas¬l¬k ak¬s¬s¬f¬rd¬r. Yani bu fonksiyon x

ekseni boyunca hareket eden ve momentumu Px = k~ olan ancak yönü belirlenemeyen

bir serbest parçac¬¼ga kaŗs¬l¬k gelir.

iv) A=-B olsun. O halde durum fonksiyonu,

 (x; t) = Aei(kx�!t) � Ae�i(kx+!t))

= 2iAe�i!t sin kx (2.33)

dir. Burada D=2iA al¬n¬rsa

 (x; t) = De�i!t sin kx (2.34)

gibi başka bir duran dalga elde edilir. Herhangi bir x konumundaki olas¬l¬k yo¼gunlu¼gu,

P (x; t) =  (x; t)�  (x; t)

= D�e�i!t sin kxDe�i!t sin kx;

= jDj2 sin2 kx (2.35)

dir ve xn = n(�
k
); (n = 0;�1;�2; :::) noktalar¬nda s¬f¬rd¬r. Bu durumda olas¬l¬k ak¬m

yo¼gunlu¼gu yine s¬f¬rd¬r. Yani (2.33) ile verilen duran dalga, x ekseni boyunca hareket

eden ve momentumunun büyüklü¼gü bilinen ancak hareket yönü belirlenemeyen bir serbest

parçac¬¼g¬temsil etmektedir.

2.4.1.1 Basamak Potansiyeline Do¼gru Gelen Bir Parçac¬k

Yüksekli¼gi sonlu büyüklükte olan potansiyel basama¼g¬ndaki parçac¬¼g¬n hareketini ele

alal¬m. Potansiyel basama¼g¬n¬n yüksekli¼gi V ve bu basama¼ga do¼gru gelen m kütleli

parçac¬¼g¬n enerjisi E olsun. Klasik kurama göre, bu parçac¬k basama¼ga do¼gru E < V

olacak şekilde gelirse, x = 0 daki engelden geri döner. Yani, parçac¬k x > 0 bölgesine

geçemez. E¼ger parçac¬k x > 0 bölgesine geçerse, E = Ek + V biçimindeki toplam e-

nerji V �den küçük olur. Bu durum parçac¬¼g¬n kinetik enerjisinin negatif bir de¼ger almas¬,

yani çizgisel momentumun sanal olmas¬demektir. Fakat parçac¬¼g¬n çizgisel momentu-

mun sanal olmas¬klasik �zikte anlams¬zd¬r. Bu durumu kuantum parçac¬¼g¬n¬ele alarak

aç¬klamaya çal¬̧sabiliriz.
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Şekil 2.1 V yüksekli¼gindeki basamak potansiyeline do¼gru gelen parçac¬k

Potansiyel basama¼g¬, zamandan ba¼g¬ms¬z oldu¼gu için parçac¬¼g¬n hareketi (2.16) durum

fonksiyonu ile belirlenir. O halde, (2.16) denkleminin çözümü aran¬rken Şekil 2.1 deki

veriler kullan¬larak,

U(x) =

8<: 0 x < 0

V x > 0

9=; (2.36)

s¬n¬r koşullar¬ gözönüne al¬nmal¬d¬r. Ayr¬ca, parçac¬¼g¬n toplam enerjisi s¬f¬rdan küçük

olamayaca¼g¬için, ya E < V ya da E > V koşullar¬nda çözüm aranmal¬d¬r.

i) E<V Durumu

Bu durumda kuantum parçac¬¼g¬, (Şekil 2.1a)�da görüldü¼gü gibi, potansiyel basama¼g¬na

sol taraftan yaklaş¬yor demektir. Buna göre (2.14) denklemi,

d2

dx2
 (x) = �k21 (x) (2.37)

biçiminde yaz¬l¬r. Burada k1 =
p
2mE
~ olarak al¬nm¬̧st¬r. Bu durum (2.36) deki x < 0

koşuluna uygundur. Öte yandan, x > 0 bölgesi için geçerli olan Schrödinger denklemi,

d2

dx2
 (x) = k22 (x) (2.38)

dir. Burada k2 =
p
2m(V�E)
~ olarak al¬nm¬̧st¬r. (2.37) denklemi, serbest bir parçac¬k için

(2.14) denklemi ile ayn¬biçimdedir. Bu nedenle x < 0 bölgesinde denklemi sa¼glayan genel

çözüm,

 (x) = Aeik1x +Be�ik1x (2.39)

şeklindedir.
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x > 0 bölgesinde E < V oldu¼gu için, (2.38) denklemini sa¼glayan çözüm,

 (x) = Cek2x +De�k2x (2.40)

biçimindedir. Fakat Schrödinger denkleminin sa¼glanmas¬ için x�in her de¼gerinde sonlu

de¼ger almas¬gerekir. x sonsuza giderken ek2x de sonsuza gitti¼ginden C = 0 al¬nmal¬d¬r.

O halde, x > 0 bölgesindeki dalga fonksiyonu

 (x) = De�k2x (2.41)

olur. Fakat (2.39) ve (2.41) dalga fonksiyonlar¬n¬n tam olarak belirlenebilmesi için A, B,

D katsay¬lar¬bulunmal¬d¬r. Şekil 2.1 e göre, x = 0 da hem bu iki dalga denklemi hem de

türevleri sürekli olmal¬d¬r. Bu nedenle aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glamal¬d¬r:

(Aeik1x +Be�ik1x) = De�k2x;

(iAk1e
ik1x � iBk1e

�ik1x) = �k2De�k2x: (2.42)

Bu iki koşuldan A + B = D ve A � B = i(k2=k1)D ba¼g¬nt¬lar¬ elde edilir. Bu iki

ba¼g¬nt¬dan bilinmeyen üç katsay¬dan ancak ikisi üçüncüsü cinsinden belirlenebilir. Bu iki

ba¼g¬nt¬taraf tarafa toplan¬rsa A, ç¬kar¬l¬rsa B katsay¬s¬elde edilir:

A = (D=2) [1 + i(k2=k1)] = (D=2) [1 + i�] ;

B = (D=2) [1� i(k2=k1)] = (D=2) [1� i�] : (2.43)

Burada � = k2=k1 olarak al¬nm¬̧st¬r.

Buna göre, aranan dalga fonksiyonu aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

U(x) =

8<: (D=2)(1 + i�)eik1x + (D=2)(1� i�)e�ik1x x < 0

De�k2x x > 0

9=; : (2.44)

Bu dalga fonksiyonu için olas¬l¬k ak¬ba¼g¬nt¬s¬kullanarak parçac¬¼g¬n hareket yönü belir-

lenebilir. Örne¼gin, x < 0 bölgesine uyan dalga fonksiyonunun ilk terimi (2.13) ba¼g¬n-

t¬s¬nda kullan¬l¬rsa,

jg =
~k1
4m

jDj2
�
1 + �2

�
(2.45)

olas¬l¬k ak¬s¬elde edilir. Burada, ~k1
m
h¬z¬temsil eder. Dalga fonksiyonunun bu kesimi

+x yönünde ilerleyen ve dalga say¬s¬ k1 olan bir dalgay¬belirlemektedir. Yani, dalga
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fonksiyonunun bu kesimi parçac¬¼g¬n basamak potansiyeline do¼gru hareket etti¼gini gösterir.

Dalga fonksiyonunun ikinci terimine kaŗs¬l¬k gelen olas¬l¬k ak¬s¬ise

jy = �
~k1
4m

jDj2
�
1 + �2

�
(2.46)

dir. Elde edilen olas¬l¬k ak¬s¬ilk teriminki ile ayn¬büyüklüktedir ancak ters i̧saretlidir.

Bu durum dalga fonksiyonunun �x yönünde ilerleyen ve dalga say¬s¬k1 olan bir dalgay¬

temsil etti¼gini gösterir. Ayn¬zamanda x = 0 noktas¬nda V potansiyel basama¼g¬na gelerek

oradan geri dönen parçac¬¼g¬da belirler. Yani E < V ve x < 0 bölgesinde potansiyel

basama¼g¬na do¼gru gelen parçac¬klar basamaktan geri dönerler.

Tan¬m olarak yans¬yan dalgan¬n şiddetinin (olas¬l¬k ak¬s¬n¬n) gelen dalgan¬n şiddetine

oran¬na yans¬ma katsay¬s¬denir. Bu tan¬ma göre (2.45) ve (2.46) eşitliklerinden yans¬ma

katsay¬s¬

Y =

����jyjg
���� = 1 (2.47)

olarak bulunur. Bu eşitlik gelen dalgan¬n aynen yans¬d¬¼g¬n¬yani enerjisi V den küçük olan

bir parçac¬¼g¬n x > 0 bölgesine geçemedi¼gini gösterir. Bölge parçac¬k için yasak bölgedir.

Di¼ger taraftan (2.44) ba¼g¬nt¬s¬nda,

e�k1x = cos k1x� sin k1x

özdeşli¼gi kullan¬l¬rsa, dalga fonksiyonu için

 (x) =

8<: D(cos k1x� � sin k1x) x < 0

De�k2x x > 0

9=; (2.48)

ba¼g¬nt¬s¬elde edilir. Böylece x < 0 bölgesinde, gelen ve yans¬yan dalga bir duran dalga

oluşturur. Bu duran dalgan¬n olas¬l¬k yo¼gunlu¼gu, (2.48) ba¼g¬nt¬s¬n¬n birinci k¬sm¬nda,

Pdu = jDj2 (cos k1x� � sin k1x)
2 (2.49)

olarak bulunur. Ancak x > 0 bölgesinde olas¬l¬k yo¼gunlu¼gu, (2.48) ba¼g¬nt¬s¬n¬n ikinci

k¬sm¬ndan

Pgec = jDj2 e�2k2x (2.50)

olacakt¬r. Yani, gelen dalgan¬n x > 0 bölgesine geçmesinin sonlu bir olas¬l¬¼g¬vard¬r. Bu

duruma Schrödinger dalgas¬n¬n yasaklanm¬̧s bölgeye s¬zma olay¬denir.
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(2.48) ba¼g¬nt¬s¬ndan görüldü¼gü üzere, klasik olarak yasaklanm¬̧s bölgeye s¬zan dalga k2

niceli¼gi taraf¬ndan kontrol edilir. E¼ger, potansiyel basama¼g¬n¬n yüksekli¼gi yani V sonsuza

yaklaş¬rsa, k2 de sonsuza yaklaş¬r. Bu durum, yasaklanm¬̧s bölgeye s¬zan dalga fonksi-

yonunun h¬zl¬ bir biçimde s¬f¬ra yaklaşt¬¼g¬n¬ gösterir. Klasik kurama göre, parçac¬¼g¬n

x > 0 bölgesindeki toplam enerjisi, E = P 2x
2m
+ V eşitli¼gi ile verilir. Bu ba¼g¬nt¬dan

parçac¬¼g¬n kinetik enerjisi negatif bir de¼ger al¬r. Bu durum parçac¬¼g¬n momentumunun

sanal oldu¼gunu gösterir ki parçac¬k x > 0 bölgesinde bulunamaz. Bu nedenle dalgan¬n

bu bölgeye s¬zmas¬olay¬kuantum kuram¬n¬n önemli bir sonucudur.

Bir kuantum parçac¬¼g¬n¬n, yasaklanm¬̧s x > 0 bölgesinde sonlu bir olas¬l¬kla bulunmas¬

demek, bu parçac¬¼g¬n x > 0 bölgesinde �x gibi bir aral¬¼ga yerleşmesi demektir. Bu

aral¬k, kuantum parçac¬¼g¬n¬n x > 0 bölgesindeki konumunun ölçümünde yap¬lan belirsizlik

kadard¬r. Bu uzakl¬¼g¬(2.50) ile verilen olas¬l¬k yo¼gunlu¼gunun, ilk de¼gerinin (1e) kesimine

düşmesi için gerekli olan uzakl¬k olarak tan¬mlayal¬m. O halde s¬zma uzakl¬¼g¬denilen bu

aral¬k (2.50) ba¼g¬nt¬s¬ndan,

�x = (1=2k2) =
~

2
p
2m(V � E)

(2.51)

olarak bulunur. O halde Heisenberg belirsizlik ilkesine göre�Px = ~=2�x =
p
2m(V � E)

bulunur. V de¼gi̧smez bir say¬oldu¼gu için toplam enerjideki belirsizlik,�E = (�Px)2=2m =

(V �E) olur. Bu ba¼g¬nt¬ya göre, toplam enerjinin potansiyel enerjiden kesin olarak küçük

oldu¼gu söylenemez. O halde x = 0 bölgesinde yüksekli¼gi V olan engele do¼gru gelen dalga

x > 0 bölgesine geçebilir. O halde olaya dalga gözüyle bak¬l¬rsa, klasik kurama ters düşen

bir durum gözlenmez.

Şimdi de x = 0 bölgesindeki engele gelen parçac¬¼g¬n x > 0 bölgesine s¬zmas¬ olay¬n¬

parçac¬k gözüyle ele alal¬m. ·Ilk olarak V > E oldu¼gu için, x = 0 bölgesindeki engele

gelen parçac¬¼g¬n x > 0 bölgesine s¬zmas¬ve o bölgede �x kadar yol almas¬ için enerji

kazanmas¬gerekir. Parçac¬k kazand¬¼g¬bu enerjinin V � E k¬sm¬n¬potansiyel engelini

aşmakta kullanacak ve geri kalan k¬sm¬ile de �x kadar yol alacakt¬r. Demek ki, parçac¬k

x = 0 konumuna geldi¼ginde birdenbire

(V � E) + Ek (2.52)

gibi bir enerji kazanacakt¬r ki bu durum enerjinin korunumu yasas¬na ters düşer.
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ii) E>V Durumu

Şekil 2.1b de görüldü¼gü üzere, parçac¬k sol taraftan, x = 0 noktas¬nda yüksekli¼gi V olan

basama¼ga do¼gru geliyor olsun. Bu durumda Schrödinger denklemi,

@2

@x2
 (x) = �k21 (x) ; x < 0 (2.53)

ve

@2

@x2
 (x) = �k22 (x) ; x > 0 (2.54)

biçimindedir. Bu iki denklem (2.37) ile verilen denkleme özdeştir. O halde, bu denklemleri

sa¼glayan dalga fonksiyonu

U(x) =

8<: Aeik1x +Be�ik1x x < 0

Ceik2x +De�ik2x x > 0

9=; (2.55)

şeklinde olmal¬d¬r. Burada x < 0 bölgesi için verilen dalga fonksiyonu genel bir çözümdür.

Çünkü, x < 0 bölgesinde x = 0 noktas¬ndaki basama¼ga do¼gru ilerleyen bir dalga basamak-

tan geri yans¬yabilir. Ancak, bu durum x > 0 bölgesinde +x yönünde ilerleyen bir dalga

için geçerli de¼gildir. Yani, x > 0 bölgesinde yüksekli¼gi heryerde V olan bir basamak ü-

zerinde ilerleyen dalgan¬n geri yans¬mas¬mümkün de¼gildir. Bu nedenle, (2.55) eşitli¼ginde

x > 0 bölgesi için önerilen dalga fonksiyonunda ikinci terimin olmamas¬, bunun için de

D nin s¬f¬r olmas¬gerekir. Böylece E > V durumunda Schrödinger denklemini sa¼glayan

dalga fonksiyonu,

U(x) =

8<: Aeik1x +Be�ik1x x < 0

Ceik2x x > 0

9=; (2.56)

olacakt¬r. Şimdi A;B;C katsay¬lar¬n¬belirleyelim. (1.39) koşullar¬ndan A + B = C ve

A�B = �C denklemleri elde edilir. Burada � = k1
k2
olarak al¬n¬rsa

A =
C

2
(1 + �);

B =
C

2
(1� �) (2.57)

olur. O halde, aranan dalga fonksiyonu, yaln¬zca C katsay¬s¬ cinsinden aşa¼g¬daki gibi

ifade edilir:

 (x) =

8<: C
2
(1 + �)eik1x + C

2
(1� �)e�ik1x x < 0

Ceik2x x > 0

9=; : (2.58)
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x < 0 bölgesi için bulunan dalga fonksiyonunun birinci terimi, bu bölgede potansiyel

basama¼g¬na do¼gru gelen dalgay¬ve ikinci terimi de potansiyel engelinden geri yans¬yan

dalgay¬ifade etmektedir. O zaman bu terimlerin olas¬l¬k ak¬lar¬

jg =
~k1
4m

jCj2
�
1 + �2

�
(2.59)

ve

jg = �
~k1
4m

jCj2
�
1� �2

�
(2.60)

de¼gerlerini al¬rlar. O halde (2.47) ile tan¬mlanan yans¬ma katsay¬s¬

Y =

����jyjg
���� = (1� �2)

(1 + �2)
(2.61)

de¼gerini al¬r. Di¼ger yandan x < 0 bölgesine geçen dalga için olas¬l¬k ak¬s¬

jgec =
~k2
m
jCj2 (2.62)

olarak hesaplan¬r. Tan¬m olarak, x > 0 bölgesine geçen dalgan¬n şiddetinin (olas¬l¬k

ak¬s¬n¬n) gelen dalgan¬n şiddetine oran¬na geçme katsay¬s¬denir. Bu tan¬ma göre x > 0

bölgesi için geçme katsay¬s¬

G =

����jgecjg
���� = 4�

(1 + �2)
(2.63)

bulunur. (2.61) ve (2.63) eşitliklerinden Y 6= 0 ve G 6= 1 dir. Fakat klasik kurama göre

Y = 0 ve G = 1 olmal¬d¬r. O zaman bu durum bize x = 0 noktas¬na gelen dalgan¬n

tümüyle x > 0 bölgesine geçemedi¼gini gösterir. Di¼ger yandan, Y ve G katsay¬lar¬n¬n

toplam¬n¬n

Y +G =
(1� �2)

(1 + �2)
+

4�

(1 + �2)
(2.64)

oldu¼gu görülür. Yani, gelen dalgan¬n olas¬l¬k ak¬s¬x = 0 noktas¬nda yans¬yan ak¬ve geçen

ak¬diye ikiye bölünür. Bu durum kuantum parçac¬klar¬n¬n dalga özelli¼gi göstermelerinden

kaynaklan¬r.

Öte yandan, � niceli¼gindeki k1 ve k2 de¼gerleri kullan¬l¬rsa � = [1� (V=E)]
1
2 olarak bu-

lunur. Bu de¼geri yans¬ma ve geçme katsay¬lar¬nda yerine yazarsak,

Y =

h
1� (1� (V

E
))

1
2 )
i2

h
1 + (1� (V

E
))

1
2 )
i2
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ve

G =
4(1� (V

E
))

1
2h

1 + (1� (V
E
))

1
2 )
i2

elde edilir. Buna göre, yans¬ma ve geçme katsay¬lar¬, (E=V )�nin fonksiyonu olarak çizilirse

Şekil 2.2 elde edilir.

Şekil 2.2 Y Yans¬ma ve G geçme katsay¬lar¬n¬n E/V nin fonksiyonu olarak de¼gi̧simi

Şekil 2.2 de görüldü¼gü üzere, E > V durumunda x < 0 bölgesinde +x yönünde hareket

eden bir kuantum parçac¬¼g¬n¬n hareketini belirleyen dalga, x = 0 noktas¬na geldi¼ginde

k¬smen yans¬r, k¬smen de x > 0 bölgesine geçer. Buna ba¼gl¬olarak, x < 0 bölgesindeki

gelen dalgaya kaŗs¬gelen olas¬l¬k ak¬s¬, x = 0 noktas¬ndan geri yans¬yan ve x > 0 bölgesine

geçen ak¬olmak üzere ikiye bölünür.

2.4.2 Zamana Ba¼gl¬Sistemlerde Schrödinger Denkleminin Çözümü

Zamana ba¼gl¬sistemlerde Schrödinger denkleminin çözümünü, tek boyutlu sonsuz potan-

siyel kuyusundaki bir parçac¬¼g¬n hareketini göz önüne alarak inceleyelim.

2.4.2.1 Tek Boyutlu Sonsuz Potansiyel Kuyusundaki Bir Parçac¬k

Tek boyutlu sonsuz potansiyel kuyusundaki parçac¬k x ekseni boyunca belirli s¬n¬rlar

içinde kalarak hareket eder. Şekil 2.3 te görüldü¼gü gibi, parçac¬¼g¬n hareket etti¼gi kuyunun

x = 0 ve x = L deki duvarlar¬n¬n d¬̧s¬nda kalan her yerde potansiyel V =1 ise, duvarlar¬n

içinde kalan bir parçac¬k için bu duvarlar birer engel oluştururlar. Böylece, parçac¬k

engellerin oluşturdu¼gu kuyu içinde hareket eder ve engellerin d¬̧s¬na ç¬kamaz. E¼ger, kuyu

içinde kalan bölgede V = 0 ise parçac¬k, bu bölgede serbestçe hareket eder.
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Şekil 2.3 Tek boyutlu sonsuz potansiyel kuyusunda hareket eden bir parçac¬k için s¬n¬r

koşullar¬

Parçac¬¼g¬n Şekil 2.3 teki gibi hareket etmesi baz¬s¬n¬r koşullar¬na ba¼gl¬d¬r. Şekil 2.3 teki

parçac¬¼g¬niteleyen Schrödinger denklemi (2.37) denklemi gibidir ve aşa¼g¬daki formdad¬r:

@2

@x2
 (x) = �k2 (x) : (2.65)

Böylece (2.65) denklemini sa¼glayan dalga fonksiyonlar¬

 (x) = A sin kx+B cos kx (2.66)

şeklindedir. (2.66) denkleminde s¬n¬r koşullar¬göz önünde bulundurularak A ve B kat-

say¬lar¬bulunmal¬d¬r. O halde s¬n¬r koşullar¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m:

 (x) = 0; L � x � 0: (2.67)

x = 0 da  (0) = 0 olmas¬ için B = 0 olmal¬d¬r. Di¼ger taraftan x = L ise  (L) = 0

olaca¼g¬ndan,

A sin kL = 0 (2.68)

elde edilir. Bu ba¼g¬nt¬y¬sa¼glayan k de¼geri,

knx = (�=L)nx; nx = 1; 2; 3; ::: (2.69)

gibi olacakt¬r. O halde, (2.65) eşitli¼gini sa¼glayan dalga fonksiyonu

 nx (x) = A sin knxx = A sin
��nx
L

�
x (2.70)
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biçimindedir. Ba¼g¬nt¬daki A katsay¬s¬, fonksiyonun tan¬mland¬¼g¬uzayda bulunabilir. Bu

katsay¬

A =

r
2

L
(2.71)

gibidir. Bu durumda tek boyutlu sonsuz potansiyel kuyusu içinde hareket eden parçac¬¼g¬

niteleyen dalga fonksiyonu

 nx (x) =

r
2

L
sin(

�nx
L
)x (2.72)

olacakt¬r. Bu denklem ile verilen  nx (x) fonksiyonu Schrödinger denkleminin özfonksiy-

onudur. Bu özfonksiyona bir özde¼ger kaŗs¬l¬k gelir. Böylece k ve knx eşitliklerinden

Enx =
~2k2nx
2m

=
�2~2

2mL2
n2x (2.73)

elde edilir. (2.73) eşitli¼ginden görüldü¼gü üzere parçac¬¼g¬n toplam enerjisi sürekli de¼gildir.

Yani toplam enerji kuantumlanm¬̧st¬r. Toplam enerjinin kuantumlanmas¬n¬kontrol eden

nx say¬s¬na kuantum say¬s¬denir. Toplam enerjinin kuantumlu de¼gerleri (2.73) den bulun-

abilir. V = 0 oldu¼gu için (2.73) ile tan¬mlanan toplam enerji parçac¬¼g¬n kinetik enerjisine

eşittir. O halde, parçac¬¼g¬n kinetik enerjisi kuantumlanm¬̧st¬r. Bu durumda parçac¬¼g¬n

h¬z¬ancak belirli de¼gerler alabilir. (2.72) ile verilen fonksiyon (2.65) denklemini sa¼glayan

özfonksiyon oldu¼gu için, bunlara kaŗs¬gelen enerji özde¼gerleri Enx olmak üzere,bH nx (x) = Enx nx (x) (2.74)

özde¼ger denklemi yaz¬labilir. Bu ba¼g¬nt¬dan Enx enerji özde¼gerleri bulunabilir. nx kuan-

tum say¬s¬n¬n ilk beş de¼geri için bulunan enerji özde¼gerleri ile bunlara kaŗs¬ gelen öz-

fonksiyonlar Çizelge 2.1 de verilmi̧stir.

Çizelge 2.1 Tek Boyutlu Kuyuda Hareket Eden Bir Parçac¬¼g¬n Enerji Özde¼ger ve

Özfonksiyonlar¬

Enerji Özde¼gerleri Enerji Özfonksiyonlar¬

nx knx Enx  nx(x)

1 �
L

(~2�2=2mL2)
p
(2=L) sin(�=L)x

2 2�
L

4(~2�2=2mL2)
p
(2=L) sin(2�=L)x

3 3�
L

9(~2�2=2mL2)
p
(2=L) sin(3�=L)x

4 4�
L

16(~2�2=2mL2)
p
(2=L) sin(4�=L)x

5 5�
L

25(~2�2=2mL2)
p
(2=L) sin(5�=L)x
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Çizelge 2.1 den de görüldü¼gü gibi, dalga say¬s¬knx kuatumlanm¬̧st¬r. Ona ba¼gl¬olarak,

de Broglie dalgaboyu da kuantumlanm¬̧st¬r. (2.69) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larak, �nx de Broglie

dalga boyu için,

�nx = 2�=knx = 2L=nx (2.75)

de¼geri bulunur. Şekil 2.4 deki kuyu içinde de Broglie dalga boyunun tam ya da yar¬-tam

katlar¬n¬n s¬¼gd¬¼g¬durumlar, parçac¬¼g¬n özfonksiyonlar¬d¬r. Bu durumda parçac¬¼g¬n enerji

diyagram¬, sonlu say¬da enerji düzeylerinden oluşur. Her enerji düzeyine Çizelge 2.1 de

görüldü¼gü gibi, yaln¬zca bir tek özfonksiyon kaŗs¬geldi¼gi için, bu enerji düzeyleri çak¬̧s¬k

olmayan enerji düzeyleridir.

Şekil 2.4 Tek boyutlu sonsuz potansiyel kuyusunda hareket eden parçac¬¼g¬n

özfonksiyonlar¬n¬n ve olas¬l¬k yo¼gunluklar¬n¬n x�e göre de¼gi̧simi

Bu parçac¬k için en düşük enerji düzeyi ya da taban enerji durumu, nx = 1 e kaŗs¬gelen

E1 de¼gerindeki enerji düzeyidir ve s¬f¬rdan farkl¬d¬r. E¼ger parçac¬¼g¬n enerjisi s¬f¬r olsayd¬,

içinde hareket etti¼gi ortam V = 0 oldu¼gu için, kinetik enerjisi de s¬f¬r olurdu ve bundan

dolay¬momentum da s¬f¬r olurdu. Buna ba¼gl¬olarak kinetik enerjisi ve momentumu s¬f¬r

oldu¼gundan parçac¬¼g¬n konumundaki belirsizlik �x sonsuza gitmelidir. Fakat kuyunun
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geni̧sli¼gi L oldu¼gu için �x sonlu bir say¬olmal¬d¬r. Bu nedenle, parçac¬¼g¬n toplam enerjisi

s¬f¬r olamaz.

(2.73) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larak, ard¬̧s¬k iki enerji düzeyi aras¬ndaki enerji fark¬,

�E = Enx+1 � Enx =
�2~2

2mL2
(2nx + 1) (2.76)

yaz¬labilir. Bu demek oluyor ki ard¬̧s¬k iki enerji düzeyi aras¬ndaki enerji fark¬, kuyunun

geni̧sli¼ginin karesi ile ters orant¬l¬d¬r. O halde, L sonsuza giderken enerji fark¬da s¬f¬ra

gider. Yani, kuyudaki parçac¬k serbest parçac¬k özelli¼gi kazand¬kça enerji kesiklilikten

süreklili¼ge do¼gru gider. Ayn¬zaman da ard¬̧s¬k iki enerji düzeyi aras¬ndaki enerji fark¬,

parçac¬¼g¬n kütlesiyle ters orant¬l¬d¬r. E¼ger kütle makroskopik bir de¼gerde ise m > ~2=L2

olur. Bu durumda da �E s¬f¬ra gitti¼ginden enerji sürekli de¼ger almaya başlar. Yani

kuantum kuram¬na göre incelenen sistemlerin boyutlar¬makroskopik boyutlara ulaş¬rsa

elde edilen sonuçlar klasik kuramdaki sonuçlarla ayn¬olur.

Dalga fonksiyonunun s¬f¬r oldu¼gu noktalara dü¼güm noktalar¬denir. Şekil 2.4 te görüldü¼gü

üzere tek boyutlu kuyudaki bir parçac¬k için x = 0 ve x = L dahil olmak üzere toplam

(nx + 1) tane dü¼güm noktas¬vard¬r. nx de¼geri artt¬kça enerjinin ve momentumun art-

mas¬na kaŗs¬n dalgaboyu küçülür ve nx = 1 için olas¬l¬k yo¼gunlu¼gu, yaln¬zca x = L=2 de

en büyük de¼gerini al¬r. nx de¼gerleri artt¬kça farkl¬x noktalar¬ndaki olas¬l¬k yo¼gunluklar¬

birbirine yak¬n de¼gerler al¬r. nx sonsuza yaklaş¬nca bu de¼gerler birbirine eşit olur. Bu

sonuç bizi klasik �zikteki sonuca götürür: Kuyunun içinde her yerde olas¬l¬k yo¼gunlu¼gu

hep ayn¬olur.

Kuyu içindeki titreşim nx = 2 için x = L=2 de s¬f¬r noktas¬oluşturur ve titreşim, x = L=2

den geçmek üzere soldan sa¼ga ve sa¼gdan sola do¼gru yay¬l¬r. Demek ki, dalga-parçac¬k

ikilili¼gi arad¬¼g¬m¬z veriye ba¼gl¬olarak ortaya ç¬kar. Bu demek oluyor ki sonsuz potansiyel

kutusundaki bir parçac¬¼g¬n hareketi s¬n¬r koşullar¬na göre anlam kazan¬r.
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BÖLÜM 3

BAZI YARDIMCI ÖNERMELER

Bu bölümde, ele al¬nan ters problemin çözümünün tekli¼ginin araşt¬r¬lmas¬nda kullan¬lacak

olan baz¬yard¬mc¬önermelere yer verilmi̧stir.

Bir Q = f(x; t) j x 2 D � Rn; t 2 Rg bölgesinde,

Lu � iut +

nX
s;j=1

asj(x)uxsxj +
nX
j=1

aj(x; t)uxj + r(x; t)u = f (x; t) g (x; t) ; i =
p
�1 (3.1)

formunda bir Schrödinger denklemini ele alal¬m. Burada D � Rn s¬n¬rl¬bölgesinin koni

şart¬n¬sa¼glad¬¼g¬kabul edilmektedir. Yani her x 2 D için x�i içeren ve taban¬x1 = 0

düzleminde olan bir Kx � D konisi vard¬r. (3:1) denkleminde asj (x) katsay¬s¬aşa¼g¬daki

koşullar¬sa¼glar:

asj (x) 2 C2
�
D
�
;

nX
s;j=1

asj (x) �
s�j � �

nX
j=1

�
�j
�2
: (3.2)

Burada � pozitif bir sabittir. Denklemdeki asj (x; t) ; s; j = 1; 2:::; n katsay¬lar¬ t�den

ba¼g¬ms¬z fakat as ve r katsay¬lar¬ t�ye ba¼gl¬d¬r. Bu katsay¬lar Q bölgesinde ölçülebilir

fonksiyonlard¬r ve t�ye göre türevleri genelleşmi̧s türevlerdir. Ayr¬ca ' (x; t) reel de¼gerli

fonksiyonlar¬için

M = f' (x; t) j 'tt 2 C2 (Q) ;
���D�

t '
��� ; ���D�

t 'xj

��� ; ���D�
t 'xsxj

��� � C' exp
�
d't

2
�
;

0 � � � 2; j; s = 1; 2; :::; ng

kümesini tan¬mlayal¬m. Yukar¬daki kümede her ' fonksiyonu için C' � 0 ve d' � 0

sabitleri vard¬r; D�
t =

@�

@t�
olup � bir tamsay¬d¬r.

Ek olarak, Amirov ve Yamamoto (2008) de kullan¬lan aşa¼g¬daki gösterimleri tan¬mlayal¬m:

Q"0 =

(
x : x 2 Rn; x1 > 0; 0 < "0x1 +

"0
2

nX
j=2

�
xj � x0j

�2
< 

)
;
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 (x) = "0x1 +
"0
2

nX
j=2

�
xj � x0j

�2
+ �0;

� = exp(� ��); �0 > 0;  + �0 = � < 1; �0 <  (x) < �:

Burada 0 < ; "0 < 1 ve �; � pozitif parametrelerdir.

Lemma 3.1 Kabul edelim ki � ve � parametreleri pozitif bir sabitten büyük olsun. Bu

durumda aşa¼g¬daki eşitsizlik her ' 2 C2
�
Q"0

�
için geçerlidir:

�2(�'�
nX

i;j=1

aij'xixj)' �
�
� jr'j2 + �'2

�
�2 � C�2�2" �2#�2'2�2 + d1 (') : (3.3)

Burada

d1 (') = �
nX

i;j=1

�
�2aij'xi'

�
xj
+
1

2

nX
i;j=1

��
�2aij

�
xj
'2
�
xi

olarak tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Ispat. ·Ilk olarak aşa¼g¬daki eşitlikler yaz¬labilir:

�2

 
�'�

nX
i;j=1

aij'xixj

!
'

= ��2'2 �
nX

i;j=1

aij'xixj'�
2

= ��2'2 �
nX

i;j=1

�2aij

��
'xi'

�
xj
� 'xi'xj

�
= ��2'2 �

nX
i;j=1

(�2aij'xi')xj +
nX

i;j=1

�2aij'xi'xj

= ��2'2 �
nX

i;j=1

�2aij
�
'xi'

�
xj
+

nX
i;j=1

�
�2aij

�
xj
'xi'+

nX
i;j=1

�2aij'xi'xj

= ��2'2 �
nX

i;j=1

�
�2aij'xi'

�
xj
+
1

2

nX
i;j=1

�
�2aij

�
xj

�
'2
�
xi
+

nX
i;j=1

�2aij'xi'xj

= ��2'2 �
nX

i;j=1

�
�2aij'xi'

�
xj
+
1

2

nX
i;j=1

(
�
�2aij

�
xj
'2)xi

�1
2

nX
i;j=1

�
�2aij

�
xjxi

'2 +

nX
i;j=1

�2aij'xi'xj :
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(3.2) şart¬n¬uygularsak

�2

 
�'�

nX
i;j=1

aij'xixj

!
'

� ��2'2 �
nX

i;j=1

�
�2aij'xi'

�
xj
+
1

2

nX
i;j=1

(
�
�2aij

�
xj
'2)xi

�1
2

nX
i;j=1

�
�2aij

�
xjxi

'2 + �2�

nX
j=1

'2xj

� ��2'2 �
nX

i;j=1

�
�2aij'xi'

�
xj
+
1

2

nX
i;j=1

(
�
�2aij

�
xj
'2)xi

�C�2�2" �2#�2'2�2 + �2� jr'j2 (3.4)

olur. Yukar¬da birinci eşitsizlikte

�1
2

nX
i;j=1

(�2aij)xixj'
2

= �1
2

nX
i;j=1

(2��xixjaij + 2�xi�xjaij + 4��(aij)xj + 2��xj (aij)xi + �2(aij)xixj)'
2

� �C
nX

i;j=1

(�
����xixj ���+ ���xi�� ����xj ���+ �

���xi��+ �2)'2 (3.5)

ba¼g¬nt¬s¬kullan¬lm¬̧st¬r. (3.5) eşitsizli¼gini de¼gerlendirmek için � fonksiyonunun türevlerini

hesaplayal¬m:

�x1 = ��� ���1�; �
x1x1

= �2�2 �2��2�+ ��(� + 1) ���2�

�
xi

= ��� xi
"20
 ���1�;

�
xixi

= �2�2
x2i
"40
 �2��2�+ ��(� + 1)

x2i
"40
 ���2�� ��

1

"20
 ���1;

�x1xi = �2�2
xi
"20
 �2��2�+ ��(� + 1)

xi
"20
 ���2�;

�xixJ = �2�2
xixj
"40

 �2��2�+ ��(� + 1)
xixj
"40

 ���2�:

Burada � ve � parametrelerinin pozitif oldu¼gu gözönünde bulundurularak���x1�� � �� ���1�;
���x1x1�� � 2�2�2 �2��2�;���xi�� � ��

xi
"20
 ���1�;

���xixi�� � 2�2�2 1"20 �2��2�;���x1xi�� � 2�2�2
1

"0
 �2��2�;

����xixj ��� � 2�2�2 1"20 �2��2�
yaz¬labilir.
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Son eşitsizlikler (3.5) de yerine yaz¬l¬rsa;

�1
2

nX
i;j=1

(�2aij)xixj'
2 � �C�2�2 1

"20
 �2��2�2'2 (3.6)

elde edilir. Böylece Lemma 3.1�in ifadesinde verilen eşitsizlik ispatlanm¬̧st¬r.

Lemma 3.2 Lemma 3.1�in şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. O halde aşa¼g¬daki eşit-

sizlik sa¼glan¬r:

 �+1(�'�
nX

i;j=1

aij'xixj)
2�2 � �C��(jr'j2 + �'2)�2

+4�3�4 �2��3'2�2(�2 jr j4 � C

�
jr j3 � C

�
jr j2 � C

��
) + d2 (') : (3.7)

Burada

d2 (') = 2��(
nX

i;j;k;s=1

��
2aijaks xi#xj#xk

�
xs
�
�
aijaks xi#xs#xk

�
xj

�
+

nX
i;j=1

�
aij xi (K � �)�2'2

�
xj
� C��

nX
i=1

�
��xi'

2
�
xi
;

# = �';

K =
nX

i;j=1

aij

�
�2�2 �2��2 xi xj � �� (� + 1) ���2 xi xj + �� ���1 xixj

�
olarak tan¬ml¬d¬r.

·Ispat. ·Ilk olarak # = �' şeklinde yeni bir fonksiyon tan¬mlayal¬m. O halde

' = #��1;

'� =
�
#��1

�
�
= #��

�1; 'xi = ��1
�
#i + �� ���1 i#

�
;

'xixj = ��1(
�
�2�2 �2��2 i j � �� (� + 1) ���2 i j + �� ���1 ij

�
#

+#ij + �� ���1 i#j + �� ���1 j#i)

yaz¬labilir. Burada #i = #xi, #ij = #xixj ,  i =  xi,  ij =  xixj gösterimleri kullan¬lm¬̧st¬r.

Yukar¬daki türev ifadeleri ve 2ab � a2 + b2 eşitsizli¼gi yard¬m¬yla

�2(�'�
nX

i;j=1

aij'xixj)
2 �+1

= �2(�#��1 �
nX

i;j=1

aij(�
�1(#ij + �� ���1 i#j + �� ���1 j#i

+
�
�2�2 �2��2 i j � �� (� + 1) ���2 i j + �� ���1 ij

�
#))2) �+1
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=  �+1(�#�
nX

i;j=1

aij#ij �K#� 2�� ���1
nX

i;j=1

aij i#j)
2

� 4�� �v�1
nX

i;j=1

aij i#j((K � �)#+

nX
i;j=1

aij#ij)

� 4��(
nX

i;j=1

aij i#j)((K � �)#+

nX
i;j=1

aij#ij) (3.8)

ba¼g¬nt¬s¬ elde edilir. Lemma 3.2�nin ispat¬, son eşitsizlikteki her bir terimin ayr¬ ayr¬

de¼gerlendirmesine dayanmaktad¬r:

1. Terim:

4��(
nX

i;j=1

aij i#j)

nX
k;s=1

aks#ks

= 2��
nX

i;j;k;s=1

(2 (aijaks i#j#k)s + (aijaks i#j#s)k � (aijaks i#k#s)j

� (aijaks i)s #j#k � (aijaks i)k #j#s + (aijaks i)j #k#s)

= 2��
nX

i;j;k;s=1

(2 (aijaks i#j#k)s � (aijaks i#k#s)j � 2 (aijaks i)s #j#k + (aijaks i)j #s#k):

olur. Yukar¬da (aijaks i)k #j#s = (aijaks i)s #j#k oldu¼gu göz önüne al¬nm¬̧st¬r.

O halde

4��(
nX

i;j=1

aij i#j)
nX

k;s=1

aks#ks

� �C�� jr#j2 + 2��
nX

i;j;k;s=1

(2 (aijaks i#j#k)s � (aijaks i#k#s)j) (3.9)

elde edilir. ·Ispat¬tamamlamak için şimdi ' fonksiyonuna tekrar dönelim. Bunun için

#i = �'i + �i' olmak üzere
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�C�� jr#j2 = �C�v(
nX
i=1

#2i ) = �C�v
nX
i=1

(�'i + �i')
2

= �C��(�2 jr'j2 +
nX
i=1

�
2��i''i + �2i'

2
�
)

= �C��(�2 jr'j2 +
nX
i=1

(
�
��i'

2
�
i
� ��ii'

2))

= �C���2 jr'j2 � C��
nX
i=1

�
��i'

2
�
i
+ C���

nX
i=1

�ii'
2

= �C���2 jr'j2 � C��
nX
i=1

�
��i'

2
�
i
+ C��(�2�2 �2��2 jr'j2

+�� (� + 1) jr'j2  ���2 � �� ���1)'2�2

� �C���2 jr'j2 � C��

nX
i=1

�
��i'

2
�
i
� C�2�2 ���1'2�2 (3.10)

yaz¬labilir. Yukar¬da son eşitlikte

� = exp(� ��);

�i = ��� ���1 i�;

�ii = �2�2 �2��2 2i + ��(v + 1) 2i 
�v�2 � �� ���1 ii�;

ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬lm¬̧st¬r.

2. Terim:

�4��
nX

i;j=1

aij i#j�# = �2��
nX

i;j=1

�
aij i�#

2
�
j
+ 2���

nX
i;j=1

(aij i)j #
2

� �2���
nX

i;j=1

�
aij i#

2
�
j
� C���#2 (3.11)

= �C���'2�2 � 2�#�
nX

i;j=1

�
aij i'

2�2
�
j
:

3. Terim:

4��

nX
i;j=1

aij i#jK# = 2��

nX
i;j=1

�
aij iK#

2
�
j
� 2��

nX
i;j=1

(aij iK)j #
2

= 2��
nX

i;j=1

�
aij iK'

2�2
�
j
� 2��

nX
i;j=1

(aij iK)j '
2�2. (3.12)
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Şimdi �2��
nP

i;j=1

(aij iK)j '
2�2 ifadesini de¼gerlendirelim:

�2��
nX

i;j=1

(aij iK)j '
2�2

= �2��
nX

i;j=1

(aij i(

nX
k;s=1

aks
�
�2�2 �2��2 k s � �� (� + 1) ���2 k s

�
)j)#

2

= �2�2�2
nX

i;j=1

nX
k;s=1

[
�
�2�� (� + 1) �2��3 + (� + 1) (� + 2) ���3

�
aijaks i j k s

+
�
�� �2��2 � (� + 1) ���2

�
(
@

@xj
aijaks + aij

@

@xj
aks) i j s

+aijaks
�
 ij k s +  i kj s +  i k sj

�
]#2

= 2��2
�
2�� (� + 1) �2��3 � (� + 1) (� + 2) ���3

�
(
nX

i;j=1

�
aij i j

�2
#2

�2�2�2
�
�� �2��2 � (� + 1) ���2

� nX
i;j=1

nX
k;s=1

((
@

@xj
aijaks + aij

@

@xj
aks) i k s

+aijaks
�
 ij k s +  i kj s +  i k sj

�
))#2

� 2�3�3 �2��2
�
2��2 jr j4 � C jr j3 � C jr j2

�
#2

= 2�3�3 �2��3
�
2��2 jr j4 � C jr j3 � C jr j2

�
'2�2 (3.13)

olur. ·Ikinci olarak K da yer alan son terimi dikkate alal¬m:

�2�2�2(
nX

i;j=1

aij i(
nX

k;s=1

aks 
���1 ks))j#

2

= 2�2�2
nX

i;j=1

aij i j(� + 1) 
���2(

nX
k;s=1

(aks ks)#
2

�2�2�2
nX

i;j=1

nX
k;s=1

(aij iaks ks)j #
2 ���1

� 2�2�2 (� + 1)�2 jr j2 " ���2#2 � 2C�2�2 ���1#2

= 2�2�2 (� + 1)�2 jr j2 " ���2'2�2 � 2C�2�2 ���1'2�2. (3.14)

(3.13) ve (3.14) eşitsizliklerinden

�2��
nX

i;j=1

(aij iK)j #
2 � 2�3�3 �2��3'2�2(2��2 jr j4 � C jr j3 � C jr j2

+
 �+1

��
((� + 1)�2 jr j2 " �+1 � C)) (3.15)

elde edilir. Böylece Lemma 3.2 nin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.
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Lemma 3.3 Kabul edelim ki � ve � parametreleri; aij, "0 ve n ye ba¼gl¬pozitif bir sabitten

büyük olsun. Bu durumda her ' 2 C2
�
Q"0

�
için aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glan¬r:

��
��
2
jr'j2 + �'2

�
�2 + 2�3�4 �2��3�2"40'

2�2 + d3 (')

� ����2(�'�
nX

i;j=1

aij'xixj)'+  �+1�2(�'�
nX

i;j=1

aij'xixj)
2: (3.16)

Burada d3 (') = ���d1 (') + d2 (') olup � � 0 ifadesi ispat içerisinde verilecektir.

·Ispat. (3.3) eşitsizli¼gini ��� ile çarp¬p (3.7) eşitsizli¼gine ekleyelim. Bu durumda elde

edilen yeni eşitsizli¼gin sol taraf¬

���(� jr'j2 + �'2)�2 � C�3�3�" �2#�2'2�2 + ���d1 (')� C��(jr'j2 + �'2)�2

+4�3�4 �2��3'2�2(�2 jr j4 � C

�
jr j3 � C

�
jr j2 � C

��
) + d2 (')

= ���� jr'j2 �2 + ����'2�2 � C�3�3�" �2#�2'2�2 + ���d1 (')� C�� jr'j2 �2

�C���'2�2 + 4�3�4 �2��3'2�2(�2 jr j4 � C

�
jr j3 � C

�
jr j2 � C

��
) + d2 (')

olur. Buradan

���2(jr'j2 (��� C) + (� � C) �'2) + 4�3�4 �2��3'2�2(�2 jr j4

�C
�
jr j3 � C

�
jr j2 � C

��
� �C" 

4�
) + ���d1 (') + d2 (')

� ����2(�'�
nX

i;j=1

aij'xixj)'

+ �+1�2(�'�
nX

i;j=1

aij'xixj)
2 + d3 (') (3.17)

elde edilir. Şimdi bir �0 � 0 seçelim öyle ki her � � �0 için aşa¼g¬daki eşitsizlikler sa¼glans¬n:

��� C � �

2
; � � C � 1: (3.18)

Ayr¬ca jr'j2 = "20(1 +
nP
j=2

�
xj � x0j

�2
) � "20 eşitsizli¼gi göz önüne al¬n¬p � ve � yeterince

büyük seçilerek

1� C

� jr j �
C

�2� jr j2
� C

���2 jr j4
� �C" 

4��2 jr j4
� 1

2

eşitsizli¼ginden

�2 jr j4 � C

�
jr j3 � C

�
jr j2 � C

��
� �C 

��
� �2

2
"40 (3.19)

bulunur ve Lemma 3.3�ün ispat¬tamamlan¬r.
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BÖLÜM 4

GENEL SCHRÖD·INGER DENKLEM·I ·IÇ·IN B·IR TERS PROBLEM

Bu bölümde Amirov ve Yamamoto (2008) de yer alan genel Schrödinger denklemi için bir

ters problemin çözümünün tekli¼gi üzerine bir tart¬̧sma yer almaktad¬r.

Problem 4.1 (3.1) denkleminden (4.1) koşullar¬ alt¬nda ve (4.2) ek bilgisi yard¬m¬yla

(u; g) fonksiyonlar çiftinin bulunmas¬problemidir:

u (0;0 x; t) = u0 (0x; t) ; ux1 (0;
0 x; t) = u1 (0x; t) ;0 x = (x2; x3; :::; xn) ; (4.1)

u (x; 0) = u0 (x) : (4.2)

Teorem 4.1 �D kümesinde f (x; 0) 6= 0 olsun. Bu durumda Problem 4.1 in u 2 M ve

g 2 C (D) olacak şekilde bir tek (u; g) çözümü vard¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki u0 (x) = 0 olsun. Çözüm kümesini geni̧sletmek amac¬yla yeni bir

bilinmeyen fonksiyon # = ue�kt
2
tan¬mlayal¬m:

# = ue�kt
2

;

u = #ekt
2

; ut = #te
kt2 + 2kt#ekt

2

;

uxj = #xje
kt2 ; uxsxj = #xsxje

kt2

olur. Bu türevler (3.1) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa:

i[#te
kt2 + 2kt#ekt

2

] +

nX
s;j=1

asj#xsxje
kt2 +

nX
j=1

aj#xje
kt2 + r#ekt

2

= ekt
2

[i#t + 2kt#i+

nX
s;j=1

asj#xsxj +

nX
s;j=1

aj#xj + r#]

= i#t + 2kt#i+

nX
s;j=1

aj#xsxj +

nX
j=1

aj#xj + r# = f (x; t) g (x) e�kt
2
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veya

L#+ 2kt#i = F (x; t) g (x) (4.3)

bulunur. Burada

F (x; t) = f (x; t) e�kt
2

olarak al¬nm¬̧st¬r. a (x) = 0 oldu¼gundan ve (4.1) koşullar¬ndan u (x; 0) = 0 �d¬r. Dolay¬s¬yla

# (x; 0) = 0 olur. O halde (4.3) denkleminde t = 0 al¬n¬rsa

i#t (x; 0) + 2kti# (x; 0) +

nX
s;j=1

asj#xsxj (x; 0) +
nX
s=1

aj#xj (x; 0) + r# (x; 0) = f (x; 0) g (x) ;

bu durumda i#t (x; 0) = f (x; 0) g (x) veya

g (x) =
i

f (x; 0)
#t (x; 0)

olur. #t (x; 0)�a ters Fourier dönüşümü uygulay¬p yukar¬daki denklemde g (x) yerine

yazarsak,

g (x) =
i

2�f (x; 0)

1R
�1

�b# (x; �) d� (4.4)

elde edilir. Burada # (x; t)�nin t�ye göre Fourier dönüşümü b# olup b# = p (x; �) + iq (x; �)

dir. (4.3) denkleminde (4.4) eşitli¼gini yerine yazal¬m

L#+ 2kt#i = �F (x; t) i

2�f (x; 0)

1Z
�1

�b# (x; �) d�:
Son denklemdeki her terime t�ye göre Fourier dönüşümü uygulan¬rsa

F [i#t] + 2kiF [t#] +
nX

s;j=1

asjF
�
#xsxj

�
+

nX
j=1

F
�
aj#xj

�
+ F [r#]

= i
�
i�b#�+ 2ki�i b#��+ nX

s;j=1

asjb#xsxj + nX
j=1

[aj#xj + rb#
= ��b#� 2k b#� + nX

s;j=1

asj[#xsxj +
nX
j=1

[aj#xj + rb#
= � i bF

2�f (x; 0)

1Z
�1

�b# (x; �) d�
elde edilir. Daha sonra

b# = p (x; �) + iq (x; �) ;
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bF = p1 (x; �) + iq1 (x; �) ; [aj#xj = a1j + ia2j; da0# = a10 + ia20

ifadeleri denklemde yerine yaz¬l¬rsa

nX
s;j=1

asj
�
pxsxj + iqxsxj

�
� � (p+ iq)� 2k (p� + iq�)

+
nX
j=1

�
a1j + ia2j

�
+ a10 + ia20 = �

i(p1 + iq1)

2�f (x; 0)

1Z
�1

�b# (x; �) d�
oldu¼gu görülür. Di¼ger yandan bu problemin çözümü reel de¼gerli fonksiyonlar kümesinde

arand¬¼g¬ndan, p ve q s¬ras¬yla çift ve tek olur. Böylece

1Z
�1

�b# (x; �) d� = 2i 1Z
0

�q (x; �) d�

eşitli¼gi yaz¬labilir. Buradan

nX
s;j=1

asjpxsxj + i
nX

s;j=1

asjqxsxj +
nX
j=1

a1j + i
nX
j=1

a2j

+a10 + ia20 � �p� �iq � 2kp� � 2kiq�

=
iq1

�f (x; 0)

1Z
0

�q (x; �) d� +
p1

�f (x; 0)

1Z
0

�q (x; �) d�

olur. Denklemin reel ve sanal k¬s¬mlar¬n¬ortak paranteze ald¬¼g¬m¬zda

�p+ 2kp� �
nX

s;j=1

asjpxsxj =
q1

2�f (x; 0)

1Z
0

�q (x; �) d� +
nX
j=1

a1j + a10; (4.5)

�q + 2kq� �
nX

s;j=1

asjqxsxj = �
p1

2�f (x; 0)

1Z
0

�q (x; �) d� +
nX
j=1

a2j + a20 (4.6)

denklem sistemi elde edilir. Teoremin ispat¬için üçüncü bölümde (4.5)-(4.6) sisteminin

özel durumu için verilmi̧s olan yard¬mc¬önermelerden yararlanaca¼g¬z. Bunun için (4.7)

koşullar¬ndaki p (x; �) ve q (x; �) fonksiyonlar¬için aşa¼g¬daki Cauchy verileri tan¬mlanacak-

t¬r:

p(0; 0x; �) = p0; px1(0; 0x; �) = p1;

q(0; 0x; �) = q0; qx1(0; 0x; �) = q1: (4.7)

Şimdi aşa¼g¬daki notasyonlar¬tan¬mlayal¬m:

u1 = p; u2 = q;
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m1 =
q1

2�f (x; 0)

1Z
0

�qd� �
nX
j=1

a1j � a10;

m2 = � p1
2�f (x; 0)

1Z
0

�qd� �
nX
j=1

a2j � a20

ve

L0uk = ��uk +
nX

i;j=1

a1j
@2

@xi@xj
uk;

L0uk = mk; k = 1; 2; :::: (4.8)

O halde (4.8) denklem sistemi

uk = (0; x0; �) = 0 (4.9)

koşullar¬ile birlikte bir Cauchy Problemi olur. Lemma 3.3 ten

����2 (L0')'+  v+1�2 (L0')
2

� ��(
�

2
jr'j2 + �'2)�2 + 2�3�4 �2��3�2"40'

2�2 + d3 (')

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitsizlik hem u1 hem de u2 için sa¼glan¬r:

����2 (L0u1)u1 +  v+1�2 (L0u1)
2 � ��(

�

2
jru1j2 + � (u1)

2)�2

+2�3�4 �2��3�2"40 (u1)
2 �2 + d3 (u1) ;

����2 (L0u2)u2 +  v+1�2 (L0u2)
2 � ��(

�

2
jru2j2 + � (u2)

2)�2

+2�3�4 �2��3�2"40 (u2)
2 �2 + d3 (u2) :

Bu iki eşitsizlik taraf tarafa toplan¬rsa

���
2X
s=1

(L0uk)uk +  �+1�2
2X
s=1

(L0uk)
2

� ��

2X
s=1

(
�

2
jrukj2 + � (uk)

2)�2 + 2�3�4 �2��3�2"40 (uk)
2 �2 + d3 (uk) (4.10)

elde edilir. Şimdi (4.10) eşitsizli¼ginin sol taraf¬n¬de¼gerlendirelim

2X
s=1

��� (L0uk)uk +  �+1�2
2X
s=1

(L0uk)
2

�
2X
k=1

�
1

2
�2�2�2u2k +

1

2
(L0uk)

2 +  �+1 (L0uk)
2

�
�2

50



=

2X
k=1

�
1

2
�2�2�2u2k + ((

1

2
+  v+1) (L0uk)

2)

�
�2

=
2X
k=1

1

2
�2�2�2u2k�

2 + (
1

2
+  v+1)�2

2X
k=1

(mk)
2

=
2X
k=1

1

2
�2�2�2u2k�

2 + (
1

2
+  v+1)�2[(

q1
�f (x; 0)

1Z
0

�qd�

�
nX
j=1

a2j � a20)
2 + (� p1

�f (x; 0)

1Z
0

�qd� �
nX
j=1

a2j � a20)
2]

�
2X
k=1

1

2
�2�2�2u2k�

2 + (
1

2
+  v+1)�2[

3q21
�2f 2 (x; 0)

0@ 1Z
0

�qd�

1A2

+3(
nX
j=1

a1j)
2 + 3a210 +

3p21
�2f 2 (x; 0)

1Z
0

�qd� + 3(
nX
j=1

a2j)
2 + 3a220]

=
2X
k=1

1

2
�2�2�2u2k�

2 + (
1

2
+  v+1)�2[

3 (q21 + p21)

�2f 2 (x; 0)

0@ 1Z
0

�qd�

1A2

+3(
nX
j=1

a21j)
2 + (

nX
j=1

a22j)
2 + 3

�
a210 + a220

�
]:

olur. (4.10) ve
�

nP
k=1

ak

�2
� n

nP
k=1

a2k eşitsizli¼ginden

2X
s=1

��� (L0uk)uk +  �+1�2
2X
s=1

(L0uk)
2

�
2X
k=1

1

2
�2�2�2u2k�

2 + (
1

2
+  v+1)�2[

3 (q21 + p21)

�2f 2 (x; 0)

0@ 1Z
0

�qd�

1A2

+3n

nX
j=1

�
(a1j)

2 + (a2j)
2
�
+ 3

�
a210 + a220

�
] (4.11)
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elde edilir. (4.11) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki integrali Cauchy-Schwartz eşitsizli¼gi yard¬m¬yla

de¼gerlendirirsek

0@ 1Z
0

�qd�

1A2

=

0@ 1Z
0

�
1 + �2

��1
2
�
1 + �2

� 1
2 �qd�

1A2

�
1Z
0

�
1 + �2

��1
d�

1Z
0

�
1 + �2

�
�2q2d�

� C1

1Z
0

�
1 + �2

�2
q2d� (4.12)

yaz¬labilir. Bu de¼gerlendirmede C1 =
1R
0

�
1 + �2

��1
d� al¬nm¬̧s olup �2 � �2 + 1 eşitsizli¼gi

kullan¬lm¬̧st¬r. (4.12) eşitsizli¼gini (4.11) de yerine yazarsak

2X
s=1

��� (L0uk)uk +  �+1�2
2X
s=1

(L0uk)
2

� [
1

2
�2�2�2

2X
k=1

u2k + 3(
1

2
+  v+1)(

(q21 + p21)

�2f 2 (x; 0)
C1(

1Z
0

�
1 + �2

�2
q2d�)

+n(

nX
j=1

a21j + a22j) + (a
2
10 + a220)))]�

2 (4.13)

bulunur. (4.10) ve (4.13) eşitsizliklerinden ise

2X
s=1

��((
�

2
jrukj2 + � (uk)

2) + 2�3�4 �2��3�2"40 (uk)
2)�2 + d3 (uk)

� [�2�2�2
2X
k=1

u2k + 3(
1

2
+  v+1)(

(q21 + p21)

�2f 2 (x; 0)
C1

1Z
0

�
1 + �2

�2
q2d�

+n(

nX
j=1

a21j + a22j) + (a
2
10 + a220))]�

2 (4.14)
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elde edilir.

(4.14) eşitsizli¼gi
�
1 + �2

�2
ile çarp¬l¬r ve (0;1) aral¬¼g¬üzerinde ��ye göre integrali al¬n¬rsa

2X
k=1

1Z
0

(��(
�

2
jrukj2 + �u2k) + 2�

3�4 �2��3�2"40u
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bulunur.

(4.15) elde edilirken

��[ajuxj��2 = (a1j)2 + (a2j)2; jda0uj2 = a210 + a220; j = 1; n;

olmak üzere, sabit bir j say¬s¬ için Parseval eşitli¼gi dikkate al¬narak teoremin kabulleri

yard¬m¬yla aşa¼g¬daki de¼gerlendirmeler kullan¬lm¬̧st¬r:
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oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan C2K
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olup
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yaz¬labilir. Burada f0 = C1
�2
maxx2D

n
1
f20

o
d¬r. Q"0 bölgesinde � � 1 , � � �1 =

2
�
(1 + 6nC3), 0 �  � � � 1 seçilirse
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olur. E¼ger � � �2 = ��2"�40 (1 + �
2 + 3(C3 + C4f0)) olacak şekilde seçilirse
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bulunur ve bu eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬düzenlenirse
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) �2��3 � �2�2�2 � 3(1 +  �+1)(C3 + C4f0)

= 2�3�3 �2��3 + 2�3�3�2 �2��3 + 6�3�3
�
C3 + C4f0

�
) �2��3

��2�2�2 � 3(1 +  �+1)(C3 + C4f0)
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oldu¼gu görülür. (4.17)-(4.19) eşitsizliklerinde � � 1 ve � � max f#1; #2g al¬n¬rsa
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elde edilir. Bu eşitsizlik Q"0 bölgesi üzerinde integrallenir ve �! +1 için limit al¬n¬rsa

Z
Q"0

1Z
0

u2kd�dx � �
1

2�3�3

2X
k=1

Z
Q"0

1Z
0

d3 (uk)
�
1 + �2

�2
d�dx

ba¼g¬nt¬s¬ndan u1 = u2 = 0 bulunur ve g(x) = 0 oldu¼gu görülür. Böylece ispat tamamlan-

m¬̧s olur.
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BÖLÜM 5

SONUÇ

Bölüm 3 de verilen (3.16) eşitsizli¼gi literatürde Carleman eşitsizli¼gi olarak adland¬r¬l-

maktad¬r. Bu tür eşitsizlikler, ilk kez 1939 y¬l¬nda Torsten Carleman taraf¬ndan eliptik

denklemlerin çözümlerinin tekli¼ginin araşt¬r¬lmas¬nda kullan¬lm¬̧st¬r. Günümüze kadar

da özellikle kötü konulmuş problemlerin çözümlerinin tekli¼ginin ispat¬nda önemli bir

araç olmuştur. Ters problemler teorisine uygulanmas¬ise Bukhgeim ve Klibanov (1981)

taraf¬ndan gerçekleştirilmi̧stir. Daha sonra bu yöntem başta parabolik ve hiperbolik

denk-lemler olmak üzere çeşitli tipten denklemler için de uygulanm¬̧st¬r (Khaidarov 1987,

Puel and Yamamoto 1996, Imanuvilov and Yamamoto 1998, Isakov and Yamamoto 2000,

Imanuvilov and Yamamoto 2001a-2001b, Egger et al. 2005, Bellassoued and Yamamoto

2006, Klibanov and Yamamoto 2006, Isakov 2006, Doubora and Osses 2006, Yamamoto

2009, Liu and Triggiani 2012, Lü 2012).

Bu çal¬̧smada, genel bir Schrödinger denklemi için bir ters problemin çözümünün tekli¼gi

üzerine Amirov ve Yamamoto (2008) taraf¬ndan Lavrentiev vd. (1986) da verilen yöntem

kullan¬larak elde edilen sonuçlar tart¬̧s¬lm¬̧st¬r. Burada problemin çözümü reel de¼gerli

fonksiyonlar kümesinde aranmaktad¬r. Ele al¬nan denk-lem klasik Scrödinger denkle-

minden daha genel oldu¼gundan uygulama alan¬klasik Schrödinger denklemine göre daha

geni̧stir.
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