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Bu tezde ilk olarak diferansiyel kuadratur metot ile ilgili temel kavramlar verildi. Modifiye 

edilmiş kübik B-spline bazlı diferansiyel kuadratur metot yardımıyla ağırlık katsayıları elde 

edildi. Ardından Kawahara denklemi ve modifiye edilmiş Kawahara denklemi hakkında bilgi 

verildi. Sonrasında iki farklı tipteki modifiye edilmiş Kawahara denkleminin SSP-RK43 ile 

çözüm algoritması verildi. Son olarak iki farklı tipteki modifiye edilmiş Kawahara 

denkleminin nümerik çözümleri elde edildi ve hata normları ile korunum sabitleri hesaplandı. 

Sonuç bölümünde tezde elde edilen veriler tartışıldı. 
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In this thesis, firstly fundamental concepts about differential quadrature method are given. By 

using modified cubic B-spline based differential quadrature method, the weighting 

coefficients are obtained. Then, some information about Kawahara equation and modified 

Kawahara equation is given. After that, the solution algorithm related to two different forms 

of the modified Kawahara eqution with SSP-RK43 is given. Lastly, numerical solutions of the 

two different forms of the modified Kawahara equation are obtained and the error norms and 

invariants are calculated. In the conclusion section, the obtained results are discussed. 
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BÖLÜM 1 

 

GİRİŞ 

 

1.1 TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde, tezde kullanacağımız temel kavramlar ile ilgili bilgi verilmiştir. Kullanacağımız 

metot olan diferansiyel kuadratur metot hakkında genel bilgiler verilmiştir. Literatürde bu 

metot ile ilgili yapılan çalışmalara yer verilmiştir. 

 

1.1.1 Diferansiyel Kuadratur Metot (DKM) 

 

Diferansiyel Kuadratur Metot (DKM) ilk defa Bellman ve Casti [1] tarafından kısmi 

diferansiyel denklemlerin nümerik çözümünü elde etmek için 1972’de ortaya atılmıştır. 

DKM, Sonlu Elemanlar Metot (SEM) ve Sonlu Farklar Metot (SFM ) dan farklı olarak 

noktasal türev değerlerine bir yaklaşımı olarak sunulmuştur. DKM, [푎, 푏] aralığında 

tanımlanan düzgün bir fonksiyonun belirlenen düğüm noktalarındaki türev değerine o 

noktalarda fonksiyonun aldığı değerlerin lineer kombinasyonu şeklinde ifade edilme esasına 

dayanır. [푎, 푏] aralığı 푁 tane düğüm noktası belirlenecek şekilde parçalanır. Yani 푎 = 푥 <

푥 < 푥 < ⋯ < 푥 = 푏 şeklinde düğüm noktaları belirlenir. Fonksiyonun belirlenen düğüm 

noktalarında 푥 değişkenine göre 푟. mertebeden kısmi türevi, çözüm bölgesinde yer alan 푁 

tane düğüm noktasındaki fonksiyon değerlerinin lineer toplamı şeklinde gösterilir  

 

 �
( )

( ) = ∑ 푎 ,
( )푈 푥 ,										푖 = 1,2,⋯ ,푁,														푟 = 1,2,⋯ ,푁 − 1.                (1.1) 

 

(1.1)  denkleminde 푎( ) 푟. mertebeden türevin 푥  noktasına ait ağırlık katsayısını ifade eder. 

(1.1)  denkleminde ağırlık katsayılarının tespiti DKM için temel adımdır. Çözüm bölgesi için 

elde etmemiz gereken önemli hususlardan biri ağırlık katsayılarını bulmaktır. Literatürde 

ağırlık katsayılarının bulunması için birbirinden farklı baz fonksiyonları kullanılmıştır. 
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Örneğin, B-spline fonksiyonlar [2-17], kosinüs fonksiyonu [18-22], radial baz fonksiyonu 

[24-32], Harmonik fonksiyonlar [32-36], Hermite baz fonksiyonu [37-39], Lagrange 

interpolasyon polinomları [41-43], modifiye edilmiş kübik B-spline fonksiyonlar [44-66] 

kullanılarak ağırlık katsayıları elde edilmiştir.  

 

1.1.2 Spline Fonksiyonlar 

 

Spline fonksiyonlar ilk olarak Schoenberg [67] tarafından 1946’da sunulmuştur. Spline 

fonksiyonlar teknolojik gelişmelerin yaşanmasıyla birçok alanda kullanımı artmış ve önem 

kazanmıştır. Newton ve Lagrange polinomlarının dereceleri arttıkça bu tür polinomlarla 

yapılan işlemlerde iş yükü artar ve çözüm zorlaşır. Spline fonksiyonlar ise, tam da bu noktada 

işlemleri daha kolay yapabilmek için birinci, ikinci, üçüncü ve n. dereceden fonksiyon 

yaklaşımının yapıldığı bir yöntem olarak karşımıza çıkar.  Spline fonksiyon verilen aralığın 

birbirinden farklı düğüm noktaları ile sonlu sayıda alt aralığa parçalanarak uygun polinom 

bulma fikrine dayanır. Spline fonksiyonlar parçalı polinom fonksiyonlarıdır [68].  

Spline fonksiyonların aşağıda verilen iki şartı sağlaması gerekir; 

 

Reel sayıların monoton artan dizisi −∞ = 푥 < 푥 < 푥 < ⋯ < 푥 = ∞ olacak şekilde 

푥 , 푥 , 푥 …	푥 ’e bağlı ve reel eksen üzerinde tanımlı m. dereceden bir 푠(푥) spline 

fonksiyonu;  

 

1. 푠(푥), her bir (푥 , 푥 ) 푖 = 0,… , 푛 m. veya daha küçük dereceden bir polinomdur.    

(푥 = −∞ ,	푥  = ∞) 

2. 푠(푥), fonksiyonu ve  1,2,3,..., (m-1). mertebeden türevleri var olan her aralıkta ve           

푥 ,… , 푥  düğüm noktalarında tanımlıdır [69]. 

 

Spline fonksiyonun birkaç özelliği daha vardır ve şu şekilde sıralanır, 

 

 Spline fonksiyonlar düzgün fonksiyonlardır. 

 Spline fonksiyonlar uygun bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardır. 

 Spline fonksiyonların türevleri ve integralleri yine spline fonksiyonlardır. 

 Spline fonksiyonlar elektronik ortamlarda işlenmesi, hesaplanması ve depolama 

açısından uygun fonksiyonlardır. 
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 Spline fonksiyonlar dereceleri küçüldükçe esnekliği artar ve polinomlardaki gibi salınım 

sergilemezler. 

 Spline fonksiyonlar kullanıldığında yakınsaklık ve kararlılığın araştırılması kolaydır 

[69,70].  

 

1.1.3 B-spline Fonksiyonlar 

  

Spline fonksiyonlar için baz olarak kullanılabilecek fonksiyonlar B-spline fonksiyonlardır. B-

spline fonksiyonlar nümerik hesaplamalar için oldukça kullanışlıdır [71]. B-spline 

fonksiyonların temel fonksiyonu diyebileceğimiz 0. dereceden B-spline fonksiyonu; 

 

퐵 (푥) =
1,																					푥 ≤ 푥 < 푥
0,																푑푖ğ푒푟	푑푢푟푢푚푑푎

� 

 

şeklinde tanımlanmıştır [72]. Şekil 1’de 0. dereceden B-spline fonksiyonu aşağıda verilmiştir. 

 

 
Şekil 1.1 0. dereceden B-spline fonksiyonu 

 

Yukarıdaki verilenlere göre alt aralığa ait kısımda 퐵 (푥 ) = 1 ve diğer bölgelerde 0 yani 

퐵 (푥 ) = 0’dır. Aynı zamanda 0. dereceden spline fonksiyonuna adım fonksiyonu denir. 1. 

dereceden spline fonksiyonu da aşağıdaki şekildeki gösterilebilir [73]. 

 

Daha yüksek dereceden B-spline fonksiyonların elde edilmesi için 0. Dereceden B-spline 

fonksiyonu kullanılarak 푘 = 1,2,… ve 푖 = 0,±1,±2,… olmak üzere aşağıda verilen formül 

yardımıyla elde edilir [71,73]: 

 

퐵 (푥) = 퐵 (푥) + 퐵 (푥). 
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Şekil 1.2 Birinci dereceden spline fonksiyon grafiği 

  



5 

 

 

 
BÖLÜM 2 

 

DİFERANSİYEL KUADRATUR METOT 

 

2.1 B-SPLINE DİFERANSİYEL KUADRATUR METOT 

 

Bu kısımda kübik B-spline fonksiyonlar tanıtıldıktan sonra modifikasyonu verilerek bu tezde 

kullanılan modifiye edilmiş kübik B-spline fonksiyonlar tanıtılacaktır. 

 

2.1.1 Kübik B-spline Fonksiyonlar 

 

Bu bölümde kübik B-spline fonksiyonu hakkında bilgi verilecektir. [푎, 푏]  aralığını 푁 tane 

düğüm noktası ile  푎 = 푥 < 푥 < 푥 < ⋯ < 푥 = 푏 şeklinde eşit uzunluklu alt aralıklara 

ayıralım. Kübik B-spline baz fonksiyonlar [푎, 푏] aralığında tanımlanmış 푄 ,푄 ,푄 ,… ,푄  

şeklindedir. 

 

Kübik B-spline fonksiyonlar 

 

푄 (푥) =
1
ℎ

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
(푥 − 푥 ) ,																																																													푥 ∈ 	 [푥 , 푥 ]
(푥 − 푥 ) − 4(푥 − 푥 ) ,																																		푥 ∈ [푥 , 푥 ]
(푥 − 푥) − 4(푥 − 푥) 																																			푥 ∈ [푥 , 푥 ]
(푥 − 푥) ,																																																														푥 ∈ [푥 , 푥 ]
0																																																																																					푑푖ğ푒푟	푑푢푟푢푚푑푎

	

� 

 

şeklinde tanımlanır [74]. 
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        Şekil 2.1 	[푥 , 푥 ] aralığındaki kübik B-spline şekil fonksiyonu  verilmiştir. 
 

 

Çizelge 2.1 Kübik B-spline fonksiyonlarının ve türevlerinin düğüm noktalarındaki değerleri 

푥 푥  푥  푥  푥  푥  

푄  0 1 4 1 0 

푄  0 3
ℎ 0 −3

ℎ  0 

푄  0 6
ℎ  

−12
ℎ  

6
ℎ  0 

 

2.1.2 Modifiye Edilmiş Kübik B-spline 

 

Modifiye edilmiş kübik B-spline kullanılması, denklem sisteminin köşegen dominant matris 

olması sonucunu doğurur. Kübik B-spline fonksiyonların modifikasyonu farklı şekillerde 

yapılabilir. Mittal ve Jain [75] düğüm noktalarında kübik B-spline fonksiyonları aşağıdaki 

formda modifiye ederek vermiştir: 

       

 ∅ (푥) = 	푄 (푥) + 2푄 (푥)  

 ∅ (푥) = 푄 (푥) −	푄 (푥)  

 ∅ (푥) = 푄 (푥) ,  푘 = 3,4,… , 푁 − 2 için 

 ∅ (푥) = 	푄 (푥) − 푄 (푥) 

 ∅ (푥) =푄 (푥) + 2푄 (푥).                                                                                               (2.1) 
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Burada ∅ 	(푘 = 1,2,… ,푁)	 fonksiyonları [푎, 푏] aralığındaki baz fonksiyonları gösterir. Bu 

modifikasyon bazı avantajlar sağlar öyle ki; daha kararlı sonuçlar verir ve kübik B-spline 

DQM [3] gibi ağırlık katsayılarını elde etmek için ek denklemlere ihtiyaç duymaz. 

 

2.1.3 Modifiye Edilmiş Kübik B-spline ile Birinci Türev Ağırlık Katsayılarının Tespit 

Edilmesi 

 

(1.1) eşitliğinde verilen temel diferansiyel kuadratur metodunda modifiye edilmiş kübik B-

spline fonksiyonun test fonksiyonu olarak kullanılmasıyla ağırlık katsayıları elde edilecektir. 

(1.1) eşitliğinde 푟 = 1 olarak seçilirse birinci türev ağırlık katsayıları elde edilen sistemin 

çözülmesiyle tespit  edilir. 

 

(1.1) eşitliğinde 푟 = 1 değeri için   

∅ (푥 ) = ∑ 푎( )∅ 푥    푖 = 1,2,… , 푁,  푘 = 1,2,… , 푁                                                  (2.2) 

elde edilir. (2.2) denkleminde birinci düğüm noktası (푖 = 1)  푥  için ağırlık katsayılarını   

∅  test fonksiyonu kullanılarak  

∅ ( ) = ∑ 푎( )∅ 푥 = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + ⋯  

+푎 ,
( ) ∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )                                                                                          (2.3) 

elde edilir. 

 

Bu eşitlikte  modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonunun değeri yerine  yazılırsa, 

푄 (푥 ) + 2푄 (푥 )=푎 ,
( )[푄 (푥 ) + 2푄 (푥 )]+	푎 ,

( )[푄 (푥 ) + 2푄 (푥 )]+	푎 ,
( )[푄 (푥 ) +

2푄 (푥 )]+…+	푎 ,
( ) [푄 (푥 ) + 2푄 (푥 )]+…+ 푎 ,

( ) [푄 (푥 ) + 2푄 (푥 )]                (2.4) 

elde edilir. Bu eşitlikte verilen fonksiyon değerleri yerine yazılırsa, 

푎 ,
( )[4 + 2.1] + 푎 ,

( )[1 + 2.0]+	푎 ,
( )[0 + 2.0] +⋯+ 푎 ,

( ) [0 + 2.0] + ⋯+ 푎 ,
( ) [0 + 2.0] =

0 + 2.  = −               (2.5) 

elde edilir ve düzenlersek 

6	푎 ,
( )+	푎 ,

( )= −                                                                                                                    (2.6) 

elde edilir. 
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 푘 = 2 için sıradaki test fonksiyonu ∅  kullanılırsa 
∅ ( ) = ∑ 푎 , ∅ 푥 =

푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )+…+푎 ,
( ) ∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )		          

(2.7) 

elde edilir. Bu eşitlikte modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonlarını yerine yazarsak, 

푄 (푥 ) − 푄 (푥 )=푎 ,
( )[푄 (푥 ) − 푄 (푥 )]+	푎 ,

( )[푄 (푥 ) − 푄 (푥 )]+	푎 ,
( )[푄 (푥 ) −

푄 (푥 )]+…+	푎 ,
( ) [푄 (푥 ) − 푄 (푥 )]+… .+푎 ,

( ) [푄 (푥 ) − 푄 (푥 )]                      (2.8) 

eşitlikte Çizelge 2.1’deki fonksiyon değerlerini yerine yazarsak  

푎 ,
( )[1 − 1] + 푎 ,

( )[4 − 0] + 푎 ,
( )[1 − 0] + ⋯+ 푎 ,

( ) [0 − 0] +⋯+ 푎 ,
( ) [0 − 0] 

= − −  =	  

Düzenlediğimizde, 

4	푎 ,
( ) +	푎 ,

( ) =                                                                                                                   (2.9) 

elde edilir.                                

 

푘 = 3 için elde edilen sıradaki test fonksiyonu ∅ , 
∅ ( ) = ∑ 푎 ,

( )∅ 푥 =

푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )+…+푎 ,
( ) ∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) 

elde edilir.                                                                                                                            (2.10) 

 

Bu eşitlikte modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonunu yerine yazarsak,                                                       

푄 (푥 ) = 푎 ,
( )[푄 (푥 )] + 푎 ,

( )[푄 (푥 )] + 푎 ,
( )[푄 (푥 )] + ⋯+ 푎 ,

( ) [푄 (푥 )] +

푎 ,
( ) [푄 (푥 )]                                                                                                                       (2.11) 

elde edilir. Çizelge 2.1 deki fonksiyon değerlerini yerine yazarsak, 

푎 ,
( ) + 4	푎 ,

( ) + 푎 ,
( ) = 0                                                                                                     (2.12) 

elde edilir.                                           

 

푘 = 4 için elde edilen sırasıyla test fonksiyonu ∅ , 
∅ ( ) = ∑ 푎( )∅ 푥 = 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )+…+푎 ,
( ) ∅ (푥 ) +

푎 ,
( )∅ (푥 )                                                                                                                          (2.13) 

elde edilir. Bu eşitlikte modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonlarını yerine yazarsak, 
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∅ (푥 ) = 푎 ,
( )[푄 (푥 )] + 푎 ,

( )[푄 (푥 )] + 푎 ,
( )[푄 (푥 )] + ⋯+ 푎 ,

( ) [푄 (푥 )] +

푎( )[푄 (푥 )]                                                                                                                        (2.14) 

eşitliği elde edilir. Çizelge 2.1 deki fonksiyon değerlerini yerine yazarsak, 

0. 푎 ,
( ) + 0. 푎 ,

( ) + 1. 푎 ,
( ) +⋯+ 0. 푎 ,

( ) + 0. 푎 ,
( ) = 0 elde edilir.                                 (2.15)    

 

푘 = 푁 − 1 için 

∅ (푥 ) = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + ⋯+ 푎 ,

( ) ∅ (푥 ) +

푎 ,
( ) ∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )	                                                                                  (2.16) 

elde edilir. Bu eşitlikte modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonlarını yerine yazarsak, 

푄 (푥 ) − 푄 (푥 ) = 푎 ,
( )[푄 (푥 ) − 푄 (푥 )] + 푎 ,

( )[푄 (푥 ) − 푄 (푥 )] +

푎 ,
( )[푄 (푥 ) − 푄 (푥 )] + ⋯푎 ,

( ) [푄 (푥 ) − 푄 (푥 )] +

푎 ,
( ) [푄 (푥 ) − 푄 (푥 )]+푎 ,

( ) [푄 (푥 ) − 푄 (푥 )]                                 (2.17) 

eşitlik elde edilir. Çizelge 2.1 deki fonksiyon değerlerini yerine yazarsak, 

푎 ,
( )[0 − 0] + 푎 ,

( )[0 − 0] +⋯+ 푎 ,
( ) [1-0]+푎 ,

( ) [4 − 0] + 푎 ,
( ) [1 − 1] 

= 0	düzenlersek, 

푎 ,
( ) + 4	푎 ,

( ) = 0                                                                                                        (2.18) 

eşitliği elde edilir. 

 

푘 = 푁 için  

∅ (푥 ) = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) +…+푎 ,
( ) ∅ (푥 ) + 푎 ,

( ) ∅ (푥 ) +

푎 ,
( )∅ (푥 )                                                                                                                          (2.19) 

elde edilir. Bu eşitlikte modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonlarını yerine yazarsak, 

푄 (푥 ) + 2푄 (푥 ) = 푎 ,
( )[푄 (푥 ) + 2푄 (푥 )] + 푎 ,

( )[푄 (푥 ) + 2푄 (푥 )] +⋯+

푎 ,
( ) [푄 (푥 ) + 2푄 (푥 )] + 푎 ,

( ) [푄 (푥 ) + 2푄 (푥 )] + 푎 ,
( ) [푄 (푥 ) +

2푄 (푥 )]                                                                                                                         (2.20) 

eşitlik elde edilir. Çizelge 2.1 deki fonksiyon değerlerini yerine yazarsak, 

푎 ,
( )[0 + 2.0] + 푎 ,

( )[0 + 0.2] +⋯+ 푎 ,
( ) [1 + 2.0] + 푎 ,

( ) [1 + 2.0] + 푎 ,
( ) [4 + 2.1] = 0 
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elde edilir ve düzenlersek, 

푎 ,
( ) + 6푎 ,

( ) = 0                                                                                                             (2.21) 

elde edilir.  

 

Yukarıda elde edilen tüm denklemler birlikte yazılırsa aşağıdaki denklem sistem oluşur: 

 

         6.푎 ,
( )+	푎 ,

( )= −  

																																					4	푎 ,
( ) + 푎 ,

( ) =
6
ℎ 

																																					푎 ,
( ) + 4	푎 ,

( ) + 푎 ,
( ) = 0 

																																						푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) + 푎 ,
( ) = 0 

                                     ⋮                             ⋮ 

푎 ,
( ) + 4	푎 ,

( ) = 0 

푎 ,
( ) + 6푎 ,

( ) = 0.                                                                            (2.22) 

Bu denklem sistemi matris formatında yazılırsa, 

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 6 1
0 4 1

1 4 1
⋱ ⋱ ⋱

1 4 1
1 4 0

1 6 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 		푎 ,

( )

		푎 ,
( )

푎 ,
( )

⋮
		푎 ,

( )

		푎 ,
( )

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
	
⋮
0
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

	                                                           (2.23) 

elde edilir. Sistem  푥  düğüm noktası için Thomas algoritması ile çözümlenerek birinci türeve 

ait ağırlık katsayıları bulunur. 

 

(1.1) denkleminde ikinci düğüm noktası  푥  düğüm noktasına ait ağırlık katsayılarını yani 푎 ,   

(푖 = 2, 푗 = 1,2, … ,푁) elde etmek için sırası ile modifiye edilmiş kübik B-spline test 

fonksiyonları yazılır. 

İlk test fonksiyonu ∅ , 
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∅ ( ) = ∑ 푎 ,
( )∅ 푥 = 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) +

+푎 ,
( ) ∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (	푥 )                                                                                      (2.24)  

elde edilir. Bu eşitlikte modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonlarını yerine yazarsak, 

푄 (푥 ) + 2푄 (푥 ) = 6푎 ,
( ) + 1. 푎 ,

( ) + 0. 푎 ,
( ) + 0. 푎 ,

( ) +⋯+ 0. 푎 ,
( )  

Buradan,   

6푎 ,
( ) + 푎 ,

( ) = −                                                                                                               (2.25) 

elde edilir. 

 

푘 = 2 için elde edilen test fonksiyonu test fonksiyonu ∅ , 

∅ (푥 ) = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + ⋯+ 푎 ,

( )∅ (푥 )                             (2.26) 

Eşitliğinde modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonları yerine yazılırsa 

 푄 (푥 ) − 푄 (푥 ) = 0. 푎 ,
( ) + 4. 푎 ,

( ) + 1. 푎 ,
( ) +⋯+ 푎 ,

( )  

Buradan, 

4푎 ,
( ) + 푎 ,

( ) = 0                                                                                                                  (2.27) 

elde edilir. 

 

푘 = 3 için elde edilen test fonksiyonu test fonksiyonu ∅ , 

∅ (푥 ) = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )…+ 푎 ,
( )∅ (푥 )           (2.28) 

Eşitliğinde modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonları yerine yazılırsa  

∅ (푥 ) = 0. 푎 ,
( ) + 1. 푎 ,

( ) + 4. 푎 ,
( ) + 1. 푎 ,

( ) +⋯+ 0. 푎 ,
( )                                                

Buradan, 

	푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) + 푎 ,
( ) =                                                                                                       (2.29) 

푘 = 4 için elde edilen test fonksiyonu test fonksiyonu ∅ , 

∅ (푥 ) = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )…+ 푎 ,
( )∅ (푥 )           (2.30) 
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Eşitliğinde modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonları yerine yazılırsa  

∅ (푥 ) = 0. 푎 ,
( ) + 0. 푎 ,

( ) + 1. 푎 ,
( ) + 4. 푎 ,

( ) +⋯+ 0. 푎 ,
( )                                                      

Buradan, 

	푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) + 푎 ,
( ) = 0                                                                                                    (2.31) 

elde edilir. Bundan sonraki k=5,6,…	푁-3 test fonksiyonları için benzer hesaplamalar yapıldı.  

푘 = 푁-2 için 

∅ (푥 ) = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )…+

푎 ,
( )∅ (푥 )                     (2.32) 

Eşitliğinde modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonları yerine yazılırsa  

∅ (푥 ) = 0. 푎 ,
( ) + 0. 푎 ,

( ) +⋯+1. 푎 ,
( ) + 4. 푎 ,

( ) +1. 푎 ,
( ) + 0. 푎 ,

( )   

Buradan, 

푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) +푎 ,
( ) = 0                              (2.33) 

elde edilir. 

 

푘 = 푁-1 için 

∅ (푥 ) = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )…+

푎 ,
( )∅ (푥 )                                                                                                                  (2.34) 

Eşitliğinde modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonları yerine yazılırsa	

푄 (푥 ) − 푄 (푥 ) = 0. 푎 ,
( ) + 0. 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 1. 푎 ,
( )∅ (푥 )  

Buradan, 

푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) = 0                                                                                                          (2.35) 

푘 = 푁 için  

∅ (푥 ) = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )…+ 푎 ,
( ) ∅ (푥 ) +

푎 ,
( )∅ (푥 )                                                                                                                          (2.36) 

elde edilir. Modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonları yerine yazılırsa      
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푄 (푥 ) + 2푄 (푥 ) =  0. 푎 ,
( ) + 0. 푎 ,

( ) +⋯+ 1. 푎 ,
( ) + 6. 푎 ,

( )               

Buradan, 

푎 ,
( ) + 6푎 ,

( ) = 0                                                                                                           (2.37) 

 Yukarıda elde edilen tüm denklemler yazılırsa aşağıdaki denklem sistem oluşur: 

 

 6푎 ,
( ) + 푎 ,

( ) = −  

 4푎 ,
( ) + 푎 ,

( ) = 0 

 푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) + 푎 ,
( ) =  

 푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) + 푎 ,
( ) = 0 

 ⋮                ⋮ 

 푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) = 0 

 	푎 ,
( ) + 6푎 ,

( ) = 0. 

denklem sistemini matris formatında yazarsak  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 6 1
0 4 1

1 4 1
⋱ ⋱ ⋱

1 4 1
1 4 0

1 6 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 		푎 ,

( )

		푎 ,
( )

		푎 ,
( )

⋮

		푎 ,
( )

		푎 ,
( ) ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0

⋮

0
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

                                                             (2.38) 

Buradan 푥  düğüm noktolarından (2 ≤ 푖 ≤ 푁 − 1) olmak üzere modifiye edilmiş kübik baz 

fonksiyon ve türev değerlerini Çizelge 2.1’den yerine yazarsak, 
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 6 1
0 4 1

1 4 1
⋱ ⋱ ⋱

1 4 1
1 4 0

1 6 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 		푎 ,

( )

⋮
		푎 ,

( )

		푎 ,
( )

		푎 ,
( )

⋮
		푎 ,

( )
⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0
⋮
0

0

0
⋮
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

                                                              (2.39) 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi Thomas Algoritması ile çözülürse 푁 − 2 tane 

düğüm noktası için birinci türeve ait ağırlık katsayılarını bulunur. 

 

(1.1) ‘de son düğüm noktası olan 푥  noktası için aşağıdaki denklem elde edilir. 

 

푘 = 1,2,…, 푁 için  

∅ (푥 ) = ∑ 푎( )∅ 푥 = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + ⋯+ 푎 ,

( ) ∅ (푥 )

 (2.40) 

푘 = 1 için  

∅ (푥 ) = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + ⋯+ 푎 ,
( ) ∅ (푥 )   (2.41) 

elde edilir. Bu eşitlikte modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonlarını yerine yazarsak, 

푄 (푥 ) + 2푄 (푥 ) =  	6. 푎 ,
( ) + 1. 푎 ,

( ) + 0. 푎 ,
( ) +⋯+ 0. 푎 ,

( )  

Buradan, 

6푎 ,
( ) + 푎 ,

( ) = 0                                                                                                                 (2.42) 

eşitliği elde edilir.  

 

푘 = 2 için  

∅ (푥 ) = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )…+ 푎 ,
( ) ∅ (푥 )        (2.43) 

elde edilir. Bu eşitlikte modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonlarını yerine yazarsak, 

푄 (푥 ) − 푄 (푥 ) =  0. 푎 ,
( ) + 4. 푎 ,

( ) + 1. 푎 ,
( ) +⋯+ 0. 푎 ,

( )  
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Buradan, 

4푎 ,
( ) + 1푎 ,

( ) = 0                                                                                                               (2.44) 

eşitliği elde edilir.  

 

푘 = 3 için  

∅ (푥 ) = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )…+ 푎 ,
( ) ∅ (푥 )        (2.45) 

elde edilir. Bu eşitlikte modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonlarını yerine yazarsak, 

푄 (푥 ) = 0. 푎 ,
( ) + 1. 푎 ,

( ) + 4. 푎 ,
( ) + 1. 푎 ,

( ) +⋯+ 0. 푎 ,
( )     

Buradan, 

푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) + 푎 ,
( ) = 0                                                                                                     (2.46) 

푘 = 4 için  

∅ (푥 ) = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 ) + 푎 ,
( )∅ (푥 ) + 푎 ,

( )∅ (푥 )…+ 푎 ,
( ) ∅ (푥 )        (2.47) 

elde edilir. Bu eşitlikte modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonlarını yerine yazarsak, 

푄 (푥 ) = 1. 푎 ,
( ) + 4. 푎 ,

( ) + 1. 푎 ,
( )   

Buradan, 

푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) + 푎 ,
( ) = 0                                                                                                     (2.48) 

elde edilir. 푘 =5,6,…,	푁 − 3 test fonksiyonları için benzer hesaplamalar yapıldı.  

 

푘 = 	푁 − 2 için 

∅ (푥 ) =

푎 ,
( )∅ (푥 ) +⋯+ 푎 ,

( ) ∅ (푥 ) + 푎 ,
( ) ∅ (푥 ) + 푎 ,

( ) ∅ (푥 ) +

푎 ,
( ) ∅ (푥 )                                                                                                                     (2.49) 

elde edilir. Bu eşitlikte modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonlarını yerine yazarsak, 

푄 (푥 ) = 0. 푎 ,
( ) +⋯+ 1. 푎 ,

( ) + 4. 푎 ,
( ) + 1. 푎 ,

( ) + 0. 푎 ,
( )   

Buradan,  
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푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) + 푎 ,
( ) = 0                                                                                         (2.50) 

elde edilir. 

 

푘 = 	푁 − 1 için  

∅ (푥 ) =

푎 ,
( )∅ (푥 ) +⋯+ 푎 ,

( ) ∅ (푥 ) + 푎 ,
( ) ∅ (푥 ) + 푎 ,

( ) ∅ (푥 )          (2.51) 

elde edilir. Bu eşitlikte modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonlarını yerine yazarsak, 

푄 (푥 ) − 푄 (푥 ) = 0. 푎 ,
( ) +⋯+ 0. 푎 ,

( ) + 1. 푎 ,
( ) + 4. 푎 ,

( ) + 0. 푎 ,
( )   

푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) = − −   

푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) = −                                                                                                  (2.52) 

elde edilir. 

 

Son düğüm noktası 푘 = 	푁 için 

∅ (푥 ) = 푎 ,
( )∅ (푥 ) + ⋯+ 푎 ,

( ) ∅ (푥 ) + 푎 ,
( ) ∅ (푥 ) + 푎 ,

( ) ∅ (푥 )      (2.53) 

elde edilir. Bu eşitlikte modifiye edilmiş kübik baz fonksiyonlarını yerine yazarsak, 

푄 (푥 ) + 2푄 (푥 ) = 0. 푎 ,
( ) +⋯+ 0. 푎 ,

( ) + 1. 푎 ,
( ) + 6. 푎 ,

( )   

푎 ,
( ) + 6푎 ,

( ) =                                                                                                             (2.54) 

elde edilir.  

 

Yukarıda elde edilen tüm denklemler birlikte yazılırsa aşağıdaki denklemler sistemi oluşur. 

 	6푎 ,
( ) + 푎 ,

( ) = 0  

 4푎 ,
( ) + 푎 ,

( ) = 0  

 	푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) + 푎 ,
( ) = 0  

 	푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) + 푎 ,
( ) = 0  
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 	⋮  

 푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) + 푎 ,
( ) = 0  

 	푎 ,
( ) + 4푎 ,

( ) = −   

 푎 ,
( ) + 6푎 ,

( ) =   

denklem sistemi matris formunda yazılırsa, 

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 6 1
0 4 1

1 4 1
⋱ ⋱ ⋱

1 4 1
1 4 0

1 6 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 		푎 ,

( )

		푎 ,
( )

⋮
		푎 ,

( )

		푎 ,
( )

		푎 ,
( )

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0
0
⋮

0

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

                                                            (2.55) 

 

elde edilir. Böylece 푥 ,	( 푖 = 1,2, … ,푁) düğüm noktalarıyla alakalı 푎 ,
( ) ağırlık katsayıları 

(2.23), (2.39), (2.55) denklem sistemlerinin Thomas algoritması ile çözülmesiyle elde edilir. 

 

2.1.4 Modifiye Edilmiş Kübik B-spline Fonksiyonları ile İkinci Mertebeden Türeve ait 

Ağırlık Katsayılarının Tespit Edilmesi 

 

Bu yöntem ikinci mertebeden türevlere ait ağırlık katsayılarını elde ederken birinci 

mertebeden türeve ait ağırlık katsayılarını kullanır. Shu'nun rekürens formülü ile 푖 =

1,2,… , 푁  ve 푗 = 1,2,… , 푁 için ikinci mertebeden türeve ait ağırlık katsayıları aşağıdaki gibi 

belirlenir [76]: 

 

푎 ,
( ) =	2푎 ,

( ) 푎 ,
( ) −

( 	 )
 ,    푖	 ≠ 	푗	için                                       (2.56) 

푎 ,
( ) = -  ∑ 푤 ,

( )
	, 	 .                                         (2.57) 
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2.1.5 Modifiye Edilmiş Kübik B-spline Fonksiyonları ile Üçüncü ve Beşinci Mertebeden  

Türeve ait Ağırlık Katsayılarının Tespit Edilmesi 

 

Bu yöntem üçüncü ve daha yüksek mertebeden türevlerin ağırlık katsayılarını elde etmek için 

birinci ikinci ve daha yüksek mertebeden türeve ait ağırlık katsayılarını kullanma esasına 

dayanır. Matris çarpımı yaklaşımı ile üçüncü ve daha yüksek mertebeden ağırlık katsayıları 

aşağıdaki gibi belirlenir [76]: 

 

푀( ) = 	 푀( ) 푀( ) = 		 푀( ) 푀( )  ,  푡 = 2,3,… ,푁 − 1.                                   (2.55) 

 

Burada 푀( )  ve 푀( ) , 푡. ve (푡 − 1). mertebeden türevlere ait ağırlık katsayı matrisleridir 

[76].                                                           
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BÖLÜM 3 

 

KAWAHARA VE MODİFİYE EDİLMİŞ KAWAHARA DENKLEMİ 

 

3.1 KAWAHARA DENKLEMİ 

 

Bu bölümde Kawahara denklemi hakkında bilgi verilmiştir. Lineer olmayan oluşum 

denklemlerinden biri olan Kawahara denklemi,  

 

 푢 + 푢푢 + 푢 − 푢 = 0,                                                                                                 (3.1) 

 

şeklindedir. Bu denklem 1972’de tek dalga yayılmasını modellemek için Kawahara [77] 

tarafından verilmiştir. Kawahara tipi denklemlerin tam çözümlerini Jang [78] elde etmiştir. 

Kawahara denklemlerinin yeni solitary dalga çözümleri Wazwaz [79] tarafından verilmiştir. 

Kawahara tipi lineer olmayan denklemlerin kompakt çözümleri Wazwaz [80] tarafından elde 

edilmiştir. Kawahara denkleminin çözümlerini homotopi analiz yöntemi kullanılarak 

Abbasbandy [81] tarafından elde edilmiştir. Kawahara-KdV tipi denklemlerin kararlılığı 

Natali [82] tarafından incelenmiştir. Sirendaoreji [83] tarafından Kawahara denkleminin tam 

çözümleri elde edilmiştir. Ye ve Mo [84] tarafından He’nin varyasyonel yöntemi ile 

Kawahara denkleminin çözümleri elde edilmiştir. Başhan [85] Kawahara denkleminin 

modifiye edilmiş kübik b-spline diferansiyel kuadratur metot ile sayısal çözümlerini elde 

etmiştir. Kawahara denklemi optimal homotopi analiz yöntemiyle Wang [86] tarafından 

çalışılmıştır.. 

 

3.2 MODİFİYE EDİLMİŞ KAWAHARA DENKLEMİ 

 

Fiziksel olayların modellenmesinde rol oynayan lineer olmayan dalgalar, birçok fizik, 

matematik ve mühendislik alanlarında kullanılmaktadır [87]. Fiziksel modellemelerde 

kullanılan lineer olmayan denklemler aşağıda belirtilen modifiye edilmiş Kawahara 

denklemleridir. Bu tezde farklı iki tipte modifiye edilmiş Kawahara denklemi incelendi.  
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Tip 1.  

Modifiye edilmiş Kawahara denkleminin ilk tipi, 

푢 + 푟푢 푢 + 푝푢 + 푞푢 = 0,                                                                                          (3.2) 

şeklindedir. 

 

Burada 푟,	푝 ve	푞 sıfırdan farklı keyfi sabitlerdir. 

 

Tip 2.  

Modifiye edilmiş Kawahara denkleminin ikinci tipi, 

푢 + 푢 + 푟푢 푢 + 푝푢 + 푞푢 = 0,                                                                                 (3.3) 

şeklindedir. 

 

Burada 푟, 푝 ve	푞 sıfırdan farklı keyfi sabitlerdir. Burada (3.3) eşitliğinin (3.2)’den farkı 푢’nun 

푥 değişkenine bağlı birinci mertebeden kısmi türevi olan 푢  fonksiyonudur. 

 

Modifiye edilmiş Kawahara denkleminin nümerik ve analitik çözümleri farklı yöntemler 

yardımıyla bir çok araştırmacı tarafından incelenmiştir. Örneğin, Kawahara denklemleri için 

yeni tam çözümleri Sirendaoreji [83] tarafından sunulmuştur.  Kurulay [88] modifiye edilmiş 

Kawahara denkleminin nümerik çözümleri için homotopi yöntemini kullanmıştır. Modifiye 

edilmiş Kawahara denkleminin tam çözümleri Elgarayhi [89] tarafından Mapping metot ile 

elde edilmiştir. Modifiye edilmiş Kawahara denkleminin soliter dalga tam çözümleri Wazwaz 

[90] tarafından verilmiştir. Modifiye edilmiş Kawahara denkleminin soliter dalga çözümleri 

Marinov ve Marinova [91] tarafından incelenmiştir. Ak ve  Karakoç [92]  modifiye edilmiş 

Kawahara denkleminin kollokasyon yöntemi ile nümerik çözümlerini elde etmişlerdir. 

Modifiye edilmiş Kawahara denkleminin analitik ve sayısal çözümleri ve yöntemin 

yakınsaklık analizi  Polat vd. [93] tarafından sunulmuştur. Değişken katsayılı modifiye 

edilmiş Kawahara denklemleri için optik solitery çözümleri  Bekir vd. [94] tarafından elde 

edilmiştir. Modifiye edilmiş Kawahara denkleminin çift periyodik çözümleri Zhang [95] 

tarafından ortaya atılmıştır. Sinüs- Cosinüs metot ile modifiye edilmiş Kawahara 

denklemlerinin periyodik ve solitery dalga çözümleri Yusufoğlu vd. [96] tarafından 

verilmiştir. Modifiye edilmiş Kawahara denkleminin tam çözümleri sembolik hesaplamalar 

ile Yusufoğlu ve Bekir [97] tarafından sunulmuştur. Coclite ve Ruvo [98] modifiye edilmiş 

Kawahara denkleminin yakınsaklık sonuçlarının incelemelerini yapmıştır. Ullah vd. [99] 

optimal homotopi asimptotik metot ile modifiye edilmiş Kawahara denkleminin çözümleri 
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elde edilmiştir. Jabbari ve Kheiri [100] modifiye edilmiş Kawahara denkleminin yeni tam 

çözümlerini modifiye tanh-coth metot ile elde etmişlerdir. Biswas [101] modifiye edilmiş 

Kawahara denkleminin matematiksel metot olan pertürbasyon teorisini kullanarak yaklaşık 

çözümlerini elde etmiştir. Elgarayhi ve Karawia [102] modifiye edilmiş Kawahara 

denkleminin periyodik ve soliter dalga çözümlerini elde etmişlerdir. Lineer olmayan modifiye 

edilmiş Kawahara denklemlerinin  sınır koşulları aşağıdaki gibidir. 

푈(푎, 푡) = 훼,       		푈(푏, 푡) = 훽. 

Başlangıç koşulu olarak, 

푈(푥, 0) = 푓(푥)                                                                                                                      (3.4) 

seçilecektir. 

 

3.3 ZAMANA BAĞLI NÜMERİK  İNTEGRASYON 

 

Bu tezde (3.2) ve (3.3) eşitliği ile verilen lineer olmayan kısmi türevli  modifiye edilmiş 

Kawahara denklemlerinin  DQM yardımıyla ayrıştırılarak 푢’nun zamana bağlı türev terimi 

yalnız bırakılır ve denklem adi diferansiyel denkleme dönüştürülür. Dördüncü mertebeden 

Runge-kutta (SSP-RK43) yöntemiyle modifiye edilmiş Kawahara denkleminin nümerik 

çözümleri elde edilir. Sırasıyla  aşağıda verilen Tip 1. ve Tip 2. Modifiye edilmiş Kawahara  

denklemleri adi diferansiyel denklemlerine dönüştürülür. 

 

3.3.1 SSP-RK43 

 

Strong stability-preserving Runge-Kutta (SSP-RK43) yöntemi 4. Mertebeden üç aşamalı bir 

nümerik integrasyonu (3.2) ve (3.3) denklemine uygulanarak iki farklı tipteki modifiye 

edilmiş Kawahara denkleminin çözümleri elde edildi. SSP-RK43 algoritması aşağıdaki gibi 

verilmiştir [103]: 

 

푢( ) = 푢 + ∆푡ℒ(푢 )  

푢( ) = 푢( ) + ∆푡ℒ(푢 )  

푢( ) = 푢 + 푢( ) + ∆푡ℒ(푢( ))  
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푢 = 푢( ) + ∆푡ℒ(푢( )).  

Modifiye edilmiş Kawahara denkleminin birinci tipini düzenlersek 

푢 = −푟푢 푢 − 푝푢 − 푞푢                                                                                           (3.5) 

elde edilir.  

 

Yukarıda verilen (3.5) eşitliğinde birinci, üçüncü ve beşinci mertebeden diferansiyel 

kuadratur metot türev yaklaşımları yardımıyla modifiye edilmiş Kawahara denkleminin 

birinci tipi, aşağıda verilen adi diferansiyel denkleme dönüştürüldü. 

 
( ) = −푟 푈(푥 , 푡) ∑ 푎 ,

( ) 푈 푥 , 푡 − 푝∑ 푎 ,
( ) 푈 푥 , 푡 − 푞 ∑ 푎 ,

( ) 푈 푥 , 푡     (3.6) 

elde edilir.   

 

Modifiye edilmiş Kawahara denkleminin ikinci tipini düzenlersek, 

 

푢 = −푢 − 푟푢 푢 − 푝푢 − 푞푢                                                                                       (3.7) 

 

buradan birinci, üçüncü ve beşinci mertebeden diferansiyel kuadratur metot türev yaklaşımları 

yardımıyla modifiye edilmiş Kawahara denkleminin ikinci tipi, aşağıda verilen adi 

diferansiyel denkleme dönüştürülü. 

 
( ) = −∑ 푎 ,

( ) 푈 푥 , 푡 − 푟 푈(푥 , 푡) ∑ 푎 ,
( ) 푈 푥 , 푡 − 푝∑ 푎 ,

( ) 푈 푥 , 푡 −

푞 ∑ 푎 ,
( ) 푈 푥 , 푡 .                                                                                                              (3.8) 
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BÖLÜM 4 

 

NÜMERİK HESAPLAMALAR  

 

Lineer olmayan kısmi türevli  modifiye edilmiş Kawahara denklemlerinin modifiye edilmiş 

kübik B-spline baz fonksiyonları kullanılarak DQM ile ayrıştırıldı. SSP-RK43 ile integre 

edilerek nümerik çözümleri elde edildi. Kullandığımız yöntem ile 푈’ nun nümerik 

çözümlerinin analitik çözümlerine ne kadar yaklaştığını görmek için  퐿  ve 퐿  hata normları 

kullanıldı. Sırasıyla 퐿  ve 퐿  hata normları aşağıdaki gibi hesaplandı. 

 

퐿 = ℎ∑ 푢 − 푈   ,  

퐿 = max |푢 − 푈 |           (4.1) 

 

Modifiye edilmiş Kawahara denkleminin en düşük iki korunum sabiti olan, kütle 퐼  ve 

momentum 퐼  aşağıdaki gibi hesaplandı [104]. 

 

퐼 = ∫ 푈	푑푥,         퐼 = ∫ 푈 	푑푥                                                                                  (4.2) 

elde edildi. 

 

퐼  ve 퐼  korunum sabitlerinin bağıl değişim oranı; 

퐼∆ =
ş ç

ş ç  ,    푖 =1,2. 

ile elde edildi.                                                                                                                        (4.3) 

 

4.1 TİP1: TEK SOLİTON DALGA 

 

(3.2) eşitliğinde verilen birinci tip modifiye edilmiş Kawahara denkleminin tek soliton dalga 

analitik çözümü aşağıda verilmiştir [91]. 
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푈(푥, 푡) = − sec ℎ 푥 + 푡                                                                    (4.4) 

푝. 푞 < 0  için (4.4) eşitliğinde başlangıç koşulunu 푡 = 0 alınarak, 

푈(푥, 0) = − sec ℎ                                                                                       (4.5) 

sınır koşulları ise 

푈(훼, 푡) = 0,      푈(푏, 푡) = 0                                                                                                  (4.6) 

seçilerek hesaplama yapıldı. 

 

 (3.2) denkleminde 푟 =1, 푝 = 1, 푞 = −1 sabit değerleri ve 푎 =-30 ve 푏 =30 alınarak çözüm 

bölgesi -30≤ 푥 ≤30 olarak kullanıldı. Tek soliton dalga 푡 =25 e kadar çalıştırıldı.  Negatif 

genliğe ve sabit hıza sahip olan dalganın sağa doğru hareket ettiği gözlendi. Soliton dalganın 

özelliğinden dolayı şekillerini, genliklerini ve hızlarını korudukları gözlendi. Tek soliton 

dalganın konuma bağlı 푡 = 0’dan 푡 = 25’e kadarki zamana ait genlik değerleri ∆푡 = 0.01 ve 

푁 =81 için nümerik ve tam çözümleri hesaplandı ve Çizelge 4.1 de verildi. 

 

Çizelge 4. 1 Tip1.  ∆푡 = 0.01 ve 푁 =81 değerleri için tek soliton dalganın konum ve genliği. 

                                                                                                                Genlik 
                                  t                 Konum                              푈 ü 	                             푢  

0 
5 

10 
15 
20 
25 

0.00 
0.75 
1.15 
2.25 
3.00 
3.75 

-0.948683 
-0.948634 
-0.948279 
-0.947688 
-0.946895 
-0.945814 

-0.948683 
-0.948565 
-0.948209 
-0.947617 
-0.946788 
-0.945725 

 

Dalganın simülasyon başında 푡 = 0  iken konumunun 0.00’da genlik değerleri  hem nümerik 

olarak hem de analitik olarak -0.948683 olduğu görüldü. Simülasyon sonunda dalganın 

푡 = 25 de konumunun 3.75 de olduğu ve  genlik değerinin nümerik olarak -0.945814 ve 

analitik genlik değerinin ise -0.945725 olduğu tespit edildi. 

 

Çizelge  4.2’de 푁 düğüm noktaları, ∆푡 zaman adımı olmak üzere 퐿  ve 퐿  hata normları ile 퐼  

ve 퐼  korunum sabitlerinin 푡 = 0’dan 푡 = 25’e kadar zaman aralığında değerleri hesaplandı. 

∆푡 değeri küçültülüp düğüm nokta sayıları arttırıldığında 퐿  ve 퐿  hata norm  değerlerinin 

küçüldüğü ve daha hassas değerler elde edildiği 퐼  ve 퐼  korunum sabitlerinin hemen hemen 
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sabit kaldığı gözlemlendi. Çizelge 4.2’de Tip1 denklemi için simülasyon sonu olan 푡 = 25 

zamanında  ∆푡 =0.01 ve 푁 =81 alındığında 퐿  hata normu 26.2239×10  olarak ve 퐿  hata 

normu 12.5849×10  olarak elde edildi. Yine simülasyon sonunda 푡 = 25’de  ∆푡 =0.001 ve 

푁 =125 alındığında 퐿  hata normu  5.7439×10  olarak ve 퐿  hata normu 2.4580×10  

olarak elde edildi. Son olarak, 푡 = 25’de  ∆푡 =0.0001 ve 푁 =165 alındığında 퐿  hata normu 

4.7051×10  olarak ve 퐿  hata normu 2.4478×10  olarak elde edildi. 

 

Çizelge 4.2 Tip1. Tek soliton dalganın farklı ∆푡 ve 푁 için nümerik çözümleri. 

      N       ∆푡              t                  퐿 ×10                퐿∞×10                      퐼                          퐼  
81 

 
 
 
 
 

0.01 
 
 
 
 
 

0 
5 

10 
15 
20 
25 

- 
19.9906 
19.7683 
21.9299 
27.2202 
26.2239 

- 
6.9014 
7.0862 
8.8908 

11.0924 
12.5849 

-8.485255 
-8.485271 
-8.485263 
-8.485268 
-8.485253 
-8.485258 

2.683282 
2.683281 
2.683281 
2.683281 
2.683281 
2.683281 

125 
 
 
 
 
 

0.001 
 
 
 
 
 

0 
5 

10 
15 
20 
25 

- 
3.8584 
3.6608 
4.7185 
5.3778 
5.7439 

- 
1.2970 
1.0677 
1.9406 
2.1246 
2.4580 

-8.485257 
-8.485256 
-8.485260 
-8.485160 
-8.485254 
-8.485259 

2.683281 
2.683280 
2.683281 
2.683281 
2.683281 
2.683283 

165 
 
 
 
 
 

0.0001 
 
 
 
 
 

0 
5 

10 
15 
20 
25 

- 
1.9975 
2.1847 
3.0447 
3.5102 
4.7051 

- 
0.6615 
0.8988 
1.4278 
1.7773 
2.4478 

-8.485257 
-8.485254 
-8.485258 
-8.485257 
-8.485253 
-8.485253 

2.683281 
2.683281 
2.683279 
2.683280 
2.683280 
2.683280 

 

Simülasyon sonunda 푡 = 25’de  (4.3) eşitliğinden 푁 =81 düğüm noktası ve  ∆푡 =0.01 zaman 

adımına ait 퐼∆ ve 퐼∆ bağıl değişimleri sırasıyla 3.5355×10  ve -3.7267×10  olarak 

hesaplandı. 푁 =125 düğüm noktası ve ∆푡 =0.001 zaman adımına ait 퐼∆ ve 퐼∆	bağıl 

değişimleri sırasıyla 2.3570×10  ve 7.4535×10  olarak hesaplandı.  푁 =165 düğüm 

noktası ve ∆푡 =0.0001 zaman adımına ait 퐼∆ ve 퐼∆ bağıl değişimleri sırasıyla -4.7140×10  

ve -3.7267×10  olarak hesaplandı. 
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Şekil 4.1 Tip1. Tek soliton dalganın -30≤ 푥 ≤30 aralığında 푡 = 0’dan 푡 = 25’e kadar zaman 

aralığında  ∆푡=0.0001 ve  N=165  için elde edilen nümerik çözüm grafikleri. 
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Şekil 4.2 Tip1. Tek soliton dalganın -30≤ 푥 ≤30 aralığında ∆푡=0.0001 ve  N=165 için   

푡 = 0	‘dan 푡 = 25’e kadar nümerik çözüm grafikleri. 
 
Şekil 4.2 de Tip1 soliton dalga denkleminin 푡 = 0	‘dan 푡 = 25’e kadar 5 birimlik zaman 

adımındaki grafikleri toplu olarak verildi. Bu grafikte dalganın genlik ve şekil bakımından 

korunduğu gözlemlendi. 

 

     
Şekil 4.3 Tip1. Tek soliton dalganın -30≤ 푥 ≤30 konum aralığında  ∆푡=0.0001 ve N=165 için 

푡 = 25‘de elde edilen hata grafiği. 
 
Şekil 4.3 de Tip1 Tek soliton dalganın 푡 = 25‘de ki hata normu grafiği veridi. 
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4.2 TİP2: TEK SOLİTON DALGA 

 

Tek soliton dalga, (3.3) eşitliğinde verilen ikinci tip modifiye edilmiş Kawahara denkleminin 

analitik çözümü aşağıdaki gibidir [105]. 

 

푈(푥, 푡) = ± sec ℎ 푥 − 푡                                                             (4.7) 

 

푝. 푞 < 0  için (4.7) eşitliğinde başlangıç koşulunu 푡 = 0 olarak alınırsa, 

푈(푥, 0) = ± sec ℎ                                                                                       (4.8) 

elde edildi ve sınır koşulları, 

푈(훼, 푡) = 0,     푈(푏, 푡) = 0                                                                                                   (4.9) 

olarak alındı. 

 

4.2.1 Tip2 Pozitif Genlikli Tek Soliton Dalga 

 

푈(푥, 푡) = sec ℎ 푥 − 푡                                                               (4.10) 

 

푝. 푞 < 0  için (4.10) eşitliğinde başlangıç koşulunu 푡 = 0 olarak alınırsa, 

푈(푥, 0) = sec ℎ                                                                                         (4.11) 

elde edilir ve sınır koşulları, 

푈(훼, 푡) = 0,     푈(푏, 푡) = 0                                                                                                 (4.12) 

olarak alındı. 

 

 (3.3) denkleminde 푟 =1, 푝 = 1, 푞 = −1 sabit değerleri ve 푎 =-100 ve 푏 =100 için çözüm 

bölgesi -100≤ 푥 ≤100 olarak alındı. Tek soliton dalga simülimasyonu 푡 =25 zamanına kadar 

çalıştırıldı. Tek soliton dalganın konuma bağlı simülimasyonu 푡 = 0	‘dan 푡 = 25 zamanına 

kadar ∆푡 = 0.001 ve 푁 =521 için pozitif genlik değerleri nümerik ve tam olarak hesaplandı 

ve Çizelge 4.3 verildi. 
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Çizelge 4.3 Tip2. Pozitif genlikli tek soliton dalganın ∆푡=0.0001 ve N=521 için konum ve 
genlik değerleri  

                                                                          Pozitif Genlik 
                   t                                 Konum                         푈 ü                               푢  

   0 
   5 
 10 
 15 
 20 
 25 

0.00 
5.77 

11.54 
17.31 
23.08 
28.85 

0.948683 
0.948640 
0.948504 
0.948279 
0.947964 
0.947561 

0.948683 
0.948638 
0.948504 
0.948279 
0.947965 
0.947561 

 

 

Dalganın simülasyon başında 푡 = 0  iken konumunun 0.00’da pozitif genlik değerleri hem 

nümerik olarak hem de analitik olarak 0.948683 olduğu görüldü. Simülasyon sonunda 푡 = 25 

de konumunun 28.85 de nümerik ve analitik genlik değerlerinin 0.947561 olduğu görüldü. 

Tek soliton dalganın konuma bağlı simülimasyonu 푡 = 0	‘dan 푡 = 25 zamanına kadar 

∆푡 = 0.0001 ve 푁 =521 için pozitif genlik değerleri nümerik ve tam olarak Çizelge 4.3 

verilmiştir. 

 

4.2.2 Tip2 Negatif Genlikli Tek Soliton Dalga 

 

푈(푥, 푡) = − sec ℎ 푥 − 푡                                                           (4.13) 

 

푝. 푞 < 0  için (4.13) eşitliğinde başlangıç koşulunu 푡 = 0 olarak alınırsa, 

푈(푥, 0) = − sec ℎ                                                                                     (4.14) 

elde edildi ve sınır koşulları, 

 

푈(훼, 푡) = 0,     푈(푏, 푡) = 0                                                                                                 (4.15) 

olarak alındı. (3.3) denkleminde 푟 =1, 푝 = 1, 푞 = −1 sabit değerleri ve 푎 =-100 ve 푏 =100 

için çözüm bölgesi -100≤ 푥 ≤100 olarak alındı. Tek soliton dalga simülimasyonu 푡 =25 

zamanına kadar çalıştırıldı. Tek soliton dalganın konuma bağlı simülimasyonu 푡 = 0	‘dan 

푡 = 25 zamanına kadar ∆푡 = 0.001 ve 푁 =521 için negatif genlik nümerik ve tam çözümleri 

hesaplandı ve Çizelge 4.4 verildi 
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Çizelge 4.4 Tip2. Negatif genlikli tek soliton dalganın ∆푡=0.0001 ve N=521 için konum ve 
genlik değerleri. 

                                                                            Negatif Genlik 
                 t                                Konum                             푈 ü                               푢  

0 
5 

10 
15 
20 
25 

0.00 
5.77 

11.54 
17.31 
23.08 
28.85 

-0.948683 
-0.948640 
-0.948504 
-0.948279 
-0.947964 
-0.947561 

-0.948683 
-0.948638 
-0.948504 
-0.948279 
-0.947965 
-0.947561 

 

Dalganın simülasyon başında 푡 = 0  iken konumunun 0.00’da negatif genlik değerleri hem 

nümerik olarak hem de analitik olarak -0.948683 olduğu görüldü. Simülasyon sonunda 

푡 = 25 de konumunun 28.85 de nümerik ve analitik genlik değerlerinin -0.947561 olduğu 

görüldü. 

 

Çizelge 4.5 Tip2. Tek soliton dalganın pozitif ve negatif genlik için farklı ∆푡 ve 푁 değerleri 
için nümerik çözümleri. 

                                                                                       Pozitif Genlik                Negatif Genlik 
N      ∆푡        t 퐿 ×10  퐿∞×10  퐼  퐼  퐼  퐼  
266 

 
 
 
 
 

0.01 
 
 
 
 
 

0 
5 

10 
15 
20 
25 

- 
21.3833 
37.4867 
51.8981 
65.2723 
78.1326 

- 
9.8836 

15.2522 
19.2400 
24.3778 
28.8161 

8.485280 
8.485278 
8.485285 
8.485368 
8.485308 
8.485308 

2.683282 
2.683282 
2.683282 
2.683282 
2.683281 
2.683282 

-8.485280 
-8.485278 
-8.485285 
-8.485268 
-8.485208 
-8.485208 

2.683282 
2.683282 
2.683282 
2.683282 
2.683281 
2.683282 

430 
 
 
 
 
 

0.001 
 
 
 
 
 

0 
5 

10 
15 
20 
25 

- 
2.6836 
4.5464 
6.1893 
7.7184 
9.1428 

- 
1.2649 
1.7549 
2.2367 
2.8183 
3.4264 

8.485281 
8.485280 
8.485280 
8.485273 
8.485288 
8.485291 

2.683281 
2.683282 
2.683282 
2.683281 
2.683281 
2.683282 

- 8.485281 
- 8.485280 
- 8.485280 
- 8.485273 
- 8.485288 
- 8.485291 

2.683281         
2.683282         
2.683282         
2.683281         
2.683281         
2.683282         

521 
 
 
 
 
 

0.0001 
 
 
 
 
 

0 
5 

10 
15 
20 
25 

- 
0.9981 
1.5457 
1.9974 
2.3538 
2.7069 

- 
0.4346 
0.5865 
0.7065 
0.8259 
0.9634 

8.485280 
8.485282 
8.485282 
8.485282 
8.485279 
8.485284 

2.683281 
2.683282 
2.683282 
2.683281 
2.683281 
2.683281 

-8.485280 
-8.485282 
-8.485282 
-8.485282 
-8.485279 
-8.485284 

2.683281 
2.683282 
2.683282 
2.683281 
2.683281 
2.683281             

 

 

Çizelge  4.5’de	푁 düğüm nokta ∆푡 zaman adımı olmak üzere 퐿  ve 퐿  hata normları ile 퐼  ve 

퐼  korunum sabitlerinin 푡 = 0’dan 푡 = 25’e kadarki zaman aralığında değerleri hesaplandı. ∆푡 

değeri küçültülüp düğüm nokta sayıları arttırıldığında 퐿  ve 퐿  hata norm değerlerinin 

küçüldüğü ve daha hassas değerler elde edildiği tespit edildi. 퐼  ve 퐼  korunum sabitlerinin 
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hemen hemen sabit kaldığı gözlemlendi. Çizelge 4.5’de Tip2 denklemi için simülasyon sonu 

olan 푡 = 25 zamanında 푁 =266 ve ∆푡 =0.01 alındığında 퐿  hata normu 78.1326×10  

olarak ve 퐿  hata normu 28.8161×10  olarak elde edildi. Simülasyon sonu olan 푡 = 25’de 

푁 =430 ve ∆푡 =0.001 alındığında 퐿  hata normu  9.1428×10  olarak ve 퐿  hata normu 

3.4264×10  olarak elde edildi. Son olarak 푡 = 25’de 푁 = 521 ve	∆푡 =0.0001 alındığında 

퐿  hata normu 2.7069×10  olarak ve 퐿  hata normu 0.9634×10  olarak elde edildi. 

Çizelge 4.5’de 푁 =266 düğüm noktası ve ∆푡 =0.01 zaman adımına ait pozitif genlik için 퐼∆ 

ve 퐼∆  bağıl değişimleri sırasıyla 3.2998×10  ve 0.00×10  olarak hesaplandı. 푁 =430 

düğüm noktası ∆푡 =0.001 zaman adımına ait pozitif genlik için 퐼∆ ve 퐼∆  bağıl değişimleri 

sırasıyla 1.1785×10  ve 3.7267×10  olarak hesaplandı.  푁 =521 düğüm noktası 

∆푡 =0.0001 zaman adımına ait pozitif genlik için 퐼∆ ve 퐼∆ bağıl değişimleri sırasıyla 

4.7140×10  ve 0.00×10   olarak hesaplandı. 푁 =266 düğüm noktası ve ∆푡 =0.01 zaman 

adımına ait negatif genlik için 퐼∆ ve 퐼∆ bağıl değişimleri sırasıyla -8.4852×10  ve 

0.00×10   olarak hesaplandı. 푁 =430 düğüm noktası ve ∆푡 =0.001 zaman adımına ait 

negatif genlik için 퐼∆ ve 퐼∆ bağıl değişimleri sırasıyla 1.1785×10   ve 3.7267×10  olarak 

hesaplandı.  푁 =521 düğüm noktası ve ∆푡 =0.0001 zaman adımına ait negatif genlik için 퐼∆ 

ve 퐼∆ bağıl değişimleri sırasıyla 4.7140×10  ve 0.00×10   olarak hesaplandı. 
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Şekil 4.4 Tip2. Tek soliton dalganın -100≤ 푥 ≤100 konum aralığında ∆푡=0.0001 ve N=521 

푡 = 0	‘dan 푡 = 25’e kadar olan pozitif genlikli dalganın nümerik çözüm grafikleri. 
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Şekil 4.5 Tip2. Tek soliton dalganın -100≤ 푥 ≤100  konum aralığında ∆푡=0.0001 ve N=521 

için 푡 = 0	‘dan 푡 = 25’e kadar olan pozitif genlik için elde edilen  nümerik çözüm 
grafikleri. 

 
Şekil 4.5 de Tip2 soliton dalga denkleminin 푡 = 0	‘dan 푡 = 25’e kadar 5 birimlik zaman 

adımındaki grafikleri toplu olarak verildi. Bu grafikte dalganın pozitif genlik ve şekil 

bakımından korunduğu gözlemlendi. 

 
Şekil 4.6 Tip2 Tek soliton dalganın 푡 = 25’de ∆푡=0.0001 ve N=521 pozitif genlikli dalganın 

hata norm grafiği.  
 
Şekil 4.6 da Tip2 Tek soliton dalganın 푡 = 25’de ki hata normu grafiği verildi. 



34 

                  
 

 

                  
 

 

                  
Şekil 4.7 Tip2. Tek soliton dalganın -100≤ 푥 ≤100 aralığında  konum aralığında ∆푡=0.0001 

ve N=521 için 푡 = 0	‘dan 푡 = 25’e kadar olan negatif genlikli dalganın nümerik 
çözüm grafikleri. 
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Şekil 4.8 Tip2. Tek soliton dalganın -100≤ 푥 ≤100 konum aralığında ∆푡=0.0001 ve N=521 

için 푡 = 0	‘dan 푡 = 25’e kadar olan negatif genlik için elde edilen  nümerik çözüm 
grafikleri. 

 
Şekil 4.8 de Tip2 soliton dalga denkleminin 푡 = 0	‘dan 푡 = 25’e kadar 5 birimlik zaman 

adımındaki grafikleri toplu olarak verildi. Bu grafikte dalganın negatif genlik ve şekil 

bakımından korunduğu gözlemlendi. 

 
Şekil 4.9 Tek soliton dalganın 푡 = 25’de ∆푡=0.0001 ve N=521 negatif genlikli dalganın hata 

norm grafiği. 
 

Şekil 4.9 de Tek soliton dalganın t=25’de ki hata normu grafiği verildi. 
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BÖLÜM 5 

 

SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Bu tezde modifiye edilmiş kübik B-spline Diferansiyel Kuadratur Metotu (DKM) ile iki farklı 

tipteki modifiye  edilmiş Kawahara denkleminin nümerik çözümleri elde edildi. Tip 1 

modifiye edilmiş Kawahara denklemi sadece negatif genliğe sahip bir analitik çözüme 

sahiptir. Nümerik çözümde elde edilen çözümler, analitik çözümle uyumlu olacak şekilde 

elde edilmiştir. 퐿  ve 퐿  hata normları farklı zaman adımları ve farklı düğüm nokta sayıları 

kullanılarak elde edildi. Zaman adımının küçültülmesi ve düğüm nokta sayılarının 

arttırılmasıyla hata normlarının küçüldüğü gözlemlendi. Tip 2 olan modifiye edilmiş 

Kawahara denkleminde ise hem pozitif genlik hem negatif genlikli dalgalara ait analitik 

çözüm mevcut olduğundan iki durum için çözüm araştırıldı. Elde ettiğimiz nümerik çözümler 

Tip1’e benzer şekilde yine çok küçük hata değerleri sahip nümerik çözümler olarak elde 

edildi. Her iki tipe ait korunum sabitleri hesaplandı ve korunum sabitlerinin bağıl değişimleri 

hesaplandı. Bağıl değişimlerinin de  kabul edilebilir derecede küçük olduğu gözlemlendi. 

Simülasyon sonunda 푡 = 0’da 푡 = 25’e kadarki zamana ait nümerik grafikler verildi. 

Simülasyon sonunda 푡 = 25 zamanına ait hata grafikleri çizildi. Yapılan bu çalışma ile bu 

metodun 5. Mertebeden lineer olmayan modifiye edilmiş Kawahara denkleminin nümerik 

çözümleri için uygun bir metot olduğu görüldü. Bu metod ile diğer yüksek mertebeden kısmi 

diferansiyel denklemler için kullanılabileceği düşünülebilir  
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