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Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Tk béliimde; Oklid uzaylari arasindaki fonksiyonlarin
tiirevlenebilirligi, kritik noktalar1 ve baz1 temel sonuglar verilmistir. Ikinci béliimde; manifold
tanimi, manifoldlar {izerinde fonksiyonlarin tiirevlenebilirligi, kritik noktalari, manifoldlar
lizerinde Morse fonksiyonlari, manifoldlarin bir Oklid uzayma gomiiliisii, manifoldlar
iizerinde ol¢iim ve Sard teoremi gibi kavramlar incelenmektedir. Uciincii boliimde,
manifoldlarin Oklid uzaylarma verilen immersiyonlarmin odak noktalari {izerine bilinen
sonuglar calisilmaktadir. Dordiincti boliimde, ilk kez [2] makalesinde tanitilan 2(f) itme
uzay1 Ve bilesenleri tizerine bilinen bazi 6zellikler incelenmistir. 4.3. bolimde, orijinal bir

sonu¢ olarak f:M™ — R™*1\{0} seklinde bir immersiyon ve @:R™*1 —» §M+l c RM+2

o(x) = ( /

Ir1?
esit alinabilecegi gosterilmistir.

2 |lxl>-1
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) fonksiyonu olmak tizere 2(® o f) ve 12 (CD ° ) itme uzaylarinin
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This thesis consists of four chapters. In the first chapter, the differentiability of functions
between m and n dimensional Euclidean spaces, their critical points and some basic results
are given. In the second chapter, the definition of manifold, differentiability of functions on
manifolds, critical points, Morse functions on manifolds, embeddings of manifolds in an
Euclidean space, measure on manifolds and Sard's theorem are examined. In the third chapter,
known results on the focal points of immersions of manifolds given to Euclidean spaces are
studied. In the fourth chapter, we study some known properties on the components of the
push-out space 2(f) which is first defined in [2]. In section 4.3, we observe as an original

result that the push-out spaces of Q(® o f) and (qb ° ”;”2) can be taken equal, where
f:M™ - R™*1\{0} is an immersion and @: R™*1 — §™+1 ¢ R™*2 js the function given by

& (x) = ( 2x ||x||2—1).
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BOLUM 1

ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tiirevlenebilir fonksiyonlarla ilgili bu tez boyunca kullanilacak temel tanim,
teorem ve kavramlara yer verilmigtir. Bazi tanim ve teoremler i¢in [5] kaynagindan yarar-

lanilmigtar.

1.1 R™ de Tiirevlenebilme

Tanim 1.1.1 U C R™ bir agik kilme ve f : U C R™ — R bir fonksiyon olsun. Bu

durumda

i) Eger U kiimesi tzerinde f nin (r =1,2,3...) olmak tzere r ye kadar ve r. mertebeden
tiim kismi tirevleri mevcut ve siirekli ise f ye C" sinifindan tirevlenebilir denir.
ii) Eger her r = 1,2,3,... i¢in f, C" simfindan tirevlenebilir ise f ye C* simfindan

tirevlenebilir denir.

f U CR™ — R” bir fonksiyon olsun. Bu durumda f yi bilesenler: veya koordinat

fonksiyonlar: cinsinden

f@)= (), f2 (), fo (@)

seklinde yazabiliriz. Bu durumda her 1 < ¢ < n i¢in f; : U — R, C" siifindan
tiirevlenebilir ise f ye C" smifindan tiirevlenebilir diyecegiz. Bundan sonra aksi be-
lirtilmedikge C> swmfindan tirevlienebilir fonksiyon ve dizgiin fonksiyon ifadeleri ayni

anlama gelecek sekilde kullanilacaktir.
Ornek 1.1.2 R™ nin bir agik alt kimesinde tansmly m degiskenli her polinom diizgiindiir.

Tanim 1.1.3 U C R™ herhangi bir ag¢ik kiime ve f : U C R™ — R" en az C* simfindan

tirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f = (fi1, fa, ..., fn) ise

210=(3),..

matrisine f fonksiyonunun x noktasindaki Jakobiyen matrisi denir.



Df (z) Jakobiyen matrisinin rankina f nin z noktasindaki ranki denir. m = n ise Jako-

biyen matrisin determinantina Jakobiyen determinati denir.

Zincir Kurali: U C R™, V C R” iki acik kiime; f: U CR™ — R", g: V C R* — R!
birer fonksiyon ve f, x € U noktasinda ve g, f (z) € V noktasinda C” siifindan ise go f,

x € U noktasinda C" smifindandir ve

D(go f)(z) = Dg(f (z)) Df (x)
saglanir.

U, V C R™ iki agik kiime ve f : U — V bir fonksiyon olsun. Eger f bir homeomorfizma
ve file f7!, C" simfindan ise f ye C" simfindan difeomorfizma denir. C* simfindan
bir difeomorfizmaya kisaca difeomorfizma denir. Eger f bir difeomorfizma ise Jokobiyen
matrisi singiiler degildir. Gergekten f~*o f =T ((flo f)(x) = z = I (z)) esitligine

zincir kurali uygulanirsa,

Df7'(f(x))-Df(x) = I (m x m birim matris)
= Df ' (f(2))=(Df ()"

elde edilir ve sonug¢ buradan goriiliir.
Ornek 1.1.4 f:R™ — R™, f(z) =2z fonksiyonu bir difeomorfizmadar.

Ornek 1.1.5 f : R — R, f(x) = 25 fonksiyonu C* simfindan olmasina ragmen

Y (x) = ¥/z, 0 noktasinda tiirevienebilir bile degildir.

Ornek 1.1.6 f: R — R, f(z) = z(|z| 4+ 1) fonksiyonu i¢in f' (x) = 2|z| + 1 olup f,
CY simfindandwr. Bu fonksiyon icin f' (x) > 0 oldugundan tersi vardwr ve tersi de C*

siafindandar. O halde f, C' difeomorfizmadir, ancak C* difeomorfizma degildir.

Ornek 1.1.7 f : (-1,1) — R, f(x) = =3 fonksiyonu bir difeomorfizmadir. Daha
genel olarak B™(0,1) ile R™ de 0 merkezli ve 1 yaricapli agik topu gosterelim, yani
B™(0,1) = {x € R™ | ||z|| < 1} olsun. Bu durumda ® : B™(0,1) — R™, &(x) = l—ﬁ:—rﬂz

ile verilen fonksiyon bir difeomorfizmadair, yani B™(0, 1) ile R™ difeomorfiktir.



Teorem 1.1.8 (Ters Fonksiyon Teoremi) U C R™ bir agik kiime ve f : U — R™
bir C" fonksiyon ve a € U olsun. f nin a noktasindaki Jakobiyen matrisi D f (a) nin
singtiler olmadigune kabul edelim. Bu durumda f, a mn bir a¢ik komsulugu ile f (a) man

bir a¢ik komsulugu arasinda C" difeomorfizmadar.

Ornek 1.1.9 [ : (—g,g) — R, f(x) = tanz fonksiyonu bir homeomorfizmadur.

I (z) = sec® x olup her x € (—%, %) icin f' (x) # 0 dwr. O halde ters fonksiyon teoremine
gore f fonksiyonu C' simafindan difeomorfizmadir. Ayrica f, C* simfindan oldugundan

C*> difeomorfizma oldugu goriiliir.

Sonug 1.1.10 U C R™ bir agik kiime, 0 € U ve f : U C R™ — R" bir C" fonksiyon
ve f nin 0 noktasindaki rank: m olsun (o halde m < n olur). f(0) = 0 oldugunu kabul
edelim. Bu durumda R™ de 0 noktasinin bir komsulugunu yine 0 noktasinin bir agik

komsuluguna doniistiren C™ simfindan bir g difeomorfizmast bulunabilir 6yle ki
(go f) (1,29, ... Tm) = (1,22, ... T, 0,...,0)
egitlige saglanar.

Ispat: Ispati [5] kaynaginda oldugu gibi yapalim. I. Durum (Ozel hal): n x m boyutlu

(gg;) matrisinin 0 noktasmminda singiiler olmadigin1 varsayalim, yani D f (0) m ilk m

satir1 lineer bagimsiz olsun.
F:UxR"™™ —R" F(x1,29,...2,) = f(21,29,...25) + (0,...,0, Zp11,...2,)
olarak tanimlansin. Bu durumda F' (0) = 0 ve Jakobiyen matrisi

|0
DF(z)=| Df(x) | ——-
.

seklindedir ve singiiler olmadig: agiktir. O halde ters fonksiyon teoremine gore F' nin yerel

ters fonksiyonu ¢ istenen ozellikleri saglar.

II. Durum (Genel hal): Df (0) in herhangi m satir1 lineer bagimsiz olsun. F' nin tanimi
uygun sekilde degistirilerek DF' (x) Jakobiyen matrisinin son kismindaki (n — m) tane 1

diger satirlara gider. B



Sonug 1.1.11 U C R™ bir agik kiime, 0 € U ve f: U — R" bir C" fonksiyon ve f nin
0 daki rank: n olsun (o halde m > n olur). f(0) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu du-
rumda U C R™ de 0 noktasinin bir komsulugunu yine 0 noktasinin bir a¢ik komsuluguna

doniigtiiren C™ sinafindan bir h difeomorfizmast bulunabilir dyle ki

(foh)(xy,za,...20) = (x1,29,...2,)
egitligi saglanar.

Ispat: Ozel hal: n x m boyutlu (%) matrisinin 0 noktasininda singiiler olmadiginm
J

varsayalim, yani D f (0) m ilk n siitunu lineer bagimsiz olsun.
F:UCR"™ —R"xR™™ F(x1,29,...,%m) = (f(T1,Z2, ..., Tm) s Tty -+, Tin)

olarak tamimlansin. Bu durumda F'(0) = 0 ve Jakobiyen matrisi

Df (x)

seklindedir ve singiiler olmadigi agiktir. O halde Ters fonksiyon teoremine gore F' nin

yerel ters fonksiyonu h olsun. (x1,zs,...x,,), h nin tanim kiimesinde ise,
(Foh)(xy,x,...,xm) = (x1, T2, ..., Tm)
olur. O halde sadece ilk n koordinati ele alinirsa,

(foh)(x,x0,...,0m) = (x1,T0,...,2,)

elde edilir.

Genel hal: Df (0) in herhangi n stitunu lineer bagimsiz olsun. Bunlar1 artan sirada i,
19,..., i olarak gosterelim. Geriye kalanlari i,.4,..., 7, ile gosterelim. A : R™ — R™,
ATy, Tay o T) = (T4, Tig, - - - T4, ) Olarak tammlamirsa A bir difeomorfizmadir.

O halde fo X' : A\(U) — R™ fonksiyonu 6zel haldeki sartlar1 saglar. Dolayisiyla
g(0) = 0 kosulunu saglayan ve 0 € R™ noktasimin bir komgulugunu yine 0 € R™
noktasinin bir agik komsuluguna doniistiiren bir ¢ difeomorfizmasi bulunabilir. Ayrica
(f oxlo g) (21,22, ...Tm) = (21,29, ...7,) saglamr. Burada h = A\~' o g alirsa ispat

biter. W



1.2 Reel Degerli Fonksiyonlar ve Kritik Noktalar:

Tanim 1.2.1 f:U C R™ — R, en az C? simfindan tirevienebilir bir fonksiyon olsun.
Eger bir x € U noktasindaki D f (z) Jakobiyen matrisi sifur ise bu durumda x noktasina
f min bir kritik noktasy denir. Diger taraftan m x m boyutlu

n 0= (507)

kare matrisine f fonksiyonunun x noktasindaki Hesiyen (Hessian) matrisi denir. Eger f
nin bir x kritik noktasindaki Hesiyen matrisi singiiler (singiiler degil) ise f nin bu x kritik
noktasina dejenere (dejenere olmayan) kritik nokta denir. Ayrica bir x kritik noktasindaki

Hf (z) Hesiyen matrisinin negatif ézdegerlerinin saysina kritik noktanin indeksi denir.

Ornek 1.2.2 f:R — R, f(z) = 2® +4x+1 fonksiyonu icin x = —2 dejenere olmayan
bir kritik noktadar.

Ornek 1.2.3 f : R — R, a* fonksiyonunun tek kritik noktas: x = 0 noktasidur ve

dejenere bir kritik noktadr.

Ornek 1.2.4 f : R? — R, f(z,y) = 2% + day + 4y® fonksiyonu i¢in (z,y) = (0,0)
dejenere bir kritik noktadir. Gergekten f nin R deki grafigi (yani z = x* + dxy + 4y?
fonksiyonunun grafigi) parabolik silindirdir ve xy dizlemine x + 2y = 0 dogrusu boyunca
tegettir. Bu dogru tizerindeki her nokta f min kritik noktasidir. Yani sonsuz coklukta

kritik nokta bulunabilir.

200

Z 100

Sekil 1.1 f(x,y) = 2 + day + 4y fonksiyonunun grafigi



Ornek 1.2.5 f:R? — R, f(z,y) = 2® — 3ay? fonksiyonu i¢in (x,y) = (0,0) tek kritik
noktadwr ve dejeneredir. Bu fonksiyonun R® deki grafigi Maymun oturag: olarak bilinen

ylzeydir. Bu eger-semer (saddle) noktasindan ti¢ dag ve ¢ vadi ¢ikmaktadur.

Sekil 1.2 Maymun oturag

Onerme 1.2.6 f:R™ — R diizgiin bir fonksiyon ve h : R™ — R™ bir difeomorfizma
olsun. p nin f nin bir dejenere olmayan kritik noktas: oldugunu kabul edelim ve h (q) = p

olsun. Bu durumda

H(foh)(q) = (Dh(q)" - Hf (p)- Dh(q)

saglanir ve q, foh : R™ — R fonksiyonunun dejenere olmayan bir kritik noktasidar.

Ayrica [ nin p noktasindaki indeksi ile f o h min q noktasindaki indeksi esittir.

Ispat: Kolaylik acisindan ispati m = 2 durumunda yapalim. Genel durum benzer sekilde

vapihr. h: R? — R? 2 = (21, 22), h(x) = (u1 (7) ,uz (x)) olsun. O halde g = f o h igin

g(@) = (foh)(x)=f(h(z))=f(u(z), uz(x))

olur. Buradan 1 <17 < 2 i¢in

dg ~ Of aul Of Ousy Z af Ouy

or;  Ouy Ox; auQ ox; ouy, 0x;
99(a) 99\ _ () oF ) [ ‘5l Tl
8x1 ’ 81‘2 8u1 ’ 8u2 Ouz(q)  Ouz2(q)

o1 Oxo

bulunur ve buradan

D(foh)(q)=Df(p)-Dh(q)



elde edilir. Bu ifadeyi,

t

9g(q) Oui(g) dui(q) of(p)
ox1 — or Oxa ouy

99(q) Oua(q)  Ouz(q) 9f(p)
Oxa ox1 Ox2 Oug

seklinde yazabiliriz. h difeomorfizma oldugundan det(Dh (q)) # 0 olur. O halde p, f nin

kritik noktasidir ancak ve ancak ¢, g = f o h nin kritik noktasidir.

Diger taraftan 1 < j < 2 igin

dg  Of aul Of Ous Z af Ouy

or;  Ouy Oz 8u2 ox; ouy, 0x;

9g 9% f ouy Pf Ouy\ Ouy  Of 0wy
0z;0x; (81@ oz * Ju1dus 8:6]-) oz; * Ouy 0x;0x;
" ( Pf Ouy N 82f8uQ) Ousy N Of 0%uy

Qugduy dx;  Ou3 Oxj ) dx;  Oug Ox;0x;

22: 22: Pf Ou \ Oux Zaf Py,
'~ OuOwy Oz | Ox; 8uk8x28x3

k=1

olur. Bir kritik noktada 1 < k£ < 2 i¢in 887]; = 0 oldugundan Z 88 Jk 8?;;; =0 olur. O

k=1

halde

g T 9%f Ouy \ Oug
O0x;0x; N ;(Z Ou 0w Ox; | Ox;

olur ve buradan

Hg(q) =H(foh)(q) =(Dh(q))" Hf (p) Dh(q)

elde edilir. Buna gore, h difeomorfizma oldugundan Dh(q) singiiler degildir. O halde
) Hesiyen

t . .s e . . oy . 82
(Dh(q))" de singiiler degildir. Dejenere olmayan kritik noktada f nin ( Fao
matrisi de singiiler degildir. O halde g nin Hesiyen matrisi de iig singiiler olmayan matrisin

carpimi olarak singiiler degildir.

g nin ¢ ve f nin p noktalarindaki Hesiyen matrislerinin 6zdegerleri arasinda nasil bir iligki
vardir? Bu iki matris denk ve reel simetrik olduklarindan Sylvester kurali (Sylvester’s law
of Inertia) geregince bu iki matrisin negatif, pozitif ve sifir 6zdegerlerinin sayisi1 birbirine

esittir [9]. W



Ornek 1.2.7 f:R> — R, f (z,y,2) =2y + yz + xz olsun. O halde
Df(z.y,2) = (y+zz+22+y)

bulunur. (y+ z,x 4+ z,x +y) = (0,0,0) denklemi ¢oziliirse (0,0,0) noktasimin f nin tek

kritik noktast oldugu goriliir.

011 011
Hf(z,y,2)=1 1 0 1 oldugundandet | 1 0 1 | =2#0
1 10 1 10
011
olur. Buradan D f(0,0,0) = (0,0,0) ve Hf (0,0,0) = | 1 0 1 | oldugundan (0,0,0)
1 10

noktasinin dejenere olmayan bir kritik nokta oldugu goriliir.

011 100
det (Hf (0,0,0)=A) = det || 10 1 |=Al 0 1 0
110 001

= M43 +2=2-N(+1)?

bulunur ve (2 — A) (A + 1)* = 0 denkleminin negatif kik sayist 2 oldugundan f nin (0,0, 0)

dejenere olmayan kritik noktasinan indeksi 2 dir.



BOLUM 2

MANIiFOLDLAR

Bu boliimde, topolojik ve diizgiin manifoldlar, diizgiin manifoldlar arasindaki fonksiyon-
larin tiirevlenebilirligi ve kritik noktalar1, manifoldlar iizerinde Morse fonksiyonlari, mani-
foldlarin bir Oklid uzayma gomiiliisii, manifoldlar iizerinde olciim ve Sard teoremi gibi

kavramlar incelenmis ve [5], [11], [13], [1] ve [14] kaynaklarindan yararlanilmigtir.

2.1 Topolojik ve Diizgiin Manifoldlar

Tanmim 2.1.1 M bir Hausdorff topolojik uzay olsun. Eger M nin her noktasinin R™ ye
(veya R™ nin bir agik alt kiimesine) homeomorfik bir a¢ik komsulugu varsa M ye m-
boyutlu bir topolojik manifold denir ve sikhikla M™ seklinde gosterilir. Bu gdsterimde m

harfi manifoldun boyutunu belirtir.

Eger U C M agk ve ¢ : U — R™ bir homeomorfizma ise (U, ) ye bir koordinat

kartr denir. M = U U, olmak sartiyla koordinat kartlarimin bir {(U,,¢,) | a € A}

acA
topluluguna M {izerinde bir atlas denir. Eger (U, ¢) ve (V, 1)) iki koordinat kartu ise,

Yo tioUNV) — R™

doniisiimiine bir koordinat doniisimai denir.

Ornek 2.1.2 R™, m-boyutlu bir topolojik manifolddur. Gercekten R™ dojal metrik topolo-
gisi ile bir Hausdorff uzaypdir. Ayrica I : R™ — R™, I (x) = x birim dénigimi bir

homeomorfizmadir ve {(R™, 1)}, R™ i¢in bir atlastir.

Ornek 2.1.3 S™ = {(z1, ... @ms1) 1 23 + 23+ -+ 22, =1} C R™! standart birim
Kiiresi m-boyutlu bir topolojik manifolddur. Gercekten S™ C R™! standart birim kiiresi

dogal metrik alt uzay topolojisi ile bir Hausdorff uzaypdir. U = S™ — {(0,...,0,1)} ve



V =8 —-{(0,...,0,—-1)} olsun. Bu durumda U ve V, S™ nin ag¢ik alt kiimeleridir ve

birlegimleri S™ ye egittir. p : U — R™ ve ¢p : V — R™, swraswyla,

T T,
(T, ey Tpy1) = ( ! ) ),

1_~:Cm+1’ ”’1_xm+1
T Tm
T1y ey T = ey
vla +1) <1+l’m+1 1+$m+1>

ile tanamlanirsa @ ve 1 birer homeomorfizmadr ve dolayswyla {(U, ), (V, 1)}, S™ igin bir
atlastir. O halde S™, m-boyutlu bir topolojik manifolddur. Buradaki ¢ ve 1) fonksiyonlari-
na siraswyla (0, ...,0, 1) kuzey kutup noktasindan ve (0, ...,0,—1) giiney kutup noktasindan

kiiresel izdiistiim denir.

Tamim 2.1.4 M™ bir topolojik manifold olsun. Asagidaki sartlary saglayan bir D at-
lasina M dizerinde C" simafindan tirevlenebilir bir yapr veya bir C™ yapr denir:

M1) Her (U,),(V,24) € Dve UNV # & iginpop ' : o(UNV) — R™ koordinat
doniigimlerts C" sinsfindandar.

M2) D maksimaldir, yani (W, ¢), M nin bir koordinat kart, ve her (U, ) € D, WNU # &
i¢in w0 ¢~ ', ¢ o ! doniigiimleri C" sumfindan ise (W, ¢) € D dir.

Bu tammmda (U, ¢), (V,9) € D olan iki koordinat karti igin U NV = & ise ¢ o p~!
doniisiimiiniin C” stmfindan oldugu kabul edilmektedir. Ayrica, dikkat edilirse hem 1pop~!
hem de (¢ o ™ ')"! = po !, C" smifindan oldugundan M1) kosulu her koordinat

doniigiimiiniin bir C" difeomorfizma oldugunu ifade eder.

Eger B, M iizerinde yalmzca M1) kogulunu saglayan bir atlas ise M iizerinde B C D
olacak gekilde C" smifindan tek bir D tiirevlenebilir yapisi oldugu bilinmektedir. Bu

durumda B ya D igin bir taban denir.

M bir topolojik manifold ve D, M iizerinde C" sinifindan bir tiirevlenebilir yapi olmak
iizere (M, D) ikilisine C" simifindan tirevienebilir manifold ya da kisaca C" manifold
denir. C* smifindan tiirevlenebilir bir manifolda dizgiin manifold diyecegiz. Bundan
boyle manifold kavrami gectiginde diizgiin manifolddan sz edilecektir. Ayrica M nin
topolojisinin sayilabilir bir tabani oldugunu yani ikinci sayilabilir oldugunu da kabul ede-

cegiz. Ornegin, embeding ve Sard teoremlerinde bu gerekmektedir.

Ornek 2.1.5 [ : R™ — R™, f (x) = = birim fonksiyonu homeomorfizmadir. O halde
(R™ T), R™ dizerinde agik¢a bir atlastir ve M1) kosulunu sagladign kolayca gosterilir,
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cinki M1) kosulu sadece (U,p) = (V1) = (R™, 1) i¢in gosterilecektir. Dolayisiyla
(R™, T), R™ dizerinde her r = 1,2,3,...,00 i¢in C" yapr i¢in taban olugturur. Buna R™

nin dogal tirevlenebilir yapist denir.

Ornek 2.1.6 (U, ), (V,v) Ornek 2.1.8 te verilen kiiresel izdiisiim kartlars olsun. Orada
belirtildigi gibi {(U, ), (V,4)}, S™ igin bir atlastur.

—1+>
=1

1+ g2
=1

2y, 2ys §
L+ g2 14 ¢
=1 =1

oldugu kolayca gdsterilebilir. Boylece

O (Y1, Y2s - Ym) =

*

U1 Y2 Ym

m )m 2 Y m

2 2 2
E Yi E Yi E Y;
=1 =1 i=1

Vo (Y1, Y2y - -y Ym) =

bulunur. Bu formil ¢ (UNV) = R™ — {0} kimesinde gecerlidir ve burada Xm:yf #
0 saglanwr. Her bir koordinat fonksiyonu rasyonel fonksiyon oldugundan Cooi:slszm—
dandwr ve dolayrswyla Vo=, C* simfindandwr. Simetriklikten dolayr =1 de C™ sinaifin-
dandir ve {(U, @), (V )} atlast S™ dzerinde her r = 1,2,3,...00 i¢in C" sinifindan bir

tirevlenebilir yapr i¢in taban teskil eder. Yani S™ bir diizgiin manifolddur. Buna S™ nin

dogal veya alisilmas tiirevlenebilir yapisy denir.

Ornek 2.1.7 T? = {(x,y, z) € R? | (\/m — 2)2 + 22 = 1} C R? alt kiimesine Tor
yuzeyi veya kisaca Tor demmektedir. Bu Tor ylizeyi xz—dizleminde (2,0,0) merkezli
ve 1 yaricaply ¢cemberin z—ekseni etrafinda dondirilmesiyle elde edilir. xz— diizleminde
(2,0,0) merkezli ve 1 yaricapl gemberin tzerindeki bir noktanin x-ekseninin pozitif kus-
mayla yaptige pozitif acuy B ile ve sunary z-eksent olan bir yar: dizlem ile x-ekseni arasin-

daki pozitif acup « ile gosterelim. Bu Tor yiizeyinin bir parametrelenisi
f:]0,2m) x [0,27] — R®, £ (B,a) = ((2+ cos ) cos a, (2 + cos 3) sin , sin 3)

formiilii ile verilebilir. 5 = 0 ise v, (o) = (3cosa,3sina,0) dig ¢cemberi ve f = w
ise v, (o) = (cosa,sine,0) i¢ gemberi olusur. [ sabit alindiginda olusan g () =

((2 4 cos B) cosa, (2 + cos B) sin o, sin ) ¢emberlerine boylam egrileri denir. « = 0 ise
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merkezi (2,0,0) noktasinda ve yaricapr 1 olan ny (8) = (2 + cos3,0,sin3) ¢emberi ve
a = ise merkezi (—2,0,0) noktasinda ve yaricapr 1 olan n, (8) = (=2 — cos 3,0, sin )
cemberi olusur. « sabit alindiginda merkezi (2 cos a, 2sin o, 0) noktasinda ve yarigapr 1
olan 7, (8) = ((2 + cos B) cos a, (2 + cos B) sin o, sin 3) ¢emberleri olusur. Bu ¢emberlere
enlem egrileri denir. Bu Tor yizeyinin [5] de ac¢iklandign gibi, (U, ) ve (V ) gibi iki

koordinat karty olusturarak 2-boyutlu dizgiin bir manifold oldugu gosterilebilir.

Sekil 2.1 Tor yliizeyi

Onerme 2.1.8 (M™, D) bir dizgin manifold ve p € M olsun. Bu durumda p € U ve
¢ (p) = 0 olacak sekilde bir (U, ) € D mevcuttur.

Ispat: D bir atlas oldugundan p € U olacak sekilde bir (U,¢) € D koordinat karti
mevcuttur. ¢ (U) = R™ oldugunu varsayabiliriz. 7' : R — R™, T'(y) = y — ¢ (p)
ile tanimlansin. 7', C'*° sinifindan bir difeomorfizmadir. ¢ = T o ¢ : U — R™ olarak
alimirsa ¢ (p) = T' (¢ (p)) = ¢ (p) — ¢ (p) = 0 saglamr. (U, ¢) € D oldugunu gosterelim.
M?2) kosulu geregince her (V1) € D icin ¢~ ve o' gecis doniisiimlerinin diizgiin

oldugunu gostermek gerekir.

ot =1 (Te) ™ = (o) T

bulunur. (U, ¢), (V1) € D oldugundan o~ diizgiindiir. T difeomorfizma oldugundan
P! diizgiindiir. Benzer sekilde iyt =T (¢¢_1) diizgiindiir. B

Tanim 2.1.9 M ve N sirasiwyla m ve n boyutlu diizgiin iki manifold ve f : M — N bir
fonksiyon olsun. M ve N nin manifold yapisina ait her (U, @) ve (V1) koordinat kartlar:
1¢in

Vit (UN V) — (V) CR

dondistiimii diizgiin ise f fonksiyonuna diizgiin fonksiyon denir.

12



Burada, manifoldlar arasindaki bir fonksiyonun diizgiinliigii, koordinat kartlar1 yardimiyla
R™ ile R™ arasindaki fonksiyonlarin diizgiinliigii ile agiklaniyor. Bir p € M noktasinda f
nin diizgiinliigiinii gostermek icin ¢, p noktast komgulugunda ve v, f(p) noktasi komsgu-
lugunda birer koordinat karti olmak tizere v f o~! doniistimiiniin diizgiinliigiinii gostermek

yeterlidir. Bu asagidaki énermede aciklanmaktadir.

Onerme 2.1.10 (M™,D) ve (N",D') iki diizgiin manifold ve f : M™ — N™ bir
fonksiyon olsun. Eger Np € M i¢in p € U ve f(p) € V olan bir ¢ift (U, o) € D wve
(V,4p) € D' koordinat kartr 1 fo~, ¢ (p) noktasinda diizgiin olacak sekilde bulunabili-

yorsa [ diizgiindiir.

Ispat: (U1, ¢,) € D ve (Vi,1,) € D' keyfi iki koordinat kart1 olsun. ), fo;* fonksiyonu-
nun diizgiin oldugunu gostermek igin, her z € ¢, (U; N f~! (V1)) noktasinda diizgiin-
liigiinii gostermek yeterlidir. = € ¢, (U; N f~' (V1)) keyfi olsun. Kabulden en az bir
(U,p) € Dve (V,4h) € D' oyle ki o' () € U, for' (z) € V ve fp™, ppi’ (2)
noktasinda diizgiindiir. O halde

Yifort = (™) (Wfeh) (eert)

x noktasinda diizgiindiir. B

Oklid uzaylar arasindaki diizgiin bir fonksiyonun Jakobiyeni kavrami manifoldlar arasin-

daki diizgiin fonksiyonlara tagimamiyor. Ancak, rank kavramin tagiyabiliriz.

Onerme 2.1.11 (M™, D) ve (N",D') iki diizgiin manifold, f : M™ —s N™ bir diizgiin
fonksiyon ve p € M olsun. (U, ), (Ur,p1) € D ve (V.9), (Vi,¢,) € D' olmak iizere
peUNU, ve f(p) € VNV, olsun. Bu durumda v fp~" nin ¢ (p) noktasindaki ve
Yy fort min @, (p) noktasindaki ranklary esittir.

ispat:
Uifert = (™) (0fe ) (o)
oldugundan,

Dy for (o1 (p)) = D (00 ) (@ (f () - D (W fe™") (0 (x)) - D (1) (1 (x))
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elde edilir. ;! ve ¢,9 " birer difeomorfizma olduklarindan

D (i) (¢ (x) ve D (v1007") (4 (f (p)))

matrisleri singiiler degildir. Bir matrisi sagdan veya soldan singiiler olmayan matrislerle
carpmak o matrisin rankim degistirmez. O halde D, fo; ' (¢, (p)) ve D (W fo™1) (¢ (p))

Jakobiyen matrislerinin ranklar1 aynidir. H

Tanim 2.1.12 M, N ikt diizgiin manifold, f : M — N diizgiin bir fonksiyon ve p € M

L nin o (p) noktasindaki ranky olarak tanymlanar.

olsun. f min p noktasindaks ranky ¥ fp~
Burada (U,p), M nin p noktasinda ve (V,¢), N nin f(p) noktasinda birer koordinat

kartidar.

Onerme 2.1.11, f nin bir p noktasindaki rankimmn iyi tanimli oldugunu, yani p ve f (p)

noktasi komsulugunda segilen koordinat kartlarindan bagimsiz oldugunu gosterir.
Tanim 2.1.13 f: M™ — N" diizgiin ikt manifold arasinda diizgiin bir fonksiyon olsun.

i) Eger M nin bitin noktalarinda f nin ranki m ise f ye bir immersiyon denir (burada
m < n olmalidir).

ii) Eger f bir immersiyon ve f : M — f (M) homeomorfizma ise [ ye bir embeding
denir.

iii) f bir embeding ve f (M) = N ise f ye bir difeomorfizma denir.

f + M — N bir embeding ise f (M), M den dogal olarak bir tiirevlenebilir yapiy1
miras alir, yani f (M) de tiirevlenebilir bir manifold olur. Tanim kiimesi kompakt olan
bire bir bir immersiyonun bir embeding oldugu iyi bilinen bir sonugtur [5]. Topolojide
homeomorfik uzaylarin ayni olarak diisiiniilmesi gibi difeomorfik manifoldlarda ayni olarak

goz Oniine alinir.

Ornek 2.1.14 f : R — R, f(2) = 2° bir homeomorfizmadwr ve diizgiin fonksiyon-
dur ancak 0 noktasindaki rank:y 0 oldugundan bir immersiyon degildir. Dolayisiyla bir

embeding veya difeomorfizma olamaz.

Ornek 2.1.15 f : R — R?, f(#) = (sin36 cosf,sin30sinh) ile verilen fonksiyon bir
immersiyondur ve gorinti kimesi 3-yaprakl gil egrisidir. Bu immersiyonu, 6 iy 27

moduna gore alarak St — R? seklinde bir immersiyon olarak da diistinebiliriz.
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Sekil 2.2 3-yaprakl gil egrisi

2.2 Yonlendirilebilir Manifoldlar

Tanim 2.2.1 U, V, R" de a¢ik ikt alt kiime ve f : U — V' bir difeomorfizma olsun.
Bir x € U noktasinda f nin Jakobiyen matrisinin determinanty pozitif (negatif) ise f
ye x noktasinda yoni koruyor (ters ceviriyor) denir. Eger her x € U noktasinda f nin

Jakobiyeninin determinanty pozitif (negatif) ise [ ye yoni koruyor (ters ¢eviriyor) denir.

Onerme 2.2.2 U, V, R" de agik iki alt kiime ve f : U — V bir difeomorfizma olsun.
Bu durumda U baglantids ve f, U nun en az bir noktasinda yoni koruyorsa f doniisimii

U dizerinde yoni korur.

Ispat: \: U — R, A(p) = det (Df (p)) olsun. Bu durumda f difeomorfizma oldugun-
dan A siireklidir ve her p € U igin A (p) # 0. Bir py € U noktasinda A (pg) > 0 oldugundan
ve f nin stirekliliginden (ara deger teoremine gore) {p € U|A (p) > 0} = U elde edilir ve
ispat biter. B

Tanim 2.2.3 (M™,D) bir dizgiin manifold olsun. Her (U,p),(V,v) € B igin o !
koordinat dontisimiiniin Jakobiyen matrisinin determinanty pozitif, yani yoni koruyacak

gekilde, D nin bir B tabani varsa (M™, D) ye bir yonlendirilebilir manifold denir.

2.3 Manifoldlarin Teget Uzaylar:

R den R ye bir fonksiyonun tiirevlenebilme iglemini ele alahm. f : R — R diizgiin bir
fonksiyon ise f’: R — R diizgiin bir fonksiyondur. Bu ise D : C*(R,R) — C*°(R, R),
D(f) = f' ile bir lineer doniigiim tanimlamamiz1 saglar. Simdi bir p € R noktasinda

tiirevlenmeyi ele alahm ve bunu D, ile gosterelim. Bu durumda D, : C*(R,R) — R,
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ile tanimlanir. Bu fonksiyon, temel analizin lineerlik, Leibnitz formiilii ve yerellik gibi iyi
bilinen kurallarim saglar. Burada yerellik D, (f) nin R nin tamamindan ziyade yalnizca

p noktasiin bir komsulugunda f ye bagh oldugu anlamindadir.

Bu diigiince, ileri analizin yonlii tiirev kavramina genigletilebilir. f € C*(R™ R) ve

p € R™ verildiginde, f nin p noktasinda ve bir v € R™ yoéniindeki yonlii tiirevi

Dy (f) (p) = Tim LF tvg —f(p)

olarak tamimlanabilir. Bu durumda
D, : C*(R™R) — C*R™R) ve D,,: C*(R™",R) — R

fonksiyonlar: elde edilir ve D, , yukaridaki {i¢ sart: saglar. Teget vektor tanimlanirken bu
ii¢ sart1 soyutluyoruz. Bir anlamda v yoniindeki tiirev, v yoniiniin kendisiyle 6zdeglestirili-

yor. Yerellik sayesinde, yerel olarak ayni olduklarindan R™ yi M™ ile degistirebiliriz.

Tanim 2.3.1 M™ bir diizgin manifold ve p € M olsun. Asagqdaki kosullar: saglayan bir
v:C®(M,R) — R fonksiyona p noktasinda bir teget vektor denir:

T1) Her o, 5 € R ve h,g € C°(M,R) i¢in v(ah + Bg) = av(h) + Bv(g) dir.

T2) Her h,g € C*°(M,R) i¢in v(h.g) = v(h)g (p) + h (p)v(g) dir.

T3) Her h,g € C*(M,R) igin, eger p nin bir U komsulugunda h|U = g|U ise v(h) = v(g)
dar.

Burada o, € R ve h,g € C*°(M,R) igin ah + Bg ve h - g fonksiyonlarimin ikisi de
C*°(M,R) nin elamanidir ve her x € M igin

(ah + Bg)(x) = ah(z)+ Fy(x)
(h-g)(x) = h(z)g(z)

esitlikleri ile tanimhdirlar.

Bir tiirev operatorii i¢in v, p noktasinda bir teget vektor ve h € C°(M,R) sabit ise bu
durumda v(h) = 0 dir. Gergekten, bir g € C°°(M,R) alalim ve g (p) # 0 olsun. Ornegin,
her p € M igin g (p) = 1 olsun. 72) ye gore

v(h-g) =v(h)g(p)+h(p)v(g)
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olur. Diger taraftan h sabit oldugundan h - g carpim fonksiyonu h (p) g skaler garpim

fonksiyonu ile aynidir. « =0 ve 8 = h(p) olmak iizere T'1) uygulanirsa

v(h-g) =v(h(p)g) =h(p)v(g)

elde edilir. Buradan v(h)g (p) = 0 oldugundan iddia edildigi gibi v(h) = 0 bulunur.

p noktasindaki tiim teget vektorlerinin kiimesi 7,M ile gosterilsin. Bu durumda 7,M ye

M nin p noktasindaki teget uzay: denir.

Ornek 2.3.2 Teget vektore en basit ornek sufur vektoridiir, yani her f € C*(M,R) yi 0
reel sayisina gotiren fonksiyon bir teget vektordir. Diger taraftan M = R™ olmak 1izere
yonli tirevlerin hepsi teget vektordir. Gercekten; asagidaki Teorem 2.3.3 den, yonlii

tiirevler R™ i¢in teget vektorlerdir ve baska teget vektor yoktur.

Simdi, M™ keyfi bir manifold ve (U, ¢), p noktas1 komgulugunda bir koordinat kart1 olsun.

il
h € C*(M,R) yi % 0 >|,, . C*(M,R) — R

|<p(p) reel sayisina gotiiren (

0
5 ) |, € T,M dir, yani bu islem teget vektor
¥

doniisiimii tanimlansin. Bu durumda <
tanimindaki {i¢ sartida saglar.

0
Aslinda ¢, R™ nin koordinat sistemini U ya tagir; (8_) |, , h nin i. eksen yoniindeki
¥

tiirevidir. Asagidaki teoremi ispatsiz olarak veriyoruz. Ispat1 [5] kaynaginda bulunabilir.
Teorem 2.3.3 M™ bir manifold ve p € M olsun. Bu durumda T,M, R dizerinde m-

boyutlu bir vektor uzayndar.

Bu teoremin ispatinda

0 .
{a—%|p | 1 = ]_, m}

kiimesinin 7, M i¢in bir taban oldugu gosterilmektedir. Dolayisiyla herhangi bir v € T, M
icin a; = v (y;) olmak {izere

NG,
v=) a;—|
25

(]

seklinde yazilabilecegi iddia ediliyor. Sonug olarak bir h € C*°(M,R) verildiginde,

= 0Oh
v(h) = Zai_ l»
i1 dp;

seklinde yazilabildigi gosterilmektedir. Buradaki (aq, s, ..., ay,) sirali m lisine v teget

vektoriiniin (U, ¢) koordinat kartina gore bilegenleri denir.
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Onerme 2.3.4 f: M — N diizgiin bir fonksiyon ve p € M olsun. Her v € T,M wve her
g € C>(N,R) igin

dfp : TpM — Tf(p)N} dfp (U) (g) =v (gf)

ile tamamlanan doniisim lineerdir ve bu lineer dontisimiin ranky f nin p noktasindaki

rank: ile aynadar.
Ispat: df, (u 4 v) = df, (u)+df, (v) ve df, (ru) = rdf, (u) oldugunun gosterilmesi gerekir.

dfy (u+v) = (u+v)(gf)
= u(gf)+v(gf)
= dfy (u) (9) + df, (v) (9)
= (df, (w) +df, (v)) (9)

elde edilir. Benzer sekilde df, (ru) = rdf, (u) oldugu kolayca gosterilir.

dfy (ru) = (ru)(gf)
= ru(gf)
= rdfy (u) (9)
= rdf, (u) .

(U, ), p € M noktasinda ve (V, ), f (p) € N noktasinda iki koordinat karti ve f (U) C V/
olsun. Bu durumda, tamm olarak f nin p noktasindaki ranki D (¢ fo~1) (¢ (p)) Jakobiyen
matrisinin rankidir. Diger taraftan df, : T,M — T, N lineer doniigtimiiniin ranki
ise T,M ve Ty, N uzaylarimn secilen herhangi tabanina gore df,, lineer doniistimiiniin

matrisinin rankidir.

0 0
{8 o] i =1,2,... ,m}, T, M nin ve {aw lrm i =1,2,... ,n}, Tt (N nin tabanlaridir.
Pi

7

Bu tabanlara gore

0 u 0
dfy (a—@ﬁp ) = Zakja_wk'f(p)
j 1

olmak iizere, df, lineer doniigiimiiniin matrisi (a;;) dir. ¢, nin f (p) noktas: komguluguna

bir kisitlanigini N nin tamamina genisletebiliriz ve bu genisletmeyi yine v, ile gosterelim.
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Onceki denklem v; ye uygulanirsa a%- (¥.f)| = a;; elde edilir. Ciinkii
J P

8@02-_ 1, k=1ise
oy, 0 , k#iise

I
ox;

dir. Buradan a;; = % (¥, f) olur, bu ise D (¢ f¢o™1) (¢ (p)) Jakobiyen

¢(p)
matrisinin (4, j) elemamdir. O halde df, nin matrisi D (¢ fo™") (¢ (p)) Jakobiyen matri-

=
sidir ve df, lineer donistimiiniin ranki f nin p noktasmdaki rankidir. W

2.4 Alt Manifoldlar ve Manifoldlarin Embedingi

Tanim 2.4.1 (N", D), diizgiin bir manifold ve M C N olsun. Her p € M i¢in en az bir
(U,p) € D dyle ki U, p noktasiman N de bir komsulugu ve o *(R™ N (U)) = UN M

olacak sekilde bulunabiliyorsa bu M alt kiimesine N nin m-boyutlu alt manifoldu denir.

Burada R™ = {(z1, 22, ..., %, 0,...,0) |2y = Tpyo = -+ =z, = 0} C R™ geklinde ele
alinmaktadir. Bu durumda {(UNM,olUNM) | (U,p) € Dve UNM # @} ailesi M
i¢in bir atlastir [11].

Ornek 2.4.2 m < n olmak dzere R™, R™ nin bir alt manifoldudur. m < n olmak
tizere S™, R™ nin bir alt manifoldudur. Ayrica m < n olmak tizere S™, S™ nin bir alt

manifoldudur.

Eger M, N nin bir alt manifoldu ise bu durumda i : M — N, i (p) = p igerme fonksi-
yonunun bir embeding olacag: agiktir. Uygun sartlarda tersinin de gegerli olacagi asagi-

daki 6nermeden anlagilir.

Onerme 2.4.3 f : M™ — N" bir embeding olsun. Eger f(M), f ile M den gelen
tirevlenebilir yapiya sahipse f(M), N nin bir alt manifoldudur [5].

Onerme 2.4.4 M™ diizgiin bir kompakt manifold olsun. Bu dwrumda bir n > m icin

M™, R"™ ye gomiilebilir, yani bir f : M™ — R™ embeding: vardar.

Ispat: Bu ispat icin; her z € R™ ve ||z|| < 1icin A (z) = 1, her 2 € R™ ve ||z|| > 2 i¢in
A(z)=0veherz € R" ve 1 < ||z|| < 2i¢in 0 < A (z) < 1 kogullarim saglayacak sekilde

diizgiin bir A : R”™ — R fonksiyonuna ihtiya¢ olacaktir.
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m = 1 durumunda A : R — R, grafigi asagidaki sekilde oldugu gibi bir fonksiyon

istiyoruz.
¥
. | —
2 -1 1 2
Sekil 2.3 Bump fonksiyonu
Simdi
ew(wl—U , 0<x<1ise
v:R— R, v(x)=
0 , r<0veyax>1ise
seklinde tanimlansin.
Co(t)dt w(r+2 x <0 ise
w:R—MR,w(x):fol# ve u(x)= ( ) -
Jov(t)adt w(2—x) , x>0ise

ile tammlanirsa bu ii¢ fonksiyon diizgiindiir. Buradan A : R™ — R, A (z) = p(||z||)

olarak tamimlanirsa bu A\ diizgiindiir ve istenen o6zellikleri saglar.

M kompakt oldugundan 1 < i < k olmak iizere sonlu sayida (U;, ;) koordinat kartlarini

k
{r e R"| ||z|| <2} C ¢, (U;) ve M = U ©; ' (B (0,1)) saglanacak sekilde bulabiliriz.

i=1
A yukardaki gibi olmak tizere, her 1 < i < k i¢in

A (p) » peUise
0 , p¢ U, ise

ile tamimlansin. \; ler birer diizgiin fonksiyondur.
Simdi de her 1 <17 < k icin

Ai(p)w; (p) , peU;ise
0 , pgUise

gi: M™ —R"™ g (p) =

fonksiyonlarini tanimlayalim. g¢; ler birer diizgiin fonksiyondur.

Her 1 < i < k icin

fi : M™ — R™ x R = R™"*! fonksiyonunu f; = (g;, \;) olarak tammlayalim. f; ler birer

diizgiin fonksiyondur.
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Son olarak,
fiM™ — R R™ xR =R (p) = (f1 (D), f2 ()5 fon (D)
ile tanimlanan f fonksiyonunun diizgiin oldugu acgiktir.

p € Misebir 1 <i < kiginp € ¢;'(B(0,1)) dir ve dolayisiyla p nin bir U agik
komgulugundaki her ¢ € U igin ¢, (¢) € B(0,1) saglanir. Buradan her ¢ € U igin
Ai(g) = 1ve fi(q) = (p;(¢),1) olur. O halde ¢, bir difeomorfizma oldugundan d (),
bir izomorfizmadir ve d (f;), = (d (©i), 0) bire bir olur. Buradan df, bire bir bulunur.
O halde f bir immersiyondur. Ayni zamanda f de bire birdir. Gergekten f (p) = f (q) ise
her 1 < i < kigin \; (p) ¢; (p) = Xi (q) v; (@) ve \;j (p) = A; (¢) olur. Fakat bir 1 <i <k
icin \; (p) = 1 dir. Bu durumda ; (¢) = 1 ve dolaysiyla ¢, (p) = ¢, (¢) olur ve ¢, nin
bire bir olusundan p = ¢ elde edilir. O halde f, bire bir immersiyondur, dolayisiyla M
kompakt oldugundan f bir embedingdir. B

Kompakt olmayan manifoldlarin embedingi ile ilgili sonug agagida verilmektedir. Bunun

bir ispati [11] veya [13] kaynaklarinda bulunabilir.

Onerme 2.4.5 M™ dizgin bir manifold olsun. Bu durumda bir f : M™ — R2m+1

embedingi f (M™) C R*™ ! kapaly alt kiime olacak sekilde bulunabilir.

2.5 Manifoldlar Uzerinde Fonksiyonlar ve Kritik Noktalar:

Tanmim 2.5.1 f: M™ — N" diizgiin bir fonksiyon olsun. Bir p € M noktasinda f nin
ranky n ise p ye f nin bir regiiler noktasi, aksi halde p ye f nin bir kritik noktasy denir.
Bir ¢ € N noktas: i¢in [~'(q) nun her noktasi regiiler ise q ya bir regiiler deger, aksi
halde q ya bir kritik deger denir. Eger ¢ € N\ f(M) ise f~(q) = @ olur ve bu durumda

q nun bir regiiler deger oldugu kabul edilir.

f:M™ — N™ diizgiin bir fonksiyon olsun. Eger m < n ise M nin her noktasinin f nin

bir kritik noktasi olacagi aciktir. Ciinkii bu durumda rank asla m den biiyiik olamaz.

Regiiler noktalar1 analiz eden agagidaki Teorem 2.5.2 [5] kaynaginda bulunabilir. Bu
teoremin bir sonucu olarak diizgiin bir fonksiyonun regiiler noktalar1 kiimesinin acik,
dolayisiyla kritik noktalar: kiimesinin kapali oldugu sonucuna ulagacagiz. Ayrica regiiler

bir degerin ters goriintiisiiniin alt manifold olacagini gorecegiz.
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Teorem 2.5.2 f : M™ — N" diizgiin bir fonksiyon ve p € M olsun. Bu durumda
p, [ nin bir regiler noktasidir ancak ve ancak ¥ (f (p)) = 0 kosulunu saglayan N nin
yaprsindaki her (V1)) koordinat kart: i¢in M nin yapsinda bir (U, @) koordinat kart:
bulunabilir dyle ki:

i) f(U)CV,

i) ¢ (p) = 0 ve

iii) her (1, ....,2m) € @(U) i¢in Y fo Yz, ..., xm) = (21, ..., 1,) saglanar.

Ispat: p, f nin regiiler noktas: ve 1 (f (p)) = 0 olmak tizere (V, 1) nin f (p) noktasmda
bir koordinat karti olsun. ¢ (p) = 0 ve f(W) C V olacak sekilde (W, ¢), p noktasinda
bir koordinat kart1 olsun. 1 f¢ ' fonksiyonuna Sonuc 1.1.11 uygulanirsa R™ de 0 1n bir
komsulugundan yine sifirin bagka bir komsuluguna bir A difeomorfizmas1 vardir 6yle ki

h(0) =0 ve o fo 'h(zy, ..., Tm) = (71, ..., x,) saglanir.

U = ¢ ' (h nin tanm kiimesi) ve ¢ = h~'¢ olsun. M2) ye gore (U, @), M nin de

tiirevlenebilir yapisindadir. Ustelik, (U, @), istenen ii¢ sart1 saglar.

Diger taraftan, eger teoremdeki gibi (V1) ve (U, ) koordinat karti ¢ifti varsa bu du-
rumda 1) fo~ ! doéniisiimiiniin 0 noktasinda rankinin n oldugu aciktir. Buna gére f nin p

noktasinda ranki n dir. Yani p, f nin bir regiiler noktasidir. H
Bu teoremin bir sonucu olarak regiiler noktalar kiimesinin acik oldugunu elde ederiz.

Sonug 2.5.3 f: M"™ — N" diizgiin bir fonksiyon olsun. f nin regiiler noktalar: kiimes:

M de agiktar.

Ispat: S = {p € M | p, f nin regiiler noktasidir} ve p € M olsun. (U,p), p € M
noktasinda ve (V,1), f(p) € N noktasinda Teorem 2.5.2 deki gibi iki koordinat karti
olsun. 1 fo~! doniigiimiiniin ranki ¢ (U) kiimesi tizerinde n dir. Yani f nin U iizerindeki

ranki n dir. Dolayisiyla p, S nin bir i¢ noktasidir ve sonug olarak S C M agik alt kiimedir.
|

Yine son teorem, bir regiiler nokta komsgulugunda koordinat kartlarini uygun bir sekilde
secerek, fonksiyonun, regiiler noktanin bir komsulugunda yalnizca ilk n koordinat iizerine
izdiistimii oldugunu agiklar. Bir uygulama olarak asagidaki énemli sonucu elde ederiz.

Sonucun ispat1 [5] kaynaginda bulunabilir.
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Sonug 2.5.4 f: M™ — N" diizgiin bir fonksiyon ve q, f nin bir regiiler degeri olsun.
Bu durumda f~(q), M nin (m — n)-boyutlu bir alt manifoldu olacak sekilde dogal bir
diizgiin yapiya sahiptir, yani f~1(q), M nin (m — n)-boyutlu alt manifoldudur.

Yukardaki teorem ve sonug, regiiler nokta ve regiiler degerlerin ¢ok iyi davrandiklarini
ve onlarin caligsilmasinin kolay oldugunu gosterir. Diger yandan kritik noktalar ¢ok daha

karmagiktir.
Simdi, manifoldlar tizerinde reel degerli fonksiyonlar1 ve kritik noktalarini ele alalim.

Tanim 2.5.5 f : M™ — R dizgiin bir fonksiyon ve p € M olsun. f nin p noktasin-

*(fe~")(f )

Dei01, olan m X m

daki bir (U, @) koordinat kartina gore Hesiyeni; (i,7j) elemant
tipindeki kare matrisidir. Eger bir koordinat kartina gore f min bir p kritik noktasindaki
Hesiyen matrisi singtiler (singtler degil) ise f nin bu p kritik noktasina dejenere (dejenere
olmayan) kritik noktasy denir. Ayrica bir p kritik noktasindaki Hesiyen matrisinin negatif

ozdegerlerinin saypsina kritik noktanin indeksi denir.

Bu tanimda verilen kavramlarim iyi tanimli oldugu, yani verilen nokta komsulugunda
secilen koordinat kartindan bagimsiz oldugu gosterilebilir. (U, ) ve (V,4) bir p € M
noktasinda iki koordinat karti olsun. p € M, f nin (U, ¢) koordinat kartina gore kritik
noktasi olsun. Kritik nokta olmanm secilen koordinat kartlarindan bagimsizligi Onerme
2.1.11 yardimiyla kolayca gosterilebilir. Simdi bu iki koordinat kartina gore p € M
kritik noktasinda Hesiyen matrisleri kargilagtiralm. f1~* (v (p)) = (fo™) (¢¢_1) (¥ (p))

seklinde oldugundan gerekli hesaplamalar yapilirsa
H(fo™) =D (ev™) H (f™) D (o07")

elde edilir. (¢¢~!) bir difeomorfizma oldugundan istenen sonu¢ Onerme 1.2.6 dan cikar.
O halde bir kritik noktanin dejenere ya da dejenere olmayan kritik nokta olmasi ve indeksi

secilen koordinat kartina bagl degildir.

Ornek 2.5.6 f:R?> — R? f(u,v) = ((4 + cosu) cosv,sinu, (4 + cosu) sinv) bir im-
mersiyondur ve f (R?), R® de bir tor yizeyidir. f bire bir olmadigindan bir embeding
degildir ancak yerel hesaplamalar i¢in f den yararlanabiliriz. Her immersiyon yerel olarak
embedingdir. wu ile v, 2w moduna gore alimirsa, f den torun bir embeding: elde edilir.

L:R3*— TR, L(x,y,2) =z olarak tamamlanirsa L nin diizgiin fonksiyon oldugu agiktur.
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L nin alt manifold olarak tor yiizeyi iizerine kisitlamist da diizgiin bir fonksiyondur ve bu L
nin kritik noktalar: (0,0, —5), (0,0,—3), (0,0,3), (0,0,5) olarak bulunur. Bu noktalarin

indeksleri ise siraswyla 0, 1, 1, 2 elde edilir.

6

4

o
NG

y X

Sekil 2.4 Tor yizeyi tizerinde L nin kritik noktalar:

Onerme 2.5.7 f: M™ — R seklindeki diizgiin bir fonksiyonun dejenere olmayan kritik

noktalary ayriktor.

Ispat: p € M, f nin dejenere olmayan bir kritik noktasi ve (U, ¢), p noktasinda alman
bir koordinat karti olsun. g : o' (U) — R™, g = (8f"0_1 el af“fl) olarak

Oui 7' Oug ’ 7 Oum

tanimlayalim. f nin U iizerindeki kritik noktalar1 g yi sifir yapan noktalardir. ¢ (p) = xg
ise g (zg) = 0 dir. g nin tiirevi ise f nin Hesiyen matrisidir. z, noktasinda bu Hesiyen
matrisin determinanti sifirdan farkli oldugundan ¢ ye ters fonksiyon teoremini uygulaya-
biliriz ve ¢ bu zy noktasmin bir komgulugunda difeomorfizmadir. Dolayisiyla g (z) = 0
denkleminin bu komsulukta tek ¢oziimii xo dir. O halde p nin bir agik komsulugunda f
nin bagka bir kritik noktasi yoktur ve dejenere olmayan kritik noktalar ayriktir. Burada

kritik nokta olmanin secilen koordinat kartindan bagimsiz oldugunu not edelim.

Onerme 2.5.8 f : M™ — R diizgiin bir fonksiyon ve M kompakt olsun. Eger f nin
bitiin kritik noktalar dejenere olmayan kritik nokta ise f min kritik noktalarinin saiyist

sonludur.

Ispat: f : M™ — R diizgiin ve sadece dejenere olmayan kritik noktalar: bulunan
bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun dejenere olmayan kritik noktalar1 kiimesini C' ile
gosterelim. Sonug 2.5.3 den regiiler noktalar kiimesi aciktir. O halde kritik noktalar
kiimesi C' kapali olur. Onerme 2.5.7 den, her p € C igin bir p € U, agik komsulugu p
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diginda kritik nokta igermeyecek sekilde segilebilir. Buradan {U, : p € C}U{M — C}, M
nin bir acik ortiimiidiir. M nin kompaktligindan bu 6rtiimiin sonlu bir alt értiimii vardir.

Yani bir py, pa,...,pn € C igin

Mz(O%)MM—@

seklinde yazilabilir. O halde dejenere olmayan kritik noktalarin sayisi sonludur. W

Tanmim 2.5.9 f: M™ — R diizgiin bir fonksiyon olsun. Eger f min biitin kritik nokta-

lar dejenere olmayan kritik nokta ise bu fonksiyona bir Morse fonksiyonu denir.

Her manifold iizerinde sonsuz coklukta Morse fonksiyonu bulunabilecegi 3. boliimde

aciklanacaktir.

2.6 Sifir Olgiimlii Kiimeler ve Sard Teoremi

Tanim 2.6.1 Her 1 <i <n i¢in a;, b € R olmak tizere

B = [ay,by] x [az, ba] % -+ x [an, by] = [ ] las, bi]

i=1
tanimly kiimeye R"de bir kutu veya dikdortgen denir. Boyle bir B kutusunun hacmsi ise

w(B) = H (a; — b;) olarak tanimlanar.

i=1

Tamm 2.6.2 A C R" olsun. Here > 0 igin birlesimleri A g kapsayan bir { By, ... ,Bg,...}

kutular ailesi Z u; (B) < € olacak sekilde bulunabiliyorsa bu A alt kiimesine R"™ de
i=1

ol¢iimli sifir denar.

Bu tanmimlarda kutunun kapali kutu veya acik kutu olmasi veya kiip olmasi farketmez. R"

deki sayilabilir bir kiimenin 6l¢iimiiniin sifir, daha genel olarak ¢l¢timii sifir olan sayilabilir

sayida kiimenin birlesiminin de dl¢iimiiniin sifir oldugu kolayca gosterilebilir.

Teorem 2.6.3 U C R™ agik ve C C U dlgiimii sifir olan bir kiime olsun. Bu durumda

f:UCR™ — R" diizgiin bir fonksiyon ise f (C) nin R"™ de ol¢iimii sifordar.

Bu teoremin bir ispati [1], [13], [14] kaynaklarinda bulunabilir. Bu teorem sayesinde 6lgiim

kavrami manifoldlar iizerine tagimabilir.
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Tamim 2.6.4 M, m-boyutlu diizgiin bir manifold ve C' C M olsun. Eger M nin tiirevlene-
bilir yapsina ait her (U, @) koordinat kart: i¢in o (CNU) C R™ nin él¢imii sifir ise

C C M nin él¢iimii ssfardur denir.

Manifoldlarin topolojisini ikinci sayilabilir aldigimizdan, her atlasin sayilabilir bir alt
atlasi secilebilir. Bu alt atlastaki koordinat doniigtimlerine yukardaki teorem uygulanirsa;
secilen bu atlasa ait her (U,, ¢,) koordinat kart1 i¢in ¢, (C' N U,) C R™ nin 6l¢iimii sifir

ise C' C M nin ol¢timii sifirdir.

Asgagidaki teorem Sard teoremi olarak bilinmekte ve ispat1 [1], [13], [14] kaynaklarinda

bulunabilir.

Teorem 2.6.5 U C R™ agik ve f : U C R™ — R™ diizgiin bir fonksiyon ve C, [ nin

kritik noktalariman kiimesi olsun. Bu durumda f (C) nin R™ de ol¢timii sifirdur.

Bu teoremin manifoldlar cinsinden ifadesi agagidaki gibidir ve ispati [1], [13], [14] kay-

naklarinda bulunabilir.

Teorem 2.6.6 f : M™ — N" diizgiin bir fonksiyon ve C, f nin kritik noktalarinin

kiimesi olsun. Bu durumda f (C) nin N™ de él¢timii sifurdar.
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BOLUM 3

ODAK NOKTALAR

3.1 Oklid Uzaylarinda Manifoldlar ve Odak Noktalari

Bu boliimde bir Oklid uzayna gémiilmiis (embed edilmis) bir manifoldun odak noktast
kavrami [10] yardimiyla agiklanmaktadir. Bu boliimiin bir sonucu olarak R™ ye em-
bed edilmis herhangi bir manifold iizerinde dejenere kritik noktasi olmayan ¢ok sayida
fonksiyon bulundugunu gorecegiz. Gercekten, bir x € R™ sabit noktasi i¢in L, : M — R,
L. (p) = ||z — 29”2 ile tanimlanirsa, hemen hemen her x noktasi icin L, in dejenere kritik
noktas1 olmadigini, yani bir Morse fonksiyonu oldugunu gorecegiz. Benzer yontemler [13],

[14] kaynaklarinda da kullanilmigtir.
M C R™, m < n boyutlu, R" ye embed edilmis, diizgiin bir manifold olsun. N C M x R",
N ={(p,v) : p € M, v vektorii M ye p noktasinda diktir.}

ile tammlansin. N ye M nin normal vektér demeti denir. N nin R?" ye embed edilmis
n-boyutlu diizgiin bir manifold oldugu gosterilebilir. E : N* — R", E(p,v) = p+v

olsun. (E ye "ug nokta doniigiimii" denir.)

Tanim 3.1.1 (p,v) € N ve (p,v), E nin bir kritik noktas:, yani (p,v) noktasinda E nin
Jakobiyeninin ranky n — p, (u > 0) ise x = p+ v € R™ noktasina M nin p noktasinda
katlilhge i olan bir odak noktasy (focal point) denir. Eger en az bir p € M i¢in x, M nin

p noktasinda odak noktas: ise x noktasina M nin bir odak noktasy denir.
Teorem 3.1.2 Hemen hemen her x € R" i¢in x noktast M nin bir odak noktas: degildir.

Ispat: N nin R?" ye embed edilmis n-boyutlu diizgiin bir manifold oldugunu gérmiistiik.
Dolayisiyla N ikinci sayilabililirdir. Odak noktalar, £/ : N — R" ug nokta doniigtimiiniin
kritik noktalarimin £ altindaki goriintii kiimesi oldugundan, Sard teoremi geregince odak

noktalarin 6l¢timii sifirdir. W
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Odak nokta kavramim daha iyi anlamak icin Oklid uzaymda bir manifoldun "ikinci
temel form" kavramini tanitmak uygun olacaktir. Bunu sabit bir yerel parametreleme ile

yaplyoruz.
O C R™ acik ve o : O — M C R", M manifoldunun bir bolgesinin

Q (U ooy Upy) = (1 (Ut eeey U )y ooey Qi (U ooy Upy))
seklinde bir diizgiin parametrelemesi olsun. Kisaca oo = (v, ..., av,) seklinde yazabiliriz.
Bu «a parametrelemesine gore birinci temel form,
Jda O
(95) =\ 55
8ui 8uj
reel degerli fonksiyonlarinin simetrik matrisi olarak tanimlanir.

Diger taraftan ikinci temel form, vektor degerli fonksiyonlarin bir (¢;;) simetrik matrisidir
2

ve su sekilde tanimlanir: M nin bir noktasinda vektorii, M ye teget bir vektor ve

uiauj
M ye dik bir vektoriin toplami olarak ifade edilebilir, yani
0
=T 44,
8ui3uj J + J

2

W aul(?u]
dik olarak verilen herhangi bir v birim vektorii i¢in

((v g )) = ()

olur. Bu ((v,4;;)) matrisine "M nin p noktasinda ve v birim vektorii yoniindeki ikinci

olarak yazilabilir. ¢ nin dikey bilegeni olarak tanimlansin. p noktasinda M ye

temel formu" denir.

Bu durumda (g;;) ™" ((v, £;;)) matrisinin K7, ..., K,, 6zdegerlerine M nin p noktasindaki ve
v birim normali yoniindeki asli egrilikleri denir. Bu asli egriliklerin carpmaya goére tersi
olan Ki', ..., K;* degerlerine asli egrilik yarigap1 denir. Elbette ((v,¢;;)) matrisi singiiler
olabilir. Bu durumda K; lerin biri veya daha fazlas: sifir olacaktir ve dolayisiyla karsilik

gelen yaricap K; ' tamml olmayacaktir.

Bir p noktasinda koordinatlarin uygun secilmesiyle g;; matrisinin birim matris aliabile-

cegini not edelim. Bu durum teorik olarak tartismay1 basitlestirecektir.

Simdi, v vektorii p noktasinda M ye dik bir sabit birim vektor olmak iizere her ¢t € R icin

p + tv lerden olugan ¢ normal dogrusunu diisiinelim.

28



Teorem 3.1.3 1 < i < m, K; # 0 olmak tizere M nin p noktasindaki ve ¢ dogrusu
iizerinde bulunan odak noktalar: tam olarak p + K; 'v noktalamdwr. Béylece M nin p
noktasindaki ve ¢ dogrusu tizerinde bulunan en ¢ok m tane odak noktast vardir. Burada

odak noktalarin her biri kathhgyla sayliyor.

Ispat: Kolaylik acisinda durumu soyle alahm. M C R”, m-boyutlu embed edilmis bir

alt manifold ve
N ={(p,v) : p € M ve v, M ye p noktasinda diktir}
ise NV, R?" nin embed edilmis n-boyutlu bir alt manifoldudur.

M manifoldu iizerinde (yerel olarak) wy,ws, ..., w; birim normal vektér alanlarim sege-

biliriz [10], [14]. Burada m + k = n dir. N C M x R" normal demet manifoldu tizerinde,
(uy, Uy ooy U, b1, ta, ... ty) € O X R*
yerel koordinatlarini kurabiliriz ve bu
(a (Up, U, oo Upy) ,zm:tiwi (uy,us, ... ,um)> = (p,v) € N
i=1
noktasina kargilik gelir. Yani £ : N — R" fonksiyonu yerel koordinatlarda
e ((ur,ugy ooy Uy by, tay oy tr)) = @ (Ug, U, . vy Upy) +Ztlwl (U1, g, .oy Up,)

fonksiyonuna karsilik gelir. Bu fonksiyonun kismi tiirevleri alinirsa,

k

de Oa ow;
= t , 1<i<m
0
oe = w, 1<1<k
ot
elde edilir. Bu m 4+ k = n vektoriin yine n adet au ,...,aau—f; ve wi, Wy, ..., W lineer

bagimsiz vektorleriyle i¢ ¢arpimi alinirsa n X n tipinde

k
<§i’§_Z> Ztl<ai’6uj> Zt<g$l’ >

=1

0 \ T
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matrisi elde edilir. Bu matrisin ranki, F nin ilgili noktadaki Jakobiyen matrisinin rankiyla

aymidir. Diger taraftan,

Do g (0w Do ) - Pe N,
W 8uj N 8u2 ’ 8uj W 8uj(9uj N

Oa  da

B auj> olmak {izere,

oldugundan sol tist blok matrisi, g;; = <

F %o
9ij — Ztl <wz, m>

[
seklinde elde edilir. Buna gore su sonucu elde etmis olduk: Bu matris m x m tipindedir

ve ranki r ise;

Sonug: p+tv , M nin p noktasinda (kathiligi 4 = m — r) olan bir odak noktasidir ancak

ve ancak

Do
9ij — <tUa W> (3.1)

k
matrisi singiilerdir, yani bu matrisin ranki = r < m dir (burada v = thwz olarak

=1
diisiiniiliiyor).

Simdi, (g;;) nin birim matris oldugunu kabul edelim. Bu durumda (3.1) singiilerdir an-
cak ve ancak 1, ((v,/;;)) matrisinin dzdegeridir. Ayrica p katliig 6zdeger olarak 1 nin

kathhgina esittir. B

Simdi de bir z € R" sabit noktasi i¢in

L,:M—R, L, (p)=|lz—p|’

ile tamimlanan fonksiyonu ele alalim. Bu fonksiyona "uzaklik fonksiyonu" denmektedir.
Yerel koordinatlarda bu fonksiyonu

Lo(ouy, ..ot)) = ||z — (g, ..., un)|)* = (z,2) — 2 (z, a) + (o, )

seklinde yazabiliriz. O halde 1 < i < m olmak iizere,

aLx—_Q 8_04 _
8ui N 8ui’x “
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elde edilir. Dolayisiyla bir « (ug) = p € M, L, in bir kritik noktasidir ancak ve ancak
x—p, p noktasinda M ye diktir. Bir kritik noktada L, in ikinci mertebeden kismi tiirevleri

1 <1 <mvel < j < m olmak iizere,

PLe _o([0x Do\ [ Pa
8ui3uj N 0uz ’ 8uj 8u28uj - “

ile verilir. Teorem 3.1.3 nin ispatinda oldugu gibi x = p + tv alinirsa,

0L,
8ui3uj

= 2(gij — t (v, ;)
olur. O halde su teoremi ispatlamig olduk:

Teorem 3.1.4 p € M noktasr L, in bir dejenere kritik noktasidir ancak ve ancak x
noktasy M nin p noktasinda bir odak noktasider. (Burada x, p noktasindaki normal diizlem

tizerindedir.)
Bu sonucu Sard teoremiyle birlegtirerek agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.1.5 Hemen hemen her x € R"™ i¢in (yani sifir olgimli bir kime hari¢) L,

uzaklhk fonksiyonunun dejenere kritik noktasy yoktur.

Yukaridaki teori bir kritik noktada L, : M — R fonksiyonunun indeksini belirlemek

icinde kullanilabilir.

Teorem 3.1.6 (L, icin indeks teoremi) Bir p € M dejenere olmayan kritik nok-
tasinda L, uzaklik fonksiyonunun indekst x ile p arasindaki dogru parcasi tizerinde bulu-

nan odak noktalarinin sayusina esittir; her odak nokta kathligiyla sayiliyor.

Ispat: L, uzaklik fonksiyonunun dejenere olmayan bir p kritik noktasindaki indeksi

% = 2(g;; — t (v,¢;;)) matrisinin negatif tzdegerlerinin sayisina esittir. g¢;; nin birim

matris oldugu varsayilirsa, indeks ((v,¢;;)) matrisinin > } olan dzdegerlerinin sayisina

esittir. Bu durumu Teorem 3.1.3 ile kargilagtirinca sonug ¢ikar. H

Simdi M, m-boyutlu, baglantili, diizgiin bir manifold ve f : M™ — R™** bir immersiyon
olsun. Her p € M i¢in f(M) nin f(p) noktasindan gegen k-boyutlu normal diizlemi v, (f)

ile gosterilsin. Bu durumda f immersiyonunun normal vektor demeti,

N(f) ={(p.v) € M xR™*: f(p) +v € v,(f)}
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ile tanmmlanir. N(f) in (m + k)-boyutlu bir diizgiin manifold oldugunu belirtelim.

E:N(f) — R™* E(p,v) = f(p) + v ile tammh E ye "ug nokta doniigiimii" denir ve

bu diizgiin bir fonksiyondur.

Her immersiyon yerel olarak embeding oldugundan f immersiyonunun odak noktalar:
kiimesinden bahsedebiliriz. (U, ¢), bir p € M noktasi komsgulugunda bir koordinat kart:

olmak tizere yukardaki hesaplamalart o = f o o1, yani
o (U, Ug,s . Uy) = fo@ b (ug, ug, ..., Unm)
alarak f immersiyonu tizerine kolayca tagiyabiliriz.

Bu durumda Teorem 3.1.4 su sekilde ifade edilebilir: p € M noktasi L, in bir dejenere
kritik noktasidir ancak ve ancak x noktasi f (M) nin f (p) noktasinda (veya kisaca f nin
p noktasinda) bir odak noktasidir. f nin p noktasindaki biitiin odak noktalarin F, (f)

veya kisaca F (p) ile gosteriyoruz.

Ornek 3.1.7 f:R — R?, f(0) = (5cosh,3sinb) ile verilen f min bir immersiyon

oldugunu gostererek, uzaklik fonksiyonu yardimaiyla odak nokta kiimesini belirleyelim.
1 (0) = (—5sinb, 3cos ) # (0,0)

oldugundan f bir immersiyondur. w = (z,y) sabit bir nokta, L, : R — R,

Lo(0) = ||(z,y) — f(O)|I> = ||(z,y) — (5cos,3sinb)|* = (x — 5cos)? + (y — 3sin 6)?

uzaklhk fonksiyonu olsun. Buna gore

0L, ) .
20 - 10z sin @ — 6y cos @ — 32 cos A sin 6
0*L,, 9 .
o —64 cos” 6 + 10x cos 0 + 6y sin 6 + 32
‘%—0}” =0 ve 8;9%“’ = 0 egitliklerinden x ve y ¢oziiliirse,
= — 0
x = cos
-16 . 4
— " in®p
Y 5 sin

elde edilir. O halde her § € R igin F(0) = (2 cos®d, 5%sin®0), f nin odak nokta

kiimesinin parametrik denklemaidar.
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Sekil 3.1 f(0) = (5cosb,3sinb) elips egrisi ve odak kiimesi

Ornek 3.1.8 f: R — R3, f(#) = (sin6,cosb,0) ile verilen f nin bir immersiyon

oldugunu gostererek, uzaklik fonksiyonu yardimauyla odak nokta kiimesini belirleyelim.
1 (0) = (cosf, —sinh, 1) # (0,0,0)
oldugundan f bir immersiyondur. w = (z,y, z) sabit bir nokta, L, : R — R,

Lo(#) = |[(z.y.2) = fOI° = I (2,y,2) — (cos§,sind,6)|

= (z—cos6)’+ (y —sinb)® + (z — 0)?

uzaklhk fonksiyonu olsun. Buna gore,

L., .
619_(9 = 20 —2z—2ycosf + 2rsinf
2L

8862“) = 2xcosf + 2ysinf + 2

ALy 0%L., Ty . o v g
53 = 0 ve g = 0 egitliklerinden z = s alarak x ve y ¢ozilirse,

xr = ssinf —cosf —Osinf
y = 6cosf — scost —sinfd
z = s

elde edilir. Bu ise f nin odak nokta kiimesinin parametrik denklemidir.

33



Sekil 3.2 f () = (cos@,sinb, ) helis egrisi ve odak kiimesi
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BOLUM 4

ITME UZAYI

Bu son boliimde bir manifoldun bir Oklid uzaymna verilen bir immersiyonuna paralel
immersiyonlar ele alinacak ve bir immersiyonun global diiz normal demetli olmas1 acik-
lanacaktir. Global diiz normal demetli bir immersiyon i¢in tanimlanan itme uzay1 (veya
oteleme uzay1) kavrami iizerine gahigilacaktir. Bu boliimiin 4.3 kismi bu tezin orijinal

kismudir.

4.1 Paralel immersiyonlar

f: M™ — R™* bir immersiyon ve &£ : M™ — R™** diizgiin bir fonksiyon olsun. Eger

her p € M igin f (p) + £ (p) € v, (f) oluyorsa £ ye f igin bir normal vektor alani denir.

Tamim 4.1.1 f : M™ — R™* bir immersiyon ve &, f icin bir normal vektér alam

olsun. Her p € M i¢in p noktast komsulugunda 1 < i < m olmak fizere g—pﬁ, f i¢in p

noktasinda bir teget vektor ise & ye paralel normal vektor alany denar.

M baglantili oldugundan, M {izerindeki bir paralel normal vektoér alaninin normunun

sabit oldugunu belirtelim.

Tanmm 4.1.2 f: M™ — R™ bir immersiyon olsun. Her p € M noktasiman uygun bir
U komsulugunda paralel normal vektor alanlarindan olusan ortonormal bir {&,,&,, ..., &}
kiimesi varsa f nin normal demeti yerel diizdir denir. Eger U = M alimabiliyor ise f

nin normal demeti global diiz veya kisaca dizdiir denir.

Bu calismada f nin diiz normal demetli yani global diiz normal demetli oldugunu kabul
ediyoruz. Normal demet yerel diiz oldugunda, her p € M i¢in p noktasinda odak kiimenin
v, (f) normal diizlemi tizerinde en ¢ok m alt diizlemin birlesiminden olustugu veya bos

kiime oldugu bilinmektedir [12], [4].
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f: M™ — R™** bir immersiyon olsun ve ¢ : M™ — R™*¥ nin f icin bir paralel normal

vektor alani oldugunu kabul edelim. fe : M™ — R™™ doniisiimii

fe(p)=f () +&(p)

ile tanimlansi. Eger fe bir immersiyon ise f¢ ye f icin bir paralel immersiyon, & ye de
immersie paralel normal vektér alany denir. Her p € M noktasi i¢in f ve fe nin normal
diizlemlerinin ayni oldugunu belirtelim. f ile fe nin odak noktalarinin ayni oldugu [15] de
ispatlanmugtir. Asagida bu ispat1 [15] de oldugu gibi veriyoruz. Bu teoremin bir sonucu
olarak, her p € M i¢in f (p) ile fe (p) arasindaki kathlik dahil odak nokta sayis: sabittir.

Bu sabit sayiya fe paralel immersiyonunun indeks: denir.

Teorem 4.1.3 f: M™ — R™* bir embeding ve n : M™ — R™* £ dcin bir birim

paralel normal vektor alan olsun. Bu durumda, fu) (p) = f(p) +tn(p) olmak tzere;

(i) fop bir immersiyondur ancak ve ancak her p € M i¢in [ (p), f nin p nok-

tasinda bir odak noktasy degildir.

(ii) fene nin p noktasindaki odak noktalar: kimesi f nin p noktasindaki odak noktalar:

kiimesine esittir.

ispat:
(i) na, ..., ng bir p € M noktasi komgulugunda birim normal vektor alanlar ve {n, na, ..., nx}
ortonormal bir kiime olsun. Bu durumda her p € M icin L, (p) = ||z — f (p)||* uzaklik

fonksiyonu olmak iizere

OL, _ of .
apl - 2<ZI§' f(p)>apl> Y 1= ]-9"'7m

vel=1,...,micin

PL, 2 f > <af af>
= -2 - 3 +2 a_
Op;Op <x / (p) Op:Opy Opr’ Op;

elde edilir. Bu durumda z, f nin p noktasinda odak noktasidir ancak ve ancak i =1, ...,m

vel=1,...,micin

<x—f@%§£>=0
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ve

det <<33 - f (p) ) 8pi3pz> <apl Op; >)

saglanir. Buna gore, bir s, so, ..., s igin

x=f(p)+sn(p) + Z:sanCV

ve

olur. p noktasinda koordinatlarin ¢ = 1,...,m, [ =1,...,m olmak iizere

<af g> s
api’apl ‘

olacak sekilde secildigini kabul edebiliriz. n paralel oldugundan i = 1, ..., m olmak tizere

en az bir a;; € R i¢in

on = Of
oo = 2=

j=1

olur. Budurumda:=1,....m, [=1,...,micin

on Of -~ Of of
<a_pl’a_pz> <z:; ljapj z> = ap;

olur. Buradan

<ﬁ 5‘_”> .
apl’api !

olur ve <n, o0 > = (0 oldugundan

<n 32_f>__<@ 3f>__a.
" Op;Opy op” Op; .

bulunur. Ayrica
on On i =
() - <Z o9y 259 > > oy
1 =1
elde edilir ve <n, a_> = (0 oldugundan
9’n on On -

37




olur. £* Za”ap den

82’” = 8aij 8f an )
Op:Opy ]Z:; ( py 3293' % 3293'3291

bulunur. Bundan dolay1 a = 2, ..., k i¢in

f
< Thony apzé’pz> ;a” <n"’ 8p26pz>

olur. I = (y), A = (ay), Ba = <na,a§g > olsun. Bu durumda bir s, s,, ...,

x € R™** f nin p noktasinda bir odak noktasidir ancak ve ancak

x=f(p)+sn(p) + Zsana

ve p noktasinda

det (—SA + ZsaBa (p) — I) =0

a=2

dir.

Burada fi.s (p) = f (p) + tn (p) oldugundan, f¢, (p) bir immersiyondur

<= her p € M igin p noktasinda det (<af (n8) 3}(”9(;; >)

<= her p € M ic¢in p noktasinda

of on af _ on\\ _ o 2
det (<8pi+ta0pz 8pl+t8pl>>_det(l+2tA+tA)_det(I+tA) £ 0

<= her p € M igin det(/ +tA) #0

Sk icin

<= herp € M igin fu,, (p) = f (p)+tn (p), f nin p noktasinda bir odak noktas: degildir.

(ii) Simdi, f(,4 nin odak noktalarmi anlamaya caligacagiz.

Y, fn,y) nin p noktasmda odak noktasidir ancak ve ancak 1 = 1,...,m icin

(v=10) - @) 5 415y =0

ve

o2 f o%n of on of B
det (<y_f(p)_m ®): Bpiom +t6‘pi6‘pz> <3pz o o, +t8pz>> =0
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dir. Buradan, en az bir 7,75, ..., 7 € R icin

k k
Y= f(n,t) (p) +rn (p) + erana (p) = f (p) + t + T + Zrana
a=2

a=2
ve

k

o o 2 o
det (T <” ®): pom * tapzapz> +2 <”" ®): opom tapiapl> )

of  on Of >)
+t— = 4t =0
<3pz Op,’ Op; ~ Op;

olur. Boylece y € R™+k, Jn,t) nin p noktasinda odak noktasidir ancak ve ancak en az bir

r,To, ..., € Ricin

y=f(p)+{t+rn +Zrana

ve p noktasinda

k k
det <—TA — TtAQ + ZraBa + tZTaABa - -[ - QtA - t2A2)

a=2 a=2

= det (tA+ 1) <—(t +7)A+ Y roBa— 1)

a=2

a=2

k
=det (tA+ I)det <—(t +7r)A+ Z%Ba — I)
=0
bulunur.

(i) ye gore f(,) bir immersiyondur ancak ve ancak her p € M icin f (p) + tn(p), f nin
p noktasinda bir odak noktasi degildir. Bu ise f(,, bir immersiyondur ancak ve ancak
p noktasinda det(tA + I) # 0 olmasi anlamina gelir. Bu nedenle y € R™**, fi,, ;) nin p

noktasinda odak noktasidir ancak ve ancak en az bir r, 7o, ..., 7, € R igin

y=[f(p)+{t+r)n +Zrana

ve

k
det (—(t+T)A—|— ZraBa — I) =0

a=2

olur. Buradan s =t 4 r olmak iizere y, f nin p noktasinda bir odak noktasidir. Bl
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Bu teoremi biz kendi notasyonumuzla soyle diizenleyebiliriz:

f i M™ — R™ bir immersiyon ve &€ : M™ — R™* _ f icin bir paralel normal vektér

alany olsun. Bu durumda,

(1) fe bir immersiyondur ancak ve ancak her p € M igin fe (p), f nin p noktasinda

bir odak noktasi degildir.

(i) = € R™*, fe nin p noktasinda bir odak noktasidur ancak ve ancak x , f nin p

noktasinda bir odak noktasidir. Béylece her p € M igin F,(fe) = F, (f) dir.

4.2 Itme Uzay1

M, m-boyutlu, baglantili, yonlendirilebilir, diizgiin bir manifold ve f : M™ — R™** diiz
normal demetli bir immersiyon olsun. O halde f icin &,,...,&, : M™ — R™** paralel
normal vektor alanlarinin ortonormal bir kiimesi vardir. Bdyle bir immersiyon igin € ( f)

olarak tanmimlanan itme uzay1 kavrami ilk olarak [2] de tammlanmigtr.
t = (t1,ty...1;) € R* olmak iizere
Je=T+t& +0é+ ...+ 0,

ile tamimlansin, yani her p € M icin fi (p) = f(p) + t1&; (p) + t265 (p) + ... + &), (p)

olsun. Bu durumda f immersiyonunun itme uzay1

Q(f) = {t = (ts,ta,...,tx) € R*: f; bir immersiyondur}

seklinde tanimlanabilir. Buna denk olarak

Q(f) = {t = (t1,ty...tx) € R* : ¥p € M icin f; (p), p de odak nokta deé;ildir}

olur. (f) nin sonlu sayida yol baglantili bileseni oldugu ve 0 < i < m olmak iizere,
her bir bilesene o bilegenin indisi denen bir ¢ tam sayisi atanabilecegi ve M kompakt
iken Q (f) nin agik oldugu bilinmektedir. Q (f) nin tanim segilen &, ..., &, ortonormal
paralel normal vektor alanlarina baghdir, ancak farkl bir secim yapildiginda izometrik bir
kiimenin olugtugu [2] de gosterilmigtir. Normal demetin yerel diiz olmasi durumunda itme
uzaymn nasil tanimlanabilecegi [2] de belirtilmigtir. Normal demeti yerel diiz olmayan
genel bir immersiyon i¢in itme bolgesi denen bir kiime tanimlanabilmektedir ve bu durum

[3] makalesinde ¢ahigilmigtir.

40



Ornek 4.2.1 f: R — R =R?, () = (5cosf,3sinb) ile verilen f immersiyonu-

nun itme uzay 2 (f) yi bulalvm.

f(@) = (5cosf,3sind)
f(0) = (—5sinb,3cosh) olmak tzere

c() = < —3cosf —5siné )
\/9+16sin29’\/9+16sin29

f i¢in birim paralel normal vektér alanidar.

—3cosf —5sind
0) = f(0) +t£(0) = (5cosc9+t—,3sin9+t—>
Jul) = J(6) +1£ ) V9 + 16sin2 0 VOt 16sin20

olarak tamimlansin. [ nin odak nokta kiimesinin her 6 € R i¢in

F(0) = (1—56 cos® 6, _716 sin® 0)

oldugunu 3. bélimde gdostermistik.

ft(e) = F(Q) —— <5cosg+tﬂ’3sin9+tﬂ>
9+ 16sin” 0 9 + 16sin® 0
16 —16
= (Fcos®6, —=sin’0)

1/1
- t:g <§68in20+3> V16sin?0 + 9

elde edilir. Q(f) yi bulmak igin t nin maksimum ve minimum noktalarina belirlemeliyiz.

—1 <sinf < 1 oldugundan,

1/16 25
tmax = 5<§.12+3>\/16-12+9:§

1/16 9
toin - = 5<§.02+3>\/16-02+ =
olur.

O halde t € [%, %} i¢in f; bir immersiyon degildir. Bu durumda t € (—oo, 9) U (é oo)

i¢in fr, f min paralel immersiyonudur ve

o= (=)o (2)

elde edilir.

Siradaki 6rnek ilk olarak [6] da ¢aligilmigtir:
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Ornek 4.2.2 f:R — R"*2 =R3, f(#) = (0, cosh,sinb) ile verilen f immersiyonunun

itme uzayr QL (f) yi bulalim.
1 (60) = (1,—sinf, cos ) # (0,0,0)

oldugundan f bir immersiyondur. f'(0) = (1,—sin6, cos0) oldugundan

1 0 . ., 0 .

& (0) = E COS(E)(I, sinf, — cos ) + sm(ﬁ)(O, —cosf, —sinf)
. 6 .

&(0) = \/_ sm(\/_)(l, sinf, — cosf) — cos(—\/é)(O, —cosd, —sin6)

f icin birim paralel normal vektér alanlaridar.

fi,5)(0) = f(0) +t& (0) + s, (0)
olarak tanvmlansin. w = (z,y, z) sabit bir nokta, L, : R — R,

L) = |(x,y,2) = FOI = [l(z,, 2) — (8, cos 8, sin6)||"
= (2 —0)>+ (y —cosf)? + (2 — sinf)?

uzaklhk fonksiyonu olsun. Buna gore

0L, :

o = —2(x — 0 — ysinf + zcosb)
2
88«5; = 2(14+ycosf+ zsin0)

bulunur. Bu durumda w = (z,y,2), [ nin 0 noktasinda bir odak noktasidir ancak ve

OLw _ 2Ly _
ancak 0, L., fonksiyonunun bir dejenere kritik noktasidir; yani <55 = 0 ve S =0 dar-

9w — 0 oldugundan her 0 € R ve birt,s € R igin w = (z,y,2) = f,5(0) dur. Buradan

w = fie,s)(0) = f(6) + & (0) + s&; (0)

egitliginden,
0

r = +—cos—+—sm—

V2 V2 V22

1 6
y = cost + —=sinf(tcos —=

V2 V2

V2
1
z = sinf — —— cosf(tcos — —
Vgt gt g
elde edilir ve bir 6 dejenere kritik noktasinda,
0*L

672“’ =2(1+ycosf + zsinfh) =0

6
cos ) + cos (s cos — — tsin

Vg

cos 0) + sin f(s cos b tsin i

)

+ ssin

+ ssin
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oldugundan y ve z min yerine yazilmasiyla

0
2—tsin— 4+ scos— =0

V2 V2

elde edilir. Bu durumda

0 0
fs) bir immersiyon degildir <= 2 — tsin — + scos —= = 0

V2 V2

olur. Buradan
Qf) = {(t,s) 24 $? <4}
elde edilir.

Simdi, itme uzaymin bilegenlerine iligkin bazi sonuglar [7] de oldugu gibi veriyoruz.

a = (a,ag,...,ax) € Q(f) olsun. &;,&,,...,&k; her p € M igin f(p) noktasindaki k-
boyutlu normal diizlem igin bir taban olusturan M {izerinde tanimh birim paralel normal

vektor alanlar1 olmak iizere,

Ela) : M™ = R™ - £(a)(p) = Zaifi(p)

ile tamimlansim [2]. Bu durumda £(a), M iizerinde f i¢in bir immersive paralel normal

vektor alani olur.
a € §)(f) olsun. a nin indeksi ind a, fe¢(,) immersiyonunun indeksi olarak tanimlanir.

Eger A, Q(f) nin bir yol baglantil bilegeni ve a,b € A ise ind a = ind b oldugu [2] den
bilinmektedir. Bu durumda A nin indeksi bir a € A igin ind a olarak tanimlanir. O halde
Q(f) in her yol baglantili bilegenine bir indeks atanabilir. Q(f) nin p indeksli yol baglantil
bilegenlerinin birlesimini Q* ile gosterecegiz. Dolayisiyla Q(f) = QU Q' U--- U Q™ olur.
Burada Q° in daima bostan farkli, digerlerinin ise bos ya da bostan farkl olabilecegini

belirtelim.

Ornek 4.2.3 [7] f : R? — S € R**2, f(,¢) = \%(cos 0,sin 0, cos ¢, sin ¢) ile verilen
f immersiyonunun uzakhk fonksiyonu yardvmayla odak nokta kiimesini ve itme wuzayina
belirleyelim. f nin bir immersiyon oldugunu gérmek kolaydir. Ayrica 0 ve ¢, 2 moduna

gore almarsa f : S x S' — §* € R?™? bir embeding olur.

61(87¢) =

(cos @, sin 6, cos ¢, sin &),

52(97 ¢) =

(—cos 6, —sin @, cos ¢, sin @)

Sl Sl
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birim normal vektor alanlardur ve her (0,¢) € R x R i¢in normal dizlemlerinin bir

tabaniny olusturur. En az bir t,s € R i¢in £(0, ¢) = t&,(0, &) + s&4(0, @) yazilirsa,

f(t78)(97 ¢) = f(ev ¢) + tSl(ev ¢) + 852(‘97 ¢)

= %((1 +t—s)cosl, (1+t—s)sinf, (1+t+s)coso, (1+t+s)sing)
olur. x = (x1,79,73,14) € R* dcin L,(0,0) = ||lx — f(0,9)||*> uzaklik fonksiyonu kul-
lamalarak
%z%(mlsine—xgcosﬂ), %—igcz%(azgsingé—mcosqzﬁ) :
2 2
a@QL; = %(ml cosf + xysinf) , a@jf = %(m;}, cosf + x4sin ) |
L, 0L, a
0000 000

bulunur. Buradan

(92[;5 0
HL,(0,¢)= | %

92L;
0 567

olur. Bu durumda fi (0, ¢), f nin (0, ¢) noktasinda bir odak noktasidir <= (0, ¢), L,
in dejenere kritik noktasidir. O halde 38% =0= 38%; egitliginden, en az birt,s € R, her
(0,9) € R? igin x = f.4(0,0) elde ederiz. x yerine f (8, ¢) yazlp det HL,(6, $) = 0

oldugu kullanilirsa,

det[%(1+t—s) 0 ] _

S

0 %(1+t+s)
— (14+t+s)(1+t—s)=0

— (1+t)*-5"=0

— s==x(1+1)
elde edilir. Buradan f nin (0,¢) € R x R noktasinda odak kiimesi,

di = {V2(1+1t)(cosf,sinb,0,0) € R* teR}
dy = {V2(141)(0,0,cos,sin¢) € R*, ¢t € R}

olmak tizere
F(0,¢) :d1Ud2
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elde edilir. Bu ise birbirine dik iki dogru belirtir ve tim (0,¢) taban noktalar: igin bu

dogrular aymidir. f immersiyonun itme uzayr belirlenirse,
Q(f) =R —{(t,s) € R?: s = +(1+1)}

bulunur. Asajdaki sekilde Q' = AU B ve Q(f) = Q°U Q' UQ? olmak iizere Q2 (f) itme

uzayr ve bilesenleri gosterilmistir.

6
S i
4 54\)(
A
Q2 ? Qo
5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5
5 t
B
RICS
4 /~1
-6

Sekil 4.1 Q(f) itme uzay ve bilegenleri

Onerme 4.2.4 [7] f : M™ — R™* diiz normal demetli bir immersiyon ve & ilen, f i¢in
swraswyla A ve p indeksli immersive paralel normal vektor alanlar olsun. Bu durumda, her
p € M igin, fe(p) ile f,(p) yi birlestiren dogru parcas: tzerindeki p noktasindaki odak
noktalarin katlhlik dahil sayise sabittir ve max{0, \+pu—m} <1 < min{\, u} olmak iizere
en az bir I € N i¢in bu sayr A + p — 21 dir.

Ispat: fe+(n—¢&) = f, oldugundan n — &, f. immersiyonu igin bir immersive paralel
normal vektoér alamdir [2] ve bunun fe igin sabit olan indeksini bulmamiz gerekiyor.

Burada bu sabiti belirlemeye ¢aligiyoruz.

p € M olsun ve z = f:(p) ve y = f,(p) olarak almsm. Eger f(p),z,y noktalar
dogrusalsa, bu durumda f¢ (p) ile f, (p) yi birlestiren dogru pargas: tizerindeki p nok-
tasinda odak noktalarin kathlik dahil sayis1 f (p) nin pozisyonuna gore A+ p ya da |A — p|
dirve [ = 0, [ = A\ veya [ = p alabilir. Diger taraftan, v, (f) tizerinde koseleri f (p) , z,y
olan iiggeni ve bu ii¢geni kapsayan @ (p) ile gosterecegimiz 2-boyutlu diizlemi ele alalim.
Eger bostan farkh ise @ (p) N £, (f) nin en ¢ok m tane dogrunun birlegimi oldugunu

biliyoruz, ¢iinkii F, (f), v, (f) iizerinde en ¢ok m tane hiperdiizlemin birlesimidir [12].
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Eger u,v € v, (f) ise bu durumda o notasyonu u ile v yi birlestiren dogru pargasini
gosterir. m tizerindeki odak noktalarin kathlik dahil sayisinin A\ ve m tizerindeki
odak noktalarmn katlihk dahil sayisimin g oldugunu biliyoruz. Simdi, [ (p) > 0 bir tam
say1 olsun ve [ (p) dogrularmmn(kathhk dahil) hem f (p)z hem de f (p)y kenarlariyla
kesigtigini kabul edelim. 0 < I (p) < min{\, z} oldugu aciktir. O halde f (p) z ile kesisen
kalan A — [ (p) dogru 7y ile kesismek zorundadir. Benzer sekilde m ile kesigen kalan
i — L(p) dogru da 7y ile kesigmek zorundadir. Buradan Ty iizerindeki toplam sayiyi
A=1(p)+p—1(p) = A+pn—2l(p) elde ederiz. Boylece f¢ (p) ile f, (p) yi birlestiren dogru
pargasi iizerindeki odak noktalarm katlilik dahil sayisimin A + 1 — 21 (p) oldugu sonucunu
cikaririz. Fakat fe nin paralel immersiyonu ( fﬁ)(n—é) nin indeksi bir sabit sayidir, o halde
her p € M igin [ (p) sabittir.

[ =1(p) alahm. @ (p) tizerinde en ¢ok m tane dogru oldugundan A + p —m < [ dir. O

halde max{0,A + u — m} <! < min{\, x} olur. B

Tamim 4.2.5 f: M™ — R™* diiz normal demetli bir immersiyon olsun. Bu durumda

d(f), Q(f) nin yol baglantils bilesenlerinin toplam sayist olarak tanimlanar.

d(f) < a(m, k) oldugu [2] de kanmitlanmugtir. Burada «(m, k), m-boyutlu hiperdiizlem-
lerin tiimleyenindeki yol baglantil bolgelerin sayisidir ve R* daki en genel durum,

2m m <k

> (7) m>k
seklindedir.

a(m, k) =

f: M? — R** 2_boyutlu M manifoldunun diiz normal demetli bir immersiyonu olsun.
Bu durumda her p € M noktast icin F), (f), v, (f) tizerinde en ¢ok 2 hiperdiizlemin
birlegimidir. Boylece F), (f), v, (f) yi en ¢ok 4 yol baglantili bolgeye ayiwrir ve k£ > 2 icin
Q (f) nin 1 indeksli yol baglantil bilegenlerinin sayisi en ¢ok 2 olabilir.

Asagida bu durum genelleniyor ve m > 3 olmak tizere €2 (f) nin (m — 1) indeksli yol
baglantili bilesenlerinin sayisma iliskin bir sonuc ispatlaniyor. f : M™ — R™** diiz
normal demetli bir immersiyon olsun. Bu durumda M iizerinde tamimh {£;,&,, ..., &, }

birim paralel normal vektor alanlar1 mevcuttur. Her p € M icin

k

vy vp (f) — RY, g, (f (p)+ > ai, (p)> = (a1, ag, ..., ax)
i=1

fonksiyonunu tanimlayabiliriz.
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Teorem 4.2.6 [7/ m > 2 ve f : M™ — R™™* diiz normal demetli bir immersiyon
olsun. A, B nin Q (f) nin (m—1) indeksli iki farkl yol baglantily bilegseni ve a € A, b € B
oldugunu kabul edelim. Bu durumda her p € M ig¢in v, (f) deki tim odak hiperdiizlem-
ler, koseleri f (p), ¢, *(a), @, (b) olan A iiggeni ile kesisir ve ayrica ¢, (a) ve @, (b)

arasindaki dogru parcasi tizerinde bulunan odak noktalarin kathlik dahil sapst 2 olur.

Ispat: a € A, b € B olsun. Bu durumda ¢ = £(a) ve n = £(b) olacak sekilde paralel
normal vektor alanlar1 vardir 6yle ki indeks fe = indeks f, = m — 1 dir. Onerme 4.2.4
e gore, her p € M icin fe (p) = ¢, (a) ile f, (p) = ¢, " (b) arasmndaki odak noktalarm
kathilik dahil sayisi, m —2 <1 < m — 1 olmak iizere en az bir | € N i¢in 2(m — 1) — 2]
elde edilir. a ve b farkh bilegenlerde oldugundan her p € M icin f¢ (p) ve f, (p) arasinda

en az bir odak nokta olmak zorundadir. O halde [ = m — 2 bulunur.

Q C v, (f), koseleri f (p), @, (a), @, (b) noktalar1 olan A {i¢genini kapsayan diizlem
olsun. [ = m — 2 oldugundan her p € M i¢in an(p) iizerindeki odak noktalarin
katlilik dahil sayist 2 olur ve bunun sonucu olarak A ii¢geni ile kesisen m tane odak
dogru oldugu goriiliir. @ da m tane dogru oldugundan, bu durum her p € M icin v, (f)

iizerindeki tiim odak hiperdiizlemlerin A ii¢geni ile kesistigini gosterir. B

Teorem 4.2.7 [7] m > 3 olmak idizere, f : M™ — R™2 bir kompakt manifoldun
diiz normal demetli bir immersiyonu olsun. Bu durumda Q (f) nin (m — 1) indeksli yol

baglantily bilesenlerinin sayst en ¢ok 2 olur.

Ispat: Q(f) nin (m — 1) indeksli en az ti¢ tane yol baglantili bilegeninin oldugunu kabul
edelim ve bunlara A, B,C diyelim. a € A, b € B, ¢ € C' alalhm. p € M keyfi bir
nokta olsun ve v, (f) iizerinde = = ¢, ' (a), y = ¢, ' (b), z = ¢, ' (c) noktalarim gz éniine
alalim. a, b, ¢ noktalar1 farkl bilesenlerde bulunduklar: i¢in z, y, z nin odak olmayan farkl

noktalar olduklar1 aciktir.

a, b, c noktalar1 farkl bilesenlerde bulunduklarindan her bir 7y, 5z, Zx dogru parcasi iize-
rinde en az bir odak nokta vardir. O halde z,y, f (p) noktalariin dogrusal olamayacagini
kontrol edebiliriz. Varsayalim ki bu noktalar bir ¢ dogrusunda bulunsun. Eger f (p), Ty
iizerinde ise bu durumda ¢ iizerindeki odak noktalarin kathilik dahil sayisi en az (2m — 2)
olur ki 2m — 2 > m oldugundan m > 3 i¢in bu miimkiin degildir. Eger f (p), Ty tizerinde

degilse bu durumda ¢ iizerinde f (p) nin x,y noktalarina gire pozisyonuna bagl olarak
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f (p) z veya f (p)y iizerindeki odak noktalarin kathilik dahil sayis1 m elde edilir. Bu da bu
saymin (m— 1) oldugu hipoteziyle celisir. Benzer gekilde z, z, f (p) noktalarinn; y, z, f (p)

noktalarinin veya x, y, z, f (p) noktalarinin dogrusal olamayacag1 da elde edilebilir.

Teorem 4.2.6 ya gore tiim odak dogrular koseleri z, y, f (p) olan iiggenle kesismek zorun-
dadir ve ayrica xy iizerindeki odak noktalarin katlilik dahil sayis1 2 dir. Benzer sekilde

ayni sonucu, kogeleri y, z, f (p) ve x, z, f (p) olan tiggenleri gz 6niine alarak da elde ederiz.

Simdi x, y, z noktalarinin dogrusal olmadigini gosterecegiz. Eger x, y, z noktalarinin hepsi
ayni dogru iizerinde bulunuyorsa yukaridaki tartigmaya gore xy,yz,zx dogru parcalari
iizerindeki odak noktalarin kathilik dahil sayis1 2 dir. Genelligi bozmadan y noktasinin 7z
iizerinde oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda 7z iizerindeki odak noktalarin katlilik

dahil sayisim1 2 4 2 = 4 elde ederiz ki bu bir geligkidir.
Simdi koseleri x, y, 2z olan iiggeni ele alalim. Dikkat edilecek 3 durum stz konusudur.

Durum 1: f(p) nin sekil 4.2 de gosterilen, koseleri x,y, z olan ii¢gen ile sirh olan I.

bolgede oldugunu kabul edelim. Teorem 4.2.6 ya gore koseleri z, f (p), z olan iiggeni ele

aldigimizda = f (p) ve zf (p) ile kesigen en az bir odak dogru vardir. Benzer sekilde koseleri

x, [ (p),y olan iiggeni ele aldigimizda = f (p) ve yf (p) ile kesigen bir odak dogru vardur.

Ayrica koseleri y, f (p), z olan iiggeni ele aldigimizda yf (p) ve zf (p) ile kesigen de bir
odak dogru vardir. Bu odak dogrular mecburen farkhdir ve birlikte f (p) yi sinirlarlar.
Bu da gosteriyor ki f (p), v, (f) lizerindeki odak dogrularin tiimleyenlerinde smirli bir

bolgededir.

Durum 2: f (p) nin sekil 4.2 de gosterilen II. bolgede oldugunu kabul edelim. Koseleri
z, [ (p),y olan iiggeni goz Oniine alalim. Teorem 4.2.6 ya gore m ve 7y ile kesigen
bir odak dogru olmak zorundadir ve bu dogru mutlaka W ve Ty ile kesigir. Benzer
sekilde koseleri z, f (p) , z olan iicgeni goz oniine aldigimizda f (p) z ve ZZ ile kesigen bir
odak dogru olmahdir ve bu dogru m ve Ty ile kesismek zorundadir. O halde Ty
iizerinde en az 2 odak nokta elde ederiz. Fakat yine Teorem 4.2.6 y1 ve koseleri z, f (p) ,y
olan {icgeni goz Oniine aldigimizda bu say1 tam olarak 2 dir. Bu yiizden 7y ile kesigen

bagka odak dogru yoktur. Simdiye kadar hem xf (p) hem de zf (p) ile kesigen bir odak

dogrumuz var. Teorem 4.2.6 y1 ve koseleri z, f (p), z olan tiggeni gtz 6niine aldigimizda,

zf (p) ve zf (p) ile kesigen (m — 3) tane daha odak dogru gereklidir ve bu dogrular y f (p)
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ile kesigmek zorundadir. Bununla birlikte, hem x f (p) hem de 7z ile kesigen bir tane daha
odak dogru vardir ki bu Ty veya zy ile kesismek zorundadir. 7y ile kesisen daha fazla
odak dogru olmadigini biliyoruz. O halde hem m hem de 77 ile kesisen odak dogru
zy ile de kesismek zorundadir. Bu da gosteriyor ki £(a), a ya karsilhik gelen immersive

paralel normal vektor alan olmak tizere her p € M icin 2z = feq) (p), vp (f) tizerindeki

odak dogrular ile sinirhdir.

Durum 3: f(p) nin sekil 4.2 de gosterilen III. bolgede oldugunu kabul edelim. Bu
durumda her odak dogrunun koseleri f (p),x,y olan iiggenle kesismek zorunda oldugunu
biliyoruz. Ama ayni zamanda m ve Z7 ile kesisen bir odak dogru da olmak zorundadir.
O halde bu dogru koseleri f (p),z,y olan iiggen ile kesisemez. Bu da Teorem 4.2.6 ya

gore bir geligki verir. Buradan Durum 3 {in meydana gelemeyecegi sonucu ¢ikar.

p, M de keyfi bir nokta ve gop_l bir izometri oldugundan her p € M i¢in ya Durum 1
gegerlidir ya da Durum 2 gegerlidir; yani her p € M i¢in ya f (p), v, (f) iizerindeki odak

dogrular ile sinirhdir ya da feq) (p), vp (f) tizerindeki odak dogrular ile sinirhdir.

Simdi, en az bir w € R™™2, f icin L,, uzaklk fonksiyonunu alahm. M kompakt oldugun-
dan L,, nin m indeksli bir kritik noktasi vardir. O halde w ile f (p) noktalar1 arasindaki
dogru parcasi iizerinde p tabanli odak noktalarin katlilhik dahil sayis1 m dir ve boylece
{f(p)+t(w—f(p) |t <0} Cw,(f) s iizerinde p tabanh odak nokta yoktur. Bu da
gosteriyor ki en az bir p € M igin f (p), v, (f) tizerindeki odak hiperdiizlemler ile sinirh
degildir ve benzer bir durum en az bir ¢ € M icin, f¢(,) immersiyonunu ele aldigimizda
Je()(q) icin de gegerlidir. O halde € (f) nin bu sekilde yol baglantih A, B, C' bilesenleri
olamaz. Dolayisiyla € (f) nin (m — 1) indeksli en ¢ok iki yol baglantili bilegeni olabilir.

i

/v X\

Sekil 4.2 ., II. ve III. bélgeler
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Teorem 4.2.7 k > 2 olan bir immersiyon i¢in gegerli degildir. Carpim immersiyonlarini
alarak bunu gorebiliriz. Ornek 4.2.3 deki, f : T?> — S* C R* embedingi i¢in Q (f) nin 1

indeksli iki tane yol baglantil bileseni vardir. Simdi p, ¢ € T? olmak iizere

fxf:TPxT> — R, (fxf)p,q)=(f(p),f(q))

yi ele alahm. f diiz normal demetli oldugundan f X f nin de diiz normal demetli ve
Q(f x /) =Q(f) x Q(f) oldugunu belirtelim [2]. Bu durumda Q(f x f) in 3 indeksli 4

tane yol baglantili bileseni oldugu kolayca goriilebilir.

Burada, m > 2 ve k > 2 igin, Q(f) nin (m — 1) indeksli yol baglantili bilegenlerinin
sayisinin en ¢ok kag oldugu agik bir problemdir.

4.3 TItme Uzay, Inversiyon ve ® Konform Déniisiimii

[+ M™ — R™* geklinde bir immersiyon olsun. Her p € M igin f(p) # 0 ise

||ch||2 . M™ — R™* fonksiyonu da bir immersiyondur. Burada 6nce asagidaki 6ner-

meyi ispatlayalim.

Onerme 4.3.1 0 : R™\ {0} — R"™\ {0}, O (x) = 2, fonksiyonu bir immersiyondur.

(k3 ||
Bu © ya bir inversiyon denmektedir.

Ispat: © bire birdir: z,y € R™\ {0} ve O (z) = O () ise ”;”2 =5 ”2 olur ve buradan
|z|| = ||y|| elde edilir. Buradan ise x = y bulunur. Diger taraftan © ortendir: z,y €
R™\ {0} ve © (z) = y ise %3 = y olur ve buradan ﬁ = |ly|| elde edilir ve x = #

|||
bulunur. O halde © értendir. Buradan ©~! = © oldugu anlagilir ve dolayisiyla © diizgiin

oldugundan ©~! de diizgiindiir. O halde © bir difeomorfizmadir ve dolayisiyla immersiyon

oldugu anlagilir. B

f: M™ — R™* geklinde bir immersiyon olsun. Her p € M icin f(p) # 0 ise son

onermenin bir sonucu olarak i ]f” = O o f oldugundan iki immersiyonun bilegkesi olan
W bir immersiyondur. Diger taraftan f nin normal demeti yerel diizdiir ancak ve ancak
f

G nin normal demetinin yerel diiz oldugu [6] da gosterilmistir.

f: M™ — R™"! geklinde (k = 1) bir immersiyon ve her p € M igin f (p) # 0 olsun. Bu

- bileske donitistimlerinin

kisimda asagida verilen ® konform doniisiimii ile ® o f ve ® o e
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de birer immersiyon oldugunu ve bu immersiyonlarin itme uzaylarini kargilagtirarak egit

alinabilecegini gosteriyoruz. Tezin bu kismu [8] ile bir sempozyumda sunulmugtur.

¢ : R™H — ST C R™2) ¢ = (x4, ..., Tpyy1) Olmak {izere

271 2T mr1 ||:c||2 -1
O(x) = 55 + 5 5
1+ [l L+ [z 1+ ||

konform doniigiimii ve

2
g:(I)OfZMm—>Sm+1CRm+2, g= 2f 2’||fH_i
L+ |fI7 T+ £l

olsun. Bu durumda ¢ nin bir immersiyon oldugu kolayca goriiliir. Ayrica g, g immersiyonu
i¢in bir birim normal vektor alamdir. Ciinkii (g,9) =1 ve 1 < i < m igin <g—§, g> =0

dir. Eger &, f icin bir birim normal vektor alan ise

I (@+IfIP)E—2(f.€) f, 2(f.€))

B 1

T 2
L+ /]l

ile verilen 7, ¢ icin bir birim normal vektor alamidir. Asagidaki 6nerme kolayca ispat-

lanabilir.

Onerme 4.3.2 g, n normal vektor alanlar g i¢in birim paralel normal vektér alanlaridur.
O halde (¢, s) € R? olmak iizere Vp € M igin

9it.s) (P) = g (p) +tg (p) + s (p)
olarak tanimlanirsa
Qg) = Q(®of)
= {(t,s) e R*:Vp e M igin g ) (p), p noktasinda odak nokta degildir}
olur.
H:R" — R", H(xy,x9, - ,x,) = (71,22, -+ ,—x,) ile verilen H lineer doniigiimiinii
ele alalim. Burada H nin R" deki z,, = 0 diizlemine gore yansima oldugu goriiliir. Burada

x = (21,22, ,x,) i¢in T = (21, 29, -+ , —x,) ile tammlanirsa H (x) = 7 olur. Asagidaki

onerme her k > 1 icin dogrudur. Ispat1 sadece k = 2 icin verelim.

Onerme 4.3.3 f : M™ — R™2 bir immersiyon ve H : R™*2 — R™2 yykarda
belirtildigi gibi olmak iizere f = H o f : M™ — R™2 olsun. Bu durumda f bir

immersiyondur.
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Ispat: H bir difeomorfizma ve f bir immersiyon oldugundan f = Ho f bir immersiyondur.

Onerme 4.3.4 f : M™ — R™2 bir immersiyon ve € ve n, f icin iki birim paralel
normal vektor alany olsun. Bu durumda E’ ve 1, f 1¢in ki birim paralel normal vektor

alanadar.

ispat: f=(f1,f2, s fns1s fng2) Ve

g = (517527""£m+17£m+2)7

n = (7,72 Mgt Mgz

f icin iki birim paralel normal vektor alani olsun.

Buradan f: (f1>f2a cee >fm+1> _fm+2) ve

% = (517527""§m+17_€m+2)7

ﬁ = (nla Moy -+ 5 M1y _nm+2)

ile verilen & ve 7) nin f icin iki birim paralel normal vektor alam oldugu goriilir. W

Onerme 4.3.5 f : M™ — R™2 bir immersiyon ve p € M olsun. Bu durumda bir
x € R™2 f nin p noktasinda bir odak noktasidwr ancak ve ancak %, f nin p noktasinda

bir odak noktasidar.

. . ~ 2
Ispat: Uzaklik fonksiyonlari; f icin L, (p) = ||z — f (p)||* ve f i¢in L; (p) = Hf — f (p)H

oldugundan L, = L; olur ve sonu¢ buradan elde edilir. Daha acik olarak; bir p € M igin

dLs (p) N () f (p) 9L, (p)
o, :0<:><93—f(p),api>:0<:><x—f(p),api>:0<:> o, =0

olur ve dolayisiyla p, Lz nin kritik noktasidir ancak ve ancak p, L, in bir kritik noktasidir.

Ayrica
9’L; (p) ) (32% (p) )
det =0 <= det =0
( Op;Op; Op;Op;

ifadesinden p, L; nin bir dejenere kritik noktasidir ancak ve ancak p, L, in bir dejenere

kritik noktasidir. Wl
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Ornek 4.3.6 f, f: R — R2, f(0) = (6,6?) ile f(0) = (0, —6%) immersiyonlarinmn odak
kiimelerini karsilastiralim.

f min odak kiimesini hesaplayalvm:

Liey(0) = (2, y) = FO)II° = (x = 0)* + (y — 6°)°

oldugundan

ALy (0

%U = 20— 2z —4yh +40° =0
d? L, (0

%() 120> — 4y +2=0

denklemlerinde x ve y ¢oziiliirse

1
r=—46° y:392+§

elde edilir. Yani f nin bir 0 noktasindaki odak noktas:
1
F() = (—403,302 + 5)
olur. Benzer sekilde f nin bir 6 noktasindaki odak noktas

F(f) = (—4@3, —360% — %)
bulunur. O halde, (z,y), f nin bir 0 noktasinda odak noktasidir ancak ve ancak (x,—y),

f nin 0 noktasinda odak noktasidar.

Teorem 4.3.7 f: M™ — R™"2 bir immersiyon ve £ ven, f icin birim paralel normal
vektor alanlary olsun. Bu durumda fuq) = f+t€ + sn, f i¢in bir paralel immersiyondur

ancak ve ancak f(m) = f + té + 57, f 1¢in bir paralel tmmersiyondur.

Ispat: fis)y = [+t + sn, f icin bir paralel immersiyon olsun. O halde, her p € M
i¢in fi15) (p), f nin p noktasinda odak noktasi degildir ancak ve ancak f(m) (p), f nin
p noktasinda odak noktasi degildir. Buradan f(m) = f + té’ + 57, f icin bir paralel

immersiyondur. W
Teorem 4.3.8 Yukardaki notasyonlarla Q (f) = Q(f) olur.

ispat: Burada Q (f) ve Q(f) yi tammlamak icin sirasiyla {&,71} ve {é , 7’7} birim paralel
normal vektor alanlarmi kullaniyoruz. (¢,s) € Q(f) olsun. O halde her p € M icin
f(p)+t&(p)+sn(p), figin p noktasinda odak nokta degildir. Dolayisiyla her p € M igin
f (p) +t€ (p) + s7 (p), f icin p noktasinda odak nokta degildir. O halde (¢, s) € Q(f)olur.

Buradan Q (f) C Q(f) olur. Tersi de benzer sekilde elde edilir ve Q (f) = Q(f) olur. B
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Teorem 4.3.9 f: M™ — R™" bir immersiyon ve her p € M igin f (p) # 0 olsun. Bu

durumda Q (o f) = Q(Po #) alinabilir.

Ispat: f: M™ — R bir immersiyon ve her p € M i¢in f (p) # 0 olsun. f immersiyon

iken # nin bir immersiyon oldugu yukarida gosterilmisti. Dolayisiyla ® o # bir

immersiyondur. g = ® o f alinirsa ¢ o L = g oldugu goriiliir. Teorem 4.3.8 gbz 6niine

L1I*
alinirsa Q (g) = §2(g) elde edilir. B
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