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OZET

RiCCI TENSORU ve
UYGULAMALARI

Cagr1 USTEK

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Prof. Dr. Leyla ONAT
2020, 57 sayfa

Birinci boliimii giris olarak ayrilan bu calisma temel olarak dort boliimden
olusmaktadir. Ikinci boliimde diferensiyel geometride sik sik kullanilan bazi
diferensiyel operatorler ile tez konusunda onemli bir yer tutan uzaklik fonksiyonu
ve bazi ozellikleri verilecektir.

Ricci tensorii Myers teoreminde 6nemli bir yer tutmaktadir. Uciincii boliimde
bu tensoriin bir uygulamasi olarak complete bir (M,g) Riemann manifoldunun
kiireye izometrik olmasi ile ilgili olarak Cheng [5] tarafindan elde edilen Myers
cap teoremi verilecektir.

Myers cap teoremini Bakry-Emery Ricci tensoriine uygulanmasinin 2009 yilinda
Qi-Hu Ruan tarafindan "Bakry-Emery Ricci egrilik tensorii ile verilen Riemann
manifoldlart i¢in rigiditi teoremleri" isimli makelede yapildig1 goriilmiistii. Bu
tez ¢alismasinin son boliimiinde bu makelede yer alan rigiditi teoremlerinden ilki
ispatlanacaktir.

Anahtar Sozciikler: Riemann Manifoldu, Ricci egrilik tensorii, Myers Teoremi,
Bakry-Emery Ricci Tensorii, Uzaklik Fonksiyonu, Hessian Operatdrii, Einstein
Manifoldu, Lie Tiirevi.
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ABSTRACT

RICCI TENSOR AND
ITS APPLICATIONS

Cagr1 USTEK

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Leyla ONAT
2020, 57 pages

The thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to a brief
introduction to the subject and the main theorems and definitions are given in
chapter two. Moreover, the distance function and its properties are also stated in
this chapter.

It is well-known that the Ricci tensor has an important role in Myers’ theorem.
In the chapter three, an application of this tensor is given so that a complete
Riemannian manifold is isometric to the sphere which is proven by Cheng[5].

Another study on Myers’ theorem is "Two rigidity theorems on manifolds with
Bakry-Emery Ricci curvature” by Ruan[3] which involves application of theorem
to the Bakry-Emery Ricci tensor. In the last chapter, the first rigidity theorem of
[3] is examined in details.

Key Words: Riemannian Manifold, Ricci Curvature Tensor, Myers Theorem,
Bakry-Emery Ricci Tensor, Distances Function, Hessian Operator, Einstein
Manifold, Lie Derivative.
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SIMGELER DIZINi

M" n boyutlu diferensiyellenebilir manifold

T,(M) M manifoldunun p noktasindaki teget uzay1

R Reel sayilar kiimesi

E”? n boyutlu Oklid uzay1

X(M) M manifoldu tizerindeki diizgiin vektor alanlar1 kiimesi
X*(M) M manifoldu tizerindeki diizgiin 1-formlar kiimesi
S(M) M manifoldu tizerindeki diizgiin fonksiyonlar kiimesi
(M) M manifoldu iizerindeki (r,s)—tipindeki tensor alanlari kiimesi
D Tensor tiirevi

X,Y,V.Z,Q,W M manifoldu iizerinde vektor alanlar1

0, M manifoldu {izerinde 1-formlar

D M manifoldu iizerinde konneksiyon
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Vf f fonksiyonun gradiyenti
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Ric M manifoldunun Ricci egrilik tensorii
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S Hessiyan operatorii
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R Egrilik operatorii
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Ly Lie tiirevi

Ricci Bakry-Emery Ricci egrilik tensorii

L Weighted laplasiyani

(0] Warping fonksiyonu

M Uzay formu

diam M M manfioldunun cap1
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1. GIRIS

Einstein manifoldlar1 diferensiyel geometride 6nemli bir yer tutar. Ornegin
§"~1(1) kiiresi skaler egriligi sabit kompakt bir Einstein manifoldudur. ~Bir
manifoldun rigid olmasi ile yapilan caligmalarin bir kismi o manifoldun kiireye
izotmetrik olmasi ile ilgilidir. Buna gore manifoldun kompakt olmasi 6énemli bir

ozelliktir.

Klasik Myers [6] teoreminin manifoldun kompakt olmasi i¢in bir karekterizasyon
verdigi sdylenebilir. Buna gore (M,g), Ricci > (n—1)kg >0, n > 2 olacak
sekilde tam, irtibatli bir Riemann manifoldu olmak iizere M manifoldunun cap1
D< % dir. Buna gore M manifoldu kompakttir.

3

Cheng [5] Myers teoremi ile ilgili olarak 1975 yilinda yaptig1 calismada D = 7

oldugunda M manifoldunun S}, kiiresine izometrik oldugunu gdstermisgtir.
Bakry ve Ledoux [7] 1996 yilinda yaptiklari calismada klasik Myers teoreminin bir

benzerini Ricci tensoril yerine

Ricci = Ricci — VVh — Vh®Vh

m-—n

esitligi ile verilen ve kendi ismiyle anilan Bakry-Emery Ricci tensorii olarak
uygulamigtir. Buna gére n > 2, m >n, k> 0ve h: M — R diferensiyellenebilir
fonksiyon olmak iizere,

Ricci > (m—1)k >0

ise M manifoldu kompakt ve D < - dur.

vk
Ayrica (M, g) Bakry-Emery manifoldunun g = % gy, + h>*62gr metrik tensorii ile
verilen Einstein N = M" x ¢y F™ warped ¢arpim manifoldunun taban manifoldu

oldugu biliniyor. 2009 yilinda Ruan [4] tarafindan yapilan ¢alismada (M, g) tam,
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irtibatli Riemann manifoldu n > 2 ve Ricci > (m—1)kg ve D = % oldugunda

M manifoldunun S} kiiresine izometrik oldugu ve h = (m — n) lnsmiﬁk’ oldugu
gosterilmigtir.  Bu teoremin bir sonucu olarak (M,g) tam, irtibath Riemann
manifoldu n > 2, %Z(m—l)kg>0, m>n ve D:%igin

m—n

N=M;x , §'" ise N=S5§}x L sin Vi Sy " oldugu kolaylikla soylenebilir.
e k



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez konusuyla ilgili siklikla kullanilan notasyonlar ve temel kavramlar

verilecektir.

2.1. Tensor Kavrami

M, n boyutlu Riemann manifoldu, (U,§) M manifoldu igin bir koordinat
komsulugu, & = (x',x?,...,x") bu koordinat komsulugundan elde edilen koordinat
sistemi olsun. 1 <i <ni¢in d; = a%,- olmak iizere {0, ...,d,} koordinat ¢ati alant

ve bu ¢at1 alaninin duali {dxy,...,dx,} olsun.

M manifoldundan R ye biitiin diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi
$(M) ve M iizerindeki biitiin diferensiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi
X(M) olmak iizere, X(M) kiimesi §(M) halkas: iizerinde bir modiildiir ve R
cismi iizerinde bir Lie Cebiridir. X*(M) kiimesi ise M manifoldu iizerinde
1-formlarin kiimesidir. M manifoldu iizerinde bir V vektor alani ve 6 1-formunun
bilesenleri V' ve 6/ fonksiyonlar olmak iizere V = )’_i, Vid; ve 6 =Y 0,dx; dir.
Ayrica f € §F(M) icin f fonksiyonu bir Y vektor ;T;m yoniindeki tiirevi igin
Vyf=Dyf=Lyf=df(Y)=Y(f) gosterimleri kullanilmaktadur.

Tanmm 2.1.1. [9] 5,7 > 0 tamsayilari i¢in
T: (X5 (M) x (X(M)) — F(M)

§(M)-¢oklineer doniisiimiine M manifoldu iizerinde "(s,7) tipinde bir tensor alant”

denir.
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T tensor alanlarmin & koordinat sistemine gore bilesenleri,

T]llljlj = T(dxil s ...,dxis7 aj] PREES) a}t)

esitligiyle tanimlanan Tj’llﬁ reel degerli fonksiyonlardir. Buna gére (s,¢) tipindeki

bir T tensoOr alani

T=T"%0,®..00,0dx ®..Qdx"

esitligiyle verilebilir. Genel olarak (s,¢) tipinde bir 7' tensor alani

AM)®.. @XM X (M)®...0 X (M)

/

TV
s—tane t—tane

tensor demetinin bir kesitidir. M manifoldu tizerinde (s,z) tipindeki tensor

alanlarinin kiimesi ¥} (M) ile gosterilir.

Ornek 2.1.2. r=s=ligin T € T} (M) olsun. X € X(M) vektor alam X = ¥ X/9;
ve 6 € X*(M) 1-formu 6 = ¥ 6;dx' igin
T(0,X) = T(6dx',X'd;)=T(dx'0;)6:.X’
= T;0i(0).dx'(X) =T;(d®dx')(6,X)
oldugundan
T = 7"]?(9i®dxj

esitligiyle verilebilir.

0 € X*(M) olmak iizere X(0) = 0(X) esitligiyle tammli X : X*(M) — §(M)
doniigiimii lineer oldugundan X € X(M) vektor alam (1,0) tipinde tensor alani,

0 € X*(M) 1-formu da M manifoldu iizerinde (0,1) tipinde tensor alamdir.
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To (M) =2 X(M), TP(M) = X*(M) dir. Ozel olarak TY(M) = F(M) dir. Ayrica,
V € X(M) vektor alan1 verildiginde A(V)W = g(V, W) esitligiyle belirli olan

A X(M) = X (M)

dontgimii lineer izormorfizmdir. A(V) € X*(M) 1-formu V* ile gosterilsin.
Boylece V*(W) = g(V,W) esitligi elde edilir. Bu egitlikle belirli olan V*
1-formuna, V vektor alanina karsilik gelen 1-form denir. Karsit olarak

A:X(M) — X*(M) dontisimii lineer izormorfizm oldugundan V* € X*(M)
1-formu verildiginde A(V) = V* olacak bi¢imdeki V' vektor alanina 6 1-formuna
kargilik gelen vektor alami denir.  X(M) ve X*(M) uzaylari arasindaki
izormorfizmden elde edilen vektor alanlari ve 1-formlar arasindaki bu karsilik
gelmeye X(M) ve X*(M) uzaylarinin metriksel olarak denk olmasi denir.

V* 1-formunun bilegenleri
V*(Ej) = <gijviE,‘,Ej> =Vj

oldugundan, V* 1-formuna karsilik gelen V vektor alaninimn j-nci bileseni g'/v;
fonksiyonlaridir. Buna gore V = g'/V,E ; olarak yazilabilir. Kisaca V* 1-formuna
karsilik gelen V vektor alaninin bilesenleri V/ olmak iizere v/ = g'/v; dir. Ayrica
V vektor alanlarina karsilik gelen V* 1-formunun bilesenleri de V; = g; jVj olarak

yazilabilir.

2.2. Riemann Manifoldlar:

Tanmm 2.2.1. M, n boyutlu bir manifold olmak {izere, M manifoldunun her p
noktasina

gp:T,(M)xT,(M) - R

i¢ carpim fonksiyonu karsilik getiren bir g doniisiimiine M iizerinde "Riemann

metrik tensor alam" denir. g, M manifoldu iizerinde (0,2) tipinde bir tensor
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alanidir. Bu metrikle birlikte (M,g) ikilisine Riemann manifoldu denir. Her

V,W € X(M) igin

g(V.W) = g(dx'(v)E;,dx’(w)E;)

= g(E E))dx'(v).dvi (w)
oldugundan g metrik tensor alant
g= g(Ei,Ej)dxi @ dx’

esitligiyle verilebilir. Burada g(E;,E;) fonksiyonlar1 g metrik tensor alaninin
bilesenleridir. Bu fonksiyonlar g;; ile gosterilir. Ozel olarak R" uzay1 iizerindeki

standart(kanonik) metrik g olmak iizere,

g = 0;dx'dx! = Z’(dx’)2

i=1

dir. Boyutlar1 esit biitiin i¢ ¢arpim uzaylar1 izometrik oldugundan (M, g) Riemann
manifoldu olmak iizere 7),(M) uzay1 R" uzayina izomorfiktir. Bu nedenle 7),(M)
uzay!1 iizerindeki i¢ ¢arpim ”’( )”” olmak iizere Vv,,w, € T,(M) i¢in
gp(vp,wp) = (v, w) dir.
g metrik tensor alanina karsilik gelen g = [g;;] matrisinin tersi g ! =[g"] ile

gosterilir.

Ornek 2.2.2.
St={peR" |pll=r}

esitligiyle tanmimli $” () kiimesi, orijin merkezli r yarigapli Oklidyen kiiredir. R"*!
uzayindan S"(r) kiiresi {izerine indirgenen metrikle birlikte $”(r) kiimesi n-boyutlu
Riemann manifoldudur.

§" = §"(1) kiiresi R"*! de birim kiire ya da standart kiire denir.

Ornek 2.2.3. [2] M manifoldu olarak R?-{yar1 dogru} kiimesi ve (r,0) bir p

noktasinin kutupsal koordinatlar1 olmak iizere,



x! = reos6,

x* = rsin@ icin

dx' = cosOdr—rsin0do

dx* = sin@dr+rcos0do

dir. M manifoldu iizerindeki g = (dx')? + (dx?)? Riemann metrik tensor alanini

kutupsal koordinatlarda

g = (dx')+(dx?)
= (cos@dr—rsin8d0)* + (sin Odr + rcos 0d6)*
= (cos? @ +sin® 0)dr? + (rcos @sin @ — rcos sin 0)dr @ dO
+(rcos@sin — rcos 0sin0)dO @ dr + (r*sin® 0)d0 @ dO
+(r*cos’ 0)dO ®.dO

= (dr@dr)+r*(d8®de)

olarak elde edilir. Yukaridaki esitlikte dr ® dr = (dr)* ve dO @ dO = (d6)?
gosterimleri kullamlarak, M = R? — {yar1 dogru} Riemann manifoldu iizerindeki
metrik tensor alani

g =dr* +r*d6?
esitligiyle verilebilir. Burada g metrik tensoriiniin bilesenleri

gr=1, g0=_g0r=0, gop=r’dir.

Ornek 2.2.4.  x;Ox; diizlemindeki o (¢) > 0 olacak bigimdeki
o(t) = (ay(1),0,03(t)) egrisinin Oxz-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen
donel yiizey M olsun. ¢ (¢) 1siminin uzunlugu o (1) = r(r) olmak iizere r sayisidir.

Burada r : M — R, r(p) = r fonksiyonudur. M donel yiizey iizerindeki bir
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P(p1, p2, p3) noktast igin

p1 = rcosH
p» = rsinf
ps = ()

oldugundan M yiizeyi icin silindirik koordinat sistemi {r,0,c(z)} kiimesidir.
Burada 6 : M — R, 6(p) = 6 fonksiyonudur. M yiizeyinin bu koordinat
sisteminden elde edilen ¢at1 alan1 ve dual ¢ati alam sirasiyla {d;,dg} ve {dr,dO}

olmak iizere

dx; = r(t)cos@dt— r(t)sin6d6
dx, = r(t)sin6dt+ r(t)cos 6d6

dxs = o (t)dt

oldugundan M yiizeyi iizerindeki R? uzayindan indirgenmis Riemann metrik tensor

alani

g = dii+da+dx
—  (F(t)cos Bdt — r(1)sin0d6)
+(r (1) sin @dt + r(t) cos 0d6)? + (0t3(1)dr )

= (r (1) +os(r)?)dr* +r(1)2d6>

dir. o egrisi birim hizli olacak sekilde yeniden parametre edilebilmesinden dolay1

7 (t)2+ 05(r)? = 1 olarak alinabilir. Buradan,
g =dt* +r(t)*d6?
olarak bulunur. Bu esitlik kisaca
g=di* +r?do?

olarak da yazilabilir.
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Tamm 2.2.5. [2]S!, R? uzayinda birim ¢ember olmak iizere M = I x S' ¢arpim

manifoldu ve 17, @ : I — R fonksiyonlar olmak {izere,
g =n*(1)dr’ + ¢*(1)d6
bicimde ise M carpim manifolduna "rotasyonel simetriktir" denir.

Ornek 2.2.6. x10x3 diizlemindeki o(r) = (sinz,0,cos?) birim ¢emberin
Ox3-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizey M olsun. M yiizeyi icin

bir parametrizasyon
F(t,0) = (sinzcos 0,sinzsin 6,cos 0)
olmak iizere, g metrik tensor alani
g = (1 +sin’1)dr* +sin®td 6*

esitligiyle verilebilir.
n(t) = 1 +sin’*t, @(t) = sint olsun. Bu durumda M donel yiizeyi rotasyonel
simetriktir. Burada o/ (1) = (—cost,0,—sint), || & (¢) |= 1 dir. r(r) = sinz

oldugundan |cost| < 1 yani |r (1) < 1 dir.

Ornek 2.2.7. a(t) = (rsin%,O, rCcos %) birim hizli egrisinin Ox3-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle elde edilen donel yiizey M olsun. + > 0 ve 0 < 6 < 27 olmak

tizere M = S?(r) C R? dir. M yiizeyi igin bir parametrizasyon,

t t t
F(t,0) = ((rsin-cos0), (rsin-)sin6,rcos -)

r r r
olmak iizere,
dxy = (cos ;) cos 0dt — (rsin ;) sin0do
dx, = (cos 5) sin Odt + (rsin E) cos0do
r r

Lt
dx3; = —sin-dt
r
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olarak elde edilir. Buradan M donel yiizeyi lizerindeki Riemann metrik tensor alani
g icin, dt ® d0 = dO ® dt oldugundan,
g = dx}+dxs+dx;
t t t
= (cos®-)(cos® @ +sin® 8)dt* + r*(sin® - ) (sin® @ + cos” 0)d 6> + sin” -dt*
r r r
t t t
= cos® —dt* +r*sin® ~d6” + sin - dt*
r r r
t t t
= (cos2 - +sin? f)dtz +r2sin-d6?
r r r
t
= dt* +r*sin® -d6*
r
olarak elde edilir.

_ Q2 N 5 ; i L
M = §*(r) kiiresinin yaricapi sonsuza yaklastiginda rh_}nolo rsm% =trve

lim rcos £ = 0 oldugundan M = S?(r) kiiresi i¢in bir parametrizasyon
r—yoo

F(t,0) = (tcos 0,sin 0,0) oldugundan
g = dxj+d3+dd
= (cos@dt —tsinBdB)* + (sin Odt +1cos 0dH)?
= dr*+de*

dir. Buradan r — oo icin M = S (r) kiiresi Oklid uzay1 gibi diisiiniilebilir.

Ayrica S?(r) kiiresinin kesitsel egriligi k = ,17 > 0 olmak tizere
/ t
o, (t) =rsin— fonksiyonunun
r

o (1) + ke (£) =0

=

04} (0) =

o (0) = 1

baglangi¢ deger probleminin bir ¢oziimii oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu ¢6ziim
Sny ile gosterildiginde,

g Lt 1 . ¢ sinvkr
Ny = rsin— = —.sin =
r ! \//;

T

-
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dir. Bu durumda S?(r) kiiresi iizerindeki Riemann metrik tensor alani
g =dr* +sn3(1)d6*

rotasyonel simetriktir.

2.3. Yerel Koordinatlara Gore Notasyonlar ve Tamimlar

Tamim 2.3.1. [2] (M, g) bir Riemann manifoldu, f € §(M) olsun. Her V € X(M)
icin

gV, Vf)=df(V)
esitligini saglayan V f vektor alanina f fonksiyonunun "Gradiyenti" denir ve grad f
olarak yazilir. g = g; jdxidxj metrik tensoril i¢in g;; matrisinin tersi g/ olmak iizere,

M manifoldunun yerel koordinatlarina gére V f vektor alani
Vf=g79,(f)9
olarak yazilabilir.
V eX(M), V =vd olmak iizere,
df(V) = (9i(f)dxi)(vdk) = vidi(f)Six

= v.0k(f)
= g(V.Vf)

olarak elde edilir.

Tamim 2.3.2. [2] (Carpim Kurali) S, M manifoldu iizerinde (0, r) tipinde bir tensor
alani olsun. Her Z,Wy,....W, € X(M) igin

DS(Z,Wy,...W,) = (DzS)(Wi,...,W,)
= Dz(SW1,....W,)) =Y S(Wi,...,DzW,, ... W,)

i=1
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esitligiyle belirli olan (0,r + 1) tipindeki DS tensor alanina S tensdr alaninin
"kovaryant diferensiyeli" denir. Burada D7 operatorii, S tensor alaninin tensor

tirevidir.

Tamm 2.3.3. [1] f € §(M) olsun.
Hess f = D(Df)

esitligiyle tammli Hess f : X(M) x X(M) — §(M) fonksiyonuna f fonksiyonunun

"Hessiyan1" denir.

Lemma 2.3.4. [1] f fonksiyonunun Hessiyani ve her Z,W € X(M) i¢in
(Hess [)(W,Z) = Z(Wf) — (DzW) f

esitligini saglayan (0,2) tipinde simetrik tensor alanidur.

ispat:

(Hess )(Z,W) = (D(Df))(Z,W)
= (Dw(Df))z
= Dw((Df)Z)—(Df)(DwZ)
= Dw(Zf)—(Dw2)f
= W(Zf)-(Dw2)f
= W{Vf.Z2)—(Vf,VwZ)
= (VWwVf.2) +(Vf,VwZ) = (Vf.VwZ)

= (WwV/f,2)

olur. Ayrica,

(Hess f)(Z,W) = (Dz(Vf),W)
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oldugu goriiliir.
(Hess f)(Z.W)— (Hess f)(W,Z) = W(Zf)— (DyZ)f —Z(Wf)+ (DW)f
= W(Zf)=ZWf)+ (DW)f = (DwZ)f
= W.Z|(f) +(DzW —Dw2) f
= (W.2Z1+[z,W])f
=0
oldugundan
(Hess f)(Z,W) = (Hess f)(W,Z)
dir. O
Tamm 2.3.5. [1] (M, g) bir Riemann manifoldu f € §(M) ve Z,W,Q € X(M) igin
Lyf =Zf, LW = [Z,W]

ve Lz, g tensor alaninin tensor tiirevi olmak iizere,

(Lzg)(W,0) = Lz(g(W,0)) — g(LzW,Q) — g(W,Lz0)

esitligiyle belirli olan (0,2) tipindeki L,g tensor alanina g metrik tensor alaninin Z

vektor alanina gore "Lie Tiirevi" denir.
Lemma 2.3.6. [2] f € §(M) icin

1
Evag =Hess f

dir.
ispat:

(Ly9)(W,0)

-LVf (e(W,0)) —g(LyW.0) —g(W, LVfQ>]

(sLes) .0 -

R = = N =

Lo (W, 0) —g([V£.W],0) — g (W, [, Q})}
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1

2

(Vv W,0) +(W,Vy,0) — (VyW,0)

+

(VWY £.0) — (W,V5,0) + (W, vQVf>]
(VW10 + (W, vQVfﬁ

-Hess f(W,Q)+Hess f(W, Q)]

N = N = N

_2Hess fw, Q)]
— Hess f(W,0)

dir. O

feFM)veX € X(M) icin
S:X(M)— X(M)
lineer doniisiimii SX = VxV f esitligiyle verilsin. Buna gore

S:X*M)xX(M) — F(M)
(6,X) — S(6,X)=06(5X)
esitligiyle verilen S doniisiimii §(M) lineer oldugundan S € T1(M) dir. Dolayisiyla
S lineer déniisiimii verildiginde (1,1) tipinde S tensor alani tek olarak belirlidir.

Bu nedenle S : X(M) — X(M) lineer doniisiimii (1,1) tipinde tensor alam olarak

diistiniiliir. Agik olarak,
Hess f(X,Y) =g(S(X),Y) (2.3.1)

dir. (2.3.1) esitliginde verilen S(-) = V.Vf lineer doniisiimiine Hess f tensor

alanmn (1, 1) tipinde gosterimi denir.
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M manifoldunun yerel koordinat sistemine gore Vf = g¥'d;(f)d; olmak iizere

Hess f asagidaki gibi elde edilir.

2Hess f(0;,9;) = (Lvysg)(d;,9))

= Dyygij—8(Lvy9;, ;) — 8(di,Lvy9;))

= Dgup,pa8ij +8(La V[, 9) +2(0i, Ly V)

= &"0(f)9gij +&(Log" %(f)1,0:) +2(9:,Lag" 9 (1))

= ()" (91gij) + 2:(e" (1)) a1j + & (f)La9;
+0;(" k(1)) gir + 8" (f)La, 0

= A(f)g" (Aigij) + 08" (f)g1j + & 2i0k(f) )
+0,8" 0k (f)git + 8" 99k (f)gin

= 20,0;f + (9f)[(9:g")g1j + (9;8") g + & Aigij]

Ayrica,

0= 0,8/ = di(g’ gu) = (dig™) g + & (9:g")
oldugundan
(9:i8™)gu = —g" (digu) (2.3.2)
olarak bulunur. (2.3.2) esitliginden yararlanarak bulunur.
2Hess () = 23031+ @) Oy + (0 + D)

= 200+ @)~y - Mo+ o)

= 20,0;f — " (digij + djg1i — Aigij) Ohf

= 2(30,f —T};0cf)

olur. Buradan

Hess f(9;,0;) = (aiajf—rf/akf)
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dir.

Tanmmm 2.3.7. [2] (-,r) tipindeki bir S tensor alanimnin ikinci kovaryant tiirevi

asagidaki esitlikte tammli olan (-, 7 +2) tipindeki V2S tensor alamdar.

(V2 2SWi,.s W) = (Vz,(VS))(Z2, Wi, ... Wr))

= (V2 (V2S)Wises W) — (Y, 2,8) (Wi, .., Wr)

Yukaridaki tanima gore,

Hess f(ZW) = (V(VO)NZW) =V wf
= VVwf—Vvwf=Vze(W,Vf)—g(VW,Vf)

= g(W,VzV[)=g(8(2),W)
dir.

Tamm 2.3.8. [2] (M,g) bir Riemann manifoldu ve V, M manifoldu iizerinde

Riemann konneksiyonu olsun.

RX,Y)Z = ViyZ-VixZ
= VxVyZ-— VVXYZ —VyVxZ+ VVyXZ

= [Vx.Wy|Z-VixyZ

esitligi ile belirli olan R : X*(M) — X (M) 3-lineer doniigiimiine M manifoldunun
"egrilik tensor alan1” denir ve R ile gosterilir. Buna gore R egrilik tensor alani (1, 3)

tipinde tensor alan1 olarak diisiiniilebilir. Ayrica

R(W,X.,Y,Z) = g(W,R(X,Y)Z)

esitligi ile verilen R tensor alan1 R tensor alanina metriksel olarak denktir. Burada

tensor alanlarinin metriksel olarak denk olmasi demek metrik tensorii ve tersleri
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kullanilarak bir tensoér alanindan digerine gecilmesi anlamindadir. Yani yerel
koordinat sistemine gore R egrilik tensoriiniin bilesenleri icin

Rijii = gimR'j
ve
Riyy = 8" Rnju

dir. Burada R}, = oLy — 8,(1“3}( + 51 — T, I dir.

Ornek 2.3.9. R” 6klid uzayi iizerindeki {x1,...,x,} ortogonal koordinat sistemine

gore V5.0d; = 0 oldugundan R" uzayinin egrilik tensorii R=0 dir.

Tanmm 2.3.10. [2] YV x € T,(M) igin

Re(y) = R(y,x)x
esitligiyle taniml1 olan
R.:T,(M) — Hom(T,(M),T,(M))
z = R(y)

doniisiimiine "x vektorii yoniindeki egrilik operatorii” denir. R, operatorii self

adjointtir. Yani g(R.(y),z) = g(y,Ry(z)) dir.

{e;} kiimesi T,(M) uzaymin ortonormal tabani olmak lizere i < j icin e; Ae;
bivektorlerinin kiimesi /\%M uzayinin ortonormal bir tabamdir. /\%M uzayl

iizerindeki i¢ carpim g olmak iizere,

g(M\y,vAw):det( ig::; g(x,w) >

esitligiyle belirlidir. Burada,
(vAawx = g(wx)v—g(vx)w

= —(gmx)w—g(wx)v)

= —(wAv)x
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oldugundan A : T,(M) x T,(M) — Hom(T,(M) — R) doniisiimii ters simetrik ve
(xAy)z+ (yAz)x+ (zAx)y=0

jacobi esitligini saglar.
R egrilik tensoriiniin simetri 6zellikleri sagladig1 biliniyor. Buna gore A2M uzay1
lizerinde

R(XANY,VAW)=R(X,Y,W,V)

esitligiyle tanimlanan R : A’M x A’M — (M) doniisiimii simetrik ve bilineerdir.

Bu doniigiimiiniin (1, 1) gosterimi R olmak iizere,
g(R(XAY),VAW) =R(XAY,VAW) = g(R(X,Y)V,W)

esitligiyle belirli olan R : A2M — A?M self-adjoint doniisiimiine egrilik operatorii

denir.

Tamm 2.3.11. [2] Vx,y € T,(M) igin

g(R:(y),y)
g(x,x)g(y,y) —&(x,y)?
g(R(y,x)x,y)
gAY, xAY)
g(R(xAy),xA\y)

(Alan(x,y))?

sec(x,y) =

esitligiyle verilen sec(x,y) sayisina (M,g) Riemann manifoldunun 7 = S,{x,y}

Xan

diizlem kesitlerine gore "kesitsel egriligi" denir.

Lemma 2.3.12. (Riemann-1854) Asagidaki onermeler denktir.
1) sec(m) =k

2) Her x1,x2,x3 € T,(M), R(x1,x2)x3 = k(x1 Ax2)x3

3) Hery € T,(M), |x|=1, Ri(y) = k.(y — g(»,x)x)

4) Heryc N> (M), R(zA\y) =k.zAy
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Tanm 2.3.13. [2] 7,(M) uzayinda her p € M noktasti igin elde edilen = = S, {x,y}
diizlemi igin sec(x,y) = sec(mw) = k ise M manifolduna "sabit egrilikli manifold"

denir. R” 6klid uzayinin kesitsel egriligi O dir.

Tanm 2.3.14. [2] (M,g) Riemann manifoldunun R egrilik tensoriiniin izine
M manifoldunun "Ricci tensorii” denir. {ey,...,e,} kiimesi T,(M) uzayinin

ortonormal tabani olmak iizere, her v,w € T,,(M) igin

Ricci(vyw) = tr(x — R(x,v)w)

— i‘;g(R(e,-,v)w, ei)

I

I
-

g(R(v,e;)ei,w)

I
M=

]g(R(e,-, w)v, e;)

dir. Ricci tensérii T, (M) tizerinde simetrik bilineer formdur. Ricci tensorii
n
Ricci(v) = Y R(v,e;)e;

i=1

esitligine gore (1, 1) tipinde yazilabilir.
Ricci(v,w) = g(Ricci(v),w)
esitligine gore Ricci tensorii 7, (M) iizerinde (0,2) tipindedir.

Tamm 2.3.15. [2] Ricci > k esitsizliginin anlami Ricci(v) = kv olacak sekildeki
Ricci simetrik bilineer formun biitiin k eigen degerleri i¢in Ricci(v) > k olmasi
demektir. Ricci tensorii (0,2) tipinde oldugundan bu esitsizlik her v € T,(M) igin
Ricci(v,w) > kg(v,v) dir.

Eger Ricci(v) = kv veya Ricci(v,w) = kg(v,w) ise bu durumda (M,g) Riemann
manifolduna Einstein sabiti k olan "Einstein Manifoldu" denir. (M,g) sabit k
egriligine sahip bir manifold ise bu durumda M nin Einstein sabiti (n — 1)k olan

Einstein manifoldu oldugu aciktir.
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Tanmmm 2.3.16. [2] (M,g) Riemann manifoldunun Ricci tensoriiniin izine M

manifoldunun "Skaler Egriligi" denir.
scal = tr(Ricci) =trR
dir. scal : M — R fonksiyonu ve T),(M) uzayinin ortonormal {e;} tabanina gére
scal = tr(Ricci)
= Zg Ricci(e;),e;)
L ZZg (eivej)e;,ei)
= Zg (eiNej),eiNej)

= ZZg (eiNej),eiNej)
i<j

= 2) sec(eie;)).

i<j

Onerme 2.3.17. [2] (M,g) Riemann manifoldu olmak iizere
dtr(Ricci) = 2div(Ricci)

esitligi saglanir. Bu esitlige daraltilmis "Bianchi esitligi" denir.
Ispat: Esitlik, ikinci Bianchi esitligini kullanarak uzun ve kaliplasmis bir
hesaplama ile verilecektir. p € M i¢in ortonormal tabani olmak iizere VE;p = 0

ve W vektor alant icin VW |, = 0 olsun. Ikinci Bianchi esitligi kullanilarak

(dtr(Ricci))(W)(p) = Dw ) g(Ricci(E;),E;)
= Dw) g(R(Ei,E))E;,E;)
= Y e(Vw(R(E,,E))E)), E;)
= Y ¢((VwR)(E;,E))E;),E;)
= =Y ¢((VER)(W,E)E;,E;) - &((VER)(E;j,W)E;,E;)
= =Y (Vg,R)(W,E,E;,E)— Y (VER)(E;,W,E} E;)

= Y (V&,R)(Ej,Ei,E, W) + ) (VER)(Ei, Ej, Ej, W)
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= 2Y(VEg,R)(E;.E,E,W)

= 2Y Vi (R(Ej,E,E;,W))

= 2ZVEjg(Ricci(Ej),W

- 2ZVEjg(Ricci(W),Ej
= 2Y g(VgRicci(W),E;
= 2Y g((Vg,Ricci)(W),E))

= 2div(Ricei)(W)(p)

)
)
)

elde edilir. O

Lemma 2.3.18. (Schur, 1886) (M,g) n > 3 boyutlu bir Riemann manifoldu ve
feFM) olsun.

a) sec(m) = f(p) hert CT,(M), peM

b) Ricci(w) = (n—1).f(p).w her we T,(M), pe M

onermelerinden birisi saglaniyor ise f fonksiyonu sabittir. ~ Yani Einstein

manifoldudur.

Ispat: {w,es,...,e,} T,(M) uzaymn ortonormal bir tabani olmak iizere,

sec(m) = f(p) olsun. Bu durumda

Ricci(w,w) = g(R(w,w)w,W)+Zg(R(ei,W)Wa€i)

= i‘ésec(w, e;)
= (n=1f(p)

oldugundan Ric tensor alaninin (1,1) gosteriminden

Riccilw)=(n—1)f(p).w

esitligi elde edilir. Buradan a) onermesinin b) Snermesini gerektirdigi agiktir.
Teoremin ispati icin b) dnermesinin dogru oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun
icin

dscal = 2div(Ricci)
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esitliginden yararlanilmalidir. Ayrica, Ric tensoriiniin (1,1) gosterimi
kullanildiginda,
dscal = dtr(Ricci)
= g((n=1)f(p)w,w) = (n=1)f(p).g(w,w)
= dn.(n—1)f)
= n.(n—1)df

dir. Diger taraftan

2(div(Ricci))(w) = 2Y g((VeRicci)(w),e)
= 23 g((Ve((n—=1)f(p))-1)(w),e;)
= 2) g((n=1)(Vef)we) + Y g((n—1)f(Vel)w,e:)
= 2(n—1)g(w, Y. (Ve f)ei)
= 2(n—1)gw,Vf)
olarak bulunur. dscal = 2div Ricci(.) esitliginden yararlanarak

2df =ndf (2.3.3)

esitligi elde edilir. (2.3.3) esitliginden n # 2 i¢in df = 0 dir. Buradan f € §(M)

fonksiyonu sabittir. Buradan

Ricci(w) = (n—1).f(p).w
esitligine gore
Ricci(w,w) = (n—1)f(p).g(w,w)

oldugundan

Ricci=k.g

elde edilir. Yani M Einstein manifoldudur. a
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Sonug 2.3.19. [2] (M,g), n> 2 boyutlu Riemann manifoldu olmak iizere (M,g)

scal

manifoldunun Einstein manifoldu olmast icin gerek ve yeter kosul Ricci = * =g

olmasidrr.
Ispat: Lemma 2.3.18 in b) onermesine gore Ricci = (n— 1)g dir. Bu esitligin her

iki tarafinin izi alindiginda

R=(n—1).n
esitligi elde edilir. Buradan (n—1) = %"l oldugundan
[
Ricci = ﬂg
n
dir. O

2.4. Uzakhk Fonksiyonu

Tamm 2.4.1. [2] U, (M, g) Riemann manifoldunun agik alt kiimesi olsun.

|| Vr||= 1 olacak sekilde r : U — R fonksiyonuna "uzaklik foksiyonu" denir. Kisaca
IvrP=1
birinci basamaktan lineer olmayan Hamilton-Jakobi denkleminin basit ¢6ziimiidiir.

Ornek 2.4.2. [2] (R?, can) uzay: iizerinde uzaklik fonsiyonu, U C R? acik kiimesi
iizerinde |Vr| = 1 olacak sekilde diferensiyellenebilir bir  : U — R fonksiyonudur.
Bu fonksiyondan yararlanarak U kiimesi {izerinde verilen herhangi iki A ve
B noktalar1 arasindaki uzaklik elde edilebilir. Bunun icin p € U, r uzaklik

fonksiyonu icin referans noktasi olmak iizere
vAcU, r(p)=|A-pl|

%
esitligiyle tanimlansin. Kisaca r(p) sayist PA vektoriiniin uzakhigidir. A(aj,a;)

olmak iizere, r fonksiyonu

r= \/(x1 —a1)2+(x2—a2)2
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esitligiyle verilebilir. R? uzaymin e; = d;, e, = d olacak sekilde ortonormal
tabani i¢in

Vr=(Vr)e;

oldugundan |Vr| = 1 dir. Ayrica r : R> — {A} — R diferensiyellenebilir
fonksiyondur.

Simdi R? uzayinda farkli A(a;,a;) ve B(by,b>) noktalart igin r : U — R uzakhk

fonksiyonu
r(p) = min{|A—pl,|B—p|}

esitligiyle verilebilir. ~ Yani kiimenin minimumu olan |A — p| veya |B — p|
sayilarindan birisi r(p) sayisin1 veren r uzaklik fonksiyonudur. Bu durumda r
uzaklik fonksiyonu belirlendiginden her B € U noktasi i¢in r(p) = |A — p| ve
r(p) = |B — p| olacagindan |A — p| = |B — p| esitligi elde edilir. Dolayisiyla p
noktasi A ve B noktalarina esit uzaklikta bulunan AB dogru pargasinin orta dikme
dogrusu iizerinde olur.

Benzer durum (R" can) uzay: icin diisiiniildiigiinde p € R” noktast A ve B
noktalarma esit uzaklikta bulunan {p € R" | |A — p| = |B — p|} hiperdiizlemi

tizerindedir.

Ornek 2.4.3. [2] M C R? uzayinda bir yiizey olsun. p € M noktasi i¢in M iizerinde

U C R? olmak iizere r : U — R uzaklik fonksiyonu

r(p) =d(p,M) =inf{d(p,y) |y € M}

esitligiyle verilebilir. M yonlendirilebilir yiizey oldugunda N vektorii M yiizeyini
birim normal vektor alani olmak iizere, + € R parametresi ve y € M noktasi igin
p =tN+yolsun. Yani p noktast y € M noktasindan gecen N vektoriine paralel bir
[ dogrusu iizerinde olacak sekilde yeniden parametrelendirilsin.

p € [ noktasinin € komsulugunu B¢ (y) p € Be(y) C I oldugundan Bg(y) kiimesi /
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dogrusu iizerinde bir araliktir. Bu durumda
U=B(y)={IN+y|yeM, [i|<e}

kiimesindeki her noktasinin (z,y) bi¢iminde bir tek koordinata sahip olacak bigimde
bir &, : U = B¢ (y) — (0,00), &,(p) =t fonksiyonu vardur.

Dolayisiyla yukaridaki U kiimesi i¢in 7 : U — R uzaklik fonksiyonu r(p) =t olarak
tanimlanir.

p € U—M igin r(p) = d(p,M) = |t| dir. Bu fonksiyonlara karsilik gelen bolge
iizerinde ylizey tizerinde uzaklik fonksiyonlari denir.

Genel olarak yonlendirelebilir M C R” hiperyiizeyi i¢cin N, M hiperyiizeyinin

birim dik vektor alan1 olmak iizere
U={iN+y, yeM, || <e(y)}
kiimesi iizerinde r(p) =t veya U — M kiimesi tizerinde r(p) =| ¢ | olarak tanimlanr.

Ornek 2.4.4. [2] I x M ¢arpim manifoldu iizerindeki metrik tensor, drr TCcR
aralig1 tizerindeki standart metrik ve g,, {r} x M manifoldu iizerindeki metrik
olmak iizere, g = dr® + g, bicimindedir. Burada hem dr?> hem de g, metrikleri r
uzaklik fonksiyonuna bagl oldugundan / X M manifoldundan / araligina izdiisiim
fonksiyonu r uzaklik fonksiyonu olarak almabilir. Ornegin rotasyonel simetrik

metrikler bu durumun 6zel halidir.

U C M ve r: U — R uzaklik fonksiyonu olsun. U, = {x € U|r(x) = r} kiimesi

r : U — R uzaklik fonksiyonu icin seviye yiizeyi ve bu ylizey lizerindeki
indirgenmis metrik tensor g, olmak iizere M manifoldu lizerindeki metrik tensor
g = dr? + g, seklindeki warped carpim metrigidir. d, = Vr vektor alam U, seviye
yiizeyinin birim dik vektor alanidir.

V" ve R" sirasiyla (U,,g,) seviye ylizeyi iizerindeki Riemann konneksiyonu ve

egrilik tensor alani olsun.
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r: U — R uzaklik fonksiyonu Hessiyaninin (1, 1) gosterimi
S(.)=V.o,

olmak iizere,
Hessr(X,Y) =g(S(X),Y)
esitligiyle verilebilir. Burada S, U, seviye yiizeyinin sekil operatorii ya da ikinci

temel formudur.

Teorem 2.4.5. [2] (Radyal Egrilik Denklemi) U C (M,g) ve r: U — R uzaklik
fonksiyonu olsun. r uzaklik fonksiyonu Hessiyammn (1,1) gosterimi S(-) = V.0,
olmak iizere,

Vo S+58*=—R,,
dir.

Ispat: Y € X(M) igin

(VaS+8)(Y) = (VaS)(¥)+5*(Y)
= V5,(8(Y))=58(VaY)+S(S(Y))
= Vy,Vy0,—Vy, yd,+ Vy, 9,0,
= V3,Vvd,— Vv, vy v,0,0

= V3Vyd— V0 (2.4.4)

dir.
Ayrica
Ry, (Y) =R(Y,0,)0, = [VyV,0,— V9, Vv, — Viy 510] (2.4.5)
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oldugunu biliniyor. Diger yandan U {izerindeki herhangi bir Z vektor alani igin,

8(Vy.0,,Z) = Hessr(d,2)

= Hessr(Z,0,)

= g(VZaruar)

= <VZara ar>
1

= §Z<ara ar>
1

= EVZ(g(aryar))
1

= SVl

=0

oldugundan

V0, =S(,) =0

dir. Buradan (2.4.5) esitligine gore
R&, (Y) = —VarVyar + V[a’_’y] o,

olarak bulunur. Bu esitlik (2.4.4) esitliginde yerine yazilarak Radyal egrilik

denklemi ispatlanmisg olur. a

(Uy,8r) C (U,M) seviye hiperyiizeyi verilsin. v € T,,(M) igin
v =tanv+norv=v—g(v,0,)0,+ g(v,d,)0,
olarak yazilabilir. Ayrica, U, seviye yiizeyinin ikinci temel formu /7 olmak iizere,
I(X,Y)=Hessr(X,Y) =g(S(X),Y)

esitligiyle belirlidir.
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Teorem 2.4.6. [2] (Tanjant Egrilik Denklemi)
tanR(X,Y)Z=R"(X,Y)Z— (SX)AS(Y))Z
g(R(X,Y)Z,W) = g,(R'(X,Y)Z,W) — [I(Y,Z)LI(X,W) + (X, Z)II(Y,W)

Teorem 2.4.7. [2] (Normal Egrilik Denklemi)
VX,Y,Z e X(U,) igcin

8(R(X,Y)Z,0,) = g(=(VxS)(¥)+(VrS)(X),2)

= —(VxII)(Y,Z)+ (VyII)(X,Z)

dir.

Ispat: VXY € X(U,), 9, € X(U,)* igin
VS}Y = tan(VXY) =VyxY *g(VXY, 8,)8,

dir. Ayrica d, L Y i¢in
Vxg(dr,Y) =0

oldugundan

g8(Vxd,Y) = —g(d,,VxY)

esitliginden yararlanarak

V%Y = VXY—i—g(VX&r,Y) =VyxY +g(S<X),Y)

= VxY+II(X,Y)o,

olarak hesaplanir. Bu esitlikle elde edilen V” nin, (U,,g,) level hiperyiizeyi igin

Riemann konneksiyonu oldugu aciktir. Ayrica

V¥ = VY —g(S(X),¥)3,
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esitliginden yararlanarak R(X,Y)Z fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir.

RX,Y)Z = VxVyZ-VyVxZ—VixyZ
— Vx(V5Z—g(S(Y),2)3,) — V¥ (ViZ — g(S(X),2)3))
iy Z+8(S(X.Y)),2)9,
= VXVyZ—VyViZ—ViyyZ
~Vx(8(S(Y),2)0,) + Vy (8(S(X).2)3),)
+8(S(X.Y1).2)9,
= R'(X,Y)Z—g(S(X),VyZ).0, +g(S(Y),VxZ).0;
—e(S(Y),VxZ).d +8(S(X),V42).3,
—g(VxS(Y),2).9,+ g(VyS(X).2).0, +(S(X.Y]),2).9,
—g(S(Y),2)S(X) +g(S(X),Z)S(¥)
= R(X.Y)Z—(SX)AS(Y))(2)

+8(—(VxS)(Y) + (VyS)(X),Z).9,
O

M, 1-boyutlu manifold olsun. Bu durumda R = 0 dir ve U, kiimesi noktalardan
olusan kiimedir.

2-boyutlu bir M manifoldu icin herhangi bir r : U — R uzaklik fonksiyonunun
1-boyutlu seviye yiizeyleri vardir. R” = 0 oldugundan bu durumda radyal egrilik
denklemi

or(Ar) + (Ar)2 = —sec(Tp(M))

bicimindedir. Gergekten U, seviye yiizeyi 1-boyutlu ve S(d,) = 0 oldugundan S
sekil operatorii yalnizca v birim vektoriine baglidir ve S(v) vektorii v vektoriiniin
bir katidir.

S(v) = awv olsun. Buna gore,

o =trS =trHessr = Ar
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esitligi elde edilir. Dolayisiyla S(v) = (Ar)v esitliginden 1-boyutlu U, seviye
ylizeyinin sekil operatorii Ar fonksiyonudur.
Ayrica, U, iizerindeki metrik tensdr g, olmak lizere g, = ¢2(r,9)d92 olarak

yazilabilir. Buradan,
g=dr*+g,=dr* +¢*(r,0)d6?
dir. Diger yandan g, =1, g0 =86 =0, 800 = (pz(r, 0) oldugundan

@*(r,0) =g(d9,d9) = 2¢(r,0)9,6 = 3,g(dp, )
~ 0(r0)0,0 = %a,g(ae,ag)
— ¢(¥,,26,06)
=8(5(00),00)
= a|d6]* = ag?
oldugundan

o,
%

esitligi elde edilir. Buradan —sec(Tp(M)) = %2 di. M = R® 6zel durumu igin

trS =

R = 0 oldugundan tanjant egrilik denklemi

sec(Tp(U,)) = R'(X,Y,YX)

= 8(S(X), X)g(8(Y),Y) —g(S(X),Y)g(S(X),Y)

= detS

olur.

Onerme 2.4.8. /2] r: (U,g) — R uzaklik fonksiyonu ve Vr = 9, olmak iizere,
asagidaki esitlikler saglanir.

(1) Ly g =2Hessr

(2) (Vg Hess r)(Z,W)+Hess*> r(Z,W) = —R(Z,0,,0,,W)
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(3) (LyHess r)(Z,W) — Hess* r(Z,W) = —R(Z,0,,0,,W)

Ispat: Her Z,W € X(M) igin, S(Z) = V9, olmak iizere

(L3,8)(Z,W) = 0,(8(Z,W))—g(Lo,Z,W)—8(Z,L5W)
= 8(Vo,Z,W)+8(Z,VoW) —¢([0, 2], W) — g(Z, [0, W])
= 8(Vz9,,W)+¢(Z,Vw,)
= 8(8(2),W)+2(Z,5(W))
= Hessr(Z,W)+Hess r(W,Z)

= 2Hessr(Z,W)

oldugundan
Lyg=2Hessr
esitligi saglanir.
(2) ve (3) esitliklerinin ispat1 i¢in V5 d, = 0 oldugu ve g(S(Z),W) = g(Z,S(W))

esitligi kullanilarak

(VarHess r)(Z,W) = OJHessr(Z,W)—Hess I”(VarZ,W) —Hess r(Z, V&,W)
= 0,8(V20,,W)—g(Vy, 20,,W) —g(V29,, Vo W)
= 8(Vy,V29,,W)—g(Vy, 20,,W)
= 8(R(9;,2)0,,W)+g(VzVy,0-,W)+g(Vy, 20, W)
—8(Vv,5,9r,W) —g(Vv, 20, W)
= g(R(9,,2)0:,W)—g(Vv,9,0,,W)
= —R(Z,0,,0,,W)—g(S(W),Vz0))
= —R(Z,0,,0,,W)—g(Vw0;,Vz9,)
)—

= —R(Z,0,,0,,W)—Hess* r(Z,W)
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olarak bulunur.
(3) esitliginin ispati icin benzer olarak,
(LyHessr)(Z,W) = JHessr(Z,W)—Hessr([0,,Z],W)—Hess r(Z,[d,,W])
= 0:8(V29r, W) —8(V9,29r, W) —8(Vz0,, [0, W])
= 8(Vy,V20,,W)+g(V20,,VoW)—g(Vy, 20, W)
+8(Vv,0,0r, W) —8(V29,,V,W) +8(V29,, Vi ;)
= 2(R(0-,2)9,,W)+g(Vy, 20-,W) —g(Vv,5,0:, W) +8(Vz9,, Vo W)
—8(Vv, 20, W) +8(Vv,5,0r,W) — g(V29,, V3, W) +g(Vz0,, Vw,)
= g(R(9,2)0:,W)+g(V29r,Vw;)

= —R(Z,0,,0,,W)+Hess* r(Z,W)

olarak elde edilir. O

2.5. Warped Carpim Manifoldlar

Tamm 2.5.1. [1] (M,gy) ve (N,gy) Riemann manifoldlar1 olmak iizere,
g = n*(gm) + 0*(gn) metrik tensorii ile verilen M x N manifolduna, M ve N

manifoldlarinin "Riemann ¢arpim manifoldu" denir. Burada (r,s) € M x N i¢in,

T @ MxN—>M, n(rs)=r

6 : MXN—N, o(r,s)=s
diizgiin izdiisiim fonksiyonlaridir.

rxN=nr1r)={(rnt) |t € N} ve M x s = {(k,s) | k € M} kiimeleri, M x N

carpim manifoldunun alt manifoldlaridir.

Tamim 2.5.2. [1] (M,gum) ve (N,gy) Riemann manifoldlart olmak iizere,
fE€F(M), f>0fonksiyonu verilsin. g = 7*(gp) + (f o )?0* (gn) metrik tensorii
ile verilen M x N ¢arpim manifolduna M X N manifoldlarinin "warped ¢arpim

manifoldu" denir. M x ¢ N ile gosterilir.
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2.5.1. Kiire

R™ uzay1 tizerinde uzaklik fonksiyonlar r(x) =| x | olmak iizere kutupsal koordinat

gosterimine gore R” uzay1 izerindeki metrik
g=dr* +g, =dr* +rdsi_,

dir. Burada ds?

2 ., §""1(1) kiiresi iizerindeki standart metriktir. U, = $"~!(r)

seviye yiizeyleri tizerindeki indirgenmis metrik g = rzdsﬁ_1 dir.
r uzaklik fonksiyonunun diferensiyeli ve gradiyenti sirasiyla dr =Y, %dxi ve
o= %x"a,- olmak iizere, Ly (g,)(9r, dr) = 2(Vy,0,,0,) =0 ve
dr(d,) =2(Vr,Vr) = 0 oldugundan
2Hessr = Lyg=Ly (dr*)+Ly (r'ds,_,)
= Ly (dr)dr+drLy (dr)+ ,(r*)dsi_; +r*Ly (ds>_;)
= Zrdsi_l
1
= 27gr
,
esitligi elde edilir.
1
Hessr=—g,
,

Yani

1 1
H(X,¥) = g,(SX,¥) = gr<rx,y) —Le0y)

dir.
R" uzayinin egriligi 0 oldugundan Teorem 2.4.6 daki tanjant egrilik denklemlerine
gore

(R(X,Y)Z,W)=0
dir. Buradan
&R (X,Y)Z,W) = HY,Z)I(X,W)+1(X,Z)II(Y,W)

— rlz[g,(x,z)g,(x,w)—gr(X,Z)gr(Y,W)]
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esitligine gore

RXY)Z= (87, 2)X ~g,(X.2)Y)
bulunur. Buna gore

R'(X,Y)Z = % (XAY)Z)

esitligi elde edilir. Buna gore S"~!(r) kiiresi R” uzayindaki standart metrige gore

k= r% = secT sabit egriligine sahiptir.

R*! uzayinda S"(r) orijin merkezli r yarigaph kiiredir. S"(r), kesitsel egriligi
k= rl—z olmak iizere sabit egrilikli manifolddur. Simdi S"(r) kiiresi iizerindeki

rotasyonel simetrik metrigin
g=dr* +sni(r)ds>_,
olarak yazilabilecegi gosterilecektir.

G(r,q) = (t,p2; .., pn) = (cos7,(sinr)qy, ..., (sinr)gy)
esitligiyle verilen
G:(0,m) xS (1) = RxR"

doniisiimii bir izometridir. G(r,q) = (p1, ..., Pu+1) igin,

p1 = COST
p2 = sin(r)qi
p3 = sin(r)qa

(2.5.6)

Pn = Sin(r)Qn Y,
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ve

G+ tg=1 (2.5.7)

oldugundan (2.5.6) ve (2.5.7) esitlikleri kullanilarak
PApi4 . +pi =1 (2.5.8)

olarak bulunur. (2.5.8) esitligine gore G fonksiyonu (0,7) x S"~! carpim
manifoldunun her noktasin1 R"! uzayinda birim kiirenin noktalarina doniistiiriir.
R” x R" Oklid uzay1 iizerindeki standart(kanonik) metrik
can = di* + Z 0;jdx;dx;
i7j
olmak tiizere bu metrik G(r,g) noktasmin (cosr,sin(r)xy,...,sin(r)x,)

koordinatlarina bagli olarak asagidaki gibi hesaplanir.

1 = xF+..4+2

0 = d((x1)2 +..+ (xn)z) =2(x1dx" 4 ... + x,dx")
esitlikleri kullanilarak

can = di*+ Z 0; jdxidxj
l~]

= [dcos(r)*+ Z 8i;d (sin(r)x')d (sin(r)x’)]
i,j

= sin(r)%dr’ + Z 0;j [(xi cos(r)dr+ sin(r)dxi) i (xj cos(r)dr+ sin(r)dxj)]
iy
= sin®(r)dr* + Z 8ijx'x/ cos®(r)dr* + Z 8:;x* cos(r) sin(r)drdx’
ij i,j
+ Z 8:jx’ cos(r) sin(r)dx‘dr + Z sin?(r)dx'dx’
ij i,
= sin®(r)dr* + cos*(r)dr? Z 8:x'x/ + sin’(r) Z 8:jdx‘dx’

+cos(r) sin(r)erxidxi + cos(r) sin(r) (indxi) dr

= dr* +sin*(r) ((dx")? + ...+ (dx")?) (2.5.9)
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dir. R" uzayi iizerindeki (dx')? + ... + (dx")? metrik tensoriiniin "~ !(r) kiiresine

kisitlanmugt (dx!')? + ... + (dx")? olmak iizere,
dsp_y = (dx1)*+ ...+ (dx,)’ (2.5.10)

dir.
(2.5.9) ve (2.5.10) esitliklerine gore S"(r) kiiresi tizerindeki rotasyonel simetrik
metrik

can = dr* +sin*(r)ds>_, (2.5.11)

olarak bulunur.

2.5.2. Rotasyonel Simetrik Metrikler

(a,b) x o S"~! warped carpim manifoldu iizerinde g = dr* + @*ds>_, esitligiyle
verilen rotasyonel simetrik metrik tensorii verilsin. g, = (pzds,%f1 olmak iizere ve

ds,zl_l , ¥ degerine bagh olmadigindan,

2Hessr = Ljg
= Ly (9%ds; )
= 9(QY)ds>_, + ¢*Ly (ds>_))
= 20(0,9)ds;

o,

o 2 gr
¢

oldugundan

Hessr = :P(Pg,
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dir. Onerme 2.4.8 deki (2) ve (3) esitliklerine gore

0,0
LyHessr = L, " gr

5, J,
== ar( (P(Pgr>+ (pLar(gr)

¢
(29)p —(3,9)° ((%rp) ?
== r+2 - r
¢? 3 0 )8
92 2,0\*
- :p"’g,+< (;”) g (2.5.12)
2
= ar(pgr—FHess2r
[

ve

VoHessr = V, (a:p([) g,>

8,(p> 0,0
= ar rt Vo, (&r
( 0 )5t 5 (8r)

) B 2
(d70)p —(d-9) ¢

= P p
9 (8rfp)2
= ——&- 8r (2.5.13)
¢ ¢
2
= % q)gr — Hess*r
¢
dir. Buradan,
Hessr=—g,
ve
2
R(',araara') = _ar (p r
¢

olarak bulunur.
H(X,Y)=g(S(X),Y) =g(Hess rX,Y) = g(Vx0;,Y)

olmak tiizere,

3r(PX - XeX Snfl
anr — (p 4 ( )
0 : X=20,
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~%ox o Xex(s)
{O ; X=20,
dur.
Buna gore, g = dr’* + @*(r)ds>_, metrik tensorii ile verilen bir M = I X
§"~! warped ¢arpim manifoldu iizerindeki Ricci ve Skaler egrilik asagidaki gibi
hesaplanabilir.
gr, S"! kiiresi iizerindeki egriligi # olan metrik tensor alani olmak tizere Teorem

2.4.6 ve Teorem 2.4.7 deki Tanjant ve Normal egrilik denklemlerine gore,

gRX.V)V,W) = g (R'(X,Y)V,W)—II(Y,V)II(X,W)+II(X,V)II(Y,W)

(0,9)?
(p2

1
= Eg,(X/\Y,W/\V)—

_ 2
_ Ml Epazr"’) G (XAY,WAV)

G (XAY,WAV)

Ve

Vil = w(a"pgr)

¢
J, J,

— DX< (p>gr7L (vagr
¢

= 0

esitlikleri elde edilir. Buradan,

gRIXAY),VAW) = R(XAY,VAW)=R(X,Y,V,W)=g(R(X,Y)V,W)

B 2
- H(ir(l))g,(X/\Y,V/\W)

oldugundan

_ 2
RXAY) = IE;"P)X AY (2.5.14)

esitligi elde edilir. Ayrica normal egrilik denklemine gore

2
R('var)ah ) = 8(p(pgr
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oldugundan

2 .o
RXAS,) = —a:p‘p(ma,) _ —%XAa,

dir. Buna gore M =1 x4 5"~! manifoldunun biitiin kesitsel egrilikleri R nin
kosegenlestirilmesinden dolay1 — ° ?ve =% degerlen arasindadir.
Ayrica M =1 X §"~! warped carpim mamfoldu ve E; = d, olacak sekildeki
ortonormal {E;} tabani igin Ricci tensorii ve skaler egriligi asagidaki gibi elde
edilir. Burada
Ricci(X,X) = g(Ricci X,X) = Y g(R(X,E;,E;, X))
i=1

oldugundan,

Ricci(X,X) = Y g(R(X,E)E;,X)

I

1
= g(R(X,E;)E;+R(X,0,)9,,X)

3
|

Il
.

_ (; o (X, X)g(En i) — g,<Ei,x>g,<X,El->]) L0

B 1—(<p)2 ) 3 .9
- = (i_zlgr<x,x> gr<x,x>) 006

elde edilir. Boylece

1— 2
Ricci(X) = <(n— 2)————— —
elde edilir. Ayrica

Ricci(d,,d,) = g(Ricci(d,),0,) = Y g(R(9y,E;)E;, 0y)

i=1

oldugundan

Ricci(,,9,) = g(R(9,9,)9,.)) +Zg (9, E)E;, 9))
%,_/
0

o an®
= 1) (2.3
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olarak bulunur. Buradan,

dir. Ayrica,
scal = tr(Ricci):Zg(Ricci(Ei),Ei)
i=1
¢ —¢’ <p>
= —(n-1)=+m-1) (n—-2 —
=02+ - (-2 -
¢ 1— ¢
= 2(n—-1)=—+nm—-1)(n—-2
( )(p (n—1)(n—-2) 7
olarak bulunur.

Ornek 2.5.3. g = dr? + sn2(r)ds2_, metrik tensériiyle verilen S kiiresi igin

¢ = sny = % fonksiyonu ¢ + k¢ = 0 denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Buna gore
k= —% dir. Ayrica R(X A 9,) = —%X A 0, esitligi goz niine alindiginda Lemma
2.3.12 (4) esitligine gore sec(X,d;) = —% =k dur.

(2.5.14) esitligine gore

sec(X,Y) = g(R(XNY),XAY)
1—¢?
= g(—5—XNY,XAY)
¢
oldugu biliniyor. Buna gére k = 1;2’2 dir.

o(r) =sm(r) = % fonksiyonu i¢in

o = cos(\/l;r)
1—¢* = sin?>(Vkr) = k¢?

oldugundan k = 1:’)?2 olarak bulunur. Yani S} kiiresi k = 1;?2 sabit kesitsel

egriligine sahiptir.
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3. MYERS CAP TEOREMI

Synge ve Bonnet sirasiyla 1926 ve 1955 yillarinda complete bir (M, g) Riemann
manifoldunun c¢apiyla ilgili olarak klasik diferensiyel geometrinin en eski
teoremlerinden birisi sayilabilecek sonucu elde etmigtir.  Buna gore (M,g)
complete Riemann manifoldu i¢in sec > k > 0 oldugunda uzunlugu % dan biiyiik
jeodezikler minimize edilemez. Bu teoremin bir sonucu olarak Hopft-Rinow ve
Myers sirasiyla 1931 ve 1932 yillarinda, (M,g) tam manifoldu igin sec > k > 0
oldugunda M manifoldunun kompakt oldugunu gostermiglerdir. Bu teoremlerin

bir sonucu, Ricci egrilik tensoriiniin pozitif olmasi1 durumunda 1941 yilinda Myers

tarafindan verilmisgtir.

Teorem 3.0.1. [6] (Myers Cap Teoremi) (M,g), Ricci > (n— 1)k > 0 olacak

sekilde complete Riemann manifoldu olsun. Bu durumda diam M < f dir.

Myers ¢ap teoreminin ardindan manifoldun ¢capt maksimum degerine ulastiginda
M manifoldu icin ne sdylenebilir sorusunun bir cevabi olarak 1975 yilinda Cheng

asagidaki teoremi vermistir.

Teorem 3.0.2. [5] (M,g) complete Riemann manifoldu olsun. Ricci > (n—1)k >0

ve diam M = Z

N ise M manifoldu S}, kiiresine izometriktir.

Bu teoremin ispatindan dnce agagidaki temel esitsizlik ispatlanacaktir.

Lemma 3.0.3. [2] JAr+ %" < 9,Ar+ |Hessr|? = —Ric(d,,0))
Ispat: ¢;, M manifoldu iizerinde ortonormal cati alani ve V,.€i = 0 olsun. Bu

durumda (2.4.8) onermedeki (2) esitliginin her iki yaninin izi alindiginda

(euaraaraez)

™=
M:

(Vg Hess r)(é;,é;) + ZHess r(é;,é;) =

1 i=1 i=1
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olarak elde edilir.
Burada,

R(:,9,,9,,2:) = R(9,,9))

-

Il
_

dir. Ayrica,

-

Il
&,

=

(Vo Hessr)(é,é;) =
1

Il
0=
N5
—
)
—
S
—~
~
SN—
N—
—
N
~
:—/

I
—_

9,(De;(Dr))(éi)

I

Il
R

|

I
-

9,(De(Dr(€;)) — (Dr)(Dzé:))

I
(ngE

9 (De;(dr)é;))

)(@i

|
1=
=
>
L
~
N

I
<
— =
>
~
~—

ve

n
X:Hess2 r(é,&) = Y g(Hess (&),¢é)
=1

[
L
I

I
g

] g(Hess r(é;),Hess r(é;))

I
(agE

g(Vg[ar,Vgiar)

Il
.M= l

g(V68r>é])g(vé,arvéj)

Jj=1

= Z Hess r(é;,é;)Hess r(€j,¢é;)
ij—1

— |Hessr/|?

olarak elde edilir. Boylece,

0,A, + |Hess r|* = —Ricci(d,,d,)

(8,(Hess r(éi,é;) —Hess r(Vé;,¢;) — Hess r(¢;,V 5, &)

(3.0.1)
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dir. Buna gore Lemma 3.0.3 deki esitsizligin ispati i¢in

A 2
( r)l <|Hess r |?

oldugu gosterilmelidir. (0,2) tipinde simetrik Hess r tensor alanina karsilik
gelen matris, (n— 1) x (n— 1) tipindeki A matrisi olmak iizere Cauchy-Schwarz

esitsizligine gore,
| (A Li1) PIA P oy [P=I1A [P (0 1)
yazilabilir. Buna gore, é; = 9, i¢in

]Hessr]2 = Z(g(Vgiar,éj))z
ij=1

=3 Z (g(véiar’éj))z
ij=2
1

n—1

(;gwaamei,-))z

1
= — (Ar)?
——(4r)

olarak bulunur. O
Lemma 3.04. [2] (M,g), n-boyutlu Ricci > (n — 1)k olacak sekilde Riemann

manifoldu olsun. Bu durumda v(n,k,r) sayist sabit egrilikli S} uzay formunda, r

yaricaplt yuvarin hacmi olmak iizere
volB(p,r) <v(n,k,r)
dir.

Lemma 3.0.5. [2] (M,g), n-boyutlu Riemann manifoldu icin

Ricci > (n— 1)k olsun. Bu durumda

Ar < (n— 1)sink(r)

sing(r)

dir.
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3.1. Teorem 3.0.2’nin Ispat1

Ispat: diamM = % oldugundan M manifoldu iizerinde aralarindaki uzaklik

maksimum olacak gekilde p ve g noktalar1 g6z oniine alinsin. Bu p ve ¢ noktalar1
igin,

r:U—R, r(a)=d(a,s) ve 7: V=R, Fa)=d(a,t)

esitlikleriyle verilen diferensiyellenebilir uzaklik fonksiyonlar1 tanimlansin.

(M,g) manifoldunun S} kiiresine izometrik olmasi icin d(s,t) sayis1 gap

oldugundan,
r—i—?zd(a,s)—l—d(a,t):d(s,t):%, xeM (3.1.2)
ve g = dr? +sni(r)ds>_, olmak iizere Hess r = :IE’ZE:; gr oldugu gosterilmelidir.

r(a)+7(a) =d(a,s)+d(a,t) >

S

esitsizliginin saglandig1 kabul edilsin. Bu durumda

T
d(a,s)+d(a,t) =2e+ —==2e+d(s,t
(@.5) +d(ar) =2e-+ J =2 +d(s.)

olacak sekilde € > 0 reel sayis1 vardir.

ri <d(s,a), rn<(t,a)veri+rn= % oldugundan B(s,r;), B(t,r;) ve B(a,¢€)

yuvarlart ayriktirlar. Buna gore v(n,k,r) sayisi r yarigaph yuvarin S} kiiresindeki

ve Lemma 3.0.4 deki esitsizlik kullanilarak,

1 volM - volB(a,€) +volB(s,r1) + volB(t,r;)
volM volM

v(n,k,€)  v(nk,ri)  v(vk,r)

v(n,k,%) v(n,k,%) v(n,k,%)

v(n,k,€)

v(n,k, 7)

+1

elde edilir. Bu ise bir celigkidir. Yani

r(a)+7(a) =d(s,a)+d(t,a) =d(s,t) = % olmalidir.
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r(a) + F(a) = % oldugundan Ar = —AF7 dir. Lemma 3.0.5 deki esitsizlik
kullanildiginda

sin;( (r(a))
sing (r(a))

n—

oldugundan

esitligi elde edilir. Buradan

o (Ar) = (n—l)ar@?;):(”—l)ar(\/W)
(n_l)\/];<_\/]§sin2\/l;r—coszx/l;r)

sin® Vkr

1
= k) (3.1.3)

. 2 2
kr
Ar)? = n—12<W> = n—12<cos>~k 3.14
(@ = (=1 G0 ) = =17 (S (3.14)
(3.1.3) ve (3.1.4) esitliklerinden

(Ar)? 1 cos? Vkr
dr(A = —k(n—-1 —1)k
(an)+ (=)= )

n—1 sin® Vkr

= —(n—1)k

oldugundan
(Ar)?

n—

—(n— 1)k =d,(Ar) + (3.1.5)
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esitligi elde edilir. Bu esitlik ve lemma 3.0.3 deki esitsizlik kullanildiginda

(Ar)?
n—1

—(n—Dk = a,(&r)+

< 9,Ar+|Hess r|?
< —Ricci(dy,dy)
< —(n—1)k

elde edilir. Buna gore yukaridaki esitsizliklerin hepsi esitliktir. Yani,
(Ar)? = (n—1)|Hess r|? (3.1.6)

dir. Bu esitlik Cauchy-Schwarz esitsizligindeki esitlik durumuna goére yazildiginda
A simetrik (0,2) tipinde tensor alan1 olmak iizere aym zamanda | A |>< k(trA)? dir.

Buradan A = 2], oldugu goriilebilir. A = Hess r igin,

L

Ar sin r

Hessr=——g, =
n—1

r= 8r
sing r

olarak elde edilir. O
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4. BARKY-EMERY RiCCI EGRILIK TENSORU iLE
VERILEN BIR M MANIFOLDU UZERINDE RiGIDITI
TEOREMI

D.Bakry-M. Ledoux [7] 1996 yilinda ve Z.Qian 1997 [8] yilinda birbirlerinden
bagimsiz olarak Myers teoremindeki Ric tensorii yerine 2 : M — R bir

fonksiyon, m >n, n > 2 olmak iizere,

—— 1
Ricci = Ricci —VVh— ——Vh®Vh

m—n
esitligiyle verilen ve kendi isimleriyle anilan Bakry-Emery Ricci tensorii icin
(M, g) tam, baglantili Riemann manifoldu Ricci > (m—n)kg, k> 0 oldugundan

(M, g) manifoldunun kompakt ve diam M = D < % oldugunu ispatlamigtir.

Bu bolimde oncelikle Bakry-Emery Ricci egrilik tensoriiniin warped carpim
manifoldlartyla ilgisi verilerek temel tanim ve teoremlerden sonra 2009 yilinda
Qi-Hua Ruan [3] tarafindan verilen "Bakry-Emery Ricci tensorii ile verilen
Riemann manifoldlar1 i¢in Rigiditi Teoremleri" isimli ¢alismasinda yer alan

asagidaki teorem ispatlanmustir.

Teorem 4.0.1. /3] (M,g), n> 2 boyutlu tam,baglantili Riemann manifoldu olmak

lizezrem>n, k>0

Ricci = Ricci — VVh —

Vh@Vh>(m—1)kg >0
m—n

ve D = % ise (M,g) manifoldu S} kiiresine izometriktir. Ayrica r, S} kiiresi

iizerindeki uzaklik fonksiyonu olmak iizere, a € M icin

sin(v/kr)

h(a) = (m—n)In NG

drr.



48

Tamim 4.0.2. (M,g), n > 2 boyutlu Riemann manifoldu & : M — R diizgiin

fonksiyon A € R olmak iizere,

— 1

Ricci = Ricci — V*h —

dh@dh=Ag (4.0.1)

m-—n

ise (M, g) manifolduna "(m — n) quasi Einstein manifoldu" denir.

M",gn) ve (F™ ", gr) Riemann manifoldlar1 4 : M — R diizgiin bir fonksiyon,
g

U= e fonksiyonu icin warped ¢arpim metrigi
g=gm+u'gr
olmak tizere N = M" x,, F"~" warped carpim manifoldu goz oniine alindiginda,

h
u=emn = Inu=

m-—n
Vu B Vh
u - m-—n
u
= Vu= Vh
m-—n
dir.
Ayrica,
1
Viu = <Vu ® Vh+ uV2h>
m-—n
1
- < " Vh@Vh+uV2h>
m—n\m-—n
oldugundan
Vi=—" _VheVh+——Vh
(m—n)? m—n
esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki yam — =" ile carpildiginda
- 1
_m=mge, U Ghgvh-vi (4.0.2)
u (m—n)

esitligi elde edilir. (4.0.2) esitligi (4.0.1) esitliginde yerine yazildiginda
Ricciyy — "V = pgy (4.0.3)
u

olarak bulunur.
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Onerme 4.0.3. [1] boyM = n, boyF =m — n olacak sekilde (M, gy;) ve

(F,gr) Riemann manifoldlart ve N = M"™ x,, F™ ", g = gy +u’gr metrik tensorii
ile verilen warped ¢carpim manifoldu olsun. Her X,Y € L(M) ve her V,W € L(F)
icin asagidaki onermeler saglanir.

1) Riccip(X,Y) = Ricciy(X,Y) — "=2V2u(X,Y)

2) Riccip(X,V) =0

3) Riccip(V,W) = Riccip(V,W) —gp(V,W) < — 2 miley (Vu, W)>

u

Sonuc¢ 4.0.4. [4] N =M" x, F" " warped carpim manifoldunun

Ricciy = Agn olmast igin gerek ve yeter kosul

1) Ricciy = Agy + "2V

2) (F™ " gp) manifoldu Riccip = lgF olacak sekilde Einstein manifoldudur.
3) —uhu+(m—n—1)|Vul]? +Au*> =pu

Bu sonugtan yararlanarak (m — n) quasi Einstein manifoldunun N = M" x, F""™"
warped ¢arpim manifoldunun taban manifoldu oldugu goriiliir.

4.0.1 Teoreminin warped ¢arpimiyla ilgisini veren sonug asagida verilmistir.

Sonug 4.0.5. [3] (M,g), n > 2 boyutlu tam,baglantili Riemann manifoldu i¢in

T

Bakry-Emery Ricci egrilik tensorii Ricci >(m—1)kg>0, m>nveD= T

oldugunda N = M" X Sy " oldugunda N = S}, Xﬁ(sin\/lgr) Sy dur:

M manifoldunda p merkezli r yarigapl yuvarin hacmi ve v(m, k,r), k sabit egrilikli
M} uzay formunda r yarigaph k merkezli yuvarin hacmini ve w,_1, k > 0 igin
sn(r) = %, k=0, sng(r)=rvek <0igin sng(r) = % olsun. Bu durumda

4.0.1 teoreminin ispatina gegmeden 6nce son olarak asagidaki lemmalar verilmisgtir.

Lemma 4.0.6. [8] (M,g), n > 2 boyutlu tam,baglantili Riemann manifoldu, h :

M — R diizgiin fonksiyon m > n olmak iizere Bakr-Emery Ricci egrilik tensorii
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icin Ricci > (m — 1)kg olsun. Bu durumda, L = A+ (Vh,V), r(x) M manifoldu

iizerinde sabit bir p ve q noktasindaki uzaklik fonksiyonu olmak iizere,

sinl
Lr(x) < (m—1)—k
) < (m=1) o X

dir.

Lemma 4.0.7. [8] (M,g), n boyutlu tam,baglantili Riemann manifoldu m >

n, Ricci> (m — 1)kg olsun. Bu durumda

vol,(B(p,r))
v(m,k,r)

. o . h(x) .
artmayan fonksiyondur. Eger hr% Sin = | ise bu durumda,
r—

volu(B(p,r)) _ Wn-i (4.0.4)

r—0  v(m,k,r) Wi

dir.

4.1. Teorem 4.0.1’in Ispati

Ispat: d(s,t) = % olacak gekilde M manifoldu iizerinde sabit s ve ¢ noktalart

verilsin. a € M noktasi i¢in diizgiin r(a) = d(a, s) ve 7(a) = d(a,t) olmak iizere

T
Vk

esitligi saglanmaktadir. 4.1.5 esitliginin dogru oldugunu gostermek icin olmayana

r(a)+7(a)=d(s,t) = —, YaeM (4.1.5)

ergi yontemi kullanildiginda yani d(a,s) +d(a,t) < % oldugunda

T
d(a,s)+d(a,t) = —=+2e=d(s,t)+2¢
(a,5)+d(a,1) 7 (s,)
olacak sekilde € > 0 sayis1 vardir. Ayrica r; <d(a,s), r» <d(a,t) ve

r+nrn= % olacak sekilde elde edilir. r; ve r, sayilart i¢in elde edilen
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B(s,r1), B(t,r2) ve B(a,€) yuvarlarinin merkezleri aynt dogru iizerinde degildir.

Buradan Lemma 4.0.7 den

_ voly(M) S voly(B(a,€)) +vol,(B(s,r1)) +voly,(B(t,r2))
vol,(M) — volj,(M)
v(m,k, &) +v(m,k,r1)+v(m,k,r)

- v(m,k, %)

1

v(m,k,€)

v(m,k, %)

+1

oldugundan r(a) +7(a) = d(a,s) +d(a,t) > % esitliginin kabulii ile bir celigkidir.

Buna gore
T
r(a)+7a) = —= (4.1.6)
(@) +F(a) Tk
olmalidir. Tkinci olarak (4.1.6) esitligi ve Lemma 4.0.6 kullanilarak
sing(r) 5
Hess r = — ds;,_, (4.1.7)
sing(r)
esitligini saglandig1 gosterilebilir. Bunun i¢in (4.1.6) esitliginden r(a) + 7(a) = %
oldugundan Lr = —L7 dir. Lemma 4.0.6 dan
1) S%D) S L i) > —(me 1) Sl(@)
sing(r(a)) sing (7(a))
siny, (% —r(a))
= —(m—1)— -
siny (ﬁ — r(a))
sing (r(a))
= (-2
sin(r(a))
oldugundan /
Lr=(m— 1)sm’<(r) (4.1.8)

Sil’lk(}")

olarak elde edilir. (3.0.1) esitligine gore

0,Ar+ | Hess r |*= —Ricci(,,9;)
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oldugu kullanilarak
(m—1)k o,Lr+ ! (Lr)?
—(m— = oJ.Lr+——(Lr
m—1

— O(Ar+ (VA,VF) (Ar+ (VA Vr))

_.I_ -
m—1
1 2

= 8,Ar+ 8,(8,(h)) + m (Ar—|— ar]’l,)

1 1
< 2 2 2
< OAr 0t —(Arf - ———(0,h)
1 1
< A AP + 02h+ ——(3,h)?
< 0 r—i—n_l( r) +3,h+m_n(8h)
1
< A, +|Hess rl*+9?h+——(0,h)?
m-—n
—  _Ricci(3,0,) + Ph+ —— (3,h)?
m-—n
= —Ricci(d,,0,)
< —(m—1)k

dir. Buna gore yukaridaki esitsizliklerin hepsi esitliktir.

1 2 1 2 1 2
Lr) = A o-h
L) = (&)t ——(d/h)
ve
| Hess r |2: — (Ar)2
esitlikleri elde edilir. Buna gore,
Ar oh Lr
= = 4.1.9
n—1 m—-n m-—1 ( )
ve
Ar Lr
Hessr=——g, = gr
n—1 m—1
sin}{(r) 2
= 74 4.1.10
sing(r) Sn-1 ( )

olarak bulunur.

Xi, i=1,...,n—1 Hess r nin r ye gore ortonormal 6z vektorleri olsun. Yani
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(4.1.10) esitligine gore

VX,g Vkeot Vkr-X;

olarak bulunur. X; ortonormal vektorleri [Xi,a%] = 0 olacak sekilde

genigletildiginde, M manifoldunun kesitsel egriligi

Sec<x,-,§r> = (Vang, X:)
= (v a%(\/1€<:otfr)x,‘,x,~>
=  kesc? kr—\/l;cot\/l;r(vaiXi,XO
= kese? Vi —VEcot VEr{Vy j X)
= kesc?> Vkr— (VkcotVkr)? =

dir. (4.1.8) ve (4.1.9) esitliklerinden

olarak bulunur. O
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