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1. GİRİŞ 

 

Bu tez beĢ bölümden oluĢmaktadır. Tez orijinal yeni sonuçlar kapsamamaktadır. Bu 

tezin amacı afin Klingenberg ve projektif Klingenberg düzlemlerini çalıĢacak 

matematikçiler için temel bilgileri kapsayan, çalıĢmalarını dayandıracakları özlü bir 

kaynak hazırlamaktır. Tez bir derlemedir. Ancak güncel bir konu olan afin ve projektif 

Klingenberg düzlemleri hakkında birçok kaynak taranarak güncel bilgiler ve 

araĢtırmalarda incelenmeye çalıĢılmıĢtır.  

 

Birinci bölüm olan giriĢ bölümünde tezdeki bölümler özet olarak tanıtılmaktadır. 

 

Ġkinci bölüm olan kuramsal temeller bölümünde tezin esasını teĢkil eden afin ve 

projektif Klingenberg düzlemlerinin incelenmesinde ihtiyaç duyulan temel kavramlar 

tanıtılacaktır. Bunun için Nomizu (1966), Hungerford (1974), McDonald (1976), 

Jacobson (1985), Fraleigh (1989), Asar ve ark. (2009), Erdoğan (2014), Çiftçi (2015) 

kaynakları esas alınmıĢtır. Bu bilgiler kullanılacak olan cebirsel kavramları ve 

geometrik kavramları ve önermeleri kapsamaktadır. 

 

Üçüncü bölüm beĢ alt baĢlık halinde düzenlenmiĢtir. Birinci alt baĢlık  afin Klingenberg 

ve projektif Klingenberg düzlemleri ile ilgili bazı tanım ve teoremleri içermektedir. Esas 

olarak afin düzlem ve projektif düzlem hakkındaki bilgiler, afin Klingenberg ve 

projektif Klingenberg düzlemlerinin özel hallerinden elde edilmiĢ olarak düĢünülebilir. 

Afin düzlemler ve projektif düzlemler afin Klingenberg ve projektif Klingenberg 

düzlemlerinin birer özel sınıfıdır. Ġkinci alt baĢlıkta türetilmiĢ afin Klingenberg 

düzlemleri ele alınarak bir projektif Klingenberg düzleminden bir afin Klingenberg 

düzleminin nasıl elde edileceğinin yapısı anlatılmıĢ ve bu yapıyla ilgili tanım ve 

teoremler incelenmiĢtir. Üçüncü alt baĢlıkta sayısal sabitler ve grosly birebir çarpanlara 

ayırma konusu çalıĢılmıĢ ve bu kısımda afin ve projektif Klingenberg düzlemleriyle 

ilgili bazı dönüĢümler ve sayısal özellikler incelenmiĢtir. Dördüncü alt baĢlıkta 

Hjemslev düzlemleri ele alınmıĢ ve Hjemslev düzlemleri ile ilgili bazı temel bilgiler 

üzerinde durulmuĢtur. Hjemslev düzlemleri çok genel geometrik yapılar olup afin 

Klingenberg ve projektif Klingenberg düzlemleri Hjemslev düzlemlerinin özel sınıfları 

olarak ele alınabilir. BeĢinci ve son alt baĢlıkta ise bölüm düzlemleri ve görüntü 



   

 

2 

 

düzlemlerinin tanımları verilmiĢ bunların yapıları ele alınmıĢtır. Bu kısımda ayrıca 

bölüm düzlemleri ve görüntü düzlemleri ile ilgili tanım ve teoremler ele alınmıĢtır.  

 

Dördüncü bölümde ise Çelik (1995) deki lokal alternatif halkalar ve Moufang 

Klingenberg düzlemleri ele alınmıĢtır. Bir lokal alternatif halka üzerine bir Moufang 

Klingenberg düzleminin nasıl koordinatlanacağı  Dugas (1978), Keppens (1988), Baker 

(1991), Çelik (1995) çalıĢmaları esas alınarak incelenmiĢtir. Bu kısımda ayrıca bir 

Moufang projektif Klingenberg düzlemine karĢılık gelecek bir cebirsel yapının nasıl 

kurulacağı ve sexternary halka olarak adlandırılan bu cebirsel yapıların özellikleri ile 

onların elde edildiği Moufang Klingenberg düzleminin geometrik özellikleri arasındaki 

iliĢkilerden bir kısmı Keppens (1988) ve Akpınar (2007) çalıĢmaları incelenmiĢtir. 

Ayrıca bir sexternary halka kullanılarak bir projektif Klingenberg düzleminin nasıl 

kurulacağı üzerinde durulmuĢtur. Bu çalıĢmalar yapılırken bir Moufang projektif 

Klingenberg düzlemi için koordinatlamanın yapılıĢı ve sexternary halkalar hakkında  

faydalanılan kaynaklardaki bilgilerde bazı küçük düzenlemeler ve düzeltmeler 

yapılmıĢtır. 

 

BeĢinci ve son bölümde tez ile ilgili genel bir değerlendirmenin yapıldığı sonuç kısmı 

bulunmaktadır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

 

Bu bölümde verilen temel kavramları literatürdeki birçok cebir kitabında bulmak 

mümkündür. Burada esas olarak Nomizu (1966), Hungerford (1974), McDonald (1976), 

Jacobson (1985), Fraleigh (1989), Asar ve ark. (2009),  ÖZEN Erdoğan (2014), Çiftçi 

(2015) kaynakları esas alınmıĢtır.  

 

Tanım 2.1.1: G bir küme ve * :       bir iç iĢlem olsun. Eğer,  

G1) Her         için                 dir.  

G2) Her     için           olacak Ģekilde en az bir     vardır.  

G3) Her     için               olacak Ģekilde en az bir       vardır 

Ģartları sağlanıyorsa       ikilisine bir grup denir ve bu grup, eğer bir karıĢıklık söz 

konusu olmayacaksa, kısaca   ile gösterilir.    Ģartına   iĢleminin birleĢme 

(asosyatiflik) özelliği,    Ģartını sağlayan e elemanına   iĢleminin etkisiz elemanı,    

Ģartındaki     elemanına da a elemanının   iĢlemine göre tersi denir. 

 

Tanım 2.1.2:       grubu için  

        için         

Ģartı sağlanıyorsa   ye değiĢmeli (komütatif) grup ya da Abel grubu denir.  

 

Tanım 2.1.3:  , bir grup ve    ,   nin bir alt kümesi olsun. Eğer    ,   nin iĢlemine 

göre bir grup ise o zaman    ne   nin bir alt grubu denir.  

 

Tanım 2.1.4:       ve          iki grup ve         bir dönüĢüm olsun. Eğer her 

      için  

                      

Ģartı sağlanıyorsa   dönüĢümüne   den    ne bir homomorfizm denir. Eğer   

homomorfizmi birebir ve örten ise   dönüĢümüne bir izomorfizm denir. 

 

Tanım 2.1.5:         bir homomorfizm olsun ve    nün etkisiz elemanı    ile 

gösterilsin. Bu durumda   nin, görüntüsü     olan elemanlarının oluĢturduğu           

alt grubuna   dönüĢümünün çekirdeği denir ve        Ģeklinde gösterilir.  
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Tanım 2.1.6:   herhangi bir küme ve         bu küme üzerinde tanımlı herhangi iki ikili 

iĢlem olsun. Eğer,  

H1)       değiĢmeli gruptur. 

H2)   iĢlemi birleĢmelidir. 

H3) Her         için                     ve                    dir.  

Ģartları gerçekleniyorsa         sistemine bir halka denir. Bazen kısalık olması 

bakımından         halkası   ile gösterilir.  

Bir          halkasında birinci iĢleme genellikle toplama, ikinci iĢleme de çarpma 

iĢlemi adı verilir. Toplama iĢlemine göre etkisiz eleman   ile, çarpma iĢlemine göre 

etkisiz eleman, varsa,   ile gösterilir. Çarpma iĢlemine göre etkisiz elemana özdeĢlik adı 

verilir. Eğer   halkasında özdeĢlik elemanı varsa   ye özdeĢlikli halka, çarpma iĢlemi 

değiĢmeli ise   ye değiĢmeli (komütatif ) halka denir.  

 

Tanım 2.1.7:   özdeĢlikli bir halka ve       olsun. Eğer      olacak Ģekilde 

    varsa        nın sağ tersi ve      olacak Ģeklide     varsa        nın sol 

tersi denir. Eğer     olmak üzere         ise        nın bir tersi ve   ya da 

birimsel eleman denir.  

 

Tanım 2.1.8:   bir halka ve        olsun. Eğer       iken       oluyor ise   

ya sol sıfır böleni ve   ye sağ sıfır böleni denir.   halkasının değiĢmeli olması halinde 

yalnızca sıfır böleni ifadesi kullanılır.  

 

Tanım 2.1.9:         bir halka olsun. Eğer   nin bir    alt kümesi   halkasının 

iĢlemleri altında bir halka oluĢturuyorsa    ne   nin alt halkası denir.  

 

Tanım 2.1.10:   nin her   elemanı için      ve       Ģartlarını sağlayan bir   alt 

halkasına,   halkasının ideali denir.  

 

Tanım 2.1.11:   bir halka ve     ,   nin bir ideali olsun. Eğer       Ģartını 

sağlayan hiçbir   ideali yoksa   ye   nin maksimal ideali denir.  
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Tanım 2.1.12: AĢağıda birbirine denk olarak verilen Ģartlardan bir tanesini sağlayan 

değiĢmeli bir   halkasına bir lokal halka denir.  

a)   nin bir tek maksimal ideali vardır.  

b)   nin tüm birim olmayan (tersi olmayan ) elemanları bir tek has idealde kapsanır.  

c)   nin birim olmayan (tersi olmayan ) elemanları bir has ideal oluĢturur.  

d)       için ya   ya da     birimdir.  

 

Tanım 2.1.13:          ve             iki halka,     :  →   bir dönüĢüm olsun. Eğer 

her       için  

1)                     

2)                         

Ģartları sağlanıyorsa   dönüĢümüne   den    ne bir homomorfizm denir.  

 

Tanım 2.1.14:         ve             iki halka olsun.   :  →   birebir ve örten bir 

homomorfizm ise   dönüĢümüne    den    ne bir izomorfizm denir.  

 

Tanım 2.1.15: Eğer ( , , )R    bir özdeĢlikli halka ve {0}R  ın her elemanının çarpmaya 

göre tersi varsa ( , , )R    halkasına bölümlü halka veya aykırı cisim denir. Çarpma iĢlemi 

değiĢmeli olan bir bölümlü halkaya cisim adı verilir.  

 

Tanım 2.1.16: ( , , )F    bir cisim ve ( , )V   bir abel grubu olsun. Eğer : F V V   dıĢ 

iĢlemi her  ve her  için;  

V1) ( ) ( ) ( )a x y a x a y     

V2) ( ) ( ) ( )a b x a x b x     

V3) ( ) ( )a b x a b x    

V4) 1 F  özdeĢlik elemanı için, 1 x x dir.  

Ģartları sağlanıyorsa V  ye F  cismi üzerinde bir vektör uzayı denir ve eğer bir karıĢıklık 

olmayacaksa F  cismi belirtilmeden kısaca V  ile gösterilir.  

Eğer V  nin bir W  altkümesi, V  vektör uzayının iĢlemleri altında bir vektör uzayı ise, 

W  ya V  nin bir altvektör uzayı ya da kısaca altuzayı denir.  

,x y V ,a b F
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Tanım 2.1.17: R , 1 0  özdeĢlikli bir halka ve M  toplamsal değiĢmeli bir grup olsun. 

a R   ve x M   için ( , )a x ax  olacak Ģekilde tanımlı R M M   dıĢ iĢlemi tüm 

,a b R  ve tüm ,x y M  elemanları için aĢağıdaki Ģartları sağlıyorsa M  kümesine R  

halkası üzerinde bir birimli modül denir:  

1) ( )a x y ax ay     

2) ( )a b x ax bx     

3) ( ) ( )ab x a bx  

4) 1x x  dir. 

 

Tanım 2.1.18:   özdeĢlikli ve değiĢmeli bir halka ve   ise   halkası üzerine kurulan 

bir modül olsun.   nin bir   alt kümesi için aĢağıdaki iki özellik geçerli ise   ye   nin 

bir alt modülü denir. 

1)          için           dir.  

2)       ve      için      dir.  

 

Tanım 2.1.19:   özdeĢlikli bir halka ve   ise   halkası üzerine kurulan bir modül 

olsun. Eğer   nin boĢ kümeden farklı bir bazı var ise   ye bir serbest (free) modül 

denir.  

 

Tanım 2.1.20: V ,         cismi üzerinde iç ve dıĢ iĢlemleri sırasıyla, ⊕ ve o olan bir 

vektör uzayı olsun. V üzerinde tanımlanan ikinci iç iĢlem olan ⊕ için aĢağıdaki Ģartlar 

sağlanıyorsa V ye F cismi üzerinde bir cebir denir. Her     ve her         için  

C1)         ⊗     ⊗            (x ⊗ y) 

C2) (x ⊕ y) ⊗ z   (x ⊗ z) ⊕ (y ⊗ z) 

C3) x ⊗ (y ⊕ z)   (x ⊗ y)  ⊕ (x ⊗ z)  dir. 

Çoğunlukla iç ve dıĢ iĢlemleri gösterirken kullanılan ⊗ ve o simgeleri yerine iĢlemler, 

elemanlar yan yana yazılarak da gösterilebilir. Eğer bir   cebirinde  

         için             

Ģartı da sağlanıyorsa   ye F cismi üzerinde birleĢmeli bir cebir denir.  
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Tanım 2.1.21: ℘ elemanlarına nokta denilen bir küme ve ℊ ise elemanlarına doğru 

denilen ℘ nin altkümelerinin bir kümesi olsun.   ℘ ve   ℊ için X  noktasının d  

doğrusunun üzerinde olduğunu, yani d  doğrusunun   noktasından geçtiğini ifade 

etmek üzere       sembolü kullanılsın. Böyle oluĢturulan    ℘ ℊ     için sistemine 

bir geometrik yapı denir. Bazen    ℘ ℊ     yerine kısaca    ℘ ℊ   yazılır ve 

 ℘ ℊ    uzayı olarak da isimlendirilir. 

 

Tanım 2.1.22: AĢağıdaki aksiyomları sağlayan bir  ℘ ℊ   uzayına bir lineer uzay denir.  

L1) Her doğru en az iki nokta kapsar.  

L2) Farklı iki noktadan tam olarak bir doğru geçer.  

 

Tanım 2.1.23: AĢağıdaki aksiyomları gerçekleyen bir    ℘ ℊ    lineer uzayına bir 

projektif düzlem denir.  

PD1) Herhangi iki doğru kesiĢir.  

PD2) Herhangi üçü doğrudaĢ olmayan dört nokta vardır.  

Genellikle ℘ noktalar kümesinin elemanları büyük harflerle, ℊ doğrular kümesinin 

elemanları küçük harflerle gösterilir. A  ve B  noktalarından geçen doğru A B  ile 

veya kısaca AB  ile gösterilir. Benzer Ģekilde a  ve b  doğrularının arakesiti a b  ile 

veya kısaca ab  ile gösterilir. Bir projektif düzlem genellikle.    ℘ ℊ      yerine 

   ℘ ℊ    biçiminde gösterilir.  

 

Tanım 2.1.24: AĢağıdaki Ģartları sağlayan (℘,ℊ) geometrik yapısına bir projektif uzay 

denir. 

PU1) Ġki farklı     noktası tam olarak bir    doğrusu üzerindedir.  

PU2)         özelliğinde dört nokta         olsun.    ve    doğrularının 

bir ortak noktası varsa bu takdirde    ve    doğrularının da bir ortak noktası vardır.  

PU3) Her doğru üzerinde en az üç nokta vardır.  

PU4) Hiç ortak noktası olmayan en az iki doğru vardır.  

 

Tanım 2.1.25: (℘,ℊ) bir geometrik yapı olsun.     ℘  ℊ   bir projektif uzay ve  , N 

kümesinden    kümesine bir dönüĢüm olsun. Eğer ℊ nin her   doğrusu için , ( )  ℊ  

nün doğrusu ise   ye bir homomorfizm denir.  
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Tanım 2.1.26:    ve    herhangi iki projektif düzlem olsun.    den     ne birebir ve 

örten homomorfizm varsa bu projektif düzlemler izomorftur denir. Bu fonksiyona da 

izomorfizim adı verilir. Bir projektif düzlemi kendisine dönüĢtüren izomorfizme 

kolinasyon veya otomorfizm denir.  

 

Tanım 2.1.27: P bir projektif uzay olsun.                  Ģartını sağlayan 

bir   alt kümesine   nin bir alt uzayı denir.  

 

Tanım 2.1.28: Bir P projektif uzayının kendisini üreten bağımsız bir alt kümesine P nin 

bir bazı denir.  
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3. KLINGENBERG DÜZLEMLERİ VE İKİ GROSS FUNCTOR 

 

3.1 Klingenberg Düzlemleri  

 

BeĢ kısımdan oluĢan bu bölümde öncelikle projektif Klingenberg ve Afin Klingenberg 

düzlemleri ile ilgili bazı tanım ve teoremler verilecek daha sonra Hjelmslev düzlemleri 

ve bölüm düzlemleri konuları tanım ve teoremleri ile birlikte ele alınacaktır. Bölümün 

beĢ kısmının tamamında ele alınan tanım ve teoremler için Bacon (1976) esas alınmıĢtır.          

Tanım 3.1.1: Elemanları noktalar olan bir  ℘ kümesi ve elemanları doğrular olan bir ℊ 

kümesi alalım. I, ℘  ℊ üzerinde       iken   ℘ noktası   ℊ doğrusunun üzerinde 

olacak Ģekilde adına üzerinde olma bağıntısı denilen bir bağıntı olsun. ℘ nin elemanları 

      ;  ℊ nin elemanları       Ģeklinde gösterilir ve (℘,ℊ,I) ya bir geometrik yapı 

denir ve benzer terimler kullanılır.        dan geçen doğruların kümesinin eleman 

sayısını |     | ile ifade edilir, yani bu küme    |                   dir. Eğer                 

|   |    ise    ve     nun ikisi de        dan  geçen doğru olarak gösterilir. 

|      | yi        nin üzerindeki noktaların kümesinin eleman sayısı olarak ifade 

edilir. Eğer |      |    ise        nin üzerindeki nokta     olarak belirlenir. Eğer 

      ve       ise        ; eğer       ve       ise         olarak gösterilir.  

 ℘ ℊ         ℘  ℊ      iki geometrik yapı olsun. Her   ℘  için      ℘ , her    ℊ 

için      ℊ  ve  ℘ ℊ    sisteminde       olduğunda  ℘  ℊ      sisteminde de 

         olur Ģartları sağlanıyorsa    ℘ ℊ     ℘  ℊ      dönüĢümüne bir 

geometrik yapı homomorfizmi denir.  

Tanım 3.1.2: A bir geometrik yapı olsun.  , A nın doğruları üzerinde bir denklik 

bağıntısı ve   ise A nın noktaları ve doğruları üzerinde eĢitlik bağıntısı olsun. AĢağıdaki 

Ģartlar sağlandığında (A,      geometrik yapısına bir afin düzlem denir;  

i)  A nın farklı     noktalarından tam olarak bir g doğrusu geçer öyle ki;         dir. 

ii) m bir doğru ve S, m nin üzerinde olmayan bir nokta iken       ve                             

|   |     olacak Ģekilde tam olarak bir n doğrusu vardır. 

iii) A nın doğrudaĢ olmayan üç noktası vardır.  

Bir afin düzlemde        gibi iki doğrunun paralelliği yani       i olması ya |   |    

veya     olarak tanımlanır. Paralellik bağıntısının bir denklik bağıntısı olacağı açıktır.  
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Tanım 3.1.3: V bir geometrik yapı ve   de V nin nokta ve doğrularının üzerindeki 

eĢitlik bağıntısı olsun. AĢağıdaki Ģartlar sağlandığında (V,  ) sistemine bir projektif 

düzlem denir;  

i) V nin farklı     noktasından tam olarak bir g doğrusu geçer öyle ki ;         dir.  

ii) V nin farklı     doğruları bir tek T noktasında kesiĢir öyle ki;         dir.  

iii) V nin herhangi üçü doğrudaĢ olmayan birbirinden farklı dört noktası vardır.  

Afin ve projektif düzlem tanımlarında verilen aĢikâr denklik bağıntısı olan eĢitlik 

bağıntıları, bu düzlemleri aĢağıda tanımı verilecek olan afin Klingenberg ve projektif 

Klingenberg düzlemleri olarak ele alabilmek için eklenmiĢtir.  

Tanım 3.1.4: A = (℘,ℊ,I) bir geometrik yapı,   A nın doğruları üzerinde paralellik 

denilen bir denklik bağıntısı ve    A nın doğruları ve noktaları arasında komĢuluk 

denilen bir denklik bağıntısı olsun. Ġki elemanın aynı komĢulukta olmaması ≁ ile 

gösterilsin. A nın bir P noktası ve bir g doğrusu için P den geçen g ye paralel olan bir 

tek doğru vardır Ģartı sağlanıyor ve         sisteminden          afin düzlemine 

aĢağıdaki Ģartları sağlayan örten bir   geometrik yapı homomorfizmi varsa         

sistemine bir Afin-Klingenberg düzlemi denir ve kısaca AK-ile gösterilir.  

Her     ℘ ve her     ℊ için:  

i) Eğer       ise A da        dan geçen bir tek doğru vardır.  

ii) Eğer                  bir tek noktasında kesiĢiyorsa,        de A nın bir tek 

noktasında kesiĢir.  

iii) Eğer |   |    ise             

iv)                   

v)                .  

  ye A nın yapı dönüĢümü denir.        A nın nokta ve doğruları iken,   den geçen 

  ye paralel olan tek doğru        ile gösterilir.  

Tanım 3.1.5:    ℘ ℊ     geometrik yapı  ve   ,V nin noktaları ve doğruları arasında 

komĢuluk denilen bir denklik bağıntısı olsun.  

      sisteminden        projektif düzlemine örten bir   geometrik yapı 

homomorfizmi her     ℘      ℊ için aĢağıdaki Ģartları sağlıyorsa       

sistemine bir Projektif-Klingenberg düzlemi denir ve kısaca PK ile gösterilir:  

i) Eğer       ise V nin        noktasından geçen bir tek doğru vardır.  

ii) Eğer       ise V nin        doğruları bir tek noktada kesiĢirler.  
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iii)                 

iv)                  

  dönüĢümüne, V nin geometrik yapı dönüĢümü denir.  

Eğer V, AK-düzlemi ya da PK-düzleminden herhangi biri ise V bir Klingenberg 

düzlemidir denir.  Bir üzerinde olma bağıntısı I, bir komĢuluk bağıntısı    ve bir 

paralellik bağıntısı   ile gösterilecektir.  

AĢağıdaki önerme gerçekte paralel formda yazılan iki önermedir. Bu bölümün geri 

kalanında sık sık benzer paralel formlar kullanılacaktır.  

Önerme 3.1.6: Herhangi bir afin düzlemi (projektif düzlemi) özdeĢlik (birim) 

dönüĢümü ile bir AK- düzlemidir (PK- düzlemidir). 

Tanım 3.1.7: Bir (V, , ) ya da (V, ) Klingenberg düzlemini genellikle V ile gösterilir. 

V bir Klingenberg düzlemi olsun.   noktasına komĢu olan noktaların kümesi    ile,   

doğrusuna komĢu olan doğruların kümesi de    ile gösterilsin.       ;        öyle 

ki       olduğunda    noktaları,    doğruları için         olur sonucu ile birlikte yeni 

bir    geometrik yapısı oluĢturulur ve    yapısına    ile indirgenen bir geometrik yapı 

denir. Eğer V bir AK- düzlemi ise      ;      ve       olacak Ģekilde k, m 

doğruları var ise indirgenmiĢ paralellik bağıntısı         ile tanımlanır.   

 , V nin noktaları ve doğruları üzerinde bir denklik bağıntısı olsun. Eğer V bir AK- 

düzlemi ise          sistemine V nin gross yapısı denir. Eğer V bir PK- düzlemi ise 

        sistemine V nin gross yapısı,   dönüĢümüne de komĢuluk dönüĢümü denir.  

V ve     geometrik yapı olsunlar ve   : V      bir dönüĢüm olsun. V de her            

      olduğunda ,    de   P I  g oluyorsa ,   ya I yı koruyan dönüĢüm denir. Eğer    

de  P I  g olduğunda, V de        vardır öyle ki       ;       ve       

oluyorsa   dönüĢümüne I yı yansıtan dönüĢüm denir. Bu terimler açık bir Ģekilde diğer 

bağıntılara geniĢletilir. 

Tanım 3.1.8: A ve    AK- düzlemi olsunlar. Paralellik ve komĢuluk bağıntılarını 

koruyan bir  : A     geometrik yapı homomorfizmine bir afin-Klingenberg düzlem 

homomorfizmi denir ( A da P I g olması    de  P I  g yi gerektirir ). 

Tanım 3.1.9: V,    PK- düzlemi olsunlar. KomĢuluk bağıntısını koruyan  : V      

geometrik yapı homomorfizmine bir projektif-Klingenberg düzlem homomorfizmi 

denir. 
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  bir AK- ya da PK- düzlem homomorfizmi olduğunda  : V      dönüĢümüne bir 

Klingenberg düzlem homomorfizmi denir.  

Açıklama: Her projektif (afin) düzlem homomorfizminin aynı zamanda bir PK- (AK-) 

düzlem homomorfizmi olduğu açıktır.  

Önerme 3.1.10:          yapı dönüĢümü ve        komĢuluk dönüĢümü ile 

birlikte V bir Klingenberg düzlemi olsun. Bu takdirde  , V nin yapı dönüĢümüdür ve 

burada    =   olacak Ģekilde bir  :       izomorfizmi vardır. Ayrıca herhangi bir 

yapı dönüĢümü bir Klingenberg düzlem homomorfizmidir.  

 

İspat :         , V nin yapı dönüĢümü olsun. Her bir P noktası ve g doğrusu için 

        ;        olan bir  :      dönüĢümü tanımlansın.                                                                                      

Önce   nın birebir ve örten olduğu gösterilmelidir. 

           ≁                          olur.    birebirdir.  

Her         için                    olur.   örtendir. 

Eğer          ise        doğrularını  P noktasından geçecek Ģekilde alınsın.  

       olacak Ģekilde bir tek   noktası vardır. Ayrıca        ; böylece         dir 

ve   üzerinde olmayı yansıtır. Dolayısıyla   bir izomorfizimdir. 

Eğer V bir AK-düzlemi ise,   nın paralellik bağıntısını koruduğu ve yansıttığı 

gösterilmelidir. Eğer V de b      ise |    |   0 ya da b =     den birisi geçerlidir. 

Bundan dolayı  b       dir ve   paralellik bağıntısını korur.  

Eğer        ise      ;      ve       olacak Ģekilde        vardır. Böylece                  

                 dir ve    paralellik bağıntısını korur.   k      olduğunu 

varsayılsın.  j      ye paralel olmayan bir doğru olsun. O halde |   |    dir.          

alalım. O zaman   k      ;            ve                 dolayısıyla                  

          dir. Böylece            ; yani         dir. Bundan dolayı    

paralellik bağıntısını yansıtır. 

Dolayısıyla V, bir AK- (PK-) düzlemi ise (      ) bir afin düzlemdir ((    ) bir 

projektif düzlemdir) ve          ,V nin bir yapı dönüĢümüdür.  

ġimdi  ,        nin Klingenberg düzlem homomorfizmleri olduğu kolayca görülür. 

Tanım 3.1.11:   komĢuluk bağıntısıyla birlikte V bir Klingenberg düzlemi olsun.           

              ile V nin doğruları ve noktaları arasında (yakın ya da yakınlık adı 
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verilen) bir     bağıntısı tanımlarız.       nin olumsuzları sırasıyla ≄, ≁, ∦ ile 

gösterilir.  

Tanım 3.1.12: (A,  ,  ) bir AK- düzlemi olsun. Paralel doğruların denklik sınıfı bir 

demet olarak adlandırılır ve demetler     vb. ile gösterilir. Eğer  , A nın bir doğrusu 

ise     ,   yi bulunduran demeti göstersin. Eğer  , A nın bir noktası ve Γ, A nın bir 

demeti ise   den geçen   nın tek doğrusunu        ile gösterilir. 

   demetlerin kümesi olarak belirtilir. Üzerinde olma bağıntısı, komĢuluk dönüĢümü, 

komĢuluk bağıntısı ve yakınlık bağıntısı için kullanılan sembol ve terimlerin  demetlere 

ve    a etkisi kolayca belirlenip bunlara geniĢletilebilir. 

Örneğin (A,   )  nın    gross yapısıyla ilgili projektif düzlemde ∑ bir demet iken 

       yazılır ve          olduğunda       gösterilir. 

Tanım 3.1.13: (A,  , ) bir AK- düzlemi olsun. A nın doğruları üzerinde, her      ℊ 

için                 olacak Ģekilde (olumsuzu ∤ ile gösterilen) bir  “ ” bağıntısı 

tanımlanır ve bu     bağıntıya yarıparalellik bağıntısı denir. 

Tanım 3.1.14: Bir (V,  ,  ) AK-düzlemi ( bir (V, ) PK-düzlemi ) genellikle V ile 

gösterilir. Üzerinde olma yapısı, gross yapısı ve komĢuluk dönüĢümü sırasıyla        

ile gösterilir. Benzer Ģekilde     PK- düzleminin gross yapısı         ve komĢuluk 

dönüĢümü    ile gösterilir. Genellikle paralellik bağıntısı “  “ ile komĢuluk bağıntısı              

“   ” ile belirtilecektir. 

Önerme 3.1.15: V ,    Klingenberg düzlemleri olsunlar. Bunların üzerindeki yapı 

dönüĢümleri sırasıyla  : V     ve   :           olsunlar. Ayrıca                           

 : V      bir Klingenberg düzlem homomorfizmi olsun.           olacak Ģekilde 

bir  tek     :                Klingenberg düzlem homomorfizmi vardır.  

 

İspat: Önce yukarıda tanımlanan    :               dönüĢümünün bir homomorfizm 

olduğunu, yani üzerinde olmayı koruyan bir dönüĢüm olduğu gösterilmelidir.    nin 

tanım kümesi olan      de bir    noktası ve bir    doğrusu için         iken 

             olduğu gösterilmelidir.         iken V de       ve        , 

       olacak Ģekilde   noktası ile   doğrusunun varlığı Önerme 3.1.10 dan 

söylenebilir. Bu durumda         ve             olacağı   ve     

homomorfizmlerinin üzerinde olmayı korumasından yazılabilir.            ve 
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             olduğundan             iken              olur ki bu,    nin 

homomorfizm olduğunu yani üzerinde olmayı koruduğunu gösterir. 

Tanım 3.1.16: Eğer  : V      bir Klingenberg düzlem homomorfizmi ve                 

   :               ,         olacak Ģekilde tek homomorfizm ise bu takdirde     

dönüĢümüne    nın gross dönüĢümü denir. 

Önerme 3.1.17: Eğer  : V      bir AK-  (PK-) düzlem homomorfizmi ise bu takdirde  

  yakınlık ve yarıparalellik bağıntılarını korur (yakınlık bağıntısını korur).  

 

İspat:       :               olmak üzere  ;                                                            

 : V     dönüĢümü için,  g    iken            olduğu gösterilmelidir.  

Eğer    ∦       olsa           olur.  Dolayısıyla            olur ki buradan 

da       olacağı çıkar. Hâlbuki g h iken       dir. Dolayısıyla            

dir. Bu yüzden de         olmak zorundadır. O halde paralellik bağıntısı korunmuĢ 

olur. Ayrıca   nın gross dönüĢümü, üzerinde olma ve paralellik (üzerinde olma) 

bağıntılarını koruduğundan   da yakınlık ve yarıparalellik bağıntılarını korur. 

Tanım 3.1.18:  : V     bir Klingenberg düzlem homomorfizmi olsun. Eğer    

dönüĢümü 1-1 (örten, 1-1 ve örten) ise     dönüĢümüne grossly 1-1 denir. Eğer    bir 

izomorfizm ise   ya grossly izomorfizm denir 

Eğer   bir PK- (AK-) düzlem homomorfizmi ise ve eğer    bir nondejenere ise, yani 

   ın       da    altındaki görüntüsü herhangi üçü doğrudaĢ olmayan dört nokta 

kapsıyorsa (doğrudaĢ olmayan üç nokta kapsıyorsa) bu takdirde    nondejeneredir 

denir. 

Önerme 3.1.19:   : V      bir nondejenere PK- (AK-) düzlem homomorfizmi ise bu 

takdirde      ın         da    grossly dönüĢümü altındaki görüntüsü bir projektif        

(bir afin) düzlemdir. 

İspat:    :              dönüĢümü için  : V     bir PK- düzlem homomorfizmi ise 

      daki farklı iki noktadan geçen bir tek doğru var olduğu gibi farklı iki doğrunun da 

bir tek ortak noktası vardır.    nondejenere olduğundan       da herhangi üçü doğrudaĢ 

olmayan dört nokta vardır. O halde        bir projektif düzlemdir. Benzer olarak  : 

V     bir AK- düzlem homomorfizmi ise         aksiyomları sağlanır.    bir 

nondejenere olduğu için de    sağlanır. Dolayısıyla       bir afin düzlemdir.  
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Önerme 3.1.20: Eğer bir AK- (PK-) düzleminde  ≁   ise bu takdirde        dan 

geçen bir tek doğru vardır. Bir AK- düzleminde   ∤     (bir PK-düzleminde   ≁    ) 

ise bu takdirde        bir tek noktada kesiĢir. 

 

İspat:  Eğer  ≁   ise         dur.         olduğundan        dan geçen bir tek 

doğru vardır (AK- (i) Ģartı gereği). 

Eğer V bir AK- düzlemi ve   ∤    ise    ∦     dir.    ∦     olduğundan                   

         bir tek noktada kesiĢir ve böylece        de bir tek noktada kesiĢir (AK- ii 

gereği). 

Eğer V bir PK- düzlemi ve g≁h ise bu takdirde         dir. Bu durumda                      

       doğruları bir tek noktada kesiĢir (PK- ii gereği). 

Önerme 3.1.21:  : V      bir nondejenere AK- (PK-) düzlem homomorfizmi olsun. 

Bir   noktası ile bir   doğrusu          özelliğinde olsun. Bu takdirde             ve 

      ;       olacak Ģekilde bir   noktası ve bir   doğrusu vardır. 

 

İspat: Hipotez gereği  : V      bir nondejenere AK- düzlem homomorfizmi 

ve         özelliğinde bir   noktası ve bir   doğrusu alınsın.  

S,V nin        ye komĢu olmayacak özellikteki bir noktası olsun.   nondejenere 

olduğundan böyle bir nokta vardır.   ≁    olduğundan   ≁    dir ve  ,   

noktalarından geçen bir tek    doğrusu vardır. (Bkz. ġekil 3.1) 

 :V     

        P,   ,              P I                                                                        

                                  

                                                             

 

 

 

 

Şekil 3.1 : Nokta ve doğruların   altında görüntüsü 

 

  yarıparalellik, paralellik (komĢuluk) bağıntılarını korur ve yansıtır. 

• P 

• S 
g 

• 𝜔𝑆 
𝜔𝑔 

•  P 



   

 

16 

 

     ∤     olduğundan    ∤    dir. (      ≁   olduğundan    ≁   dir.) ve    ve 

  nin kesiĢimi olan bir tek   noktası vardır. Bu takdirde       ve                                 

               dir. 

Eğer   bir PK- düzlem homomorfizmi ise dual tartıĢma gösterir ki       ve       

olacak Ģekilde bir   doğrusu vardır. Farz edelim ki   bir AK- düzlem homomorfizmi 

olsun.            olsun. Bu takdirde            ve       dir. Yani       dir.  

Sonuç 3.1.22: Herhangi bir komĢuluk dönüĢümü nondejeneredir. Böylece bir AK- 

düzleminde herhangi bir noktadan geçen ikiĢer ikiĢer komĢu olmayan en az 3 doğru 

vardır ve herhangi bir doğru üzerinde de ikiĢer ikiĢer komĢu olmayan 3 demet vardır. 

 

İspat:         komĢuluk dönüĢümü (Önerme 3.1.10 gereği V Klingenberg 

düzleminin yapı dönüĢümüdür ve herhangi bir yapı dönüĢümü de Klingenberg düzlem 

homomorfizmidir.) bir afin düzlem olduğundan herhangi bir noktasından en az 3 doğru 

geçer, bu doğruların her biri de V de ikiĢer ikiĢer komĢu olmayan üç farklı doğrunun 

görüntüsü olarak alınabilir. Dolayısıyla V nin   komĢuluk dönüĢümü ile   noktasına 

dönüĢen bir noktasından ikiĢer ikiĢer komĢu olmayan en az 3 doğru geçer. 

Önerme 3.1.23: AK- (PK-) düzlemlerinin sınıfı AK- (PK) düzlem homomorfizmleri ve 

onların birleĢimleriyle birlikte bir   ̃  kategori (bir  ̃  kategori) biçimlendirir.  ̃  ( ̃ ) alt 

kategori gösterir ki elemanları afin (projektif) düzlemlerdir.     
  

 :  ̃    ̃   

(     
  

   ̃     ̃ )  kapsama ile tanımlanan functor olsun. Eğer V bir AK- (PK-) 

düzlemi ise bu takdirde             
  

 ya göre V nin (     
  

 ye göre) bir üniversal 

dönüĢümdür.  

Önerme 3.1.24: Bir V AK- (PK-) düzlemini onun    gross yapısına götüren ve AK- 

(PK-) düzlem homomorfizmi   yı onun gross dönüĢümü    a götüren    
  :  ̃      

dönüĢümü bir functordur ve     
  

  (    
  

)  nin sol adjointidir.  

Sonuç 3.1.25: Afin (projektif) düzlemler kategorisi (sınıfı) AK- (PK-) düzlem 

kategorisinin bir alt kategorisidir ve yansıtıcı   
  funktorüdür (   

  funktorüdür) . 

Tanım 3.1.26:   
  funktoruna (    

    ̃ nın gross funktoru denir. 
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3.2 Türetilmiş Afin Klingenberg Düzlemleri 

 

Bu kısımda bir PK- düzleminden bir AK- düzlemi elde edilecektir ve bu yapı aĢağıdaki 

gibi kurulacaktır: 

Yapı 3.2.1: (V,  ) nın bir PK- düzlemi olsun. V nin   ye yakın olan bütün noktaları ve 

V nin   ye komĢu olan bütün doğruları çıkarılarak elde edilen geometrik yapı        

ile gösterilsin. V de          nin ortak bir noktası var olduğunda A(V,g) nin        

doğruları paralel kabul edilsin ve bu durumda       yazılsın yani A(V,g) nin doğruları 

arasında tanımlanan bu paralellik bağıntısı   ile gösterilsin. A(V,g) nin doğruları ve 

noktaları üzerinde  “o “ bağıntısı aĢağıdaki gibi tanımlansın: 

       de           de        ve     ≄     dir. 

       de           de       ve     ≁    dir.  

 

Önerme 3.2.2: V bir PK- düzlemi ve g, V nin bir doğrusu olsun. Bu takdirde yukarıdaki 

gibi tanımlanan               bir AK- düzlemidir. Herhangi bir  : V     grossly    

1-1 PK- düzlem homomorfizmi, bir                       grossly 1-1 AK-düzlem 

homomorfizmine indirgenir. 

 

İspat:         nin bir geometrik yapı olduğu görülür ve   ye koĢu olmayan her bir 

doğru   yi bir tek noktada kestiğinden yukarıda tanımlanan     bağıntısı bir denklik 

bağıntısıdır. Buna paralellik bağıntısı denir.               nin bir noktası ve bir 

doğrusu olsun. Bu takdirde   ≁          olduğundan  , V de   nin yakını değildir. 

Böylece V de            yi birleĢtiren bir tek   doğrusu vardır ve       olduğundan 

  ≁    dir; öyle ki  ,         dedir ve  ,         nin   den geçen ve   ye paralel 

olan tek doğrusudur.                   nin bir afin düzlem olduğu gözlenir. 

          V nin bir komĢuluk dönüĢümü iken bütün   noktaları ve   doğruları için 

      ;       olacak Ģekilde                    tanımlansın.   nın iyi 

tanımlı olduğu gözlenir. 

Eğer       ise bu takdirde         olacağından        dan geçen V nin bir tek 

  doğrusu vardır.       olduğundan   ≁    dir. Bu yüzden  ,          nin   ve 

  noktalarını birleĢtiren tek doğrusudur. Eğer          bir tek noktada kesiĢiyorsa                

        dir ve    ın          üzerindeki tek noktası olan       nin üzerinde 
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değildir. Böylece V nin        üzerindeki tek   noktası   ye yakın değildir ve        

dedir. Eğer        de |   |      ise bu takdirde V de       dolaysıyla         dir 

ya da          ve            ; bu yüzden de          dir. Ayrıca herhangi bir 

doğruya   bağlantılı hiçbir nokta bulunmadığından bütün     noktaları ve     

doğruları için ; 

P o Q   P   Q          ve 

h o k  h   k      =   k  dir. 

Böylece                bir AK-düzlemidir.  

 : V     bir grossly 1-1 PK- düzlem homomorfizmi olsun.    1-1 olduğundan    ,  

         nin nokta ve doğrularını                   nin nokta ve doğrularına götürür 

ve  ,        nin nokta ve doğrularını             nin nokta ve doğrularına götürür. 

Eğer        de       ise bu takdirde   nin üzerindeki noktalar           üzerine 

gideceğinden              de          elde edilir.        nin bütün   noktaları ve   

doğruları için                    dönüĢümü         ;           

Ģeklinde tanımlanır.  , komĢuluk bağıntısını koruduğundan     komĢuluk bağıntısını 

korur. ġimdi    nin grossly 1-1 AK- düzlem homomorfizmi olduğu açıktır. 

Tanım 3.2.3: V bir PK-düzlemi ve   V nin bir doğrusu olsun. Yukarıdaki gibi 

tanımlanan        yapısına        den türetilmiĢ AK- düzlemi denir. 

Eğer           bir grossly 1-1 PK- düzlem homomorfizmi ise                                        

                       dönüĢümüne    dan türetilmiĢ dönüĢüm denir.                                  

 

3.3 Sayısal Sabitler ve Grossly 1-1 Çarpanlara Ayırma  

 

Bu kısımda AK (PK)- düzlemleriyle ilgili bazı dönüĢümler ve sayısal özellikler 

incelenecektir. 

Önerme 3.3.1:            bir nondejenere afin düzlem homomorfizmi olsun. Bu 

takdirde   bir gömmedir. Yani   1-1 dir ve üzerinde olma, paralellik, komĢuluk 

bağıntılarını korur ve yansıtır. 

İspat: A nın paralel olmayan     doğrularını alalım. Bu takdirde |   |    dir.   

doğrusu   ye paralel her doğruyla kesiĢir. Bu yüzden    ,         biçimindeki her 

doğruyla kesiĢir. Böylece önerme 3.1.21 gereği    ,    ye paralel olan her doğru ile 



   

 

19 

 

kesiĢir. A nın görüntüleri    nde doğrudaĢ olmayan       noktalarını alalım. Bu 

takdirde   ,         ,         ve         doğrularıyla kesiĢir. Bu doğrulardan en 

az ikisi farklıdır. Böylece    üçüne birden paralel olamaz. Bu yüzden    ,    ye 

paralel değildir.     farklı noktalar olsun ve        alalım.    ,    nin üzerinde 

olmayacak Ģekilde bir   noktası alalım. Bu takdirde       ye paralel değildir. Bundan 

dolayı        dir. Böylece   , noktalar kümesi üzerinde 1-1 dir. Önerme 3.1.21 

gereği   üzerinde olmayı yansıtır ve dolayısıyla doğrular üzerinde de 1-1 dir. 

Eğer         ise bu takdirde ya        dir ve bu yüzden de        dir ya da  

|        |    dır. Dolayısıyla |   |    dır ve       dir. Böylelikle   1-1 dir ve 

üzerinde olma ve paralellik bağıntısını yansıtır. Bu yüzden   bir gömmedir. 

“ Sayısı” ibaresi “kümenin kardinalitesi” anlamında kullanılacaktır. 

          nin nondejenere bir AK- (PK-) düzlem homomorfizmi olduğu kabul 

edilsin. Burada   ,        Ģeklinde öyle bir çarpanlara ayırma yapılacak ki   , 1-1 ve 

örten olsun ve     grossly 1-1 olsun. Önce             yapı dönüĢümü ile bir               

         AK- düzlemi ((V,o) PK-düzlemi) inĢa edilir.       bir afin düzlem olsun ki 

onun nokta ve doğruları    ın nokta ve doğrularının    altındaki görüntüleridir ve I ,   , 

  bağıntıları ( I ,   bağıntıları)        dan indirgenmiĢtir.  

                                                                                                                           

                       

Bir            dönüĢümü bütün   noktaları ve bütün   doğruları için                                        

           ve           olarak tanımlansın. Eğer     noktaları V nin noktaları 

iseler                  ve eğer     doğruları V nin doğruları iseler                          

                  Ģeklinde tanımlansın. 

                                                                                                                                                       

                            

Bu takdirde kapsamayla                             (                     ) 

tanımlansın ve                       (                  ) dönüĢümü bütün   

noktaları ve bütün   doğruları için         ;         olarak tanımlansın. Buna 

göre      ya,    nın grossly 1-1 çarpanlara ayrılması ve     ne de   nın grossly 1-1 

çarpanı denir. 
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Önerme 3.3.2 :   : V     bir nondejenere AK (PK) -düzlem homomorfizmi olsun. 

Bu takdirde yukarıdaki gibi tanımlanan   dönüĢümü 1-1 ve örten AK (PK)-düzlem 

homomorfizmidir. Yukarıdaki gibi tanımlanan     bir grossly 1-1 AK (PK)-düzlem 

homomorfizmidir.        ve      dur. Eğer   bir AK- düzlem homomorfizmi ise 

bu takdirde      dir. 

 

İspat:   komĢuluk bağıntısını koruduğundan      dır.          nın                

(         nın) yukarıda tanımlanan      dönüĢümü ile birlikte bir Klingenberg düzlemi 

olduğunu gösterilmelidir.   

V                              

            

 

                                     olur. Böylece    de        

dan geçen bir tek doğru vardır (i sağlandı). 

             ,     de bir tek noktada kesiĢsin. Bu durumda 

 |             |    

  |          |    

   |      |    

   |    |    olur.  

Bu durumda        de V nin bir tek noktasında kesiĢir (ii sağlandı). 

Eğer V de, 

|    |    ise |      |     

 |          |    

                             dir  (iii sağlandı). 

                           dir. ( iv sağlandı) 

                           dir. ( v sağlandı) 

Böylece           ,     dönüĢümü ile birlikte bir AK- düzlemidir     bir grossly 1-1 

Klingenberg düzlem homomorfizmidir.   

         
 
                  

   

→      
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  bir 1-1 ve örten Klingenberg düzlem homomorfizmidir ve        dır. 

Eğer   bir AK- düzlem homomorfizmi ise   gross dönüĢümü Önerme 3.3.1 gereği 1-1 

dir. Böylece      dir. 

Teorem 3.3.3:            bir nondejenere AK- (PK-) düzlem homomorfizmi olsun.   

      olacak Ģekilde V nin bir   noktası ve bir   doğrusu alınsın.   üzerinde   ile    

ye dönüĢen   tane noktanın var olduğu farz edilsin.       olacak Ģekilde herhangi bir   

noktası ve herhangi bir   doğrusu alınsın. Bu takdirde   üzerinde    ya dönüĢen   tane 

noktası ,V nin    ya dönüĢen    tane noktası ,   dan geçen    ye dönüĢen   tane 

doğrusu,  V nin    ye dönüĢen    tane doğrusu vardır. Eğer V bir AK- düzlemi ise    

ye dönüĢen   tane doğru   ye paraleldir. Eğer     ise bu takdirde  ,       da 

kapsanan ve de nokta ve doğruları (   altında  )    ın nokta ve doğrularının görüntüleri 

olan afin (projektif) düzleminin mertebesi olan   sayısına eĢit ya da ondan büyüktür. 

 

İspat:       Ģeklindeki her     nokta ve doğru ikilisi için   üzerinde olup   ile    ya 

dönüĢen noktaların sayısı        olarak tanımlansın. Önerme 3.1.21 aĢağıda tekrar 

tekrar kullanılacaktır. 

Önce V nin bir AK- düzlemi ve   nın grossly 1-1 ve nondejenere olduğunu kabul 

edilsin.         ve     dan geçen  ≁     olsun. Bu takdirde   grossly 1-1 olduğundan 

       nin,   ile  j ye dönüĢen   doğrusuna paralel doğruların sayısına eĢit olduğu 

açıktır ( Bkz. ġekil 3.2 )                                           

                                                      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.2 :  Aynı komĢuluktaki doğruların   altındaki görüntüsü 

k 

h 

 

 

j 

j ye 

paralel  

u tane 

doğru  

 

 • Q •  Q 

 j 

 h 
 k 

    𝜔    
→    
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Bu yüzden simetriden                 dir. Dolayısıyla       oluğundan        ,   

den bağımsızdır.   ≁    olacak Ģekilde     noktaları alınsın ve      olsun. 

             ve     ≁   olacak Ģekilde     doğruları alınsın. Yukarıdakine benzer bir 

tartıĢma ile                 olduğu görülür. Böylece       olduğundan           

ve   den bağımsızdır.        alalım       ;  ≁   olsun.   üzerinde olup    ya 

dönüĢen   tane   noktanın her biri için   ye paralel olan ve    ye dönüĢen bir        

doğrusu vardır. Bu   tane doğrunun tümü farklıdır ve bu doğruların her biri üzerinde  

   ya dönüĢen   tane nokta vardır. Bu    tane noktanın tamamı farklıdır ve    ya 

dönüĢen herhangi bir nokta bunlardan biridir. Bundan dolayı V nin    tane noktası    

ya dönüĢür ( Bkz. ġekil 3.3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.3 : j doğrusu üzerindeki   tane noktanın   altındaki görüntüsü  

 

      ve       ;  ≁   olsun.     den geçen ve  ≁   Ģeklinde bir doğru olsun.                    

  üzerinde  R ya dönüĢen   tane   noktası ve  h ye dönüĢen   tane    doğrusu vardır.  

 k =  h olacak biçimde   dan geçen herhangi bir   doğrusu   ye yarıparalel değildir. 

Dolayısıyla     yi  R ye dönüĢen bir   noktasında keser. Bu yüzden   dan geçen  h 

ye dönüĢen tam olarak    tane doğru vardır.   üzerinde  R ye dönüĢen   tane nokta var 

ve her birinden geçen  h ye dönüĢen   tane doğru vardır. Bu    doğruların hepsi 

farklıdır ve   nın  h ye dönüĢtürdüğü herhangi bir doğru onlardan biridir.  

      ve           ≁    olsun.   üzerindeki    ya dönüĢen   tane   noktasının her biri 

için  h ye dönüĢen          doğrusu vardır ve bu   tane doğrunun tamamı farklıdır.    

u tane L(J,h) 

               

 

        •                  

 j                       

 
 j üzerinde  u tane J nokta  

𝜔𝑅 ye dönüĢür. 

    𝜔     
→    

j 
 • • • • • • • • • • • •  

 Q 

h 
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ye dönüĢen   doğrusuna paralel olan herhagi bir doğru   ye yarıparalel değildir ve   ile 

görüntüsü    olan bir noktada kesiĢir. Dolayısıyla  h ye dönüĢen   ye paralel olan   

tane doğru vardır.      ve        nin  k =  h olacak Ģekide farklı paralel doğrular 

olduklarını varsayılsın (Bkz. ġekil 3.4). 

 

                                                                                    

 

                                                                                  

 

 

 

 

Şekil 3.4 : h ye paralel olan doğrunun    altındaki görüntüsü 

 

    ye yarıparalel olmayan bir doğru olsun.         alalım ve  , noktaları ve 

doğruları (    altında )        noktaları ve doğrularının görüntüleri olan afin düzlemin 

mertebesi olsun.  

                    

  ve    nün ikisi de nondejenere ve         olduğundan      üzerinde olup,      

ye eĢit olmayan her bir      görüntü noktası için   üzerinde           olacak 

Ģekilde bir   noktası vardır ve        den geçen tek bir    doğrusu vardır.                          

( Bkz. ġekil 3.5 ) 

              
                 
→                          

                 
→                    

                                                                                                                                                        

                                                                           

                                                                                   

                                         

 

 

 

ġekil 3.5 : RH doğrusunun      altındaki görüntüsü 

     𝜔    
→    

             𝑘   

•    Q 
• 

 h 

 

 j  Q 

 

    𝜔 𝜅                            

𝐻  •                                
    •                                 •                                

R                                 

  𝜅   𝜅𝑘                                                   

j                                
𝜅𝑅                                 

 •                                

𝜅𝐻   •                            
𝜅𝑗                                

 𝜔 𝜅𝐻  𝜔 𝜅𝑆  • 

    𝜔 𝜅𝑗            •   𝜔 𝜅𝑅                                                  

 

                                 𝑘                               
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Bu     tane doğrunun tamamı farklıdır. |   |    olduğundan hiçbiri   ye eĢit 

değildir, fakat onların tamamı    ye dönüĢür, dolayısıyla        dir. 

Önerme 3.3.1 gereği herhangi bir nondejenere AK- düzlem homomorfizmi grossly 1-1 

dir. Eğer   , bir nondejenere PK- düzlem homomorfizmi olsuğunda      ile   nın 

grossly 1-1 çarpanlara ayrılması gösterilecek (  =     ).  ,        doğrularının  g, 

         görüntüleri    da nondejenere bir üçgenin kenarları olsun.     den indirgenen 

ve tanım bölgeleri                            olan homomorfizmleri kullanarak ve 

de AK- düzlem homomorfizmleri için yukarıda verilen sonucu kullanarak bu teoremin 

    ve dolayısıyla   için geçerli olduğu kolayca görülür.  

  : V     

                       

  
   : A(V,  )   A(       ) 

   
    : A(V,   )   A(         ) 

 Tanım 3.3.4:    : V     bir nondejenere Klingenberg düzlem homomorfizmi olsun 

ve         teorem 3.3.3 de  verildiği gibi olsunlar. Bu takdirde   ya   nın derecesi ve   

ya   nın dağılması (dispersiyonu ) denir.  

Tanım 3.3.5: V bir Klingenberg düzlemi olsun. V nin komĢuluk dönüĢümünün 

mertebesine V nin derecesi ve V nin gross dönüĢümünün mertebesine V nin mertebesi 

denir. 

Sonuç 3.3.6: Eğer V,   mertebeli ve   dereceli bir AK- (PK-) düzlemi ise bir noktaya 

komĢu olan    tane nokta, bir doğruya komĢu olan    tane doğru vardır.  Eğer V de     

ise   üzerinde   ye komĢu olan   tane nokta ve   den geçen   ye komĢu olan   tane 

doğru vardır. Aynı zamanda bir noktadan geçen         doğru, bir doğru üzerinde     

nokta (      nokta ) , V de       nokta (                    ),             

doğru (                    ) vardır. Eğer V bir AK-düzlemi ise bir doğruya 

paralel ve komĢu   tane doğru ve bir paralel sınıfında     tane doğru vardır. Eğer     

ise bu takdirde       dir. 

Önerme 3.3.7: Eğer V,   mertebeli ve   dereceli bir PK- düzlemi ve   V nin bir 

doğrusu ise bu takdirde        AK- düzlemi   mertebeli ve   derecelidir. 
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İspat: Önerme 3.2.2 ve        nin kuruluĢundan açıktır. V de her doğru üzerinde 

    nokta var olduğunda        de ( P noktası ve ona yakın noktalar atıldığından)  

her doğru üzerinde   tane nokta vardır. V de her noktadan     tane doğru geçtiğinden 

       de (  ve   ye komĢu olan noktalar atıldığından) her noktadan   tane doğru 

geçer. V de toplam doğru sayısı ve toplam nokta sayısı        olup        de 

toplam toplam doğru sayısı      ve toplam nokta sayısı    dir. Böylece        afin 

düzlemi de   mertebeli ve   derecelidir. (Bkz. ġekil 3.6) 

             

                                                             

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.6 : PK- düzleminde   ye komĢu olan doğrular atıldığında elde kalan doğrular 

 

Önerme 3.3.8: Eğer V bir projektif düzlem ve            bir nondejenere PK- 

düzlem homomorfizmi ise bu takdirde   bir gömmedir ya da   nın derecesi sonlu 

değildir ve dolayısıyla V de sonlu değildir. Eğer V bir afin düzlem ve           bir 

nondejenere AK- düzlem homomorfizmi ise bu takdirde   bir gömmedir.  

 

İspat: Öncelikle V nin bir projektif düzlem olduğunu varsayalım. Eğer   nın derecesi 1 

ise bu takdirde   birebirdir ve Önerme 3.1.21 gereği   bir gömmedir.   nın “ ” 

derecesinin birden büyük olduğunu kabul edelim ve         olacak Ģekilde farklı 

    doğruları alalım.                   ≁      olsun öyle ki         olacak Ģekilde 

        noktası         olacak Ģekilde hiçbir         noktası yoktur. (Eğer  

        olacak Ģekilde         noktası olsaydı           ve            olurdu.) 

  ve    nondejenere olduklarından        noktaları vardır.   üzerinde    ye dönüĢen 

  tane   noktası vardır. Bu   tane    doğrunun tamamı farklıdır ve hiçbiri   ye eĢit 

•       j                              
Q                                

  h                               

 P •                               

g                                 

k                                

  (V de)                                                   ( 𝐴 𝑉 𝑔  de)                                                         

•      •     j                               

k                      h 
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değildir. Onların hepsi    ye dönüĢtüklerinden          dir. Böylece   sonlu 

değildir ve dolayısıyla V de sonlu değildir.  Eğer V afin düzlem ise, bu takdirde önerme 

3.3.1 gereği   nın gross dönüĢümü bir gömmedir.  

Sonuç 3.3.9: Her nondejenere AK- düzlem homomorfizmi (tanım bölgesi sonlu olan 

her nondejenere PK- düzlem homomorfizmi) grossly 1-1 dir.  

 

İspat: V bir AK- düzlemi (V bir sonlu PK- düzlemi) olsun.  , nondejenere AK- düzlem 

homomorfizminin gross dönüĢümü                  bir gömme olduğundan  1-1 dir. 

Dolayısıyla   da grossly 1-1 dir.  

Önerme 3.3.10: V bir Klingenberg düzlemi     V nin |     |    biçimindeki 

noktaları olsun. Bu takdirde  |   |    ve |   |    olacak Ģekilde       

      özelliğinde bir   noktası vardır.  

 

İspat:       dur. Aksi halde |   |    olurdu. Ġlk olarak V nin bir AK- düzlemi 

olduğu kabul edilsin.     nin komĢu olmayan demetleri olsun ve                                   

                       olsun.                olup                 olduğundan 

        olur.  

V bir PK- düzlemi olsun.  ,   ye yakın olmayan bir doğru olsun.           nin komĢu 

olmayan noktaları ve              olsun.         olduğu görülür.  

Önerme 3.3.11:            bir grossly 1-1 Klingenberg düzlem homomorfizmi 

olsun. Eğer   ile  , V nin noktaları iseler bu takdirde                 ve         

V nin doğruları iseler bu takdirde                  dir. 

 

3.4 Hjelmslev Düzlemleri  

 

Bu kısımda Hjelmslev düzlemleri ile ilgili temel bazı bilgiler verilecektir. 

Tanım 3.4.1: A bir AK- düzlemi olsun. A aĢağıdaki Ģartları sağladığında A ya bir afin 

Hjelmslev düzlemi ya da AH- düzlemi denir.  

AH1)       ise  |   |    dir. 

AH2)       ise  |    |    dir.  

Tanım 3.4.2: V bir PK- düzlemi olsun. V aĢağıdaki Ģartları sağladığında V ye bir 

projektif  Hjelmslev düzlemi  ya da PH –düzlemi denir. 
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PH1)       ise  |   |    dir. 

PH2)       ise  |    |    dir.  

 

Tanım 3.4.3: A Klingenberg düzleminde      ;         ;       ve       iken       

Ģartı sağlanıyorsa A Klingenberg düzlemine üniformdur denir. 

Önerme 3.4.4: V,       olacak Ģekilde   mertebeli ve   dereceli bir sonlu Klingenberg 

düzlemi olsun. Bu takdirde V bir üniform Hjelmslev düzlemidir. 

 

İspat:   noktası,   ye komĢu fakat   den farklı      tane noktanın her birine bu 

doğrularla birleĢtirilir ki bunların sayısı   den az veya   ye eĢittir. V,   dereceli 

olduğundan bir noktaya komĢu olan    tane nokta ve (   noktası hariç)      tane 

noktaya birleĢtirilir.   den geçen         doğrunun her biri bu noktaların tam olarak       

       tanesinden geçer. Dolayısıyla                           dir.       

olduğundan   noktası tam olarak   tane doğru ile   ye komĢu olan fakat   ye eĢit 

olmayan tam olarak       tane noktanın her biriyle birleĢtirilir. Eğer V bir PK- 

düzlemi ise dual tartıma gösterir ki her bir   doğrusu,   ye komĢu olan fakat   ye eĢit 

olmayan      tane doğrunun her biriyle tam olarak   tane noktada kesiĢir ( V,   

dereceli olduğundan bir doğruya komĢu olan    tane doğru vardır, kendisi hariç      

tane doğru ile kesiĢir.) . 

ġimdi V nin bir AK- düzlemi olduğunu varsayalım.  , V nin bir doğrusu olsun.   

doğrusu   ye komĢu olan fakat paralel olmayan         tane doğrunun her biriyle “ ”  

ye eĢit ya da ondan daha küçük bir sayı kadar noktada kesiĢir.   nin     noktalarının her 

biri bu doğruların tam olarak     tanesinin üzerindedir. Bundan dolayı             

                    dir.       olduğundan   doğrusu,   ye komĢu olan fakat 

paralel olmayan doğruların her biriyle tam olarak   tane noktada kesiĢir. Ayrıca  ,   ye 

paralel olan fakat eĢit olmayan herhangi bir doğru ile kesiĢmez.  

V, AK- ya da PK- düzlemlerinin her bir doğrusu üzerinde birden fazla nokta 

olduğundan ve V nin her noktasından birden fazla doğru geçtiğinden V nin Hjelmslev 

düzlemi olduğu kolayca görülür.  Eğer       ;          ;              ise bu takdirde               

      ya da        tam olarak   tane noktada kesiĢir. Dolayısıyla onlar       ve   ye 

komĢu olan   üzerindeki tüm noktalarda kesiĢirler. Bu yüzden V uniformdur.  
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Önerme 3.4.5 : Eğer V bir projektif Hjelmslev düzlemi ise ve   V nin bir doğrusu ise 

bu takdirde        bir afin Hjelmslev düzlemidir. 

 

İspat:           alınsın. Önerme 3.2.2 gereği A bir AK-düzlemidir. Eğer     A nın 

komĢu noktaları iseler bu takdirde V de        dan geçen birden fazla   doğrusu vardır. 

V de         olsun.   ≄    olduğundan   ≁    dir. Böylece A da         ve bu 

yüzden de A da AH-1 Ģartı geçerlidir.  

A da       olsun, bu takdirde V de de       dir. Böylece V de |   |    dir. Eğer 

    ise bu takdirde A da |   |    dir.     kabul edilsin. V de         olsun. 

Bu takdirde iki doğru üzerindeki her nokta   ye komĢudur; öyle ki   ≄    ise A da 

|   |    dır ve eğer   ≄    ise A da |   |    dir. Dolayısıyla A bir AH-

düzlemidir. 

 

3.5 Bölüm Düzlemleri ve Görüntü Düzlemleri 

Bu kısımda bölüm düzlemleri ve görüntü düzlemleri ile ilgili bazı temel bilgiler 

verilecektir. 

Tanım 3.5.1:            bir nondejenere AK- (PK-) düzlem homomorfizmi olsun. 

(℘,ℊ,I)  V nin bir geometrik yapısı olsun.     ,{    ,     ℘ } noktalar kümesine ve          

{         ℊ } doğrular kümesine sahip olsun.                (     ) bağıntılarına sahip 

olsun ki bunlar     nün {        ℘ } noktalarına ve {       ℊ } doğrularına 

kısıtlanmıĢlarıdır.     ye   nın görüntü düzlemi denir. Eğer  , V nin bir noktası ise    

ye   nın bir görüntü noktasıdır denir. Eğer  , V nin bir doğrusu ise    ye   nın bir 

görüntü doğrusudur denir. 

Önerme 3.5.2 :             bir nondejenere AK- (PK-) düzlem homomorfizmi olsun. 

  nın görüntü düzlemi bir AK- (PK-) düzlemidir. 

 

İspat: V nin bir AK- düzlemi olduğunu ve      nin      yi bir tek noktada kestiğini 

kabul edilsin. Görüntü düzleminde bu ikisinin üzerinde olan bir noktanın var olduğunu 

gösterilmelidir.                                                                                                        

[  
 
     

  
          

 
     

  
→        
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     ≁       olsun.          olduğundan     ≁      dur. Bu durumda 

   ≁     ve dolayısıyla   ≁    dur. Böylece        dan geçen bir tek   doğrusu 

vardır.    bir AK- düzlemi olup görüntü düzleminde    ve    yu birleĢtiren tek doğru 

   doğrusudur (i sağlandı). 

     ve       bir tek noktada kesiĢsin.         olduğundan     ≁        ifadesi 

    ≁      olmasını gerektirir. Bu yüzden de     ≁      dir. Bundan dolayı     yi 

bir tek   noktasında keser.    bir AK- düzlemi olduğundan görüntü düzleminde    ve 

   nin her ikisi üzerinde olan tek nokta    noktasıdır ( ii sağlandı).  

|         |    olsun.         olduğundan |         |    dır. Buradan 

|     |    elde edilir. Bu takdirde |   |    dır.    bir AK- düzlemi olup 

görüntü düzleminde          elde edilir (iii sağlandı).  

            olduğundan         olup               yu gerektirir. Bu takdirde 

        dur. Buradan da       elde edilir.    bir AK- düzlemi olduğundan görüntü 

düzleminde         olur (iv sağlandı).   

             olduğundan         olup            olmasını gerektirir. Bu 

takdirde         dur. Böylece       elde edilir.    bir AK- düzlemi olduğundan 

görüntü düzleminde         olur ( v sağlandı).   

Tanım 3.5.3:           ,                 gross dönüĢümü ile birlikte bir 

nondejenere AK (PK-) -düzlem homomorfizmi olsun.     nokta ve doğruları                                           

        |           ,         |           Ģeklinde olan bir geometrik yapı ve 

               V den indirgenmiĢ bağıntılar olsunlar (yani     de                          

                    olacak Ģekilde                 vardır ve bunun gibi…). Bu 

takdirde                [             ] dönüĢümüne   nın bölüm dönüĢümü ve 

            [          sistemine] sistemine de    nın bölüm düzlemi denir. 

Önerme 3.5.4:           bir nondejenere AK- düzlem (PK- düzlem) homomorfizmi 

olsun.   nın görüntü düzlemi AK- düzlemidir (PK-düzlemidir). Eğer   bir AK- düzlem 

homomorfizmi ya da bir grossly 1-1 PK- düzlem homomorfizmi ya da bir projektif 

düzlem homomorfizmi ise bu takdirde   nın          bölüm dönüĢümü bir örten 

AK- düzlem (PK- düzlem) homomorfizmidir ve       olacak Ģekilde           

bir gömme vardır. Ayrıca    nın bölüm düzlemi   nın görüntü düzlemine izomorf 

Klingenberg düzlemidir. 
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İspat:            için       dir. ve        dir.   nın örtenliği açıktır.  

        ,                    olduğu göz önüne alınarak 

        ise     olacağı görülür. Dolayısıyla          dir. O halde     birebirdir. 

         için          vardır ve        dir. Bu yüzden   örtendir. 

AĢağıdaki gösterim Önerme 3.5.6 nın ispatını ve ifadesini basitleĢtirmek için verilmiĢtir. 

Gösterim 3.5.5:          bir grossly 1-1 Klingenberg düzlem homomorfizmi olsun. 

  bir nokta ve   bir doğru olmak üzere       ise   nin  ile     ya dönüĢen 

noktalarının kümesi        ile ve   dan geçip   ile    ye dönüĢen doğruların kümesi  

       ile gösterilsin.          bir demet ve   demetler kümesi olmak üzere   ile    

ya dönüĢenlerin kümesi        ile gösterilsin.  

Önerme 3.5.6:        ,             birer grossly 1-1 Klingenberg düzlem 

homomorfizmleri olsunlar. V de       ,        olsun ve buna bağlı olarak         

yukarıdaki gibi tanımlansın ( V de                ) .        ve          de benzer 

Ģekilde tanımlansın. Eğer     çifti için                  ya da                  

ise bu takdirde    nün bölüm dönüĢümü   nın bölüm dönüĢümü ile aynıdır; üstelik   

nın görüntü düzlemi V ye veya        kümesine ya da         kümesine izomorf 

olarak belirlenir. 

 

İspat: Eğer   bir nokta ve   bir doğru ise         ,Ttanım 3.5.3 deki gibi tanımlansın 

ve    nün terimleri             de benzer Ģekilde tanımlansın. Yani ; 

       |                   |           

        |            ,        |             dir.  

Ġlk olarak V bir AK-  düzlemi olsun.   bir nokta         olsun ve  ,   ≁      olacak 

Ģekilde   dan geçen bir doğru olsun. Bu takdirde   ile    grossly 1-1 olduklarından 

               olması için gerek ve yeter Ģart                          olmasıdır. 

Yani, 

           |                               |          
              

          =     |                   j    

                |              
      j        

            ve               dir.  
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Dolayısıyla simetriden                olması için gerek ve yeter Ģart              

               olmasıdır.        ≁   olacak Ģekilde noktalar olsunlar.        

olsun ve                         ≁    olacak Ģekilde doğrular olsunlar. Yukarıdakine 

benzer bir tartıĢma ile                               olduğu görülür. Aynı 

zamanda                  olması için gerek ve yeter Ģartın                

olmasıdır. Bu takdirde                 olması için gerek ve yeter Ģart                

                       olmasıdır.  

      olduğunu kabul edilsin. Hipotez gereği ya                ya da        

               dir. Yukarıdaki benzer tartıĢmalar kullanılarak eğer tanımlı ise                        

               olduğu gösterilir ve eğer tanımlı ise                 olduğu 

gösterilebilir.  

    doğruları  ≁   ve   noktası,         olacak Ģekilde olsunlar. Bu takdirde yukarıda 

gösterildiği gibi  

   { |
                                    

                                                               
}  

 {    |
                                                   

                                                  
}       dur.  

 

Önerme 3.1.21 gereği eğer           ≁   ise bu takdirde          ve         ,                     

        yi gerektirir. Önerme 3.3.11 gereği       , V nin noktaları iseler bu takdirde                                

                             dir. V nin        doğruları için de benzer 

ifadeler geçerlidir. Bundan dolayı   nın bölüm dönüĢümü    ninkine eĢittir. Teorem 

3.3.5 in ispatının son paragrafındaki benzer bir tartıĢma ile grossly 1-1 PK- düzlem 

homomorfizmi için benzer bir sonuç gösterilebilir.  

ġimdi   ile    nin AK- düzlem homomorfizmi olduğu kabul edilsin.   bir nokta 

        olsun ve     ≁      olacak Ģekilde   dan geçen bir doğru olsun. Kolayca 

gösterilebilir ki       ,           tarafından tek olarak belirtilir. Ġspatın geri kalan 

kısmı için bu ilk kısımdakine benzer inceleme yapılabilir.  

Sonuç 3.5.7:          bir grossly 1-1 Klingenberg düzlem homomorfizmi olsun. 

Eğer  , V nin bir noktası ise   görüntü düzlemindeki    nin ters görüntüsü 

izomorfizm hariç   dir. 
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4. DÜZLEMSEL SEXTERNARY HALKALAR ve MOUFANG KLİNGENBERG 

DÜZLEMLERİ 

 

Bu bölümün ilk kısmında bir M PK- düzlemi için koordinatlama ve üçlü halkalar 

faydalanılan kaynaklardaki bilgilerde bazı küçük düzenlemeler yapılarak ele alınmıĢtır. 

Bu kaynakların baĢlıcaları Stevenson (1972), Hughes (1973), Çiftçi (1984), Keppens 

(1988), Kaya (1992), Çelik (1995) ve Akpınar (2007) çalıĢmalarıdır. 

 

4.1 Düzlemsel Sexternary Halkalar 

Bu kısmda bir PK-düzlemini koordinatlamada kullanılacak bir cebir yapısı ele 

alınacaktır. Bu bilgiler Keppens (1988) ve Akpınar (2007) kaynaklarından alınmıĢtır. 

Tanım 4.1.1: Eğer     ve       olacak Ģekilde bir     ℘ var ise   noktası   

doğrusunun yakınındadır denir ve bu durum     ile gösterilir. 

Tanım 4.1.2:    ℘ ℊ      bir PK- düzlem olsun.           M nin bir bazı (Yani 

(                     kanonik görüntüsü     projektif düzleminde bir tamdörtgen) 

olsun. 

         ,          ,          ,              ,            ,                     

               biçiminde gösterilsin. (Bkz. ġekil 4.1.) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.1 : Tamdörtgen 
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         ℘ |          ≁       

            |        ve    kümesinin kardinalitesi   olsun (burada   sonsuz 

olabilir). Özel olarak        i bulunduran ama   sembolünü herhangi bir eleman olarak 

kapsamayan kardinalitesi   olan bir   kümesi alınsın. 1-1 ve örten bir             

fonksiyonu tanımlansın ve özel olarak          ve          olsun. Ayrıca               

          denilsin (Burada       olduğu açıktır). Böylece    kümesinin elemanları 

ile   kümesi arasında   yardımıyla bir eĢleme kurulmuĢtur. Bu eĢleme yardımıyla M 

nin nokta ve doğruları koordinatlanacaktır.    

M nin koordinatlanması:  

i)            (Burada     ile   nin komĢuluğundaki noktaların kümesi 

gösterilmektedir.) ve         ise           alınsın. 

ii)           olsun.   ≁   olduğundan     doğrusu ve dolayısıyla                      

           noktası iyi tanımlıdır.   ≁    olduğundan   ≁    dir.                         

           koordinatına sahip ise           alınsın. 

iii)  ≁    ise bu takdirde          doğruları              ,               

noktaları iyi tanımlıdır.   ≁    olduğundan    ≁   ve      ≁    dir.         , 

          ise           alınsın. (Bkz. ġekil 4.2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.2 : (x,y) noktasının koordinatı  
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iv)            için   ≁     olduğundan     doğrusu ve dolayısıyla                             

            noktası iyi tanımlıdır.      olduğundan        ve     dur.                 

         iken            olarak alınsın. Burada       dır. (Bkz. ġekil 4.3) 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.3 :       noktasının koordinatı 

 

v )            için     doğrusu ve             noktası iyi tanımlıdır.         

      olduğundan       dir.            iken          alınsın. Burada      dır.              

(Bkz. ġekil 4.4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.4 :       noktasının koordinatı 
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vi)          iken          doğruları ile           ve             noktaları 

iyi tanımlıdır.       olduğundan         ve de          dir.          ve                              

            ise          alınsın. Burada         dır. 

vii)             olsun. Bu takdirde     doğrusu ve           noktası iyi 

tanımlıdır.   ≁   olduğundan    ≁   dir.           ise         alınsın. 

viii)            iken     doğrusu ve           noktası iyi tanımlıdır.                

      olduğundan        dir.           ise        alınsın. 

ix)       ve   ≁    olsun. Bu takdirde          doğruları ile            ve 

             noktaları iyi tanımlıdır.      olduğundan        dir ve   ≁   

olduğundan   ≁    dir.          ve            ise        alınsın. Burada 

      dır. Bu koordinatlamaya göre          ,        ,         ,           , 

         ,         ve           dir. 

 

M nin doğrularının koordinatlanması: 

i)  ,   ≁    özelliğinde bir doğru ise         ve        noktaları 

iyi tanımlıdır.   ≁     olduğundan     ≁    dir.        ve         ise                      

        alınsın.  (Bkz. ġekil 4.5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.5 :       doğrusunun koordinatı  
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ii)   doğrusu,         ve ≁    özelliğinde bir doğru ise         ve                       

        noktaları iyi  tanımlıdır.        ve    ≁     olduğundan sırasıyla       ve                               

  ≁    dir.          ve           ise          alınsın. Buradan,        dir.                    

(Bkz. ġekil 4.6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Şekil 4.6 :       doğrusunun koordinatı 

 

iii)   doğrusu,      özelliğindeki bir doğru ise         ve         noktaları 

iyi  tanımlıdır.                   ise         alınsın. Burada         dır. 

(Bkz. ġekil 4.7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.7 :        doğrusunun koordinatı 
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𝑂 
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Bu koordinatlamaya göre          ,          ,           ,          ,     

     ,            ,           dır.  

Tanım 4.1.3: BoĢ olmayan bir   kümesi üzerinde  tanımlı üçlü iĢlemler           

olmak üzere             )       -lisine        yapı denir. 

Tanım 4.1.4:        ve     olmak üzere bir             ) üçlü 

yapısında  aĢağıdaki Ģartlar sağlanıyorsa  yapıya        halka denir. 

TR1)    ,       üzerinde iyi tanımlıdır. 

TR2) Her             için                       dir.  

TR3) Her        için                       dır. 

TR4) Verilen  Her             için             olacak biçimde  bir  tek     

vardır.  

        halkasında        elemanları  tek türlü  bellidir. 

   Tanım 4.1.4 deki  gibi  bir   kümesi  yardımıyla koordinatlanmıĢ bir PK-  düzlemi 

olsun.   deki  üzerinde olma bağıntısı  kullanılarak   üzerinde altı üçlü 

iĢlem  aĢağıdaki biçimde tanımlanır. 

 

                             için              , 

                              için            , 

                              için (  )        , 

                               için              

                               için             

                                için              

 

   iyi tanımlıdır. Çünkü           için       ile       noktalarından geçen  doğru     

doğrusuna komĢu değildir  ve     ile  arakesit noktası bir tektir. Bu arakesit noktası 

      a komĢu olmadığından        koordinatına sahiptir. Yani  ,  tek türlü bellidir. 

Aynı zamanda             dir. (Bkz. ġekil 4.8) 

 

 

 

 



   

 

38 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.8 :   ’in iyi tanımlı olduğunu koordinat yardımıyla gösterme 

 

            için de ġekil 4.8 dekine benzer Ģekiller çizilebilir. 

   iyi tanımlıdır. Çünkü       ,        için       ile       noktalarından geçen 

doğru    ye komĢu değil  ve dolayısıyla    ile arakesit noktası  bir tektir.  Bu arakesit 

noktası      komĢu olmadığından        koordinatına sahiptir.  O halde   tek türlü 

bellidir  ve              dir . 

   iyi tanımlıdır.  Çünkü      ile       noktalarından geçen doğru  ile     arakesit 

noktası  bir tek olarak belirlidir.  Bu arakesit noktası        a komĢu olmadığından      

koordinatına sahiptir. Bundan dolayı   tek türlü belirlidir ve               dir. 

   iyi tanımlıdır. Çünkü              için             noktalarından geçen 

doğru  ile     nin  arakesit  noktası  tek olarak belirli olup      ile komĢu  olduğundan 

     koordinatına sahiptir. Bu yüzden    tek türlü belirli olup                 

dir. 

   iyi tanımlıdır. Çünkü         ,      için       ile       noktalarından geçen 

doğru    komĢu değildir. Bu yüzden     ile bu doğrunun arakesit noktası  bir tek 

olarak belirlidir. Bu arakesit noktası       ile komĢu olduğundan       koordinata 

sahiptir. Bundan dolayı    tek türlü  belirlidir ve                dir. 

 𝑥 𝑘  

•  E 
     𝐸   •    

𝑑  

•𝐸  

𝑌

• 

•   •   •   𝑑  

𝑑  

   •   (0,k) 
 • 
  𝑥 𝑖 

     •   

     •        •   

     𝑂        (y,0)   

     (0,z)   

     (y,z)   

𝑋 
𝐸  
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    iyi tanımlıdır.           için       ile       noktalarından geçen doğru ile 

    arakesit noktası bir tektir ve bu arakesit noktası    ile komĢu olduğundan 

      koordinata  sahiptir. Bu yüzden   bir tek olarak  belirlidir ve   (  ×  ×   )    

dir. 

Sonuç olarak                    )         yapısıdır. Bundan sonra bu yapı için  özel 

olarak sexternary yapı ismi kullanılacaktır.  

 Tanım 4.1.5: Bir PK-  düzleminden elde edilen sexternary  halkasına bir 

düzlemsel  sexternary halkası denir  ve PRS  ile gösterilir. 

 

4.2 Moufang Klingenberg Düzlemleri 

 

Bu bölümde Moufang Klingenberg düzlem tanımı verilecek ve lokal alternatif  halkalar 

ile koordinatlanan düzlemler hakkında özet biçimde bazı bilgiler verilecektir. Bu 

bilgiler için Dugas (1978), Keppens (1988), Baker (1991), Çelik (1995) çalıĢmaları esas 

alınmıĢtır. 

Tanım 4.2.1: Bir    PK- düzleminde, 

i) Herhangi iki noktayı birleĢtiren en az bir doğru varsa   ye noktasal bağlıdır denir. 

ii) Herhangi iki doğrunun en az bir arakesit noktası varsa   ye doğrusal bağlıdır denir. 

    PK- düzlemi hem hem noktasal bağlı, hem de doğrusal bağlı ise  ye kısaca bağlı 

PK- düzlemi denir. 

Tanım 4.2.2: Her     ℘ için        ve       olacak Ģekilde bir    ℘ varsa   

noktasına   doğrusunun yakınındadır denir ve bu durum     ile gösterilir. 

Tanım 4.2.3:  “ Her     ℘  için  ≁  ,  ≁     ≁     ≁   özelliğindeki   

noktası için       doğrudaĢ ise        ye dönüĢtüren bir                  

kolinasyon vardır.”  Ģartı sağlanıyorsa   ye                    denir. 

Tanım 4.2.4:   bir PK- düzlemi olsun. Eğer her      ,     için  ,       

          ise   ye Moufang-Klingenberg düzlemi veya kısaca MK-düzlemi denir.  , 

hem MK- hem de PH- düzlemi ise   ye kısaca MPH-düzlemi denir. 

Önerme 4.2.5:  , bir MK- düzlemi iken    kanonik görüntüsü bir Moufang 

düzlemidir. 

Tanım 4.2.6: ÖzdeĢlikli bir alternatif halkanın birim olmayan elemanlarının I kümesi 

bir ideal ise halkaya lokal alternatif halka denir. 

Bir MK-düzlemi için alternatif bir koordinatlama da aĢağıdaki gibi verilmiĢtir.  
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  bir MK- düzlemi ve (O,E,U,V) M nin bir bazı, yani, (Ѱ(O),Ѱ(E),Ѱ(U),Ѱ(V)) 

kanonik görüntüsü    da bir tamdörtgen olsun.    doğrusu   ile gösterilsin.                   

       ,  

     ℘ |        ≁    ,           |      

olsun ve özel olarak ,      ,      alınsın. Bu durumda   nin noktaları aĢağıdaki 

gibi koordinatlanır: 

      olsun.   nin üzerindeki     a yakın olmayan noktalar      olmak üzere 

        ile koordinatlansın.           olmak üzere;  

 

i)  ≁    ise , 

                                          

ii)           ise , 

                                  iken           

iii)     ise, 

            ,               iken           olarak koordinatlansın. 

 

  nin doğruları ise aĢağıdaki gibi koordinatlanır: 

i)   ≁    ise,  

                                                 

ii)           ≁          

                                                           

iii)              

                                              

 

Doğruların konumuna göre üzerinde olma bağıntısı aĢağıdaki gibidir: 
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Bu altı çift gerektirmeden elde edilecek üçlü iĢlemin (+) ile (.) ikili iĢlemlerinin nasıl 

tanımlanacağı ve bu ikili iĢlemlerin etkisiz elemanlarının 0 ile 1 olduğu iyi 

bilinmektedir. 

Böylece doğrular , üzerindeki noktalarla birlikte aĢağıdaki gibi verilebilir : 

 

                   |                  |       

                   |                   |       

                   |                    |     

 

Bununla ilgili aĢağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 4.2.7:   yukarıdaki gibi koordinatlanmıĢ bir MK- düzlemi olsun. Bu takdirde 

(  , + , .) bir lokal alternatif halkadır ve I birimden farklı elemanların oluĢturduğu 

idealdir.   de komĢuluk bağıntısı aĢağıdaki gibi aĢağıdaki gibi karakterize edilebilir : 

                              , i = 1, 2, 3 

                              , i = 1, 2, 3 

Sonuç 4.2.8: Her lokal alternatif halkaya karĢılık bununla koordinatlanan bir MK- 

düzlemi vardır ve tersine her MK- düzlemine karĢılık bir lokal alternatif halka 

bulunabilir. 
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5. SONUÇ 

 

Klingenberg düzlemleri hakkında bilinenler elbette ki bu tezde verilenlerden ibaret 

değildir. Ayrıca bu konularla ilgili araĢtırmalar yoğun olarak devam etmektedir. Bu 

yüksek lisans tezinde Klingenberg düzlemlerini çalıĢacak araĢtırmacılar için temel 

bilgiler düzenli ve tertipli olarak verilmeye çalıĢılmıĢtır. 

 

Ġleriki çalıĢmalarda bu konuda bilimsel katkı sağlayacak yeni buluĢlarda bulunmak 

hedeflenmektedir. ġimdilik bu çalıĢma bu konu ile ilgili merak edilenlere temel 

oluĢturacak bilgileri içermektedir.  
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