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1. GIRIS

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Tez orijinal yeni sonuglar kapsamamaktadir. Bu
tezin amact afin Klingenberg ve projektif Klingenberg diizlemlerini caligacak
matematikgiler i¢in temel bilgileri kapsayan, c¢alismalarini dayandiracaklart 6zIii bir
kaynak hazirlamaktir. Tez bir derlemedir. Ancak giincel bir konu olan afin ve projektif
Klingenberg diizlemleri hakkinda birgok kaynak taranarak giincel bilgiler ve

arastirmalarda incelenmeye c¢alisilmistir.

Birinci boliim olan giris boliimiinde tezdeki boliimler 6zet olarak tanitilmaktadir.

Ikinci boliim olan kuramsal temeller béliimiinde tezin esasini teskil eden afin ve
projektif Klingenberg diizlemlerinin incelenmesinde ihtiya¢ duyulan temel kavramlar
tanitilacaktir. Bunun igin Nomizu (1966), Hungerford (1974), McDonald (1976),
Jacobson (1985), Fraleigh (1989), Asar ve ark. (2009), Erdogan (2014), Cift¢i (2015)
kaynaklart esas alinmistir. Bu bilgiler kullanilacak olan cebirsel kavramlari ve

geometrik kavramlar1 ve 6nermeleri kapsamaktadir.

Ucgiincii boliim bes alt baslik halinde diizenlenmistir. Birinci alt baslik afin Klingenberg
ve projektif Klingenberg diizlemleri ile ilgili baz1 tanim ve teoremleri igermektedir. Esas
olarak afin diizlem ve projektif diizlem hakkindaki bilgiler, afin Klingenberg ve
projektif Klingenberg diizlemlerinin 6zel hallerinden elde edilmis olarak diisiiniilebilir.
Afin diizlemler ve projektif diizlemler afin Klingenberg ve projektif Klingenberg
diizlemlerinin birer 6zel smmfidir. Ikinci alt bashikta tiiretilmis afin Klingenberg
diizlemleri ele alinarak bir projektif Klingenberg diizleminden bir afin Klingenberg
diizleminin nasil elde edileceginin yapist anlatilmis ve bu yapiyla ilgili tanim ve
teoremler incelenmistir. Uglincii alt baglikta sayisal sabitler ve grosly birebir ¢arpanlara
ayirma konusu calisilmis ve bu kisimda afin ve projektif Klingenberg diizlemleriyle
ilgili bazi doéniisiimler ve sayisal Ozellikler incelenmistir. Dordiincii alt baglikta
Hjemslev diizlemleri ele alinmis ve Hjemslev diizlemleri ile ilgili bazi temel bilgiler
tizerinde durulmustur. Hjemslev diizlemleri ¢ok genel geometrik yapilar olup afin
Klingenberg ve projektif Klingenberg diizlemleri Hjemslev diizlemlerinin 6zel siniflar

olarak ele almabilir. Besinci ve son alt baglikta ise boliim diizlemleri ve goriintii



diizlemlerinin tanimlar1 verilmis bunlarin yapilar1 ele alinmistir. Bu kisimda ayrica

boliim diizlemleri ve goriintli diizlemleri ile ilgili tanim ve teoremler ele alinmistir.

Dordiincii bolimde ise Celik (1995) deki lokal alternatif halkalar ve Moufang
Klingenberg diizlemleri ele alinmigtir. Bir lokal alternatif halka {izerine bir Moufang
Klingenberg diizleminin nasil koordinatlanacagi Dugas (1978), Keppens (1988), Baker
(1991), Celik (1995) calismalar1 esas alinarak incelenmistir. Bu kisimda ayrica bir
Moufang projektif Klingenberg diizlemine karsilik gelecek bir cebirsel yapinin nasil
kurulacag1 ve sexternary halka olarak adlandirilan bu cebirsel yapilarin 6zellikleri ile
onlarmn elde edildigi Moufang Klingenberg diizleminin geometrik 6zellikleri arasindaki
iliskilerden bir kismi Keppens (1988) ve Akpinar (2007) c¢alismalar1 incelenmistir.
Ayrica bir sexternary halka kullanilarak bir projektif Klingenberg diizleminin nasil
kurulacagi tizerinde durulmustur. Bu calismalar yapilirken bir Moufang projektif
Klingenberg diizlemi i¢in koordinatlamanin yapilisi ve sexternary halkalar hakkinda
faydalanilan kaynaklardaki bilgilerde baz1 kiigiik diizenlemeler ve diizeltmeler

yapilmistir.

Besinci ve son boliimde tez ile ilgili genel bir degerlendirmenin yapildigi sonug kismi

bulunmaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde verilen temel kavramlari literatiirdeki bir¢ok cebir kitabinda bulmak
miimkiindiir. Burada esas olarak Nomizu (1966), Hungerford (1974), McDonald (1976),
Jacobson (1985), Fraleigh (1989), Asar ve ark. (2009), OZEN Erdogan (2014), Ciftci
(2015) kaynaklar1 esas alinmustir.

Tanmm 2.1.1: G bir kilme ve * : G X G — G bir i¢ islem olsun. Eger,

Gl)Hera,b,c € Gigina * (b *c) = (a * b) * c dir.

G2) Hera € G igin a * e = a = e * a olacak sekilde en az bir e € G vardir.

G3)Hera € Gigina ! *a = e = a * a™?! olacak sekilde en az bir a™! € G vardir
sartlar1 saglanityorsa (G,*) ikilisine bir grup denir ve bu grup, eger bir karigiklik s6z
konusu olmayacaksa, kisaca G ile gosterilir. G1 sartina #* isleminin birlesme
(asosyatiflik) 6zelligi, G2 sartin1 saglayan e elemanina * isleminin etkisiz elemani, G3

sartindaki a~! elemanina da a elemaninin  iglemine gore tersi denir.

Tanmm 2.1.2: (G,*) grubu i¢in
VabeGicina*b=>bxa
sart1 saglantyorsa G ye degismeli (komiitatif) grup ya da Abel grubu denir.

Tamim 2.1.3: G, bir grup ve G’ , G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G' , G nin islemine

gore bir grup ise o zaman G' ne G nin bir alt grubu denir.

Tanmm 2.1.4: (G,*) ve (G',+")iki grup ve @:G — G' bir doniisiim olsun. Eger her
a,b € G igin

®P(a*xb) = @(a) * @(b)

sartt saglaniyorsa @ donisiimine G den G’ ne bir homomorfizm denir. Eger &

homomorfizmi birebir ve orten ise @ doniistimiine bir izomorfizm denir.

Tanmm 2.1.5: @:G — G’ bir homomorfizm olsun ve G’ niin etkisiz eleman1 e’ ile
gosterilsin. Bu durumda G nin, goriintiisii e’ olan elemanlarmin olusturdugu ®~1({e'})

alt grubuna @ doniisiimiiniin ¢ekirdegi denir ve Ker (@) seklinde gosterilir.



Tanmm 2.1.6: R herhangi bir kiime ve + ile . bu kiime {izerinde taniml1 herhangi iki ikili
islem olsun. Eger,

H1) (R, +) degismeli gruptur.

H2) . islemi birlesmelidir.

H3) Hera,b,c e Ri¢gina.(b+c) =a.b+a.c ve (a+b).c=a.c+b.cdir.
sartlart gercekleniyorsa (R,+,.) sistemine bir halka denir. Bazen kisalik olmasi
bakimindan (R, +,.) halkasi R ile gosterilir.

Bir (R, +,.) halkasinda birinci isleme genellikle toplama, ikinci isleme de ¢arpma
islemi adi verilir. Toplama islemine gore etkisiz eleman 0 ile, carpma islemine gore
etkisiz eleman, varsa, 1 ile gosterilir. Carpma islemine gore etkisiz elemana 6zdeslik adi
verilir. Eger R halkasinda 6zdeslik elemani varsa R ye 6zdeslikli halka, ¢arpma islemi

degismeli ise R ye degismeli (komiitatif ) halka denir.

Tanmm 2.1.7: R 6zdeslikli bir halka ve 0 # a € R olsun. Eger ab = 1 olacak sekilde
b € R varsa b ye a nin sag tersi ve ca = 1 olacak seklide ¢ € R varsa c ye a nin sol
tersi denir. Eger d € R olmak lizere ad = da = 1 ise d ye a nin bir tersi ve a ya da

birimsel eleman denir.

Tanmm 2.1.8: R bir halka ve a,b € R olsun. Eger a, b # 0 iken a.b = 0 oluyor ise a
ya sol sifir boleni ve b ye sag sifir boleni denir. R halkasinin degismeli olmasi halinde

yalnizca sifir boleni ifadesi kullanilir.

Tanmm 2.1.9: (R,+,.) bir halka olsun. Eger R nin bir R' alt kiimesi R halkasinin

islemleri altinda bir halka olusturuyorsa R’ ne R nin alt halkasi denir.

Tamm 2.1.10: R nin her a elemani i¢in al €[ ve Ia € [ sartlarin1 saglayan bir [ alt

halkasina, R halkasinin ideali denir.

Tamim 2.1.11: R bir halka ve M # R , R nin bir ideali olsun. Eger M c I C R sartini

saglayan higbir I ideali yoksa M ye R nin maksimal ideali denir.



Tanmm 2.1.12: Asagida birbirine denk olarak verilen sartlardan bir tanesini saglayan
degismeli bir R halkasina bir lokal halka denir.

a) R nin bir tek maksimal ideali vardir.

b) R nin tiim birim olmayan (tersi olmayan ) elemanlar1 bir tek has idealde kapsanir.

C) R nin birim olmayan (tersi olmayan ) elemanlar1 bir has ideal olusturur.

d)Vr € Riginyaryadar — 1 birimdir.

Tanmmm 2.1.13: (R,+,.) ve (R',+',.") iki halka, @ : R—R’ bir doniisiim olsun. Eger
her a,b € R i¢in

1) @(a+ b) = &(a)+'®(b)

2) ®(a.b) = d(a) . ®(b)

sartlar1 saglaniyorsa @ doniistimiine R den R’ ne bir homomorfizm denir.

Tamm 2.1.14: (R, +,.) ve (R’,+',.") iki halka olsun. @ : R—R’ birebir ve Orten bir

homomorfizm ise @ donlisimiine R den R’ ne bir izomorfizm denir.

Tanmm 2.1.15: Eger (R,+,-) bir 6zdeslikli halka ve R—{0} 1n her elemaninin ¢garpmaya
gore tersi varsa (R,+,-) halkasia boliimlii halka veya aykiri cisim denir. Carpma islemi

degismeli olan bir bolimlii halkaya cisim adi verilir.

Tamm 2.1.16: (F,+,-) bir cisim ve (V,®) bir abel grubu olsun. Eger o: FxV —V dis
islemi her x,y eV veher a,beF igin;

V1) ao(x@y)=(acx)®(acy)

V2) (a+b)ox=(aox)®(boXx)

V3) (a-b)ox=ao(boXx)

V4) 1e F 6zdeslik elemani igin, 1o X = X dir.

sartlar1 saglaniyorsa V ye F cismi {izerinde bir vektor uzay: denir ve eger bir karisiklik
olmayacaksa F cismi belirtilmeden kisaca V ile gosterilir.

Eger V nin bir W altkiimesi, V vektor uzayinin islemleri altinda bir vektor uzay ise,

W ya V nin bir altvektor uzay: ya da kisaca altuzay denir.



Tamm 2.1.17: R, 1#0 6zdeslikli bir halka ve M toplamsal degismeli bir grup olsun.

VYaeR ve VxeM igin (a,x) — ax olacak sekilde tanimli RxM — M dis islemi tiim
a,beR vetim X,y e M elemanlari i¢in agsagidaki sartlar1 sagliyorsa M kiimesine R
halkas1 tizerinde bir birimli modiil denir:

1) a(x+y)=ax+ay

2) (a+b)x=ax+bx

3) (ab)x =a(bx)

4) Ix=x dir.

Tamm 2.1.18: R 6zdeslikli ve degismeli bir halka ve M ise R halkas1 tizerine kurulan
bir modiil olsun. M nin bir S alt kiimesi i¢in asagidaki iki 6zellik gegerli ise S ye M nin
bir alt modiilii denir.

1) Vx,y€€Siginx+y,x—y € Sdir.

2) Vx € SveVc €R igin cx € S dir.

Tamm 2.1.19: R 6zdeslikli bir halka ve M ise R halkasi iizerine kurulan bir modiil
olsun. Eger M nin bos kiimeden farkli bir bazi var ise M ye bir serbest (free) modiil

denir.

Tamim 2.1.20: V , (F, +,.) cismi lizerinde i¢ ve dis islemleri sirasiyla, @ ve o olan bir
vektor uzayi olsun. V iizerinde tanimlanan ikinci i¢ islem olan @ i¢in asagidaki sartlar
saglaniyorsa V ye F cismi iizerinde bir cebir denir. Her ¢ € F ve her x,y,z € V igin
C(cox)®y=xQ(coy)=co(x®Y)

COHxDY)®z=x®2) D (y®?2)

CAXxRYP2)=xRY) D (X z) dir.

Cogunlukla i¢ ve dis islemleri gosterirken kullanilan @ ve o simgeleri yerine islemler,
elemanlar yan yana yazilarak da gosterilebilir. Eger bir V' cebirinde

Vx,y,z €V icin (xy)z = x(yz)

sart1 da saglantyorsa V ye F cismi tizerinde birlesmeli bir cebir denir.



Tamm 2.1.21: g elemanlarina nokta denilen bir kiime ve g ise elemanlarma dogru
denilen g nin altkiimelerinin bir kiimesi olsun. X € ¢ ve d € ¢ igin X noktasmnin d
dogrusunun tizerinde oldugunu, yani d dogrusunun X noktasindan gectigini ifade
etmek iizere X I d sembolii kullanilsin. Béyle olusturulan U = (§,g,1) igin sistemine
bir geometrik yap1 denir. Bazen U = (§,g,I) yerine kisaca U = (§,¢) yazilir ve

(0,¢) uzayi olarak da isimlendirilir.

Tamm 2.1.22: Asagidaki aksiyomlari saglayan bir (§,¢) uzaymna bir lineer uzay denir.
L1) Her dogru en az iki nokta kapsar.
L2) Farkli iki noktadan tam olarak bir dogru geger.

Tamim 2.1.23: Asagidaki aksiyomlar1 gergekleyen bir U = (,¢) lineer uzayina bir
projektif diizlem denir.

PD1) Herhangi iki dogru kesisir.

PD2) Herhangi tigli dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Genellikle g noktalar kiimesinin elemanlar1 biiyiik harflerle, g dogrular kiimesinin
elemanlar1 kiigiik harflerle gosterilir. A ve B noktalarindan gecen dogru AUB ile
veya kisaca AB ile gosterilir. Benzer sekilde a ve b dogrularinin arakesiti anb ile
veya kisaca ab ile gosterilir. Bir projektif diizlem genellikle. U = (¢, ¢,1)  Yyerine
P = (, g, 1) biciminde gosterilir.

Tanim 2.1.24: Asagidaki sartlar1 saglayan (§,¢) geometrik yapisina bir projektif uzay
denir.

PU1) iki farkl1 X, Y noktasi1 tam olarak bir XY dogrusu iizerindedir.

PU2) A +# B # C # D ozelliginde dort nokta A, B, C, D olsun. AB ve CD dogrularimin
bir ortak noktasi varsa bu takdirde AD ve BC dogrularinin da bir ortak noktas1 vardir.
PU3) Her dogru iizerinde en az {i¢ nokta vardir.

PU4) Hig ortak noktasi olmayan en az iki dogru vardir.

Tanim 2.1.25: (¢0,¢) bir geometrik yap1 olsun. P’ = (', g") bir projektif uzay ve @, N
kiimesinden N’ kiimesine bir doniisiim olsun. Eger g nin her d dogrusu i¢in ,®@(d) g'

niin dogrusu ise @ ye bir homomorfizm denir.



Tamm 2.1.26: P ve P’ herhangi iki projektif diizlem olsun. P den P’ ne birebir ve
orten homomorfizm varsa bu projektif diizlemler izomorftur denir. Bu fonksiyona da
izomorfizim adi verilir. Bir projektif diizlemi kendisine doniistiiren izomorfizme

kolinasyon veya otomorfizm denir.

Tamm 2.1.27: P bir projektif uzay olsun. VP, Q € U, P # Q = PQ c U sartin1 saglayan

bir U alt kiimesine P nin bir alt uzayi denir.

Tamm 2.1.28: Bir P projektif uzayinin kendisini iireten bagimsiz bir alt kiimesine P nin

bir baz1 denir.



3. KLINGENBERG DUZLEMLERI VE iKi GROSS FUNCTOR
3.1 Klingenberg Diizlemleri

Bes kisimdan olusan bu boliimde dncelikle projektif Klingenberg ve Afin Klingenberg
diizlemleri ile ilgili baz1 tanim ve teoremler verilecek daha sonra Hjelmslev diizlemleri
ve boliim diizlemleri konular1 tanim ve teoremleri ile birlikte ele alinacaktir. Bolimiin
bes kisminin tamaminda ele alinan tanim ve teoremler i¢in Bacon (1976) esas alinmistir.
Tamm 3.1.1: Elemanlar1 noktalar olan bir g kiimesi ve elemanlar1 dogrular olan bir g
kiimesi alalim. I, o U g lizerinde X I y iken X € g noktasi y € g dogrusunun tizerinde
olacak sekilde adina {izerinde olma bagintis1 denilen bir bagint1 olsun. & nin elemanlari
P,Q ...; g nin elemanlar1 g, h ... seklinde gosterilir ve (§2,4,l) ya bir geometrik yapi
denir ve benzer terimler kullanilir. P ve Q dan geg¢en dogrularin kiimesinin eleman
sayisim [P v Q| ile ifade edilir, yani bu kime {g|PIgveQIg} dir. Eger
I[PV Q| =1ise PQ ve PV Q nun ikisi de P ve Q dan gecen dogru olarak gosterilir.
|g Nh| yi gveh nin lizerindeki noktalarin kiimesinin eleman sayisi olarak ifade
edilir. Eger | g N h| =1 ise g ve h nin tizerindeki nokta g N h olarak belirlenir. Eger
Plg ve Qlg ise P,Qlg; eger Plg ve PIlh ise PIg,h olarak gosterilir.
(0,9, 1) ve (9',g',1') iki geometrik yap1 olsun. Her P € § igin wP € ', her g € g
icin wgeg' ve (§¢,9,1) sisteminde PIg oldugunda (g',g',1") sisteminde de
wPI'wg olur sartlar1 saglamyorsa w: (§,g,1) — ($',¢',1') doniisimiine bir
geometrik yap1 homomorfizmi denir.

Tammm 3.1.2: A bir geometrik yap1 olsun. ||, A nin dogrular iizerinde bir denklik
bagintis1 ve p ise A nin noktalar1 ve dogrulari lizerinde esitlik bagintist olsun. Asagidaki
sartlar saglandiginda (A, ||, p) geometrik yapisina bir afin diizlem denir;

1) A nin farkli P, Q noktalarindan tam olarak bir g dogrusu geger 6yle ki; P,Q I g dir.

i) m bir dogru ve S, m nin fiizerinde olmayan bir nokta iken SIn ve
|n N m| = 0 olacak sekilde tam olarak bir n dogrusu vardir.

iii) A nin dogrudas olmayan ti¢ noktasi vardir.

Bir afin diizlemde b ve c gibi iki dogrunun paralelligi yani b || c i olmasiya |[bNc| =0

veya b = c olarak tanimlanir. Paralellik bagintisinin bir denklik bagintisi olacag: agiktir.



Tamm 3.1.3: V bir geometrik yap1 ve p de V nin nokta ve dogrularinin iizerindeki
esitlik bagintis1 olsun. Asagidaki sartlar saglandiginda (V, p) sistemine bir projektif
diizlem denir;

i) V nin farkli P, Q noktasindan tam olarak bir g dogrusu gecer dyle ki ; P,Q I g dir.

i1) V nin farkli h, k dogrulari bir tek T noktasinda kesisir 6yle ki; T I h, k dir.

1ii) V nin herhangi ii¢ii dogrudas olmayan birbirinden farkli dort noktasi vardir.

Afin ve projektif diizlem tanimlarinda verilen asikdr denklik bagintisi olan esitlik
bagintilari, bu diizlemleri asagida tanimi verilecek olan afin Klingenberg ve projektif
Klingenberg diizlemleri olarak ele alabilmek i¢in eklenmistir.

Tamm 3.1.4: A = ($¢,4,]1) bir geometrik yapi, || A nin dogrulart iizerinde paralellik
denilen bir denklik bagintis1 ve ~, A nin dogrulari ve noktalar1 arasinda komsuluk
denilen bir denklik bagmtis1 olsun. iki elemanin aym komsulukta olmamasi + ile
gosterilsin. A nin bir P noktas1 ve bir g dogrusu i¢in P den gegen g ye paralel olan bir
tek dogru vardir sart1 saglaniyor ve (4,ll,~) sisteminden (4% 1, p) afin diizlemine
asagidaki sartlar1 saglayan oOrten bir ¢ geometrik yapi homomorfizmi varsa (4, Il, ~)
sistemine bir Afin-Klingenberg diizlemi denir ve kisaca AK-ile gosterilir.

Her P,Q € g ve her g,h € g i¢in:

1) Eger @P # ¢Q ise A da P ve Q dan gegen bir tek dogru vardr.

ii) Eger g ve ph, A* nin bir tek noktasinda kesisiyorsa, g ve h de A nm bir tek
noktasinda kesisir.

iii) Eger |g N h| = 0ise @g Il ph dir.

iV) P~Q & @P = @Q dir.

V) g~h © @g = ehdir.

¢ ye A nin yap1 doniisiimii denir. P ve g A nin nokta ve dogrular1 iken, P den gegen
g Ye paralel olan tek dogru L(P, g) ile gosterilir.

Tamm 3.1.5: V = (¢,g,1) geometrik yap1 ve ~ ,V nin noktalar1 ve dogrular1 arasinda
komsuluk denilen bir denklik bagintis1 olsun.

(V,~) sisteminden (V# p) projektif diizlemine o&rten bir ¢ geometrik yapi
homomorfizmi her P,Q € §o;9,h € g icin asagidaki sartlann saghyorsa (V,~)
sistemine bir Projektif-Klingenberg diizlemi denir ve kisaca PK ile gosterilir:

1) Eger @ P # ¢Q ise V nin P ve Q noktasindan gecen bir tek dogru vardir.

i) Eger @g # @hise V nin g ve h dogrular bir tek noktada kesisirler.
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i) P~Q & @P = @Q dir.

iv) g~h & @g = @hdir.

¢ doniisiimiine, V nin geometrik yap1 doniisiimii denir.

Eger V, AK-diizlemi ya da PK-diizleminden herhangi biri ise V bir Klingenberg
diizlemidir denir. Bir iizerinde olma bagmtis1 I, bir komsuluk bagintisi ~ ve bir
paralellik bagintisi || ile gdsterilecektir.

Asagidaki onerme gergekte paralel formda yazilan iki onermedir. Bu boliimiin geri
kalaninda sik sik benzer paralel formlar kullanilacaktir.

Onerme 3.1.6: Herhangi bir afin diizlemi (projektif diizlemi) o6zdeslik (birim)
dontistimii ile bir AK- diizlemidir (PK- diizlemidir).

Tamm 3.1.7: Bir (V,II,~) ya da (V,~) Klingenberg diizlemini genellikle V ile gosterilir.
V bir Klingenberg diizlemi olsun. P noktasina komsu olan noktalarin kiimesi P ile, g
dogrusuna komsu olan dogrularin kiimesi de kg ile gosterilsin. Q € kP; h € kg dyle
ki Q I h oldugunda kP noktalari, kg dogrulari i¢in kP I kg olur sonucu ile birlikte yeni
bir V* geometrik yapisi olusturulur ve V* yapisina ~ ile indirgenen bir geometrik yap1
denir. Eger V bir AK- diizlemi ise k € kg; m € kh ve k || m olacak sekilde k, m
dogrular var ise indirgenmis paralellik bagintisi kg || kh ile tanimlanir.

p, V nin noktalar1 ve dogrulari iizerinde bir denklik bagintist olsun. Eger V bir AK-
diizlemi ise (V*, ||, p) sistemine V nin gross yapist denir. Eger V bir PK- diizlemi ise
(V*, p ) sistemine V nin gross yapisi, k doniisiimiine de komsuluk doniisiimii denir.

V ve V' geometrik yapi olsunlar ve w: V— V' bir donisiim olsun. V de her
P I g oldugunda , V' de wP | wg oluyorsa, w ya I y1 koruyan doniisiim denir. Eger V'
de wP | wg oldugunda, V de Q ve h vardir 6yle ki QI h ; wQ = wP ve wh = wg
oluyorsa w doniisiimiine I y1 yansitan doniisiim denir. Bu terimler agik bir sekilde diger
bagintilara genisletilir.

Tanmm 3.1.8: A ve A’ AK- diizlemi olsunlar. Paralellik ve komsuluk bagintilarini
koruyan bir w: A —A’ geometrik yapt homomorfizmine bir afin-Klingenberg diizlem
homomorfizmi denir ( A da P I g olmas1 A’ de wP | wg yi gerektirir).

Tanmim 3.1.9: V, V' PK- diizlemi olsunlar. Komsuluk bagintisin1 koruyan w: V — V'
geometrik yapt homomorfizmine bir projektif-Klingenberg diizlem homomorfizmi

denir.
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w bir AK- ya da PK- diizlem homomorfizmi oldugunda w: V — V' déniisiimiine bir
Klingenberg diizlem homomorfizmi denir.

Aciklama: Her projektif (afin) diizlem homomorfizminin ayni zamanda bir PK- (AK-)
diizlem homomorfizmi oldugu agiktir.

Onerme 3.1.10: ¢:V — V¥ yap1 doniisiimii ve k:V — V* komsuluk doniisiimii ile
birlikte V bir Klingenberg diizlemi olsun. Bu takdirde x, V nin yap1 doniisiimiidiir ve
burada 6, = ¢ olacak sekilde bir 8:V*—V# izomorfizmi vardir. Ayrica herhangi bir

yap1 doniisiimii bir Klingenberg diizlem homomorfizmidir.

Ispat : @:V — V# V nin yap1 déniisiimii olsun. Her bir P noktas1 ve g dogrusu igin
Og = 08 0., = @Polan  bir  @:V*—V#  déniisimii  tanimlansin.
Once 6 nin birebir ve drten oldugu gosterilmelidir.

kP +kR =P + R = @P # @R = 0,p # 0, olur. 6 birebirdir.

Her @P € V# i¢in 3xP € V* 3 Oxp = ¢P olur. @ ortendir.

Eger @Plgg ise oh # ¢@g dogrularin1 P noktasindan gececek sekilde alinsin.
Q Ig, h olacak sekilde bir tek Q noktas1 vardir. Ayrica 9Q = @P ; boylece kP I kg dir
ve 6 lizerinde olmay1 yansitir. Dolayisiyla 8 bir izomorfizimdir.

Eger V bir AK-diizlemi ise, 6 nin paralellik bagintisini korudugu ve yansittigi
gosterilmelidir. Eger V. de b|| b’ ise [bnb'| = 0yadab = b" den birisi gecerlidir.
Bundan dolay1 @b || @b’ dir ve ¢ paralellik bagintisini korur.

Eger kg|l kh ise g~g' ; h~h' ve g'||h’ olacak sekilde g',h' vardir. Boylece
Og = ¢g'lloh’ = 0, dir ve 6 paralellik bagintisim1 korur. @K || ¢m oldugunu
varsayilsin. @], @k ye paralel olmayan bir dogru olsun. O halde |j N k| = 1dir. JIj,k
alallim. O zaman  ¢@k|| ¢em ; @L(J,m)|@k vep] 1@k, oL(J,m); dolayisiyla
@k = @L(J,m)dir. Boylece kk = kL(J,m); yani kk || km dir. Bundan dolay1 6
paralellik bagintisini yansitir.

Dolaysiyla V, bir AK- (PK-) diizlemi ise (V*, ||, p) bir afin dizlemdir ((V*,p) bir
projektif diizlemdir) ve k: V. — V* |V nin bir yap1 doniistimiidiir.

Simdi k, 8 ve ¢ nin Klingenberg diizlem homomorfizmleri oldugu kolayca goriiliir.
Tanim 3.1.11: ~ komsuluk bagmtisiyla birlikte V bir Klingenberg diizlemi olsun.

P = g o kPlxkg ile V nin dogrular1 ve noktalar1 arasinda (yakin ya da yakinlik adi
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verilen) bir =~ bagmtis1 tamimlariz. =,~,| nin olumsuzlar1 sirasiyla %, +, f ile
gosterilir.

Tamm 3.1.12: (A, ||, ~) bir AK- diizlemi olsun. Paralel dogrularin denklik sinifi bir
demet olarak adlandirilir ve demetler I", A vb. ile gosterilir. Eger g, A nin bir dogrusu
ise m(g), g yi bulunduran demeti gostersin. Eger P, A nin bir noktasi ve I', A nin bir
demeti ise P den gecen I" nin tek dogrusunu L(P, I') ile gosterilir.

Je demetlerin kiimesi olarak belirtilir. Uzerinde olma bagintisi, komsuluk doniisiimi,
komsuluk bagintis1 ve yakinlik bagintis1 i¢in kullanilan sembol ve terimlerin demetlere
Ve g, a etkisi kolayca belirlenip bunlara genisletilebilir.

Ornegin (A,||,~) nn A* gross yapistyla ilgili projektif diizlemde Y bir demet iken
> 1 g yazilir ve kI' I kh oldugunda I' =~ h gosterilir.

Tamm 3.1.13: (A, ||,~) bir AK- diizlemi olsun. A nin dogrulari lizerinde, her g,h € g
icin g / h & xg|| xh olacak sekilde (olumsuzu # ile gosterilen) bir /> bagintisi
tanimlanir ve bu / bagintiya yariparalellik bagintis1 denir.

Tamm 3.1.14: Bir (V, ||, ~) AK-diizlemi ( bir (V,~) PK-diizlemi ) genellikle V ile
gosterilir. Uzerinde olma yapisi, gross yapisi ve komsuluk déniisiimii sirastyla V, V*, k
ile gosterilir. Benzer sekilde V' PK- diizleminin gross yapisi (V')* ve komsuluk
dontistimi k' ile gosterilir. Genellikle paralellik bagintist ““|| < ile komsuluk bagintist
“ ~ 7 ile belirtilecektir.

Onerme 3.1.15: V , V' Klingenberg diizlemleri olsunlar. Bunlarin iizerindeki yap1
doniisiimleri  swrastyla . V—V* ve ¢t V'— (V')#* olsunlar. Ayrica
w: V— V' bir Klingenberg diizlem homomorfizmi olsun. w*¢@ = ¢’w olacak sekilde
bir tek w®: V¥ — (V')* Klingenberg diizlem homomorfizmi vardir.

#. % — (V)* doniisimiiniin bir homomorfizm

Ispat: Once yukarida tanimlanan w
oldugunu, yani iizerinde olmay1 koruyan bir doniisiim oldugu gosterilmelidir. w® nin
tamim kiimesi olan V# de bir P noktasi ve bir ¢g dogrusu icin @P I @g iken
w?oP I w*pg oldugu gosterilmelidir. @P I ¢@g iken V de QI h ve ¢Q = P,
@h = @g olacak sekilde Q noktas: ile h dogrusunun varlign Onerme 3.1.10 dan

sOylenebilir. Bu durumda wQIwh ve @'wQI¢@'wh olacagt w ve ¢

homomorfizmlerinin iizerinde olmayr korumasindan yazilabilir. ¢'wQ = w*@P ve
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¢'wh = w*pg oldugundan @P I @g iken w*@Plw*pg olur ki bu, w* nin
homomorfizm oldugunu yani iizerinde olmay1 korudugunu gosterir.

Tammm 3.1.16: Eger w: V— V' bir Klingenberg diizlem homomorfizmi ve
w* V' —> V'), ok =k'w olacak sekilde tek homomorfizm ise bu takdirde w*
doniigiimiine w nin gross doniisiimii denir.

Onerme 3.1.17: Eger w: V— V' bir AK- (PK-) diizlem homomorfizmi ise bu takdirde

w yakinlik ve yariparalellik bagintilarini korur (yakinlik bagintisini korur).

Ispat: «': V' — (V')* olmak iizere ;

w: V— V' doniisimii i¢in, g ||k iken wg || wh oldugu gosterilmelidir.

Eger wg & wh olsak'wg # k'wh olur. Dolayisiyla w kg # w*kh olur ki buradan
da kg # kh olacagi ¢ikar. Halbuki g||lh iken kg = kh dir. Dolayisiyla w*kg = w*kh
dir. Bu yiizden de wg || wh olmak zorundadir. O halde paralellik bagintis1 korunmus
olur. Ayrica w nimn gross donilisiimii, iizerinde olma ve paralellik (iizerinde olma)
bagintilarin1 korudugundan w da yakinlik ve yariparalellik bagintilarini korur.

Tammm 3.1.18: w: V— V' bir Klingenberg diizlem homomorfizmi olsun. Eger w*
dontligiimii 1-1 (6rten, 1-1 ve Orten) ise w* doniisiimiine grossly 1-1 denir. Eger w™ bir
izomorfizm ise w ya grossly izomorfizm denir

Eger w bir PK- (AK-) diizlem homomorfizmi ise ve eger w™* bir nondejenere ise, yani
V* m (V')" da w* altindaki goriintiisii herhangi ii¢ii dogrudas olmayan dort nokta
kapsiyorsa (dogrudas olmayan {i¢ nokta kapsiyorsa) bu takdirde w nondejeneredir
denir.

Onerme 3.1.19: w: V— V' bir nondejenere PK- (AK-) diizlem homomorfizmi ise bu
takdirde V* m (V')* da w* grossly doniisiimii altindaki goriintiisii bir projektif
(bir afin) diizlemdir.

Ispat: w* : V* — (V')* déniisiimii i¢in w: V— V' bir PK- diizlem homomorfizmi ise
(V')* daki farkl: iki noktadan gecen bir tek dogru var oldugu gibi farkl: iki dogrunun da
bir tek ortak noktasi vardir. w* nondejenere oldugundan (V')* da herhangi ii¢ii dogrudas
olmayan dort nokta vardir. O halde (V')* bir projektif diizlemdir. Benzer olarak w:
V— V' bir AK- diizlem homomorfizmi ise A;ve A, aksiyomlar1 saglanir. w* bir

nondejenere oldugu i¢in de A5 saglanir. Dolayisiyla (V')* bir afin diizlemdir.
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Onerme 3.1.20: Eger bir AK- (PK-) diizleminde P + Q ise bu takdirde P ve Q dan
gecen bir tek dogru vardir. Bir AK- diizleminde g + h (bir PK-diizleminde g + h )
ise bu takdirde g ve h bir tek noktada kesisir.

Ispat: Eger P » Q ise kP # kQ dur. kP # kQ oldugundan P ve Q dan gegen bir tek
dogru vardir (AK- (i) sart1 geregi).

Eger V bir AK- diizlemi ve g t h ise kg ¥ kh dir. kg ¥ kh oldugundan
kg ve kh bir tek noktada kesisir ve boylece g ve h de bir tek noktada kesigir (AK- ii
geregi).

Eger V bir PK- diizlemi ve g+h ise bu takdirde kg # xh dir. Bu durumda
g ve h dogrular bir tek noktada kesisir (PK- ii geregi).

Onerme 3.1.21: w: V— V' bir nondejenere AK- (PK-) diizlem homomorfizmi olsun.
Bir P noktasi ile bir g dogrusu wP I wg ozelliginde olsun. Bu takdirde P I h, Q I g ve

wP = wQ ; wg = wh olacak sekilde bir Q noktas1 ve bir h dogrusu vardir.

Ispat: Hipotez geregi w: V— V' bir nondejenere AK- diizlem homomorfizmi
ve wP I wg ozelliginde bir P noktasi ve bir g dogrusu alinsin.

S,V nin wS,wg ye komsu olmayacak ozellikteki bir noktast olsun. w nondejenere
oldugundan bdyle bir nokta vardir. wP + wS oldugundan P + S dir ve P, S
noktalarindan gecen bir tek PS dogrusu vardir. (Bkz. Sekil 3.1)

w:V—-V'

P,S,g —wP,wS, wg Pl g — wPlwg

wg

Sekil 3.1 : Nokta ve dogrularin w altinda goriintiisii

w yariparalellik, paralellik (komsuluk) bagintilarint korur ve yansitir.
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w(PS) t wg oldugundan PS t g dir. (w(PS) +wg oldugundan PS +g dir.) ve PS ve
g nin kesisimi olan bir tek @ noktasi vardir. Bu takdirde QIg ve
wQ = w(PS) N wg = wP dir.

Eger w bir PK- diizlem homomorfizmi ise dual tartisma gosterir ki P [ h ve wh = wg
olacak sekilde bir h dogrusu vardir. Farz edelim ki w bir AK- diizlem homomorfizmi
olsun. h = L(P, g) olsun. Bu takdirde wP I wh, wg ve whl|wg dir. Yani wh = wg dir.
Sonu¢ 3.1.22: Herhangi bir komsuluk doniisimii nondejeneredir. Boylece bir AK-
diizleminde herhangi bir noktadan gecen ikiser ikiser komsu olmayan en az 3 dogru

vardir ve herhangi bir dogru lizerinde de ikiser ikiser komsu olmayan 3 demet vardir.

Ispat: x:V — V* komsuluk doniisimii (Onerme 3.1.10 geregi V Klingenberg
diizleminin yap1 doniisiimiidiir ve herhangi bir yap1 doniisiimii de Klingenberg diizlem
homomorfizmidir.) bir afin diizlem oldugundan herhangi bir noktasindan en az 3 dogru
gecer, bu dogrularin her biri de V de ikiser ikiser komsu olmayan ii¢ farkli dogrunun
goriintlisti olarak alinabilir. Dolayisiyla V nin k komsuluk doniisiimii ile P noktasina
doniisen bir noktasindan ikiser ikiser komsu olmayan en az 3 dogru geger.

Onerme 3.1.23: AK- (PK-) diizlemlerinin siifi AK- (PK) diizlem homomorfizmleri ve
onlarin birlesimleriyle birlikte bir A kategori (bir V kategori) bigimlendirir. A* (V*) alt
kategori gosterir ki elemanlari afin (projektif) diizlemlerdir. 4 0 A —A
(EIV: v — 17) kapsama ile tanimlanan functor olsun. Eger V bir AK- (PK-)
diizlemi ise bu takdirde (x,V*) S A ya gére V nin (¢'V ye gore) bir iiniversal
dontistimdiir.

Onerme 3.1.24: Bir V AK- (PK-) diizlemini onun V* gross yapisina gotiiren ve AK-
(PK-) diizlem homomorfizmi w y1 onun gross doniisiimii w* a gotiiren ¢4 : A—A*
déniisiimii bir functordur ve ¢'A (S'V) nin sol adjointidir.

Sonu¢ 3.1.25: Afin (projektif) diizlemler kategorisi (sinifi) AK- (PK-) diizlem
kategorisinin bir alt kategorisidir ve yansitict ¢4 funktoriidiir (¢v funktoriidiir) .

Tamm 3.1.26: %A funktoruna (V ) A min gross funktoru denir.
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3.2 Tiiretilmis Afin Klingenberg Diizlemleri

Bu kisimda bir PK- diizleminden bir AK- diizlemi elde edilecektir ve bu yap1 asagidaki
gibi kurulacaktir:

Yapi 3.2.1: (V,~ ) nin bir PK- diizlemi olsun. V nin g ye yakin olan biitiin noktalar1 ve
V nin g ye komsu olan biitiin dogrular ¢ikarilarak elde edilen geometrik yap1 A(V, g)
ile gosterilsin. V de h, k ve g nin ortak bir noktast var oldugunda A(V,g) nin k ve h
dogrulart paralel kabul edilsin ve bu durumda h || k yazilsin yani A(V,g) nin dogrulari
arasinda tanimlanan bu paralellik bagmntisi || ile gosterilsin. A(V,g) nin dogrulart ve
noktalari iizerinde “o ““ bagintis1 agagidaki gibi tanimlansin:

A(V,g)dePoQ < Vde P~QveP,Q * g dir.

A(V,g)dehok © Vdeh~kvehk +~ gdir.

Onerme 3.2.2: V bir PK- diizlemi ve g, V nin bir dogrusu olsun. Bu takdirde yukaridaki
gibi tanimlanan (A(V, g),||,0) bir AK- diizlemidir. Herhangi bir w: V— V' grossly
1-1 PK- diizlem homomorfizmi, bir w,:A(V,g) — A(V’, wg) grossly 1-1 AK-diizlem

homomorfizmine indirgenir.

ispat: A(V,g) nin bir geometrik yap1 oldugu goriiliir ve g ye kosu olmayan her bir
dogru g yi bir tek noktada kestiginden yukarida tanimlanan || bagmtist bir denklik
bagintisidir. Buna paralellik bagintis1 denir. P ve h A(V,g) nin bir noktasit ve bir
dogrusu olsun. Bu takdirde P ~ (h N g) oldugundan P, V de g nin yakini degildir.
Boylece V de P ve h N g yi birlestiren bir tek m dogrusu vardir ve P I m oldugundan
m ~+ g dir; 6yle ki m, A(V,g) dedir ve m, A(V,g) nin P den gecen ve h ye paralel
olan tek dogrusudur. (A(V*,kg), ||, ) nin bir afin diizlem oldugu gdzlenir.

k:V — V* V nin bir komsuluk doniisiimii iken biitiin P noktalar1 ve g dogrulari i¢in
aP = kP ; ag = kg olacak sekilde a:A(V,g) — A(V*, kg) tanimlansin. @ nin iyi
taniml1 oldugu gozlenir.

Eger aP # aQ ise bu takdirde kP # kQ olacagindan P ve Q dan gecen V nin bir tek
m dogrusu vardir. P I m oldugundan m ~+ g dir. Bu yiizden m, A(V,g) nin P ve
Q noktalarin1 birlestiren tek dogrusudur. Eger ah ve ak bir tek noktada kesisiyorsa

kh # kk dir ve V* 1n kh ve kk tzerindeki tek noktasi olan kP,xg nin iizerinde
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degildir. Boylece V nin k ve h lizerindeki tek Q noktas1 g ye yakin degildir ve A(V, g)
dedir. Eger A(V, g) de |[hnk| = 0 ise bu takdirde V de h ~ k dolaysiyla ah || ak dir
yada (hnk) =g vex(hnk)Ikg; bu yizden de ah | ak dir. Ayrica herhangi bir
dogruya o baglantili hi¢bir nokta bulunmadigindan biitin P, Q noktalar1 ve h,k
dogrular1 i¢in ;

PoQeP~Q ©aP =aQ ve

hoke h~k e ah = ak dir.

Boylece (A(V, g), ||, 0 ) bir AK-diizlemidir.

w: V— V' bir grossly 1-1 PK- diizlem homomorfizmi olsun. w* 1-1 oldugundan w*,
A(V*, kg) nin nokta ve dogrularim1 A( (V")*, k'w(g) ) nin nokta ve dogrularina gotiirir
ve w, A(V, g) nin nokta ve dogrularint A(V', w (g)) nin nokta ve dogrularina gotiirtir.
Eger A(V,g) de h|| k ise bu takdirde g nin tizerindeki noktalar w(g) nin iizerine
gideceginden A( V', w(g) ) de wh || wk elde edilir. A(V, g) nin biitiin P noktalar1 ve h
dogrular1 igin wy : A(V,g) — (V',wg) donisimi w,(P) = wP; wy(h) = wh
seklinde tamimlanir. w, komsuluk bagmntisim korudugundan w,; komsuluk bagintisini
korur. Simdi w, nin grossly 1-1 AK- diizlem homomorfizmi oldugu agiktir.

Tammm 3.2.3: V bir PK-diizlemi ve g V nin bir dogrusu olsun. Yukaridaki gibi
tanimlanan A(V, g) yapisina (V, g) den tiiretilmis AK- diizlemi denir.

Eger w:V— V' bir grossly 1-1 PK- dizlem homomorfizmi ise

wg:A(V,g8) — A(V', wg) doniisiimiine w dan tiiretilmis doniisiim denir.

3.3 Sayisal Sabitler ve Grossly 1-1 Carpanlara Ayirma

Bu kissmda AK (PK)- diizlemleriyle ilgili bazi doniisiimler ve sayisal ozellikler
incelenecektir.

Onerme 3.3.1: w:A — A’ bir nondejenere afin diizlem homomorfizmi olsun. Bu
takdirde w bir gommedir. Yani w 1-1 dir ve ilizerinde olma, paralellik, komsuluk
bagintilarin1 korur ve yansitir.

Ispat: A nin paralel olmayan g, h dogrularmi alalim. Bu takdirde |g N h| = 1 dir. g
dogrusu h ye paralel her dogruyla kesisir. Bu yiizden wg , wL(P, h) bigimindeki her

dogruyla kesisir. Boylece 6nerme 3.1.21 geregi wg , wh ye paralel olan her dogru ile
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kesisir. A nin goriintiileri A’ nde dogrudas olmayan P,Q,R noktalarini alalim. Bu
takdirde wg, wL(P,h) , wL(Q,h) ve wL(R,h) dogrulariyla kesigir. Bu dogrulardan en
az ikisi farklidir. Boylece wg tciine birden paralel olamaz. Bu yiizden wg , wh ye
paralel degildir. P, R farkli noktalar olsun ve k = PR alalim. wQ , wk nin iizerinde
olmayacak sekilde bir Q noktasi alalim. Bu takdirde QP, QR ye paralel degildir. Bundan
dolay1 wP # wR dir. Béylece w , noktalar kiimesi iizerinde 1-1 dir. Onerme 3.1.21
geregi w lizerinde olmay1 yansitir ve dolayisiyla dogrular {izerinde de 1-1 dir.

Eger wg || wh ise bu takdirde ya wg = wh dir ve bu yiizden de g || h dir ya da
lwg N wh| =0 dir. Dolayisiyla |g N h| = 0 dir ve g || h dir. Boylelikle w 1-1 dir ve
izerinde olma ve paralellik bagintisini yansitir. Bu ylizden w bir gdmmedir.

“ Sayis1” ibaresi “kiimenin kardinalitesi” anlaminda kullanilacaktir.

w: V— V' nin nondejenere bir AK- (PK-) diizlem homomorfizmi oldugu kabul
edilsin. Burada w , w = w" 0 seklinde 6yle bir ¢arpanlara ayirma yapilacak ki 6, 1-1 ve
orten olsun ve w’’ grossly 1-1 olsun. Once ¢@":V — V" yap1 doniisiimii ile bir
(V| ,0) AK- diizlemi ((V,0) PK-diizlemi) insa edilir. V"' bir afin diizlem olsun ki
onun nokta ve dogrular1 V* 1 nokta ve dogrularinin w* altindaki goriintiileridir ve I, || ,
~ bagmtilar1 (|, ~ bagintilar1) (V')* dan indirgenmistir.

w: V' — V"

kP,kg — w'kP,w'kg = k'wg

Bir ¢':V— V" donisimii biitin  Q noktalar1 ve biitin h dogrulart igin
¢"Q =k'wQ ve ¢''h = k'wh olarak tanimlansin. Eger Q, P noktalar1 V nin noktalari
iseler QoP & ¢"Q =¢"ve eger g,h dogrular1 V nin dogrular1 iseler
goh & ¢"g = ¢"h seklinde tanimlansin.

V- V — V)y=v"

Q,h — wQ,wh — k'wQ ,k'wh

Bu takdirde kapsamayla 6:(V,|,~) — (V,]|,0) (6: (V,~) — (V,0))
tanimlansin ve " : (V,]||,0) = V' (w": (V,0) — V' ) doniisimi biitin Q
noktalar1 ve biitiin A dogrular i¢in w"'Q = wQ ; w"h = wh olarak tanimlansin. Buna
gore w" 0 ya, @ min grossly 1-1 carpanlara ayrilmasi ve @'’ ne de w nin grossly 1-1

¢arpam denir.
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Onerme 3.3.2 : w : V— V' bir nondejenere AK (PK) -diizlem homomorfizmi olsun.
Bu takdirde yukaridaki gibi tanimlanan 6 doniisiimii 1-1 ve orten AK (PK)-diizlem
homomorfizmidir. Yukaridaki gibi tanimlanan ' bir grossly 1-1 AK (PK)-diizlem
homomorfizmidir. w = 0”6 ve ~ S o dur. Eger w bir AK- diizlem homomorfizmi ise
bu takdirde 6 = 1, dir.

Ispat: ® komsuluk bagmtismi  korudugundan ~ <€ o dir. (V,]||,0) nmn
((V,0) nin) yukarida tanimlanan ¢"" doniisiimii ile birlikte bir Klingenberg diizlemi
oldugunu gosterilmelidir.

V N VI N (Vl)* — VII

n

@

9"'P#+¢"Q > Kk'wP # KwQ = wP # wQ = P # Q olur. Boylece V' de P ve Q
dan gecen bir tek dogru vardir (i saglandz).

@' gve @"h,V" de bir tek noktada kesissin. Bu durumda

lo"g N @"h | =1

= |[K'wg N K'wh| =1

= |wg N wh| =1

= |gn h| =1olur.

Bu durumda g ve h de V nin bir tek noktasinda kesisir (ii saglandi).

Eger V de,

lgn h| =0ise |wg N wh| =0

= |k'wg N k'wh| =0

= K'wg || k'wh = @"g | ¢"h dir (iii sagland1).

PoQ ©& P~Q < @"P = ¢"Q dir. (ivsaglandi)

goh © g~h © ¢"g = ¢"hdir. (vsaglandi)

Boylece (V,]||,0) , ¢" dontsiimii ile birlikte bir AK- diizlemidir w"’ bir grossly 1-1

Klingenberg diizlem homomorfizmidir.

n

0 1)
W~ = (V,|l,0) — V'
- J
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6 bir 1-1 ve orten Klingenberg diizlem homomorfizmidir ve w" 8 = w dir.

Eger w bir AK- diizlem homomorfizmi ise w gross doniisiimii Onerme 3.3.1 geregi 1-1
dir. Boylece 68 = 1, dir.

Teorem 3.3.3: w: V— V' bir nondejenere AK- (PK-) diizlem homomorfizmi olsun.
P I g olacak sekilde V nin bir P noktasi ve bir g dogrusu alinsin. g ilizerinde w ile wP
ye doniisen u tane noktanin var oldugu farz edilsin. Q I h olacak sekilde herhangi bir Q
noktas1 ve herhangi bir h dogrusu alinsin. Bu takdirde h iizerinde wQ ya doniisen u tane
noktast ,V nin wQ ya doniisen u? tane noktas1 , Q dan gecen wh ye doniisen u tane
dogrusu, V nin wh ye doniisen u? tane dogrusu vardir. Eger V bir AK- diizlemi ise wh
ye doniisen u tane dogru h ye paraleldir. Eger u # 1 ise bu takdirde u, (V')* da
kapsanan ve de nokta ve dogrulari (w* altinda ) V* 1n nokta ve dogrularinin goriintiileri

olan afin (projektif) diizleminin mertebesi olan w sayisina esit ya da ondan biiyiiktiir.

Ispat: Q I h seklindeki her Q, h nokta ve dogru ikilisi igin h iizerinde olup w ile wQ ya
doniisen noktalarm sayis1 u(Q, h) olarak tammlansin. Onerme 3.1.21 asagida tekrar
tekrar kullanilacaktir.

Once V nin bir AK- diizlemi ve w nim grossly 1-1 ve nondejenere oldugunu kabul
edilsin. Q I h, k ve j, Q dan gecen j + h, k olsun. Bu takdirde w grossly 1-1 oldugundan
u(Q, h) nin, w ile wj ye doniisen j dogrusuna paralel dogrularin sayisina esit oldugu

aciktir ( Bkz. Sekil 3.2)

jye _
paralel w)
U tane e

dogru

wh wk

Sekil 3.2 : Ayni1 komsuluktaki dogrularin w altindaki goriintiisti
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Bu yilizden simetriden u(Q,h) = u(Q, k) dir. Dolayisiyla Q I h olugundan u(Q,h), h
den bagimsizdir. R +~ Q olacak sekilde R,Q noktalari alinsin ve j = RQ olsun.
Qlh; RIk ve h k + j olacak sekilde h, k dogrulart alinsin. Yukaridakine benzer bir
tartisma ile u(Q ,h) = u(R, k) oldugu goriiliir. Béylece Q I h oldugundan u(Q, h), Q
ve h den bagimsizdir. u(P,g) alalmQ I h ; h ~+ j olsun.j fizerinde olup w@ ya
doniisen u tane J noktanin her biri i¢in h ye paralel olan ve wh ye déniisen bir L(J, h)
dogrusu vardir. Bu u tane dogrunun tiimii farklidir ve bu dogrularin her biri iizerinde
wQ@ ya doniisen u tane nokta vardir. Bu u? tane noktanin tamam farkhidir ve wQ ya
doniisen herhangi bir nokta bunlardan biridir. Bundan dolay1 V nin u? tane noktas1 wQ

ya dontisiir ( Bkz. Sekil 3.3)

u tane L(J,h)
wh

W]

J uzerinde u tane J nokta

wR ye doniisiir.

Sekil 3.3 : j dogrusu iizerindeki u tane noktanin w altindaki goriintiisii

QIh ve RIh ; R+ Q olsun. j,R den gecen ve j +~ h seklinde bir dogru olsun.
j lizerinde wR ya doniisen u tane J noktasi ve wh ye doniisen u tane Q] dogrusu vardir.
wk = wh olacak bigimde Q dan gegen herhangi bir k dogrusu j ye yariparalel degildir.
Dolayisiyla k,j yi wR ye doniisen bir K noktasinda keser. Bu yiizden Q dan gegen wh
ye doniisen tam olarak u tane dogru vardir. j izerinde wR ye doniigen u tane nokta var
ve her birinden gegen wh ye doniisen u tane dogru vardir. Bu u? dogrularin hepsi
farklidir ve w nin wh ye doniistiirdiigli herhangi bir dogru onlardan biridir.
QlhveQlIj;j ~ holsun. j iizerindeki wQ ya doniisen u tane J noktasinin her biri

icin wh ye doniisen L( J, h) dogrusu vardir ve bu u tane dogrunun tamamu farklidir. wh
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ye doniisen h dogrusuna paralel olan herhagi bir dogru j ye yariparalel degildir ve j ile
goriintiisii wQ olan bir noktada kesisir. Dolayisiyla wh ye doniisen h ye paralel olan u
tane dogru vardir. u # 1 ve hve k nin wk = wh olacak sekide farkli paralel dogrular
olduklarini varsayilsin (Bkz. Sekil 3.4).

h k

wh

Sekil 3.4 : h ye paralel olan dogrunun w altindaki goriintiist

J, k ye yariparalel olmayan bir dogru olsun. R = kN j alalim ve w, noktalar1 ve
dogrulart ( w* altinda ) V* in noktalar1 ve dogrularinin goriintiileri olan afin diizlemin
mertebesi olsun.

w: Ve — (V)

w Ve k' niin ikisi de nondejenere ve w*k = k'w oldugundan w*kh tizerinde olup, w*kR
ye esit olmayan her bir w*kS goriintii noktasi igin h iizerinde w*kH = w*kS olacak
sekilde bir H noktast vardir ve Rve H den gegen tek bir RH dogrusu vardir.
( Bkz. Sekil 3.5)

*

Vde) ——bs (V'da) ——s (V')da

TN R KHf Kj
I

Sekil 3.5 : RH dogrusunun w*k altindaki goriintiisii
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Bu w — 1 tane dogrunun tamamu farklidir. |h N k| = 0 oldugundan higbiri k ye esit
degildir, fakat onlarin tamami wk ye doniisiir, dolayisiyla u = w dir,

Onerme 3.3.1 geregi herhangi bir nondejenere AK- diizlem homomorfizmi grossly 1-1
dir. Eger w , bir nondejenere PK- diizlem homomorfizmi olsugunda w'' @ ile w nin
grossly 1-1 garpanlara ayrilmasi gosterilecek (w = w"'8). g, g',g"" dogrularmin kg,

k'g, k"' g gorintiileri w* da nondejenere bir liggenin kenarlar1 olsun. w'" den indirgenen
ve tanim bolgeleri A(V, g),A(V,g") ve A(V,g'") olan homomorfizmleri kullanarak ve
de AK- diizlem homomorfizmleri igin yukarida verilen sonucu kullanarak bu teoremin
w'" ve dolayistyla w igin gegerli oldugu kolayca goriiliir.

w: V-V’
wg:A(V,g8) — AV, wg)

'yt ANV,g) — AV, 0'g')

" gt AV,g") = AV, 0" g")

Tanim 3.3.4: ® : V— V' bir nondejenere Klingenberg diizlem homomorfizmi olsun
ve u ile w teorem 3.3.3 de verildigi gibi olsunlar. Bu takdirde u ya w nin derecesi ve w
ya w nin dagilmasi (dispersiyonu ) denir.

Tanmm 3.3.5: V bir Klingenberg diizlemi olsun. V nin komsuluk doniisiimiiniin
mertebesine V nin derecesi ve V nin gross doniisiimiiniin mertebesine V nin mertebesi
denir.

Sonu¢ 3.3.6: Eger V, r mertebeli ve t dereceli bir AK- (PK-) diizlemi ise bir noktaya
komsu olan t? tane nokta, bir dogruya komsu olan t? tane dogru vardir. Eger V de Plg
ise g lizerinde P ye komsu olan t tane nokta ve P den gecen g ye komsu olan ¢t tane
dogru vardir. Ayn1 zamanda bir noktadan gegen 7.t + t dogru, bir dogru iizerinde 7.t
nokta (r.t + tnokta ) , V de r2.t? nokta (r?.t? + r.t? + t? nokta), r2.t*+r.t?
dogru (r2.t? + r.t* 4+ t? dogru) vardir. Eger V bir AK-diizlemi ise bir dogruya
paralel ve komsu t tane dogru ve bir paralel sinifinda r. t tane dogru vardir. Eger t # 1
ise bu takdirde t > r dir.

Onerme 3.3.7: Eger V, r mertebeli ve t dereceli bir PK- diizlemi ve g V nin bir

dogrusu ise bu takdirde A(V, g) AK- diizlemi r mertebeli ve t derecelidir.

24



Ispat: Onerme 3.2.2 ve A(V,g) nin kurulusundan agiktir. V de her dogru iizerinde
r + 1 nokta var oldugunda A(V, g) de ( P noktas1 ve ona yakin noktalar atildigindan)
her dogru iizerinde r tane nokta vardir. V de her noktadan r + 1 tane dogru gectiginden
A(V,g) de (g ve g ye komsu olan noktalar atildigindan) her noktadan r tane dogru
geger. V de toplam dogru sayisi ve toplam nokta sayis1 72 +1r + 1 olup A(V,g) de
toplam toplam dogru sayis1 r% + r ve toplam nokta sayis1 72 dir. Béylece A(V, g) afin
diizlemi de r mertebeli ve t derecelidir. (Bkz. Sekil 3.6)

(V de) (A(V,g) de)

Sekil 3.6 : PK- diizleminde g ye komsu olan dogrular atildiginda elde kalan dogrular

Onerme 3.3.8: Eger V bir projektif diizlem ve w:V — V' bir nondejenere PK-
diizlem homomorfizmi ise bu takdirde w bir gémmedir ya da w nin derecesi sonlu
degildir ve dolayisiyla V de sonlu degildir. Eger V bir afin diizlem ve w:V — V' bir

nondejenere AK- diizlem homomorfizmi ise bu takdirde w bir gdmmedir.

Ispat: Oncelikle V nin bir projektif diizlem oldugunu varsayalim. Eger w nin derecesi 1
ise bu takdirde w birebirdir ve Onerme 3.1.21 geregi w bir gdbmmedir. @ nin “u”
derecesinin birden biiylik oldugunu kabul edelim ve wh = wk olacak sekilde farkl
h, k dogrulari alalm. H I k ; K1k wH + wK olsun dyle ki wQ ~ wH olacak sekilde
QI h,k noktast wR ~ wK olacak sekilde hicbir R I h,k noktasi yoktur. (Eger
wQ ~ wH olacak sekilde Q I h, k noktasi olsaydi h ~ HK~ k ve QH ~ h~ k olurdu.)

w Ve k' nondejenere olduklarindan H ve K noktalart vardir. k lizerinde wk ye doniisen

u tane S noktas1 vardir. Bu u tane SH dogrunun tamamu farklidir ve hicbiri h ye esit
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degildir. Onlarin hepsi wh ye doniistiiklerinden u > u + 1 dir. Boylece u sonlu
degildir ve dolayisiyla V de sonlu degildir. Eger V afin diizlem ise, bu takdirde 6nerme
3.3.1 geregi w nin gross doniigiimii bir gdmmedir.

Sonuc¢ 3.3.9: Her nondejenere AK- diizlem homomorfizmi (tanim bdlgesi sonlu olan

her nondejenere PK- diizlem homomorfizmi) grossly 1-1 dir.

Ispat: V bir AK- diizlemi (V bir sonlu PK- diizlemi) olsun. w, nondejenere AK- diizlem
homomorfizminin gross doniisimii w*: V* — (V')* bir gomme oldugundan 1-1 dir.
Dolayisiyla w da grossly 1-1 dir.

Onerme 3.3.10: V bir Klingenberg diizlemi P,Q V nin |P v Q| = 0 bigimindeki
noktalart olsun. Bu takdirde |BV P|+# 0 ve |BV Q| # 0 olacak sekilde B ~ P,

B ~ Q ozelliginde bir P noktas1 vardir.

Ispat: P ~ Q dur. Aksi halde |P v Q| # 0 olurdu. lk olarak V nin bir AK- diizlemi
oldugu kabul edilsin. TI,2 nin komsu olmayan demetleri olsun ve
B =LMPTI)NL(Q,Y) olsun. QeXvePel olup Bel veBelX oldugundan
B ~ P,Q olur.

V bir PK- diizlemi olsun. k, P ye yakin olmayan bir dogru olsun. K ,K ', k nin komsu
olmayan noktalari ve B = PK N QK'olsun. B ~ P, Q oldugu goriiliir.

Onerme 3.3.11: w: V— V' bir grossly 1-1 Klingenberg diizlem homomorfizmi
olsun. Eger P ile Q, V nin noktalari iseler bu takdirde wP ~wQ < P~Qve gileh

V nin dogrulart iseler bu takdirde wg ~ wh < g ~ hdir.

3.4 Hjelmslev Diizlemleri

Bu kisimda Hjelmslev diizlemleri ile ilgili temel bazi bilgiler verilecektir.

Tamim 3.4.1: A bir AK- diizlemi olsun. A asagidaki sartlart sagladiginda A ya bir afin
Hjelmslev diizlemi ya da AH- diizlemi denir.

AH1) P ~Qise |P Vv Q| > 1dir.

AH2) g ~hise |g Nnh| # 1dir.

Tammm 3.4.2: V bir PK- diizlemi olsun. V asagidaki sartlar1 sagladiginda V ye bir

projektif Hjelmslev diizlemi ya da PH —diizlemi denir.
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PH1) P ~Qise [PV Q| > 1dir.
PH2) g ~hise |g N h| > 1dir.

Tamim 3.4.3: A Klingenberg diizleminde g ~h; PI1g,h ; QI gve Q~Piken QI h
sart1 saglantyorsa A Klingenberg diizlemine liniformdur denir.
Onerme 3.4.4: V, r = t olacak sekilde r mertebeli ve t dereceli bir sonlu Klingenberg

diizlemi olsun. Bu takdirde V bir iiniform Hjelmslev diizlemidir.

Ispat: P noktasi, P ye komsu fakat P den farkli t? — 1 tane noktanin her birine bu
dogrularla birlestirilir ki bunlarin sayisi t den az veya t ye esittir. V, t dereceli
oldugundan bir noktaya komsu olan t? tane nokta ve ( P noktas: hari¢) t? — 1 tane
noktaya birlestirilir. P den gecen (r + 1).t dogrunun her biri bu noktalarin tam olarak
(t — 1) tanesinden gecer. Dolayisiyla (r + 1).t.(t—1) < t.(t2—=1) dir. r = ¢t
oldugundan P noktasi tam olarak t tane dogru ile P ye komsu olan fakat P ye esit
olmayan tam olarak t? — 1 tane noktanm her biriyle birlestirilir. Eger V bir PK-
diizlemi ise dual tartima gosterir ki her bir h dogrusu, h ye komsu olan fakat h ye esit
olmayan t? — 1 tane dogrunun her biriyle tam olarak t tane noktada kesisir ( V, t
dereceli oldugundan bir dogruya komsu olan t? tane dogru vardir, kendisi harig¢ t? — 1
tane dogru ile kesisir.) .

Simdi V nin bir AK- diizlemi oldugunu varsayalim. h, V nin bir dogrusu olsun. h
dogrusu h ye komsu olan fakat paralel olmayan t.(t — 1) tane dogrunun her biriyle “t”
ye esit ya da ondan daha kiigiik bir say1 kadar noktada kesisir. h nin r.t noktalarinin her
biri bu dogrularin tam olarak t—1 tanesinin {izerindedir. Bundan dolay1
r.t.(t —1) <t?.(t—1) dir. r = t oldugundan h dogrusu, h ye komsu olan fakat
paralel olmayan dogrularin her biriyle tam olarak t tane noktada kesisir. Ayrica h, h ye
paralel olan fakat esit olmayan herhangi bir dogru ile kesismez.

V, AK- ya da PK- diizlemlerinin her bir dogrusu iizerinde birden fazla nokta
oldugundan ve V nin her noktasindan birden fazla dogru gectiginden V nin Hjelmslev
diizlemi oldugu kolayca goriiliir. Eger g~h ; Pl h,g; Qlg Q ~ P ise bu takdirde
g = hyada g ve h tam olarak t tane noktada kesisir. Dolayisiyla onlar Q I h ve P ye

komsu olan g tizerindeki tiim noktalarda kesisirler. Bu yiizden V uniformdur.

27



Onerme 3.4.5 : Eger V bir projektif Hjelmslev diizlemi ise ve g V nin bir dogrusu ise

bu takdirde A(V, g) bir afin Hjelmslev diizlemidir.

Ispat: A = A(V,g) alinsin. Onerme 3.2.2 geregi A bir AK-diizlemidir. Eger P, Q A nin
komsu noktalari iseler bu takdirde V de P ve Q dan gecen birden fazla h dogrusu vardir.
V de P,Q I h olsun. P # g oldugundan h + g dir. Boylece A da P,Q [ h ve bu
yiizden de A da AH-1 sart1 gecerlidir.

A da k ~ m olsun, bu takdirde V de de k ~ m dir. Boylece V de |k N m| > 1 dir. Eger
k = m ise bu takdirde A da |k n m| > 1 dir. kK # m kabul edilsin. V de H I k, m olsun.
Bu takdirde iki dogru lizerindeki her nokta h ye komsudur; 6yle ki H # g ise A da
|k Nm| =0 dir ve eger H * g ise A da |k nm| > 1 dir. Dolayisiyla A bir AH-

diizlemidir.

3.5 Boliim Diizlemleri ve Goriintii Diizlemleri

Bu kisimda boliim diizlemleri ve goriintii diizlemleri ile ilgili bazi temel bilgiler
verilecektir.

Tamm 3.5.1: w:V— V' bir nondejenere AK- (PK-) diizlem homomorfizmi olsun.
(#,2,1) V nin bir geometrik yapisi olsun. V; ,{ wP , P €  } noktalar kiimesine ve
{ wg,g € g } dogrular kiimesine sahip olsun. V;,1,| ve ~ (I,~ ) bagmtilarina sahip
olsun ki bunlar V' nin { wP,P € } noktalarina ve {wg,g € g } dogrularna
kisitlanmiglaridir. V; ye w nmin goriintii diizlemi denir. Eger P, V nin bir noktasi ise wP
ye w nin bir goriintii noktasidir denir. Eger g, V nin bir dogrusu ise wg ye w nin bir
goriintli dogrusudur denir.

Onerme 3.5.2 : w: V— V' bir nondejenere AK- (PK-) diizlem homomorfizmi olsun.

w nin goriintii diizlemi bir AK- (PK-) diizlemidir.

Ispat: V nin bir AK- diizlemi oldugunu ve K'wg nin K'wh yi bir tek noktada kestigini
kabul edilsin. Goriintii diizleminde bu ikisinin {izerinde olan bir noktanin var oldugunu
gosterilmelidir.

[V V' W) /Vo VT = (V)
w K K w
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K'wP + k'wQ olsun. w*x = k'w oldugundan w*kP + w*kQ dur. Bu durumda
kP + kQ ve dolayisiyla P + Q dur. Boylece P ve Q dan gecen bir tek g dogrusu
vardir. V' bir AK- diizlemi olup goriintii diizleminde wP ve w@Q yu birlestiren tek dogru
wg dogrusudur (i saglandu).

k'wg ve k'wh bir tek noktada kesissin. w*k = k'w oldugundan k'wg + k'wh ifadesi
w*Kg + w*Kh olmasini gerektirir. Bu yiizden de k g + K h dir. Bundan dolay1 g, h yi
bir tek Q noktasinda keser. V' bir AK- diizlemi oldugundan goriintii diizleminde wh ve
wg nin her ikisi iizerinde olan tek nokta w@Q noktasidir ( ii saglandi).

lk'wg N Kk'wh| =0 olsun. w*k = k'w oldugundan |w*kg N w*kh| = 0 dir. Buradan
kg N kh| = 0 elde edilir. Bu takdirde |[gnh| =0 dir. V' bir AK- diizlemi olup
goriintli diizleminde wg || wh elde edilir (iii saglandi).

K'wP ~ k'wQ oldugundan w*kx = k'w olup w*kP ~w*kQ Yyu gerektirir. Bu takdirde
kP ~ kQ dur. Buradan da P ~ Q elde edilir. V' bir AK- diizlemi oldugundan goriintii
diizleminde wg = wh olur (iv saglandi).

K'wg ~k'wh oldugundan w*k = k'w olup w*kg ~w*kh olmasin1 gerektirir. Bu
takdirde kg ~ kh dur. Boylece P ~ Q elde edilir. V' bir AK- diizlemi oldugundan
goriintii diizleminde wg = wh olur ( v saglandi).

Tanim 353 w:V— V' | wV"— (V)" gross dontsimi ile birlikte bir
nondejenere  AK (PK-) -diizlem homomorfizmi olsun. V' nokta ve dogrulari
aP ={Q|wQ = wP},ag ={h|wh = wg} seklinde olan bir geometrik yap1 ve
L,A,|| ([,A)V  den indirgenmis  bagintilar  olsunlar (yani V"  de
aPlag < Vde QI h olacak sekilde Q € aP; h e ag vardir ve bunun gibi...). Bu
takdirde a: V. — (V",|,A) [a:V — (V",A) ] doniisiimiine @ nin boliim doniisiimii ve
V7 ,4) [(V",A) sistemine] sistemine de w nin boliim diizlemi denir.

Onerme 3.5.4: w:V — V' bir nondejenere AK- diizlem (PK- diizlem) homomorfizmi
olsun. w nin goriintii diizlemi AK- diizlemidir (PK-diizlemidir). Eger w bir AK- diizlem
homomorfizmi ya da bir grossly 1-1 PK- diizlem homomorfizmi ya da bir projektif
diizlem homomorfizmi ise bu takdirde w nin a:V — V" boliim doniisiimii bir 6rten
AK- diizlem (PK- diizlem) homomorfizmidir ve 8, = w olacak sekilde 6 :V" —» V'
bir gbmme vardir. Ayrica @ nin boliim diizlemi @ nin goriintii diizlemine izomorf

Klingenberg diizlemidir.
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Ispat: VaP € V" icin P € V dir. ve 8aP = wP dir. a nim 6rtenligi agiktir.
0:V">V' aP - wP,0aP = wP oldugu gbz 6niine alinarak

wP = wQ ise P~Q olacag goriilir. Dolayisiyla aP = «aQ dir. O halde 6 birebirdir.
VY wP €V'iginJaP € V" vardir ve 6aP = wP dir. Bu yiizden 6 ortendir.

Asagidaki gdsterim Onerme 3.5.6 nin ispatin1 ve ifadesini basitlestirmek igin verilmistir.
Gosterim 3.5.5: w:V — V' bir grossly 1-1 Klingenberg diizlem homomorfizmi olsun.
Q bir nokta ve h bir dogru olmak tizere Q I h ise h ninw ile wQ ya doniisen
noktalarinin kiimesi §(Q, h) ile ve Q dan ge¢ip w ile wh ye doniisen dogrularin kiimesi
y(Q, h) ile gosterilsin. Q I h, Q bir demet ve h demetler kiimesi olmak iizere w ile w@
ya doniisenlerin kiimesi 8 (Q, h) ile gosterilsin.

Onerme 3.5.6: w:V— W', w":V' — W' birer grossly 1-1 Klingenberg diizlem
homomorfizmleri olsunlar. V de PI1 g , §(P,g) olsun ve buna bagl olarak 6'(P, g)
yukaridaki gibi tanimlansin ( V de P1g,6'(P,g) ) . y(P,g) ve Y'(P,g) de benzer
sekilde tanimlansin. Eger P, g ¢ifti icin §(P,g) = 6'(P,g) yaday(P,g) =y (P,g)
ise bu takdirde w’ niin boliim doniistimi w nin bolim doniisimii ile aynidir; Gstelik w
nin gorintii diizlemi V ye veya 6(P, g) kiimesine ya da y(P, g) kiimesine izomorf

olarak belirlenir.

Ispat: Eger Q bir nokta ve h bir dogru ise @Q ve ah,Ttanim 3.5.3 deki gibi tanimlansin
ve ' niin terimleri a’Q ve a'h de benzer sekilde tanimlansin. Yani ;

aQ ={P|wQ = wP},ah ={g|wh = wg}

a'Q ={R|w'Q = w'R},a’h={k|wh = 'k} dir.

Ik olarak V bir AK- diizlemi olsun. Q bir nokta Q I h, k olsun ve j, j + h, k olacak
sekilde Q dan gegen bir dogru olsun. Bu takdirde w ile w’ grossly 1-1 olduklarindan
6(Q,h) = 8'(Q, h) olmasi igin gerek ve yeter sart y(r(j),j) = Yy (n(j),j) olmasidir.
Yani,

6(Q,h) ={P//PIlhvewQ = wP}=6(Q,h) ={P{IRIThvew'Q = 0'P &
y(@(),j) ={d ld; Im(j) ve od = wj =

Y (@(),)) ={dld; I n(j) ve w'd = w'j }dir.

w(P) = w(Q) ve w'(P) = w'(Q) dir.
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Dolayisiyla simetriden 6(Q,h) = 6'(Q,h) olmasi ig¢in gerek ve yeter sart
6(Q,k) = 6'(Q, k) olmasidir. R,Q; R ~ Q olacak sekilde noktalar olsunlar. j = RQ
olsun ve h,k Q1 h; R1kveh,k + jolacak sekilde dogrular olsunlar. Yukaridakine
benzer bir tartisma ile 6(Q,h) = §'(Q,h) & §(R, k) = &6'(R, k) oldugu goriiliir. Aym
zamanda y(Q,j) = Y'(Q,j) olmasi i¢in gerek ve yeter sartin §(R,k) =&'(R, k)
olmasidir. Bu takdirde y(Q,j) = y'(Q,j) olmast igin gerek ve yeter sart
6(m(j),go) = 6" (m(j), goo) olmasidir.
QIh oldugunu kabul edilsin. Hipotez geregi ya &(P,g)=46'(P,g) ya da
y(P,g) =y (P,g) dir. Yukaridaki benzer tartigmalar kullanilarak eger tanimli ise
6(Q,h) =8'(Q,h) oldugu gosterilir ve eger taniml ise y(Q,h) = y' (Q,h) oldugu
gosterilebilir.
h,j dogrular1 h + j ve Q noktasi, Q I h,j olacak sekilde olsunlar. Bu takdirde yukarida
gosterildigi gibi

h'ey (m(h),h),J I h've] € 6(Q,)) }
ozelligindeki ] noktalari ve h' dogrularticinR € §(J,h") dir.

aQ={R

_ { h' € y(m(h),h), JI h've] € §'(Q,)) 6zelligindeki
B J noktalari ve h' dogrulariicin R € y'(J,h') dir.

} =a'Q dur.

Onerme 3.1.21 geregi eger Q,H I h; Q + H ise bu takdirde aQ = a’Q ve aH = a'H,
ah = a'hyi gerektirir. Onerme 3.3.11 geregi P ve Q, V nin noktalar1 iseler bu takdirde
WP~wQ & P~Q < w'P~w'Q dir. V nin gveh dogrulart igin de benzer
ifadeler gecerlidir. Bundan dolayt w nin bolim doniigsiimii ' ninkine esittir. Teorem
3.3.5 in ispatinin son paragrafindaki benzer bir tartigma ile grossly 1-1 PK- diizlem
homomorfizmi igin benzer bir sonug gosterilebilir.

Simdi w ile w’ nin AK- diizlem homomorfizmi oldugu kabul edilsin. Q bir nokta
QI h,k olsun ve j,j + h,k olacak sekilde Q dan gegen bir dogru olsun. Kolayca
gosterilebilir ki §(Q,h), y(m(j),j) tarafindan tek olarak belirtilir. Ispatin geri kalan
kismu i¢in bu ilk kisimdakine benzer inceleme yapilabilir.

Sonu¢ 3.5.7: w:V — V' bir grossly 1-1 Klingenberg diizlem homomorfizmi olsun.
Eger P, V nin bir noktas: ise w goriinti diizlemindeki wP nin ters gorlintiisii

izomorfizm hari¢ P dir.

31



4. DUZLEMSEL SEXTERNARY HALKALAR ve MOUFANG KLINGENBERG
DUZLEMLERI

Bu bolimiin ilk kisminda bir M PK- diizlemi i¢in koordinatlama ve iiglii halkalar
faydalanilan kaynaklardaki bilgilerde baz1 kiigiik diizenlemeler yapilarak ele alinmistir.
Bu kaynaklarin baglicalar1 Stevenson (1972), Hughes (1973), Ciftci (1984), Keppens
(1988), Kaya (1992), Celik (1995) ve Akpinar (2007) ¢alismalaridir.

4.1 Diizlemsel Sexternary Halkalar

Bu kismda bir PK-diizlemini koordinatlamada kullanilacak bir cebir yapist ele
alinacaktir. Bu bilgiler Keppens (1988) ve Akpinar (2007) kaynaklarindan alinmistir.
Tammm 4.1.1: Eger A~B ve BId olacak sekilde bir BI g var ise A noktast d
dogrusunun yakinindadir denir ve bu durum A~d ile gosterilir.

Tamm 4.1.2: M = (¢, g, €, ~) bir PK- diizlem olsun. (0, X, Y, E) M nin bir baz1 (Yani
(w(0), w(X), w(Y), w(E)) kanonik goriintiisi M* projektif diizleminde bir tamdortgen)
olsun.

OY:=d, , OX:=d, , XY:=do, , XENnd;:=E, , YENd,: = Ey,
EiE, N d: = E, biciminde gosterilsin. (Bkz. Sekil 4.1.)

Sekil 4.1 : Tamdortgen
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H:={Neg|N€ d{,N ~Y}

Ii: ={N€H;|N~O0}ve H; kimesinin kardinalitesi k olsun (burada k sonsuz
olabilir). Ozel olarak 0 ve 1 i bulunduran ama oo semboliinii herhangi bir eleman olarak
kapsamayan kardinalitesi k olan bir R kiimesi alinsin. 1-1 ve 6rten bir 6: H; - R
fonksiyonu tanimlansin ve 0Ozel olarak 6(0) = 0 ve O(E;) = 1 olsun. Ayrica
0(1,) = R, denilsin (Burada R, < R oldugu agiktir). Boylece H; kiimesinin elemanlari
ile R kiimesi arasinda 6 yardimiyla bir esleme kurulmustur. Bu esleme yardimiyla M
nin nokta ve dogrular1 koordinatlanacaktir.

M nin koordinatlanmast:

) A€ d;— [Y] (Burada [Y] ile Y nin komsulugundaki noktalarin kiimesi
gosterilmektedir.) ve 8(A) = xise A = (0, x) alinsin.

i) Be d,—[X] olsun. E, + B oldugundan E,B dogrusu ve dolayisiyla
B' = Eo,B Nndynoktas1 iyi tammlidir. B +» X oldugundan B’ ~+ Y dir.
B’ = (0,x) koordinatina sahip ise B = (x,0) alinsin.

iii) C~ dy ise bu takdirde XC ve YC dogrularn C'= XC n d;, C" = YC N d,
noktalart iyi tanimlidir. C + do, oldugundan C'+~Y ve C'" + X dir. C' = (0,y),
C" = (x,0)ise C = (x,y) almsin. (Bkz. Sekil 4.2)

Sekil 4.2 : (x,y) noktasinin koordinati
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IvV) S€d, N [Y]igin S » E; oldugundan SE; dogrusu ve dolayisiyla
SI
SI

SE; Nnd, noktast iyi tamimlidir. S ~Y oldugundan SE;~d; ve S'~Odur.
(w,0) iken S = (o), olarak alinsin. Burada w € R, dir. (Bkz. Sekil 4.3)

Sekil 4.3 : (o0,,)( noktasinin koordinati

v) Tedyn[Y] igin TE, dogrusu ve T' = TE, Nd, noktas1 iyi tanimlidir.
T ~Y oldugundan T'~Y dir. T' = (00,), iken T = (o0,), alinsin. Burada z € R, dur.
(Bkz. Sekil 4.4)

Sekil 4.4 : (), noktasinin koordinati
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vi) U € [Y] iken OU ve XU dogrulariile U' = OU nd, ve U" = XU N d; noktalari
iyi tanimhidir. U ~Y oldugundan U'~Y ve de U” ~Y dir. U = (o0,), Ve
U" = (04), ise U= (o,), alinsin. Burada w,z € R, dur.

vii)  F €d, —[Y] olsun. Bu takdirde FE, dogrusu ve F' = FE, N d; noktas1 iyi
tanimlidir. F + Y oldugundan F' ~ Y dir. F' = (0,y) ise F = (y), alinsin.

viii) G €d, n[X] iken GE, dogrusu ve G' = GE, Nd; noktast iyi tanimlidir.
G ~ X oldugundan G' ~ Y dir. G' = (o0,), ise G = (0), alinsin.

iX) H~dy, ve H ~ Y olsun. Bu takdirde OH ve YH dogrular1 ile H' = OH Nnd, ve
H" = YH nd, noktalart iyi tamimhdir. H~d, oldugundan H''~ X dir ve H +Y
oldugundan H' ~ Y dir. H' = (y), ve H" =(0), ise H = (y), alinsin. Burada
Z € R, dir. Bu koordinatlamaya gore O = (0,0) , X = (0)y,Y = (904)o, E; = (0,1),
E,=(1,0),E, =(1),veE = (1,1) dir.

M nin dogrularinin koordinatlanmasi:

i) d, Y » d ozelliginde bir dogru ise A=dnd, Ve B =d nd;noktalart
iyi tanimhidir. Y » d oldugundan A,B ~ Y dir. A= (m), ve B =(0,k) ise
d = [m, k] alinsin. (Bkz. Sekil 4.5)

Sekil 4.5 : [m, k] dogrusunun koordinati
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i) d dogrusu, Y ~dved + d, ozelliginde bir dogru ise A=dnd, Ve
B = d Nnd, noktalar1 iyi tanimhdir. Y ~d ve d + d, oldugundan sirasiyla A ~Y ve
B » Xdir. A= (oc0,), ve B=(p,0) ise d=[p], alinsin. Buradan, n € R, dir.
(Bkz. Sekil 4.6)

Sekil 4.6 : [p],, dogrusunun koordinati

iii) d dogrusu, d~d,, ozelligindeki bir dogru ise A =d Nd; ve B =d N d, noktalar
lyi tamimhidir. A = (%0,), ve B = (0), ise d = [o04],, alinsin. Burada q,n € R, dir.

(Bkz. Sekil 4.7)

N
L
E, B = (0)3\\ X
N
Sekil 4.7 : [oo, ], dogrusunun koordinati
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Bu koordinatlamaya gére d; = [0]y , d, =[0,0] , de =[]y , XE =[0,1] , YE =
[1]o , E1E, = [1,1], EO0 = [1,0] dir.

Tanmm 4.1.3: Bos olmayan bir R kiimesi ilizerinde tanimh igcli islemler Ty, T, ... T,
olmak tizere (R, Ty, Ty, ... T,) (n + 1)-lisine n — Giglii yap1 denir.

Tanim 4.14: 01€ R ve O0=#1 olmak iizere bir (R, Ty, T, ..T,) igli
yapisinda asagidaki sartlar saglaniyorsa yapiya n — Ugli halka denir.

TR1) Ty, R X R X R lizerinde iyi tanimlidir.

TR2) Her a,b,c € R i¢inT;(a,0,c) = T,(0,b,c) = cdir.

TR3) Her a € R i¢in T;(a,1,0) = T,(1,a,0) = a dir.

TR4) Verilen Her a,b,c € R igin T;(a,b,x) = c olacak bigimde bir tek x € R
vardir.

n — Ucli halkasinda 0 ve 1 elemanlart tek tirli bellidir.

M Tanim 4.1.4 deki gibi bir R kiimesi yardimiyla koordinatlanmig bir PK- diizlemi
olsun. M deki iizerinde olma bagmtisti kullanilarak R iizerinde alti iiglii

islem asagidaki bicimde tanimlanir.

T,(x,y,z) =k & V(x,y,z) ERXRXRigin (y,2) € [x,k],
T,(x,y,z) =k & VY (x,y,z) €E Ry X R X R i¢in (z,y) € [k],,
T3(x,y,z) =k & V(x,y,2) €ER X Ry X R igin (zy) € [k, x],
T,(x,y,z) =k & V (x,y,2) €E Ry X R X Ry igin (¥), € [00k]x
Ts(x,y,z) =k & VYV (x,¥,z) € R X Ry X R igin (0,),, € [x]y

Te(x,y,2) =k © VYV (x,¥,2z) € Ry X Ry X Ry igin (00,,), € [00, ]

T, iyi tanimlidir. Ciinkii x,y,z € R ig¢in (y,z) ile (x), noktalarindan gecen dogru d,
dogrusuna komsu degildir ve d, ile arakesit noktasi bir tektir. Bu arakesit noktasi
(009)o @ komsu olmadigindan (0, k) koordinatina sahiptir. Yani k, tek tirli bellidir.
Ayni zamanda T; (R X R X R) € R dir. (Bkz. Sekil 4.8)
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Sekil 4.8 : T;’in iyi taniml1 oldugunu koordinat yardimiyla gosterme

T, T3, Ty, Ts igin de Sekil 4.8 dekine benzer sekiller cizilebilir.

T, iyi tanimhidir. Clinki x € Ry , ¥,z € R igin (y, z) ile (o0,), noktalarindan gegen
dogru d, ye komsu degil ve dolayisiyla d, ile arakesit noktasi bir tektir. Bu arakesit
noktast (0)y komsu olmadigindan (k,0) koordinatina sahiptir. O halde k tek tiirli
bellidir ve T,(Ry, X R X R) € R dir.

Ty iyi tanimhdir. Ciinkii (z),, ile (0,x) noktalarindan gegen dogru ile d,, arakesit
noktas1 bir tek olarak belirlidir. Bu arakesit noktasi (c0,), a komsu olmadigindan (k)
koordinatina sahiptir. Bundan dolay1 k tek tiirlii belirlidir ve T;(R X Ry X R) € R dir.
T, iyl tanimhidir. Cilinkii x,z € Ry,y € Ri¢in (y),,(04), noktalarindan gegen
dogru ile d, nin arakesit noktasi tek olarak belirli olup (0), ile komsu oldugundan
(0)x koordinatina sahiptir. Bu yilizden k tek tiirlii belirli olup T,(Ry X R X Ry) S R
dir.

Ts iyi tammhdir. Ciinkii y,z € R, , x € R, i¢in (0,),, ile (x, 0) noktalarindan gecen
dogru d. komsu degildir. Bu yiizden d, ile bu dogrunun arakesit noktasi bir tek
olarak belirlidir. Bu arakesit noktasi (00,), ile komsu oldugundan (oo;), koordinata

sahiptir. Bundan dolay1 k tek tiirlii belirlidir ve Ts(R X Ry X Ry) S R dir.
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T iyi tanimhdir. x,y,z € R, igin (,), ile (0), noktalarindan gegen dogru ile
d, arakesit noktasi bir tektir ve bu arakesit noktasi Y ile komsu oldugundan
(o0¢) koordinata sahiptir. Bu yiizden k bir tek olarak belirlidir ve Tg(Ry*Ro*xRy )E R
dir.

Sonug olarak (R, Ty, T, T3, Ty TsTs) 6 — lglii yapisidir. Bundan sonra bu yapi igin 6zel
olarak sexternary yapr ismi kullanilacaktir.

Tammm 4.15: Bir PK- diizleminden elde edilen sexternary halkasina bir

diizlemsel sexternary halkasi denir ve PRS ile gosterilir.

4.2 Moufang Klingenberg Diizlemleri

Bu boliimde Moufang Klingenberg diizlem tanimi verilecek ve lokal alternatif halkalar
ile koordinatlanan diizlemler hakkinda oOzet bicimde bazi bilgiler verilecektir. Bu
bilgiler i¢in Dugas (1978), Keppens (1988), Baker (1991), Celik (1995) galismalar1 esas
alinmustir.

Tamm 4.2.1: Bir M PK- diizleminde,

1) Herhangi iki noktay1 birlestiren en az bir dogru varsa M ye noktasal baglidir denir.

i) Herhangi iki dogrunun en az bir arakesit noktasi varsa M ye dogrusal baglidir denir.
M PK- diizlemi hem hem noktasal bagli, hem de dogrusal bagli ise Mye kisaca bagh
PK- diizlemi denir.

Tamm 4.2.2: Her A,B € ¢ igcin A ~ B ve B Id olacak sekilde bir B € g varsa A
noktasina d dogrusunun yakinindadir denir ve bu durum A~d ile gosterilir.

Tanim 4.2.3: “ Her AL BE€ % igin A+~ M, B~ M, A~+e, B~ e ozelligindeki M
noktasi i¢cin A,B,M dogrudas ise Ayt B ye doniistiren bir (M,e) — merkezsel
kolinasyon vardir.” sarti saglaniyorsa M ye (M, e) — geciskendir denir.

Tamm 4.2.4: M bir PK- diizlemi olsun. Eger her (M,e), Mle i¢in M, (M,e) —
gecisken ise M ye Moufang-Klingenberg diizlemi veya kisaca MK-diizlemi denir. M,
hem MK- hem de PH- diizlemi ise M ye kisaca MPH-diizlemi denir.

Onerme 4.2.5: M, bir MK- diizlemi iken M* kanonik gbriintiisii bir Moufang
diizlemidir.

Tanmim 4.2.6: Ozdeslikli bir alternatif halkanin birim olmayan elemanlarmin I kiimesi
bir ideal ise halkaya lokal alternatif halka denir.

Bir MK-diizlemi igin alternatif bir koordinatlama da asagidaki gibi verilmistir.
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M bir MK- diizlemi ve (O,E,U,V) M nin bir bazi, yani, (¥(O),¥Y(E),¥(U),¥(V))
kanonik goriintiisii M* da bir tamdortgen olsun. OF dogrusu d ile gosterilsin.
w:=dnUV,

H={Neg@|NId,N+~W},I={NIH | N~0}

olsun ve ozel olarak , 0: = 0 , 1: = E alinsin. Bu durumda M nin noktalar1 agsagidaki
gibi koordinatlanir:

d, = UV olsun. d nin {izerindeki d,, a yakin olmayan noktalar x € H olmak {izere

(x,x,1) ile koordinatlansin. w, z, g, n € I olmak lizere;

i) N + d ise,

(x,x,1) =NV nd,(y,y,1) = NUNndikenN = (x,y,1);

i) N~d. ,NV ise,

(1,2,1) = (NVNUE)O N EV,(1,y,1) = ON nEV iken N = (1,y,2)

1) N~V ise,

(1,1,z) =NUNnd, (w,1,1) = ON n UE iken N = (w, 1, z) olarak koordinatlansin.

M nin dogrular ise asagidaki gibi koordinatlanir:

i)c »V ise,

(1,m1)=(cndy,)0ONEV, (o,p,1) =cnOVikenc =[m,1,p];

i c~V, c+dyise,

(n,1,1) =(cndy)ONUE, (p,0,1) =cnOUikenc = [1,n,p];

i) ¢ ~ dy ise,

(1,0,9) = cnoU, (0,1,n) = cn OV iken c = [q,n, 1] dir.

Dogrularin konumuna gore lizerinde olma bagintis1 asagidaki gibidir:
c,y, DIm1l,pl®oy=xm+p
(Ly,z)Im1l,pl®ey=m+2zp

w,1,2z) ¢ [m,1,p]

,y, DI[l,nplex=yn+p
w,1L,2)I[1,n,plew=n+2zp
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(Ly,z) € [1np]
(Ly,2)I[gnllez=q+yn
w1,2)I[gnllez=wqg+n
(x,y,1) € [q,n,1]

Bu alt1 ¢ift gerektirmeden elde edilecek iiclii islemin (+) ile (.) ikili islemlerinin nasil
tanimlanacagi ve bu ikili islemlerin etkisiz elemanlarinin 0 ile 1 oldugu iyi
bilinmektedir.

Boylece dogrular , tizerindeki noktalarla birlikte asagidaki gibi verilebilir :

[m, 1L,p] ={(x,xm+p,Dlx € H}U{(L,zp+m,z|z€I)}
[Lnp]l={On+py DIyleM}U{(zp+n1,2) |z €]}
[a,n, 1] ={(L,y,yn+@ly € H}u{(w,1,wq+n)|wE [}

Bununla ilgili asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.7: M yukaridaki gibi koordinatlanmig bir MK- diizlemi olsun. Bu takdirde
(H , +, .) bir lokal alternatif halkadir ve I birimden farkli elemanlarin olusturdugu
idealdir. Ml de komsuluk bagintisi asagidaki gibi agagidaki gibi karakterize edilebilir :
(x1, %2, x3)~(y1, Y2, ¥3) @ x;—y; €1,i=1,2,3

[x1, %2, 3]~ [y, Y2, ¥3] © % —y; €1,i=1,2,3

Sonu¢ 4.2.8: Her lokal alternatif halkaya karsilik bununla koordinatlanan bir MK-
diizlemi vardir ve tersine her MK- diizlemine karsilik bir lokal alternatif halka

bulunabilir.
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5. SONUC

Klingenberg diizlemleri hakkinda bilinenler elbette ki bu tezde verilenlerden ibaret
degildir. Ayrica bu konularla ilgili arastirmalar yogun olarak devam etmektedir. Bu
yiikksek lisans tezinde Klingenberg diizlemlerini calisacak arastirmacilar igin temel

bilgiler diizenli ve tertipli olarak verilmeye calisilmistir.
Ileriki calismalarda bu konuda bilimsel katki saglayacak yeni buluslarda bulunmak

hedeflenmektedir. Simdilik bu ¢alisma bu konu ile ilgili merak edilenlere temel

olusturacak bilgileri icermektedir.
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