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Damisman: Prof. Dr. Basri CELIK

Bu doktora tezinde, bir dual lokal halka sinifi belirlenmis ve bu sinifa ait dual lokal
halkalar yardimiyla insa edilen projektif Klingenberg diizlemlerindeki bazi noktalarin
toplami ve ¢arpimi hem geometrik hem cebirsel olarak verilen tanim, teorem ve sonuclar-
la incelenmistir. Ayrica, toplama ve carpma islemleriyle 0zel olarak belirlenen kolinas-
yonlar arasindaki iligkiler aragtirilmagtir.

Geometrik bir yapiya uygun olan cebirsel yapiy1 bulmanin o geometrik konseptin “gercek”
dogasini agiga cikarttig1 sdylenir. Bu tezde de genel manasiyla geometrik bir yapi ile bu
yapinin cebirsel temeli arasindaki karsilik gelmelerin anlamu ve giizelligi one ¢ikartilmak-
tadur.
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ABSTRACT

PhD Thesis
ON PLANE CLASSES COORDINATED WITH SOME LOCAL RINGS
Abdurrahman DAYIOGLU
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In this doctoral dissertation, a dual local ring class has been identified and the addition
and the multiplication for some points of the projective Klingenberg planes that built by
the dual local rings of that class are examined both geometrically and algebraically with
given definitions, theorems and results. Also, the relation between the addition and mul-
tiplication operations and the specifically identified collineations are investigated.

It has been said that finding the right algebraic structure reveals the “true” nature of a
geometric concept. This thesis also put forward, in a general manner, the meaning and
the beauty of the correspondences between the geometric structures and their algebraic
foundations.
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arkadasim, saymn danmisman hocam miisfik Basri Celik ve moral, motivasyon kaynagi
sevgili esi Nisa Celik hocama derin siikran ve saygilarimi sunuyorum.

Kendimi bildim bileli vizyonu ile istikamet veren sevgili babama, dualarini tizerimden
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1. GIRIS

Genel kani olarak, matematikte uzmanlagsmak isteyen bir kisinin kendisine belirledigi
alanin en azindan bir konusunda derinlemesine caligma yapmas1 gerektigi bilinir. Ce-
bir, grup teori ya da halka teori gibi projektif diizlem de bu tarz yogunlastirilmig bir
calisma i¢in basit aksiyomatik temelleri sebebiyle uygun bir alandir. Ayni zamanda pro-
jektif diizlem, iki islemli cebirsel yapilar olan cisimler ve boliimlii halkalar gibi yapilarla
da kayda deger bir iligki icerisindedir. Bu detayli calismay1 projektif diizlem iizerine ya-
pan birinin kombinatoryal analiz, lineer cebir ve sayilar teorisi gibi matematigin ¢esitli

dallar ile etkilesime girmesi dogaldir.

Geometri ve cebir matematigin temel iki konusudur. Matematigin soyut bir disiplin olarak
biiylimesindeki anahtar fikirler herhangi bagka bir alandan ziyade en ¢cok matematigin ge-
ometri dalindan cikmisti. M.O. 300’lii yillarda yazilmis bir tez olarak Iskenderiye’li
Oklid’in on ii¢ ciltlik “Elemanlar (Stoicheia)” adli eseri bir bilgi alanim biitiiniiyle or-
ganize etmeye yonelik ilk deneme olarak goriilmektedir (Stevenson, 1972). Geometri
ve cebir arasindaki iligki formal bilim tarihinin baglangi¢ noktasi olarak da kabul edilen
bu kitabin ortaya cikisindan bu yana incelenmistir. Bu doktora tezinde de cebirsel bir
yapidan inga edilen geometrik bir yapinin elemanlari i¢cin bazi geometrik ve cebirsel konu-

lar {izerinde durulmug ve birtakim sonug¢lar bulunmustur.

Oklid’in bes aksiyomu diizlem geometri insasina hizmet etti. Bu bes aksiyomdan en
meshuru belki de tarihte en ¢ok karsitlik olusturan, matematikciler tarafindan kugkuyla
karsilanan sonuncu olandir. Playfair’in versiyonuyla “Bir dogruya disindaki bir noktadan
tam olarak bir tane paralel dogru cizilebilir.” ifadesini yani Oklid’in besinci aksiyomunu
ilk dort aksiyomdan ispat etme deneyisleri uzun seneler siiren sinir bozucu ugraglardan

sonra terk edilmis yerine besinci aksiyomu degistirmek fikri kalmagtir.



H.S.M. Coxeter (1942) de Gauss’un ilk defa “gayri oklidyen” adin1 paralellik 6zellik-
leri bakimindan Oklid’den farklilik gosteren geometrik sistemleri tarif etmek icin kul-
landigindan bahsediyor. Bu tip bir sistem yaklasik olarak bundan 200 yil kadar once
birbirlerinden bagimsiz olarak Macar Bolyai ve Rus Lobachevsky tarafindan gelistirildi.
Oklid’inkinden radikal bicimde farklilik gosteren baska bir sistem daha sonralar1 Alman
Riemann tarafindan ortaya atildi. 1871°de Klein genel olarak parcgalar biraraya getirerek
konuyu birlestirdi ve Oklid, Bolyai-Lobachevsky, Riemann sistemlerine sirasiyla parabo-

lik, hiperbolik ve eliptik geometri isimlerini verdi.

Projektif geometri igin F. Stevenson (1972) de “Iki boyutlu ya da daha biiyiik boyutlu
uzaylardaki projektif doniigsiimlerin altinda degismez kalan 6zelliklerin genel olarak ince-
lenmesidir.” taniminit kullanmigtir. Bu konudaki ilk biiyiik sonuclar 18. yiizyilin baglarinda
Fransiz Poncelet, Brianchon, 1svigreli Steiner ve Alman von Staudt tarafindan elde edilmis-
tir. Bugiin projektif geometri matematigin yerlesmis hem kendi i¢inde biiyiik merak
uyandiran hem de i¢inden ¢ok farkli geometrilerin ortaya ¢ikarilabildigi genel bir sis-

tem olarak matematige hizmet etmeye elverisli bir alandir.

Projektif geometride soyut yaklagim diger geometrilerde oldugundan daha fazla arzu
edilmektedir. Clinkii Oklid, Descartes, Lobachevsky. .. vb. gibi isimlerle anilan geometrik
di-siplinlerden projektif geometriyi elde etmektense projektif geometriden bu gibi di-
siplinleri elde etmek daha dogaldir ve dolayisiyla projektif geometrinin temelleri tiim
geometrinin temelleri olarak kabul edilebilir (Veblen ve Young 1910). Benzer bicimde
Arthur Cayley de metrik geometrinin projektif geometrinin bir par¢asi oldugunu ve pro-
jektif geometrinin “tlim geometri” oldugunu ifade etmektedir. Coxeter (1974) de pro-
jektif geometrinin, temelleri bakimindan, Oklidyen geometriden daha basit olarak ku-
rulabilecegini, ciinkii Oklidyen geometride bir cetvel ve bir pergele ihtiyac duyulurken

projektif geometride sadece bir cetvele ihtiya¢ duyuldugunu ifade etmektedir.



Projektif Klingenberg ve Projektif Hjelmslev diizlemleri (sirastyla kisaca PK-diizlem ve
PH-diizlem) siradan projektif diizlemlerin bir tiir genellestirilmisleridir. En genel olarak
bir PK-diizlem (PH-diizlem) nokta ve dogru kiimeleri “komsu” siniflarina parcalanmig
geometrik yapilardir ki bu yapilarda aym1 zamanda komsu olmayan noktalar (dogrular)
tam olarak bir ortak dogruya (noktaya) sahiptirler ve komsuluk siniflarinin temsilcilerinin
olusturdugu yap1 bir projektif diizlemdir. PK-diizlem, Klingenberg’in (1954), (1955) ve
(1956) makalelerinde ilk defa takdim edilmis ve o tarihten bu yana takdire sayan bir
ilgi uyandirmistir. 1954°ten sonraki ilk 20 yillik periyotta Hjelmslev ve Klingenberg
diizlemleri {izerine yapilmis 100 den fazla makale Artman ve ark. (1976) calismasinda
listelenmigtir. 1975 yilinda ise Drake ve Lenz bashiginda Klingenberg ifadesi ilk defa
goriilen “Sonlu Klingenberg Diizlemleri” isimli ¢aligmalarin1 yaymlamistir. Bu makalede
Hjelmslev diizlemleri iizerinde iyi bilinen bazi sonuclar Klingenberg diizlemlerine ta-
sinmis ve yine bu ¢alismada 6zel olarak “Komsu noktalart birlestiren dogrular ve komsu
dogrularin arakesitleri ile ilgili bir aksiyom bulunmayan Hjelmslev diizlemlerine Klin-

genberg diizlemleri denir.” tanim1 verilmistir.

Bundan sonraki ilk béliim olan ikinci boliimde tezde yapilanlart daha rahat anlayabilmek
icin gerekli temel sayilabilecek kavramlar cebirsel ve geometrik olarak iki baglik altinda

verilmigtir.

Uciincii boliimde, yani ileri diizey giris ya da detayli literatiir taramasi olarak adlandirila-
bilecek boliimde, toplamda dort alt baglik halinde projektif Klingenberg diizlemlerindeki
birlesim, arakesit, komsuluk ve yakin olma kavramlari tamitilip bunlarin B(e) dual lokal
halkasindaki cebirsel karsiliklar1 tanitilmig, genelde bir PK-diizlemin nasil koordinat-
lanabilecegi ile B(e) dual lokal halkasiyla nasil koordinatlanabilecegi iizerinde durulmusg

ve son olarak insa edilen bu PK-diizlemde gecerli baz1 sonuglar verilmistir.

Dérdiincii boliimde ilk once Oklid diizleminin 6zel bir dogrusu iizerindeki iki noktanin



toplam1 ve carpimu ile genigletilmis reel afin diizlemin, yani reel projektif diizlemin,
0zel bir dogrusu iizerindeki iki noktanin toplami ve ¢arpimi ifade edilmistir. Sonrasinda
PK5(B(e)) diizlemindeki bazi noktalarin toplami ve ¢arpimi tanitihip orijinal sonuglar

bulunmustur.

Besinci boliimde PK5(B(e)) diizlemi i¢in 6zel dort kolinasyon tanitilmig ve bunlarin

PK,(B(¢e)) diizlemindeki noktalarin toplami ve ¢arpimu ile iligkisi kurulmusgtur.

Tezin icerisinde yer alan bazi ispatlarin literatiirde farkli bir uyarlamasi verilmis olmasina
ragmen ya da literatiirde cok kisa olarak deginilip gecildigi icin okuyucunun kafasinda
soru igareti birakmamak adina tez i¢inde bu ispatlar detaylica ve titizce yapilmistir. Bunun-
la birlikte tezin gereksizce uzamasina sebebiyet verecek fakat basit ve uzun islemlerle
goriilebilecek ispatlarin bazi kisimlar1 okuyucunun kolayca yapabilecegi diisiiniilerek kisa

gecilmistir.

19. ve 20. yiizyilda yazilmig rastgele secilen geometri kitaplarinin 6nsozleri arasinda
dolagsmak bu tezi yazarken yazara ayri bir keyif verdi. Son olarak A. Cayley tarafindan

ifade edilen:

“Geri kalan her seyde oldugu gibi matematiksel teoride de giizellik algilanabilir; ama

aciklanamaz.”

prensibine benzeyen bir diisiince ile tezin bu kism1 sonlandirilmaktadir:

“Aslinda bilime katki koyan herkes algiladiklarin1 agiklamaya ve uygulamaya

calismaktadir.”



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde tezde yapilanlarin daha rahat anlasilmasi icin gerekli olan cebir ve geomet-
ri ile ilgili temel tamim ve kavramlar 6zet olarak verilecektir. Kaynak belirtilmeyen tanim,
sonug ve teoremler icin Celik (2015), Cift¢i (2015), Dembowski (1968), Fraleigh (2003),
Hacisalihoglu (2000), Jacobson (1980) kitaplar1 baz alinmis fakat dil ve gosterim birligi-
nin saglanmasi i¢in bu kaynaklardan alinan bilgiler iizerinde, tezde kullanilan sembollerle

ilgili baz1 uyarlamalar yapilmistir.

2.1 Cebirsel Kavramlar

Tanmm 2.1.1 A ve B kiimeleri i¢in Gr C A xBiseI' = (Gr, A, B) ii¢liisiine A kiimesin-
den B kiimesine bir bagint: denir. (Celik 2015)

Tanmm 2.1.2 T' = (G, A, B) bir bagint1 olsun.
F1) (V(z,u), (z,v))((x,u) € Gr A (z,v) € Gr = u =)
F2) (Vz)(zr € A= (z,u) € Gr)

sartlar1 saglamyorsa I' = (Gr, A, B) ye A kiimesinden B kiimesi iizerine bir fonksiyon

denir. (Celik 2015)

Tanmim 2.1.3 f = (G, A, B) fonksiyonu i¢in

(\V/ (x,u), (y,u))[((x,u) € Gf/\ (yvu) € Gf) =T = y} (211)

sart1 saglaniyorsa f = (Gy, A, B) ye A kiimesinden B kiimesine bir birebir fonksiyondur
denir. (Celik 2015)

(2.1.1) sartina birebirlik sarti adi verilir. (x,y) € Gyolmasi f(z) = y biciminde goste-
rilir ve y elemanina “z in f altindaki goriintiisii ” denir. Bu durumda (2.1.1) ile verilen

birebirlik sarti

Vo, e A)((f(x) = [(y) = (z =) (2.1.2)



bicimine gelir. Karsit ters 6zelligi dolayisiyla (2.1.2) ifadesi ile

(Vo,ye A)(z#y) = (fv) # fy))) (2.1.3)

ifadesi denktir. Bu nedenle birebirlik sart1 olarak (2.1.1), (2.1.2) ve (2.1.3) den herhangi

biri kullanilabilir.

Tanim 2.1.4 f = (G, A, B) fonksiyonu i¢in
VylyeB= (Fz)(r € AN (z,y) € Gy (2.1.4)
sart1 saglaniyorsa f = (Gy, A, B) ye A kiimesinden B kiimesine bir drten fonksiyondur

denir. (Celik 2015)

(2.1.4) sartina ortenlik sarti ad1 verilir. Fonksiyon altindaki goriintii tanimindan faydala-

narak ortenlik sarti

VyeB, (3zeAy=f(z))
bicimine gelir.
Tanim 2.1.5 T = (Gr, A, A) bagmtist icin
D1) (Vz)(x € A = (x,2) € Gr))
D2) (V(z,y))((2,y) € Gr = (y,2) € Gr))
D3) (V(z,y), (y,2)[((z,y) € Gr A (y, 2) € Gr) = (2, 2) € Gr]

sartlart saglaniyorsa I' ya A kiimesi iizerinde bir denklik bagintisi denir. (Celik 2015)

Tanmm 2.1.6 ' = (Gr, A, A) bir denklik bagintis1 ve a € A keyfi bir eleman olsun. Bu

durumda

la] = {zl(a,2) € Gr}



kiimesine “a min I' bagintisina gore denklik sinifi” veya kisaca “a min denklik sinifi”
denir. b € [a] olacak bi¢imdeki her bir b elemanina [a] denklik sinifi i¢in bir temsilci
ad1 verilir. (a,z) € Gr iken x elemanina a elamaninin bir gériintiisii denildiginden, [l

denklik sinifi ¢ nin I' altindaki tiim gortintiilerinin kiimesidir. (Celik 2015)

Teorem 2.1.7 T" = (Gr, A, A) denklik bagintisina gore iki denklik sinifi ya ayriktir ya
da 6zdestir. (Celik 2015)

Tanim 2.1.8 " = (Gr, A, A) bir denklik bagntist olsun. Bu durumda

A/l ={[z] |z € A}

kiimesine A kiimesinin I" denklik bagintisina gore boliim kiimesi denir. (Celik 2015)

Tanmm 2.1.9 ' = (Gr, A, A) bir denklik bagintist olsun. Bu durumda

M:A — A/T

r — Il(z) =[]

biciminde tanimli II doniisiimii bir fonksiyondur ve bu fonksiyona A icin I' denklik
bagintis1 yardimiyla elde edilen kanonik fonksiyon denir.(Celik 2015)

Sonug¢ 2.1.10 Kanonik fonksiyon ortendir. (Celik 2015)

Tanim 2.1.11 A bos olmayan bir kiime olsun. A X A nin her bir elemanina A nin tam
olarak bir elemanini karsilik tutan bir T doniisiimiine A kiimesi iizerinde bir ikili islem ya

da i¢ islem denir. (Hacisalihoglu 2000)

Tanimdan anlasilacagi gibi T doniisiimiiniin A kiimesi iizerinde bir i¢ (ikili) iglem olmasi

icin gerek ve yeter sart T doniigiimiiniin T : A X A — A bir fonksiyon olmasidir.

Tamim 2.1.12 G bos olmayan bir kiime ve T : G X G — G bir i¢ islem olsun. Eger



Gl) (Va,b,c)(a,b,ce G= (aT(bTc)= (aTh)Tc))
G2) Va)lae G= (Fe)(ec GA(aTe=¢eTa=a))
G3) Va)laeG= FaHa'eGA(a'Ta=aTa ! =¢))]

sartlar1 saglamiyorsa (G, T) ikilisine grup denir ve (G, T) grubu eger bir karigiklik ol-

mayacaksa kisaca G ile gosterilir. (Hacisalihoglu 2000)

Onerme 2.1.13 (G, T) bir grup ve a € G olsun. a elemam kendisiyle n defa isleme

konuldugunda elde edilen aTaTaT ...a elemanina a nin T islemine gore n. kuvveti
—_———

n adet
denir ve a” ile gosterilir.

G1) sartina T islemi i¢in birlesme ozelligi (assosyatiflik), G2) sartin1 saglayan e ele-
manina T isleminin etkisiz eleman: denir. G3) sartindaki ¢! elemanina a elemanimin T
islemine gore tersi denir. Bir G = (G, T) grubunda T islemi degisme dzelligi (komiita-

tiflik) ad1 verilen
(Va,b)(a,be G= (aTb="0Ta))

sartin1 sagliyorsa G grubuna degismeli grup ya da abel grubu ad1 verilir.

Tanim 2.1.14 Uzerinde en az bir islem tamimli ve bu isleme gore belirli 6zellikleri

saglayan kiimelere cebirsel yapt denir.

Tanmm 2.1.15 G = (G, T) bir grup ve S C G olsun. Eger S = (S, T) bir grup oluyorsa

S ye, G nin bir alt grubu denir.

Bazi cebirsel yapilarda ikinci bir igleme daha ihtiya¢ duyulmaktadir. Simdi iki islemli

cebirsel yapilardan bu tezde kullanilacak olanlar hakkinda bazi temel bilgiler verilecektir.

Tanim 2.1.16 H herhangi bir kiime ve T ile L bu kiime iizerinde taniml1 herhangi iki

ikili islem olsun. Eger



H1) (H, T) abel grubudur.
H2) 1 islemi birlesmelidir.

H3) Va,b,c e H, (a L (bTc)=(a L b)T(aLc))
Va,b,c € H, ((aTb) Lc=(aLc)T(bLc)).

sartlar saglaniyorsa (H, T, L) sistemine bir halka denir ve (H, T, L) halkast karigiklik

olamayacaksa kisaca H ile gosterilir. (Hacisalihoglu 2000)

Bir (H, T, L) halkasinda birinci isleme genellikle toplama, ikinci isleme de carpma iglemi
adi verilir. Bu nedenle genel olarak birinci islemi T yerine toplama i¢in alisilagelen +,
ikinci iglemi de L yerine - simgesi ile gostermek adet olmustur. Genellikle a, b elemanlar1
icin a - b yerine kisaca ab yazilir. H3) sartina carpmanin toplama iizerine dagilma kural-
lar1 da denir. Toplama iglemine gore etkisiz eleman 0 ile, carpma islemine gore etkisiz
eleman, varsa, 1 ile gosterilir. Carpma islemine gore etkisiz elemana ozdeslik elemani adi
verilir. Carpma islemine gore tersi var olan elemanlar i¢in birim ifadesi de kullanilir. Eger
H halkasinda 6zdeslik elemam varsa H ye ozdeslikli halka, carpma islemi degismeli ise

H ye degismeli (komiitatif) halka denir.

Tamm 2.1.17 (H, +, ) bir 6zdeslikli halka ve H — {0} mn her elemaninin ¢arpmaya
gore tersi varsa (H, +, -) halkasina boliimlii halka veya aykurt cisim denir. Carpma iglemi

degismeli olan bir boliimlii halkaya cisim ad1 verilir. (Hacisalihoglu 2000)

Tamm 2.1.18 H = (H, +,-) bir halka ve S C H olsun. Eger S = (S, +,-) bir halka

oluyorsa S ye, H nin bir alt halkast denir. (Hacisalihoglu 2000)

Teorem 2.1.19 H = (H, +, -) bir halka olsun. ¢ # S C H alt kiimesi i¢in

Vz,y)(z,yeS=(z—yeSAz-ye8))

onermesi dogru oluyor ise S = (S, +, ) t¢lisi H = (H,+,-) nin bir alt halkasidr.
(Bayraktar 1997)



Tamm 2.1.20 H kiimesindeki her a, b elemani i¢in, alterne kurallar: adi1 verilen
1) a(ab) = ab,
2) (ba)a = ba?

sartlar1 ile H2) hari¢ halka olma sartlarin1 saglayan bir H = (H, +, -) cebirsel yapisina

alternatif halka ya da alterne halka denir.

Herhangi bir halkada H2) sart1 (assosyatiflik) dolayisiyla alterne kurallarin saglanacagi
asikardir. Bu nedenle her halka bir alterne halkadir. Fakat her alterne halka bir halka

olmak zorunda degildir.

Her H alterne halkasinda her z, y, 2 € H i¢in, Moufang 6zdeslikleri olarak isimlendirilen

w(y(rz)) = (zyz)z,
((yr)2)z = ylrzx),

(zy)(zx) = w(yz)z

esitlikleri saglanir. (Pickert 1955)

Tanim 2.1.21 H halkasimin her @ elemani i¢in
al={a-z|zel}={ax |z eI} CI
la={z-alzel}={zalzel} CI

sartlarini saglayan bir I alt halkasina H halkasinin bir ideali denir. (Fraleigh 2003)

Tanim 2.1.22 Ozdeslikli bir H halkasinda lokallik sart1 olarak bilinen “Tersi olmayan
elemanlarin kiimesi bir ideal olusturur.” sart1 saglaniyorsa bu H halkasina lokal halka
denir. Eger 6zdeslikli bir H alterne halkasi lokallik sartin1 saghiyorsa H ye lokal alterne

halka denir. (Jacobson 1980)
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Simdi, 1873 yilinda William Kingdon Clifford tarafindan R reel sayilar kiimesi yardimiyla
olusturulan dual say1 kavrami tamitilacaktir ki bu sayilarin cebirsel yapisi bu tezde 6nemli

bir role sahip olacaktir.

Teorem 2.1.23 R reel sayilar kiimesi ve ¢ ¢ R olmak iizere
R(e) =R+ Re = {a + be | a,b € R} kiimesi lizerinde A = a; + ase, B = by + boe

elemanlarinin esitligi

A:B<:>a1—|—a25:b1—|—bge<:>(a1:bl/\azzbg),

toplami

A + B = (CLl -+ agé) + (b1 + 628) = (a1 -+ bl) + (ag + bz)e’f,

ve garpimi

A . B = (Cll + CL2€) . (bl + 626) = (albl) + (ale —+ CL2b1)€

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda, (R(¢), +, -) bir halkadir. (Hacisalihoglu 2000)

Tanim 2.1.24 Teorem 2.1.23 de verilen (R(¢), +, -) halkasina R iizerinde kurulan dual

halka denir ve bu halkanin elemanlarina da reel dual sayilar denir.

R(e) da 6zel olarak

04+0=0

ve

0e =0

ile gosterilir ve carpma tanimi geregi
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= (04+¢)-(0+¢)
= 0+ (0+0)

= 0+ 0e

olur.

Tersi olmayan sifirdan farkli elemanlar mevcut oldugundan (R(e), +, -) bir cisim degildir.
Ornegin k € R olmak iizere 0+ke = ke € R(¢) bigimindeki elemanlarin carpma islemine

gore tersi yoktur. Eger

(0+ke) - (a+be)=1+0¢

olacak sekilde bir a + be € R(e) var olsayd:

0+ kas =1+ 0¢

sonucuna ulagilirdi ki 0 = 1 ¢eligskine varilirdi. Bu yiizden 0 + ke € R(e) bi¢imindeki
elemanlarin carpmaya gore tersinin var olmast miimkiin degildir.
2.2 Geometrik Kavramlar

Buraya kadar olan kisimda bu tezde cebir ile ilgili kullanilacak olan kavramlar tanitilip
temel bilgiler verildi. Bu kisimda ise tezde kullanilacak olan geometri ile ilgili kavramlar

tanitilacak ve temel bilgiler verilecektir.

Tammm 2.2.1 Elemanlar1 noktalar olarak isimlendirilecek bir N kiimesi ve elemanlari
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dogrular olarak isimlendirilecek A ile ayrik bir D kiimesiyle birlikte, A/ ve D kiimeleri
arasinda tammli o iizerinde olma bagintis1 yardimiyla belirlenen U = (N, D, o) siste-

mine bir iizerinde olma yapist ya da geometrik yapt denir. (Kaya 2005)

U= (N,D,o) geometrik yapisinda N U D kiimesi sonlu ise U ya sonlu geometrik yapt
denir. Bir N € N noktasi ve bir d € D dogrusu i¢in N o d gosterimi, “N noktast d
dogrusu iizerindedir” ya da “d dogrusu N noktasindan geger” diye okunur. M ve N nok-
talarindan gecen dogru bir tek ise bu dogru MV N yada M N bigiminde gosterilir. Benzer
olarak c ve d dogrularinin arakesit noktasi bir tek ise bu nokta ¢ A d ya da cd biciminde
gosterilir. Genel olarak dogrular iizerindeki noktalarin bir kiimesi olarak diisiiniiliir. Bu
gozle bakildiginda ¢ ve d dogrular i¢in ¢ = d yada cNd = ¢ ise ¢ ve d dogrularina

paralel dogrular denir. ¢ ve d dogrulari paralel ise bu ¢ || d bigiminde gosterilir.

Tamim 2.2.2 Asagidaki sartlart saglayan A = (N, D,o) geometrik yapisina bir afin

diizlem denir.

Al) Her M, N € N, M # N, noktalar i¢in M o d ve N o d olacak bi¢cimde bir tek

d € D dogrusu vardir.

A2) Her N € N,d € Digin N ¢ d olmak iizere N o ¢ ve ¢ || d olacak bicimde bir tek

¢ € D dogrusu vardir.
A3) Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir. (Kaya 2005)

Simdi afin diizlemlerle cebirsel yapilarin iligkisini kuracak asagidaki teorem ispatsiz olarak

verilecektir. Ispat icin Kaya (2005) incelenebilir.

Teorem 2.2.3 Verilen her F cismi i¢in nokta ve dogrulari bu cismin elemanlariyla cebirsel
olarak belirlenen bir afin diizlem vardir ve F cismi yardimiyla tanimlanan bu afin diizlem,

genel olarak, A,F ile gosterilir.

(N, D, o) igin noktalar kiimesi

N ={(z,y) | z,y € F}

13



dogrular kiimesi

D ={[m,p] | m,p e F} U{[a] | a € F}

biciminde ve iizerinde olma bagintist

(z,y)om,p] & y=ma+p

(x,y)ola] & z=a

biciminde tanimladir. Bu yontemle yapilan nokta ve dogru gosterimine kartezyen koordi-

natlama adi verilir.

Ozel olarak F cismi olarak R reel sayilar cismi alindiginda elde edilen A,R afin diizle-
mine reel afin diizlem denir ki bu Oklid diizlemi ya da analitik diizlem olarak da bilinen
diizlemdir. A;R de [0, 0] dogrusu x-ekseni, [0] dogrusu y-ekseni, (0, 0) noktasi orjin olarak
isimlendirilir. Kisalik olmasi bakimindan bir karigiklik olmayacaksa x-ekseni lizerindeki

A = (a,0) noktalari a ile, y-ekseni iizerindeki B = (0, b) noktalar1 b ile gosterilir.

Ik olarak Oklid tarafindan kurulan reel afin diizlemde (analitik diizlemde) giiniimiize
kadar pek c¢ok tamimlar yapilmis, teoremler ispat edilmistir. Reel afin diizlem i¢in ve-
rilen egim, diklik, izdiisiim, ticgen, cokgen, dortgen, paralel, vektor, a¢i, benzerlik,... gibi
temel kavramlarin, bu tezde bilindigi kabul edilecektir. Bu kavramlardan paralellik ve

diklik sadece Oklid diizleminde degil tiim afin diizlemlerde benzer bi¢imde tanimlanur.

Tamim 2.2.4 Asagidaki sartlari saglayan bir P = (N, D, o) geometrik yapisina bir pro-

Jjektif diizlem denir.

P1) Her M, N € N, M # N igin M od ve N od olacak bicimde bir tek d € D dogrusu

vardir.

P2) Herc,d € Dicin N o c ve N o d olacak bi¢cimde en az bir N € N arakesit noktasi
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vardir.
P3) Herhangi ii¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Herhangi bir projektif diizlemde farkl: iki dogrunun arakesit noktas: tek tiirlii olarak bel-

lidir. (Kaya 2005)

B bir boliimlii halka iken B yardimiyla tanimlanan

N = {(901,562,1’3) \ T, %2, T3 € B, (331,96’2,903) 7’é (070,0), (551,952,353) = ($1,$2,9€3))\,
Ae B, X#0}
D = {[a1, az,a3] | a1,az,a3 € B, a1, az,a3] # [0,0,0], [a1, az, as] = plai, as, asl,

€ B, #0}

kiimeleri ve

(21, 2, x3) © a1, az, ag] < x1a1 + x2a2 + x303 =0

tizerinde olma bagintisi i¢in (N, D, o) yapisinin bir projektif diizlem oldugu Kaya (2005)
te verilen agagidaki teoremin ispatinda, gosterilmistir. B boliimlii halkasindan elde edilen

projektif diizlem kisaca Py 3 ile gosterilir.

Teorem 2.2.5 Verilen her B boliimlii halkasi i¢in nokta ve dogrulari bu boliimlii halkanin

elemanlariyla cebirsel olarak belirtilebilen bir projektif diizlem vardir. (Kaya 2005)

Her cisim bir boliimlii halka oldugundan B boliimlii halkasi yerine F cismi alindiginda
elde edilen geometrik yap1 yine bir projektif diizlem olacaktir ve bir cisim yardimiyla

tanimlanan bu projektif diizlemlere cisim diizlemleri denir.

B olarak reel sayilar cismi R alindiginda olusan projektif diizleme reel projektif diizlem

denir.
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Dogru ve noktalara karsilik tutulan boyle iicliilere, ilgili dogru ya da noktanin homojen

koordinat denir.

Afin diizlemler ile projektif diizlemler arasinda yakin iliskiler mevcuttur. Ornegin bir
afin diizlemin noktalar kiimesine baz1 noktalar ve dogrular kiimesine yeni bir dogru ek-
lenerek afin diizlem projektif diizleme doniistiiriilebilir ve tersine bir projektif diizlemden
bir dogru ve bu dogru iizerindeki tiim noktalar atilarak bir afin diizlem elde edilebilir.

Asagida bu iligkilere ait bilinmesinde fayda olan bazi bilgiler verilecektir.

A = (N, D, o) bir afin diizlem olsun. Bu diizlemde, birbirine paralel olan tiim dogrularin
kiimesine bir paralel dogru demeti denir. Diizlemdeki her bir paralel dogru demeti i¢in
bu demetin tiim dogrular iizerine N noktalar kiimesinde olmayan ve ideal nokta ad1 ve-
rilen yeni ve diger noktalardan farkli bir ortak nokta eklensin. Boylece diizlemdeki her bir
paralel dogru demeti i¢in N kiimesine yeni bir nokta eklenmis olur. Bu yeni ilave edilen

ideal noktalar ile birlikte elde edilen yeni noktalar kiimesi

N’ = N U {z | x bir ideal nokta}

ile gosterilir. A = (N, D, o) afin diizlemine ideal noktalar eklenirken A afin diizleminin
her d dogrusu iizerine de o dogrunun ideal noktas1 adi1 verilen bir nokta ilave edilmistir.
d dogrusu ve d dogrusuna paralel olan tiim dogrular iizerine eklenen ideal nokta ayni
oldugundan bu ideal nokta d dogrusunu gostermekte kullanilan d harfine karsilik gelen
biiyiik harf olan D yardimiyla D, bigiminde gosterilsin. Ilave edilen tiim ideal noktalarin
kiimesi d. ile gosterilsin ve ideal dogru olarak isimlendirsin. Boylece elde edilen yeni

dogrular kiimesi

D ={d =dU{Dy}|deD}U{d}
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bi¢imindedir. Ilave edilen ideal noktalar ve d. ideal dogrusu icin iizerinde olma bagintisi-
nin ne anlama geldigi yukaridaki aciklamalardan bellidir. Bu nedenle genisletilmis yeni
nokta ve dogru kiimeleri olan N’ ve D’ kiimeleri icin iizerinde olma bagintis1 da bu

farkliliklar1 goz ontinde tutmak kaydiyla yine o ile gosterilebilir.

Reel afin diizlemde (z, y) o [m, p| < y = max + p olmasindan ve y = mx + p dogrusunun
egiminin m olmasindan esinlenerek afin diizlemde alinan bir d = [m, p] dogrusunun
egimi m dir denir ve iizerine eklenen D, ideal noktasi olarak (m) simgesi kullanilir.
Bu durumda d ye paralel tiim dogrularin egimleri de m oldugundan d dogrusunun pa-
ralel demetinde yer alan tiim dogrularin ideal noktasi (m) olarak gosterilir. Egimi taniml
olmayan, y-ekseni ve y-ekseni ile paralel olan [a] tipinden tiim dogrularin tizerindeki
ideal nokta ise V' = (00) ile temsil edilir ki bu da reel afin diizlemdeki © = « tipinden

dogrularin egimlerinin sonsuz olmasindan esinlenerek yapilan bir karsilik tutmadir.

Bu yontemle elde edilen A" = (N, D', o) geometrik yapisina A = (N, D, o) afin diizle-
minin tamamlanmugt denir. Afin ve projektif diizlemlerle ilgili en 6nemli 6zellikleri be-
lirten Kaya (2005) te iki farkli teorem olarak verilen ifadelerin birlestirilip tek bir teorem

olarak verilmig hali asagidadir.

Teorem 2.2.6 Her afin diizlemin tamamlanmisi bir projektif diizlemdir ve tersine bir pro-
jektif diizlemden bir dogru, iizerindeki tiim noktalarla birlikte atildiginda geriye kalan

yapi bir afin diizlemdir.
Sonug 2.2.7 A,R afin diizleminin tamamlanmig1 P;R projektif diizlemidir.

Sonug 2.2.7 ile verilen AsR afin diizleminin tamamlanmis1 olan P;R projektif diizlemi-
nin noktalar1 ve dogrular1 A;R afin diizleminde kullanilan kartezyen koordinatlardan yola
cikilarak, tamamlanmis reel afin diizlem ile reel projektif diizlem arasinda tanimlanan bir
doniisiim yardimiyla da koordinatlanabilir. Boylece kartezyen koordinatlar ile 1827 ta-

rihli “Der Barycentrische Calciil” isimli calismasinda August Ferdinand Mobius tarafindan
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ilk defa verilen, projektif geometride koordinatlama yontemi olarak kullanilan homo-
jen koordinatlar ya da projektif koordinatlar adiyla bilinen koordinatlama arasinda iligki

kurulmus olur.

fiA — PR
(r,y) — (z,9,1)
(m) — (1,m,0)
(00) — (0,1,0)
[m,p]  — [m,—1,p]
[a] — [-1,0,d]

dss — [0,0,1]

Daha detayl bilgi i¢in konunun Onciilerinden Marshall Hall Jr. (1943) caligmas1 ince-
lenebilir. Homojen koordinatlardan kartezyen koordinatlara yapilan benzer bir doniisiim

icin Bayraktar (2012) calismasi incelenebilir.

Teorem 2.2.8 Her sonlu P projektif diizlemi i¢in asagidaki kosullara uyan bir n pozitif

tamsayis1 vardir. (Bu tamsayiya P projektif diizleminin mertebesi denir.)
e P nin her dogrusu iizerinde n + 1 nokta vardir.
e P nin her noktasindan n + 1 dogru gecer.
e P deki tiim noktalarin sayis1 n? + n + 1 dir.

e P deki tiim dogrularin sayisit n? + n + 1 dir. (Kaya 2005)

Tanim 2.2.9 S bir projektif diizleme ait herhangi bir ifade olsun. S de “nokta” sdzciigii
yerine “dogru” ve “dogru” sozciigii yerine “nokta” sozciigii koyarak ve ifade nokta ile
dogrular i¢in anlaml olacak bicimde degistirildiginde bulunan yeni ifadeye S nin dual

ifadesi denir ve bu S* biciminde gosterilir. (Kaya 2005)
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Teorem 2.2.10 Bir projektif diizlemde S ifadesi bir teoremse S nin duali olan S* ifadesi

de teoremdir. (Kaya 2005)

Tanmm 2.2.11 U = (N, D, o) ve U’ = (N',D’,o') herhangi iki geometrik yap1 olsun.

f:NUD =N UD

fonksiyonu
D fN) SN,
2) f(D)C D,
3) Y(N,d)(N € N,d € D,N od) = f(N) o f(d))

kosullarini sagliyorsa f ye U = (N,D,o) dan U = (N',D',0') ye bir geometrik
yapt homomorfizmi (ya da anlam karisiklig1 olusmayacaksa kisaca homomorfizm) denir.
U dan U’ ye orten bir homorfizme geometrik yapi epimorfizmi (ya da anlam karisikligi
olusmayacaksa kisaca epimorfizm) denir. U ve U’ geometrik yapilari arasinda birebir
ve oOrten olan bir f homomorfizmi varsa U ve U’ ye izomorf geometrik yapilar ve f
doniistimiine de bu yapilar arasinda bir geometrik yapi izomorfizmi (ya da anlam karisiklig1
olusmayacaksa kisaca izomorfizm) denir. Bir geometrik yapiy1 kendisine doniistiiren
izomorfizme o geometrik yapi i¢in kolinasyon (ya da otomorfizm) denir. Bu tanimda yer

alan ti¢iincii sarta iizerinde olmayt koruma sarti ya da lineerlik sarti da denir.

Geometrik yapr doniistimleri ile ilgili bu tezde kullanilacak daha detayl bilgiler diger
boliimlerde verilecektir fakat bu konu ile ilgili temel bilgiler i¢in Dembowski (1968) in
ilk boltimlerine bakilabilir. Asagidaki sonuglar daha bagka bir¢ok geometrik yapilar igin
de gecerlidir fakat bu tezde genel olarak projektif diizlemlerle ilgilenilece§inden sonug

projektif diizlemler icin verilecektir.

Sonu¢ 2.2.12 P = (N, D, o) ve P’ = (N', D', o) projektif diizlemleri arasindaki bir f

izomorfizmi i¢in asagidaki sonuglar gecerlidir. (Kaya 2005)
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1) VM,N € N,d € D, M # N igin

MVN =d= f(M)V f(N) = f(d)

2) VN e N,c,d € D,c # digin

cAd=N = [() Af(d) = (V)

3) VN e N,d € Digin
Nod= f(N)d f(d)

Tamim 2.2.13 Bir P projektif diizlemindeki herhangi iki dogru c ve d, M ¢ c ve M ¢ d

ozelligindeki herhangi bir nokta da M olsun. c dogrusu lizerindeki her X noktasi icin

a(X)=MX Ad

olacak bicimde belirlenen o doniisiimiine, ¢ dogrusunu d dogrusuna doniistiiren M mer-

kezli bir perspektiflik denir. Bu perspektiflik

>

ya da

ay(c,d)

ile gosterilir.

Tamm 2.2.14 f, bir P projektif diizleminin bir kolinasyonu olsun. P nin bir M nok-
tasindan gecen her d dogrusu i¢in f(d) = d ise M ye f nin merkezi denir. Benzer olarak
P nin bir e dogrusu tizerindeki her N noktasi i¢in f(N) = N ise e ye f nin ekseni denir.

Eger f nin bir M merkezi ve bir e ekseni varsa f ye P nin (M, e)-merkezsel kolinasyo-

20



nu ya da (M, e)-perspektifligi denir. Ayrica eger M o e ise f ye oteleme (elation ya da

translation), M ¢ e ise f ye homoloji ad1 verilir.

Tanim 2.2.15 P bir projektif diizlem, M ve e de bu diizlemin sirasiyla belli bir noktasi
ve belli bir dogrusu olsun. P de asagidaki 6zelliklerde verilen herhangi X ve Y nokta
¢ifti icin f(X) = Y olacak bi¢imde bir f, (M,e)-merkezsel kolinasyonu varsa P projektif

diizlemi (M, e)-geciskendir denir.
1) X#A#MveY # M,
2) XoeveY ge,

3) M, X,Y dogrudas.

Literatiirde birbirine denk olan alternatif tanimlar bulunmakla birlikte Moufang diizlemi

icin bu tezde asagidaki tamim dikkate alinacaktir.

Tanim 2.2.16 P = (N, D, o) projektif diizleminde M o e olmak iizere her M € N
noktasi ve her e € D dogrusu icin P projektif diizlemi (M, e)-gegisken oluyor ise P

projektif diizlemi bir Moufang diizlemidir.

Simdi projektif diizlemlerin genigletilmisi olarak goriilebilecek ve bu tezde iizerinde en

cok durulacak 6zel geometrik yapinin tanimi verilecektir.

Tamim 2.2.17 (N, D, o) bir geometrik yap1 ve ~ bagimtisi N ve D iizerinde tanimli bir
denklik baZintis1 olsun. Asagidaki sartlarin saglanmasi durumunda IT = (A, D, 0, ~)
geometrik yapisina bir Projektif Klingenberg diizlemi (PK-diizlemi) denir. Eger M ve
N noktalar1 ~ bagintisina gére aynmi denklik sinifinda ise bu M ~ N biciminde ayni
komsulukta degil iseler M ~ N bi¢ciminde gosterilir. M ~ N ise M ve N ye komsu
noktalar ya da aym komsuluktaki noktalar, M ~ N ise M ve N ye komsu olmayan
noktalar ya da farkli komsuluktaki noktalar denir. Benzer gosterimler ve isimlendirmeler

dogrular i¢in de kullanilir.
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PK1) Farkli komsuluktaki herhangi iki noktadan bir tek dogru gecer.
PK2) Farkli komgsuluktaki herhangi iki dogrunun bir tek arakesit noktas1 vardir.

PK3) II nin ~ ya gore kanonik goriintiisii olan P = (N’, D', o) geometrik yapisi pro-
jektif diizlem olacak bi¢imde IT den P ye tanimhi her M, N € N ve her ¢,d € D

i¢in,

M~ N & o(M) = ¢(N)

veE

c~d<< p(c) = p(d)

sartlarin1 saglayan bir ¢ : II — P geometrik yap1 epimorfizmi vardir.

Tanim 2.2.17 de yer alan ¢ fonksiyonuna “ Il ve P arasindaki yapr doniisiimii ” ya da
bir karigiklik olmayacaksa kisaca ““ yapt doniisiimii ” denir. Kanonik fonksiyonlar her bir

eleman1 denklik sinifina eslediklerinden ¢ nin orten oldugu asikardr.

Tanim 2.2.18 Tanim 2.2.17 de yer alan ~ bagintisinin A ye kisitlanmisina noktalar icin
komgsuluk bagintisi , D ye kisitlanmisina dogrular icin komsuluk bagintisi adi verilir. Bu
nedenle ~ bagintisina kisaca komsuluk bagintist denir. Bu sebeple bir noktanin (ya da
dogrunun) ~ bagintisina gére denklik sinifina o noktanin (ya da dogrunun) komsulugu

denir.

Tanim 2.2.17 i¢indeki gosterimler goz oniine alindiginda PK1) ve PK2) sartlarinin asagi-

daki gibi diizenlenebilecegi goriiliir.
PK1) Her M, N € N, M ~ N noktalari i¢in bir tek M V N dogrusu vardir.
PK2) Herc,d € D, ¢ ~ d dogrular i¢in bir tek ¢ A d arakesit noktas1 vardir.

PK-diizlemlerle ile ilgili gerekli baz1 temel bilgiler asagida 6zet olarak verilecektir.
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Sonug 2.2.19 II = (N, D, o, ~) PK-diizleminde ¢ yap1 doniigiimii 6rten oldugundan;
herhangi bir N € N noktasinin yap1 doniisiimii altindaki goriintiisii, herhangi bir d € D
dogrusunun yap1 doniisiimii altindaki goriintiisiiniin iizerinde ise /N noktasinin komsulu-
gundaki en azindan bir nokta, d dogrusunun komgsulugundaki en azindan bir dogru iizerin-

dedir. Yani

p(N) o' ¢(d) & (3N;)[N; € [N] A ((3d;)(d; € [d] A N; o dj))]

onermesi dogrudur. Burada “[ ]” ile komgsuluk bagintisina gore denklik siniflar1 gosteril-

migtir.

Bu sonug IT nin ~ altinda kanonik goriintiisii olan P = (N’, D', o) projektif diizlemi

ile 1lgili

p(N) o' p(d) & @([N]) o ¢([d])

olacagini gosterir.

Tamim 2.2.20 Bir IT = (N, D, o, ~) PK-diizleminde herhangi bir N € A noktasi ve

herhangi bir d € D dogrusu i¢in

(IN:)[Ni € [N] A ((3d;)(d; € [d] A Njody))]

kosulu saglaniyorsa N noktasi d dogrusuna yakindir denir ve bu durum

N ~d

olarak gosterilir. (Bacon 1979 )

Teorem 2.2.21 Bir IT = (N, D, o, ~) PK-diizleminde herhangi bir N € N noktasi ve
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herhangi bir d € D dogrusu icin

N ~d < o(N) o ¢(d)

olur.

Bu bilgiler Sonug 2.2.19 ile birlestirildiginde, bir II = (N, D, o, ~) PK-diizleminde
herhangi bir N € N noktasi ve herhangi bir d € D dogrusu i¢in, N noktasinin d
dogrusuna yakin olmast N noktasinin komsulugundaki en az bir noktanin, d dogrusunun

komsulugundaki en az bir dogrunun iizerinde olmasi demektir.

Teorem 2.2.22 Bir IT = (N, D, o, ~) PK-diizleminde herhangi bir N € N noktasi ve

herhangi bir d € D dogrusu icin

(N~ MAN~d) & M~d

olur.

Tamim 2.2.23 n > 3 olmak iizere bir projektif diizlemde herhangi ii¢ii dogrudas olmayan

n farkli noktaya n-gen denir.

Tamim 2.2.24 n > 3 olmak iizere bir PK-diizlemde herhangi ikisi aym1 komsulukta ol-
mayan n farkli noktadan herhangi biri diger nokta ikililerinden gecen dogrulardan higbirine

yakin olmuyorsa bu n noktanin olusturdugu kiimeye n-gen adi verilir.

Ozel olarak n = 3 icin 3 — gen yerine iicgen, n = 4 icin 4 — gen yerine dortgen. ..
isimlendirilmesi de kullanilir.

Yukarida verilen Tanim 2.2.24 matematik simgeleriyle asagidaki gibi de ifade edilebilir.
Bir IT = (N, D, o, ~) PK-diizleminde A = {Ny, N5, N3,...,N,} C N kiimesi ve-

rilsin. 7 = {1,2,3,...,n} olmak iizere
1) (Vi,j)(i # j,i,j € I = N; » Nj)
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sartlar1 saglaniyorsa A kiimesine I1 PK-diizlemi i¢in bir n-gen denir.

Teorem 2.2.25 II = (N, D, o, ~) bir PK-diizlem ve PK3) sartinda yer alan yap1
doniisiimii ¢ : II — P olsun. Bu durumda II de verilen bir n-genin ¢ altindaki

goriintiisii de P de bir n-gendir.

Ispat. II, PK-diizleminde verilen bir n-gen {Py, P, ..., P,} olsun.

Vi, 7 €{1,2,...,n} vei # j olmak iizere, PK3 sartindan

P ¢ Py = @(P;) # ¢(F;)

oldugu bulunur. Bu nedenle {¢(P), o(Ps), ..., p(P,)} kiimesi n farkli noktadan olusur.
Ustelik, V' i, j, k € {1,2,...,n},i # j,i # k,j # k olmak iizere P;, P;, P}, noktalari igin,

PK-diizlemde verilen n-gen tanimi geregi

oldugu goriiliir. Teorem 2.2.21 geregi

p(Pr) o' p(FiPy)

ve o geometrik yap1 epimorfizmi lineer oldugundan' (Tanim 2.2.11)

©(Pr) o o(Py)e(P;)

sonucu elde edilir. Bu sonug, ¢(F;), ¢(P;), p(Py) noktalarinin dogrudas olmadigini gos-

terir.

I'P projektif diizlemindeki iki nokta A ve B olmak iizere Ao AB = ¢(A) o’ ¢(AB) ve benzer bigimde
BoAB = ¢(B) o' ¢(AB) olur. P bir projektif diizlem oldugundan ¢(A)V¢(B) = ¢(A)p(B) = ¢(AB)
bulunur.
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Bu sonugla birlikte {¢(Py), p(P), ..., o(P,) } kiimesindeki n farkli noktadan hangi ti¢ii a-
linirsa alinsin ayni dogru iizerinde olmadig: yani bu kiimenin P de bir n-gen oldugu

goriilir. m

Siradan bir geometrik yapida komsuluk bagmtis1 yer almadigindan PK-diizlemler icin
kolinasyon tanimi Tanim 2.2.11 ten farkli olarak komsuluk bagintist ile ilgili kiiciik bir

ilave sartla agsagidaki gibi verilir.

Tamim 2.2.26 Herhangi bir IT = (N, D, o, ~) PK-diizleminden kendisine tanimli bire-
bir, orten, lizerinde olmay1 ve komsuluk bagintisin1 koruyan bir doniistime II nin bir

kolinasyonu denir.

Tamim 2.2.27 BirII = (N, D, o, ~) PK-diizleminin yap1 doniisiimii altindaki goriintiisii
olan P projektif diizlemi bir Moufang diizlemiyse IT = (N, D, o, ~) PK-diizlemine bir
Moufang Projektif Klingenberg diizlemi ya da kisaca Moufang Klingenberg diizlemi (MK-

diizlemi) denir.

Sonug 2.2.28 Her Moufang Klingenberg diizlemi ayn1 zamanda bir Projektif Klingen-

berg diizlemidir.
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3. PK-DUZLEM KOORDINATLAMASI ve PK,(B(c))

Tanimu geregi PK-diizlemleri projektif diizlemlerin noktalarina ve dogrularina komsuluk
sinifi ad1 verilen birer denklik sinifi karsilik tutulmus projektif diizlemler olarak diisiinmek
miimkiindiir. Bu nedenle PK-diizlemler projektif diizlemlerden daha geneldir. Projek-
tif diizlemlerin giintimiizde kullanilan koordinatlamas: ile ilgili temel calismalar Mar-
shall Hall Jr. (1943) tarafindan yapilmis ve daha sonra Hughes ve Pipper (1973) bazi
degisiklikler ile bu koordinatlama yonteminin benzerini tamtmistir. Ozel olarak nokta-
larma ve dogrularina karsilik tutulan denklik siniflart bir tek elemanli oldugunda PK-
diizlem projektif diizlem olur. Bu genelleme nedeniyle PK-diizlemlerin koordinatlanmasi

calismalarinda projektif diizlemleri koordinatlama yontemlerinden esinlenilmistir.

Verilen bir geometrik yapidan cebirsel bir yap: elde edilmesi ve tersine verilen cebirsel
bir yap1 yardimiyla bir geometrik yap1 bulma ¢alismalari matematigin geometri ve cebir
alanlarinm birlestiren cebirsel geometrinin temel ¢calisma konularindan birisidir. Bu konu
ile ilgili detayli bilgi i¢cin Hall (1943), Stevenson (1972), Hughes ve Pipper (1973), Ba-
con (1979), Dugas (1979), Keppens (1988), Baker ve ark. (1991) ile Akpinar (2007)

calismalar1 incelenebilir.

Bu boliimde bir dual lokal halka ile bir projektif Klingenberg diizlemin nasil koordinat-
lanacag ile ilgili gerekli temel bilgiler literatiirden derlenecektir. Bu nedenle ilk olarak

PK-diizlemi koordinatlamada kullanilacak B(e) dual lokal halka sinifi tanitilacaktir.

3.1 B(e) Dual Lokal Halka Simfi

Bu kisimda Teorem 2.1.23 ile verilen R(¢) dual halkasini olugturma yonteminden esinle-
nilerek keyfi bir B bir boliimlii halkasindan 5(¢) ile gosterilen bir dual lokal halka elde

etme yontemi tanitilacaktir.
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B(e) =B+ Be ={a+be|a,be B}

kiimesi iizerinde toplama ve carpma islemleri sirasiyla

(a+be)+ (c+de) = (a+c)+ (b+d)e,

(a+0be)-(c+de) = ac+ (ad+ bc)e

bigiminde tanimlansin. Farki daima goz 6niinde bulundurarak B(e) tizerindeki toplama
iglemi ile B tizerindeki toplama islemini ayn1 sembolle gostermekte bir mahsur bulunma-
maktadir. Fakat bir karigiklik olmasi ihtimalinde B(¢) tizerindeki ¢carpma islemi araya -

konarak B iizerindeki ¢carpma iglemi ise yanyana yazma yontemiyle gosterilecektir.

Ik boliimde reel dual sayilarda gosterilen €2 = 0 esitligi benzer bigcimde B(e) iizerinde

tanimlanan ¢arpma islemi i¢in de saglanmaktadir.

e2=c-e=(0+1e)- (0+ 1) = (00) + (01 +10)e = 0+ 0c = 0

Bu bilgiyle birlikte (<) tizerindeki carpma iglemi, B iizerindeki ¢arpma isleminde dagilma

kurallarinin uygulanmasi gibi de diisiiniilebilir.

B boliimlii halkasi degistikce B(e) dual lokal halkas: da degiseceginden B(<) halkalarina

bir dual lokal halka sinifi olarak bakilabilir.

Asagidaki teoremde bu iglemlerle birlikte B(e) kiimesinin bir 6zdeslikli halka oldugu,

ayrintili iglemlerle gosterilmistir.

Teorem 3.1.1 (B(¢), +, -) cebirsel yapisi 6zdeslikli bir halkadur.
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Ispat. Ilk 6nce (B(e), +) yapisinin bir abel grubu oldugu gésterilecektir.

i) Va+be,c+de e+ fe)|la+be,c+de e+ fe € B(e)
= (a+be) + ((c+ de) + (e + fe))

=(a+be)+ ((c+e)+ (d+ f)e)

=(a+(c+e)+ b+ (d+f)e ; B(e) da + tanimu
=((a+c)+e)+((b+d)+ f)e ; +, B iizerinde birlesmeli
= ((a+¢)+ (b+ d)e) + (e + fe) . B(2) da + tanimi

= ((a+be) + (c+de)) + (e + fe) - B(e) da + tammu]

oldugundan (B(¢), +) birlesmelidir.

ii) B nin etkisiz eleman1 0 olmak iizere 0 + O € B(e) oldugu asikardir.

V(a+be)la+be € Ble) = (a+be)+ (0+0¢)
= (a+0)+ (b+0)e ;B(e)da+ tanmm

= a-+be ; 0, B de + nin etkisiz elemani]|

olur. Benzer islemlerle

(0+0e)+ (a+be) =a+be

oldugu goriiliir. Bu nedenle etkisiz eleman 0 = 0 4 O¢ olarak tespit edilir.

ii) (V x)(z € B = —z € B) olmak iizere a + be € B(e) = —a — be € B(e) oldugu

asikardir.
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(Va+be)a+be € Ble) = (a+be)+ (—a—be)
= (a—a)+(b-Db)e : B(e) da + tanimi

:0]

olur. Benzer islemlerle

(—a—be)+ (a+be)=(—a+a)+(-b+be=0

oldugu ve bu nedenle B(¢) kiimesindeki her elemanin + islemine gore tersinin var oldugu

goriliir.

v) (Y a+ be, c+ de)[a + be,c + de € B(e)

= (a+be)+ (c+de)=(a+c)+ (b+d)e ; B(e) da + tanimi
=(c+a)+ (d+b) ; +, B iizerinde degismeli
= (c+de)+ (a+ be) ; B(e) da + tanimi]

oldugu goriiliir. Bu nedenle 3(¢) kiimesi iizerinde + igleminin degisme 6zelligini sagladig1

sonucuna ulagilir.

Boylelikle (B(e), +) cebirsel yapisinin abel grubu oldugu gosterilmis olur.

Simdi B(e) kiimesi iizerinde - isleminin birlesme ve dagilma 6zelliklerini sagladig1 goste-

rilecektir.
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(Va+be,c+de e+ fe)la+be,c+de e+ fe € B(e)

= (a+be)- ((c+de)-(e+ fe)) = (a+be) - (ce + (cf + de)e)
= (a(ce)) + (a(cf + de) + b(ce))e
= (a(ce)) + ((a(cf) + a(de)) + blce))e
= ((ac)e) + ((ac) f + (ad)e + (bc)e)e
= ((ac)e) + (((ad + be)e) + (ac) f)e
= ((ac) + (ad + be)e) - (e + fe)

= ((a+be) - (¢ +de)) - (e + fe)]
oldugundan B(e) kiimesi iizerinde - igleminin birlesme 6zelligini sagladig1 goriiliir.

(Va+be,c+de e+ fe)|a+ be,c+de, e+ fe € B(e)

= (a+be)- ((c+de) + (e + fe)) = (a+be) - ((c+e) + (d+ fe)
=a(c+e)+ (ald+ f)+blc+e)e
= (ac + ae) + (ad + af + be + be)e
= (ac + (ad + bec)e) + (ae + (af + be)e)

=((a+be)-(c+de))+ ((a+be)- (e+ fe))]

olur ve benzer iglemlerle

((a+be)+ (c+de)) - (e+ fe) = ((a+be) - (e+ fe)) + ((c + de) - (e + fe))

oldugu goriiliir. Bu nedenle B(¢) kiimesi iizerinde - igleminin + iglemi {izerine dagilma

kurallar1 gecerlidir.

31



B nin 6zdeglik eleman1 1 olmak iizere 1 + 0z € B(e) oldugu agikardir. Ustelik

(Va+be)la+be € B(e) = (a+be) - (1+ 0¢)
=al + (a0 + bl)e

= a + be]

olur ve benzer iglemlerle

(Va+be)la+be € B(e) = (1+0¢) - (a+ be)
= la+ (1b+ 0a)e

= a + be]

oldugundan 1 + Og, B(c) un 6zdeslik elemanidir ve 1 + Oc kisaca 1 ile gosterilir. m

Teorem 3.1.2 B(e) 6zdeslikli halkasinda tersi olmayan elemanlar b € B igin be for-

mundadir. a # 0 ise a + be € B(e) birim elemandir yani tersi vardir ve

(a+be)t=at—(atbaY)e

olur.

Ispat. Verilen keyfi bir a + be € B (¢) elemant igin,

(a4+be) - (c+de) = 1

=ac+ (ad+bc)e = 1

olur ve buradan

ac = 1

ad+bc = 0 (3.1.1)

32



oldugu goriiliir. ¢ = 0 iken ac = 1 esitligi 0 = 1 olmasini gerektirdiginden bu du-
rumda (3.1.1) denklem sisteminin bir ¢ziimiiniin olmayacag1 bellidir. Bu ise be € B(¢)

tiirlindeki elemanlarin tersinin olmadigin1 gosterir.

B boliimlii halka oldugundan a # 0 iken ¢~ € B olur. Bu durumda

ac=1=c=a"

olacagindan (3.1.1) denklem sisteminden

ad+ba'=0=d=—atba"!

oldugu goriiliir. Benzer iglemler (¢ + de) - (a + be) = 1 i¢in yapildiginda da yine ¢ = a ™!

ve d = —a~'ba! oldugu goriiliir. Bu nedenle a # 0 iken

(a+be) ' =a'—(atba e

esitligi gecerlidir. m

Teorem 3.1.3 3(c) 6zdeslikli halkasinda tersi olmayan elemanlarin olusturdugu

I=Be={be|be B}

kiimesi bir ideal olur.

Ispat. b = 0 € Bicin 0c = 0 € I oldugu asikéardir. Ayrica be, ce € Iigin b, ¢ € B olup

b-ce B

oldugundan

be —ce = (b—c)e el
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olur. Ustelik

(be) - (ce) = (0+be)- (04 ce)
= 0+ (0c+00)e

= 0¢el

oldugundan I, B(¢) un bir alt halkasidur.

Her = + ye € B(e) ve ac € Tigin

(x +ye)-(ae) = (z+ye)- (04 ae)
= 20+ (za+y0)e

= (ra)e el

veE

(ag) - (x+ye) = (04 ae)- (z+ ye)
= 0z + (Oy + ax)e

= (ax)e el

oldugundan I, B(¢) un bir idealidir. m

(B(g),+, -) 6zdeslikli halkasinda tersi olmayan elemanlarin olugturdugu kiimenin bir ideal

oldugu gosterildigi i¢in asagidaki sonug elde edilmistir.
Sonuc 3.1.4 (B(e),+, -) bir lokal halkadir.

Tamm 3.1.5 (B(¢), +, -) lokal halkasia B béliimlii halkasi iizerindeki dual lokal halka

denir ve bu dual lokal halka kisaca B(¢) ile gosterilir.

B(e) dual lokal halkasinin tersi olmayan elemanlarinin olusturdugu ideal bu tezde I ile
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gosterilecektir.

B boliimlii halkasinda 1 € B elemaninin tersi kendisi olup B(¢) dual lokal halkasinda

I'=(1+0e) =1

oldugu kolayca goriiliir.

Asagida, B(e) dual lokal halkasi ile koordinatlanacak olan PK-diizlemlerde, noktalarin
ve dogrularin iizerinde olma bagintisina gore incelenmesi sirasinda kargilagilan bazi ce-

birsel sonuglar verilmistir.
Sonug 3.1.6 Her ¢,n € I = Be igin gn = 0 dir.
Sonu¢3.1.7 z € Ivew — 2z € Iisew € I olur.

Asagidaki teoremde daha sonra PK-diizlemlerde bir komsuluk bagintist belirlemeye imkan

verecek bir denklik bagintist verilmektedir.

Teorem 3.1.8 I kiimesi bir B(e) halkasinin tersi olmayan elemanlarin olusturdugu ideal

olmak tizere

(B<5))3 = {($1,1’27$3) | T1,%2,T3 € 8(5)}

kiimesi iizerinde, J = {1, 2, 3} i¢in

(al,ag,ag) ~ (bl,bg,b;g) =4 (VZ)(Z eJ=a; —0b € I)

bigiminde tanimlanan ~ bagmtisi (B())? iizerinde bir denklik bagintisidir.

Ispat. ~ min (B(¢))? iizerinde bir bagint1 oldugu asikardir. D1) yansima, D2) simetri ve

D3) gecisme Ozelliklerinin saglandig1 agsagida gosterilmistir.
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D1) Her A = (a3, az,a3) € (B(g))? i¢in

(VZ € J)(CL, —a; = O)

oldugundan

(a1,a2,a3) ~ (ar,a2,a3) = A~ A

bulunur.

D2) Her A = (ay,as,a3), B = (b1, b,b3) € (B(€))? igin

A~DB (alaa2>a3) ™ (b17627b3)
(i € )b —a; € T)

(b17b2>b3) ~ (a1,a2,a3)

O R

B~ A

olur.

D3) Keyfi A = (ay,a9,a3), B = (by,ba,b3),C = (c1,co,c3) € (B(€))? olmak iizere

A~ BveB~CCise(Vi€])igina;, —b; € Iveb; — ¢; € I olup bu durumda

(ai—bi)+(bi—ci):ai—0i61

oldugundan A ~ C' dir. m
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3.2 Bir PK-Diizlemin Koordinatlanmasi

Bu kisimda bir PK-diizleminde se¢ilen bir dortgen yardimiyla bu PK-diizlemin nokta-
laria ve dogrularina verilecek koordinatlarin nasil belirlenecegi hususunda bilgi verile-

cektir.

II = (N, D, o, ~) bir PK-diizlem ve {O, E, U, V} bu PK-diizlemde bir dértgen ol-
sun. Bu PK-diizlemde

deo = UV,
d = OF
W = dAdy,

I = {NeN|(Nod)A(N~O)},

R = {NeN|(Nod)A(N W)}

olarak isimlendirilsin. R kiimesinin elemanlar1 olan noktalarin yeniden isimlendirilmesi

suretiyle elde edilen

R=1{0,1,a,b,¢c,...}

kiimesi goz Oniine alinsin. Bu R kiimesi yardimiyla verilen II PK-diizleminin tiim nok-
talar1 ve dogrulart koordinatlanabilir (Baker ve ark. 1991). R kiimesinin elemanlar1 olan
O ve FE noktalarina yeniden isimlendirme sirasinda 6zel olarak sirasiyla O ve 1 in karsilik

tutulmasi genellemeyi bozmaz ve bu nedenle O := 0 ve E := 1 olarak alinir.
Asagida verilecek yontemle bir noktaya karsilik tutulan parantez igindeki sirali iicliiye

o noktanin koordinat: denir. (Daha sonra dogrulara da koseli parantezler icinde iigliiler

karsilik tutulacaktir ve bu tigliilere de ilgili dogrunun koordinati ad1 verilecektir.)
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PK-diizlemde alinan {O, F, U, V'} dortgeni degistik¢e nokta ve dogrulara karsilik tutu-
lan koordinatlar da degisecektir. Bu nedenle koordinatlama i¢in segilen {O, E,U,V'}

dotgenine I PK-diizlemi icin koordinatlama dortgeni denir.

d;,

U\
Sekil 3.1. Koordinatlama Dértgeni ve OF Dogrusu Uzerindeki Elemanlar

3.2.1 Noktalarin Koordinatlanmasi

PK-diizlemin noktalarma x,y € R ve w,z € I olmak iizere (z,y,1),(1,y, 2), (w, 1, 2)
biciminde siral1 tigliiler koordinat olarak karsilik tutulacaktir. Bu koordinatlamalarda 1
elemaninin bulundugu yer yardimiyla, ilgili koordinatin karsilik geldigi noktaya bir tip
karsilik tutulur. 1 € R eleman1 3. bilesende ise bu noktaya 3. tip nokta, 1. bilesende ise
1. tip nokta ve son olarak 2. bilesende ise 2. tip nokta adi verilir. Birden ¢ok bilesende
1 varsa ilk once 3. bilesende 1 olup olmadigina bakilir. Yoksa 1. bilesende 1 olup ol-
madigma bakilir ve buna gore karar verilir. Ornegin (1,1,1) noktast 3. tip, (1,1,0)

noktasi 1. tip bir noktadur.

N bu PK-diizlemde herhangi bir nokta olmak iizere:
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i) N = d ise

(NV)ANd ==z

ve

(NU)ANd =y

olacak bi¢imdeki z, y elemanlar1 yardimiyla N noktasina (x,y, 1) koordinat1 kargilik tu-

tulur. Bu karsilik tutulma Sekil 3.2 de verilmistir.

Sekil 3.2. 3. Tip Noktalarin Koordinatlanmasi

Ozel olarak O noktasinin koordinati

OVAd=0=0

veE

OUNd=0=0
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oldugundan

0 =(0,0,1)

olarak bulunur. Benzer bicimde £ noktasinin koordinati

EVANd=FE=1
ve
EUNd=FE =1
oldugundan
E=(1,1,1)

olarak bulunur. Boylece d iizerindeki I/ noktasina komsu olmayan tiim noktalar 3. tip-
tendir ve bu noktaya bir & € R eleman1 yardimiyla (k, k, 1) koordinat1 karsilik tutulmusg

olur.

ii) N ~ds ve N =V ise

ONANEV =(1,y,1)

veE

(NVAUE)VO)AEV = (1,2,1)

olacak bicimdeki y ve z elemanlar1 yardimiyla N noktasina (1, y, z) koordinat1 kargilik

tutulur. Bu karsilik tutulma Sekil 3.3 de verilmistir.
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W odve W ody oldugundan W noktasit ve W nun komsulugundaki noktalar da bu
karsilik tutulma ile koordinatlanmis olup artik d iizerindeki tiim noktalarin koordinatlari
belirlenmig olur. W noktasinin koordinatinin, gerekli hesaplamalar yapildiktan sonra,
(1,1,0) oldugu ve W nun komsugundaki d nin noktalarinin koordinatlarinin ise z € I

olmak iizere (1, 1, z) bi¢ciminde olacag1 goriiliir.

Sekil 3.3. 1. Tip Noktalarin Koordinatlanmasi

iii) N ~ V ise

ON AEU = (w,1,1)

veE

NUAd=(1,1,z)

olacak bigimdeki w, z elemanlar1 yardimiyla N noktasina (w, 1, z) koordinati karsilik tu-
tulur. Boylece V' noktasinin koordinatlarinin (0, 1, 0) oldugu goriiliir. Bu karsilik tutulma

Sekil 3.4 de verilmistir.
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N(w,1.2)

Sekil 3.4. 2. Tip Noktalarin Koordinatlanmasi

3.2.2 Dogrularin Koordinatlanmasi

PK-diizlemin dogrularina m,p € R ve ¢,n € I olmak iizere [m, 1, p|, [1,n, pl, [¢, n, 1]
biciminde sirali Gigliiler koordinat olarak karsilik tutulacaktir. Bu koordinatlamalarda 1
elemaninin bulundugu yer yardimiyla, ilgili koordinatin karsilik geldigi dogruya bir tip
kargilik tutulur. 1 € R eleman 2. bilesende ise bu dogruya 2. tip dogru, 1. bilesende
ise 1. tip dogru ve son olarak 3. bilesende ise 3. tip dogru adi verilir. Birden cok
bilesende 1 varsa ilk once 2. bilesende 1 olup olmadigina bakilir. Yoksa 1. bilegsende 1
olup olmadigina bakilir ve buna gore karar verilir. Ornegin [1, 1, 1] dogrusu 2. tip, [1, 1, 0]

dogrusu 1. tip bir dogrudur.

g bu PK-diizlemde herhangi bir dogru olsun:

i) g~V ise

(g Nds) = (1,m,0)
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veE

gNOV = (0,p,1)

olacak bi¢cimdeki m,p elemanlar1 yardimiyla g dogrusuna |[m, 1, p| koordinati kargilik

tutulur. Bu karsilik tutulma Sekil 3.5 de verilmistir.

0.p.1)

0

Sekil 3.5. 2. Tip Dogrularin Koordinatlanmasi

ii) g~V ve godyise

((gNds)VO)ANEU = (n,1,1)

Ve

gNOU = (p,0,1)

olacak bigcimdeki n ve p elemanlari yardimiyla g dogrusuna [1,n, p|] koordinati kargilik

tutulur. Bu kargilik tutulma Sekil 3.6 da verilmistir.
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/ ©,0.1)

Sekil 3.6. 1. Tip Dogrularin Koordinatlanmasi

iii) g ~ d ise

gNOU = (1,0,q)
ve

gNOV =(0,1,n)

olacak bicimdeki n, ¢ elemanlar1 yardimiyla g dogrusuna [g, n, 1] koordinati kargilik tutu-

lur. Bu kargilik tutulma Sekil 3.7 de verilmistir.
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U
/ 0 (1.0.9) \\

Sekil 3.7. 3. Tip Dogrularin Koordinatlanmasi

Yapilan bu koordinatlamanin bir sonucu olarak bazi 6zel noktalarin ve dogrularin koordi-

natlarinin agagidaki gibi oldugu goriiliir ve bu nokta ve dogrular Sekil 3.8 de gosterilmistir.

0 =(0,0,1), E=(1,1,1), U =(1,0,0), V =(0,1,0),

OoU =[0,1,0], OV =[1,0,0], UV =][0,0,1], d=O0E =11,1,0]

d[1,1,0]

(1,1.1)

0(0,0,1)  [0,1,0]

Sekil 3.8. Baz1 Ozel Noktalarin ve Dogrularin Koordinatlart
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Noktalar ve dogrular i¢cin komguluk bagintis1

(21,22, 23) ~ (Y1, Y2,y3) & @ —y; €L,i=1,2,3

[al,ag,ag]f\/[bl,bg,bg] = Cli—biEI,izl,Z,B

olarak tanimlanir ki bunun (B(¢))? iizerinde bir denklik bagintisi oldugu, daha dnce, Teo-

rem 3.1.8 de gosterilmistir.

3.3 Dual Lokal Halka Yardimiyla Projektif Klingenberg Diizlem Insaasi

Bu kisim iki altbaglik altinda tamamlanacaktir. Birinci altbaglikta lokal alterne halkalarla
bir PK-diizlemin nasil elde edilecegi verilmis ve ikinci altbaglikta bu verilen yontemden

hareketle B(¢) dual lokal halkasi ile PK-diizlem inga edilmistir.

3.3.1 Bir Lokal Alterne Halka Yardimiyla Insaa Edilen PK-Diizlem

Baker ve ark. (1991) calismalarinda; 2.2 baghigr altinda tanmitildigr gibi koordinatlanan
IT = (N, D, o, ~) PK-diizlemi i¢in (R, +, ) cebirsel yapisinin bir lokal alterne halka
oldugunu ve tersine R lokal alterne halkasi ile asagida gibi insa edilen geometrik yapinin
bir MK-diizlem oldugunu yani PK-diizlem oldugunu ve PK3) sartinda elde edilen projek-
tif diizlemin Moufang diizlemi oldugunu gostermistir. Asagida bir 6zeti verilecek olan ce-
birsel bir yapidan PK-diizlem elde etme yontemi, Dugas’in (1979) ve Keppens’in (1988)
calismalarindan yola ¢ikarak Baker ve ark. (1991) tarafindan gelistirilen metodun bir

uyarlamasidir.

Teorem 3.3.1 R bir lokal alterne halka ve I, R nin tersi olmayan elemanlarinin olusturdu-

gu ideal olsun. Bu durumda noktalarin kiimesi

N ={(z,y,1)|r,y c R} U{(L,y,2) [y € R, z€ T} U{(w,1,2) |w,z €I},
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dogrularin kiimesi

D={m,1,p]|mpeR}U{[L,n,p]|nel, pe R}U{[¢,n,1]]|¢nel},

olmak {iizere, lizerinde olma bagintisi
o (r,y,1)o[m,1,p| < y=am+p,

o (z,y,1)o[l,n,p| < x=yn+p,

(z,y,1) 0 [g,n,1],

(1,y,2) o[m,1,p] & y =m+ zp,

e (1,y,2)0lg,n, 1] & z=q+yn,

(17y7z> @ [17n7p] )

(w,1,z)0[l,n,p] & w=n-+zp,

(w,1,2)0[g,n,1] & z = wq +n,

(w,1,2) 0 [m,1,p],

biciminde ve komsuluk bagintis1 noktalar ve dogrular i¢in
o (1,22,3) ~ (Y1, 42,y3) & @ —y € L,i=1,2,3,
e [a1,as,a3] ~ [b1,by,b3] & a; —b; € 1i=1,2,3.

olarak tammlandiginda IT = (N, D, o, ~) geometrik yapisi bir PK-diizlemdir.

Teorem 3.3.1 de verilen PK-diizleme R lokal alterne halkas1 yardimiyla koordinatlanan

projektif Klingenberg diizlemi denir ve bu PK-diizlem kisaca PK5(R) ile gosterilir.

Blunck (1991) calismasinda Baker ve ark. (1991) calismasinda yapilanlar 6zetleyen ve

asagida bir uyarlamasi verilen teoremi ifade etmistir.
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Teorem 3.3.2 II = (N, D, o, ~) 3.2 bagh@ altindaki gibi koordinatlanan bir PK-
diizlem olsun. Bu durumda (R, +,-) bir lokal alterne halkadir ve I bu lokal alterne
halkanin birim olmayan elemanlarinin olusturdugu idealdir. Tersine, bir R lokal alterne

halkas1 verildiginde bu R iizerine P K5(R) projektif Klingenberg diizlemi inga edilebilir.

Sonug 3.3.3 Uzerinde olma bagitisinin tamim geregi PK»(R) de ayni tipten bir nokta

ayni tipten bir dogru lizerinde degildir.

Sonu¢ 3.3.4 R lokal alterne halkas1 ve I birim olmayan elemanlarin kiimesi olsun. Bu

takdirde Vt € I icin 1 — ¢ ve 1 + ¢ elemanlar1 birer birimdir.

Ispat. ¢t € Tiken 1 —t € I oldugu kabul edilsin. Lokallik sart1 geregi I bir ideal

oldugundan R lokal alterne halkasinin bir alt halkasidir. Bu sebeple

t+(1—-t)=1€l

olmalidir. Fakat

oldugundan bir celigki elde edilir. Bu kabuliin yanlis oldugunu gosterir. Yani

tel=1-t¢1

sonucu bulunur. 1 + ¢ ¢ I oldugu benzer bigimde goriiliir. m

3.3.2 Bir Dual Lokal Halka Yardimiyla Elde Edilen PK-Diizlem

Her lokal halka ayn1 zamanda bir lokal alterne halka oldugundan Teorem 3.3.1 de verilen
insa etme metodu yardimiyla herhangi bir lokal halka kullanilarak bir PK-diizlem inga
edilebilir. Bu nedenle R lokal alterne halkasi yerine B(c) dual lokal halkast alindiginda

Teorem 3.3.1 gegerli olur. Bu durumda PK,(B(¢)) bir PK-diizlemdir. Asagida verilen
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Teorem 3.3.5 de bu ifade edilmis ve ileriki boliimlerde P K5 (B(¢)) diizlemi i¢in yapilacak
hesaplamalarda kolayliklar saglayacagi i¢in ispati detayli islemleri ile birlikte verilmistir.
Bu tezde 6zel olarak Teorem 3.3.1 deki R lokal alterne halkasi yerine B(c) dual lokal

halkasi alinarak elde edilen P K5(B(¢)) tizerinde durulacaktir.

Teorem 3.3.5 B(¢) bir dual lokal halka ve I bu lokal halkanin tersi olmayan eleman-

larinin olusturdugu ideal olsun. Bu durumda noktalar kiimesi

N =A{(z,y,1) lz,y € B(e)} U{(Ly,2) [y € B(e), z € [} U{(w, 1, 2) |w, z €T},

dogrular kiimesi

D ={[m,1,p] [ m,pe B(e)} U{[l,n,p] |ne€LpecB)}uUflg,n1]|q¢gnel}

olarak alinsin. Bu noktalar ve dogrular kiimesi icin o lizerinde olma bagintis1
o (z,y,1)o[m,1,p] & y=am+p,

o (z,y,1)o[l,n,p| &z =yn+p,

(z,y,1)0q,n,1],

(1,y,2) o[m,1,p] &y =m+ zp,

(1,y,2) o [g,n, 1] & 2z = q + yn,

(1,y,2)0[1,n,p],

(w,1,2)o[1,n,p] & w=n+ zp,

(w,1,z)0g,n,1] & 2z =wq+n,

(w,1,2)0[m,1,p],

biciminde tanimlansin. Noktalar ve dogrular i¢in komguluk bagintis1 olarak daha 6nce

Teorem 3.1.8 de denklik bagintis1 oldugu gosterilen ve
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L4 (x17$27x3) ~ (ylayZany) < Ti —Yi € :[77/ = 172737
o [al,ag,ag] ~ [bl,bg,bg] Sa; — b € I,Z = 1,2,3.

bi¢iminde tanimlanan ~ bagintist alinsin. Bu durumda elde edilen PK»(B(¢)) = (N, D,

o, ~) geometrik yapisi bir PK-diizlemdir.

Ispat. 21, @2, y1, Yo, 22, wo € B olacak bicimde

T =21+ X28,Y = Y1 + Y2E, 2 = 22€, W = Wa€

verilsin. Herhangi bir N € N noktas; 3. tipten bir nokta ise

N = (z,y,1) = (1 4+ 228, 41 + Yot 1)

formunda, 1. tipten bir nokta ise

N =(1,y,2) = (1,1 + y25, 20¢)

formunda ve son olarak 2. tipten bir nokta ise

N = (w,1,2) = (wqe, 1, 29¢)

formundadir.

my, Ma, P1, P2, N2, g2 € B olacak bi¢imde

m = my + MoE, P = P1 + P2&, N = N2E, ¢ = (2€

verilsin. Herhangi bir d € D dogrusu; 2. tipten bir dogru ise

d=[m,1,p] = [m1 +mae, 1, p1 + poc]
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formunda, 1. tipten bir dogru ise

d= [1,n,p] = [1,n28,p1 +]92€]

formunda ve son olarak 3. tipten bir dogru ise

d= [Q7 n, 1] = [q2€7 nag, 1]

formundadir.

PK1 ) Keyfi N, M € N, N = M noktalari i¢in bes farkli durum s6z konusudur:

1. Durum N = (z,y,1), M = (u,v, 1)

2. Durum N = (z,y,1), M = (1,v,1)

3. Durum N = (z,y,1), M = (u, 1,t)

4. Durum N = (1,y,2), M = (1,v,t)

5.Durum N = (1,y,2), M = (u, 1,t)

Simdi bu durumlarin hepsi ayr1 ayri incelenecektir.

1. Durum: N = (x,y,1), M = (u,v,1) noktalarinin ikisi de 3. tipten bir nokta
oldugundan N M dogrusunun 3. tipten bir dogru olamayacagi Sonu¢ 3.3.3 geregi bel-

lidir. Bu durumda N M dogrusu ya 1. tipten ya da 2. tipten bir dogrudur. N ~ M

oldugundan komsuluk bagintisinin kurulusu geregi

r—ug¢lIVviz—uelrny—vé¢l)

olacagi anlagilir.
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1.Hal: © — u ¢ I olsun. Bu durumda arastirilan N M dogrusu 1. tipten olamaz. Aksi

halde NM = [1,n, p] olsayds;

NoNM & (x,y,1) 0 [1,n,p]

Sr=yn+p (3.3.1)

veE

MoNM & (u,v,1)0[1,n,p]

Su=vn-+p (3.3.2)

olacagindan (3.3.1) ve (3.3.2) nolu esitliklerden

r—u=(y—ov)n (3.3.3)

elde edilirdi. (3.3.3) esitliginde sag taraf (n € I oldugundan) I idealinin eleman1 ol-
masina ragmen, sol taraf = — u ¢ I oldugundan bu esitlik gecerli degildir. Bu durum N M

dogrusunun 1. tipten olmasi kabulii ile celisir.

Simdi N M dogrusunun 2. tipten olmasi durumu incelenecektir.

NM = [m,1,p] i¢in

NoNM < (z,y,1) o [m,1,p]

Sy=rm-+p 3.3.4)
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veE

MoNM & (u,v,1) 0 [m,1,p]

Sv=um-+p (3.3.5)

olacagindan (3.3.4) ve (3.3.5) nolu esitliklerden

y—v=(r—u)m (3.3.6)

sonucu elde edilir.  — u ¢ I oldugundan birimdir yani (z — u)~! € B(e) vardir. Bu

nedenle

m = (z—u)"'(y —v)

oldugu goriiliir. Bulunan bu m degeri (3.3.4) esitliginde kullanilarak

p=y—z((z—u) " (y—v))

sonucu bulunur. Boylece

NM = [(z—u) " y—v),Ly—2((x —u) " (y — v))]

dogrusunun tek olarak (/N ve M noktalarinin koordinatlar1 yardimiyla) belli oldugu goriiliir.

2. Hal: + —u € IANy —v ¢ I olsun. Bu durumda aragtirilan N M dogrusu 2. tipten

olamaz. Aksi halde NM = [m, 1, p] olsaydi;

NoNM & (z,y,1) 0 [m, 1,p]

Sy=rm-+p (3.3.7
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veE

MoNM & (u,v,1) 0 [m,1,p]

Sv=um-+p (3.3.8)

olacagindan (3.3.7) ve (3.3.8) nolu esitliklerden

y—v=(r—u)m (3.3.9)

elde edilirdi. (3.3.9) esitliginde sag taraf (x — u € I oldugundan) I idealinin elemani
olmasi ragmen, sol taraf y — v ¢ I oldugundan bu esitlik gegerli degildir. Bu durum N M

dogrusunun 2. tipten olmasi kabulii ile celisir.

Simdi N M dogrusunun 1. tipten olmasi durumu incelenecektir.

NM = [1,n,p|igin

NoNM < (z,y,1) 0 [1,n,p]

S Tr=yYn +p (3310)

ve

Mo NM & (U,U71)0[17n7p]

Su=vn+p 3.3.11)

olacagindan (3.3.10) ve (3.3.11) nolu esitliklerden

r—u=(y—ovn (3.3.12)
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elde edilir. y — v ¢ T oldugundan birimdir yani (y — v)~' € B(¢) vardir. Bu nedenle

n=(y—v)"(z—u)

oldugu goriiliir. Bulunan bu n degeri (3.3.10) esitliginde kullanilarak

p=z—y(ly—v) ' (z —u))

sonucu bulunur. Boylece

NM =[1,(y —v) z —u),z —y((y —v) " (z —w)]

dogrusunun tek olarak (/N ve M noktalarinin koordinatlar1 yardimiyla) belli oldugu goriiliir.

2. Durum: N = (x,y,1),M = (1,v,t) iken NM dogrusunun 3. tipten ve 1. tipten
bir dogru olamayacag1 Sonug 3.3.3 geregi bellidir. Simdi N M dogrusunun 2. tipten ol-

mas1 durumu arastirilacaktir.

NM = [m,1,p] i¢in

NoNM < (z,y,1) o [m,1,p]

Sy=rm-+p (3.3.13)

\

MoNM & (1,v,t)0[m,1,p]
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olur. (3.3.13) esitliginden elde edilen

y—xrm=p (3.3.15)

denklemi (3.3.14) nolu esitlikte yerine yazilirsa

v=m+tly —axm)=v=m+ty —t(xm) (3.3.16)

elde edilir. Burada t,z, m € B(e) ve B(e) bir lokal halka oldugundan birlesme 6zelligi

geredi t(xm) = (tz)m esitligi gecerlidir. > Bu nedenle (3.3.16) esitliginden

v—ty=m— (try)m = v —ty = (1 —tx)m (3.3.17)

oldugu goriiliir. Sonug 3.3.4 geregi tx € Tiken 1 —tx ¢ Toldugundan (1 —tx)~! € B(e)
vardir. (3.3.17) esitliginden

m = (1—tz) (v —ty)

oldugu goriiliir. Bulunan m degeri (3.3.15) esitliginde kullanilarak

p=y—a((1—tx) ' (v—ty))

sonucu bulunur. Boylece

NM =[(1—tz) " (v—ty), 1,y —z((1 —tx) (v —ty))]

dogrusunun tek olarak (/N ve M noktalarinin koordinatlart yardimiyla) belli oldugu goriiliir.

Burada her ne kadar bir lokal halka iizerinde koordinatlama yapildig1 icin ¢arpma isleminin birlesme
ozelligi kullaniliyorsa da literatiirde Baker ve ark. (1991) birlesme 6zelliginin olmadig: lokal alterne
halkalar ile koordinatlanan geometrik yapilarda da PK1) sartinin saglandigin1 uzun islemler neticesinde
gostermiglerdir.
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3. Durum: N = (z,y,1),M = (u,1,t) iken NM dogrusunun 3. tipten ve 2. tipten
bir dogru olamayacag1 Sonug 3.3.3 geregi bellidir. Simdi N A dogrusunun 1. tipten ol-

masi1 durumu incelenecektir.

NM = [1,n,p| igin

NoNM & (x,y,1)0[17n7p]

Sr=yn+p (3.3.18)

veE

Mo NM & (u,1,t) 0 [1,n,p]

Su=n-+tp (3.3.19)

olur. (3.3.18) esitliginden elde edilen

z—yn=p (3.3.20)

denklemi (3.3.19) nolu esitlikte yerine yazilirsa

u=n+t(xr—yn) =u=n+tr—t(yn) (3.3.21)

elde edilir. Burada ¢,y,n € B(e) ve B(e) bir lokal halka oldugundan birlesme 6zelligi

gere8i t(yn) = (ty)n esitligi gegerlidir. Bu nedenle (3.3.21) esitliginden

u—tr=n—(ty)n=u—ter=(1-ty)n (3.3.22)

oldugu goriiliir. Sonug 3.3.4 geregi ty € Iiken 1 — ty ¢ T oldugundan (1 —ty)~! € B(e)
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vardir. (3.3.22) esitliginden

n=(1—ty) (u—tx)

oldugu goriiliir. Bulunan n degeri (3.3.20) esitli§inde kullanilarak

p=x—y((1—ty) (u—tx))

sonucu bulunur. Boylece

NM = [1,(1 —ty) Y(u —tz),z — y((1 — ty) " (u — tx))]

dogrusunun tek olarak (/N ve M noktalarinin koordinatlar1 yardimiyla) belli oldugu goriiliir.

4. Durum: N = (1,y,z2),M = (1,v,t) noktalarmn ikisi de 1. tipten bir nokta
oldugundan N M dogrusunun 1. tipten bir dogru olamayacagi Sonug 3.3.3 geregi belli-
dir. Yani N M dogrusu ya 2. tipten ya da 3. tipten bir dogrudur. N ~ M oldugundan

komguluk bagintisinin kurulusu geregi

y—v¢Inz—tel

olacagi anlagilir.

Bu durumda aragtirilan N M dogrusu 2. tipten olamaz. Aksi haldle NM = [m,1,p]

olsaydi;

NoNM < (1,y,2) o [m, 1, p]
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Sy=m-++zp (3.3.23)

ve

MoNM & (1,U,t)o[m,1,p]

olacagindan (3.3.23) ve (3.3.24) nolu esitliklerden

y—v=(z—1t)p (3.3.25)

elde edilirdi. (3.3.25) esitliginde sag taraf (z,¢ € I oldugundan) I idealinin elemani ol-
masina ragmen, sol taraf y — v ¢ I oldugundan bu esitlik gecerli degildir. Bu durum N M

dogrusunun 2. tipten olmasi kabulii ile ¢elisir.

Son olarak N M dogrusunun 3. tipten olmas1 durumu incelenecektir.

NM = [q,n,1] igin

NoNM & (1,y,2) o [g,n, 1]

veE

MoNM < (1,v,t) o[g,n,1]

St=qg+vn (3.3.27)
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olacagindan (3.3.26) ve (3.3.27) nolu esitliklerden

z—t=(y—v)n (3.3.28)

elde edilir. y — v ¢ T oldugundan birimdir yani (y — v)~' € B(¢) vardir. Bu nedenle

n=(y—v)"(z—1)

oldugu goriiliir. Bulunan bu n degeri (3.3.26) esitliginde kullanilarak

g=z—y((y—v) ' (z—1))

sonucu bulunur. Boylece

NM =[z—y((y—v)"(z=1),(y —v) (2 = 1),1)]

dogrusunun tek olarak (/N ve M noktalarinin koordinatlar1 yardimiyla) belli oldugu goriiliir.

5.Durum: N = (1,y,z), M = (u, 1,t) noktalarinin birisi 1. tipten ve digeri 2. tipten bir
nokta oldugundan N M dogrusunun 1. tipten ve 2. tipten bir dogru olamayacagi Sonug

3.3.3 geregi bellidir. Simdi N M dogrusunun 3. tipten olmasi durumu incelenecektir.

NM = [g,n,1] igin

NoNM & (1,y,2)0[g,n,1]

S zZz=q+yn (3329)

Ve

Mo NM < (u,1,t) o [g,n,1]
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St=uqg+n (3.3.30)

olur. (3.3.30) esitliginden elde edilen

t—ug=n (3.3.31)

denklemi (3.3.29) nolu esitlikte yerine yazilirsa

z=q+ylt —uq) = z=q+yt—y(ug) (3.3.32)

elde edilir. Burada y,u,q € B(g) ve B(e) bir lokal halka oldugundan birlesme 6zelligi

gere8i y(uq) = (yu)q esitligi gecerlidir. Bu nedenle (3.3.32) esitliginden

z—yt=q— (yu)g =z —yt = (1 — yu)q (3.3.33)

oldugu goriiliir. Sonug 3.3.4 geregi yu € Iiken 1 —yu ¢ I oldugundan (1—yu)~! € B(e)
vardir. (3.3.33) esitliginden

g=1—yu)'(z—yt)

oldugu goriiliir. Bulunan ¢ degeri (3.3.30) esitliginde kullanilarak

n=t—u((l—yu)(z—yt))

sonucu bulunur. Boylece

NM = [(1—yu) (2 = yt),t —u((L —yu)~" (2 — yt)), 1]

dogrusunun tek olarak (/N ve M noktalarinin koordinatlart yardimiyla) belli oldugu goriiliir.

PK2) Bu sartin dogru oldugunu gostermek igin, noktalar icin PK1) de yapilan islemlerin
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benzerleri kolayca yapilabilmektedir. Islemler ve diisiinceler tamamiyla PK1) dekilerin

benzeri oldugundan tezde yer kaplamamasi bakimindan PK2) nin ispat1 verilmeyecektir.

PK3) Teorem 3.1.8 ile ~ bagmtisimin N ve D iizerinde bir denklik bagintis1 oldugu

gosterilmigsti. Boylece ~ denklik bagintisina kargilik gelen kanonik dontisiim

0N — N =N/~

D — D' =D/~

tanimlidir. Her Ny, Ny € N ve her dy, d; € D igin

Ny ~ Ny & (N1) = o(Na)

veE

di ~ dy < @(di) = p(dy)

olur. Uzerinde olma bagintist N € N ve d € D icin

p(N) o' o(d) & (IN)[(N1 € [N] A ((Fdr)(dy € [d] A Ny o dy)))]

bi¢iminde tanimlandiginda elde edilen P = (N, D', o) geometrik yapisinin bir projek-

tif diizlem oldugu gosterilmelidir.

P1) NV kiimesindeki noktalar, '/ ~ boliim grubunun elemanlari oldugundan, PK-diizlem-
deki NV noktalar kiimesi iizerinde ~ komguluk bagintisina gore bir denklik sinifidir. Yani

keyfi N;, N; € N icin
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olur. Bu kisimda PK-diizlemlerdeki aym1 komsuluktaki noktalarin herbiri indislerle gos-
terilirken bunlarin denklik sinifi yani ¢ yap1 doniisiimii altindaki goriintiileri sadece karsilik
gelen biiyiik harfle gosterilecektir. Benzer bigimde D’ kiimesindeki dogrular, D/ ~
boliim grubunun elemanlar: oldugundan, PK-diizlemdeki D dogrular kiimesi lizerinde ~

komguluk bagintisina gore bir denklik simifidir. Yani keyfi d;, d; € D i¢in

dszjidje[dJ:d

olur. Bu kisimda noktalara benzer bicimde PK-diizlemlerdeki ayn1 komsuluktaki dogrula-
rin herbiri indislerle gosterilirken bunlarin denklik sinifi yani ¢ yapr doniisiimii altindaki

goriintiileri sadece karsilik gelen kiiciik harfle gosterilecektir. Yani

M,N € N'vec¢,d € D igin

M = {Ml,MQ, },N - {Nl,NQ, 5 G .},C = {Cl,CQ, o },d = {dl,dg, .. }

biciminde gosterilecektir. M, N, c ve d nin eleman sayilariyla ilgili daha detayl bilgiler
Drake ve Lenz ’in (1975) sonlu Klingenberg diizlemleri {izerine yaptiklar ¢alismalarinda

bulunabilir.

M, N € N’ farkli keyfi iki nokta olsun. M; € M, N; € N i¢in M; ~ N; oldugundan
PK1) geregi M1 N, = d; € D dogrusu vardir. Ayn1 zamanda ¢ : D — D’ oldugundan
o(dy) = d € D’ diir. Burada P geometrik yapisindaki iizerinde olma bagntist olan o’

tanimindan dolay1

Myody = ¢(M;)o ¢(dy)

Niody = ¢(N1)o p(dy)

63



olur ve

o(My) = M, o(N1) = N,p(dy) =d

oldugundan

0(Mi)p(N1) = ¢(d1) = MN =d

sonucu bulunur.

Boylece N de alinan farkli keyfi noktalar i¢cin D’ de bunlar birlestiren bir tek dogrunun

var oldugu gosterilir.

P2) Bu sartin dogru oldugunu gostermek i¢in, noktalar icin P1) de yapilan islemlerin

benzerleri kolayca yapilabilir.

P3) 0,1 € B(¢e) oldugu igin

Ny = (0,0,1), Ny = (1,0,0), N3 = (0,1,0), Ny = (1,1,1)

noktalart PK5(B(e)) geometrik yapisindadir. Ni, Na, N3, Ny € N noktalarindan her-
hangi ikisinin ayn1 komsulukta olmadig1 gosterildikten sonra bu noktalarin yapr doniisii-

mii altindaki goriintiilerinden herhangi tigiiniin dogrudas olmadig1 gosterilecektir.
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Ni ~ Ny < (0,0,1) ~ (1,0,0) & 1 €1
Ni ~ N3 < (0,0,1) ~ (0,1,0) & 1 €1
Ni~ Ny < (0,0,1) ~(1,1,1) & 1 €1
Ny ~ N3 < (1,0,0) ~ (0,1,0) < 1 €1
Ny~ Ny (1,0,0) ~ (1,1,1) < 1 €1

NgNN4<:><0,].,O)N(1,1,1)<:>1€I

1 ¢ I oldugundan Ny, No, N3, N4 noktalari ikiser ikiser farkli komguluktadirlar.

NQNS = [07 07 1]

oldugu basit hesaplamalarla bulunur. Simdi N, N3 dogrusunun iizerindeki noktalardan
herhangi birinin IN; noktasia komsu olup olmadig1 kontrol edilecektir. Once NN

dogrusunun iizerindeki noktalar incelenecektir. Uzerinde olma bagintisindan

(x,y,2)0[0,0,1] & 2=0

bulunur. Komsuluk bagintis1 geregi

(0,0,1) ~ (2,5,0) < 1—-0=1€1I

elde edilir. Burada 1 ¢ I oldugundan bu 6nerme yanligtir. Yani N; noktast Ny N3 dogrusu

tizerindeki (x, y, 0) noktalarindan higbirine komgu degildir. Bu durumda

Nl e N2N3
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olur. Bundan dolay1 Teorem 2.2.21 geregi

©(N1) ¢ (NoN3)

sonucu elde edilir. Bu sonug, ¢(N7), ©(N2), p(NN3) noktalarinin dogrudas olmadigini

gosterir.

NoNy, =[0,1,1]

oldugu basit hesaplamalarla goriiliir. Simdi Ny /N, dogrusunun iizerindeki noktalardan
herhangi birinin /NV; noktasina komsu olup olmadig1 kontrol edilecektir. Once N,N,

dogrusunun iizerindeki noktalar incelenecektir. Uzerinde olma bagimtisindan

(x,y,2)0[0,1,1] &y =2

bulunur. Komsuluk bagintis1 geregi

(x,a,a) ~(0,0,1) & (r€lhacIAha—-1€])

elde edilir. Burada Sonug¢ 3.3.4 gere§ia € I Aa — 1 € I 6nermesi yanhstir. Yani N;
noktast No N, dogrusunun iizerindeki (z, a, a) noktalarindan hi¢cbirine komsu degildir. Bu

durumda

Nl (e N2N4

olur. Bundan dolay1 Teorem 2.2.21 geregi

p(N1) 0" p(NoNy)

sonucu elde edilir. Bu sonug, ¢(Ny), ©(N2), ¢(N;) noktalarinin dogrudag olmadigini
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gosterir.

N3Ny =[1,0,1]

oldugu basit hesaplamalarla goriiliir. Simdi N3N, dogrusunun iizerindeki noktalardan
herhangi birinin N; noktasina komsu olup olmadig1 kontrol edilecektir. Once N3N,

dogrusunun iizerindeki noktalar incelenecektir. Uzerinde olma bagintisindan

(x,y,2)0[L,0,1]] & x =z

bulunur. Komsuluk bagintis1 geregi

(a,y,a) ~(0,0,1) < (acIAhyelAna—1€])

elde edilir. Burada Sonug¢ 3.3.4 geregi a € I A a — 1 € I 6nermesi yanlistir. Yani Ny
noktasi N3 N4 dogrusunun iizerindeki (a, y, a) noktalarindan hicbirine komsu degildir. Bu

durumda

Nl e N3N4

olur. Bundan dolay1 Teorem 2.2.21 geregi

©(N1) ¢ (N3 Ny)

sonucu elde edilir. Bu sonug, ¢(Ny), p(NV3), p(IV4) noktalarinin dogrudas olmadigint

gosterir.

N3Ny =1[1,0,1]

oldugu basit hesaplamalar ile goriiliir. Simdi N3N, dogrusunun iizerindeki noktalardan
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herhangi birinin N, noktasina komsu olup olmadig1 kontrol edilecektir. N3/NV4 dogrusunun

tizerindeki noktalarin (a, y, ) tipinde oldugu gosterildi. Komguluk bagintisi geregi

(a,y,a) ~(1,0,0) < (a—1€IAnyeclnacl)

elde edilir. Burada Sonug¢ 3.3.4 geregia — 1 € I A a € I Onermesi yanhstir. Yani N,
noktas1 N3 N4 dogrusunun iizerindeki (a, y, a) noktalarindan hicbirine komsu degildir. Bu

durumda

Ny v N3Ny

olur. Bundan dolayr Teorem 2.2.21 geregi

©(Na) ¢ (N3 Ny)

sonucu elde edilir. Bu sonug, ¢(Ns), ©(NV3), p(N4) noktalarinin dogrudas olmadigini

gosterir.

Boylelikle ¢(N1), ¢(Ns), ©(N3), ¢(Ny) € N’ noktalarindan herhangi iigiintin dogrudas

olmadig1 anlagilir.

P1), P2) ve P3) sartlar1 saglandigindan P = (N’, D', o) geometrik yapisi bir projektif
diizlemdir. m
34 PK,(B(¢)) Diizleminde Bazi Sonuglar

B bolimli halkasindan elde edilen B(e) dual lokal halkasi kullanilarak inga edilen PK-
diizlemlerde iizerinde olma bagintisinin ve komsuluk bagintisinin incelenmesi neticesinde

asagidaki sonuglar ve teoremler ortaya ¢ikmugtir.
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Sonug 3.3.4 den elde edilen komgsuluk bagintis1 ile ilgili baz1 6zellikler asagida verile-

cektir.

Sonug 3.4.1 Verilen bir B(¢) dual lokal halkastyla koordinatlanan PK»(B(g)) = (N, D, o, ~)

PK-diizlemi i¢in asagidaki bagintilar gecerlidir.

o (x,y,1)» (1,y,2),

(x,y,1) % (w, 1, 2),

(1,y,2) = (w,1,2),

(x,y,1) ~ (u,v, 1) & (x—uel,y—vel),

(17y72> ~ (17U?t) <:>y_v EI:

(w, 1, 2) ~ (u, 1,1),

[m, 1,p] = [1,n,p],

[m’ 17p] Cad [q7n7 1]7

[1,n,p] = [q,n,1],

m,L,p] ~u,1,t] & (m—-—uel,p—tel),

[1,n,p| ~[lv,t] <p—tel,
® [g,n,1] ~ [u,v,1].

Sonug 3.4.2 Asagidaki 6nermelerin birbirlerine denk olduklar1 ¢ € Tiken 1 — ¢ ¢ I

ozelliginden kolayca goriilebilir
1) Farkli tipten noktalar ve dogrular birbirleriyle komsu degildir.

2) Aym komsuluktaki iki nokta ya da dogru aym tiptedir.
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Day1oglu ve Celik (2011) calismasinda 5(¢) dual lokal halkasi yerine daha 6zel bir 6rnek
olarak ()(¢) dual kuaterniyonlar halkast alinarak koordinatlanan PK(Q(¢)) diizleminde

bulunan bir teorem uyarlama olarak asagida verilecektir.

Teorem 3.4.3 PK,(B(¢c)) diizleminde asagidaki 6zellikler saglanir.

1) (21 + 228,41 + yoe, 1) 0 [my + mae, 1, p1 + pae]
& Y1 = T1My + P1, Y2 = LMy + TiMo + P2
2) (w1 +x28,y1 +yog, 1) o [1,n9g, p1 + pag] & 71 = p1, T2 = Yina + Po
3) (L, y1 + yae, 226) 0 [my + mae, 1, p1 + pog] & y1 = ma, ya = ma + 22p1
4) (1,11 + yog, 228) 0 [qog, 2e, 1] < 20 = g2 + 1o
5) (wee,1,29¢) 0 [1,n9e,p1 + pag] & wy = N + z9p1
6) (wse, 1, 29¢) 0 [qoe, noe, 1] & 29 = gy
7) (a1 + age, by + bae, 1) ~ (1 + coe,dy + doe, 1) & ¢y = a3 Ady = by
8) (1,a1 + ase,be) ~ (1,¢1 + coe,dse) & 1 = g

9) Her az, bg, Co, dy € B lgll’l (a267 1,b2€) ~ (026, 1, d2€).

Buraya kadar verilen bilgiler 1s181nda kolayca gosterilebilen ama literatiirde ispatina rast-

layamadigimiz bir sonug asagida teorem olarak verilecektir.

Teorem 3.44 II = (N, D, o, ~) PK-diizleminde ¢, ¢3, d;, dy € D olmak iizere

ledQ

ve

(Vi,7)(i,j € {1,2} = ¢; = d;)

olarak se¢ilen dogru ciftlerinin kargilikli arakesit noktalar1 ayn1 komsuluktadir.
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Ispat. c1,c, ve di,d, dogru ciftleri icin PK2) sarti geregi var oldugu bilinen arakesit

noktalari

Cl/\dl :Nl,CQ/\dl :NQ,CQ/\dQZN3701/\d2:N4

olsun. PK3) sart1 geregi

p(er) = p(ca) = ¢

veE

o(di) = ¢(dy) =d

olacak bi¢imde ¢, d € D' dogrular1 P = (N, D’, o') projektif diizleminde vardir ve

¢ N\ d = N noktasi tek tiirli olarak bellidir.

Sekil 3.9. Ayn1 Komguluktaki Dogru Ciftlerinin Arakesitlerinin Goriintiisii

Nj o ¢y ve Ny ody icin ¢ doniisiimii geometrik yap1 epimorfizmi oldugundan ve lineerlik

sartin1 sagladigindan

©(N1) o ¢(c1)
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veE

p(N1) o p(dy)

dir. Bundan dolay1

P(N1) = p(c1) A p(dy)

olur. p(cy) = ¢ ve ¢(dy) = d oldugundan

©(Ny) =cNd (3.4.1)

oldugu goriiliir.

Benzer iglemler ile 2 < ¢ < 4 i¢in ¢(N;) = ¢ A d oldugu goriilir. Bu durumda Ny,
Ny, N3 ve N4 noktalarinin ¢ yapr doniisiimii altindaki gortintiileri esit oldugundan ayni

komgulukta olduklar1 sonucuna ulasilir. =
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4. TOPLAMA ve CARPMA ISLEMLERININ DUZLEM GEOMETRIDEKI
KARSILIKLARI

Bu boliimde cebirsel islemler olan toplama ve carpma islemlerinin farkli diizlemlerdeki

geometrik yorumlarina deginilecektir.

4.1 Reel Afin Diizlemde Toplama ve Carpma Islemlerinin Geometrik Yorumu

M.O. 300’lii yillar civarinda yasanus olan Iskenderiyeli Oklid, Elemanlar adli eserinde,
bugiin kisaca “diizlem” dedigimizde akla gelen “Oklid diizlemi”, “Reel (afin) diizlem”
ya da “analitik diizlem” adlariyla bilinen, diizlem tanimin1 ilk defa yapmak i¢in tanimsiz
baz1 kavramlardan ve bes adet aksiyomdan faydalanmistir. Bu aksiyomlardan iizerine en
cok tartisilan1 ve en meshur olan1 “paralellik aksiyomu™ adiyla bilinen besinci aksiyom-
dur. Bu aksiyomda Oklid “Eger bir diiz dogru iki diiz dogruyu kesiyor ve bu kesisimde
ayni taraftaki i¢ agilarin toplami iki dik agidan kiiciik kaliyorsa, bu iki dogru sonsuz
uzatildiginda agilarin iki dik agidan kiigiik oldugu tarafta kesisirler.” ifadesini kullansa
da daha kolay anlasilmast icin Iskog bilim adami John Playfair tarafindan bu ifadeye denk
oladugu gosterilen “Bir dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel (dogru) ¢izilebilir.”
ifadesi daha ¢ok kullanilmistir. Beginci aksiyom iizerinde bilim adamlarinca yapilan uzun
tartigmalar ve farkli yaklasimlar neticesinde 1800’1ii yillarda Bolyai, Lobachevsky ve Rie-
mann gibi 6nciilerin liderliginde bu tezin de ana konusu olan gayri Oklidyen geometriler

geligtirilmigtir.

Oklid ve diger bazi matematikciler dogru parcalarmin uzunluklarii birbirlerine ekle-
yerek ve carparak cebirsel geometrinin tarihteki ilk dayanak noktalarini olusturmuslardir.
Oklid diizleminin daha sonralar1 cesitli gelismelerle giiniimiizde analitik diizlem adiyla
bilinen halini almastyla cebirsel geometri daha rahat anlasilmis ve gelistirilmistir. Ozel
olarak z-eksenindeki ve y-eksenindeki noktalar R reel sayilar kiimesi ile birebir eglenmis

olduklarindan Oklid diizleminde noktalar geometrik olarak da toplanabilir ve ¢arpilabilir.
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Bu baslik altinda énce aslinda Oklid diizlemi olan reel afin diizlemde toplama ve carpma
islemlerinin geometrik yorumlari {izerinde durulacaktir. Toplama islemi, paralelkenarlar
yardimiyla uzunluklarin yer degistirmesiyle yapilmakla beraber ¢arpma islemi, orantili

dogru parcgalar1 ve liggenlerin benzerlikleri kullanilarak geometrik anlam kazanmaktadir.

4.1.1 Reel Afin Diizlemde Toplama

Reel afin diizlemde x-ekseni tizerindeki A = (a,0) ve B = (b,0) noktalar1 verilsin.
A noktasindan gecip x-eksenine dik olan [a] dogrusu ile O = (0,0) orjinden gecen y-
ekseninden yani [0] dogrusundan farkli ve egimi keyfi bir m sayisi olan [m, 0] dogrusunun
arakesit noktast K olsun. Gerekli hesaplamalar yapildiginda K noktasinin koordinat-

larinin (@, ma) oldugu goriiliir.

K = (a,ma) noktasindan gegip y-eksenine dik olan [0, ma] dogrusu ile B = (b,0)
noktasindan gegen ve egimi daha 6nce [m, 0] dogrusunun egimi i¢in kullanilan m sayisi
olan [m, —mb| dogrusunun arakesit noktasina L ad1 verilsin. L noktasinin koordinatlari

da gerekli hesaplamalar yapildiginda (a + b, ma) olarak bulunur.

L = (a + b,ma) noktasinin z-ekseni iizerine dik izdiisiimii alinacak olursa x-ekseni
tizerindeki [a + 0] A [0,0] noktast elde edilir ki bu noktanin koordinatlart (a + b,0)

oldugundan, bu nokta A + B toplaminin koordinatlart olarak tanimlanir.

Yani

A+ B = (a,0)+ (b,0)

= (a+10,0)

olur.
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Sekil 4.1. Reel Afin Diizlemde Toplama

Sekil 4.1 de yer alan O K L B paralelkenar1 6zel olusturulmus bir paralelkenardir. Burada
OB ve K L kenarlarinin uzunlugu z-ekseni iizerindeki AR dogru parg¢asinin uzunlugu ile
ayni oldugundan Sekil 3.1 de uzunlugu a + b olan A + B noktasini bulmak i¢in, uzunlugu
a olan O A dogru pargasinin ucuna yine x-ekseni iizerinde olan ve uzunlugu OB dogru
parcasininki ile ayni yani b olan AR dogru parcasi eklenmis ve bdylece koordinatlari

(a +b,0) olan R noktast tespit edilmis olur.

4.1.2 Reel Afin Diizlemde Carpma

Reel afin diizlemde x-ekseni lizerindeki noktalarin ¢carpiminin geometrik yorumu toplama

icin yapilan geometrik yorumdan oldukga farklidir.

Simdi reel afin diizlemde verilen A = (a,0) ve B = (b, 0) noktalar1 i¢in ¢arpma igleminin

geometrik yorumu 6zet olarak verilecektir.

B = (b, 0) noktasindan gegip z-eksenine dik olan [b] dogrusu ile 1 = (1, 0) noktasindan
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gecip z-eksenine dik olmayan yani [1] den farkli, egimi keyfi bir m reel sayisi olan
[m, —m/| dogrusunun arakesit noktasina M ad1 verilsin. M noktasinin koordinatlari gerekli
hesaplamalar yapildiginda (b, mb — m) olarak bulunur.

b—
M = (b,mb — m) noktasi ile O = (0,0) noktasindan gecen [m m

, —ma| dogrusu
ile A = (a,0) noktasindan gegen z-eksenine dik olmayan ve egimi m olan [m, —mal
dogrusunun arakesit noktasina N adi verilsin. N noktasinin koordinatlar1 da gerekli

hesaplamalar yapildiginda (ab, ma(b — 1)) olarak bulunur.

N = (ab, ma(b — 1)) noktasinin z-ekseni iizerine dik izdiisiimii alinacak olursa z-ekseni
tizerindeki [ab] A [0, 0] noktasi elde edilir ki bu noktanin koordinatlari (ab, 0) oldugundan,

bu nokta A - B ¢arpiminin koordinatlari olarak tanimlanir.

Yani

A-B = (a,0)-(b,0)

= (ab,0)

olur.
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Sekil 4.2. Reel Afin Diizlemde Carpma

A A A A
Sekil 4.2 de yer alan OM 1 ve ON A benzer iiggenleri ile OM B ve ON R benzer tiggenleri
A A
Ozel olarak olusturulmus tiggenlerdir. OM 1 ve O N A tiggenleri arasindaki benzerlik orani

|OM|  |O1]

ION| — |OA|]  a

A A
dir. Benzer bi¢imde OM B ve ON R liggenleri arasindaki benzerlik orani

|OM| |OB|] b

|ON| ~ |OR| r

dir. Bundan dolay1

(]OM] 1 _|[oM] b

1OM] 1 _ 0 — ab
ON| " |ON] 7"):>T ¢

olarak bulunur. Boylece koordinatlari (ab, 0) olan R noktasi tespit edilmis olur.

Bu konuda daha detayli bilgi icin Bennett (1995) calismas1 ve Bayraktar (2012) tezi ince-
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lenebilir.

4.2 Reel Projektif Diizlemde Toplama ve Carpma Islemlerinin Geometrik Yorumu

Veblen ve Young (1910) ile Coxeter (1949) eserlerinde toplama ve ¢arpma cebirsel islem-
lerinin projektif geometri ile iligskilerinden bahsedilirken, bu konudaki ilk ¢alisma 6rnek-
lerinin Von Staudt (1847) tarafindan verildigi ve Hessenberg (1905) c¢alismasinda Von
Staudt’ un yaptig1 calismay1 daha basitlestirdigi, gene ayni1 konuda O’hara ve Ward (1937)

gibi ¢alismalarin oldugu anlasilmaktadir.

Bu baglik altinda bir projektif diizlem 6rnegi olarak ilk boliimde tanitilan reel projektif

diizlemde toplama ve ¢carpma islemlerinin geometrik yorumu iizerinde durulacaktir.

4.2.1 Reel Projektif Diizlemde Toplama

P,R de, z-eksenine kargilik gelen, [0, 1, 0] dogrusu iizerinde A = (a,0,1) ve B = (b,0, 1)

noktalar1 verilsin.

A noktast ile V' = (o0) = (0, 1,0) ideal noktast yardimiyla AV = [1,0, —a] dogrusu
ve O = (0,0, 1) orjin noktasi ile S = (1,1, 0) ideal noktasi yardimiyla OS = [—1,1,0]

dogrusu olugturulsun. AV A OS = K noktasi hesaplanirsa K = (a, a, 1) oldugu goriiliir.

B = (b,0,1) noktast ile S = (1, 1,0) ideal noktasi yardimiyla BS = [—1, 1, b] dogrusu
ve K = (a, a, 1) noktast ile z-eksenine paralel tiim dogrularin {izerindeki ideal nokta olan
U = (1,0,0) noktast yardimiyla KU = [0, 1, —a] dogrusu olusturulsun. BS A KU = L

noktasi hesaplanirsa L = (a + b, a, 1) oldugu goriiliir.

L = (a + b,a,1) noktast ile V' = (0,1,0) noktas1 yardimiyla LV = [1,0,—a — b
dogrusu ve z-eksenine karsilik gelen OU = [0, 1,0] dogrusunun arakesiti bulunarak

A+ B = (a+b,0,1) noktas: tespit edilir.
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Yani

A+B = (a,0,1)+(b,0,1)

— (a+b,0,1)

dir.

V=(0,1,0)

'.-:..{t}r:(f,a,a:]

A+B=(a+b,0,1)

[1,0,-a] [1,0,-a-b]

Sekil 4.3. P;R de Toplama

4.2.2 Reel Projektif Diizlemde Carpma

PR reel projektif diizleminde z-eksenine karsilik gelen [0, 1, 0] dogrusu iizerinde verilen
A = (a,0,1) ve B = (b,0,1) noktalari igin ¢arpma igleminin geometrik yorumu 6zet

olarak verilecektir.

P,R de [0, 1,0] dogrusu iizerinde bulunan A = (a,0,1) ve b # 0 olmak iizere B =

(b,0, 1) noktalar verilsin.> 1 = (1,0, 1) noktast ile S = (1, 1, 0) ideal noktasindan gegen

3b = 0 olmasi durumunda herhangi bir tanimsizlik s6z konusu olmamakla birlikte konunun ¢ok fazla
dagilmamasi i¢in buraya bu durum dahil edilmemistir.
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1S = [-1,1,1] dogrusu ile B = (b,0,1) noktasi ile V' = (0, 1,0) ideal noktasindan
gecen BV = [1,0,—b] dogrusu olusturulsun. 1S A BV = M noktasi hesaplanirsa
M = (b,b—1,1) oldugu goriiliir.

O = (0,0, 1) noktastile M = (b, b—1, 1) noktasindan gegen OM = [122, 1, 0] dogrusu ve

A = (a,0,1) noktast ile S = (1, 1,0) ideal noktasindan gecen AS = [—1, 1, a] dogrusu

olusturulsun. OM A AS = N noktasi hesaplanirsa N = (ab, ab — a, 1) oldugu goriiliir.

N = (ab,ab — a, 1) noktasi ile V' = (0,1, 0) noktasin birlestiren NV = [1,0, —ab]
dogrusu ve z-eksenine karsilik gelen OU = [0, 1,0] dogrusunun arakesiti bulunarak

A - B = (ab, 0, 1) noktasi tespit edilir.

Yani

A-B = (a,0,1)-(b0,1)

= (ab,0,1)

dir.
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V=(0,1,0)

.............. Oeeeinnnnnn,,,
""" _#5=(1,1,0)
N=(ab,ab-a,l)
M=(b,b-1,1)
[0,1,0]
il
n % . A4-B=(ab,0,1)
%‘ : Q\“ P Yy
R ST
[1,0,-b] [1,0,-ab]

Sekil 4.4. P;R de Carpma

4.3 PK,(B(c)) Diizleminde Toplama Islemi

Bu kisimda verilen bir B boliimlii halkasi yardimiyla koordinatlanan P K5 (B(¢)) Projek-
tif Klingenberg diizleminde toplama igleminin geometrik yorumu iizerinde durulacaktir.
AsR ve PyR diizlemlerinde x-ekseni tizerindeki noktalarin toplami i¢in yapilan tanimlama
gibi PK,(B(¢)) diizleminde xz-ekseni gorevi tistlenen OU dogrusu tizerindeki noktalarin
toplam1 takdim edilecektir. Bu kismin ikinci ve iiciincii alt bagliklarinda toplama islemi
PK5(B(e)) diizlemindeki [m, 1,p| ve [1,n,p] tipinden dogrularn tizerindeki noktalara

genisletilecektir ve bu kismin son boliimiinde ¢arpma islemi {izerinde durulacaktir.

4.3.1 OU Dogrusu Uzerindeki Noktalarin Toplama Islemi

Bu kisimda 6zel olarak secilen OU dogrusu iizerindeki noktalarin toplami igin verilen

algoritmik tanim bir ka¢ adimda tamamlanacaktir.

Tanim 4.3.1 A ve B noktalar1 PK,(B(¢)) diizleminde OU dogrusu iizerinde ikisi birden

U ya komgu olmayan iki nokta olsun. UV dogrusu iizerindeki S = (1,1,0) noktasi
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yardimiyla

K=AV ANOS

noktas1 ve K noktas1 yardimiyla belirlenen

L=KUA\BS

noktasini kullanarak A + B noktasi

A+ B =LV ANOU

olarak tanimlanir.

Bu islem Sekil 4.5 ile temsil edilmistir.

S=(1,1,0)

Sekil 4.5. PK,(B(e)) diizleminde OU Dogrusu Uzerindeki Noktalarin Toplami

Bu tanim Celik ve Erdogan (2013) ve Celik ve Dayioglu (2013) caligmalarinda, OU

dogrusu iizerinde birbirlerine komsu olmayan iki nokta i¢in verilmisti. Bu doktora tezinin
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yazarinin ve danismaninin, tez yazim tarihine kadar olan siire i¢indeki yaptiklari calismala-
rinda, toplanilacak noktalarin ikisinin birden U noktasina komsu olmasi durumu diginda,
verilen tanimin OU dogrusu iizerindeki birbirlerine komgu olan tiim nokta ikilileri i¢in de

anlaml oldugu goriilmiis ve tanim tezdeki halini almistir.

OU dogrusu lizerinde toplanilacak olan noktalarin ikisinin birden U noktasina komsu
olmas1 durumunda tanimda verilen algoritmaya gore elde edilen KU ve BS dogrular
birbirlerine komsu olmaktadir ve bu iki dogrunun kesisim noktasi olan L noktasinin be-

lirlenmesinde sorunlar ortaya ¢ikmaktadir.

Asagidaki teoremde, daha 6nce geometrik olarak tanimlanan toplama isleminin, iizerinde
calisilan geometrik yapiy1 koordinatlamada kullanilan cebirsel yapidaki karsiliklar: ince-
lenmistir. Bu teoremde A ve B noktalarinin 3. tip nokta, Z noktasinin da 1. tip (yani U

noktasina komsu) bir nokta oldugunu gozden kagirmamak gerekir.

Teorem 4.3.2 PK,(B(¢)) diizlemindeki OU dogrusu iizerinde verilen

A = (a1+a2€,0,1)

B = (b1 + 1726,0, 1)

ve

Z = (1,0, 29¢)

noktalar1 icin asagidaki esitlikler gecerlidir.
l)A+B = ((a1+b1) + (a2+b2)€,0,1) = B+A,
A+7Z=(1,0,20e)=2Z=7Z+A

Ispat. Ispatta PK,(B(c)) diizleminde OU iizerindeki noktalar icin verilen toplama tani-

mindaki iglemlere ait hesaplamalar yapilacaktir.
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Gerekli hesaplamalar yapilarak

AV = [1,0,a; + asel,

0S = [1,1,0]

oldugu ve bu dogrularin arakesiti olan K noktasinin koordinatlarinin

K =AV ANOS = (a1 + ase, a1 + age, 1)

oldugu goriiliir.

Benzer islemlerle

KU = [0,1,a1 + ase],

BS = [1,1,—b; — bye]

dogrularinin arakesiti olan L noktasinin koordinatlari

L=KUABS = (a1 + b + (ay + b2)e, a1 + age, 1)

olarak bulunur. L noktas1 yardimiyla bulunan

LV = [1, 0, ap + b1 + (CLQ + bg)&]

dogrusu ile

oU = [0,1,0]

dogrusunun kesisim noktas1t A 4+ B olarak tanimlandigindan A + B noktasinin koordinat-
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lar

olur.

A+ B = (a1 +&2€,O,1) + (bl —|—b2€,0,1)

= LVAOU
= [1, 0, ai + b1 + (GQ + bg)é‘} VAN [O, 1, 0]

= (a1 + by + (a2 + by)e,0,1)

Benzer hesaplamalar A ve B noktalarinin rolleri kargilikli degistirilerek yapildiginda

BV

oS

K

KU

AS

L

LV

ou

[1,0,b1 + bae],

[1,1,0]

BV ANOS = (by + bae, by + boe, 1)

[0,1,b1 + beg],

(1,1, —a; — asg]

KUNAS = (by 4+ a1 + (ba + az)e, by + bae, 1)
[1,0,b1 + a1 + (by + a2)e],

[0,1,0]

oldugu ve bu nedenle B ve A noktalarinin toplami1 olan B + A noktasinin koordinatlarinin

B+A = (b +bye,0,1) + (a7 + ase,0,1)

= LV ANOU
= [1, 0, b1 +ap + (bQ + CLQ)&T} VAN [0, 1, 0]

= (bl “+ a; + (bQ + CL2>€, 0, 1)

oldugu goriiliir. Burada ay, as, by, by € B boliimlii halkasinin elemani olduklarindan +
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isleminin degisme 6zeligi géz Oniine alindiginda

B+A = (b1+a1+(b2+a2)€)
= (a1 + bl + (&2 + b2)€)

= A+ B

esitligi kolayca goriiliir ki bu i) nin dogru oldugunu gosterir.

i) nin dogru oldugunu gostermek icin de yine Tanim 4.3.1 de verilen islemler yapilacaktir.

Tanimda verilen islemler yapilarak

AV = [1,0,a; + age],
0S = [1,1,0]
K = AV AOS = (a1 + ase, a1 + aze, 1)
KU = [0,1,a1 + ase],
ZS = |[zg, —26,1]
L = KUANZS = (1,(a122)e, 22¢)
LV = [2e,0,1],

oU = [0,1,0]

oldugu goriiliir ve buradan

A+7Z = (a1 + aee,0,1)+ (1,0, 20¢)
= LV ANOU
= [202,0,1] A[0,1,0]
= (1,0, z¢)

= 7
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sonucu bulunur. Z + A toplamu i¢in ise tanimda belirtilen

ZV = [ze,0,1],
0S = [1,1,0]
K = ZVANOS = (1,1, z5)
KU = [0, ze,1],
AS = [1,1,—a; — ase]
L = KUAAS=(1,1— (22a1)e, 29¢)
LV = [2¢,0,1],

oU = [0,1,0]

hesaplamalar1 yapilarak

Z+A = (1,0,2¢) + (a1 + ase,0,1)
= LV ANOU
= [2e,0,1] A[0,1,0]
= (1,0, z¢)

= 7

sonucuna varilir. =

Sonug 4.3.3 PK,(B(e)) diizleminde OU dogrusu iizerindeki

A = (a1 + age,0,1),

noktasi ve OU dogrusu iizerinde U noktasina komsu olan bir

Z = (1, O, ZQ€>
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noktast ile O’ ~ O, O’ o OU o6zelligindeki

O' = (22¢,0,1)

noktasi i¢in asagidaki 6nermeler dogrudur.

D)A+0=A

o+ 2Z=127

i) A+ O ~ A.
ispat.

i) Teorem 4.3.2- i)den

A+0 = (a1+a25,0,1)+(0,0,1)
= ((a1 4+ ae) + (04 0¢),0,1)
= (a1 +age,0,1)

= A

oldugu bellidir.

ii) O = (0,0,1) noktast 3. tip nokta ve Z = (1,0, zo¢) noktasi 1. tip nokta oldugu

icin Teorem 4.3.2 -ii) kullanilarak

O+7Z = (0,0,1) 4 (1,0, z2¢)
= (1,0, z¢)

= Z
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sonucuna ulagilir.

iti) Teorem 4.3.2- i) den

A+0" = (a1 +ae,0,1)+ (22¢,0,1)

= (@ + (a2 + 22)e,0,1)

oldugu goriiliir. A+ O’ = (a1 + (a2 + x2)e,0,1) ve A = (a1 + ase, 0, 1) noktalari i¢in

komguluk bagintis1 geregi

a; + (ag + x2)e — (a1 + age) = x9e € Be

oldugundan

A+0 ~ A

sonucu bulunur. =

(x1 + x26,0,1), (y1 + y2¢,0, 1) bigimindeki noktalarin ayn1 komsulukta olabilmesi i¢in
gerek ve yeter sartin z; = y; olacagi komsuluk bagintis1 tanimindan kolayca goriilebilir.
Bu nedenle OU dogrusu iizerinde ayni1 komsulukta olan 3. tip noktalar i¢cin Teorem 4.3.2

den asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.3.4 PK,(B(¢e)) diizleminde OU dogrusu iizerinde birbirlerine komsu olan

A = (CLl + CLQ(E,O, 1),

B = (CLl + b2€,0, 1)
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noktalari i¢in

A+ B = (a1 +ae,0,1) 4+ (ag + bye,0,1)
= (2@1 + (CZQ + bg)é’f, O, 1)
olur.

Tanim 4.3.1 de, OU dogrusu iizerindeki 3. tipten noktalarin toplami, S = (1, 1, 0) noktasi
yardimiyla belirlenmigtir. Asagidaki teoremde bu toplami bulmak i¢in S yerine do, = UV

dogrusu tlizerindeki bagka bazi noktalarin da alinabilecegi gosterilecektir.

Teorem 4.3.5 A ve B noktalart PK,(B(¢g)) diizleminde OU dogrusu iizerinde ikisi bir-
den U ya komgu olmayan iki nokta olsun. UV dogrusu iizerindeki herhangi bir S' =
(1, y1 + yoe, 0) noktast yardimiyla bulunan X' = AV A OS’ ve L = KU A BS’ noktalart

kullanilarak elde edilen LV A OU noktas1 A + B noktasina esittir.

Ispat. A = (a; + ase,0,1) ve B = (by + by, 0, 1) noktalar i¢in gerekli hesaplamalar

yapilarak

AV = [1,0,a; + asel,

OS/ = [yl +y267170]

oldugu ve bu dogrularin arakesitinin

K =AV ANOS" = (a1 + aze, arys + (a192 + agyr)e, 1),

oldugu goriiliir.
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Benzer bicimde

KU = [0,1,a1y1 + (a1y2 + azy1)e],

BS' = [yl + Y€, 17 _(blyl + (b1y2 + bel)S)]

dogrularinin arakesiti ise

L=KUAhBS

= (a1 + b1 + (ag + by)e, ay + by + (az + ba)e — (biyr + (brye + bay1)e), 1)

olarak bulunur. Son olarak

LV = [1,0,(11 -+ b1 + (CLQ -+ b2)€],

oUu = [0,1,0]

dogrular tespit edilir. Bu durumda

LV ANOU = [1,O,a1+b1+(a2+b2)6]/\[0,1,0]

= (a1 + b1 + (a2 + bg){f, 07 1)

oldugu goriiliir ki bu Teorem 4.3.2 yardimiyla hesaplanan A + B noktasina esittir.
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A = (a1 + a2¢,0,1) ve B = (1,0, 25¢) noktalart igin gerekli hesaplamalar yapilarak

AV

0s’

KU

BS’

LV

ou

[1,0,a; + ase],

[y1 + yae, 1, 0]

AV ANOS" = (a1 + ase, aryr + (a1yz + astn)e, 1),
(0,1, a1y1 + (a1y2 + asyr)el,

226, —y1 228, 1]

KU N BS" = (1, (200191 )€, 29¢)

(20,0, 1],

[0,1,0]

oldugu goriiliir. Bu durumda

LV ANOU = [ze,0,1] A[0,1,0]
= (17()’ Z28>

= B

sonucu elde edilir ki bu Teorem 4.3.2 yardimiyla hesaplanan A + B noktasina esittir.

B + A toplamu i¢in de gerekli hesaplamalar yapilarak
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BV = [20¢,0,1],
0S" = [y1+y2¢,1,0]
K = BV AOS = (1,y1 + y26, 20¢)
KU = [0,y; ze, 1],
AS" = [y +yee, L —(ayr + (ary2 + asyi)e)]
L = KUANAS = (1,91 + (y2 — 20a191)€, 29€)
LV = [z2,0,1],

oU = [0,1,0]

oldugu goriiliir. Bu durumda sonug olarak

LV ANOU = [ze,0,1] A[0,1,0]
= (17()’ Z2€)

= B

elde edilir ki bu Teorem 4.3.2 yardimiyla hesaplanan A + B noktasina esittir. m

Bu son teoremden asagidaki sonucun elde edilecegi asikardir.

Sonuc 4.3.6 Tanim 4.3.1 de kullanilan S = (1,1, 0) yerine d, tizerinde U ve V' nokta-

larina komsu olmayan herhangi bir nokta alindi§inda toplama islemi degismez.

4.3.2 [m, 1, p] Tipinden Dogrular Uzerindeki Noktalar I¢cin Toplama Islemi

Simdi OU dogrusu iizerindeki noktalarin toplamindan faydalanilarak P K, (B(¢)) projek-
tif Klingenberg diizleminde herhangi bir [m, 1, p] tipinden dogru iizerindeki iki noktanin

toplami geometrik ve cebirsel olarak incelenecektir.
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Tanim 4.3.7 A ve B noktalar1 PK,(B(¢)) diizleminde [m, 1, p] tipinden bir dogru iizerinde,

en azindan biri do, = UV dogrusuna yakin olmayan iki nokta olsun. Bu durumda,

A = AV AOU,

B = BV AOU,

olmak iizere Tanim 4.3.1 yardimiyla bulunan

C/ — A/ + B/

noktast kullanilarak
A+B=CV ANm,1,p|
olarak tanimlanir.

Bu islem Sekil 4.6 ile temsil edilmistir.

Sekil 4.6. PK,(B(¢)) Diizleminde [m, 1, p| Tipinden Dogrular Uzerindeki Noktalarin

Toplami
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Teorem 4.3.8 P K,(B(¢)) diizleminde keyfi bir [m+moe, 1, p;+p2c] dogrusu iizerindeki

A = (a1 + aq€, a3 + aye€, 1),

B = (bl + ng,bg + b4€, 1)

noktalar1 ve yine bu dogru iizerinde d, dogrusuna yakin olan

Z = (1,y1 + yoe, 226)

noktasi i¢in asagidaki esitlikler saglanir.

)A+B = (a1 +bi+ (ag +bo)e, a3 + bz + (as + bs)e — (p1 + pac), 1)

= (a1 4+ b1 + (ag + ba)e, (a1 + by + (ag + b2)e)(my + moe) 4+ p1 + pae, 1).

i) A+ 7 = (1,y1 + yoe, 22¢) = Z.

Ispat. Tanim 4.3.7 de belirtilen hesaplamalar yapilarak

A" = (a1 + age,0,1)

B = (b1+b2€,0,1)

oldugu bulunur. Teorem 4.3.2 - i) geregi

O = A+ B
= (a1 +aze,0,1) + (b1 + bye, 0,1)

= (CLl + b1 + (CLQ + bQ)cE, 0, 1)

oldugu elde edilir. Tanim 4.3.7 geregi
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A+ B = C'VA[my+mae, 1,p1 + pocl
= [1,0,a1 4 by + (ag + b2)e] A [my + mae, 1, py + pae]
= (a1 4+ b1 + (a2 + ba)e, (a1 + by + (ag + b2)e)(my + maoe) + p1 + pae, 1)

= (a1 +b1+ (ag+ba)e, a3+ bs + (as + by)e — (p1 + pa2g), 1)

sonucuna ulagilir ki bu ) nin dogru oldugunu gosterir.

i) nin ispat1 i¢in Tanim 4.3.7 de belirtilen igslemler yapilarak

A = (a1+a25,0,1)

7' (1, O, 228)

oldugu gortiliir. Teorem 4.3.2-ii) geregi

C/:A,+Z/:Z,

olur. Bu durumda

A+7Z = C'V Almy+maoe, 1, p1 + pac]
= [206,0,1] A [my + mae, 1, p1 + pag]
= (1,mq + mae + (208)(p1 + p26), 226)
= (1,51 + ye, 228)

= 7

oldugu sonucuna ulagilir. m

96



Sonug 4.3.9 PK,(B(¢)) diizleminde keyfi bir [m; + mae, 1, p; + pae| dogrusu iizerinde

A = (a1 + aq€, a3 + aye, 1),

B = (bl + ng,bg + b4€, 1)

noktalar1 ile ayn1 dogru iizerindeki, d., dogrusuna yakin olan bir

Z = (1,y1 + yoe, 226)

noktasi verilsin. Bu durumda [m; + mae, 1, p1 + poc] ile OV dogrusunun arakesiti olan

O, = (0, p1 + p2e, 1)

noktasina komsu ve [m; + mae, 1, p1 + pec] dogrusu iizerinde olan bir

Y = (wee, p1 + (wemy + po)e, 1)

noktasi icin asagidaki esitlikler dogrudur.

i)A+B=B+ A

A+ Z=27+A

i) A+ 0, = A
iv) Oy + 2 =12
vV)A+Y ~ A.
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Ispat. i) A ve B noktalari icin Teorem 4.3.8 den

A+ B = (a1 + b + (ag + ba)e, a3 + by + (ag + by)e — (p1 + p2g), 1)

ve

B+ A= (bl +a; + (bg + &2)8, bs + as + (b4 -+ a4)5 — (p1 —|—p2€), 1)

oldugu gorilir. (1 < ¢ < 4) igin a;,b; € B olup B de toplama islemi degismeli

oldugundan

A+B = (a1—I—b1+(a2+b2)5,a3+bg+(a4—|—b4)5—(p1+p25),1)
= (b1 + a1+ (ba + az)e, by + ag + (by + as)e — (p1 + p26), 1)

= B+ A

sonucu elde edilir.

ii) [my + mae, 1, p1 + pog] lizerindeki A ve Z noktalart igin A + Z = Z oldugu Teo-

rem 4.3.8 de verildi. Z 4+ A toplamini1 bulmak i¢in Tanim 4.3.7 de verilen yontem takip

edilerek
7' = ZV ANOU
= [205,0,1] A [0, 1,0]
= (1, O, 228)
ve
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A" = AV AOU
= [1,O,a1+a2€]/\[0,1,0]

= (a1 + age,0,1)

bulunur ve Teorem 4.3.2 i) geregi

' = Z'+ A
= (1,0, 228) - (CLl +a2£,0,1)
- (1707 225)

= 7

oldugu gortiliir. Bu durumda

Z+A = C'VA[my+mee,1,p1 + poc]
= [208,0,1] A [mq + mae, 1, p1 + pog]
= (1,m1 + mae + (228)(p1 + p2e), 22¢)
= (L,y1 + yoe, 228)

= 7

sonucuna ulagilir. Boylece A + 7 = Z = Z + A oldugu goriiliir.

iti) Teorem 4.3.8- i) den

A+0O, = (ay+ age, (a3 + ase) + (p1 + p2g) — (p1 + p2e), 1)
= (a1+a25,a3—|—a4€,1)

= A
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sonucu elde edilir.

iv) Teorem 4.3.8- ii) den

Op+7Z = (Ly+yse, 226)

= Z

sonucu elde edilir.

v) Teorem 4.3.8- i) den yararlanilarak A + Y toplamu

A+Y = (a1 + (a2 + we)e, as + ase + (wamy)e + p1 + poe — (p1 + p2g), 1)

= (a1 + (ag +ws)e, ag + (ag + wamy)e, 1)

olarak bulunur. Bu durumda

a; + (ag + wo)e — (a1 + aze) = woe €1

as + (ag + wamy)e — (as + age) = (womy)e €1

oldugundan komsuluk bagintisi geregi

A+Y ~A

oldugu goriiliir. m

4.3.3 [1,n,p| Tipinden Dogrular Uzerindeki Noktalar icin Toplama Islemi

Simdi OU dogrusunun ve [m, 1, p| tipinden dogrularin iizerindeki noktalarin toplamindan
faydalanilarak P K, (B(e)) Projektif Klingenberg diizleminde herhangi bir [1, n, p] tipin-

den dogru iizerindeki iki noktanin toplami geometrik ve cebirsel olarak incelenecektir.
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Tanim 4.3.10 A ve B noktalart PK,(B(¢)) diizleminde [1, n, p] tipinden bir dogru iize-

rinde, en azindan biri V' noktasina komsu olmayan iki nokta olsun. Bu durumda,

A" = AU AOE,

B" = BUAOE,

olmak iizere Tanim 4.3.7 yardimiyla bulunan

C// — Al/ ‘I’B”

noktast kullanilarak

A+ B=C"UA|[1,n,p]

olarak tanimlanir.

Bu islem Sekil 4.7 ile temsil edilmistir.

[1,n,p]

Sekil 4.7. PK,(B(¢)) Diizleminde [1, n, p] Tipinden Dogrular Uzerindeki Noktalarin
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Toplami

Teorem 4.3.11 PK,(B(c)) diizleminde keyfi bir [1, nse, p1 + poc] dogrusu iizerindeki

A = (ay + ase, a3+ ase, 1),

B = (bl + b2€,b3 + b4€, ]_)

noktalar1 ve yine bu dogru iizerinde V' noktasina komsu olan

Z = (wqe, 1, 29¢)

noktasi icin asagidaki esitlikler saglanir.

i) A+ B = ((a1 + by + (ag + ba)e — (p1 + p2¢), a3 + by + (as + by)e, 1)

= ((as + b3 + (a4 + by)e)(na2e) + p1 + pac, ag + b3 + (ag + by)e, 1),

i) A+ 7 = (wae, 1, 208) = Z.

Ispat. Tanim 4.3.10 da belirtilen hesaplamalar yapilarak

A” = (a3+a45,a3—|—a45,1)

B” = (b3+b4€,bg+b4€,1)

oldugu, Teorem 4.3.8- i) geregi *

C// — A// + B//

= ((13 + b3 + ((14 + b4)5,a3 + b3 + (CL4 + b4)€ -0, 1)

4 A" ve B" noktalar1 2. tip bir dogru olan OF = [1, 1, 0] dogrusu iizerinde olduklarindan, p; + pae = 0
olur.
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oldugu elde edilir. Tanim 4.3.10 geregi

A+ B = C"UA[1,ne,p1 + pag]
= [0,1,a3 + b3 + (a4 + by)e] A [1, noe, p1 + pac]
= ((az + b3 + (as + by)e)(noe) + p1 + pac, az + bz + (as + by)e, 1)

= (a1 +b1+ (ag+ba)e — (p1 + pa2g), a3+ bs + (as + by)e, 1)

sonucuna ulagilir ki bu ) nin dogru oldugunu gosterir.

ii) Ilgili hesaplamalar yapilarak

A’ 4= (a3+a4e,a3+a4e,1)

v = (]_, ]_, 228)

oldugu goriiliir. Teorem 4.3.8- ii) geregi

C// — A/l + Z//

— Z//

olur. Bu durumda

A+ 7 = C"UNIL, nge,pr + pocl
= [0, 208, 1] A [1, n2e, p1 + p2g]
= (nge + (22p1)e, 1, 29¢)
= (wae, 1, 298)

= 7

oldugu sonucuna ulagilir. =
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Sonug 4.3.12 PK,(B(¢)) diizleminde keyfi bir [1, nae, p; + pae| dogrusu iizerinde

A = (a1 + aq€, a3 + ay€, 1),

B = (bl + ng,bg + b4€, 1)

noktalar1 ile ayni dogru iizerindeki, V' noktasina komsu olan bir

Z = (wae, 1, z¢)

noktasi verilsin. Bu durumda [1, nse, p1 + poc] ile OU dogrusunun arakesiti olan

Op’ = (pl + D€, 07 1)

noktasina komsu ve [1, nse, p1 + poc] dogrusu iizerinde olan bir

Y' = (p1 + pag, wae, 1)

noktasi i¢in asagidakiler dogrudur.

i)A+B=B+ A

A+ Z=27+A

i) A+ 0, = A
i) Op + 72 =17
v A+Y' ~ A
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Ispat. i) A ve B noktalar1 i¢in Teorem 4.3.11 den

A + B = (al + bl + (a2 + b2)5 - (pl +p25), as + bg + (G4 + b4)€, 1)

ve

B + A= (bl +a; + (bQ + &2)8 - (pl +p28), b3 + as + (b4 -+ CL4)€, 1)

oldugu gorilir. (1 < ¢ < 4) igin a;,b; € B olup B de toplama islemi degismeli

oldugundan,

A+B = (al +b + (QQ il b2)€ — (p1 +p2€),a3 + by + (CL4 -+ b4)€, 1)
= (bl + a1 + (b2 + CL2)5 — (pl +p2€),b3 + asz + (b4 + a4)€, 1)

= B+ A

sonucu elde edilir.

ii) [1,nqe, p1 + pocl lizerindeki Z ve A noktalari i¢in A + Z = Z oldugu Teorem 4.3.11

de verildi. Z + A toplamini bulmak i¢in Tanim 4.3.10 de verilen yontem takip edilerek

Z" = ZUANOFE

= (1,1, z¢)

ve

A" = AU ANOF

= (a3 + aqe, a3 + ase, 1)
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olup Sonug 4.3.9 geregi

C(// — Z//_"_A//
= (1,1, 20¢)

— Z//

oldugu goriiliir. Bu durumda

Z+A = C"UA[1,nee,p1+ poc]
= [0, z9¢, 1] A [1, n2e, p1 + p2£]
= (nge + (22p1)e, 1, 29¢)
= (wse, 1, 29¢)

= A

sonucuna ulagilir. Boylece A + Z = Z = Z + A oldugu goriiliir.

iii) Teorem 4.3.11-i) den

A+ 0Oy = ((a1+ ae) + (p1 + p2e) — (p1 + p2g), as + ase, 1)
= (a1 + ase, a3 + ase, 1)

= A

sonucu elde edilir.

iv) Teorem 4.3.11- ii) den

Op +7Z = (wee, 1, 29)

= 7
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sonucu elde edilir.

v) Teorem 4.3.11- i) den yararlanilarak A + Y’ toplami

A+Y' = (a1+ age + p1+ p2e — (P14 p2g), as + ase + woe, 1)

= (a1 + ase, ag + ase + wee, 1)

olarak bulunur. Bu durumda

CL1—|—CL2€—(CL1+CL2€> = 0el

asz + ase + woe — (a3 + age) = woe €1

oldugundan komsuluk bagintis1 geregi

A+Y' ~ A

oldugu goriiliir. m

4.4 PK,(B(¢)) Diizleminde Carpma Islemi

Bu kisimda PK5(B(e)) Projektif Klingenberg diizleminde ¢arpma isleminin geometrik
yorumu iizerinde durulacaktir. AsR ve P;R diizlemlerinde yapilanlara benzer bi¢imde
PK5(B(¢)) diizleminde sadece OU = |0, 1,0] dogrusu iizerindeki noktalarin ¢arpimi

incelenecektir.

Tamim 4.4.1 A ve B noktalar1 PK,(B(¢)) diizleminde OU dogrusu iizerinde, biri O nok-
tasina komgu oldugunda digeri U noktasina komsu olmayan, keyfi iki nokta olsun. OU
dogrusu tizerindeki 1 = (1,0, 1) noktas1 ve UV dogrusu iizerindeki S = (1, 1, 0) noktas1

yardimiyla
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M =BV A 1S

noktas1 ve M noktast yardimiyla belirlenen

N =ASNOM

noktasini kullanarak A - B noktasi

A-B=NV ANOU

olarak tanimlanir.

Bu islem Sekil 4.8 ile temsil edilmistir.

S=(1,1,0)

Sekil 4.8. PK,(B(c)) Diizleminde OU Dogrusu Uzerindeki Noktalarin Carpimi

Bu tanim Celik ve Erdogan (2013) ve Celik ve Dayioglu (2013) caligmalarinda, OU

dogrusu lizerinde birbirlerine komsu olmayan iki nokta icin verilmisti. Fakat bu tezde
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verilen tanim, carpilacak noktalarin birinin O ve digerinin U noktasina komsu olmasi
durumu disinda, OU dogrusu iizerindeki birbirlerine komsu olan tiim nokta ikililerine

genisletilmistir.

OU dogrusu lizerinde carpilacak olan noktalarin birinin O digerinin U noktasina komsu
olmasi durumunda tanimda verilen algoritmaya gore elde edilen AS ve OM dogrulari
birbirlerine komsu olmaktadir. Bu sebeple bu iki dogrunun kesisim noktasi olan N nok-

tasinin durumu belirlenememektedir.

Asagidaki teoremde, daha 6nce geometrik olarak tanimlanan ¢arpma isleminin, iizerinde
calisilan geometrik yapiy1 koordinatlamada kullanilan cebirsel yapidaki karsiliklar: ince-
lenmistir. Bu teoremde A ve B noktalarinin 3. tip nokta, Z ve W noktalarinin da 1. tip

nokta olarak alindigin1 gozden kagirmamak gerekir.

Teorem 4.4.2 PK,(B(e)) diizleminde OU dogrusu iizerinde verilen

A = (a3 + age,0,1),
B = (by+be,0,1)
Z = (1,0, z0)

W = (1,0, wse)

noktalar i¢in asagidaki esitlikler gecerlidir.

i) A- B = (a1by + (a1by + asby)e,0,1).

ii) A = O olmak lizere A - Z = (1,0, (z0a;')¢).
iii) A = O olmak iizere Z - A = (1,0, (a] ' 22)e).

w) - W=W.Z=U.
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Ispat. Tanim 4.4.1 ile belirlenen islemler yapilacaktir. Bu nedenle tanimda gecen S =

(1,1,0) noktasi da islemler sirasinda kullanilacaktir.

i) Gerekli hesaplamalar yapilarak

BV = [1,0,b1+52€]7

1S = [1,1,-1]

oldugu ve bu dogrularin arakesitinin

M:BV/\LS:(b1+b28,b1—1+b2€,1)

oldugu goriiliir. A ve S noktalar1 belli oldugundan

AS =[1,1, —a; — ase]

olur. Tanim 4.4.1 de belirtilen islemlere devam edebilmek i¢in OM dogrusunu belir-
lemek gerekir. OM dogrusu O noktasinin B noktasina komsu olup olmamasina gore iki

durumda bulunur .

1. Durum: O ~ B olsun. Bu durumda

(0, O, 1) e (bl + bQE, 0, 1)

oldugundan

b1+b2€—0¢:[:>6168—:[

sonucuna ulagilir. Yani b; birimdir. Bu durumda O M dogrusu
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OM = (0,0,1)V(b1—|—b25,b1—1+b2€,1>

= [1—b7" + (bbb M, 1, 0],

olur ve OM dogrusu yardimiyla bulunan

N=ASANOM = [1,1,—a; —ax] A[1 —b;" + (b boby Mg, 1,0]

= (albl + (albz + ale)e, a1b1 —ay + (a1b2 + a2b1 — CLQ)E, 1)

N noktasi kullanilarak

NV = [1, O, a161 + (a1b2 + (Zgbl)é‘],

oU = [0,1,0],

dogrulari elde edilir ve bu dogrularin arakesiti olarak tanimlanan A - B noktasi

A-B = (a1+a2€,0,1)-(b1+b26,0,1)
= NV AOU
= [17 0, a1b1 + (a1b2 + agbl)ﬁ] N [0, 1, O]

= (a1b1 + (ale + aZbl)gv Oa 1)

olarak belirlenir.

2. Durum: O ~ B olsun. Bu durumda

(0,0,1)N(b1—|—b28,0,1) = bi+be—-0¢€l

= 6120
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olur ki buradan

OM = (0,0,1)V (boe, —1 + bye, 1)

= [1, —bQS, 0]

olarak hesaplanir. Bu durumda

N=ASANOM = [1,1,—a; —ase] A [1, —bse, 0]

= (albgﬁ, —a1 + (CL1b2 — az)g, 1)

olup

NV = [1, O, a1b28],

oUu = [0,1,0]

oldugundan

A-B = (a1+a25,0,1)~(b26,0,1)
= NV ANOU

- (alb2€,0» 1)

sonucu elde edilir.

ii) Gerekli hesaplamalar yapilarak

M=ZVANLS = (1,1 — 2z, 2z¢)
AS = [1,1,—a; — ase]

OM = (0,0,1) V(1,1 — 29, 29¢) = [1 — 29¢, 1, 0]
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oldugu goriiliir.

A » O sart1 geregi

(a1 + ase,0,1) = (0,0,1) = a; € B—-1

oldugu bulunur. Yani a, in tersi vardir. Buradan

AS = OM

sonucu elde edilir ki bu nedenle

N:AS/\OM = [1,1,—al—a25]/\[1—225,1,0]

= (1,1 — 26, (z2a7Y)e)

noktasi tek olarak bellidir. Bu durumda

NV = [(za;")e,0,1],

oU = [0,1,0]

dogrularinin arakesiti olarak tanimlanan A - Z noktast,

A-7Z = (a1+a25,0,1)-(1,0,z25)
= NV AOU
= [1,0,(20a;")e] A [0,1,0]

= (17 0, (ZQ&Il)E)

olur.
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iii) Verilenler yardimiyla

AV = [1,0,a; + asel,
1S = [1,1,-1]
M=AV ALS = (a1 +age,a; — 1+ age, 1)

ZS = |28, —20¢,1]

dogrusu goriiliir. Bu durum i¢in A ~ O oldugundan

(a1+a25,0,1) e (0,0,1)$a1 eB-1

sonucuna ulasilir. Yani a; birimdir ve bu nedenle

OM = (070,1>\/<a1+a25,a1—1+CL2€,1)

= [1—a;'+ (a;taza;)e, 1,0

olup

N=ZSANOM = (1,1 —a;* + (a7 'aza; Ve, (a; ' 22)e)

sonucu bulunur. Bu durumda

NV = (a7 '2)e,0,1]
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olup

Z-A = (1,0,2) - (a1 + ase,0,1)
= NV AOU
= [(a;'22)e,0,1] A [0,1,0]

= (1,0, (a;'z)e)

sonucu elde edilir.

iv) Z - W ¢arpimi Tanim 4.4.1 de belirtilen hesaplamalar yapilarak

WV = [wse,0,1],
1S = [1,1,-1]
M=WVALS = (1,1 —wse, wee)
ZS = [z, —2:e, 1],

OM = [1—wse,1,0]

oldugu goriiliir. Bu durumda

N=ZSANOM = (1,1 —wye,0)

veE

NV =10,0,1]
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olup

Z-W = (1,0, 29¢) - (1,0, wse)
= NV AOU
= [0,0,1] A[0,1,0]
— (1,0,0)

= U

sonucu elde edilir. Basit harf degisiklikleri yapilip benzer islemler sonucunda

W.-Z=U

oldugu da kolayca goriiliir. m

Sonug 4.4.3 PK,(B(e)) diizleminde OU dogrusu tizerindeki

A = (a1 + age,0,1),

B = (bl + bQE,O, 1)

noktalar1 ve OU dogrusu iizerinde U noktasina komsu olan bir

Z = (1,0, 29¢)

noktasi ile O' ~ O, O’ o OU ozelligindeki

O/ = (IQ&T, O, 1)

noktasi icin asagidaki onermeler dogrudur.

i)A-B+B-A
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i)A-O=0=0-A

fi)l-A=A=A-1

w1l -Z=/=7-1

v)A-O ~ 0O
vi) O'- A~ 0O
Ispat.

i) Teorem 4.4.2-i den

A-B= (a1b1 + (CleQ + agbl)s, O, ]_)

vE

B-A= (blal + (61&2 + bgal)a?, O, 1)

oldugu goriiliir. Burada ay, b; € B oldugu i¢in ve BB boliimlii halkasinda degisme 6zelligi

saglanmak zorunda olmadigindan

a1b1 7& b1a1

ve dolayisiyla

A-B£B-A

sonucu bulunur.
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ii) Teorem 4.4.2 -i) de B yerine O = (0,0, 1) alindiginda

A-O = (a1+a2570,1)'(0,071)
= ((a1 + a2¢)(0+ 0¢),0,1)
= (0,0,1)

= 0O

oldugu sonucuna ulasilir. Benzer nedenlerle

O-A = (0,0,1)-(&1—1—@26,0,1)
= (0,0,1)

= 0

olur.

iii) 1 = (1,0, 1) oldugu g6z 6niine alinarak Teorem 4.4.2-i) den

A1 = (CL1+CL2€,0,1)'(1,0,1)
= ((a1 + a2¢)(1+0e),0,1)
= (a1 + ag€, 0, 1)

= A

veE
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1-A = (1,0,1)'(&1+@28,0,1)
= ((140¢),0,1)(a; + aze)
= (a1 + age,0,1)

= A

oldugu goriiliir.

iv) Teorem 4.4.2-ii) den

1-Z = (1,0,1)- (1,0, 20¢)

= (L,0,((22)(17"))e)
— (1,0, (z1)e)

= (1, O, 228)

ve Teorem 4.4.2-iii) den

Z-1 = (1,0,29¢) - (1,0,1)

= (1,0,((17")(22))e)
= (1,0,(1z)e)

= (1,0, z9¢)

oldugu goriiliir.
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v) A = (a1 + az¢,0,1),0" = (x29¢,0, 1) oldugu Teorem 4.4.2-i) de kullanilarak

A-O" = (a1 +ae,0,1) - (29¢,0,1)
= ((a + aze)(29¢),0,1)

= (a129¢,0,1)

oldugu goriiliir ve

a1298 — 196 = (a1 — 1)xe €1

oldugundan

A-O'~0O

oldugu asikardir.

vi) v) deki islemlerin benzerleri yapilarak

O A= (xgale, O, ].)

oldugu ve

O-A~0O

oldugu kolayca goriiliir. m
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Sonug 4.4.4 Ozel olarak PK,(B(c)) diizleminde OU iizerindeki birbirlerine komgu olan

A = (a1 +age,0,1),

B = (a1 + 628,0, 1)

noktalar1 icin Teorem 4.4.2-i den

A-B = (a1 +ase,0,1) (aj + boe,0,1)

= (a} + (aza; + ayby)e,0,1)

oldugu sonucu bulunur.

Tanim 4.4.1 de, OU dogrusu iizerindeki noktalarin ¢arpimi, S = (1, 1, 0) noktasi yardimiyla
belirlenmisgtir. Asagidaki teoremde bu ¢carpimi bulmak icin S yerine d,, = UV dogrusu

tizerinde bagka bazi noktalarin da alinabilecegi gosterilecektir.

Teorem 4.4.5 A ve B noktalar1 PK5(B(¢)) diizleminde OU dogrusu iizerinde biri O
noktasina komsu oldugunda digeri U noktasina komsu olmayan, keyfi iki nokta olsun.
UV dogrusu iizerindeki herhangi bir S = (1,y; + y9¢,0) noktasi yardimiyla bulunan
M = BV AN1S"ve N = AS’ A OM noktalari kullanilarak elde edilen NV A OU noktasi

A - B noktasina esittir.

Ispat. A = (a; + ase,0,1),B = (by + bye,0,1) ve S’ = (1,41 + y¢, 0) noktalari igin

gerekli hesaplamalar yapilarak

BV = [1,0,b1+b2€],
1S" = [y1 +y2e, 1, —y1 — yoe]
M = BV ALS = (b + bag,biys — y1 + (brya + bayn — y2)e, 1)

AS" = [y +yee, 1, —ayr — (a1y2 + asyr)e]

oldugu goriiliir. OM dogrusu icin B noktasinin OU iizerindeki konumuna bagli olarak
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iki durum s6z konusudur.

1. Durum: O ~ B olsun. Bu durumda

(0,0,1) o (by + bee,0,1)

oldugundan b; ¢ I sonucuna ulagilir. Bu nedenle

OM = (O, 0, 1) V (bl -+ bz&?, b1y1 — U + (b1y2 + b2y1 — yg)é‘, 1)

= [y — b7y + (Y2 — by 'ye — b7 Tbaby My )e, 1, 0]

olarak bulunur. AS’" ve OM dogrularinin arakesit noktasi olarak belirlenen

N =AS"ANOM
= [y1 +yoe, 1, —arys — (aryz + azy1)e) A [yr — b7 'yn + (yo — by 'yo — by 'beby 'y )e, 1, 0]

= (a1b1 + (a1by + agbi)e, a1b1yy — a1y + (a1biye + a1bayr + asbiyr — aryz — agyi)e, 1)

noktas1 yardimiyla

NV = [1, 0, a1b1 + (a1b2 + agbl)a’:‘}

dogrusu bulunur. Bu hesaplamalar sonucunda

NV AOU = [1,0,a1b; 4 (a1by + azby)e] A [0, 1, 0]

= (a1by + (arby + ashy e, 0, 1)

oldugu goriiliir ki bu Teorem 4.4.2 yardimiyla hesaplanan A - B noktasina esittir.
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2. Durum: O ~ B olsun. Bu durumda

(07 Oa 1) ~ (bl + b2€7 07 1)

oldugundan b; = 0 oldugu goriiliir.

OM dogrusunun

OM = (0, 0, 1) V (bzé, —U1 + (b2y1 — y2)€, 1)

= [1L,—(y; 'b2)e, 0]

olacagi elde edilir.’> AS’ ve OM dogrularinin arakesiti olarak

N =AS'AOM = [y +1e, 1, —a1y1 — (a1ye + agyi)e] A [1, —(yy 'by)e, 0]

= (arbee, —arys + (a1bayy — arys — agyr)e, 1)

noktasi bulunur. Bu koordinatlar kullanilarak

NV ANOU = [1,0,&1628]/\[0,1,0]

= (albgé‘, O, 1)

oldugu goriiliir ki bu Teorem 4.4.2 yardimiyla hesaplanan A - B noktasina esittir.

A = (ag + a26,0,1),A = O ve B = (1,0, z9¢) noktalart i¢in gerekli hesaplamalar

yapilarak

38" = U oldugundan y; ¢ I dir.
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BV = [20¢,0,1],
15" = [y + 128, 1, —(y1 + yae)]
M = BV ALS = (1,y; + yoe — 22U1€, 22),
AS" = [y1 +yee, 1, aryr — (a1y2 + asyn)e]
OM = [y1 +yse — 2216, 1,0],
N = AS'AOM = (1,y; + yoe — 2oy1€, 2007 '€)
NV = [za]'e0,1],

oU = [0,1,0]

elde edilir. Bu durumda sonug olarak

NV AOU = (1,0, (z0a;)e)

oldugu goriiliir ki bu Teorem 4.4.2 yardimiyla hesaplanan A - B noktasina esittir.

B = (1,0,29¢) ve A = (a1 + age,0,1), A ~ O noktalar i¢in gerekli hesaplamalar

yapilarak
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AV

19’

BS'

OM

NV

ou

(1,0, a1 + asg],

[y1 + yoe, 1, —(y1 + ye)]

AV AN1S = (a1 + age, a1y; — y1 + (a1y2 + asyr — yo2)e, 1)

(228, = (41 ' 22)e, 1]

[y1 = ar'yy + (y2 — ay'yz — ay azay 'y)e, 1,0],

BS'NOM = (Liy1 —ay 'y1 + (y2 — ay 'y — a7 "azay 'y1)e, (a7 ' 22)2)
[(a1"22)e, 0,1],

[0,1,0]

elde edilir. Bu durumda sonug olarak

NV AOU = (1,0, (a] 22)¢)

oldugu goriiliir ki bu Teorem 4.4.2 yardimiyla hesaplanan A - B noktasina esittir.

A= (1,0, 29¢) ve B = (1,0, wsye) noktalart i¢in gerekli hesaplamalar yapilarak
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BV

1S’

AS’

OM

NV

ou

[wse, 0, 1],

[y1 + yoe, 1, — (Y1 + y2g)]

BV A1S" = (1,y1 + y28 — way1€, wae)
(208, = (37 ' 22)e, 1]

[y1 + Y2 — warne, 1,0],

AS'ANOM = (1,41 + yoe — ways€,0)
[0,0,1],

[0,1,0]

elde edilir. Bu durumda sonug olarak

NV AOU = (1,0,0)=U

oldugu goriiliir ki bu Teorem 4.4.2 yardimiyla hesaplanan A - B noktasina esittir. m

Bu son teoremden asagidaki sonucun elde edilecegi asikardir.

Sonug 4.4.6 Tanim 4.4.1 de kullanilan S = (1, 1,0) yerine d, tizerinde U ve V' nokta-

larina komsu olmayan herhangi bir nokta alindiginda ¢arpma islemi degismez.
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5. PK,(B(c)) DUZLEMINDE NOKTALAR ICIN VERILEN TOPLAMA
ve CARPMA ISLEMLERININ KOLINASYONLAR ile ILISKISI

Kaya (2005) in ilk kisminda {inlii Alman matematikgisi Felix Klein’a ait geometri tanimi

asagidaki gibi verilmistir.

Tanim 5.0.1 S bir kiime ve S yi kendine doniistiiren doniisiimlerin olusturdugu bir grup
G olmak iizere, S kiimesinin G altinda degismez kalan 6zelliklerinin incelenmesine geo-

metri denir.

Bu tanim nedeniyle PK,(B(¢)) diizleminin elemanlarini kendisine doniistiiren kolinas-

yonlarin incelenmesi geometri agisindan 6nemlidir.

Bu kisimda toplamay1 ve c¢arpmay1 sabit birakan kolinasyon ornekleri ile toplama ve

carpma gibi davranan kolinasyon ornekleri verilecektir.

Once OU = [0,1,0] dogrusu iizerindeki noktalarin toplami ve kolinasyonlar arasindaki
iligki tizerinde durulacaktir. Daha sonra sirastyla [m, 1, p| ve [1,n, p| tipinden dogrular
tizerindeki noktalarin toplaminin kolinasyonlar altinda degigsmez kalmasi ve yine OU =
[0, 1, 0] dogrusu iizerindeki noktalarin ¢carpimi ile kolinasyonlar arasindaki iligki tizerinde

durulacaktir.
5.1 PK,(B(¢c)) Diizleminde OU Dogrusu Uzerinde Bulunan Noktalarin Toplami
ile Kolinasyonlar Arasindaki Iliski

Bu baslik altinda 6nce B(e) dual lokal halkasindaki herhangi bir a = a; + ase elemant
icin agagidaki gibi tanimlanan S, doniisiimiiniin P K, (B(¢)) diizlemi i¢in bir kolinasyon

oldugu gosterilecektir.
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Sa : PK3(B(¢))

(z,y,1)
(1,y,2)

(w, 1, 2)

[m, 1, p]
[1,n, p]

[q,n, 1]

l

l

l

l

l

l

PKy(B(e))

(x+a,y,1),
(1Jy - Za’y7z)7

(w—+ za,1,z2),

[m,1,p —am],
[17n7p+a]7

[q,n, 1]

Teorem 5.1.1 S, doniisiimii PK,(B(¢)) diizlemi iizerinde bir kolinasyondur.

Ispat. S, doniisiimiiniin birebir ve 6rten oldugu, ayrica iizerinde olmay1 ve komsuluk

bagintisini korudugu gosterilmelidir. Bu doniisiimiin birebir oldugu basit islemlerle goste-

rilebilmektedir.

Ayn1 zamanda

(x —a,y,1) € PKy(B(¢)) igin

Sa(.fE - a,Y, 1) = (xaya 1)7

(L,y + zay, z) € PKy(B(¢g)) i¢in

So(L,y + zay, z) = (1,9, 2),
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(w— za,1,z) € PKy(B(¢g)) i¢in

Sa(w — za, 1, 2) = (w, 1, 2),

olur ki bu S, doniistimiiniin noktalar kiimesi iizerinde 6rten oldugunu gosterir. Ayrica

[m,1,p+am] € PKy(B(e)) i¢in

S(z[ma ]-7p + am] - [ma ]-7p]7

[1,n,p —a] € PKy(B(¢)) i¢in

Sa[]-unap 4 CL] - [17nap}7

lq,n,1] € PEy(B(c)) igin

Sulg,n, 1] = [g,n, 1]

oldugundan S, doniigiimii dogrular kiimesi lizerinde 6rtendir. Bu nedenle .S, doniisiimii 6rten

bir doniisiimdiir.

Sa(x,y,1) 0 Sy[m,1,p] & (x+a,y,1)o[m,1,p—am)]
& y=(rx+am+p—am
&S y=axm—+p

<:> (x7y71)0|:m71)p]

oldugundan 3. tipten bir noktanin 2. tipten dogru iizerinde olmas1 S, doniigiimii altinda

korunur.
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Sa(r,y,1) 0 Se[L,n,p] & (v+a,y,1)0[l,n,p+aq
< rt+a=yn+p+a
& r=yn+p

<:> (x7y7 1)0[17n7p]

oldugundan 3. tipten bir noktanin 1. tipten dogru iizerinde olmasi S, doniigiimii altinda

korunur.

Sa(x,y,1) 6 Sulg,n, 1] & (x + a,y,1) ¢ [g,n, 1] (5.1.1)

olup 3. tipten bir nokta 3. tipten bir dogru iizerinde olmadigindan ( 5.1.1) onermesi ile

(x7 y? 1) @ [q7 n? 1]

onermesi denktir. Bu nedenle 3. tipten bir noktanin 3. tipten dogru iizerinde olmamasi S,

doniislimii altinda korunur.

Ispatin daha rahat anlagilmasi igin baz1 kisimlarda B(e) dual lokal halkasinin elemanlari

acik bicimde yazilarak islem yapilmigtir.
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Sa(L,y,2) 0 Sa[m, 1, p]

& Sa(1,y1 + yag, 208) 0 Salmy + mae, 1, p1 + pae]

& (Liyr + (y2 — zaa1y1)€, 22€) © [mq + mae, 1, p1 — aymy + (p2 — ayme — agmy )e|
& Y1+ (Y2 — z2a1y1)e = ma +mae + (226)(p1 — arma + (p2 — arma — azma )
<Yy = My A Ya = Mg + 2oP1

< (Lyr + yoe, 228) © [ + mae, 1, p1 + poc]

<:> (17 y’ Z) © [m7 17p]

oldugundan 1. tipten bir noktanin 2. tipten dogru iizerinde olmas1 S, doniisiimii altinda

korunur.

Sa(1,y, 2) © Salg, n, 1] (Ly — zay, z) o [q,n, 1]

=
& z=q+ (y — zay)n
< zZ2=qg+yn

=

(1,y,2) o [g,n,1]

oldugundan 1. tipten bir noktanin 3. tipten dogru iizerinde olmasi S, doniisiimii altinda

korunur.
Sa(1,y,2) 0 Sa[1,n,p] & (1,y — zay,z2) o [1,n,p+ d (5.1.2)
olup 1. tipten bir nokta 1. tipten bir dogru iizerinde olmadigindan (5.1.2) onermesi ile
(Ly,2) 0 [1,n,p]

onermesi denktir. Bu nedenle 1. tipten bir noktanin 1. tipten dogru tizerinde olmamasi S,
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doniislimii altinda korunur.

Sa(w, 1,2)08,[1,n,p] & (w+za,1,2)0[l,n,p+al
& wtza=n+z(p+a)
& w=n—+zp

@ (w717z)o|:17n7p]

oldugundan 2. tipten bir noktanin 1. tipten dogru iizerinde olmasi S, doniisiimii altinda

korunur.

Sa(w, 1,2) 0 S,[q,n, 1] (w+ za,1,2)0lg,n,1]

54

& z=(w+za)g+n
& z=n

& (w,1,2)0[gq,n,1]

oldugundan 2. tipten bir noktanin 3. tipten dogru iizerinde olmasi .S, doniisiimii altinda

korunur.
Sa(w,1,2) 0 Salm, 1,p| & (w+ za,1,2) 0 [m,1,p — am)| (5.1.3)
olup 1. tipten bir nokta 1. tipten bir dogru iizerinde olmadigindan (5.1.3) onermesi ile
(w,1,2) 0 [m,1,p]

onermesi denktir. Bu nedenle 2. tipten bir noktanin 2. tipten dogru iizerinde olmamasi S,

doniislimii altinda korunur.

Boylece S, doniistimiiniin tizerinde olmay1 korudugu gosterilmis olur.
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Sa(z,y,1) ~ Se(u,v,1) < (z+a,y,1)~ (u+a,v,1)
S r—uelAhy—vel

< (z,y,1) ~ (u,v,1)

oldugundan 3. tipten noktalarin komgulugu S, doniisiimii altinda korunur.

Sa(Ly,z) ~ S,(1,v,t) < (1,y— zay,z) ~ (1,v — tav, t)
&S y—vel

< (1,y,2) ~ (1,v,t)

oldugundan 1. tipten noktalarin komgulugu .S, doniisiimii altinda korunur.

Sa(w,1,2) ~ S,(u,1,t) < (w+ za,1,z) ~ (u+ta,1,t)
&S wtza—u—taclANz—tel

s (w,1,2) ~ (u,1,t)

oldugundan 2. tipten noktalarin komgulugu .S, doniigiimii altinda korunur.
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Salm, 1,p] ~ Sy[u, 1,

& Sa[my +mae, 1, p1 + pag] ~ Sa[uy + uge, 1,11 + toe]
& [my + mae, 1, p1 — aymy + (p2 — ayma — agmy )]

~ uy +uge, 1,1 — ajug + (te — ajug — agug €|
Emp—ur=0Ap—am; —t1 +au; =0
Em—u=0Ap—t1 =0

& [my + mae, 1, p1 + pac] ~ [ug + uge, 1,1 + ta€]

< [m, 1, p] ~ [u,1,1]

oldugundan 2. tipten dogrularin komgulugu S, doniisiimii altinda korunur.

Sa[l,m,p] ~ Sa[l,v,t] < [L,n,p+a]~[1l,v,t+a]
& p—tel

< [L,n,p] ~[1,v,1]

oldugundan 1. tipten dogrularin komgulugu S, doniisiimii altinda korunur.

Salg,n, 1] ~ Sy[u,v,1] < [g,n,1] ~ [u,v,1]

oldugundan 3. tipten dogrularin komgulugu S, doniisiimii altinda korunur.

Boylece S, doniisiimiiniin komsuluk bagintisin1 korudugu gosterilmis olur. m

Asagidaki teoremde PK,(B(e)) diizlemindeki OU dogrusu iizerinde bulunan noktalar

icin toplama iglemi gibi davranan bir kolinasyonun varlig1 gosterilecektir.

134



Teorem 5.1.2 PK5(B(¢)) diizleminde OU = [0, 1, 0] dogrusu iizerinde a = a; + ase
olmak iizere, keyfi olarak alnan bir A = (a,0,1) noktasi ve herhangi X noktasi ile

Teorem 5.1.1 de verilen S, kolinasyonu igin

Sa(X) :X+A

esitligi saglanir.

Ispat. ispat X noktasinin U noktasina komsu olup olmamasina gére iki durumda yapila-

caktir.

1. Durum: X noktasi OU dogrusu iizerinde U noktasina komsu olmayan bir nokta ise

X =(x,0,1) = (x1 + 22,0, 1)

olacak bigimde x = 1 + x9¢ € B(c) eleman1 vardir. Bu durumda

Su(X) = (r+44a,0,1)

= (331 +ap + (SCQ -+ a2)5, O, 1)

oldugu S, kolinasyonunun tanimindan bellidir. Diger taraftan Teorem 4.3.2 geregi

X+A:(x1+a1+(x2+a2)€,0,1)

oldugundan

esitliginin saglandig1 asikardir.
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2. Durum: X noktast OU dogrusu iizerinde U noktasina komgu olan bir nokta ise

X =(1,0,z) = (1,0, x9¢)

olacak bicimde x = x5¢ € I eleman: vardir. Bu durumda

Sa(X) = (1,0 — (za0),x)
= (1,0,x)
= (1,0, 29¢)

= X

oldugu S, kolinasyonunun tanimindan bellidir. Diger taraftan Teorem 4.3.2 geregi

X+A = (1,0,1’28)+(6L1+CL26,0,1)

= (1,0,(1325)

= X
olur ki bu

Sa(X)=X+A

oldugunu gosterir. m

5.2 PK,(B(¢)) Diizleminde [m, 1, p] Tipinden Bir Dogru Uzerinde Bulunan Nokta-

larin Toplaminin Kolinasyonlar Altinda Korunmasi

Bu baglik altinda dnce m = my + mae,p = p1 + p2e € B(e) olmak iizere PK,(B(¢))
diizlemi tizerinde bir H,, ; , doniisiimii tanitilacak ve bu doniisiimiin bir kolinasyon oldugu
gosterilecektir. H,, 1, doniisiimii PK,(B(¢)) diizleminin noktalart ve dogrulari iizerinde

asagidaki gibi tamimlanacaktir.
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Hy1p: PKy(B(e))

(z,y,1)
(1,9,2)

(w, 1, 2)

[m’, 1,p]
[1,n,p]

lq,n, 1]

— PKy(B(¢g))

l

(a:,y—a:m—p,l)

l

(1,y—m—zp,z)

l

(w,1,2)

l

[m, —m, 17p, _p]

l

[1,n,p" + (p'm + p)n]

l

lqg +mn,n,1]

Teorem 5.2.1 H,, ; , doniisimii PK,3(¢) diizlemi iizerinde bir kolinasyondur.

Ispat. H,,,, doniisiimiiniin birebir ve drten oldugu uzun ama basit islemlerle kolayca

gosterilebilmektedir. Bu nedenle burada, H,, ; , doniislimiiniin lizerinde olma bagintisim

ve komsuluk bagintisini korudugu gosterilerek ispat tamamlanacaktir.

Hm,l,p<x7 Y, 1) o m,l,p[m/7 17p,]

(‘ray_‘rm_pa]-)o[m,_m717p,_p]

=
& y—axm—p=x(m —m)+p —p
& y=xm' +p

=

(z,y,1) o [m', 1, p]

oldugundan 3. tipten bir noktanin 2. tipten bir dogru iizerinde olmasi H,, ; , dontigiimii al-

tinda korunur.
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Hyp iy p(,9,1) © Hyn 1 p[1,m, ] (,y —am —p, 1) o [L,n,p’ + (p'm + p)n]
r=y—am—pn+p + (P'm+pn
r=yn+p —axmn+p'mn

z(14+mn) =yn+p'(mn+1)
z=yn(l+mn)' +p

/

x=yn(l—mn)+p

/

x =yn — (yn)(mn) + p

r=yn+p

R

(z,y,1) 0 [1,n,p']

oldugundan 3. tipten bir noktanin 1. tipten bir dogru iizerinde olmasi H,, ; , dontigiimii al-

tinda korunur.

Hm,l,p(xa Y, 1) 0 Hm,l,p[QJ n, 1] < (I', y—xm —p, 1) @ [q + mn,n, 1] (521)

olup, 3. tipten bir nokta 3. tipten bir dogru lizerinde olmadigindan (5.2.1) 6nermesi ile

(z,9,1) 0 [q,n,1]

onermesi denktir. Bu nedenle 3. tipten bir noktanin 3. tipten bir dogru ilizerinde olmamasi

H,, 1, doniisiimii altinda korunur.
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Hm,l,p(layaz> o m,l,p[m/alap/] = (Ly—m—Zp, Z) o [m/_maLp/_p]
S y—m—zp=m'—m+z(p —p)
&S y=m'+zp

< (Ly,z)e[m' 1,p]

oldugundan 1. tipten bir noktanin 2. tipten bir dogru iizerinde olmasi H,, ; , doniisiimii al-

tinda korunur.

Hinap(1,y,2) 0o Huaple,n, 1] < (Ly —m — 2zp,z) o [¢+mn,n, 1]
& z=q+mn+(y—m—zp)n
& z=q+yn— (2p)n
& z2=q+yn
& (1,y,2)0g,n,1]

oldugundan 1. tipten bir noktanin 3. tipten bir dogru iizerinde olmasi H,, ; , doniisiimii al-

tinda korunur.

Hm,l,p(la Y, Z) ? Hm,l,p[la nap/] ~ (17 y—m — zp, Z) ? [17 nap/ + (p/m +p)n] (522)

1. tipten bir nokta 1. tipten bir dogru iizerinde olmadigindan (5.2.2) 6nermesi ile

(1,y,2) ¢ [1,n,p]

onermesi denktir. Bu nedenle 1. tipten bir noktanin 1. tipten bir dogru iizerinde olmama-

s1 H,, 1 , dontistimii altinda korunur.
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Hm,l,p(u% L, Z) © m,l,p[L nvp/] (w’ L, Z) o [L N,p/ + (p/m + p)n]
w=n+z(p + (@'m+p)n)
w=n+z2p + z2(p'm+p)n

w=n-+zp

r ¢ ¢ ¢ 2

(w,1,2) o [1,n,p]

oldugundan 2. tipten bir noktanin 1. tipten bir dogru iizerinde olmasi H,, ; , doniisiimii al-

tinda korunur.

Hyp 1 p(w, 1, 2) 0 Hipy plg, m, 1] (w,1,2) o [q+mn,n,1]
z=w(qg+mn)+n

z = wq +n+w(mn)

Z=wq+n

r ¢ ¢ ¢ ¢

(w,1,2)0[q,n,1]

oldugundan 2. tipten bir noktanin 3. tipten bir dogru iizerinde olmasi H,, ; , doniisiimii al-

tinda korunur.

Hpip(w,1,2) 0 Hyqpm', 1,0 < (w,1,2) 0 [m' —m, 1,p" — p) (5.2.3)

olup 2. tipten bir nokta 2. tipten bir dogru iizerinde olmadigindan (5.2.3) onermesi ile

(w,1,2) 0 [m', 1, p]

onermesi denktir. Bu nedenle 2. tipten bir noktanin 2. tipten bir dogru lizerinde olmamasi

H,, 1 , doniisiimii altinda korunur.

140



Boylece H,, 1 ;, doniisiimiiniin iizerinde olmay1 korudugu gosterilmis olur.

Hmvlvp(x’%l) NHM,LP(U7U?1) (:E,y—:vm—p,l) ~ (u,v—um—p,l)
r—uelNy—aom—-—p—v+um+pel
r—uelANy—v—(x—umel

r—uelAhy—vel

r ¢ ¢ ¢ 0

(r,y,1) ~ (u,v,1)
oldugundan 3. tipten noktalarin komsulugu f,, ; , doniisiimii altinda korunur.

Hyu1p,(1,y,2) ~ Hpp(Lo,t) < (Ly—m—2zp,z) ~ (Lo —m—tp,t)
S y—m—zp—v+m+tpel
& y—vel

< (1,y,2) ~ (1,v,1)

oldugundan 1. tipten noktalarin komsulugu ,,, ; , doniisiimii altinda korunur.

Hopap(w,1,2) ~ Hp 1 p(u, 1,t) < (w, 1, 2) ~ (u, 1,1)

oldugundan 2. tipten noktalarin komgulugu H,, ; , doniigiimii altinda korunur.

Hm,l,p[m,7lap,] NHm,l,p[ualat] g [m,_m717p/_p] ~ [U_m717t_p]
s m—-—m—-u+melAp —p—t+pel
& m—uelAp —tel

& [m, 1,9 ~ [u, 1,1

oldugundan 2. tipten dogrularin komsulugu H,, ; , doniistimii altinda korunur.
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Hm,l,p[la nvp/] ~ Hm,l,p[LU’t] g [1,n,p’ + (plm —|—p)n] ~ [L vt + (tm —I—p)v]
s pP+@Pm+pn—t—(tm+puel
& p—tel

& [1,n,p]~ 1,0,

oldugundan 1. tipten dogrularin komsulugu H,, ; , doniisiimii altinda korunur.

Hoaplg,n, 1 ~ Hpyplu,v, 1] < [¢+mn,n, 1] ~ [u+ mv,v, 1]
S g+rmn—u—mvelAn—vel
& g—uelAn—vel smn € ILmv €1

< g,n, 1] ~ [u,v,1].

oldugundan 3. tipten dogrularin komsulugu H,, ; , doniistimii altinda korunur.

Boylece H,, 1 ;, doniisiimiiniin komguluk bagintisin1 korudugu gosterilmis olur. m

Simdi de PK,(B(e)) diizlemindeki [m, 1, p| tipinden herhangi bir dogru iizerinde bu-
lunan noktalarin birbirleriyle toplanmasi igleminin H,, ; , kolinasyonu altinda degismez

kaldigina dair bir teorem verilecektir.
Teorem 5.2.2 PK,5(e) diizleminde [m, 1, p] dogrusu iizerinde verilen A ve B nokta-
larindan en azindan biri d, dogrusuna yakin olmasin. Bu durumda

Hm,l,p(A) + Hm,l,p(B) = Hm,l,p(A + B)

esitligi saglanir.

Ispat. [m, 1, p] dogrusu iizerinde alinan A ve B noktalarindan en azindan biri d.,, dogrusuna
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yakin olmadigindan incelenmesi gereken sadece iki durum vardir; ya A ve B nin ikisi de

3. tiptendir ya da A ve B den biri 1. tipten ise digeri 3. tiptendir.

1. Durum: A ve B nin ikisi de 3. tipten olmak iizere
A= (al, asg, 1), B= (bl, bQ, 1)
olsun.

Ao[m,1,p] & (a1,a9,1)0[m,1,p
&S ax=am+p

Bolm,1,p] < (b1,b2,1)0[m,1,p]
=

b2:b1m+p

ve [m, 1, p| tipinden bir dogru iizerindeki iki noktanin toplamu ile ilgili verilen Teorem

4.3.8 den

A+B = (al,ag, 1) + (bl,bg, 1)

= (a1 + by, (@1 +b1)m +p, 1)
oldugu goriiliir. Bu durumda

Hyp1p(A) + Hyppp(B) = (a1,a2 —aym —p, 1) + (b1,by — bym —p, 1)
= (al, 0, 1) -+ (bl, 0, 1)

= (a1 4+b,0,1) (5.2.4)
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Hp1p(A+B) = Hpplar + by, (ag +b1)m +p, 1)
= (a1 + by, (ay +b1)m +p — (ay + by)m — p, 1)

= (al + b1> 0, 1) (5.2.5)

olup (5.2.4) ve (5.2.5) den

Hm,l,p<A> + Hm,l,p(B) = Hm,l,p(A + B)

sonucu elde edilir.

2. Durum: A ve B den biri 1. tipten, digeri 3. tipten olsun. Birinci tipten olan1 B

olarak belirlemek yani

A= (ay,a2,1),B=(1,y,2)

almak genelligi bozmaz.

Ao[m,1,p] & (a,a9,1)0[m,1,p
& ag = a1m + p,

Bolm,1,p] < (1,y,2)o0[m,1,p]
& y=m-—+2zp

ve [m, 1, p] tipinden bir dogru iizerindeki iki noktanin toplamu ile ilgili verilen Teorem

4.3.8 den

A+B = <a17a271)+(17y7z)
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oldugu goriiliir. Bu durumda

HmJ,P(A) + Hm,l,p(B) = (ah Qg —aim — p, 1) + (17 y—m — zp, Z)
= (a1,0,1)+ (1,0, 2)

= (1,0,2) (5.2.6)

Hm,l,p(A+B) = Hm,l,p(17y7z)

= (1,0,2) (5.2.7)

olup (5.2.6) ve (5.2.7) den

Hm,lm(A) + Hm,l,p(B) o Hm,lyp(A + B)

sonucu elde edilir. =

5.3 PK,(B(¢)) Diizleminde [1, n, p] Tipinden Bir Dogru Uzerinde Bulunan Nokta-

larin Toplaminin Kolinasyonlar Altinda Korunmasi

Bu baglik altinda n = nae, p = p1+pec € B(e) olmak iizere P K5 (B(¢)) diizlemi tizerinde
bir H; ,,, doniisiimii tamtilacak ve bu doniisiimiin bir kolinasyon oldugu gosterilecektir.
H, ., doniisiimii PK,(B(e)) diizleminin noktalar: ve dogrular tizerinde agagidaki gibi

tanimlanacaktir.
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Hi,,: PKy(B(¢g))

(z,y,1)
y €licin  (L,y,2)
y¢licin  (Ly,2)

(w,1,2)

m € Iigin [m, 1,p]
m ¢ Tigin [m, 1, p']
[1,n", ']

lq,n', 1]

Teorem 5.3.1 H, ,, doniisimii PK,B(¢) diizlemi iizerinde bir kolinasyondur.

Ispat. H 1,n,p dOniisiimiiniin birebir ve orten oldugu basit ama uzun islemlerle kolayca

gosterilebilir. Bu nedenle H ,, doniisiimiiniin iizerinde olma bagintisin1 ve komsuluk

l

L

LDl

PKy(B(e))

(y,z —yn—p,1)
(y,1,2)
(17 yil —n—- (yilz)p7 yilz)

(L,w—mn—2zp,2)

[1,m,p" + (p'n + p)m]

[m_l —n, ]-7 _p/m_l - p]
[’I’L, —n, 1ap/ - p]
', q, 1]

bagintisin1 korudugu gosterilerek ispat tamamlanacaktir.

2. tipten |m,1,7'] bi¢imindeki bir dogrunun H, ,, doniisiimii altindaki goriintiisii, m
nin I kiimesinde olup olmamasina bagli olarak iki farkli bicimde tanimlandigindan, 3.

tipten bir noktanin 2. tipten bir dogru iizerinde olmasinin korunmas iki farkli durumda

incelenecektir.
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1. Durum m € Iiken

Hypp(2,y,1) 0 Hipplm, 1,p] (y,z —yn—p,1) o [Lm,p" + (p'n + p)m]
y=(x—yn—pm+p +pnm+pm
y=axm —ynm —pm—+p +p'nm+ pm
y=axm+p —ynm+pnm
y=am+p +(p —ynm

y=axm+p :mel

r ¢ ¢ ¢ T T O

(z,y,1) 0 [m,1,p]

2. Durum m ¢ I iken

/=1

Hy,p(r,y,1) 0 Hypplm, 1,9l & (y,2—yn—p,1)om™ ' —n,1,—p'm™" —p|
& z—yn—p=ylm " —n)—pm 7 —p
s z=ym ' —pm*
&S am=y—p
& y=azm+p
~

(z,y,1) o [m,1,p]

oldugundan 3. tipten bir noktanin 2. tipten bir dogru iizerinde olmasi H ,, ,, doniistimii al-

tinda korunur.

Hl,n,p<x>yv 1) © Hl,n,p[la n,7pl] (y,[E —yn—p, 1) © [TL, - n, 1,]9, - p]
t—yn—p=yn' —yn+p —p

x=yn +p

R

(z,y,1) o [1,7, p']
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oldugundan 3. tipten bir noktanin 1. tipten bir dogru iizerinde olmasi 1 ,, ,, doniistimii al-

tinda korunur.

Hl,n,p(xa Y, ]') ? Hl,n,p[‘b n/a ]-] = (ya r—yn —p, 1) 19 [TL/, q, 1] (531)

3. tipten bir nokta 3. tipten bir dogru lizerinde olmadigindan (5.3.1) Onermesi ile

(z,y,1) 0 [g,n, 1]

onermesi denktir. Bu nedenle 3. tipten bir noktanin 3. tipten bir dogru lizerinde olmamasi

Hi ;, , doniigiimii altinda korunur.

1. tipten (1,y, z) bicimindeki bir noktanin H, , , doniisiimii altindaki goriintiisii y nin
I kiimesinde olup olmamasina bagh olarak iki farkli bi¢cimde tanimlandigindan ve 2.
tipten [m, 1, p'] bicimindeki bir dogrunun H, , , doniisiimii altindaki goriintiisii m nin
I kiimesinde olup olmamasina bagh olarak iki farkli bicimde tanimlandigindan, 1. tipten
bir noktanin 2. tipten bir dogru iizerinde olmasinin korunmasi, dort farkli durumda ince-

lenecektir.

1. Durum: y € I, m € I iken,

Hyp(1,y,2) 0 Hyyplm, 1,0 (y,1,2) o [1,m,p! + (pm + p)m]
y =m+ z(p/ + (p/n + p)m)
y =m+ zp! + z(p/n + p)m

y=m+zpl  ;z(pm+p) el

r ¢ ¢ ¢ 3

(17y7 z) o [m7 17p/]

2. Durum y € I, m ¢ Iiken Sonug 3.3.3 geregi ayn tipten noktalar ayni tipten dogrular

tizerinde olamayacagi icin
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Hl,n,p(lﬁ Y, Z) ? Hl,n,p[mv 1,]9/]

bulunur.

3. Durum y ¢ I ve m € I iken Sonug 3.3.3 geregi aym tipten noktalar ayni tipten

dogrular iizerinde olamayacagi icin

Hl,n,p(lﬁ Y, Z) ? Hl,n,p[mv 1,]9/]

bulunur.

4. Durum y ¢ Ive m ¢ I iken

1 1

Hi,p(Ly,2) 0o Hinplm, 1,p] & (Ly ' —n—(y '2)p,y 2)om ' —n1,—pm™* —pl
Yy on—(y p=m —n+(y ) (—pm T —p)
& y =y p=mT = () EmT) = (v 2)p
& yl=m = (y ) 'mT)
s l=ym* —zp'm™
& m=y-—zp
&S y=m+zp
<~

(]‘7 y7 Z) © [m7 ]‘?p/]

oldugundan 1. tipten bir noktanin 2. tipten bir dogru iizerinde olmas1 H, ,, , doniigiimii al-

tinda korunur.

1. tipten (1,y, ) bicimindeki bir noktanin H , , doniisiimii altindaki goriintiisii y nin
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I kiimesinde olup olmamasina bagh olarak iki farkli bicimde tanimlandigindan, 1. tipten
bir noktanin 3. tipten bir dogru iizerinde olmasinin korunmasi, iki farkli durumda ince-

lenecektir.

1. Durum y € I iken

HL"Z,P(L Y, Z) © Hlﬂ‘b,P[Q7 TL/, 1] Al (y7 17 Z) o [TL,, q, ]-]
& z=yn' +q

@ (17y7Z) © [Q7n/71]
2. Durum y ¢ I iken

Hl,n,p(l, Y, Z) 9 Hl,mp[q) nlv 1] (17 y_l —-—n-—- (y_lz)p7 y_lz) © [n/a q, 1]

y lz=n'+(y " —n—(y '2)p)

&

&

e yle=n"+yqg
& z=yn' +¢q

&

(1,y,2) o [g,n', 1]

oldugundan 1. tipten bir noktanin 3. tipten bir dogru iizerinde olmasi H ,, ,, doniistimii al-

tinda korunur.

1. tipten bir noktanin 1. tipten bir dogru tizerinde olmamasinin f ,, ,, doniisiimii altinda

korunup korunmadiginin aragtirilmasi icin incelenmesi gereken iki farkli durum vardir.

1. Durum: y € I i¢in

Hy,p(1,y,2) 0 Hypp[l, 0/, D]

& (y,1,2)0 [0 —n,1,p —p (5.3.2)
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2. tipten bir nokta 2. tipten bir dogru lizerinde olmadigindan (5.3.2) onermesi ile 1. tipten

bir nokta 1. tipten bir dogru iizerinde olmadigindan

(Ly,2) 0 [1,n,p]

onermesi denktir.

2. Durum: y ¢ Iigin

Hi,p(1,y,2) 0 Hyppll, 0, p]

S Lyt =n—( ' 2)p,y 2o —n1,p —p
Syl —n—(y p#n —n+(y )@ - p)
Sy -y lepEa +y -y zp)

sy tLn +y (5.3.3)

bulunur. (5.3.3) esitsizliginde sol taraf I idealinin elemani olmamasina ragmen sag taraf

I idealinin elemanidir. Bu sebeple (5.3.3) ifadesi bir uyusmadir. Bu uyusma ile

(17 Y, Z) o [L n/’p/]

uyusmasi birbirlerine denktir. Bu sebeple 1. tipten bir noktanin 1. tipten bir dogru

lizerinde olmamasi H ,, ,, doniigiimii altinda korunur.

Hypp(w,1,2) 0 Hyppll,n',p] (1,w—n—2zp,z)o[n —n,1,p —p|
w—n—zp=n"—n+z(p'—p)
w—zp=mn'+z2p — zp

w=n'+zp

r ¢ ¢ ¢ 0

(w7 17Z> o [17n/?p/]
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oldugundan 2. tipten bir noktanin 1. tipten bir dogru iizerinde olmasi1 H ,, , doniigiimii al-

tinda korunur.

H17n7p(w7 17 Z) © Hlﬂ%p[% n/a 1] (L w—="n—zp, Z) © [nla q, 1]

z=n'"+(w—n-—2zp)q

/
Z="N

54
54
54
& (w,1,2)0]g,n 1]

oldugundan 2. tipten bir noktanin 3. tipten bir dogru iizerinde olmas1 H ,, ,, doniistimii al-

tinda korunur.

2. tipten bir noktanin 2. tipten bir dogru lizerinde olmamasinin f ,, ,, doniisiimii altinda

korunup korunmadiginin aragtirilmasi icin incelenmesi gereken iki farkli durum vardir.

1. Durum: m € Ii¢in
Hypp(w,1,2) 0 Hyppm, 1,p'] < (L,w—n—2p,2) 0 [1,m,p! + (pin + p)m] (5.3.4)

1. tipten bir nokta 1. tipten bir dogru lizerinde olmadigindan (5.3.2) 6nermesi ile 2. tipten

bir nokta 2. tipten bir dogru iizerinde olmadigindan
(w,1,2) 0 [m, 1,p]

onermesi denktir.
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2. Durum: m ¢ I igin

1

Hipp(w,1,2) 0 Hypplm, 1,p] < (Lw—n—2zp,z)o[m ' —n 1 —pm " —p
S w—n—zp#m " —n+z(-pm ' —p)
& w—zpFEm T —zp'm T —zp
& w#FEm = zp'm™ (5.3.5)

bulunur. (5.3.5) esitsizliginde sol taraf I idealinin elemani olmasina ragmen sag taraf I

idealinin eleman1 degildir. Bu sebeple (5.3.5) ifadesi bir uyusmadir. Bu uyusma ile

(w7 17 Z) Q) [m7 1?p/]

uyusmasi birbirlerine denktir. Bu sebeple 2. tipten bir noktanin 2. tipten bir dogru
lizerinde olmamasi f ,, ,, doniigiimii altinda korunur.

Boylece H ,,;, doniisiimiiniin lizerinde olmay1 korudugu gosterilmis olur.

Hipp(z,y,1) ~ Hypp(u, v, 1) (y,x —yn —p,1) ~ (v,u—ovn —p,1)
y—velNhe—yn—p—u+uvn+pel
y—velNz—u—(r+vnel

y—velAhr—uel

£ R

(z,9,1) ~ (u,v,1)

oldugundan 3. tipten noktalarin komsulugu H ,, , doniisiimii altinda korunur.
1. tipten (1,y, z) bicimindeki bir noktanin H, ,,, doniisiimii altindaki goriintiisii y nin

I kiimesinde olup olmamasina bagh olarak iki farkli bicimde tanimlandigindan, 1. tipten

noktalarin birbirleriyle komsu olmas1 dort farklt durumda incelenecektir.
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1. Durum y € I, v € I iken

Hlvn,P(Ly? Z) ~ Hl,n,p(Lvat) <~ (y7 172) ~ (U7 17t)
&S y—vel

< (1,y,2) ~ (1,0,1)

oldugu goriiliir.

2. Durum y € I, v ¢ T iken Sonug 3.3.4 geregiy € Iiken y — 1 ¢ I oldugu i¢in

H17n1p(17 y7 Z) cad H17n7p(]., /U7 t)

bulunur.

3. Durum y ¢ I, v € T iken Sonug 3.3.4 geregi v € I'iken 1 — v ¢ I oldugu icin

Hlm,,p(lv Y, Z) Cad Hl,mp(l? v, t)

bulunur.

4. Durumy ¢ I, v ¢ Iiken

Y = y1+ yog, v =v1 +voe € B(e)

icin
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yil vt cl & (yfl _ (yflygyfl)e?) N (Ufl . (0;1021};1)8) 1
syl orl=0
oyl =yt
< 1=
& (Y1 +y0e) — (1 +v0e) €1
& y—vel

oldugu gortiliir. Bu durumda

Hi,p(l,y,2) ~ Hipp(l,0,t)

S Ly —n—(py ) ~ (L —n— (vTt)p,uT)
sy l-n—yleyp—vi+tnt+ovitpeInytlz—vltel
sy lt-vt+@wt—ypelaytz—vtel

=4 y_l — vt

el
Sy—vel

< (1,y,2) ~ (1,0,1)

sonucu elde edilir ki bu 1. tipten noktalarin komgulugunun H, ,, , doniigiimii altinda ko-

rundugunu gosterir.

Hipp(w,1,2) ~ Hypp(u,1,t) & (Lw—n—2zp,z)~(l,u—n—1tp,t)
&S w—n—zp—u+n+tpel

& (w,1,2) ~ (u,1,t)

oldugundan 2. tipten noktalarin komsulugu H ,, , doniislimii altinda korunur.

2. tipten [m, 1, p'| bi¢cimindeki bir dogrunun H, ,, , doniisiimii altindaki goriintiisii 7 nin
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I kiimesinde olup olmamasina bagh olarak iki farkli bicimde tanimlandigindan, 2. tipten

dogrularin birbirleriyle komsu olmasi dort farkli durumda incelenecektir.

1. Durum m € I, u € Iiken

Hyppm, 1,p"] ~ Hypplu, 1,t]

< [1,m,p + (p'n+ p)m] ~ [1,u,t + (tn + p)u]

em-—uelAp +(@Pn+pm—t—({tn+puel

esm-—uelAp —t+@n+pm—(tn+puel

sSm-—uclIAnp —tel s(Pn+pmelAn(tn+puel

& [m,1,p] ~ [u,1,t]

oldugu bulunur.

2. Durum m € I, u ¢ T iken Sonug 3.3.4 geregi m € I iken m — 1 ¢ I oldugu

icin

Hl,n,p[ma 1,]9/} it Hl,n,p[u7 17 t]

bulunur.

3. Durum m ¢ I, u € I iken Sonug 3.3.4 geregi u € Iiken 1 — u ¢ I oldugu i¢in

Hl’nvp[m’ ]"p/} Cad Hl,n,P[u’ 17 t]

bulunur.
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4. Durumm ¢ I, u ¢ Iiken

m = mj + moe, u = uy + uge € Be)

oldugu goz Oniine alinarak

mt—utel & (mi'— (my'mamiNe) — (uy! — (uytuguyt)e) €1

mit =uy’ (5.3.6)

(my + mae) — (up + uge) €1

r ¢ ¢ ¢ ¢
E
-

m—u€l

sonucu elde edilir.

Benzer bicimde p’ = p| + phe,t = t1 + toe € B(e) iken (5.3.6) esitligi de kullanilarak

—pmt+tut el

& =) +phe)(myt = (mytmami e) + (b + tae) (uy ' — (uy tuguy He) €1
& —pmit+tiut =0
/ — —1
< pimy =ty
& pimy =tim]
& pi=t
& (P) +pye) — (ti+tae) €1
& p—tel

oldugu bulunur. Elde edilen bu bilgiler kullanilarak
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Hypp[m, 1,p'] ~ Hypplu, 1,1] m™ —n, 1L, —p'm ™ —p] ~ [u —n, 1, —tu" —p|

mt—n—ut+neclA—pm ! —pttut+pel
mt—ulteIn—pmt+tutel

m—-—uclIAnp —tel

r ¢ ¢ ¢ 3

[m, 1,0 ~ [u,1,1]

sonucu elde edilir ki bu 2. tipten dogrularin komsulugunun , ,, , doniisiimii altinda ko-

rundugunu gosterir.

Hl,n,p[ljn/’p/] NHl,n,p[LU’t] g [n’—n,l,p’—p] ~ [U_n71>t_p]
S n—n—v+nelAp —p—t+pel
s n—velap —tel

& (1,0, p] ~ [1,0,1]

oldugundan 1. tipten dogrularin komsulugu f; ,, ,, doniisiimii altinda korunur.

Hinplg,n' 1] ~ Hypplu,v,1] & [0,q,1] ~ [v,u,1]
s n—velAng—uel

< g, n', 1] ~ [u,v,1].

oldugundan 3. tipten dogrularin komsulugu H ,, ,, doniistimii altinda korunur.

Boylece H ,, ,, doniisiimiiniin komsuluk bagintisin1 korudugu gosterilmig olur. m

Simdi de PK,(B(e)) diizlemindeki [1,n,p| tipinden herhangi bir dogru iizerinde bu-

lunan noktalarin birbirleriyle toplanmasi igleminin H, ,, , kolinasyonu altinda degismez
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kaldigina dair bir teorem verilecektir.

Teorem 5.3.2 PK,5(e) diizleminde [1,n,p] dogrusu iizerinde verilen A ve B nokta-

larindan en azindan biri V' noktasina komsu olmasin. Bu durumda

Hynp(A) + Hinp(B) = Hipnp(A+ B)

esitligi saglanir.

Ispat. A ve B noktalarindan en azindan biri V' noktasina komsu olmadigindan incelen-
mesi gereken sadece iki durum vardir: Ya A ve B nin ikisi de 3. tiptendir ya da biri 3.
tipten digeri 2. tiptendir. A ve B noktalar [1, n,p| tizerinde oldugundan 1. tipten ola-

mazlar.

1. Durum: A ve B nin ikisi de 3. tipten ise

A= <a17a27 1)78 = (blab% 1)

bicimindedir.

Ao[l,n,p| & (a1,a9,1)0[l,n,p]
& ap=an+p

Bol[l,n,p] < (by,b2,1)0][1,n,p]
& bi=bn+p

olup Teorem 4.3.11 den

A+B = ((a2+62>n+p7a2+b271)

sonucu elde edilir. Bu durumda
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Hl,n,p(A) + Hl,n,p<B) = (a27 a; — an — p, 1) + (an bl - b2n - D, 1)
= (a27 07 1) + (b27 07 1)

= (a2 +0,,0,1) (5.3.7)

Hinp(A+B) = Hinp((az +b2)n+p,az +bs,1)
= (a2 +ba, (az + b)n +p — (az + b2)n —p, 1)

= (ag + bg, 0, 1) (538)

olup (5.3.7) ve (5.3.8) den

Hl,n,p(A) + Hlm,p(B) = Hl,n,p(A + B)

sonucu bulunur.

2. Durum: A ve B den biri 3. tipten digeri 2. tipten ise

A= (al,az, 1),8 = (U), 1,2)

almak genelligi bozmaz. Bu durumda,

Ao[l,n,p| & (a1,a9,1)0[1,n,p]
& ar=an+p

Boll,n,p] < (w,1,z)0][l,n,p|
& w=n—+zp

olur ve Teorem 4.3.11 den

160



A_'_B = (al>a271)+(w7172)
= (w,1,2)

= B

oldugu goriiliir. Bu durumda

Hinp(A)+ Hipp(B) = (az,a1 —asn—p, 1)+ (1,w —n — zp, 2)
= (a2,0,1)+ (1,0, 2)

= (1,0,2) (5.3.9)

Hinp(A+B) = Hipp(w,1,2)
= (L,w—n—zp,2)

= (1,0,2) (5.3.10)

olup (5.3.9) ve (5.3.10) dan

Hl,n,p(A> + Hl,n,p(B) = Hl,n,p(A + B)

oldugu goriiliir. m

5.4 PK,(B(c)) Diizleminde OU Dogrusu Uzerinde Bulunan Noktalarin Carpimi

ile Kolinasyonlar Arasindaki Tliski

Bu baglik altinda dnce B(e) dual lokal halkasindan a; # 0 ozelliginde alinan herhangi
bir a = a; + aze € B(e) — I elemani igin agagidaki gibi tanimlanan L, doniisiimiiniin

PK5(B(e)) diizlemi igin bir kolinasyon oldugu gosterilecektir.
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L,: PKy(B(e)) — PKy(B(e))

(l’,y,l) — (ax,aya,l)

l

(173/72) (17ya72a71) )

(w, 1, z) (a 'w,1,a  za™),

l

[m,1,p] — [ma,l1,apal,

!

[17n7p] [1,a_1n,ap] )

|

[, n, 1] [qa" a 'na", 1]

Teorem 5.4.1 L, doniisiimii PK»B(¢e) diizlemi tizerinde bir kolinasyondur.

Ispat. L, doniisiimiiniin birebir ve 6rten oldugu ayrica iizerinde olmay1 ve komsuluk
bagintisim1 korudugu gosterilmelidir. Bu doniisiimiin birebir oldugu basit fakat uzun

islemlerle gosterilebilmektedir.

L, nin tanim1 geregi a ¢ I olup,

(a'z,a lya™t 1) € PKy(B(e)) igin

La(a_lx7 a_lya_17 1) = (ZE, Y 1) ’

(1,ya™!, za) € PKy(B(e)) igin

La(l,ya_l,za) = (Lya Z)a
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(aw, 1,aza) € PKy(B(¢g)) i¢in
L, (aw,1,aza) = (w, 1, 2),

esitlikleri bulunur ki bu L, doniisiimiiniin noktalar kiimesi iizerinde 6rten oldugunu gosterir.

[ma=',1,a 'pa~'] € PK,(B(¢)) i¢in
L, [ma_l, 1, a_lpa_l] =[m,1,p],
[1,an,a™'p] € PKy(B(e)) igin
L, [1,an,a‘1p] = [1,n,p|,
[qa, ana, 1] € PKy(B(¢)) i¢in
L, [qa,ana, 1] = [¢,n, 1]

oldugundan L, doniisiimiiniin dogrular kiimesi iizerinde de orten oldugu goriiliir. Yani L,

orten bir doniisiimdiir.

L, (z,y,1)0 Ly [m,1,p] (az,aya, 1) o [ma, 1, apal
aya = (ax)(ma) + apa

aya = a(xm + p)a

y=mx+p

R

(z,y,1) o [m, 1, p]

oldugundan 3. tipten noktanin 2. tipten bir dogru iizerinde olmas1 L, doniisiimii altinda

korunur.
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L, (z,y,1)0 Ly [1,n,p] (az,aya,l) o [1, a 'n, ap}
ar = (aya)(a~'n) + ap
ar = ayn + ap

r=Yyn-—+p

r ¢ ¢ ¢ 3

(z,y,1) o [1,n,p]

oldugundan 3. tipten bir noktanin 1. tipten bir dogru iizerinde olmasi1 L, doniisiimii altinda

korunur.
Lo(z,y,1) ¢ La[q,n,1] & (az,aya, 1) ¢ [qa™ ", a 'na™, 1] (5.4.1)
3. tipten bir nokta 3. tipten bir dogru iizerinde olmadigindan (5.4.1) onermesi ile
(z,9,1) 0 [g,n, 1]

onermesi denktir. Bu nedenle 3. tipten bir noktanin 3. tipten dogru iizerinde olmamasi L,

doniislimii altinda korunur.

L,(1,y,2) 0 L,[m,1,p] < (1, ya, za_l) o [ma, 1, apal
& ya=ma+ (za”")(apa)
& ya = ma + 2pa

& y=m-+zp

=

(1,9, 2) 0 [m, 1, p]

oldugundan 1. tipten bir noktanin 2. tipten bir dogru iizerinde olmasi L, doniisiimii altinda

korunur.
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L,(1,y,2) 0 L,[q,n,1] < (1, ya, za’l) o [qa’l, a‘nat, 1]
& za ' =qa' + (ya)(a 'na™)
& zal= qa’1 + yna’l
& z2=q+yn
& (Ly,z)olgn,1]

oldugundan 1. tipten bir noktanin 3. tipten bir dogru ilizerinde olmasi1 L, doniisiimii altinda

korunur.
La(1,y,2) 6 L[1,n,p] < (1,ya,za™ ") ¢ [1,a"'n, ap] (5.4.2)
1. tipten bir nokta 1. tipten bir dogru iizerinde olmadigindan (5.4.2) 6nermesi ile
(Ly,z) o [1,n,p]

onermesi denktir. Bu nedenle 1. tipten bir noktanin 1. tipten dogru iizerinde olmamasi L,

doniigiimii altinda korunur.

L, (w,1,z)0 Ly [1,n,p] (a'w,1,a  za™ ) o [1, aln, ap]

a'w=a"'n+(aza"")(ap)

=

=

s alw=an+at2p
&S w=n—+zp

=4

(w,1,2) o [1,n, p]

oldugundan 2. tipten bir noktalarin 1. tipten bir dogru iizerinde olmas1 L, doniisiimii altinda

korunur.
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L, (w,1,2) 0 Ly [q,n,1] (a'w,1,a " 'za™ ) 0 [qa’l, a ‘nat, 1}

1 1

a'za™t = (a7 'w)(qa) + a 'na”

1, -1 1

=4

=

& alzat =a'na”
& z=n

=

(w,1,2) 0 [q,n,1]

oldugundan 2. tipten bir noktanin 3. tipten bir dogru iizerinde olmasi1 L, doniisiimii altinda

korunur.
Lo(w,1,2) 6 Lyim, 1,p] & (a 'w, 1,0 za™") ¢ [ma, 1, apal (5.4.3)
2. tipten bir nokta 2. tipten bir dogru iizerinde olmadigindan (5.4.3) onermesi ile
(w,1,2) 0 [m,1,p]

onermesi denktir. Bu nedenle 2. tipten bir noktanin 2. tipten dogru iizerinde olmamasi L,

doniislimii altinda korunur.

Boylece L, doniislimiiniin lizerinde olmay1 korudugu gosterilmis olur.

Lo (z,y,1) ~ Ly(u,v,1) (az,aya, 1) ~ (au,ava, 1)
ar —au € I Naya —ava € 1

alx —u) €INa(ly—v)ael

r—uelny—vel caeBle)—I=a¢l

r ¢ ¢ ¢ 2

(@, 9,1) ~ (u,v,1)
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oldugundan 3. tipten noktalarin komsulugu L, doniisiimii altinda korunur.

Lo(1,y,2) ~ Ly(1,0,t) < (1ya,za™") ~ (1,va,ta™")
& ya—wva €l
& (y—vael
& y—vel caeBle)—I=a¢l
< (1,y,2) ~ (1,v,1)
oldugundan 1. tipten noktalarin komsulugu L, doniisiimii altinda korunur.
L, (w,1,2) ~ Ly(u,1,t)

(a'w,1,a'za™) ~ (@ u, 1,0 ta™)

alw—auelna za —a e e T

alw—u)elAal(z—tatel

(w—u)eIAN(z—1t) el

tr ¢ ¢ ¢ 30

(w,1,z) ~ (u,1,t)

oldugundan 2. tipten noktalarin komsulugu L, doniisiimii altinda korunur.

Ly [m,1,p| ~ L, [u, 1,1 [ma, 1, apal ~ [ua, 1, ata)
ma —ua € I AN apa — ata € 1
(m—u)a€INalp—t)ael

m—-—uelAp—tel caeBle)—I=a¢l

(I

[m, 1,p] ~ [u,1,t]

oldugundan 2. tipten dogrularin komsulugu L, doniisiimii altinda korunur.
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Ly [1,n,p] ~ L, [1,0,1] & [1,a’1n, ap} ~ [1,@’1v,aﬂ
& ap—atel
& alp—t)el
& p—tel caeBle)—I=a¢l
=

[1,n,p] ~ [1,v,1]

oldugundan 1. tipten dogrularin komsulugu L, doniisiimii altinda korunur.

-1 -1

L, [q,n,1] ~ L, [u,v, 1] [qa ca tna™t, 1} ~ [ua‘l, atvat, 1}

g ' —uat €eIna T na —a e €1

(g—uwatelAat(n—v)a'tel

(g—u)eIN(n—v) el

I

lq,n,1] ~ [u,v,1]

oldugundan 3. tipten dogrularin komsulugu L, doniisiimii altinda korunur.

Boylece L, doniisiimiiniin komsuluk bagintisini1 korudugu gosterilmis olur. =
Asagidaki teoremde PK,(B(e)) diizlemindeki OU dogrusu iizerinde bulunan noktalar
icin ¢carpma iglemi gibi davranan bir kolinasyonun varli1 gosterilecektir.

Teorem 5.4.2 PK,(B(¢)) diizleminde OU = [0, 1, 0] dogrusu iizerinde a; # 0,
a = a1 + ase olmak iizere keyfi olarak alinan bir A = (a; + as¢, 0, 1) noktasi ve herhangi

X noktasi ile Teorem 5.4.1 de verilen L, kolinasyonu i¢in

Lo(X)=A-X

esitligi saglanir.
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Ispat. OU dogrusu iizerinde alman X noktasimin U noktasina komsu olup olmamasina

gore iki durum s6z konusudur.

1. Durum: X ~ U ise

X =(x,0,1) = (x1 + 22,0, 1)

olacak bigimde x = 1 + x9¢ € B(e) eleman1 vardir. Bu durumda

L,(X) = (ax,a0a,l)
= (ax,0,1)

= (@171 + (122 + agx1)e, 0,1)

oldugu L, kolinasyonu tanimindan bellidir. Diger taraftan Teorem 4.4.2 geregi

A-X = <a1+a2€,0,1)'($1+$28,0,1)

= (alxl + (alxg + CLQIl)FE, 0, 1)

oldugundan

La(X) = (alxl + (all’g + CLQI’l)&T, 0, 1)

— A.X

sonucu elde edilir.

2. Durum: X ~ U ise

X =(1,0,z) = (1,0, x9¢)
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olacak bicimde x = x9¢ € I elemani vardir. Bu durumda

LX) = (1,0a,za™")

= (17 0, ($2af1)8)

oldugu L, kolinasyonu tanimindan bellidir. Teorem 4.4.2 geregi

A-X = (a1 +ae,0,1)-(1,0,29¢)

= (17 07 (x2afl)8)

oldugundan

Lo(X) = (1,0, (z2a;")e)

sonucuna ulagilir. =
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6. SONUC

Bu tezde konuya genel yaklasimlarda Alman matematik¢i David Hilbert’ in “Geometrinin
Temelleri” adli kitabinda bahsettigi “Bir geometri, bir aksiyom sisteminden takip edilen
teoremlerin bir koleksiyonudur.” prensibi temel alinmistir. Her ne kadar bu yaklasim bir
geometrici i¢in hayatin gerceklerinden uzaklasarak aksiyomatik diisiinme ve soyut kalma
tehlikesi getirse de fiziki diinyadan bagimsiz olmasini yani 6zgiirliik ve hareket alaninin

sonsuz biiyiikliikte olmasini saglamaktadir.

17. yilizyllda Ronesans zamaninda Girard Desargues (1591-1661) tarafindan temelleri
atilan projektif geometride gercek anlamda sistematik ¢alismalar ancak sonsuzdaki nokta
(ideal nokta) kavraminin diger siradan noktalar ile ayni1 ozelliklere sahip olup farkli bir
yerde bulunmadigina dair yapilan calismalar K. G. C. von Staudt tarafindan tamamlan-
masindan ve Felix Klein’in, Mobiiis tarafindan tanitilan homojen koordinatlar kavramini,
projektif geometri i¢in cebirsel olarak temellendirmesinden sonra yapilmaya baslanildi
(Coxeter 1974). Bu sebeple geometrik algilayisin cebirsel kavrayistan daha 6nde gittigi
yapilan hicbir calismanin uygulama alan1 bulmadan kalmayacag1 soylenebilir. Unlii Rus

matematik¢i Nikolai Ivanovich Lobachevsky’nin de dedigi gibi:

“Matematigin hic bir dal yoktur ki, ne kadar soyut olursa olsun, bir giin gercek diinyada

uygulama alani bulmasin.”

Bu tezde iizerinde calisilan cebirsel yapinin, yani dual lokal halkalarin, 6zel bir sinifi
olarak dual kuaterniyonlar halkasinin robotik, kinematik ve goriintii analizi gibi miihendis-
lik ve bilgisayar bilimleri alanlarindaki kullanim alanlari ile bu cebirsel yapi ile koordinat-
lanan geometrik yapinin, yani projektif diizlemlerin bir genellemesi olarak goriilen PK-
diizlemlerin, gayri Oklidyen geometriler arasindaki konumu ve kodlama teorisi ile krip-
tografi konulariyla iligkileri diisiiniildiigiinde bulunan sonuglarin 6nemi zaman icerisinde

daha iyi anlagilabilir.
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PK,(B(e)) diizleminde sadece OU dogrusu tizerindeki noktalar i¢in verilen ¢arpma isle-
minin bu diizlemdeki diger noktalar i¢in nasil genisletilebilecegi ya da hangi sartlar altinda
bu tip noktalar icin ¢carpma isleminin tanimlanabilecegi hususunda caligmalar siirmekte-
dir. Tleriki senelerde bu konularda yapilacak makalelerin ve calismalarin plan1 simdiden

yapilmaktadir.
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