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SIMGELER DiZIiNi

Simgeler Aciklama
PR, R nin g. dereceden homojen elemanlarinin toplami
geG
(G,+) + islemine gore bir G grubu
(R,+,") + ve - islemlerine gore bir halka
X = Z Xq X in g. dereceden homojen bilesenleri toplam1
geG
R[x] 1 degiskenli derecesi n olan polinom cebiri
M, (A) Matris halkasi
gl(Vv) V' nin endomorfizmlerinin kiimesi



1. GIRIS

Bu tez, siipercebirler iizerine yapilan bazi temel ¢aligmalari bir araya getiren Tiirkge bir

kaynak olarak derlenmistir.

Dort boliimden olusan bu c¢alismada, birinci béliimde tez ile ilgili genel bilgilerin yer

aldig1 giris kism1 bulunmaktadir.

Ikinci boliim olan kuramsal temeller boliimiinde tezin esasi teskil eden siipercebirlerin

incelenmesinde ihtiya¢ duyulan temel tanimlari igerir.

Uciincii boliimde G-dereceli halka, modiil, vektor uzay1 ve cebirler olusturularak genel
slipercebir yapisi, Lie slipercebirleri, Jordan siipercebirleri ve Poisson braket tanitilmis

ve bunlara ¢esitli ornekler verilmistir.

Dordiincii ve son boliimde tez ile ilgili kisa bir degerlendirmenin yapildigi sonug¢ kismi

bulunmaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolim, tezde kullanilan temel tanimlari ihtiva eder. Bu tanimlar genel bir cebir
kitabinda bulunabilecek bilgiler olmasina ragmen bu bdliimde kaynakca olarak
(Godement 1968, Hungerford 1974, McDonald 1976, Fraleigh 1989, Cift¢i 2015)

kitaplarindan faydalanilmistir.

Tanim 2.1. S bir kiime ve *:SxS — S bir i¢ islem olsun. Eger,
1) Her u,v,we S igin u*(v+w)=(u=*v)=*w dir.
2) Her ueS igin u*e=u=ex*u olacak bicimde en az bir e € S vardur.
3)Her ueS igin U *u=e=ux*u" olacak bigcimde en az bir u™ €S vardur.
sartlar1 saglaniyorsa (S,*) sistemine bir grup denir ve kisaca S ile gosterilir.
Tanmm 2.2. (S,*) grubu i¢in

YUu,veS igin U*V=V=*U

sart1 saglaniyorsa S ye degismeli grup ya da Abel grubu denir.

Tamim 2.3. (S,*) bir grup ve S, S nin bir alt kiimesi olsun. Eger S', S nin islemine

gore bir grup ise o zaman S’ ye S nin bir alt grubu denir.

Tamim 2.4. H herhangi bir kiime ve + ile - bu kiime iizerinde tanimli herhangi iki ikili
islem olsun. Eger

1) (H,+) degismeli gruptur.

2) “-” islemi birlesmelidir.

3)Her y,B,acH igin y-(B+a)=y-B+y-aVve (y+B)-a=y-a+ - -a dir.

sartlar1 ger¢ekleniyorsa (H,+,) sistemine bir halka denir ve kisaca H ile gosterilir.

Bir (H,+,-) halkasinda ilk isleme yani “+” islemine gore etkisiz eleman 0 ile, ikinci
islemine gore yani “-” islemine gore (varsa) etkisiz eleman 1 ile gosterilir. Ikinci
islemin etkisiz elemana ozdeslik elemani adi verilir.

(132

Tamm 2.5. Bir halkada ¢arpma islemine gore tersi var olan bir elemana bir birim

eleman denir.



Tamm 2.6. H nin her u elemani igin ul < | ve luc | sartlarint saglayan bir | alt

halkasina H halkasinin bir ideali denir.

Tamim 2.7. Bir H halkasinda birim olmayan elemanlarin olusturdugu | kiimesi bir

maksimal ideal olusturuyorsa H halkasina lokal halka denir.

Tanmm 2.8: H bir halka olsun. 1, H iizerinde birim doniisiimii olmak iizere mertebesi

2 olan bir f otomorfizmine H nin bir involusyonu denir.

Tamm 2.9. Eger bir (H,+,) halkasinda “-” islemi “+” islemi iizerine dagiliyorsa ve

(H -{0}, -) sistemi bir degismeli grup ise bu halkaya bir cisim adi verilir.

Tamm 2.10. (K,+,-) bir cisim ve (V,+) bir abel grubu olsun. Eger o:KxV —V dis
islemi her u,veV ve her c,c, e K igin;

1) ¢ e (v+u)=(c,eVv)+(c, ou) dir,

2) (c,+c,)ev=(c eVv)+(c,evV) dir,

3) (c,-c,)ev=c, e(c, V) dir,

4) Ozdeslik eleman1 1€ K olmak iizere leu=u dir,

sartlar1 saglaniyorsa V ye K cismi iizerinde bir vektor uzayr denir ve kisaca V ile
gosterilir.

Eger V nin bir V' altkiimesi i¢in V vektor uzayindan indirgenen iglemler altinda V' de

bir vektor uzay1 oluyorsa, V' ye V nin altvektor uzay: ya da kisaca altuzay: denir.

Tamm 2.11. K cismi {izerinde bir vektér uzayr V' olsun. u,u,,....,u €V ve

VdeK i¢cin Zd].uj =0= Vdj =0 ise u,u,,...,u vektorleri lineer bagimsizdrr,

15 Uy e
J=1

aksi halde lineer bagimlidir denir.

Tamim 2.12. Bir V' vektor uzaymin

1) S lineer bagimsizdir.



2) V= Sp{S} dir.
sartlarini1 saglayan bir S alt kiimesine V' nin bir baz: denir.

2) aksiyomuna germe aksiyomu da denir ki bu V z € V' elemaninin S deki sonlu sayida

elemanin bir lineer birlesimi oldugunu ifade eder.

Tamim 2.13. Bir V' vektdr uzayinin bir bazindaki eleman sayisina V' nin boyutu denir.

Tamm 2.14. V' bir vektor uzay, U, ile U, de V' nin herhangi iki alt uzay1 olsun. Eger
D)V =U +U,

) U NU,= 0

sartlar1 saglaniyorsa V' ye U, ile U, nin direkt toplam: denir ve bu durum V =U, & U,

ile gosterilir.

Iki alt uzay icin verilen direkt toplam tanimi asagidaki bigimde genellestirilebilir:

Tamm 2.15. V' bir vektor uzayi, U,,U,,...,U, de V nin herhangi alt uzaylari olsunlar.
Eger

HV=U+U,+--+U,_ dir.

2) 1 <i<k—1 ozelligindeki her i igin Uu+U,+---+U NU, = 0 drr.

sartlari saglaniyorsa, V' uzay1 U,,U,,...,U, alt uzaylarinn direkt toplamidir denir ve bu

durum V =U, ® U, ®--- ® U, bigiminde belirtilir.

Tanmm 2.16. H, 1#0 6zdeslikli bir halka ve M toplamsal degismeli bir grup olsun.

VceH ve YueM igin (C,u) —>cu olacak sekilde tanimli HxM — M dis islemi
tim c,C,eH ve tim u,veM elemanlar1 i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa M
kiimesine H halkasi tizerinde bir birimli (sol) modiil denir:

1) ¢(v+u)=cv+cu

2) (c,+c)v=CcVv+Cy

3) (C1C2 V= G, (sz)



4) 1u =u dir.
Sag modiil tanim1 benzer bigimde verilebilir.

Tamim 2.17. M, H halkasi iizerinde hem bir sol modiil hem de bir sag modiil iken her
h,h"eH ve her meM ig¢in (hm)h'=h(mh’) sart: da saglanirsa M ye H iizerinde
bir HH — bimodiil ya da kisaca bimodiil denir.

Benzer bi¢imde; M, H halkas iizerinde bir sol modiil ve G halkasi iizerinde ise Sag

modiil iken HG —bimodiil tanim1 verilebilir.

Tamm 2.18: M;, M, ve M bir H halkas: iizerinde tanimli ii¢ modiil olsun. Her

2,2,,2zeM,, her k,k,,keM, veher y e H i¢in

L1)h(z, +z,,k) =h(z,,k) +h(z,,k) ve h(z,k +k,)=h(z,k)+h(zk,) dir.

L2) h(yz,k)=yh(z,k) ve h(z,yk)=yh(z,k) dir.

sartlar1 saglayan bir h:M;xM, > M bigimindeki bir doniigiimiine bir 2-lineer

(bilineer) doniigiim denir.

Tamim 2.19. V, (K,+,") cismi iizerinde i¢ ve dis islemleri sirasiyla, + ve e olan bir
vektor uzayr olsun. V fizerinde tanimlanan ikinci bir i¢ islem olan ® igin asagidaki
sartlar saglaniyorsa V ye K cismi tizerinde bir cebir denir. Her c e K ve her v,w,s eV
i¢in

1) (cev)®@w=v®(cew)=ce(v®w) dir.

2) (vw)®s=(v®s)+(w®s) dir.

) v (W+s)=(ve®wW)+(v®s) dir.

Tamm 2.20. V K cismi tizerinde bir cebir olsun. Eger V nin bostan farkli bir V' alt
kiimesi, V nin cebir olmasini saglayan islemlerin V' ye indirgenmisleri altinda bir cebir
olusturuyorsa V' ye V nin bir alt cebiri denir.

Eger bir V cebirinde V v,w,seV igin

(VOW)®s=v®((W®S)



esitligi gecerli ise V ye K cismi tizerinde birlesmeli cebir denir.
Son olarak, bir birlesmeli cebirden bir Lie cebiri ya da bir Jordan cebirinin nasil elde

edileceginden bahsedecegiz:
V bir birlesmeli cebir olsun. V iizerinde her v,w,s eV i¢in
VOW=VW-—-WV

biciminde Lie ¢arpimi ad1 verilen yeni bir carpma islemi tanimlansin. Bu ¢carpma islemi
anti-degismelidir ve de Jakobi Ozdesligi olarak isimlendirilen

(VOW)Os+(wOs)OV+(sOv)Ow=0
0zdeslik saglanir. Lie carpimi ile V den bu sekilde elde edilen cebire bir Lie cebiri denir
ve bu cebir V- ile gosterilir.

V iizerinde her u,veV igin
1
VoW = E(vw+wv)

biciminde Jordan ¢arpimi adi verilen yeni bir ¢carpma islemi tanimlansin. Bu ¢arpma

islemi degismelidir ve de Jordan Ozdesligi olarak isimlendirilen
(vew)e(v?) = v-[w-(v'2 )]
0zdeslik saglanir. Jordan ¢arpimi ile V den bu sekilde elde edilen cebire bir Jordan

cebiri denir ve bu cebir V™ ile gosterilir.



3. SUPERCEBIRLER

Bu boéliimde, teorik fizikteki stipersimetri teorisinden dolayi fizikgiler tarafindan “siiper”
on eki kullanilarak ifade edilen bir cebirden, siipercebirlerden bahsedecegiz. Aksi
belirtilmedikce, bu calismada gegen tiim halkalarin birlesmeli ve 6zdeslikli oldugu

kabul edilecektir. Ayrica, bir R halkasmin 06zdeslik elemani 1; bigiminde

gosterilecektir.

3.1. G —Dereceli Halka, Modiil, Vektor Uzayi ve Cebir

Bu kisimda, G —Dereceli Halka, Modiil, Vektor Uzay1 ve Cebirler hakkinda temel
bilgiler ve bunlara bazi érnekler verilecektir. Burada verilen temel bilgiler (Eldeque ve
Kochetov 2013, Eyre 1998, Hazrat 2016, Nastasescu ve Oystaeyen 1982, Oystaeyen ve
Nastasescu 1979, Nastasescu ve Oystaeyen 2004, Tignol ve Wadsworth 2015)

kitaplarindan derlenmistir.

Tamm 3.1.1. (R,+,-) bir halka, (G,*) etkisiz elemani e olan bir grup ve Vg eG igin

R, (R, +) nin bir alt grubu olsun. Eger, R halkasi icin agagidaki sartlar saglaniyor ise

R ye G —dereceli halka denir:

1) R=@R, dir.

geG

2) VjkeG i¢in RjR, =R, dir.

j=k

Ozel olarak Vj,keG igin RR =R, sartim saglayan bir G—dereceli halkaya

strongly G —dereceli halka ad1 verilir.

NOT: Yukaridaki tanimda G yerine &zel olarak (Z,,+) Abel grubu alimirsa R bir
Z, — dereceli halka olur. Bu durumda, R=R,+R, olup R, m elemanlarma R nin gift
elemanlar;, R, in elemanlarina ise R nin tek elemanlar: denir. Ustelik, RR, =R,
R,R =R RR, =R ve RR <R, olacag: agiktir.

Benzer bi¢cimde, G yerine 6zel olarak (Z,+) Abel grubu alinarak 7Z—dereceli halka

tanimi da elde edilir.



R, nin elemanlarma R nin g -dereceli homojen elemanlar denir. X € R, ve x#0 igin
X in derecesi derx=g yada |x|=g olarak ifade edilir. R nin bir r eleman1 Vo eG

icin r_ e R olmak lizere r = Z r_ biciminde tek tiirlii yazilima sahiptir (Nastasescu ve

oeG

Oystaeyen 2004). Ancak, bu toplam sonlu bir toplamdir yani hemen hemen tim r_
elemanlarin sifir olarak secilebilecegi sonlu bir toplamdir. Bu toplamdaki bir r_ ya r

nin (o dereceli) homojen bileseni denir.

Herhangi bir R halkas1 i¢gin R, =R ve g=e 0Ozelligindeki her g €G i¢in R, ={0}

alimirsa R bir G —dereceli halka olur.

Asagida verilecek onermenin ispati (Nastasescu ve Oystaeyen 2004) de bulunabilir.

Onerme 3.1.2. R= @Rg bir G —dereceli halka olsun. Bu takdirde;

geG

1) 1; eR, dir. Yani, 1; R nin e. dereceden homojen bir elemandir.

2) R,, R nin bir alt halkasidur.

3) VgeG igin R, bir R -bimodiildiir.

4) aeR, birbirimise a* R, dir.

5) R ninstrongly G —dereceli halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir

o eG i¢in 1; e R R, olmasidir.

Ispat. 1) 1; nin Vo eG igin r, € R olmak iizere 1, = Y r_ biciminde yazildigi kabul

oeG

edilsin. Bu takdirde herhangi bir s, eR, (1€G) i¢in s,;r R, olmak iizere

s, =5,1, =s, (Z raj = Y's,r. yazabilir. Buradan, o =e ozelligindeki herhangi bir o

oeG oeG

icin s,r, =0 sonucu elde edilir. Boylece, herhangi bir seR igin sr, =0 olur. Ozel

olarak s=1i¢in r, =0 olup 1; =r, € R, bulunur.

2) R, R nin bir toplamsal alt grubu olup R,R, = R, ve 1) den 1; € R, oldugundan ispat

aciktir.

3) Vg € G igin R.R, =R R, = R, oldugundan her bir R, bir R -bimodiildiir.



4) aeR, bir birim olsun. Sayet, (a"l) € R_ olmak iizere a™* = Z(a‘l) bi¢iminde ise

oeG

(]

bu takdirde 1,=aa™= a(Z(a‘l)aJ =>a(a?) yazlabilin L, eR, ve

oeG oeG

a(a') eR,., oldugundan o =A™ dzelligindeki herhangi bir o igin a(a™) =0 elde

edilir. a birim oldugundan o =A™ i¢in (a‘l) #0 olup a™* :(a‘l)f1 eR,, sonucuna

ulasilir.

5) Herhangi bir o € G i¢in 1; e R,R , oldugu kabul edilsin. Bu takdirde; o,7 € G i¢in

R,..=RR,.. =(R,R )R, =R, (R R, )RR esitliklerinden R, =R,R. yani

R strongly G —dereceli halkadir. Tersine, R strongly G —dereceli halka olsun. Bu

takdirde 1) yardimiyla 1; e R, = R..=RR, elde edilir.

Tamm 3.1.3. R= PR, bir G—dereceli halka olsun. Eger bir M (sol) R-modiilii i¢in

geG

asagidaki sartlar saglaniyorsa M ye bir (sol) G —dereceli R-modiil denir.

1) M,, M nin toplamsal alt gruplarinin bir iiyesi olmak iizere M =@M, dir.
xeG

2) vg,xeG i¢in R M, =M, dir.

Tanimdaki (2) sartindan, R.M, < M_,, =M, olacagindan her M,, M nin bir (sol) R,-

alt modiili olur.

Tamim 3.1.4. V bir vektdr uzayi, G bir Abel grubu ve Vg eG igin V , V nin alt
uzaylarinin bir tiyesi olsun. V vektdr uzayi igin asagidaki sartlar saglaniyorsa V ye G —
dereceli vektor uzay: ya da kisaca dereceli vektor uzay: denir.

1)V =@y, dir.

geG

2) Vj,keG icin V)V, gV,,, dr.

j+k

V' nin her bir x elemani, geG ve X, €V, i¢in x= Z X, olacak bigimde tek tirlii
geG

yazilir. Bu durumda X ye X in g. dereceden homojen bileseni denir.



Bir A cebirinin G —dereceli olmasi, A nin altinda yatan vektor uzaymin G —dereceli

olmasi olarak tamimlanir. Yani, Vg € G i¢in A, bir alt uzay olmak tizere; A=PA, ve
geG

Vi,keG i¢in AjJA c A, sartlart saglamir. Bu durumda; G —dereceli cebirler igin

Onerme 3.1.2 nin 5. sikki tamimdan gecerli olup ilk 4 sikkin benzerlerinin ispatlar:

kolayca goriilebilir ve bunlar asagidaki énermede ifade edilecektir.

Onerme 3.1.5. A= @Ag bir G —dereceli cebir olsun. Bu takdirde;

9<G
1)1, e A, dir.

2) A,, A nin bir alt cebiridir.

3) Vg €G igin A, bir (sol) A,-modiildiir.
4) ae A, birbirimise a™ € A ; dir.

Ornek 3.1.6. A=R[Xx,,...,x ] derecesi n olan polinom cebiri olsun. Bu durumda, bu

H d, ,d d
cebir A1:{Zr(dlvd2 ..... 0y X0 X e X"

olarak,

d, +d, +--+d, =n} bigiminde ifade edilir. Ozel

n=0 igin A ={rg, ol|d,+d,++d, =0} =R,

n=1 i¢in

A ={Tuo..0% +To1.0% o Tg_onX | G+, +---4+d, =1} =Rx ®Rx, ®---®Rx,,

.. 2 2 2
n=2icin A, = {r(z,o ..... 0X tloo. 0% Tt o, 02X

+r(1,1,o,...,0)X1X2 + I’(1,0,1,...,0)X:LX3 + I’(1,0,0,1,...,0))(1)(4 teeet r(1,0,...,0,1)X1Xk

+ r(0,1,1,...,0) XX + r(0,1,0,1,0,0,...,0) XXy +eeet r(0,1,0,0,...,0,1) X, X,

+ r(0,0,1,1,0,0,...,0) XXy oo+ r(0,0,1,0,0,...,0,1)Xe,Xk
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+ l0.0..011) %1% ‘ dl + dz +eeet dk = 2} )

olur. Bu durumda,

A=R[X,...%]=@®{}OA DABA D - ®A O{}®--
= ®{0}®R® (R, ®RX, ®---®RX) DA ® - ® A B{0}®---

olacagina dikkat ediniz. Bu durumda, bu cebir Z— dereceli cebir olarak ele alinabilir.

Ustelik, A=R[X,X,,...,X] cebiri A, =A) ve A = %B{O}A] olmak iizere A=A, ® A

bigiminde yazilabilir ki bu durumda bu cebir Z,— dereceli cebir olarak da ele
alabilir. Sayet, Z— dereceli cebir iken k=1 olarak segilirse A=R[x]=R[x] (1-

degiskenli) derecesi n olan polinom cebiri olup
A =rLA =6x,A =6X . A =rx"
ve bdylece
R[X]=®{0}®RORXD®RX’ ®---® RX" ®{0}®- -

bicimine gelir. Z— dereceli cebir iken k=2 olarak secilseydi A=R[x,X,] (2-

degiskenli) derecesi n olan polinom cebiri olup

Ao = {r(o,O)Xfxg ‘dl +dz = 0} = {r(0,0)l‘dl +d2 = 0}1

A1 = {r(1,0)x1lx(z) ® r(O,l)Xioxé ‘ d1 +d2 :1} = {r(l,O)Xl + r(0,1))(2 ‘ d1 "'dz 21},

A, = {"(2,0))(12 + My X% X, + r(0,2))(22 ‘ d,+d, = 2},

Ah = {Zr(dl,dz)xidlxgz | dl + dz = n}

esitliklerinden

R[X,,%,] ="+ ®{0}®R® (Rx, ®Rx,) ®(Rx; ®RxX, DRX} | ® A, ®---® A ©{0}®---

olarak elde edilirdi.

Simdi, (Nastasescu ve Oystaeyen 2004) den asagidaki 6rnegi verelim.
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Ornek 3.1.7. K &6zdeslikli bir halka olmak iizere R = M,(K) bir strongly Z, — dereceli

halkadir.
k, k, O 0 0 kg

Ro=|ky, k, O |veR=|0 0 k| olarak tanimlanirsa R=R, ®R, olacag:
0 0 Ky Kyy ky, O

agiktir.  Ayrica,  RRy =Ry, =Ry, RR =Ry, =R,RR, =R, =R VeRR =R, =R,
oldugundan R =M, (K) bir strongly Z, —dereceli halka olur.

(Nastasescu ve Oystaecyen 2004) den asagida bir 6rnek daha verelim.,

Ornek 3.1.8. A bir halkave R=M_(A) matris halkas1 olsun. M_(A) matris halkasmnin
standart bazi ¢; lerden olugsun. Bu durumda, e;e, =0o,€, yani j=kiseee, =¢, ve

j=kise g;e, =0 dir. Simdi, t €Z olmak iizere

n
D R, —n<t<0ise

i=—t+1

n—t

R = ZR%U - 0<t<n ise
i=1

0 ;Jtf=n ise

tanimlansin. Bu R, yardimiyla M (A) matris halkasimnin bir parcalanisi elde edilecektir

ve boylece bu matris halkasinin 7Z— dereceli halka oldugu elde edilecektir. Bu
pargalanigin daha iyi anlasilmasi i¢in asagida n=3 durumu incelenecektir. Bu

durumda,

3
Z R, ; -3<t<0=R,,R,
i=—t+1 o
3-t
Rt: ) R , Ogt<3 :> R01R11R2

€ii+t)

0 . [t23 = teZ-{-2,-1,0,12}igin VR =0

olup buradan

12



. 0 00
R,=>R,,=R,=/0 0 0f
r, 00
; 0 0 0
R—1 = z Re,(,,n =R, t Re32 =11y 0 0y,
= 0r, O
3 r, O
R, = z Rei(i) = Ren + Rezz + R933 =10 1y )
0 0 r,
) Or, O
R1 B z €i(i+1) ~ €12 + Reza 5 O 0 r23 '
00 O

olarak bulunur. Boylece, R=M,(A)=--®[0]®R,OR, ®R @R ®R, ®[0]+-:-

elde edilir. Simdi, bu durum genele tasinirsa,

Ry =R, (Lterimli)
Raa=Re TR, (2 terimli)
R,=R, +R,_+—-+ Ren(n_1> (n—1 terimli)
RO - Reu + Rezz ot Re(n—l)(n—l) + Renn (n terlmll)
R =R, +R, +-+ RQ(M)n (n—21terimli)
o =Ry TR, (2 terimli)
R=R,, (Lterimli)
esitliklerinden
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R:Mn(A)z---G-)[O]@ Rioy®R ;)@ @OR,OR OR D@ Rn_z@Rn_l®[0]+---
olarak yazilabilir. Bu parcalanista, [0] dan farkli R, lerin sayisinin 2n—1 olduguna
dikkat ediniz. Bu R=M,(A) 0Ozel matris halkast bir Z— dereceli halka olarak

diisiiniilebilir. Ornek olarak,

0 00, 0 0r, O
. 0 00O 0 0 0 r, . -
n=4 iken; R,= 00 0 ve R, = 60 0 bi¢iminde olacagindan
0 00O 0 0 O

R;R,=¢e, [613 +e24] = [0] =R; olur, yani R,R, = R, sart1 gecerlidir. Benzer bicimde,

0 0r, O Or, 0 O 0 0 0 nrgr,

R, = 0 0 0 r, ve R, = 0 0 ry iein RR = 0 0O <R,
00 0 O 0 0 0 000 O
00 0 O 0 0 0 O 0 00 O

olur. Yani, R,R, < R, elde edilir.

Ornek 3.1.9. K bir cisim olsun. K(n)=KxK"" iizerinde “+” toplama ve “-”

carpma ikili islemleri asagidaki gibi tanimlansin.
Va,,b, e K ve W =(a,,a,...,a,,), W= (b,b,,....b, ;) e K" igin

+: K(n)xK(n) - K(n)
((ag, V), (W) — (8 +1y, V+ W) = (8, +by, (& +by,8, +b,,...,a,, +D,,))

ve

- K(n)xK(n) - K(n)
((ao,\7), (bO'V_V)) - (ao’v)(bo’ W) = (aobo’ a'OW'H_/‘bo)
= (aobo'ao(b1’b2"--’bn—1)+(a1'a2---'an—1)bo)
= (aobo ' (aobl + a1b0 d aobz + azbo 1 aObn—l + an—lbO )
Bu takdirde, (K(n),+,-) bir halkadir. Hatta bir lokal halka yapisina sahiptir. Carpmaya

gore tersi olmayan elemanlarm olusturdugu kiime | ile gosterilirse | ={0}xK"™*

kiimesi K(n) de bir maksimal ideal olusturur. V(a,,V)eK(n) igin

14



(1,0)(a,,V) = (a,,1V + 0a,) = (a,,V) ve (a,,V)(L0)=(a,,a,0+V1)=(a,,V) oldugundan
1 = (L0) e K(n) dir. Sayet

K(n)=KxK"*

= (Kx{0) @ ({0}x K™
R, ®R,

biciminde ele alinirsa

(a,0)(b,0) = (ab,a0+0b) = (ab,0) € R, = R,R, = R,
(a,0)(0,V)=(0,aV) e R, = RR, c R,
(0,V)(0,W) = (0,0W+V0)=(0,0)eR, = RR, <R,

oldugundan K(n) bir Z, —dereceli halka olur.

Simdi, (Nastasescu ve Oystaeyen 2004) den son 6rnegi verelim.

Ornek 3.1.10. F Kkarakteristigi 2 den farkli olan herhangi bir cisim olmak iizere

R =M, (F) matrislerinin halkasini ele alalim.

-1 0 0 0 0 0 O

0 -1 0 0 0 0 O

0O 0 . 0 0 00O O 0
Q=0 0 0 -1 0 0 O :( Om | j

0 0 0 0 1 0O o/

0O 0 0 00 .0

0 0 0 0 0 01

olmak lizere; Vxe M, (F) igin g(x) =QxQ* seklinde tanimlanan

9:M,(F)—>M,(F)

B
déniisiimii R nin bir otomorfizmidir. Herhangi bir ( A mx(”_m))eMn(F)

(n—m)xm (n—m)

matrisi i¢in,
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g( A’n Bmx(n—m)j_ _Im 0 j[ Aﬂ Bmx(n—m)j[_lm 0 J
C(n—m)xm D(n_m) 0 In_m C(n—m)xm D(n—m) 0 In—m

_ _An _Bmx(nm)j[_lm 0 ]
C(n—m)xm D(n—m) 0 In—m

_ An _Bmx(n—m))
_C(n—m)xm D(n—m)
Ve
g ( An _Bmx(nm)J _ [ An Bmx(nm)J
_C(n—m)xm D(n—m) C(nfm)xm D(n—m)

olur. Yani, g*(xX)=x=1(x) olup g*=1 (g°=1) elde edilir. Dolayisiyla
G =<g>={1,0} bigiminde 2. mertebeden bir G grubu elde edilir.

R halkasinin g altinda degismez (invaryant) kalan elemanlarinin olusturdugu kiime R,

ile gosterilirse

A O
Rlz{o Djnxn :AeM (F) VeDeMn_m(F)}

olarak bulunur. Bu durumda; R, ={r e R |g(r)=-r} olarak segilirse

0 B
R, :{(C Oj BeM  om(F)veCeM _,..(F) }

elde edilir. Boylece;

R=R,®R,

yazilir ki bu R nin G —dereceli bir halka oldugunu gosterir. Burada,

A 0)G 0) (AG 0

0 D](O F]:(O DFJERF’RlRlCRl

A oj(o B]=£0 AB]eRl _R —RR. R
0 DJlc 0) (DC O 9 9T
4 (IR
c o)lo0 D) (CA 0 ot . ¢

16



sonucuna varilir.

Ornek 3.1.11. R veV iki halka, T bir RV -—bimodil olsun ve

r t
A= {[0 j ‘reR, teT,v EV} kiimesi iizerinde bildigimiz matris toplami ve
v

r 0
carpimi islemleri tanimlansin. Bu durumda A, = {(0 v] ‘reR,v eV} ve

0 t )
A= {( 0 O] tte T} olarak tanimlanirsa A= A, @ A olarak yazilabilir. Ustelik,

r O\r" O B ' 0

[O VJ[O V'J_[O W'JEA):A)A)CA)
r 0)(0 t 0O rt

[0 vj[o ojz[o OJEA:A‘ACA

O t)r O B 0 tv

o ollo v)-lo oJ=a=an=s

0 t)0 t) (00 B

o oflo o)(o ojer-r=ra=n

oldugundan A bir Z, —dereceli halka/cebir olur.

Ornek  3.1.12. Birimli ve  degismeli  bir K halkas1  veriliyor.

a P7
A=:lr, a, B |:ay B 7, <K} kimesiizerinde bilinen matris toplam1 ve ¢arpimi
B v, o

ikili iglemleri tanimlanirsa A bir halka yapisina sahip olur. A nin herhangi bir

o, B 1, a, 0 0 0 g O 0 0 y,
X=|ly, a, B elemanti X=l0 ¢ O0|+/0 0 g |+|y, 0 0
B 7, o 0 0 g« A 0 0 0 7 O
o, 0 O
bi¢iminde tek tirli yazilir. Bu durumda, A =¢/0 ¢, 0 |:q,eK},
0 0 o
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0 B O 0 0 y,
A=<0 0 B |:BeK ve A=4l7, 0 0] yekK olmak iizere
f 0 0 0 5, 0

A=A ®A DA, biciminde ifade edilmis olur. Dolayisiyla, A bir Z,— dereceli

halkadir. Burada,

@ 0 013 0 0] [aB, O O
0 @ 0|0 B 0= 0 B 0 |eA=AACA
0 0 o0 0 g 0 0 ap

0 0 A0 0 yz 0 By, 0 ]
b 0 Oy, 0 0= O 0 By |eA,=A=A=>AACA
0 B 0]0 » O _13272 0 0

@ 0 010 B 0] [0 eoB 0]
0 a 0|0 0 Bl=| 0 0 aBf|lcA=>AACA
0 0 B 0 0 @, 0O O

B 0la, 0 0 0 PBa, O
0 B0 @ 0[=| 0 0 Fa|cA=>AACA
B0 0[]0 0 af |Bay, 0O O

0 @ Oy, 0 Ol=lay, 0 0 |eA=AACA

7 0 00 oo O0|=|pra O 0 |[eA=>AACA

18



0 5 0 0 0 V2 _ﬂ17z 0 0
0 0 B, 0 0= 0 B> 0 |eA,=A=A=>AACA
B 0 0 _O 7, O 0 0 ﬂlyz_

0 0 7 0 p 0 _7/2:31 0 0
72 0 00 0 B|= O 7.5 0 |[eA, =A=A=>AACA
0 » O _181 0 0 0 0 7/2:31_

dir.

Bu ornekte verilen halka yapisini genele tasiyip Z,—dereceli bir R halkas: elde

edilebilir.

Ornek 3.1.13. Birimli ve degismeli bir K halkas1 iizerinde verilen;

X X X1
Xn—l XO Xl
X = . X 4 tipinden matrislerin olusturdugu R halkasi i¢in;
X X
L X X Xpar X |
0 0 - 0 O] 0 0 1 0 - O]
0 1 .0 o 0 0 . .0
X =%l +x : . .1 . 0 ox, : 0 .O . 0 .
o o - : .1 0 o -. 0 1
0 0O 0 .1 0 . 0
1 0 O - 0] 01 0 - 0]
eA eh
0 0 -~ -~ 0 1]
1 0 0
0 1 0 0
ilg 0 01
0 0 0
0 0 0 1 0]
€Ay
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olarak yazilabildigi ve AA; — A,; oldugundan bu R halkasi bir Z, A —dereceli halka
ornegidir.

Simdi, siipercebir tanimini1 vermek i¢in haziriz:

3.2. Siipercebirler

Stipercebirler hakkinda literatiirde bircok calisma mevcuttur. Bunlar icin (Kac
1977(a), Kac 1977(b), Kac 1998, Kaplansky (preprint), Kaplansky 1980, Martinez ve
Zelmanov 2001, Martinez ve ark. 2001, Martinez ve ark. 2010) calismalarina
bakilabilir. Ancak, bu kisimda bazi 6zel siipercebirler ve bunlarla ilgili baz1 6rnekler
vermekle yetinilecektir. Buradaki temel bilgiler ve Ornekler (Martinez 2003,
Sthanumoorthy ve Priyadharsini 2012, Ayadi ve Benayadi 2012) makalelerinden

derlenmistir.

Tamm 3.2.1. Bir Z, —dereceli A cebiri bir siipercebir olarak adlandirilir. Bu durumda,
A=A, ®A; dir ve her i, jeZ, icin AA, < A,; oldugunu hatirlaymiz. Bu durumda

A, 1n elemanlarina A nin ¢ift kismi, A in elemanlarina ise A nin tek kismi denir.

Asagidaki sartlar1 saglayan bir L=L;®L; siipercebirine bir Lie siipercebiri denir:
i=01 ve ael; i¢in |al=i, VabcelL=L;®L ve V(ab)elLxL icin
[,] :LxL — L bi¢iminde bir bilineer doniisiim olmak tizere

LS1) [a,b]=-(-1)™"[b,a] dir (siiper antikomiitatiflik sart1),

LS2) [[a,b],c]+ (1) [b, c], a]+ (=1 [[c,a],b]=0 dir (siiper Jacobi
0zdesligi).

Lie siipercebirleri hakkinda daha detayl bilgi i¢in (Musson 2012, Sthanumoorthy 2016,
Kac 1977(a), 1977(b), Kac 1998) calismalarina bakilabilir.

Asagidaki sartlar1 saglayan bir J = J; @ J; siipercebirine bir Jordan siipercebiri denir:

JS1) a-b=(-1)*"b-a dir (siiper komiitatiflik sart1),

20



JS2) (a-b)-(c-d)+(-1)"(a-c)-(b-d) + (-1 @. d) - (b-c)

=((a-b)-c)-d + (=) P ((a.d)-c)- b+ (~1)@PrHleRdkedl (h.d).c)-a (siiper Jordan
Ozdesligi).

NOT: A, = {0} olmasi durumu disinda bir A= A; ® A; Lie (ya da Jordan) stipercebiri

bir Lie (yada Jordan) cebiri olamaz. A bir Lie (ya da Jordan) siipercebiri iken A nin

cift kismi A; bir Lie (ya da Jordan) cebiridir ve A; bir A; —bimodiildiir.

() A=M,,. (F) matris cebiri, Aﬁz{[ﬁ“ SJ} ve Aiz{(co ng”j} olmak

nx

lizere A= A; © A; bigiminde yazilir.

Q) A:{E ZJ:a,beMn(F)} matris ~cebiri, Aﬁz{(g Zj:aeMn(F)} ve

0 b
= :beM,(F); olmak iizere A=A, ® A bi¢iminde yazilir.
b 0

Simdi (Wall 1964) den asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.2. Cebirsel olarak kapali bir F cismi {lizerinde tanimli olan birlesmeli basit

sonlu boyutlu her siipercebir (I) ya da (II) den birisine yapisal olarak benzerdir.

Ornek 3.2.3. F bir cisim olsun. Bu takdirde,

sl(m,n)z{[a g):aemem(F),ﬂemen(F),iz(a)=iz(5),yeMnxm(F),éeMnxn(F)}
/4
a 0) (0 B) .. .
cebiri bir Lie siipercebiri ornegidir. sl (m,n) :(0 5J+( OJ biciminde yazilirsa
/4

sonug asikardir.

Ornek 3.2.4. F bir cisim olmak tizere

b
P(n)={[a —aTJ: a,b,CGMMM(F),iz(a):O,b:bT,c:—cT} cebiri, n>2 igin
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b
sl(n+1,n+1) cebirinin bir alt siipercebiridir. Q(n)= {(Z a]: iz(b) :O} cebiri,

sl(n+1,n+1) cebirinin bir alt siipercebiridir.

Ornek 3.2.5. (I) ve (II) siipercebirlerinden elde edilen A’ siipercebirleri birer Jordan

stipercebiri 6rnegi olur.

Ornek 3.2.6. F  bir cisim olsun. M, (F) cebiri iizerinde,

0 1

-1 0
S O

S, = - olmak tzere Q=[O Szn] matrisi ile aeMm(F) ve

0 1

. -1 0

deM,, (F) olmak iizere

a b a’ —c' I 0 Yfa" —c")(I, O
*: ->Q™ Q=| "
c d b df 0 =S, )ib" d" L0 S,
bi¢iminde bir donlisiim tanimlaniyor. Bu doniisim bir involusyondur. Hermityen

elemanlarm  bu kiimesi H(A, X)=o0sp, ,, (F) ile gosterilen ortosympletic

stipercebirleri tanimlar.

Ornek 3.2.7. F bir cisimolsun. A=M,_, (F) ve A iizerinde

a b d" -b’
*: -
(c dj [CT a' ]
involusyonu tanimlansin. Bu takdirde
a b T T
H(A, %)= ¢ o ra,b,ceM, (F),b" =-b,c" =c

bir Jordan siipercebiridir.
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Jordan siipercebirleri hakkinda daha fazla bilgi i¢in (Kac 1977(a), Martinez ve
Zelmanov 2001, Martinez ve ark. 2001, Martinez 2003) calismalari incelenebilir.

(Ray 2006) dan asagidaki 6rnegi verebiliriz.

Ornek 3.2.8. V =V, +V;, Z,—dereceli vektdr uzayr ve V nin endomorfizmlerinin
kiimesi gl(V) olsun. Bu durumda, gl(V),={fegl(V): MeZ, f(V,)cV,} ve
al(V); ={ feglV):neZ, f(V,) ganl} kiimeleri tizerinde Lie braketi asagidaki

bigimde tanimlaniyor:

[x ]_ Xy—yx; xveyayeqgl(V),ise
Y= Xy +yx; X Yyegl(V),ise

Bu takdirde, V bir Lie siipercebir 6rnegidir.
Tamm 3.2.9. I'=I"; +I'; birlesmeli ve degismeli bir siipercebir olsun. {FT,FT} cl';

ve asagidaki iki sart1 saglayan { : } :I'xT" > ' bi¢giminde taniml1 bir 2-lineer doniisiim

bir Poisson braket olarak isimlendirilir:
PB1) (T, {-,-}) bir Lie siipercebiridir.
PB2) {ab,c} =a{b,c}+(-1)"{a,c}b dir (Leibniz dzdesligi).

J=T+IX, T' nmin iki kopyasinin toplami olsun ve J de asagidaki ¢arpma islemleri

tanimlansin:

a(bx)=(ab)x, (bx)a=(-1)"(ba)x, (ax)(bx)=(-1)"{a,b}. Bu takdirde,

J;=T;+I';x ve J; =T'; +I';X olmak iizere J = J; + J; bir siiper cebirdir.

Teorem 3.2.10. {,} , birlesmeli ve degismeli bir I siipercebiri tizerinde bir Poisson

braket ise bu takdirde J =I"+I'x bir Jordan siipercebiridir.

23



4. SONUC

Bu yiiksek lisans tezinde G-dereceli halka, G-dereceli modiil, G-dereceli vektor uzayi,
G-dereceli cebir, siipercebir, Lie siipercebiri, Jordan siipercebiri, Poisson braket ile ilgili
en temel tanim ve Ornekler verilmistir. Bu c¢alisma, bu konularda ¢alismak isteyenler

icin bir baslangi¢ calismasi olarak ele alinabilir.
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