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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
TERAI SANISI HAKKINDAKI DIOPHANT DENKLEMLER
Elif KIZILDERE

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Gokhan SOYDAN

Bu tez ii¢ bolimden olugsmaktadir. Birinci boliimde ilk olarak sayilar teorisinden,
cebirden ve cebirsel sayilar teorisinden bilinen bazi temel kavramlar verilmistir. Son-
rasinda ikinci mertebeden tekrarlama bagintili diziler, ilkel bolen teoremi, logaritmalarda
lineer formlar gibi Diophant denklemlerin modern teorisinde 6nemli yer tutan kavramlar
hakkinda bilgiler verilmistir.

Tezin ikinci bélimiinde ((¢c + 1)m? + 1) + (em? — 1)V = (am)* Diophant denk-
leminin bazi kosullar altinda tek ¢6ziimiiniin (x,y,2z) = (1,1,2) oldugu gosterilmistir.
Dolayisiyla bu denklem i¢in Terai sanis1 dogrulanmustir.

Tezin son boliimiinde ise Nagell’in 2% + 5Y = 3% ve 4* + 7Y = 5% Diophant denklem-
lerinin genellemesi olan (n — 1)* 4+ (n + 2)¥ = n® Diophant denkleminin tiim pozitif
tamsay1 ¢coziimleri bulunmustur. Ispatlarda kullanilan materyaller, sayilar teorisindeki e-
lemanter yontemler, Baker teorisi ve Lucas dizilerinin ilkel bolen teoremidir.

Anahtar Kelimeler: Diophant denklem, Jacobi sembolii, Baker’in teorisi, Lucas
dizilerinin ilkel bolenleri
2019, viii + 65 sayfa.



ABSTRACT

Msc Thesis
DIOPHANTINE EQUATIONS CONCERNING TERAI’S CONJECTURE
Elif KIZILDERE

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Gokhan SOYDAN

This thesis consists of three chapters. In the first chapter, firstly some fundamental
known notions from number theory, algebra and algebraic number theory are recalled.
Then the notions such as the second order linear recurrence sequences, primitive divisor
theorem and linear forms in logarithms which have and important place in the modern
theory of Diophantine equations are given.

In the second chapter of the thesis, it was shown that the Diophantine equation ((c +
)m? +1)” + (cm? — 1)V = (am)? under some conditions has only the positive integer
solution (z,y, z) = (1, 1, 2). So, Terai’s conjecture is confirmed for this equation.

In the last chapter of the thesis, all positive integer solutions of the Diophantine equa-
tion (n — 1) + (n + 2)¥ = n*® which is generalisation of Nagell’s Diophantine equations
2% 4+ 5Y = 3% and 4* 4 7Y = 5% were found. The main tools which are used on the proofs
are elementary methods of number theory, Baker’s theory and primitive divisor theorem
of Lucas sequences.

Key Words: Diophantine equation, Jacobi symbol, Baker’s theory, primitive divisors
of Lucas sequences.
2019, viii + 65 pages.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Aciklama

Kompleks sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi

Tamsayilar kiimesi

Pozitif tamsayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

{0,1,2,--+ ,n — 1} (n modundaki kalan siniflar1 kiimesi)
(1,2, n=1}

Rasyonel sayilar cismine « cebirsel sayisinin katilmasiyla
elde edilen cisim genislemesi

m modiiliine gore ikinci dereceden kalanlarin kiimesi
Qm\{0}

Katsayilar1 [F cisminden alinan x belirsizine gore
polinomlar halkasi

a, b say1sini boler

a, b sayisini bolmez

p* | a ancak p*t! {a
a sayisinin n. modunda Jacobi Sembolii

a, b’ye denktir

[F cisminin £ cismi iizerindeki derecesi
n. Fibonacci sayisi

n. Lucas say1s1

« cebirsel sayisinin biiyiikligi

« cebirsel sayisinin derecesi

« cebirsel sayisinin [F cismi iizerindeki indirgenmez polinomu

B cebirsel sayisinin mutlak logaritmik biiyiikligi

a sayisinin logaritmast
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a ve b tamsayilarinin en biiyiik ortak boleni

a ve b tamsayilarinin en kiiciik ortak kat

a ve b, m modunda birbirine kongriianttir

a ve b, m modunda birbirine kongriiant degildir
a sayisinin tam kismi

[F cisminin sifir elemani

n’nin farkl asal bolenlerinin sayisi
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1. GIRIS VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde cebir, sayilar teorisi ve cebirsel sayilar teorisinden iyi bilinen bazi temel
tanim ve teoremler verilecektir. Ayrica tezin 2. ve 3. boliimlerinde gerekli olacak lite-

ratiirden bilinen bazi teoremler ve yardimci teoremler de bu boliimde ifade edilecektir.

1.1 Tarihsel Giris

Giintimiizde bircok amator ve profesyonel matematik¢i Diophant denklemler hakkinda,
hatta Diophant analizi hakkinda bile bilgiye sahiptirler. Yirminci yiizyilin ikinci yarisinda
matematigin bu alani, cebirsel geometriye yakinligindan ve matematiksel diisiincenin agik
bir odag1 haline gelmesinden dolay1 ¢ok popiiler olmustur. Bu denklemler ismini, “cebirin
babasi” olarak bilinen “Iskenderiyeli Diophantus” tan alir. Diophantus bilim tarihinin en
zor bilmecelerinden birini temsil eder. Ne zaman yasamis oldugu ve onunla ayn1 alanda
calismis olanlarin kimler oldugu net olarak bilinmez. Diophantus’un c¢alismalar1 da zifiri
karanlikta parlayan bir atege benzer.

Diophantus’un 500 yillik bir donemde herhangi bir zaman diliminde yasamis oldugu
tahmin edilir. Yasamis oldugu donemin alt sinirin1 belirlemek kolaydir. Ciinkii cokgenler
lizerine yazdig1 kitabinda M.O. 2. yiizyilda yasamis olan iskenderiyeli matematik¢i Hyp-
sicles’den bahsedilir. Diger yandan ise Iskenderiyeli Theon’un biiyiik astronom Ptolemy’nin
“Almopest” adl1 eserine yapti1 yorumda Diophantus’un ¢aligmalarindan bahseder. Theon’un
M.S. 4. yiizyilin ortalarinda yasamis oldugu bilindiginden Diophantus’un yasadigr 500
yillik donemin bu donem oldugu tahmin edilir. Cogu tarih¢i de onun calismalarinin
cogunu M.S. 250 civarinda yaptigina inanir. Diophantus’un hayati hakkinda en onemli
bilgi M.S. 500 civarinda Metradorus tarafindan yazilan bilmecelerin kurgusal birlesimin-

den gelir. Bunlardan biri su sekildedir:

“Diophantus hayatinin % sinda ¢cocukluk ¢agini gegirmis; % sinden sonra evlenmis;
% sinden sonra sakallar1 uzamig; oglu evlendikten 5 y1l sonra dogmus; oglu

babasinin yasinin yarist kadar yasamig ve baba oglundan 4 y1l sonra 6lmiistiir.”



Bu bilmeceden Diophantus’un 84 yi1l yasadigini hesaplamak kolaydir.

Diophantus antik Yunan zamaninda cebirde sembolleri ilk kullanan matematikgi idi.
O, matematikte bilinmeyen niceligini sembolize etmis, negatif sayilar1 tanitmis, cebirsel
islemler ve islii ifadeler i¢in semboller kullanmistir. Ayrica sayilar teorisindeki onemli
sonuglar1 13 ciltlik “Arithmetica” isimli eserinde ifade etmistir. Bu eserde ligiincii dere-
ceye kadar olan denklemlerin ¢6ziimlerini iceren yaklagsik 150 tane problem yer alir. An-

cak 13 ciltlik bu eserin sadece 6 cildi gilinlimiize kadar korunabilmistir.

1.2 Diophant Denklemler

Aritmetik en eski matematik aktivitelerinden biridir. Aritmetik alanindaki gelismelerde
Diophantus, sayilar teorisinde notasyon kullanimina yenilik getirmekle kalmamis, 6nemli
problemler 6nermis ve bunlar1 ¢cozmiistiir.

Kendi ismiyle anilan Diophantus’un denklemleri sdyle tanimlanir:

n > 2 ve f, n degiskenli bir fonksiyon olmak iizere

flar, 20, ,2,) =0 (1.2.1)

formundaki denklem Diophant denklem olarak adlandirilir. f tamsay1 katsayili bir poli-
nom ise (1.2.1) denklemi cebirsel bir Diophant denklem olarak adlandirilir. (1.2.1) denk-
lemini saglayan (2,5, - ,2)) € Z" n’lisi (1.2.1) denkleminin bir ¢éziimiidiir. Bir

veya daha ¢ok ¢Oziime sahip olan denklem ¢oziilebilir olarak adlandirilir. Bir Diophant

denklemi hakkinda ii¢ temel problem diisiiniiliir:

1. Denklem ¢oziilebilir mi?
2. Denklem ¢oziilebilir ise ¢oziimlerin say1sit sonlu mu yoksa sonsuz ¢oklukta
midir?

3. Denklem c¢oziilebilir ise tlim ¢oziimlerin belirlenmesi.

Diophantus’un (1.2.1) tipindeki denklemler hakkindaki ¢calismalarina 3. yiizyilda Cinliler,

8 ile 12. yiizyillarda Araplar devam etmislerdir. Fermat, Euler, Lagrange, Gauss ve diger

2



matematikciler de bu denklemler hakkinda daha derinlemesine ¢alismiglardir.

Sayilar teorisi tarihindeki ilk Diophant denklemlerden biri
2 4y =22 (1.2.2)

denklemidir. Bu denklem, kenarlar1 tamsay1 olan tiim dik iiggenlerin belirlenmesi prob-
leminden ortaya ¢ikmugtir. (1.2.2) denklemini saglayan (x,y, z) ticliileri Pisagor iicliileri
olarak adlandirtlir. (3,4,5), (5,12,13), (8,15,17) bu Pisagor ii¢liilerinden bazilaridur.
Ancak bu iicliiler sonlu tane olmadigindan hepsi bunlardan ibaret degildir. Tiim Pisagor

ticliileri su sekilde elde edilebilir: Eger (z,y, z) ticlisi, (1.2.2) denklemi i¢in bir ¢dziim
2 2
ise, bu denklemde esitligin her iki tarafi 22 ile bolindiiginde <5> n (9) — 1 birim
z z

cemberi elde edilir ve buna karsilik gelen ¢oziimler (E, g) rasyonel ikilileridir. t € Q

% WA

1—¢2 2t
olmak iizere cos) = ——, sinf) = ——,
1+¢2 1+ t?

yukaridaki birim ¢emberin iizerindeki tiim rasyonel ¢oziimleri, dolayisiyla (1.2.2) denk-

t = tan(f/2) parametreleri yardimiyla

leminin tiim tamsay1 ¢oziimleri bulunabilir. Bagka bir ornek de a,b,c € Z sabitler ve
x,y € Z degigkenler olmak iizere ax + by = c lineer Diophant denklemidir.

Yine en meshur Diophant denklemlerden biri (1.2.2) denkleminin genellemesi olan
Fermat’'nin denklemi z" 4 y™ = 2", (n > 3) tiir.

Diophant denklemlerin calisilmas1t modern sayilar teorisinde bir¢ok teknigin gelismesi-
ne sebep olmustur. Ornegin “Fermat’nin Son Teoremi”nin ispat1 ile cebirsel geometri,
eliptik egri teorisi ve cebirsel sayilar teorisi gibi bir¢ok alanda 6nemli gelismeler saglanmis-
tr.

1900 yilinda David Hilbert’in 6nerdigi 23 problem arasindaki 10’uncu problem
Diophant denklemler hakkinda idi. Hilbert tiim Diophant denklemleri ¢6zmek i¢in genel
bir metodun olup olmayacagini sorgulamistir. Hilbert’in 10’uncu problemi soyle ifade

edilir:



“Tamsay1 katsay1li, sonlu sayida degiskene sahip olan bir Diophant denklemin
cOziimiiniin olup olmayacagina karar verebilecek bir genel algoritma miimkiin

miidiir?”

1970’te Yuri Matiyasevich, Hilbert’in 10’uncu problemine olumsuz bir cevap vererek

asagidaki sonucunu ifade etmigtir:

Teorem 1.2.1 Verilen keyfi bir Diophant denklem i¢in bir tamsay1 ¢6ziimii olup olma-

yacagina karar verebilecegimiz bir algoritma miimkiin degildir (Matiyasevich 1970).

Uyar 1.2.2 Hilbert’in 10’uncu probleminin benzeri, yani bir Diophant denklemin ras-
yonel ¢oziimiiniin olup olmayaca8ina karar verebilecek bir algoritmanin varlig1 heniiz

ispatlanmis degildir, yani halen agik bir problemdir.

Diophant denklemleri ¢6zmek icin genel bir metot olmadigindan Diophant denklem-
lerin baz tiplerini ¢6zmek icin bircok teknik bulunmustur. Fermat, Euler, Lagrange ve
Poincaré gibi bir¢ok matematik¢i bu konu iizerinde caligmistir. Transandant sayi teori
ve hesaplamaya dayali say1 teori gibi alanlardaki gelismeler de Diophant denklemlerin
¢Ozlimiinde onemli bir ara¢ olmustur.

Bu tezde, modern say1 teorisinin yukarida bahsedilen teknikleri kullanilarak bazi iistel

denklemlerin tiim ¢oziimlerinin belirlenmesi iizerine ¢aligilmistr.

1.3 Kongriianslar

Tanmm 1.3.1 a,b € Z ve m € Z* olsun. Eger m | a — b ise a, b’ye m modiiliine gore
denktir denir ve a = b (mod m) seklinde gosterilir. Eger m { a — b ise o zaman a, b’ye m

modiiliine gore denk degil denir ve a #Z b (mod m) ile gosterilir (Asar ve Arikan 2012).

a = b (mod m) ifadesine bir kongriians ve b’ye a’nin m modiiliine gére bir kalam
denir. Boylece m ile Z iizerine tanimlanmis olan bagintiya da m modiiliine gore kongriians

denir.



Teorem 1.3.2 a,b,c € Z ve m € Z* olsun. Asagidakiler saglanir.

1. m modiiliine gore kongriians Z iizerinde bir denklik bagintisidir.

ii. a = b (mod m) ve ¢ = d (mod m) ise her z,y € Z i¢in ax + cy = bx + dy

(mod m) dir.
iii. a =0 (mod m) ve c =d (mod m) ise ac = bd (mod m) dir.
iv. a=b (mod m) vet | misea=0b (mod t) dir (Asar ve Arikan 2012).

Teorem 1.3.3 a,x,y € Z ve m € Z* olsun. Asagidakiler saglanr.

i. ar = ay (mod m) olmasi i¢in gerek ve yeter sart z = y (mod ) olmasidir.

(a,b)
ii. ar =ay (mod m) ve (a,m) = lise x =y (mod m) dir.
iii. myq, mo, - - - , m, her biri sifirdan farkli tamsayilar olmak lizere : = 1,2, --- | r i¢in,
r =y (mod m;) olmasi i¢in gerek ve yeter sart z = y (mod [my, ma, -+ ,m,])

olmasidir (Asar ve Arikan 2012).

1.4 Ikinci Dereceden Kalanlar

Tanmm 1.4.1 (a,m) = 1 olsun. Eger 22 = a (mod m) kongriiansinin bir ¢6ziimii varsa
a sayisina m modiiliine gore ikinci dereceden bir kalan denir. Eger ¢oziim yoksa a sayisi
m modiiliine gore ikinci dereceden bir kalan degildir. 7 modiiliine gore ikinci dereceden

kalanlarin kiimesi (), ile gosterilir (Asar ve Arikan 2012).

Tamim 1.4.2 (Legendre Sembolii) p bir tek asal ve a bir tamsay1 olsun. Legendre sem-

bolii

0, plaise,

a
52 1, ae€Q@,ise,

-1, a&Q,ise
\

seklinde tanimlanir. Burada 22 = a (mod n) kongriiansinin bir ¢dziimii varsa (E) =1
n

seklinde ifade edilir (Menezes ve ark. 1996).

5



Jacobi sembolii de, Legendre semboliiniin daha geneli olan bir fonksiyondur. Sdyle

tamimlanir:

Tanmm 1.4.3 py,po, - - -, py asal sayilar, eq, eq, -+ , e € Z U {0} olmak iizere

n = p{'ps? - - pi¥ (> 3) bir tek tamsay1 olsun. Jacobi sembolii

()-G) GG
n b1 D2 Pk
seklinde tanimlanir (Menezes ve ark. 1996).

Eger n bir asal ise Jacobi sembolii aslinda Legendre semboliidiir.

1.4.1 Jacobi Sembolii ve Ozellikleri

m > 3,n > 3 tek tamsayilar ve a,b € Z olsun. Jacobi semboliiniin 6zellikleri agsagidaki

gibidir:

(2 = 0,1 veya —1 dir. Ayrica ( > = () olmasi i¢in gerek ve yeter sart
n n
# 1 olmasidir.

n)
()= (2) (2 o a7 (2) = 1
) = () () o
iv. a=b (mod n) ise (%) - (%) dir.

iii.

-1
Vi. (—) = (=1)"V/2 dir. Yanin = 1 (mod 4) ise (—) =1,n =3 (mod 4)

. (2
vil. | —
n

2
n=3veyab (mod 8) ise (—> = —1dir.

2 . . : 2
= (—1)"~D/8 dir. Yanin = 1 veya 7 (mod 8) ise (—) =1,
n

n

6



viii. (T) - <ﬁ) - (=1)»=D0n=1/% tiir Diger bir ifade ile m ve n’nin her ikiside 4

n m
n

modunda 3’e denk ise (ﬂ) = —( ), aksi takdirde <T> = (2) dir.
n m n m

ix. n ve a; tek sayilar iken a = 2°¢ - a; ise,

(£)- (G)(E)- () (22 oo

tiir (Menezes ve ark. 1996).

Ornek 1.4.4 o = 158 ve n = 235 igin (ﬁ) ’yi hesaplayalim.
n

(0)-(3)- @) () - ()

dir.

1.4.2 Kronecker Sembolii ve Ozellikleri

d
Tanim 1.4.5 m > 0, d = 0 veya 1 (mod 4) olsun ve d bir tam kare olmasin. (—)

Kronecker semboli

d=1 (mod 8) ise,

-1, d=5 (mod 8)ise;
d " .
(—) = Legendre sembolii, p tek asal ve p 1 d ise
p

seklinde tammlanir. Eger p, asal iken m = [ _, p, ise,



dir (Hua 1982).

Asagidakileri gostermek kolaydir;
d
@) (d,m) > 1ise (—) — 0 du.

m

Gi) (d,m) = 1 ise (%) — 41 dir.

(i11) Eger my > 0, mo > O ise

dir.

Teorem 1.4.6 m > 0, (m,d) = 1 ise Kronecker sembolii

<i> ) (%) , d tek iken,
m (%)b(_l)“?;l (%) , d =2, 2{uiken

2
seklinde verilir. Burada (%), (—) ve (%) birer Jacobi semboliidiir (Hua 1982).
m U

d
Teorem 1.4.7 (—) Kronecker sembolii, (mod |d|)’de reel karakterdir (yani sadece +1
m

ve 0 degerlerini alir) (Hua 1982).

Teorem 1.4.8 m > 0, n > 0 ve m = —n (mod |d|) olsun. O halde

<i>_ (%), d > 0 ise,

B d
" —(—), d < 0ise
n

dir (Hua 1982).



1.5 Siirekli Kesirler

Tanmm 1.5.1 gy, q1,- - , q, - - - terimleri reel sayilar ve gy disindaki biitiin terimleri pozi-

tif olan bir (sonlu ya da sonsuz) dizi olsun. O halde

1
qo + 1
q1+ 1
g2 +
R T
Qk+1 + —
ifadesine bir siirekli kesir denir ve bu siirekli kesir < qo, g1, , qg, - - - > ile gosterilir.

Bundan bagka verilen dizinin sonlu ya da sonsuz olmasina gore bu siirekli kesre sonlu
stirekli kesir ya da sonsuz stirekli kesir denir. Ayrica eger her + > 0 i¢in ¢; bir tamsay1 ve

@i+1 > 1 ise o zaman bu siirekli kesre basit siirekli kesir denir (Asar ve Arikan 2012).

Simdi de v # 0 bir irrasyonel say1 olsun. o’nin tam kismi o], @’nin tam degeridir.

O halde a = [a] + (o — [o]) olur. Burada oy =

1
olsun. O halde o; > 1 ve
a—[a]
1
a = [ao] + — =< [a],n > olur. Simdi ay > 1 ve irrasyonel oldugundan ilk halde
(651

1
oldugu gibi dyle bir iy > 1 irrasyonel sayisi vardir ki; oy = [on]+— =< [ou], ap > dir.
Q2

Bu degerler siirekli kesirde yerine konulursa o = o] + — 1 =< [, [oa], ae >
lal+ 2,
2

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse her © > 1 i¢in a; > 1 bir irrasyonel sayidir ve

a = o, q,Qa, - - - sonsuz dizisi ile < [ag], [ou], [az], - - - > sonsuz basit siirekli kesri

elde edilir.

Ornek 1.5.2 o = /2’ye karsilik gelen sonsuz basit siirekli kesir agilimimi belirleyelim.

1 1
2 = 1dir. oy = olsun. O halde «; irrasyonel ve
N =< 1,v/2 4+ 1 > elde edilir. Simdi [v2 + 1] = 2 ve
_l’_

= «; oldugundan [as]] = 2 dir. Buradan goriildiigii gibi her ¢ > 1 igin

=2+ 1 dir.

Buradan v2 = 1 +

Qg =

1
V2 -1



a; = o, dir. Boylece \/ﬁ’ye kargsilik olarak

<1,2,2,2,- >

sonsuz basit siirekli kesri elde edilir (Asar ve Arikan 2012).

1.5.1 Sonsuz Siirekli Kesirler

Tanmim 1.5.3 < qq, q1, - - - > bir sonsuz siirekli kesir olsun. Eger < ¢qo >, < qo, ¢1 >,
< Qo,q1,q2 >, - - - sonsuz siirekli basit kesirlerin dizisinin limiti varsa, o halde

< Qo, q1, q2, - - - > sonsuz siirekli kesri yakinsaktir denir (Asar ve Arikan 2012).

Simdi < qqg, q1, g2, - - - > bir sonlu ya da sonsuz basit siirekli kesir olsun. Her n > 0

icin a,, ve b, tamsayilar1 s0yle tanimlansin:

ap =qo, a1 =qo - @1 + 1, anyo = apy1 - Gy +an

bo = 1, b1 = ({1, bn+2 = bn+1 * Qn+-2 + bn (151)

Teorem 1.5.4 < ¢y, q,--- > bir sonsuz siirekli kesir ve her n > 0 i¢in a, ve b,,

(1.5.1)’deki bagintilarla tamimlansin. Ayrica « bir pozitif reel say1 olsun. O halde agagidakiler

saglanir.
) Ay + Ap_q
i <qo,qu, - a>=—"——"""-"n>0;
q ’q ) 7Q7L7 abn + bn_l )
.. An
1. <dqo,q1, " ,qn >= 7
bn

dir (Asar ve Arikan 2012).

Yardimci Teorem 1.5.5 Her n > 0 i¢in agagidakiler saglanir.

1. Ay bn—l—l — Apy1 bn = (—1)n+1 dir.

an an+1 (_1)n+1

bn bn+1 B bn ' bn+1

1l dir.
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An42 Ap41

Qp .
say1s1 — ile arasindadir.

iii.
bn+2 n n+1

iv. Her sonsuz basit siirekli kesir yakinsaktir (Asar ve Arikan 2012).

Teorem 1.5.6 < ¢, q1,--- > bir sonsuz basit siirekli kesir olsun. O halde asagidakiler

saglanir.

.. Q . . a .
i. lim,_ — = « olacak sekilde bir « reel sayis1 vardir. Bu b_n kesrine de a’ya n.
n n

yvakinsayan deger denir.

ii. Hern > 0 i¢in

1
<= (15.2)

dir (Asar ve Arikan 2012).

Teorem 1.5.7 Bir sonsuz basit siirekli kesrin degeri bir irrasyonel sayidir (Asar ve Arikan

2012).

Teorem 1.5.8 a—”, a’nin n. yakinsamast ise, (a,,, b,) = 1 dir. (Khinchin 1963).

n

Teorem 1.5.9 Her n > 0 icin

ay, 1
o — 2 1.5.3
=3 b(bnss + ) (153)
dir (Khinchin 1963).
Teorem 1.5.10 Eger % bir o sayisinin n > 0 mertebeli bir yakinsamasi ise,
) an, - 1 ’ Ap—1 -
a _ — PRN— JE—
b, 202’ bn—1 202,
esitsizliklerinden en az birini saglamalidir (Khinchin 1963).
a 1 e o a ) ..
Teorem 1.5.11 ‘a — E‘ < 2 esitsizligini saglayan her 7 basit rasyonel kesri bir «

sayisina yakinsar (Khinchin 1963).
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Simdi en genel durumda, (1.5.2) and (1.5.3) esitsizliklerinden

1 < ‘ an, < 1
—_— a —_— —
bn(bn + bn+1) bn o bn : anrl
elde edilir. Bu esitsizlige denk olarak
1 - ‘ an, < 1
Q{ —_— —
by— - by
bp(1+ gns1 + b 1) e bz + Qo1 + b -
esitsizligi ifade edilebilir. Buradan da
1 4 ‘ an - 1
—_— a —_— —
bn(Gni1 +2) b | ™ b7 - o
esitsizliginin saglandig1 aciktir. Burada qg, q1, - - - , ¢,, degerlerinden daha biiyiik olan ¢,

a/ . . ~ 4 :
eleman1 — kesrinin « sayisina yakinsayacagi en yakin degerdir.

n

1.6 Ikinci Dereceden iki Degiskenli Formlar

Tanim 1.6.1 a, b, c sabit tamsayilar olmak iizere
F = F(z,y) = az® + bry + cy?

tipindeki homojen ikinci dereceden iki degiskenli bir polinom, ikinci dereceden iki degiskenli

bir form veya basit form olarak adlandirilir ve bu form {a, b, ¢} seklinde gosterilir.
d=b*—4ac

tamsayis1 bu formun diskriminant: olarak adlandirilir (Hua 1982).
d=0,1 (mod 4) oldugu kongriianslar yardimiyla kolaylikla goriilebilir.

Teorem 1.6.2 [nin tamsay1 katsayili iki lineer formun ¢arpimu seklinde yazilabilmesi

icin gerek ve yeter sart d’nin bir tam kare olmasidir (Hua 1982).
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Ispat. (=) a # 0 olmak iizere d bir tam kare olsun.

b\* d
2 = o _ — —
ax +bx+c-a{<x+2a) 4@2} 0

denkleminin rasyonel kokleri vardir ve bu yiizden bu form tamsay1 katsayili iki lineer
formun carpimu geklinde ifade edilebilir. Eger a = 0 ise F'(x,y) = (bx + cy)y dir.
(<) Eger

az® + bry + cy® = (raz + sy)(tz + uy)
ise
d = > — dac = (st +ru)® — drtsu = (st — ru)?
dir. Boylece ispat tamamlanir. m

Simdi d’nin bir tam kare olmadigin1 varsayalim.

Egerd < 0,a > 01ise
4aF = (2ax + by)? + (dac — b*)y* = (2az + by)* — dy?

ve her z,y icin F(z,y) > 0 dir. F(z,y) = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart z = y = 0
olmasidir. Bu tip formlar pozitif belirli form olarak adlandirilir. Eger d < 0,a < 0 ise
her x, y i¢in F'(z,y) < 0 dir ve bu da negatif belirli form olarak adlandirilir. Negatif form
bir pozitif formun —1 ile ¢arpimi oldugundan sadece pozitif belirli formlar ile ilgilenmek

yeterlidir. Bu da kisaca belirli form olarak adlandirilir. Eger d > 0 ise
F(17a‘):a7 F(ba_2a):abQ_b‘b'2CL—|—C-4(L2:—da

dir. Eger a # 0 ise buradaki iki deger farkl isaretlidir. Eger ¢ # 0 ise benzer sekilde iki

farkl isaretli deger segilebilir. Eger a = ¢ = 0 ise,

F(1,1)=b, F(1,~1) = —b
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olacagindan farkli igaretlere sahiptir. Yani d > 0 iken F'(z,y) hem pozitif hem negatif

degerler alacagindan bir belirsiz form olarak adlandirilir.

Tanmm 1.6.3 = = rX +5sY, y = tX +uY, (ru—st) = 1 tamsay1 katsayilarinin degisken

ros
degistirmeleri kullanilarak (

t u
muna doniistiiriilebilir. F' ve G formlarina denk formlar denir ve bu F' ~ G ile gosterilir

) matrisi yardimiyla F'(z,y) formu G(X,Y) for-

(Hua 1982).

Daha 6zel olarak, F' = {a,b,c} ve G = {ay, by, c; } olsun. Bu durumda
ay = ar® + brt + ct?

by = 2ars + b(ru + st) + 2ctu
= 2ars + b(1 + 2st) + 2ctu,
c1 = as® 4 bsu + cu®

bagintilar1 elde edilir. Buradan da

b2 —dayc; = (2ars + b(ru + st) + 2ctu)?
—4(ar® 4 brt + ct*)(as® + bsu + cu?)
= (b* — dac)(ru — st)> = b* — dac =d

olur. Yani denk formlarin diskriminantlarinin ayn oldugu goriiliir.

Ayrica pozitif belirli formlara denk olan formlar da pozitif belirli formlardir.

Teorem 1.6.4
1. F' ~ F dir. (Yansima)
ii. '~ Gise G ~ F dir. (Simetri)
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iii. F ~G,G~ Hise F' ~ H dir (Gegisme) (Hua 1982).

Denk olma bagintist d diskriminanthi formlarin kiimesini denklik siniflarina ayirir.
Boylece bir siniftaki tiim formlar kendi aralarinda denktirler ve farkli iki simiftaki iki form

denk olamazlar.

1.6.1 Ikinci Dereceden Iki Degiskenli Formlarin Smif Sayisi

Teorem 1.6.5 Formlarin her sinifinda daima

b] < a| < ||

sartin1 saglayan bir form vardir (Hua 1982).
Teorem 1.6.6 Denklik siniflarinin sayisi sonludur (Hua 1982).

Ispat. (i) d > 0 (belirsiz form). Teorem 1.6.5’ten

lac| > b* = d + 4ac > 4ac

dir. Boylece ac < 0 dir. Ayrica

4a® < 4lac| = —4ac =d —b* < d

olur ki bu da

dir. O halde Teorem 1.6.5’ten
o] <

2

olur. Bu durumda a ve b icin sonlu ¢oklukta degerler vardir. ¢ = oldugundan,

gerekli sonug elde edilir.
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(i1) d < 0 (belirli form). a > 0 oldugunu varsayarak Teorem 1.6.5’ten
—d = 4ac — b* > 4a® — b* > 3a®

dir. Yani,

d|

O<a< i\ —
=V

tiir. Bu sonu¢ da Teorem 1.6.5’ten gelir. m

Teorem 1.6.7 Diskriminanti d ile verilen pozitif belirli formlarin siniflarinin sayisi

—a<b<a<ec,
b — dac = d,

veya 0 <b<a=c
sartlarini saglayan a, b, c tamsayilarinin kiimelerinin sayisina esittir (Hua 1982).

1.6.2 az? + bry + cy? = k Denkleminin Coziimleri

a, b, c ve k tamsayilar olmak {izere
ar® +bry +cy’ =k (1.6.1)

denkleminin ¢oziimlerini g6z oniine alalm. d = b? — 4ac dir. d’nin bir tam kare ol-
madigin1 varsayalim ve (a,b,c¢) = 1 olsun. (1.6.1) denkleminde (x,y) = 1 olacak

sekildeki tiim ¢cozlimler has ¢oziimler olarak adlandirilir.

Teorem 1.6.8 d < 0 oldugunu varsayalim.

2, d < —4ise,

W= 94, d = —4ise,

6, d= —3ise

olsun. O halde (1.6.1) denklemine karsilik gelen w tane ¢oziim vardir (Hua 1982).
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Teorem 1.6.9 d > 0 olsun. O halde 22 — dy* = 4 Diophant denkleminin tiim ¢6ziimleri
su sekilde bulunur: xg + yO\/E (xg > 0, yo > 0) minimal olacak sekilde z, yo bir ¢oziim

olsun. O halde tiim ¢oziimler

x+y\/E:i<x0+y0\/E

" — 0. 41,42,
2 2 )7 n 07 M M

ile verilir (Hua 1982).

Simdi
o + yO\/a

E = 2 s g:

To — yo\/a
2

olsun. (g> Kronecker sembolii olmak iizere
n

-5

d
onemli bir seridir. <—> , (mod |d|)’de reel karakter oldugundan (yani sadece +1 ve 0
n

degerlerini alir), (Hua 1982, Teorem 7.2.3)’ten

> ()] <

a<n<b

dir. Ayrica (Hua 1982, Teorem 6.8.2)’den K (d) yakinsak bir seridir.

Simdi ikinci dereceden iki degiskenli formlar i¢in sinif sayis1 formiiliinii verelim.

Teorem 1.6.10

o , d<0ise,
h(d) = T
d
iK(d) . d>0ise
loge

dir (Hua 1982).

Ikinci dereceden iki degiskenli formlar ile ilgili temel kavramlar1 verdikten sonra,
simdi 4. boliimde ihtiyacitmiz olacak iki degiskenli formlar ile ilgili literatiirden bilinen

bazi 6bnemli teorem ve Onermeleri verelim.
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a, b ve c sabit tamsayilar olmak {izere

F = F(z,y) = az® + 2bzy + cy?

ikinci dereceden ikili formu verilsin. D = b?> — ac iken bu formun diskriminanti 4D
ile ifade edilsin. Bu durumda D; ve D, pozitif tamsayilar ve D = D, D, olmak lizere
D122 + Doy?’nin diskriminanti —4D dir. —4D diskriminanth pozitif ikinci dereceden
ikili formlarin kiimesi sonlu sayida denklik sinifina ayrilir. Bu denklik siniflarinin sayisi

h(—4D) ile gosterilir. Simdi, bununla ilgili olarak, 6nemli iki sonucu ifade edelim.

Onerme 1.6.11 D yukarida tanimlandig: gibi pozitif bir tamsay1 olsun. Bu durumda

4v/D

™

h(—4D) < log(2eV/D)

dir (Cohen 1993).

Yardimci Teorem 1.6.12 D, ve D, aralarinda asal pozitif tamsayilar ve £ > 2, Dy Dy
ile arasinda asal bir tamsay1 olsun.

(i) D1 Dy ¢ {1,3} olsun. w(k), k’mn farkli asal bolenlerinin sayisi iken,

DiX*+ D)Y?*=XNkK? XY, Z€Z, (X,Y)=1, Z>0 (1.6.2)

denkleminin ¢oziimleri en fazla 2°(*)~! tane sinifa ayrilabilir. Ayrica her bir S smifinda
X; > 0,Y; > 0olacak gekilde bir tek (X1, Y7, Z1) ¢6ziim vardir ve Z;, S’nin ¢dziimlerinin
icinde minimaldir. Bu minimal ¢6ziim i¢in Dy = 1 veya Dy = 1ise Z; | h(—4D), aksi
takdirde 27, | h(—4D) dir. Ayrica, S’ye ait olan (1.6.2) denkleminin her (X,Y, Z)

¢Oziimii, t > 1 tamsay1, Ay € {1,—1,4, —i} ve Ay € {1, —1} olmak iizere

X\/D_1+Y\/—_D2> _ Al(Xl\/D_l+ Aaliv _DQ)t (1.6.3)

Z = th, ( \ \

ile ifade edilebilir. A\ = /2 ise ¢ tektir. Ayrica, Dy # 1 veya t tek ise \; € {1, —1} dir.
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Dy = 1vetgiftise \; € {i, —i} dir.

(ii) D1 Dy € {1, 3} olsun. Bu durumda (1.6.2) denkleminin ¢6ziimleri en ¢ok 2w(k)=1 tane
sinifa ayrilabilir. Ayrica, her S sinifinda X; > 0,Y; > 0 olmak iizere tek bir (X3, Y], 1)
¢oziimii vardir ki S’ye ait olan (1.6.2) denkleminin her (X, Y, Z) ¢6ziimii icin D1 Dy = 1
ise Z1 = 1,\ € {—1,1,i,—i} dir. Eger D1 Dy = 3 ise

1+iv3 1—ivV3 —1+iV3 —1—iV3

A —1,1,7,—2
16{ y Ly 0, =0, 92 2 92 92

2
Ay € {—1,1} dir (Bugeaud ve Shorey 2001).

1.7 Cisim Genislemeleri

Tammm 1.7.1 £ bir cisim, F, E’nin bir altcismi olsun. O halde E’ye F’nin bir cisim

genislemesi denir. F < FE cisim geniglemesi

F

seklinde bir diyagramla gosterilir (Asar ve ark. 2012).

Tamm 1.7.2 F bir cisim ve F, [’nin bir cisim genislemesi olsun. u € FE olsun. Eger
F[x]’in sifirdan farkli f(x) polinomu igin f(«) = 0 ise o’ya F iizerinde bir cebirsel ele-
man denir. Eger her 0 # f(x) € Flx] i¢in f(«) # O ise o’ya F iizerinde bir transandant

eleman denir (Asar ve ark. 2012).

Tamm 1.7.3 Q iizerinde cebirsel eleman olan bir kompleks sayiya cebirsel say: ve transan-

dant eleman olan bir kompleks sayiya da transandant say: denir (Asar ve ark. 2012).

Ornek 1.7.4 C,Q nun bir cisim genislemesidir. v/2, 22 — 2 nin bir kokii oldugundan Q
lizerinde bir cebirsel elemandir. Aymi zamanda v/—1 = i de 22+ 1’in bir kokii oldugundan

Q tizerinde cebirsel bir elemandir.
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Ornek 1.7.5 7 ve e, Q tizerinde transandanttir. e dogal logaritmanin tabanidir (Asar ve

ark. 2012).

Tanmim 1.7.6 u € C olsun. Eger bir monik 0 # f(z) € Z[z] i¢in f(u) = 0 ise u’ya bir

cebirsel tamsay: denir (Asar ve Arikan 2012).

Teorem 1.7.7 F bir cisim ve £, F’nin bir cisim genislemesi olsun. Ayrica v € E, F
tizerinde cebirsel olsun. O zaman dyle bir monik ve indirgenmez p(z) € F[z| vardir ki
p(u) = Op dir. Ayrica p(z) tektir ve g(u) = Op olan her g(x) € F[z|’in bir bolenidir (Asar
ve ark. 2012).

Bir monik polinom, en yiiksek dereceye sahip olan z’in katsayisinin 1 oldugu poli-

nomdur.

Tanim 1.7.8 « bir cebirsel say1 olsun. Q iizerindeki o’ nin minimal polinomu, Q tizerinde

a’y1 kok kabul eden en kiiciik dereceli monik polinomdur (Jarvis 2014).

Tanimm 1.7.9 F bir cisim ve £, F’nin bir cisim genislemesi olsun. Ayrica o € E, F
tizerinde cebirsel olsun. O halde tek bir sekilde tanimlanan monik ve indirgenmez poli-
noma o 'min I iizerindeki indirgenmez polinomu, der(p(x))’e de a’min [ iizerindeki dere-

cesi denir ve p(z) = ind(«, F), der(p(x)) = der(a,F) ile gosterilir (Asar ve ark. 2012).

Ornek 1.7.10 ind(v/2,Q) = x> — 2 oldugunu biliyoruz. R’de bir a = /1 + /3, z* —
22% — 2’nin bir kokiidiir. Ayn1 zamanda Q[z]’te de bir koktiir. z* — 222 — 2, Q iizerinde
indirgenmez oldugundan (Eisenstein indirgenmezlik kriterinden p = 2 alinirsa p | 2,p t 1

oldugundan indirgenmezdir),

ind(\/1+3,Q) = 2* — 22> — 2

dir. Q tizerinde /1 + +/3’iin derecesi 4 tiir (Fraleigh 2003).

Tamm 1.7.11 F bir cisim ve E, F’nin bir cisim genislemesi olsun. Ayrica S C FE

olsun. F U S tarafindan iiretilen altcisme F’ye S’nin katilmasiyla elde edilen altcisim
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denir ve F(5) ile gosterilir. Eger S = {s1, 2, -, S,} n elemanl bir sonlu kiime ise
F({s1,80- ,8,}) = F(s1, 89, - ,8,) ile gosterilir. Eger n = 1 ve s; = s ise F(s)’ye
F’ye s’nin katilmastyla elde edilen altcisim denir. Ayrica F(s)’ye F’nin bir basit cisim

genislemesi denir (Asar ve ark. 2012).

Tanim 1.7.12 F bir cisim ve £, F’nin bir cisim genislemesi olsun. O halde £’nin [F-
uzay1 olarak boyutuna E’nin F iizerindeki derecesi denir ve [E : F] ile gosterilir. [E :
F]’nin sonlu ya da sonsuz olmasina gore E’ye F’nin bir sonlu cisim genislemesi ya da

sonsuz cisim genislemesi denir (Asar ve ark. 2012).

Ornek 1.7.13 R, Q’nun bir sonsuz cisim genislemesi, C, R’nin sonlu bir cisim genisleme-
sidir. C = {a+ 1 | a,b € R} ve {1,i}, C iizerinde lineer bagimsiz oldugundan
[C : R] = 2 dir. Ote yandan e sayis1 hi¢bir g(z) € Q[z] polinomunun kokii degildir.
Dolayisiyla {¢’ | i > 0} sonsuz kiimesi Q iizerinde lineer bagimsizdir ve [R : Q] sonsuz-

dur (Asar ve ark. 2012).

1.7.1 Cebirsel Genisleme

Tanim 1.7.14 E,| F’nin bir cisim genislemesi olsun. Eger £’ nin her eleman1 F iizerinde

cebirsel ise £’ye F’nin bir cebirsel genislemesi denir (Asar ve ark. 2012).

Ornek 1.7.15 C, R’nin bir cebirsel genislemesidir. a,b € R olmak iizere z = a + ib
olsun.

g(x) = (x — 2)(x — 2) = 2* — 2ax + (a* + b*) € R[z]
ve g(z) = 0 oldugundan z, R iizerinde cebirseldir (Asar ve ark. 2012).
Teorem 1.7.16 Her sonlu cisim genislemesi bir cebirsel genislemedir (Asar ve ark. 2012).

Teorem 1.7.17 F < E < K cisim kulesi verilsin. Eger £/, F’'nin ve K, E’nin sonlu

genislemeleri ise 0 zaman K, F’nin sonlu bir cisim genislemesidir ve

[K:F|=[K:E]-[E:TF|
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dir (Asar ve ark. 2012).

Sonug¢ 1.7.18 E. F cisminin bir cisim genislemesi ve u € E, [ iizerinde cebirsel olsun.
Eger v € F(u) ise v, F iizerinde cebirseldir ve der(v,F) | der(u,F) dir (Asar ve ark.

2012).

Ornek 1.7.19 F = Q(+/2,v/3) cisminin bir Q bazini ve [F : Q] derecesini belirleyelim.
Ayrica Q(v/2, \/3) = Q(\@ + v/3) oldugunu gosterelim. Q(\/ﬁ7 V3) = Q(\/§)(\/§)
oldugundan Q < Q(v/2) < Q(v/2)(v/3) cisim kulesi elde edilir. ind(v/2,Q) = 2? — 2
oldugundan Q(+/2)’nin bir Q-baz1 {1, v/2} dir. Simdi v/3’iin Q(+/2) iizerindeki indirgen-
mez polinomu ¢(z) olsun. /3’iin Q iizerindeki indirgenmez polinomu 2> — 3 oldugundan
q(z), x* — 3’ii boler. Dolayistyla ya v/3 € Q(v/2) ya da g(z) = 2* — 3 tiir. 3 € Q(v/?2)
olsun. O zaman /3 = a + b\/2 yazilabilir. Buradan 3 = a® + 2abv/2 + 2b* oldugundan
2abv/2 = 3 — a®> — 20> € Q olur. Bunun igin 2ab = 0 olmalidir. Eger a = 0 ise
% = b € Q olur ki bu celiskidir. Eger b = 0 ise v/3 = a € Q olur ki bu da
celiskidir. Dolayistyla v3 = a ¢ Q(v/2) ve boylece ¢(z) = 2? — 3 tir. O halde
F’nin bir Q(v/2) baz1 {1, /3} oldugundan Teorem 1.7.17’den dolay1, F’nin bir Q baz1
{1,v/2,/3,V/6} dir. Dolayisiyla [F : Q] = 4 tir. v = /2 + /3 olsun. O halde
4=1F:Q] =[F:Qu)[Qu) : Q] dur. der(u,Q) = 4 oldugundan [Q(u) : Q] = 4 tiir.
Bu deger yerine konulursa [F : Q(u)] = 1 ve buradan F = Q(u) bulunur (Asar ve ark.
2012).

Teorem 1.7.20 F bir cisim, £, F’nin bir cisim genislemesi olsun. Asagidakiler denktir.
() £, F’nin sonlu bir genislemesidir.
(i) £ = F(uy,us, -+ ,u,) olacak sekilde [F iizerinde cebirsel olan wuy, us, - - , u, ele-

manlar1 vardir (Asar ve ark. 2012).
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1.8 Ikinci Mertebeden Tekrarlama Bagintih Diziler

Tanmm 1.8.1 £ > 1 bir tamsay1 olsun. Bir (u,),>0 C C dizisi, sabit aj, as,--- ,a, € C

katsayilar1 ile her n > 0 i¢in

Upik = Q1Upik—1 T Q2Upik—2 + -+ + QU (L.8.1)

seklindeki bir tekrarlama bagintisina sahipse bu diziye k. mertebeden lineer tekrarlamali

dizi denir (Luca 2009).

ar # 0 oldugunu varsayalim. (Eger a;, = 0 olursa (uy,),>o dizisi k’dan daha kiigiik
lineer tekrarlamali diziye karsilik gelir.) Eger a,, as, - - - ,ar € Z ve ug, uy, -+ ,up_1 € Z

ise her n > 0 i¢in tiimevarim kullanilarak w,, nin bir tamsay1 oldugu elde edilir.

f(X)=XF_a X1 —... —q, € C[X]
polinomu, (u,),>o dizisinin karakteristik polinomu olarak adlandirtlir. «y, g, - - , s
f(X)in sirasiyla 01, 09, - - - , 0 kathiliklarina sahip farkli kokleri olmak iizere

FX) =T[(X =)

i=1

seklinde yazilsin. Bu durumda asagidaki onerme verilebilir.

Onerme 1.8.2 Varsayalim ki f(x) € Z[X] farkli koklere sahip olsun. O halde, Vn > 0
icin
k
Uy = Z cio (1.8.2)
i=1

olacak sekilde ¢y, ¢, -+ , ¢ € K= Q(ay, e, -, ay) sabitleri vardir (Luca 2009).

Eger k = 2 ise, yani (u,,),>¢ ikinci dereceden bir tekrarlama bagintisina sahip bir dizi
ise
Upt2 = A1 * Upy1 + Q2 - Uy (1.8.3)
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bagintisi ile verilir. Bu durumda karakteristik polinom
f(X) = X2 — alX — Q9 = (X — Oél)<X — 062)

formundadir. a; # s olsun. Onerme 1.8.2°den, Vn > 0 icin (1.8.3)’teki tekrarlama

bagntisi ile verilen (u,,),>( dizisinin Binet formiilii
Uy, = 10 + Co0ty (1.8.4)

seklindedir.

1.9 likinci Mertebeden Tekrarlama Bagmntih Dizi Ornekleri

1.9.1 Fibonacci ve Lucas Dizileri

1++5 1-+5
9

9 , Qg =

0, Fy =1liken F,, 15 = F,, 11 + F,, (Vn > 0i¢in) formiilii ile verilir.

Ornek 1.9.1 o, =

olmak iizere (F},),>o Fibonacci dizisi Fy =

Fibonacci dizisine kargilik gelen karakteristik polinom

J@) =X =X — 1= (X - a)(X - )

ile, bu dizinin terimlerini iiretecek baginti, yani Binet formiili

Fn _ a — Bn
a—pf
ile verilir.
. 1 5 1—+5
Ornek 1.9.2 o, = +2\/—, oy = 5 olmak iizere(L,),>o Lucas dizisi, Ly =

2, Ly =1iken L, o = L, 1 + L, (VYn > 0 i¢in) formiilii ile verilir.

Fibonacci dizisi ile ayn1 karakteristik polinoma sahiptir. Bu dizi icin Binet formiilii

Ln:Oén‘f‘Bn
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ile verilir.

1.9.2 Lucas Dizileri

Tammm 1.9.3 o, as aralarinda asal olsun. ug = 0, u; = 1 olmak {izere (1.8.3)’teki tekrar-
lama bagintis1 ve (1.8.4)’teki Binet formiilii ile ifade edilen ikinci mertebeden tekrarlama

bagintili dizi bir Lucas dizisi olarak adlandirilir (Luca 2009).

a1, (g karakteristik polinomun kokleri iken Tanim 1.9.3’°de ifade edilen sartlar altinda

(1.8.4)’teki formiile sahip olan bir Lucas dizisi her n > 0 igin,

u, = "% (1.9.1)
a1 — (g

formunda yazilabilir. ((1.9.1)’de ifade edilen dizi genellestirilmis Fibonacci dizisi olarak
da adlandirilmaktadir.)

Simdi genel terimi (1.9.1)’deki bagint1 ile ifade edilen bir (u,,),>¢ Lucas dizisine ben-
zer bir dizi tanimlayallm. vy = 2,v; = a; baslangi¢ degerleri ile ayn1 karakteristik

polinoma ve (1.8.4)’teki formiile sahip bir (v,,),,>o dizisi

v, =af +a5  (VYn > 0igin) (1.9.2)

genel terimi ile verilir. ((1.9.2)’de ifade edilen dizi genellestirilmis Lucas dizisi olarak da
adlandirilmaktadir.)
1.9.3 Lucas Dizisinin Terimlerinin Asal Carpanlar

Bu boliimde (,,),>0, (1.9.1)’deki bagint1 ile ifade edilen bir Lucas dizisidir. $imdi veri-

lecek teorem Lucas dizilerinin en 6nemli boliinebilme 6zelliklerini ifade eder.

Teorem 1.9.4 p bir asal say1 ve A = (a; —ap)? olsun. (u,),>o Lucas dizisi i¢in agagidaki

ozellikler gerceklenir:

(i) Yn > liginp | ag ise p 1 uy,
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A .
(iil) p| Aagve [ — | = lisep | up-1,
p

(iv) p, (i)-(iii) sartlarini saglamayan tek asal ise p | u,; dir (Luca 2009).

.. )
Ornek 1.9.5 (F,),>o i¢cin A = (a — 3)? = 5 tir. p = 13 ise (1—3) = —1 oldugundan
13 | Fiq4 tiir. Yani Fyy = 377 = 13.29 dur.

a1, (i cebirsel tamsayilar olsun. «; + s ve «aq - ao sifirdan farkli aralarinda asal

tamsayilar ve M birimin koki degilse, («v, o) bir Lucas ¢ifti olarak adlandirilir. Bir
Qi

(o, ag) Lucas ¢ifti verilirse, (1.9.1)’deki bagintiyla u,, = u, (a1, ) Lucas say1 dizisi

tanimlanir. $imdi Lucas dizilerinin asal ¢arpanlari ile ilgili 5nemli bir tanim1 ifade edelim.

Tanim 1.9.6 (o, ) bir Lucas ¢ifti olsun. Bir p asal sayisi igin p | u,, ancak p t (; —
Q9)?Uity - Uy 18€ P’y€ Uy (a, an) Lucas sayisinin bir ilkel béleni denir. Eger u,, ’nin
ilkel boleni yoksa bu diziye n-kusurlu (defective) veya ilkel bolensiz Lucas dizisi denir

(Luca 2009).

Ornek 1.9.7 Fibonacci dizisinin ilk 20 terimi 1, 1,2, 3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,
377,610,987, 1597, 2584,4181,6765 tir. F}, = Fy, = 1, F5 = 5 (ve (a — §)? = 5),
Fs = 23 (ve 2 | F3), F1o = 144 = 2'3% (ve 2 | F3, 3 | F}) ve yukanidaki listede kalan

diger tiim terimler ilkel bolene sahiptirler.

Teorem 1.9.8 (ilkel Bolen Teoremi) n ¢ {1,2,3,4,6} olsun. ((av, ay), n) ikilisi
(+((ay+vA)/2, (a1 —v/A)/2),n) formunda iken Cizelge 2.1°de (ay, as, n) tigliileri i¢in
verilmis olan listedeki degerler haricinde u,, dizisi daima bir ilkel bolene sahiptir (Voutier

1995).
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n | (a1, A)

5 | (1,5),(1,-7),(2,—40), (1, —11), (1, —15), (12, —76), (12, —1364)
7 | (1,=7),(1,—19)

8 | (2,—-24),(1,-7)

10 | (2,-8), (5, —3)

12 | (1,5), (1,=7), (1, —=11), (2, =56), (1, —15), (1, —19)

13| (1,-7)

18 | (1,-7)

30 | (1,=7)

Cizelge 2.1 Ilkel Bolensiz (n-kusurlu) Lucas ciftleri
Ilkel bolenlerle ilgili diger Snemli bir sonug da asagida verilir:

Yardimec Teorem 1.9.9 Herhangi n > 30 tamsayis1 i¢in n-kusurlu Lucas ¢ifti yoktur.
Bagka bir ifade ile n > 30 i¢in bir Lucas dizisinin n. elemaninin daima bir ilkel béleni

vardir (Bilu ve ark. 2001).

1844’te E. Catalan

2" —y"=1 m>2,n>2 (1.9.3)

denkleminin pozitif tamsayilardaki tek ¢oziimiiniin 3> — 23 = 1 oldugunu iddia etmisti
(Catalan 1844). Bu sam1 2002’de Mihiilescu tarafindan ispatland1 (Mihiilescu 2004). Ilk
olarak m ve n’nin asal oldugunu varsaymaliyiz. Ciinkii (x,y, m,n) bir ¢6ziim ve p, g,
p | m ve q | n olacak sekilde asallar ise (z™/7, y™/4, p, q) da bir ¢bziimdiir. Dahas1 m ve

n farkli asallardir. Clinkii m = n ise

olur ki bu da imkansizdir.
Simdi 1850’de Lebesgue tarafindan ¢oziilen bir denklemi ele alalim ve bu denkleme

Lucas dizilerinin ilkel bolen teoreminin nasil uygulandigini gorelim.
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Onerme 1.9.10 (1.9.3) denkleminin n = 2 iken ¢Ozlimii yoktur (Lebesgue 1850).

Ispat. Varsayalim ki

"=yt 41 (1.9.4)

Diophant denkleminin bir ¢dziimii olsun. y tek olsaydi 4> + 1 = 2 (mod 4) olur. Bu

2™ = 2 (mod 4) olmasin gerektirir. m > 2 oldugundan bu olamaz. O halde y cifttir.
Z[i] tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesidir ve esitligin sag tarafi Z[i]’de ¢arpanlara ayrildi-
ginda (y+i)(y—i) = 2™ seklinde olur. (y+1i) ve (y—1i), Z[i] de aralarinda asaldir. Oyle ki
q, (y+1) ve (y—1) ¢arpanlarinin ikisini de bolen bir asal olsun. O halde ¢ | (y+i)—(y—1)
yani ¢ | 2i ve boylece ¢ | 2 ve ¢ | ™ dir. x tek oldugundan bu bir ¢eligskidir. Boylece
(y + 1) ve (y — i) aralarinda asal ve onlarin ¢arpimlar1 2™ dir. ¢, Z[i]’de birimsel eleman
ikeny + 1 = (", y —i = Cal" olacak sekilde oy = a + bi, ay = a — bi € Z][i] vardir.
Ustelik z = a? + b* dir. Z[i]’nin birimselleri sadece 4’ii bolen sonlu mertebeli 41 ve
=+: dir. m tek oldugundan «; bagdasik oldugu sayilardan biri ile degistirilebilir (6rnegin;

("a; ile) ve boylece (o' = (. af* = ((™ay)™ elde edilir. Buradan

y+i=aof

cikariminin elde edilebilmesi icin ¢ = 1 alinir. Yukaridaki esitlikten eslenigi ¢ikarilirsa

ag =g 1ken, 21 = o' — af

bulunur. o; — e = 2bi, 2¢’yi boldiiglinden b = +1 ve

m m
Qayp — &y

11 = (1.9.5)

a1 — O

dir. o ve ap yer degistirebildiginden b = 1 varsayabiliriz. Yukaridaki esitligin sag tarafi
bir Lucas dizisinin m. terimidir. Ayrica a; = a; + o = 2a ve as = — (1) = —(a® +

1) = —ux olur ki burada a, tektir. Boylece a,ay aralarinda asaldir. Simdi oy /o nin
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birimin kokii olmadigini gésterelim. Eger oy /oy birimin koki ise oy /as = £1 veya
+i € Q[i] dir. o /ay = +1iseyaa + i = a — ¢ dir ki bu yanlistir, yadaa +i = —a + i
dir. Buradan a = 0 dir. Bu durumda = = 1 elde edilir ki bu da yanhstir. o /ay = i ise,
yaa+i = ai+1yadaa+i = —ai—1dir. Buradan sirasiylaa = 1 yadaa = —1 bulunur.
Iki durumda da 2 = 2 dir, bu da 2’in tekligi ile ¢elisir. O halde (1.9.5) denkleminin sag
tarafinin bir Lucas dizisinin m. terimi oldugunu dogruladik. Ayrica Tanim 1.9.6’ya gore
bu dizinin ilkel boleni yoktur. Teorem 1.9.8’deki tabloya gore yam € {2,3,4,6} diryada
(o, ag), m) tigliilerini g6z Oniine alahm. Tablodaki ((ay, ), m) ikililerinden higbirisi
(1.9.5)’e ¢oziim getirmez. O halde m = 3 olmalidir. Buradan

(a+14)— (a—1)3
21

+1= =(a+i)?+ (a+i)(a—i)+ (a—i) =3a* -1

elde edilir. Boylece 3a*> € {0,2} dir. Bu da (1.9.4) denklemine herhangi bir ¢6ziim

vermez. m

1.10 Baker’in Teorisi
1.10.1 Bir Cebirsel Saymin Biiyiikliigii ve Mutlak Logaritmik Biiyiikliigii

« bir cebirsel say1 ve o’nin minimal polinomu aq, a1, -+ ,aq € Z, ag > 0 ve
05 ) s Ud 0

(ag, a1, -+ ,aq) = 1 olmak lizere

P(x) = apz® + a1z + -+

ile verilsin.

H(O{) - maks(|a0|, |a1|7 ) |ad|)

ve

der(a) =d
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seklinde yazilsin. H(«)’ya o’min biiyiikliigii (height) ve der(a)’ya da o’min derecesi
denir. a # 0 ve

H(a) <mPH(ma) (0<me7Z)
ise H(a) = H(1 /), der(«) = der(1/«) dir.

Teorem 1.10.1 « cebirsel say1 olsun. v« bir cebirsel tamsay1 olacak sekilde en kiigiik

v = v(«a) pozitif tamsay1 vardir (Alaca ve Williams 2004).

Yukaridaki teoremde ifade edilen v tamsayisina a’nin paydasit denir. aga’nin bir ce-

birsel tamsay1 oldugu da aciktir. O halde o’ nin paydasi i¢in agagidaki esitsizlik gerceklenir:

v(a) < ap < H(a).

o’nin tiim eslenikleri o = ay, - - - g 1le gosterilsin.

|a’ = makslgigd\ai|

olsun. «, (3 cebirsel sayilart i¢in

o+ Bl < [al+[Bl,  [aB]| < [allB|

esitsizlikleri saglanir. Eger a # 0 ise,

lvay -+ vay| > 1 (1.10.1)

dir. Ayrica

lvay - - - vay| < vlallalt (1.10.2)

dir. (1.10.1) ve (1.10.2) birlestirilerek

la| > v a4+ (1.10.3)
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elde edilir.

(1.10.3) esitsizligini elde etmek i¢in bu argiiman Liouville tarafindan, rasyonel sayilarla
cebirsel sayilarin yaklagimlari iizerine iyi bilinen bir esitsizligi ispatlamak icin kullanilmigtir
(Liouville 1844). Bu argiiman Liouville tipi argiiman olarak bilinir.

Simdi de o’nin biiyiikliigii ve derecesi ile 1lgili baz1 6nemli teorem ve sonuglar vere-

lim:

Yardimer Teorem 1.10.2 « bir cebirsel say1 olsun. O halde

|a| < der(a)H(a)

dir (Shorey ve Tijdeman 1986).

Sonug¢ 1.10.3 «, sifirdan farkli bir cebirsel say1 olsun. O halde

o] > (der(a)H ()™

dir (Shorey ve Tijdeman 1986).

Yardimci Teorem 1.10.4 ¢ sifirdan farkli bir cebirsel say1 olsun.

H(3)

IN

(2’8‘)der(6)

dir (Shorey ve Tijdeman 1986).

Sonuc 1.10.5 v > 0 ve d > 1 olarak verilsin. || < v ve der(d) < d olacak sekilde bir §

cebirsel sayisi, hesaplanabilir bir sonlu kiimeye aittir (Shorey ve Tijdeman 1986).

Eger 5 ve v sabit derecelere sahip cebirsel sayilar ise, maks(H (), H(7)) ya gore

H(fS + ) ve H(B7) i¢in sinirlar agagidaki lemmalar ile verilir.
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Yardimer Teorem 1.10.6 (3 ve -, dereceleri en fazla d olan ve biiyiikliikleri H (> 2) yi
agmayan cebirsel sayilar olsun. O halde

log H(f +7) _

(a) log H -

dir (Shorey ve Tijdeman 1986).

Yardimer Teorem 1.10.7 H > 2 iken der(5) < d ve H() < H olacak sekilde /3 bir
cebirsel say1 olsun. v? = 3 olacak sekilde bir v € C alinsin. Bu durumda sadece d’ye

bagli hesaplanabilir bir C sayi1s1 i¢in
log H(vy) < Cslog H

esitsizligi saglanir (Shorey ve Tijdeman 1986).

Tanim 1.10.8 (Mutlak Logaritmik Biiyiiklik) 3, Q tizerinde derecesi n ve Z iizerinde
aoX!_ (X — %) minimal polinomuna sahip sifirdan farkli herhangi bir cebirsel say1 olsun.

(ﬁ)gign, [B’nin eslenikleri iken, 3 cebirsel sayisinin mutlak logaritmik biiyiikliigii
() = - (10g ao] + S, logmaks{1, |57}

ile tanimlanir.

Ornek 1.10.9 (1) h(p/q) = log maks(|p|, |q|) (p, ¢ € Q) dir.

(2) x > 0igin log" © = maks{0, log z'} iken h(\/2) = élogJr V2| 4+ logt | — V2| = %
dir.

(3) (2)’dekinin daha genelini diisiiniirsek ~(2'/") = (log 2)/n dir.

(4) ¢ birimin bir kokii iken A(¢) = 0 dir.

5)p— DHEND

h(p) = =0,173... tiir.

x* — 3% + 2 polinomunun bir kokii olsun. |p| = 1 oldugundan,
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1.10.2 Logaritmalarda Lineer Formlar ve Baker’in Teorisi

Tanim 1.10.10 o, as, - - - , o, sifirdan farkl cebirsel sayilar ve log o, log as, - - -, log av,
de bu cebirsel sayilarin logaritmalar1 ve by, by, - - - , b, rasyonel tamsayilar olsun.
A=bloga; +bylogas + -+ + b, log a, (1.10.4)

ifadesine bir \ lineer formu denir.

Eger log a; ve logas, Q’da lineer bagimsiz ise cebirsel sayilar izerinde de lineer
bagimsizdir. Bu problem Hilbert’in 7. problemidir ve birbirinden bagimsiz olarak yaptikla-
1 caligmalar ile 1934’te Gel’fond ve Schneider tarafindan ¢oziilmiistiir (Gel’fond 1934,
Schneider 1934). Ayrica Baker tarafindan da Q iizerinde lineer bagimsiz olan log o,
log as, - - - , log v, sayilarinin cebirsel sayilar iizerinde de lineer bagimsiz oldugu ispatlan-
mistir (Baker 1966). Sonrasinda bu teoremin 6énemli genellemeleri de elde edilmistir.
Baker, (1.10.4)’teki logaritmalarin lineer formlar: i¢in kesin alt sinirlar bulmaya olanak
saglayacak onemli bir teorinin kurucusu olmustur (Baker 1967a, b). Diophant denklem-
lerin modern teorisine ciddi katki saglayan bu teoriyle Baker, ornegin f(x) € Z[z]| en
az u¢ farkli koke sahip bir polinom olmak iizere f(x) = y? (¢ > 2) tipindeki bir Diop-
hant denklemindeki bilinmeyenler i¢in verimli iist sinirlar bulunmasina ve dolayisiyla bu
denklemin ¢oziilmesine olanak saglamustir.

Baker, logaritmalarda lineer formlar teorisi ile ilgili yaptig1 calismalarin bir derlemesini
alan inceleme calismasi (survey) olarak 1977 yilinda yayinlamistir (Baker 1977).

Simdi Baker’in teorisinin en temel sonuglarindan birini vermek icin gerekli hazirliklari

yapalim.
Tanim 1.10.11 n > 1 ve z1, 25, -+ , z, € C* olsun. Eger
zflzé” any ZZ” =1
olacak sekilde sifirdan farkli tamsay1 bilesenli n-boyutlu (kq, ko, -+ ,k,) € Z" varsa
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21, 29, -+, 2, sayllart ¢carpimsal bagumli olarak adlandirilir. Aksi takdirde (yani boyle
bir sifirdan farklt (ky, ko, - -+ , k) € Z" yoksa) zy, 29, - - - , 2, sayllar1 carpimsal bagimsiz

olarak adlandiriir.

Cy,Cy, - - -, C, pozitif reel sayilar olarak géz 6niine alinsin. aq, s, - - - , oy, biiylikliik
leri Ay, Ay, -+ | A, sayilarindan kiigiik sifirdan farkli cebirsel tamsayilar olsun. 1 < j <

nigin A; > 3 oldugunu varsayalim.
A = makslgj@Aj, A= An;

0= H?:1 log A;, QO = H’.‘;1 log A;,
K:Q(al7”'7an)7 [KQ]:CZ
olsun. Bu durumda Baker’in 6nemli bir teoremini ifade edebiliriz.

Teorem 1.10.12 by, bs, - - - , b, rasyonel tamsayilarinin mutlak degerleri B(> 2) sayisin-

dan biiyiik olmasin.
0 < |bylogay + - -+ + by log ay| < exp(—(Cind)“*™)Qlog ' log B

esitsizliginin rasyonel tamsayilarda ¢oziimii olmayacak sekilde hesaplanabilir Cy ve Cy

mutlak sabitleri bulunabilir (Baker 1977).

Tezin 2. boliimiinde gbz Oniine alinacak baglik denklemin ¢oziimii icin Baker’in teo-
reminin (Teorem 1.10.12) faydali bir versiyonu 2008’de Laurent tarafindan verilmistir.

Simdi bu teoremi ifade edelim:

Teorem 1.10.13 p > 1 ve 1/3 < p < 1 olacak sekilde a1, as, h, p ve i reel sayilar olsun.

1+ 2p — p?
o=——

h 1
9 ) AZUlOgPa H:_+_7

AN O

—2(1+4/1+ 1) o= 14— 41
v am?) T AH? ' 2H
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alinsin. by ve b, pozitif tamsayilar iken A = b log ay — by log oy lineer formunu goz 6niine
alahm. oy ve ay’nin ¢arpimsal olarak bagimsiz oldugunu varsayalim. D = [Q(aq, az) :

QJ/[R(a, az) : R] ve

Dlog?2

b b
h > maks{D(log (== + =) +log A+ 1.75) + 006, , },

2
a9 aq
a; > maks{1, p|log a;| —log |a;| + 2Dh(c;)} (i =1,2),

a1Qa9 Z /\2

oldugunu varsayalim. O halde

p /w1 jw? S w49t 4.1 1\ Aw\2
ot [P A I 1ywy
6 2 9 3«/&1&2[‘[1/2 3 aq a9

’ Cowd
C' =y /—)\3u

log |\| > —C(h + §>2a1a2 — \/@(h + 2) — log <C" (h + §>2a1a2>

ile birlikte

dir (Laurent 2008).

Varsayalim ki A; > 1 ve Ay > 1 reel sayilari, Q(ay, a2) say1 cisminin derecesi D

iken

[logay| 1 -
log A; > mak ; — =1,2
og A; > maks{h(a), 5 2} (i=1,2)

seklinde tanimlansin ve
by by

v =
Dlog A, * Dlog Ay

(1.10.5)

olsun.

m = 10,12, - - , 30 i¢in asagidaki cizelge ile C; = C1(m) ve Cy = Cy(m) katsayilari
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tanimlanir.

m 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Cy 323 299 282 269 260 252 245 240 235 23.1 228
Cy 252 234 221 21.1 203 197 192 188 184 181 17.9
Cizelge 2.2 (m, C1(m)) ve (m, Cy(m)) Ciftleri

Sonug 1.10.14 o4, oy, log aq, log oy reel ve pozitif tamsayilar olsun. Bu durumda tablo-

daki her bir (m, Cy(m)) cifti i¢in

log|\| > —CyD*(maks{log¥’ + 0.38,m/D, 1})?log A; log A,

dir (Laurent 2008).

Bu tezdeki 2. ve 3. boliimde Sonug 1.10.14 kullanilirken m = 10 ve Cy = 25.2

secilmistir.
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2. TERAI SANISI HAKKINDA BiR DIOPHANT DENKLEM

21 ((c+1)m?+1)* + (cm? — 1)¥ = (am)” Diophant Denklemi

Bu boliim, baslik denklemi hakkinda orijinal sonuglar icermektedir. Burada

((c+ 1)m? + 1)* + (em? — 1)¥ = (am)?

Diophant denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimleri ile ilgilenecegiz.

2.1.1 Giris

a, b ve c aralarinda asal ve 1’den biiyiik tamsayilar olsun. z, y ve z pozitif tamsayilar
olmak tizere

a® + b’ =cf (2.1.1)

tistel Diophant denkleminin sonlu ¢oklukta tamsay1 ¢oziimiine sahip oldugu 1933’te Mah-
ler tarafindan gosterildi. Mahler ispatinda Thue-Siegel metodunun farkli bir versiyonunu
kulland1 (Mahler 1933). Ancak Mahler’in metodu denklemin miimkiin olan ¢dziimlerinin
say1sl i¢in bir iist sinir vermediginden kullanigl degildi. 7 yil sonra (2.1.1) denkleminin
coziimleri i¢in faydali sonuclar Gel’fond tarafindan verildi (Gelfond 1940). Gel’fond ce-
birsel sayilarin logaritmalarinda lineer formlar i¢in alt sinir bulmaya dayali olan Baker’in
teorisinin ilkel bir halini kullanarak Mahler’in sonucunu ispatladi.

Sayilar teorisindeki “kongriianslar ve Jacobi sembolii” gibi metotlar, cebirsel sayilar
teorisinde ““ikinci ve {i¢iincli dereceden say1 cisimlerindeki idealleri iceren boliinebilme
arglimanlart” kullanilarak a,b,c < 17 farkli sabit asallar iken (2.1.1) denkleminin tiim
coziimleri bazi yazarlar tarafindan bulundu (Nagell 1958, Hadano 1976, Uchiyama 1976).

Yaklasik 15 yil sonra JeSmanowicz bu denklem hakkinda su iddiada bulundu:

Sam 2.1.1 a, b ve c pozitif tamsayilart a® + b? = ¢? bagintisim saglamak sartiyla (2.1.1)

denklemi sadece (z,y, 2) = (2,2, 2) ¢oziimiine sahiptir (JeSmanowicz 1956).
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Saninin dogru oldugu bir¢cok durumda ispatlandi. Ancak heniiz tamamen ispatlan-
madi. Yaklagsik 60 yillik “JeSmanowicz sanis1” ile ilgili 100’e yakin calismay1 6zetleyen
bir “survey” ¢alismasi Soydan, Demirci, Cangiil ve Togbé tarafindan yayinlandi (Soydan
ve ark. 2017).

JeSmanowicz sanisinin daha geneli bir san1 1994’te Terai tarafindan su sekilde verildi:

Sam 2.1.2 (I. Terai Samis1) a, b, ¢, p, q, r pozitif sabit tamsayilart p,q,r > 2 iken a? +
b? = ¢ sartim saglayacak sekilde ise (2.1.1) denkleminin tek pozitif tamsay1 ¢oziimii

(z,y,2) = (p,q,r) dir (Terai 1994).

1999°da Cao, Terai’nin I. Sanisinin yanlis oldugunu farketti ve su 6rnegi verdi: Orne-
gin, 1958’de Nagel 3” 4 2¥ = 5% denkleminin (x,y, z) = (1,1, 1), (2, 4, 2) olacak sekilde
iki ¢oziimii oldugunu ve 7* 4 2¥ = 3% denkleminin de (x,y, z) = (1,1, 2), (2,5, 4) olacak
sekilde iki ¢oziimii oldugunu ispatlamistir. Dolayisiyla Terai’nin I. sanist yanlistir. Ayrica
a = 1veyab = 1 ise de sam yanhstir (6rnegin 1! +1! = 2!, p = ¢ = r = 1). Cao, (2.1.1)

denklemi hakkinda asagidaki sonucu verdi.

Teorem 2.1.3 Eger maks{a,b,c} > 13 ise, (2.1.1) denkleminin z > 1 iken en fazla bir

(z,y, z) tamsay1 ¢oziimii vardir (Cao 1999).

Terai 1994°teki sanisin1 destekleyici iki ¢aligma yapti. 1999°da ise, 1994 teki sanisini

sOyle uyarladi:

Sam 2.1.4 (IL. Terai Sams1) (a,b) = 1 ve a, b, ¢, p, q, r pozitif sabit tamsayilari p, ¢, r >
2 iken a? + 07 = ¢ sartim saglayacak sekilde ise (2.1.1) denkleminin ¢ < b olmak
tizere (a,b,c) = (2,3,5) ve (z,y,2) = (1,1,1),(4,2,2); (a,b,¢)= (2,7,3) ve (z,y,2) =
(1,1,2),(5,2,4); (a,b,c) = (1,2,3) ve (x,y, z) =(m, 1,1), (n,3,2) (m ve n keyfi sabit)

istisnai durumlar1 digindaki tek tamsay1 ¢oziimii (x,y, z) = (p, ¢, r) dir (Terai 1999).

2002’de Cao ve Dong (2.1.1) denkleminip = ¢ = 2ver > 3tek,2 || ave b > a-25.1
iken g6z oniine aldilar. Bu yazarlar tarafindan (2" — 1)* + 2¥ = (2" + 1)* denkleminin
1 < n € Z" iken sadece (z,y,z) = (1,1,1) ve (2,n + 2,2) ¢oziimlerine sahip oldugu

gosterildi. Ayrica II. Terai Sanisimi su sekilde modifiye ettiler:
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Sam 2.1.5 (Terai-JeSmanowicz Sams1) a,b,c,p,q, 7 € N, r > 2 ve (a,b) = 1 olmak
iizere (2.1.1) denkleminin tek ¢oziimii EBOB(x,y,z) > 1 iken (z,y,z) = (p,q,r) dir
(Cao ve Dong 2002).

1 y1l sonra Le, “Terai-Je§manowicz sanisinin”da yanlis oldugunu gosterdi. Ornegin
ne€Z,n>2ikena=2,b=2"—1, c=2"+1isebua,b, cdegerleri maks{a,b,c} > 7
ve a"? + b = ¢? denklemini saglar, ancak a, b, ¢ sabit aralarinda asal pozitif tamsayilar
ve min{a,b,c} > 1, x,y,2z € Z iken (2.1.1) denkleminin ¢6ziimleri (z,y, z) = (1, 1,2)
ve (n + 2,2,2) dir. Bu da Terai-JeSmanowicz sanisi i¢in sonsuz ¢oklukta ters drnek

bulunmas1 demektir. Le bu makalesinde asagidaki saniy1 6nerdi:

Sami 2.1.6 (2.1.1) denklemi min(z,y,z) > 1 iken en ¢ok tek bir (z,vy, z) ¢dziimiine

sahiptir (Le 2003).

Ayrica Le bu ¢alismasinda

a?+ b =c"

denklemini (a,b) = 1, 2{a, 2 | b, r > 1, 2 { r iken gdz Oniine ald: ve bu denklem
hakkinda baz1 sonuglar da verdi.
2009°da Cipu ve Mignotte tarafindan San1 2.1.6’nin yanlis oldugu asagidaki teorem

ile ifade edildi:

Teorem 2.1.7 ¢ = 2 (mod 4), b = 3 (mod 4), (a,b) = 1,7 > 1 tek olsun. a® + b* = ¢
esitligini saglayacak sadece sonlu ¢oklukta (a, b, ¢, ) dortliisti vardir ve (2.1.1) denklemi
x,y,%z > 1 tamsayilar1 i¢in birden fazla ¢oziime sahiptir. Bu dortliilerin tiimii i¢in, r» <

770 dir (Cipu ve Mignotte 2009).

2010 yilinda Miyazaki, (Cao 1999), (Cao ve Dong 2002) ve (Le 2003) isimli ¢alismalari

g6z Oniine alarak II. Terai sanisin1 agagidaki sekliyle modifiye etti:

Sam 2.1.8 p,q,r > 2 sabit tamsayilar1 ve a, b, c aralarinda asal pozitif tamsayilar a” +

b? = " esitligini saglayacak sekilde olsun. (2.1.1) denkleminin (a < b iken) asagidaki
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istisnai durumlar haricinde tek ¢oziimii (z,y, z) = (p, ¢, r) dir:

(a,0,¢) = (1,2,3), (2,9,2) = (i.1,1),(j,3,2), i > 1, j > 1;

(a,b,c) =(2,7,3), (z,y,2) = (1,1,2),(5,2,4);
(a,b,¢c) = (2,2"2 = 1,2"2 + 1), (2,9, 2) = (1, 1,1),(k,2,2),k > 4
(Miyazaki 2010).

Miyazaki bu ¢alismasinda ¢ = 7 = 2 durumunu (yani a? + b* = ¢? esitligini)
saglayacak a, b, c, ve p tamsayilarin1 goz Oniine alarak Terai sanisinin istisnai durumlari
hakkinda baz1 sonuglar da vermistir.

2011 yilindaki ¢alismasinda ise Miyazaki p = ¢ = 2 ve r > 2 ¢ift durumunu (yani
a’?+b? = ¢ esitligini saglayacak a, b, ¢ ve r tamsayilarini) gdz niine alarak Terai sanisini
kismen dogrulayan sonuglar vermistir (Miyazaki 2011).

Simdi a, b, ¢, m sabit pozitif tamsayilar ve a + b = 2 iken

(am® +1)* + (bm* — 1)¥ = (cm)? (2.1.2)

Diophant denklemini goz Oniine alalim. Bu denklem i¢in de beklenen tek ¢oziim Terai
sanisina gore (x,y,z) = (1,1,2) dir. O halde bu denklem ile ilgili literatiir bilgisini
verelim.

2012°de (2.1.2) denkleminin (a,b,c) = (3,4,5) iken tek ¢Oziimiiniin (x,y,z) =
(1,1, 2) oldugu bazi kosullar altinda Terai tarafindan gosterildi (Terai 2012). 2014°te Su
ve Li; 2016°da da Bertdk ayni1 denklem iizerinde Terai tarafindan ¢oziilememis durumlari
¢ozerek (2.1.2) denkleminin (a, b, ¢) = (3,4, 5) durumunun ¢oziimiinii tamamladilar (Su
ve Li 2014, Bertok 2016).

2015’te Terai ve Hibino (2.1.2) denkleminin (a, b, c) = (5,12,13) iken m # 17,33
(mod 40) kosulu altinda tek ¢oziimiiniin (z,y, z) = (1, 1,2) oldugunu gosterdi (Terai ve

Hibino 2015).
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2014’te Miyazaki ve Terai tarafindan (2.1.2) denklemi b = 1, a = 3,5 (mod 8),
¢+ 1 = a® iken goz oniine alindi. Bu denklemin (m,a,c) = (1,3,8) durumu diginda
tek ¢coziimiiniin (x,y, z) = (1, 1,2) ve istisnai durumlardaki ¢6ztimlerinin de (z,y, z) =
(1,1,2),(5,2,4) oldugu ispatlandi (Miyazaki ve Terai 2014).

2017°de Terai ve Hibino (2.1.2) denkleminin farkli bir versiyonu olan (3pm? — 1)* +
(p(p — 3)m? + 1)V = (pm)* denklemini baz1 kosullar altinda géz oniine aldilar ve bu
denklemin tek ¢oziimiiniin (z,y,2) = (1,1,2) oldugunu gosterdiler (Terai ve Hibino
2017).

Fu ve Yang, 2 | a, 2 { ¢ ve m > 1 oldugunda (2.1.2) denkleminin ¢ | m ve
m > 36¢?log c kosullart altinda tek pozitif ¢oziimiiniin (z,y, z) = (1,1,2) oldugunu
ispatladilar (Fu ve Yang 2017).

Panda,a+b=c*2{c,m >1vem = +1 (mod c) iken (2.1.2) denklemini ele ald:.
a=4,5 (mod 8), (x/*) Jacobi sembolii olmak iizere ((a+1)/c) = —1 ve m > 6¢?log ¢
kosullart altinda (2.1.2) denkleminin tek pozitif tamsay1 ¢oziimiiniin (z,y, z) = (1,1,2)

oldugunu gosterdi (Pan 2017).

2.2 Ana Sonug¢

Tezin bu boliimiinde (2.1.2) denklemini géz Oniine aliyoruz. Bu ¢caligma 2012-2016 yillari
arasinda (Terai 2012), (Su ve Li 2014), (Bertok 2016) ve (Miyazaki ve Terai 2014) isimli

caligmalarin kismen bir genellemesi niteligindedir.

Teorem 2.2.1 a,c € N, a = 11,13 (mod 24) ve 2c + 1 = @ olsun. Bu durumda

m = +1 (mod a) ve m > a? iken

((c+1)m? +1)* + (em® — 1)Y = (am)? (2.2.1)

denkleminin tek pozitif tamsay1 ¢oziimii (z,y, z) = (1, 1, 2) dir (Kizildere ve ark. 2018).
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2.3 Ana Sonucun Ispati
2.3.1 m = 1 Durumu

Yardimer Teorem 2.3.1 a,c € N, a = 11,13 (mod 24) olsun. 2¢ + 1 = a? iken
(c+2)°+ (c— 1) = a* 2.3.1)

denkleminin tek pozitif tamsay1 ¢oziimii (z,y, z) = (1, 1,2) dir (Kizildere ve ark. 2018).

Ispat. m = 1 iken (2.2.1) denklemini gz 6niine alalim. 2¢ + 1 = a? oldugundan (2.2.1)
denklemi

[(a* +3)/2]" + [(a* — 3)/2)Y = @ (2.3.2)

olur. Bu denklem (a — 1)/2 ve (a + 1)/2 modlarinda ele alinirsa, sirasiyla
2"+ (=1 =1 (mod (a—1)/2),

20 4 (—1)Y = (~1)* (mod (a+1)/2)

kongriianslari elde edilir. Ozellikle @ > 5 ve a = 3,5 (mod 8) iken, yukaridaki kongii-
rilanslardan 2 nin ¢ift ve y’nin tek oldugu elde edilir. z = 27 (Z € Z) olsun. 2c+ 1 = a?

esitligi kullanilarak, (2.3.2)’den
(c+2)"+ (c—1)¥ = (2c+ 1)

denklemi elde edilir. 4 | ¢ oldugundan, yukaridaki denklem 4 modunda ele alinirsa, x = 1
bulunur. Buradan da

c+24 (c—1)Y = (2c+1)? (2.3.3)

denklemi elde edilir. 7 < y < 27 oldugu aciktir. Simdi y > 1 iken bir celigki elde

edecegiz. O halde y > 3 ve y < 27 dir. Eger 1 + y = 27 ise (2.3.3)'ten (2c + 1) 2" —

(c—1)¥ = ¢+ 2 > 0 bulunur ve buradan 3 < 12+_yy < 1i>0gg((20c_+11)) < lfog;?? elde edilir ki bu
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da imkansizdir. O halde 1 + y < 2Z dir. Diger yandan, (2.3.3) denklemi ¢ modunda ele
alinirsa,

c+2+(~1+cy)=1+2cZ (mod c?)

elde edilir ki bu da

l4+y=2Z (mod c)

demektir. 1 + y < 27 oldugundan, bu kongriians

c<2Z —(1+y) (2.3.4)

esitsizligini verir. Diger taraftan, Sonug 1.10.14’ten,

y < 2521log(2c + 1)

oldugunu gosterecegiz. Bunu gdstermek icin, ilk olarak (2.3.3)’ten elde edilen, asagidaki

iki logaritmalarda lineer formunu ele alacagiz:

Q= Zlog(2c+1) —ylog(c—1) (> 0).

k > 0 iken log(1 + k) < k oldugundan,

0<Q=log <%> = log (1 + (chf)Q) (ccjf)y

dir. Boylece,

log Q < log(c+ 2) — ylog(c —1) (2.3.5)

elde edilir.

Diger yandan, Sonug¢ 1.10.14’ii uygulayarak, €2 icin bir alt sinir bulmak istiyoruz.
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Sonug 1.10.14’ten, d’ iken, asagidaki esitsizlik elde edilir:

- log(2yc+1) + log(i—l)
log Q > —25.2(maks{log d’ + 0.38,10})*log(c — 1) log(2c + 1). (2.3.6)
Simdi (¢ + 1)¥*! > (2c + 1)Z oldugunu gosterecegiz. ¢ = 12 (mod 24) iken,

(=1 —2c+1)% = (c—1)((2c+1)? = (c+2)) — (2c+ 1)

=(c—2)2c+1)? —(c—1)(c+2)

> —4e>0
dir. Béylece d' < % dir.
T = m alalim. (2.3.5) ve (2.3.6) esitsizlikleri kullanilarak,

ylog(c — 1) < log(c + 2) + 25.2(maks{log <2T o > +0.38,10})?

log(2c + 1)
x log(c — 1) log(2c + 1)

elde edilir. Boylece log(2¢ + 1) > log(25) > 3 oldugundan,
T < 1+ 25.2(maks{log(27 + 1) + 0.38,10})? (2.3.7)
bulunur. BuT" < 2521 oldugunu gosterir. Z < yile birlikte (2.3.4) ve (2.3.7) esitsizliklerinden
c<2Z—(14+y) <y<2521log(2c+1)

esitsizligi elde edilir. Buradan da ¢ < 27518 bulunur. Son olarak PARI/GP programi
kullanilarak (2.3.3) denkleminin ¢ < 27518 iken ¢6ziime sahip olmadig: goriiliir. Boylece

ispat tamamlanir. m
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2.3.2 m > 2 Durumu

(z,y,2), (2.2.1) denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Onceki béliimiin sonucundan, m > 2
varsayarak, x, y, z ler i¢in pariteleri belirlemek istiyoruz. m > a? ile m = +1 (mod a)

ve a = 11,13 (mod 24) kongriianslart kullanilarak, asagidaki sonucu ispatlayacagiz.

Yardimer Teorem 2.3.2 Varsayalimki (z,y, z) = (1, 1,2), (2.2.1) denkleminin bir ¢6zii-

mii olsun. Bu durumda z ¢ift, x ve y tektir (Kizildere ve ark. 2018).

Ispat. (z,y, 2), (2.2.1) denklemi icin bir ¢6ziim olsun. cm? — 1 = ((aQ 2_ 1>m2 - 1) >
am oldugu 1 + 2¢ = a? esitlifinden goriiliir. Boylece (2.2.1)’den dolay1 z > 2 dir.
(2.2.1) denklemini m? modunda ele alirsak 1 + (—1)¥ = 0 (mod m?) bulunur. Bdylece
m > 2 iken y tektir. 1 + 2¢ = a® ve m = 1 (mod a) kongriianslar1 kullanilirsa, (2.2.1)

denklemi

(=) == (mod a)

r_ x — Yy
kongriiansina doniisiir ki bu da (—C) — (—C> olmasini gerektirir. Buradan da x ve
a a

y’nin ayn1 paritede oldugunu goriiriiz. Boylece y tek oldugundan x de tektir.

Simdi (cm;n— 1) =1ve (cha— 1) = —1 oldugunu gosterecegiz. cm? — 1 = 3
(mod 8) ve ¢ = 12 (mod 24) oldugunu biliyoruz. v > 0 ve r tek tamsay1 olmak iizere

m = 27r yazalim. Boylece

m B 2 K r - r _
em2—1)  \em?2—1 em2—1) \em2—-1)
elde edilir.
2
a = 11 (mod 24) ise, (5) = 1, (2) = —1ve <ZC+2> - (“ “) _ 1
a a a a

oldugundan,




dir.

2 2 + 2 241
a = 13 (mod 24) ise, (§) :1,(—) :—1ve(c+ ) - (a il ) =1
a a a a

oldugundan da,

()= (=) ()= (57) - (%) ()

olur.

Boylece

(omazwi 1) = (cm2a_ 1) <Cmgn_ 1> —(=1)1=-1

bulunur.

1 + 2¢ = a? oldugu kullanilirsa,

(c+1)m?*+1\  [(c+1)m*>+cem®\ [ a®m? _,
em? —1 N em? — 1 S \em?2—-1/)

elde edilir. Bu sonuglar yardimiyla, (2.2.1) denkleminden z’nin ¢ift oldugu elde edilir. m

Simdi m ¢ift oldugunda, (2.2.1) denklemini m?> modunda ele alarak bu denklemin tek

pozitif tamsay1 ¢oziimiiniin (z,y, z) = (1,1, 2) oldugunu gosterelim.

Yardimci Teorem 2.3.3 m cift iken, (2.2.1) denkleminin tek pozitif tamsay1 ¢6ztimii

(x,y,2) = (1,1, 2) dir (Kizildere ve ark. 2018).

Ispat. 2 < 2 oldugunda (2.2.1)’den (z,y, 2) = (1, 1, 2) oldugu aciktir. Bu durumda z > 3
oldugunu kabul edebiliriz. Yardimc1 Teorem 2.3.2’den y ve z’in tek oldugunu biliyoruz.

(2.2.1) denklemi m?3 modunda gdz Oniine alinirsa,

(c+Dm*z+1+cm*—1=0 (modm?)
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bulunur ki bu da,

(c+1)xz+cy=0 (mod m)

olmasini gerektirir. Ancak bu kongriians m’nin ¢ift, ¢’nin ¢ift ve x’in tekligi ile ¢eligir.

Bu durumda ispat biter. m
Yardimc1 Teorem 2.3.4 m tek iken x = 1 dir (Kizildere ve ark. 2018).

Ispat. Yardimci Teorem 2.3.2°den y tek oldugunda 2’nin ¢ift oldugu gériiliir. Simdi = > 2

oldugunu varsayalim. (2.2.1) denklemi 4 modunda ele alinirsa,

(=1 =1 (mod 4)

bulunur. Boylece y cifttir. Bu da Yardimci Teorem 2.3.2 ile ¢eligir. O halde x = 1 dir. m

2.3.3 W?* — V¥ = U Pillai Denklemi

1930-1940 yillar1 arasinda U sabit ve sifirdan farkli bir tamsay1; W, V., z ve y pozitif tam-

sayilar, z > 2,y > 2 olmak iizere

W=—-Vv¥y=U (2.3.8)

Diophant denklemi Pillai tarafindan c¢alisild1 ve Pillai 1936’da su iddiada bulundu:

Sam 235 2z > 2, y > 2ve U > 1 olmak iizere (2.3.8) denklemi sonlu ¢oklukta

(W, V, z,y) tamsay1 ¢oziimiine sahiptir (Pillai 1936).

Bu sami heniiz ispatlanamadi. Ancak bu denklem ve sani hakkinda bircok faydali

sonuglar elde edildi. Pillai sanis1 ile ilgili en 6nemli sonug¢lardan birisi soyle ifade edilir:

Teorem 2.3.6 W > 2, V > 2, (W, V) = 1 ve U sabit sifirdan farkl pozitif tamsayilar

olmak tizere (2.3.8) denklemi en ¢ok iki tane (z,y) ¢oziime sahiptir (Bennett 2001).
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Simdi (2.2.1) denklemine donelim. Yardimci Teoremler 2.3.2 ve 2.3.4’te (2.2.1) den-
klemi icin y’nin tek ve x = 1 oldugu gosterildi. y = 1 oldugunda (2.2.1) den z = 2 elde
edilir. Boylece y > 3 varsayabiliriz. Bu durumda (2.2.1) denklemi U = (c + 1)m? +
1,V = cm? — 1 ve W = am iken (2.3.8) Pillai denkleminin ¢oziimlerini bulmaya in-
dirgenir.

[lk olarak y icin bir alt simir elde edelim.

Yardimar Teorem 2.3.7 (2.3.8) denklemi i¢in y > (m? — 1)/c — 1 dir (Kizildere ve ark.
2018).

Ispat. y > 3 ise (2.3.8)’den

(am)® = (c+ 1)m?* + 1+ (em® — 1)¥ > (c+ 1)m* + 1 + (em? — 1)* > (am)?

elde edilir. Bu durumda z > 4 tiir. (2.3.8) denklemi m* modunda ele alinirsa,

(c+D)m?*+14+cem*y—1=0 (mod m?)

bulunur ve buradan da ¢ + 1 + cy = 0 (mod m?) elde edilir. Buise y > (m? —1)/c—1

oldugunu gosterir. m

Yardimci Teorem 2.3.8 (2.3.8) denklemi icin y < 2521log W dur (Kizildere ve ark.
2018).

ispat. (2.3.8) denkleminden elde edilen

['=zlogW —ylogV (> 0)

lineer formunu goz Oniine alalim.

[ > 0ig¢in log(1 + !) < [ oldugundan,

0<T =log (ng) — log (1+%) <% (2.3.9)

48



elde edilir. Boylece
logl' < logU — ylogV' (2.3.10)

bulunur. Diger taraftan, Sonu¢ 1.10.14’ii uygulayarak, ' i¢in bir alt sinir bulmak isti-

yoruz. Sonug 1.10.14’ten, d' = 1ogyW + logZV iken

log ' > —25.2(maks{log d’ + 0.38,10})*log V log W (2.3.11)
esitsizligi elde edilir. Simdi V¥* > W? oldugunu gosterelim.
Vit WE= V(W -U) - W* = (V-1)W*-UV
> (em?® —2)(2¢ + 1)m? — ((c+ 1)m*)(em® — 1) > 0

2y+1
logW

dir. Boylece d' < oldugu goriiliir.

R = MLW olsun. (2.3.10) ve (2.3.11) esitsizlikleri kullanilarak,

1
ylogV < logU + 25.2(maks{log <2R + log—W> +0.38,10})*log V log W

elde edilir. AyricalogW > log33 > 3 ve U < V oldugundan,
1
R < 1+ 25 2(maks{log (217 + 5) +0.38,10})?

dir. Buradan R < 2521 bulunur. Boylece ispat tamamlanir. m

Simdi Teorem 2.2.1°1 ispatlayabiliriz. Lemma 2.3.7 ve 2.3.8’den,

m? —1
2(—1> — 1 < 2521 log(am)

a2 —
elde edilir. Eger m > a? ise,

2m + 1 < 2521 log(am)
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dir. Buradan m < 18586 bulunur. Boylece a < 136 dir. (2.3.9)’dan,

logV =z - U
logW gy yVvylogW
o . " y logV =z
esitsizligi elde edilir ve boylece y > 3 oldugunda - - — bulunur. Teorem
logW vy 2y?
logV/
1.5.11 geregi bu esitsizlikte =, —

——"nun n. yakinsamadir.
y logW oy
- logV . ) logV
Aksi takdirde, eger a—, o8 ‘nun 7. kismi yakinsamasi ise, o8
b, logW

logW’nun (r+1).
kismi kesri u,11 iken

logV' a, 1

log W b, (tpg1 + 2)€2

elde edilir. iy % alalim. b, < y dir. Buradan
(Y r

VVlogW 5> VirlogW
Uy = U,

Upy1 >

2 (2.3.12)

bulunur. Son olarak PARI/GP programi kullanilarak, a = 11, 13 (mod 24) ile her bir a <
136 ve 3 < m < 18585 i¢in b, < 2521 log(am) ile her bir r i¢in (2.3.12) esitsizliginin

saglanmadig1 goriiliir. Boylece Teorem 2.2.1’1in ispati tamamlanir. W
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3. (n—1)*+ (n+2)¥ = n? DIOPHANT DENKLEMI

Bu boliim, baglik denklemi hakkinda orijinal sonuglar icermektedir. Burada n > 2 olmak
lizere

(n—1)" + (n+2)? = n? (3.0.1)

Diophant denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri ile ilgilenecegiz.

3.1 Giris

Boliim 2.1.1°de a” 4 0¥ = ¢* denkleminin tarihgesi ve literatiirii hakkinda bazi bilgiler
verildi.

Bu tezde (3.0.1) denkleminin calisilmasindaki ilk motivasyon kaynagi, bu denklemin
0zel hallerinin yani 2*+5Y = 3% ve 4*+7Y = 5% denkleminin Nagell tarafindan goz 6niine
alinmig olmasidir (Nagell 1958, Teorem 3 ve Teorem 9). Dolayisiyla (3.0.1) denkleminin
calisilmast Nagell’in ¢alismasinin bir genellemesi olacaktir.

Bu denklemin calisilmasindaki ikinci motivasyon kaynagi da Yardimei Teorem
2.3.1°deki (2.3.1) denkleminin bir versiyonunun herhangi bir kosul olmaksizin ¢oziilmesi
istegidir.

Simdi de (3.0.1) denkleminin farkl1 literatiir bilgisine goz atalim. Ilk olarak ¢ > 1 iken

(th— 1) +bY = (th + 1)? 3.1.1)

denklemini goz Oniine alalim. Burada b’nin ¢ift oldugu aciktir. Bu denklem icin asikar
cOziimler asagidaki gibi verilir:

.

(i,1,1):i>1,(5,3,2):j>1, b=2vet=1ise,
(2,k+1,2), k > 1ikent = b*/4 ise,
(z,y,2) =
(1,1,1), b= 2ise,
(1,13,2), b=2vet=45ise.
\
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(3.1.1) denklemi ¢ = 1 durumunda He ve Togbé tarafindan ¢oziilmiistiir (He ve Togbé
2009). Bu ¢alismanin ardindan Miyazaki ve Togbé, ¢ > 1 ve tek iken (3.1.1) denklemini
ele almis ve asikar olmayan ¢ozlimlerinin olmadigini géstermislerdir (Miyazaki ve Togbé
2012). Son olarak da Miyazaki, Togbé ve Yuan (3.1.1) denklemini ¢ ¢ift iken ele alarak
bu denklemin ¢oziimiinii tamamlamislardir (Miyazaki ve ark. 2016).

2019’da Fu, He, Yang ve Zhu tarafindan (3.1.1) denkleminin farkli bir varyasyonu ele
almarak n, z,y,z € Z7 iken, (n + 2)* 4+ (n + 1)¥ = n* denkleminin tek pozitif tamsay1

¢Oziimiiniin (n, x,y, z) = (3,1, 1, 2) oldugu gosterilmistir (Fu ve ark. 2019).

3.2 Ana Sonug¢

Teorem 3.2.1 7 bir pozitif tamsay1 olsun. (3.0.1) denkleminin pozitif tamsayilardaki tek
¢cozimii (n, z,y,2) = (3,2,1,2),(3, 1,2, 3) tiir (Bai ve ark. 2019).

3.3 Ana Sonucun Ispat:

n = 2 iken, (3.0.1) denklemi 2* — 4Y = 1 denklemine karsilik gelir. Bu denklemin pozitif
tamsayilarda ¢oziimii yoktur. O halde n > 2 varsayalim. Bu baglik altinda ispat1 dort alt

durumda ele alacagiz:
* n > 064,
e n>7Tvez>2n,
e y<n<64ve z < 2n,

e 2 << n<T.

3.3.1 n > 64 Durumu.

n > 64 oldugunu varsayalim. Eger (n — 1)* > %nz ise, x > z dir. O halde ilk olarak

z > z durumunu gz 6niine alalim. (1 — 1)* > ¢=*/" iken,

1> (1_1)2.(n_1)x—2>M

n ez/n
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esitsizligi elde edilir. Buradan e*/™ > (n — 1)*~* > 63 bulunur ki bu da z > 4n demektir.
Simdi * = z durumunu ele alalim. Bu durumda (n + 2)¥ > % -nfdir. y < 2

oldugundan,

n/2x2y/n 1
e/ > (1 + —) > = .nFY (3.3.1)
n n

elde edilir. z — y > 1 ise (3.3.1) esitsizliginden e*/" > n > 64 bulunur. Béylece y > 2n

dir. (n — 1)® < 3 - n?ise, (n + 2)¥ > 2n* dir. O halde

n/2x2y/n
PRIASN (1 + —) > = .pFY (3.3.2)
n 2

olur. z —y > 1 iken, (3.3.2) esitsizliginden /" > n?/2 > 64 elde edilir. Boylece
y > 2n dir. z — y = 1 ise, benzer sekilde ¢?/™ > n/2 > 32 olur. Buradanda z > y > n

bulunur. Dolayisiyla
r>z>4n veya 2z >y>n veya r=z2=9y+1

elde edilir.
(n— 1)y + (n+2)¥ = n¥*! ve n > 64 oldugundan, y < 3 veyay > n dir. Eger
(n—1)¥" + (n+2)¥ = n¥*! ve y < 3ise, basit bir hesaplama ile y = 1 ve n = 3 oldugu

goriiliir. Sonug olarak n > 64 iken,
r>z>4n veya 2 >y >n

dir.
(1) y ¢ift durumu

y’nin ¢ift oldugunu varsayalm. z > n ve n > 64 iken, Onerme 1.6.11°den z > n >

h(Q(v/—d)) elde edilir. Burada h(Q(v/—d)), Q(v/—d) kuadratik cisminin sinif sayisidir.

Yardimc1 Teorem 1.6.12°ye gore

(n—Dag+ys =n™, 24z
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veya

2 2 20
rg+y;=n", 2|z

ve 2o | h(Q(y/—4(n — 1))) olacak sekilde zy, yo, 2o tamsayilari vardir. Boylece z/zy > 5

iken,
(n=1)T /=(n— 1)+ (n+2)% = +(zg/—(n — 1) + )7/ (3.3.3)

veya
(n—1)5vV=1+ (n+2)% = £(wov/—1 + yo)7/* (3.3.4)

dir. Ancak bu durum Teorem 1.9.8 ve Teorem 1.9.9’dan dolay1 imkansizdir. z/zy = 2,3, 4
oldugu durumlarin da imkansiz oldugunu gérmek kolaydir.

z/zo = 4 iken ispatta izlenecek yol z/zy = 2 durumu ile benzer olacagindan z /2, = 4
durumunun ispatin1 vermeye gerek gormedik. Ilk olarak z/zy = 2 igin (3.3.3) denklemi
ele alinsin. O halde (n — 1)“z \/—(n — 1) + (n+ 2)% = +(2g\/—(n — 1) + yo)? dir ve
boylece

2x0yp = £(n — 1)1771

r—

elde edilir. z2(n — 1) + 2 = n* oldugundan yo = +1 ve 229 = (n — 1)"2" dir. Boylece
(n—1)*44 = 4n* bulunur. z’in tek olugu ile birlikte bu denklem 4 modunda ele alinirsa
n = 3 elde edilir. O halde 2 1 x ve 2 | y oldugunda 2” + 5Y = 3% denkleminin tek pozitif
tamsay1 ¢oziimi (z,y,z) = (1,1,2) dir (Nagell 1958, Teorem 3). Ancak, bu istenen
¢coziim degildir.

Simdi 2/, = 3 igin (3.3.3) denklemi ele alinsin. O zaman (n — 1)z \/—(n — 1) +

(n+2)% = 4(xgy/—(n — 1) + y)? tiir ve boylece
Yy
2

2o(3y2 —22(n—1)) = £(n—1)T,  yolyd — 32d(n —1)) = £(n +2)

xz—1

dir. (3,n—1) = 1 oldugundan 2y = £(n—1)"z ve yo = +(n +2)* oldugu gikarilabilir

54



ve x3(n — 1) + y2 = n* dir ki bu da imkansizdir.
Simdi de ilk olarak z/zy = 2 i¢in (3.3.4) denklemi ele alinsin. Bu durumda

(n—1)2y/=1+ (n+2)2 = +(20v/—1 + yo)? elde edilir ve buradan

1

2royo = £(n — 1) 2

bulunur. 3(n — 1) + y2 = n* oldugundan yy = +1 ve 2zy = (n — 1)2 dir. Boylece
(n — 1) + 4 = 4n* bulunur. z ¢ift iken bu denklem 4 modunda ele alinirsa n = 5
elde edilir. Bu durumda 2 t = ve 2 | y iken 4 + 7Y = 5 denkleminin (z,y, z) tamsay1
¢cOziimii yoktur (Nagell 1958, Teorem 9).

Son olarak da z/z = 3 i¢in (3.3.4) denklemi ele alinsin. Bu durumda (n—1)z/—1+

= +(wov/—1 + yo)? tiir. Boylece

Y
2

(n+2)

M

zo(Byp —ap(n — 1)) = £(n = 1)%,  yolys — 3a5(n — 1)) = £(n +2)

elde edilir. (3,n — 1) = 1 oldugundan zy = +(n — 1)% ve yy = #(n + 2)% oldugu

cikarilabilir ki bu da imkansizdir. Boylelikle 4 nin ¢ift oldugu durum tamamlanmais olur.
(ii) y tek ve x ¢ift durumu

y’nin tek z’in ¢ift oldugunu varsayalm. z > n ve n > 64 oldugundan, Onerme 1.6.11

geregince z > n > h(Q(y/—4(n + 2))) dir. Boylece Yardimci Teorem 1.6.12’den

x2 + (n+2)ys = n™

ve 2o | h(Q(y/—4(n + 2))) olacak sekide ¢, yo, 2o tamsayilari vardir. Bu durumda

z/zy > b iken,

y—1
2

(n—1)2+ (n+2) —(n+2) = (x0 + yor/—(n + 2))/*

dir. Bu da Teorem 1.9.8 ve Teorem 1.9.9’dan imkansizdir. Burada da z/zy = 2,3,4
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olamayacagi (i) durumundaki gibi gosterilebilir.

(ii1) x ve y tek durumu
Varsayalim ki x ve y’nin ikiside tek olsun. Eger z cift ise, (3.0.1) denklemini n + 1
modunda ele alarak (—2)* = 0 (mod n+1) oldugu bulunurkibudat < z ikenn+1 = 2

oldugunu gosterir. Bu durumda (3.0.1) denklemi

(28 =2+ 2"+ 1) =(2"-1)% 2| = (3.3.5)

denklemine doniigiir. (3.3.5) denklemini 3 modunda ele alalm. Eger ¢ ¢ift ise (—1)* +
(—=1)Y = 0 (mod 3) olur. Bu kongriians daha sade bir sekilde —2 = 0 (mod 3) olur ki
bu imkansizdir. ¢ tek oldugunda ise 0 = 1 (mod 3) olur ki bu da imkansizdir. O halde
(i11) durumunun ispati tamamlantr.

(iv) x,y ve z tek durumu

x,y ve z’nin tek oldugunu varsayalim. (3.0.1) denklemi » modunda ele alinirsa,

bulunur. Budan = 1,7 (mod 8) olusunu gerektirir. Eger n = 1 (mod 8) ise, (3.0.1)

denklemi 8 modunda ele alinirsa

3¥=1 (mod 8)

kongriiansi elde edilir. Boylece 2 | y dir. Bu ise celiskidir. n = 7 (mod 8) oldugunda ise

ispat iki durumda incelenir.

a. x > 3 durumu:

n =7 (mod 8) iken (3.0.1) denklemi 8 modunda g6z niine alinirsa

6"+ 1Y =(—1)* (mod 8)
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elde edilir. Buradan 2 | z dir. Bu durum x > 3 iken z’nin tekligi ile gelisir.
O halde (3.0.1) denklemini n = 7 (mod 8), y ve z tek ve x = 1 iken goz Oniine

almaliy1z.

. = 1 durumu:

(3.0.1) denklemi x = 1 iken

n—1+Mn+2)¢=n* (3.3.6)

denklemine doniigiir. z > y > nven =7 (mod 8) oldugunday > 73 ve n > 71

dir. Eger z > 2y ise,

n—1=n"-n+2)!>n*-n+2¥>n*~n+2)=n>-n-2

bulunur. Bu ise imkansizdir. O halde 2y > =z dir.

Q= zlogn — ylog(n + 2)

olsun. (3.3.6)'dan, e —1 = =5 bulunur. n > 71 ve t > 0 iken log(1 + ) < ¢

oldugundan,

1
Q 3,
U< S o o 637

esitsizligi elde edilir. {2’nin tanim1 ve 2y > z oldugu kullanilirsa

2y — 1 S log(n + 2)

y Ty logn
bulunur. Boylece
1
y>—2l > (n—70.99)logn (3.3.8)
log (%)
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dir. (1.10.5) esitliginde
D:L blzy, bQZZ, A1:n+2, AQZTL

alinsin. Bu esitlikler (3.3.7) esitsizliginde kullanildiginda

z Y 1

- < <0.36-107"%
log(n+2) logn  1.04(n+ 2)v—'lognlog(n + 2)

+ % iken

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizlik d' = m Toem

2
d <=L 10361079
logn
esitsizligine doniisiir.
Eger logd’ + 0.38 > 10 ise,
2
log || > —25.2(10g(1—y +£0.36-10713%) 4 0.38)2lognlog(n +2) (3.3.9)
ogn
olur. (3.3.7) esitsizligi kullanilarak
log [©2] < —(y — 1)log(n + 2) — 0.039 (3.3.10)

elde edilir. (3.3.9) ve (3.3.10) esitsizlikleri birlestirildiginde

—0. 1 2 2
y 0.039 + log(n + )+25.2(log(1 y

0.36-107'%%)+0.38)% (3.3.11
logn logn - log(n + 2) ogn+ )+ )" ( )

bulunur. Bu esitsizlik daha sade bir hale getirilirse

Y

og +0.18 - 1071%%) + 1.08)? (3.3.12)

<0.24 + 25.2(@;(%

elde edilir. (3.3.12) esitsizliginden y < 1870 log n bulunur. Bu durumda
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d < 2y/logn + 0.36 - 107135 < 3741 yani logd’ < 8.23 olur. Ancak bu durum

logd' + 0.38 > 10 varsayimu ile celisir.

Simdi log d’ + 0.38 < 10 durumunu goz 6niine alalim. Sonug 1.10.14’ten dolay1

log || > —25.2 - 10° log n log(n + 2) (3.3.13)

dir. (3.3.10) ve (3.3.13) kullanilarak

y—1<252-102logn (3.3.14)

bulunur. (3.3.8) ve (3.3.14) birlestirilerek

1
n < 70.99 + i +25.2-10% < 2591

ogn

elde edilir. Boylece y ve n i¢in
n < 2591, y < 19808 (3.3.15)

tist sinirlar elde edilmis olur. Son olarak PARI-GP programi yardimiyla 71 < n <
2591, 73 < y < 19808, 73 < z < 39616 ve n = 7 (mod 8) kosullar1 altinda
(3.3.6) denkleminin (n, y, z) pozitif tamsay1 ¢6ziimiiniin olmadig1 goriiliir. Boylece

bu durumun ispati tamamlanir.

3.3.2 n>7vez > 2n Durumu.

n > Tvez > 2niken, z > 2n > h(Q(y/—4(n + 2))) elde edilir. Burada da 3.3.1’deki

yontem kullanilarak ispat tamamlanir.
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3.3.3 2 < n < 7Durumu.

2 < n < Tigin, (3.0.1) denklemi sirasiyla n = 3,4, 5, 6 iken,

2P +5Y =37 (3.3.16)
3" +6Y =47 (3.3.17)
4% 470 =57 (3.3.18)
5" + 8¥ = 6° (3.3.19)

denklemlerine doniisir. Ik olarak (3.3.16) denklemini ele alalim. Bu denklemin = > 2
iken tek pozitif tamsay1 ¢oztiimii (z,y, z) = (1,2, 3), (2, 1, 2) dir ki bu ¢dziimler istenilen
coziimdiir (Nagell 1958, Teorem 3). Ardindan (3.3.17) denklemi ele alinirsa bu denklemin
¢cOziimiiniin olmadig: goriiliir. (3.3.18) denklemi ele alindiginda ise bu denklemin pozitif
tamsayilarda ¢oziimii yoktur (Nagell 1958, Teorem 9). Son olarak (3.3.19) denkleminin

de ¢oziimii yoktur.

3.34 7 <n <64 Durumu.

Burada, (3.0.1) denklemi i¢in 7 < n < 64 durumu ele alimir. PARI/GP programi kul-
lanilarak, 7 < n < 64, x > 1 ve z < 2n iken (3.0.1) denkleminin (n, x,y, z) tamsay1

¢cOziimii olmadig1 goriiliir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanr.
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