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OZET

Yiksek LisansTezi
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Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Elif YASAR

Bu calisma temel olarak harmonik bir yonde (reel eksen yoniinde) konveks fonksiyonlarin
konvolisyonlarini incelemektedir ve dort bolumden olusmaktadir.

Birinci bolimde, tezin amaci, kapsami ve mevcut ¢alismalar icindeki yeri belirtilmistir.

Ikinci bolimde, analitik ve harmonik fonksiyonlarla ilgili ¢alismada kullanilacak olan
temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincti bolimde, ele alman konu ile ilgili bazi calismalar incelenmis ve orijinal bir
problemin ¢6zUmU arastirilmistir.

Dordinci boliimde, ¢alismada elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve arastirilacak bir problem
verilmistir.

Anahtar kelimeler: Harmonik fonksiyon, yalinkat fonksiyon, konvoltsyon.
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ABSTRACT
Master’s Thesis
CONVOLUTIONS OF THE CONVEX HARMONIC MAPPINGS
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Supervisor: Asst. Prof. Dr. Elif YASAR

This study investigates basically the convolution of harmonic convex functions in one
direction (direction of the real axis) and consists of four chapters.

In the first chapter, the aim, scope and the placement in the literature are given.

In the second chapter, basic definitions and theorems related to analytic and harmonic
functions which are used in the study are stated.

In the third chapter, some studies are given due to the considered problem and solution of
an original problem is investigated.

In the forth chapter, the obtained results are summarized and a problem is given for further
investigation.

Key Words: Harmonic function, univalent function, convolution.
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1. GIRIS

Dizlemsel harmonik doéniistimler; Branges'in, (1985) 69 yillik problem olan Bieberbach
Tahmini’nin ispatin1 yapmasinin ardindan kompleks analizciler tarafindan galisilmaya
baglamistir. Bu tarihten sonra analitik yalinkat fonksiyon sinifinda galisilmis olan
problemler harmonik dontisimler igin de sorgulanmaya baslamistir. Bu alanda ¢igir

acan makale Clunie ve Sheil-Small (1984) tarafindan yazilmistir.

Clunie ve Sheil-Small’un 1984 yilinda harmonik doniisiimler lizerine yaptig1 ¢alismada
bir ¢ok agik problem mevcuttur. Bu agik problemlerden biri, konveks harmonik bir
fonksiyonun hangi 6zellikteki bir fonksiyonla konvolisyonunun yine konveks harmonik
bir fonksiyon olabilecegidir. Analitik fonksiyonlar teorisinde konveks olan iki
fonksiyonun konvoliisyonlarinin yine konveks bir fonksiyon oldugu biliniyor.
Harmonik doniisiimlerde ise harmonik konveks iki fonksiyonun konvoliisyonu
harmonik konveks degildir. Hatta, konvoliisyon fonksiyonu yalinkat bile degildir. 2001
yilinda Michael Dorff’un bu alanda yaptig1 calisma ilgi cekicidir. Dorff (2001), 6zel
tipte konveks harmonik fonksiyonlar alarak konvolisyon fonksiyonunun ozelliklerini
arastirmistir. Son yillarda hem Dorff hem de diger birgok yazar (Boyd ve ark. 2014,
Wang ve ark. 2016 gibi) bu alanda ¢ok sayida makale yayinlamiglardir. Bu tezde bu
problem ele alinacak, farkli yazarlar tarafindan (Dorff 2001, Dorff ve ark. 2012, Liu ve
Li 2013, Li ve Liu 2016) elde edilmis olan sonuglar incelenecek ve orijinal bir ¢aligma

ile problemin ¢6ziimiine katki saglanacaktir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler
verilecektir. Bolim (Pommerenke 1975, Goodman 1983, Clunie ve Sheil-Small 1984,
Duren 2004, Dorff 2012a,b) kaynaklarindan derlenmistir.

2.1. Analitik Yalinkat Fonksiyonlar

Tamm 2.1.1. Bir DC C bolgesinde (agik ve baglantili kiime) analitik olan f fonksiyonu
icin z;, z, € D olmak Uzere z; # z, iken f(z;) # f(z;) (veya f(z;) = f(z,) iken
7, = z,) ise f fonksiyonuna D bdlgesinde yalmkattir denir. Ornegin, U = {z:|z| < 1}
(agik) birim diskinde f(z) = (1 + z)? fonksiyonu yalmkat iken f(z) = (1+ z)*
fonksiyonu yalinkat degildir.

Bir D bolgesinde tanimli herhangi bir f fonksiyonu bir z, € D noktasinin en az bir
komsulugunda yalinkat ise f fonksiyonuna z, € D noktasinda yerel (lokal) yalinkat
fonksiyon ad1 verilir. Analitik bir f fonksiyonu igin bir z, € D noktasinda yerel (lokal)
yalinkat olmast f'(zy) # 0 kosuluyla saglanir. Bir bolgede yerel yalinkat olan bir
analitik fonksiyon, bolgenin tamaminda yalinkat olmayabilir. Yalinkat analitik

fonksiyonlar tersi de analitik olan fonksiyonlardir.

Birim diskte analitik olan f(z) = z — %zz fonksiyonu ile g(z) = 2z — z? fonksiyonlar
ele alinsin. Boylece, g(z) = 2f(z) oldugundan f(z) ve g(z) birim diski ayn1 bolgeye
resmederler. Dolayisiyla bu tarz tekrarlardan kaginmak i¢in birim diskte analitik ve
yalinkat olan fonksiyonlar ailesi normalize edilir. Bu normalizasyon igin Riemann
DOniisiim Teoreminden faydalanilir. Bir D c C bolgesinde analitik ve yalinkat olan f

fonksiyonu icin, Riemann Doniisiim Teoremi su sekilde ifade edilebilir:



Teorem 2.1.2 Riemann Doniisiim Teoremi. Basit baglantili bir D c C bolgesinde bir
zy noktast ve D bolgesinde tanimli bir f analitik yalinkat fonksiyonu ele alinsin. Bu
takdirde, f(z,) =0 ve f'(zo) > 0 6zelliginde D yi U birim diskine yalinkat olarak

resmeden tek bir f analitik fonksiyonu vardir (Riemann 1851).

Riemann Doniisiim Teoremi geregi basit baglantili bolgelerde tanimlanan doniigtimler

calisilirken birim disk, verilen basit baglantili bolge yerine alinabilir.

Analitik ve yalinkat bir fonksiyon f;: U — C ele alinsin. f; analitik oldugundan orjin
etrafinda f;(z) = ay + a,z + a,z? + -+ seri agilimina sahiptir ve bu seri birim diskte
yakinsaktir. f; fonksiyonundan bir a, sabiti ¢ikarildiginda goriintii bolgesi sadece a

birim 6telendigi i¢in yalinkatlik 6zelligi degismez. Boylece,
fz(Z) = fl(Z) — Qg = a1Z + aZZZ + a3Z3 + .-

fonksiyonu da U da analitik ve yalinkattir. f, yalinkat oldugundan her z € U igin
f>(2) # 0 dir. Buradan, f,(0) = a; oldugundan a; # 0 elde edilir. O halde

1 a, as
2)=—f@z)=z+—z"+—23+ -
f3(2) ale( ) a .

fonksiyonu ele alinsin. f, fonksiyonunu ai ile carpmak gorintl bolgesini dondirmek
1

ve/veya genisletmek (daraltmak)tir. Dolayisiyla f; fonksiyonu halen birim diskte
analitik ve yalinkattir. Bu yapilan adimlar f; fonksiyonunu f;(0) =1 ve £,(0) =0

olacak sekilde normalize eder.



Tanmm 2.1.3. U birim diskinde analitik, normalize edilmis ve yalinkat olan

fonksiyonlarm sinifi S ile gosterilir. Yani,
S={f:U- C|f(0) =0,f'(0) = 1ve f analitik, yalinkat}

dir. Boylece S smifina ait olan f fonksiyonlarf(z) = z + a,z? + --- seklinde bir Taylor

serisi ile ifade edilir.

Tahmin 2.1.4 (Bieberbach Tahmini). S sinifndaki her f fonksiyonu ve her n € N igin
la,| < n dir. Ozel olarak |a,| < 2 dir (Bieberbach 1916).

Bir esitligi gelistirmek (iist sinir1 azaltmak veya alt sinir1 artirmak) miimkiin degilse bu
durumdaki esitsizlige kesin esitsizlik denir. Esitsizligin kesin oldugunu gostermek,
istenen Ozelliklere sahip olan ve esitsizligi esit hale getiren bir fonksiyonu bularak
miimkiin olur. Bu sekilde elde edilen fonksiyonlara ekstremal fonksiyon denir.

Bieberbach tahminini saglayan ekstremal fonksiyon

(0]

V4
k(Z)=m= ZTLZ

n=1

ile verilen Koebe fonksiyonudur. Bieberbach tahminini 1985 yilinda Branges

ispatlamistir.

Koebe fonksiyonunun ekstremal oldugu baska bir durum da s6z konusudur. Bir f € §

fonksiyonu icin f(U) tum kompleks diizlem olamaz. Yani f(U) da bulunmayan bir a €



C noktast mutlaka vardir. Bu durum a € f(U) i¢in |a| nin ne kadar kiigiik olabilecegi
sorusunu akla getirir. Ornegin f(z) = z iken |a| = 1 dir. f(2) = é (sag yar1 diizlem
dontistimi) iken |a| = 1/2 dir. Bu sorunun tim f € f(S) icin |a| = 1/4 oldugu
gosterilmistir. Bu sonug Koebe 1/4 Teoremi olarak bilinir. Koebe fonksiyonu bu durum

icin de ekstremaldir. Cinki Koebe fonksiyonu icgin |a| = 1/4 diir. Bu ve baska

sebeplerden dolayi analitik ve yalinkat fonksiyonlarda Koebe fonksiyonu ¢ok dnemlidir.

Teorem 2.1.5 (Koebe Dortte Bir Teoremi). f € S ve f fonksiyonu y degerini almasin.
Yani f(z) = y denkleminin U da ¢6ziimii bulunmasin. Bu takdirde |y| = i diir. Esitlik,

Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari tarafindan saglanir (Koebe 1907).

Tamim 2.1.6. Bir D bolgesi ve bir wy € D noktasi verilsin. Eger w, noktasini diger her
bir w € D noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen D iginde kaliyorsa, D bolgesine
w, noktasina gore yildizildir, denir. Ozel olarak, wy, = 0 alindiginda, D bdlgesine
yildizildir, denir. Eger f(U) yildizil bir bolge ise U da analitik ve yalinkat
f fonksiyonuna yildizildir denir. S sinifindaki yildizil fonksiyonlarin kiimesi S™* ile

gosterilir. Koebe fonksiyonu w, > —1/4 olmak lzere w, noktasina gore yildizildir.

Tamm 2.1.7. Diizlemde bir D boélgesi verilsin. Herhangi farkli z, w € D noktalar1 ve
0<t<1igintz+ (1—t)w dogru pargasi D de kaliyorsa D ye konveks bdlge denir.
Eger f(U) konveks bir bolge ise U da analitik ve yalinkat f fonksiyonuna konvekstir

denir. S simifindaki konveks fonksiyonlarin kiimesi K ile gosterilir.

Tamim 2.1.8. Bir D bdlgesinin timleyeni kesismeyen yar1 dogrularin (bir yar1 dogrunun
baslangi¢ noktas1 diger yar1 dogrulardan birinin {izerinde olabilir) birlesimi seklinde
yazilabiliyorsa D ye konvekse yakin bolge denir ve S sinifindaki konvekse yakin

fonksiyonlari kiimesi C ile gosterilir.



Tamim 2.1.9. Bir Q bélgesi ve her a € C icin Q N {a + te':t € R} kiimesi baglantili
veya bos ise Q bolgesine e!? yoniinde konvekstir denir. Eger f(U) e yoniinde
konveks bir bélge ise U da analitik ve yalinkat f fonksiyonuna e yéniinde konvekstir

denir.

Ozel olarak reel eksene paralel her dogrunun Q bélgesiyle kesisimi baglantili ise Q

bolgesine reel eksen yoniinde (yatay yonde) konveks bolge denir.

G ()
<

p) \
\ !
_ NS
Sekil 2.1. a) Reel eksen yonunde b) Reel eksen yoniinde
konveks bolge konveks olmayan bolge

2.2. Harmonik Yalinkat Fonksiyonlar

Tamm 2.2.1. D bir bolge ve u: D —R, D de ikinci mertebeden stirekli kismi tiirevlere
2 2
sahip bir fonksiyon olsun. Her z € D icin Au = 3712‘4—2—; =0 ise, u ya D de reel

harmoniktir denir. Strekli bir f = u + iv fonksiyonu, u ve v D de reel harmonik

oldugunda, D de kompleks degerli harmonik fonksiyon adini alir.

Harmonik fonksiyonlar analitik olmak zorunda olmadigindan analitik fonksiyonlar i¢in
saglanan bir takim o6zellikler harmonik fonksiyonlar i¢in saglanmayabilir. Ornegin
analitik fonksiyonlar bileske iglemi altinda korunmasina ragmen harmonik fonksiyonlar

korunmaz. Yani, f harmonik g analitik fonksiyon olmak (zere f o g harmonik



olmasina ragmen, gof fonksiyonunun harmonik olmasi gerekmez. Analitik
fonksiyonlarin smifi bir cebir olusturmasina ragmen, harmonik fonksiyonlarin sinifi
olusturmaz. Ayrica bir harmonik yalinkat fonksiyonun tersi de harmonik olmak zorunda

degildir.

Diger taraftan, harmonik fonksiyonlar analitik fonksiyonlardan daha genel oldugundan
analitik fonksiyonlarin bilinen teoremlerinin harmonik fonksiyonlar igin uyarlamalar
mevcuttur. Bunlar Ortalama Deger Teoremi, Maksimum Modiil Teoremi, Liouville
Teoremi, Arglment Prensibi vb. dir. Bir f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y) fonksiyonunun
analitik oldugunu diistinmenin bir yolu Z = x — iy terimlerinden ziyade z = x + iy
terimlerinden olustugunu diisiinmektir. Dolayisiyla f(z) = z2analitik iken f(z) = z.zZ
analitik degildir. Bu iddiay1 arastirmak i¢in { :== z = x + iy ve §:= Z = x — iy olsun.

Buradan x = %({ +% ve y= Zii({ — %) bulunur. f(x(¢,%),y((,%)) fonksiyonuna

zincir kurali uygulanirsa ayrica { = z ve % = Z oldugundan

af_1(au+av)+i(av 6u>_1( ] )
dz 2\ox ady/ 2\ox dy _fo Uy

6f_1<6u av)+i(6v+6u>_1( ny )
0z 2\x oy T2\ax tay) T2t

dir.

Teorem 2.2.2. Bir D basit baglantili bdlgesinde harmonik f = u + iv fonksiyonu

h ve g analitik olmak lzere f = h + g ile yazilabilir.



Ispat. u ve v basit baglantili bir bolgede reel harmonik ise u = ReK ve v = ImL olacak
sekilde K ve L analitik fonksiyonlart mevcuttur. (Bir analitik fonksiyonun reel ve sanal

kisimlar1 harmoniktir.) Boylece

f=u+iv=ReK +ilmL

dir.0

Bir f(2) = h(z) + g(z) harmonik fonksiyonu f(z) = Re{h(z) + g(2)} + ilm{h(z) —
g(2)} formunda da yazilabilir. Ornegin; f(z) = z + %z‘z fonksiyonu D de harmoniktir.

Bu fonksiyon

f(2) = Re{z +%Zz} + iIm{z —%zz}

olarak da yazilabilir. f = h + g fonksiyonu h ve g analitik oldugundan

(o) (°9)

f(z) = Zanzn+2bnz_n

n=0 n=0



seri ac¢ilimina sahiptir. Analitik, yalinkat fonksiyonlarin normalizasyonlar1 gibi

harmonik yalinkat fonksiyonlar da normalize edilebilir.

Tamim 2.2.3. Birim diskte, harmonik, yalinkat, kompleks degerli ve normalize edilmis

fonksiyonlarin sinifi Sy olsun. Yani,
Sy = {f:U - C| £(0) = £,(0) — 1 = 0, f harmonik ve yalinkat}

dir. Boylece, Sy smifindaki bir f fonksiyonu

h(z) = Z+2anzn,g(z) _ Ebnz”
n=2 n=1

fonksiyonlart U da analitik olmak Uzere f = h+ g seklinde gosterilir. Diger bir
harmonik yalinkat fonksiyon smifi ise S = {f € Sy|fz(0) = b; = 0} tanimlanan S;)

sinifidir. Béylece S © S < Sy oldugu goriiliir.

Ornek 2.2.4. (Harmonik sag yari diizlem déniisiimii) Birim diski {weC|Re{w} > _71}

bolgesine resmeden harmonik sag yar1 diizlem doniisiimi

1 1_
Z__ZZ 2

_ -z
) =)+ 90D = 720~ 5y




veya

f(z) =Re(h(2) + g(2)) + ilm(h(z) — g(2)) = Re (1 i z) + iIm((l_Z—Z)Z)

seklinde ifade edilir.

Yalinkat fonksiyonlarin sonuglarimi elde etmek kolay degildir. Dolayisiyla bazen
(global) yalinkatlik yerine lokal yalinkatlik kullanilir. Lokal yalinkat fonksiyonlar lokal
olarak birebir olan fonksiyonlardir. Bu su anlama gelir; U da z, merkezli bir diskteki
her z igin fonksiyonun birebir oldugu komsulugun bulunmasidir. Lokal yalinkat bir

fonksiyon birim diskte yalinkat olmayabilir.

Tamm 2.2.5. Bir D bolgesinde f = h + g fonksiyonunun D de Jakobiyeni j; # 0 ise
f =h+ g fonksiyonuna D de lokal yalinkattir denir. Bir f = u + iv fonksiyonunun
Jakobiyeni

Uy Uy
Jr = |vx vy| = Uxly = Uylx

B (Reh), + (Reg), (Reh), + (Reg),
B (Imh)x - (Img)x (Imh)y - (Img)y

= [((Reh), + (Reg),)((Imh), — (Img), )]
— [((mh), — (img),) ((Reh),, + (Reg), )]
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dir. Bir F analitik fonksiyonu, Cauchy-Riemann denklemini sagladigindan
(ReF), = —=(ImF), ve (ImF), = (ReF), dir. Boylece f=h+g harmonik

fonksiyonu icin h ve g analitik oldugundan

Jr = [((Reh), + (Reg),)((Imh),, — (Img), )]
— [((mh), — (Img),) ((Reh),, + (Reg),)]
= (Reh)Z — (Reg)2 + (Imh)2 — (Img)z = |K'|* — |g'|?

olur. O halde f harmonik fonksiyonunun lokal yalinkat olmast igin |h'|2 —lg|* =0

olmalidir. Bir fonksiyonun lokal yalinkatlik disinda yon koruyanlik ozelligi de
onemlidir. D\{0} da tanimh f;(z) = i ve f,(z) = Z fonksiyonlar1 ele alinsin. Her iki

fonksiyon da birim ¢cemberi kendi izerine resmeder. Ayrica, her iki fonksiyon da A = 1,

B=e¢+ ve C =i noktalarmi A =1, B =e+ ve C = —i noktalarma resmeder.
Bolgede birim ¢cember (izerinde saat yoniiniin tersinde hareket edildiginde (A dan B ye,
B den C ye) sol taraftaki bolge U olur. Bu bolgeye sol tarafli bolge (LHS) ve izlenen
yolun saginda kalan bolgeye de sag tarafli bolge (RHS) denir. Boylece, C—U sag tarafli
bolge olur. Tanim kiimesi birim ¢emberi saat yoniiniin tersinde dolasirken her iki
fonksiyonun goriintii egrisi de birim ¢emberi saat yoniinde dolagacaktir. Dolayisiyla

goruntii egrisinde U sag tarafli bolge iken C — U sol tarafli bolge olacaktir. Ornegin f;
fonksiyonu % € U noktasin1 2 € C — U noktasia resmeder. Dolayisiyla f; fonksiyonu

sol tarafli bolgeyi sol tarafli bolgeye resmetmistir. Bu sekilde sol tarafli bolgeyi sol

tarafli bolgeye resmeden fonksiyonlara yon koruyan denir. Diger taraftan f, fonksiyonu
%E U noktasini %E U noktasina resmettiginden f, fonksiyonu sol tarafli bolgeyi sag

tarafli bolgeye resmetmistir. Bu sekilde sol tarafli bolgeyi sag tarafli bolgeye resmeden

fonksiyona yonu ters geviren denir.
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Sekil 2.2. Sag tarafli ve sol tarafli bolge

Butun analitik fonksiyonlar yon koruyan iken kompleks degerli harmonik

fonksiyonlarm bir kismi yon koruyan, bir kism1 yoni ters ¢evirendir.

Tanim 2.2.6. Bir f = h + g fonksiyonunun genislemesi (genlesmesi-dilatasyonu) w(z)

ile gosterilir ve w(z) = g'(z)/h'(2) ile tanimlanur.

Teorem 2.2.7 (Lewy 1936). Bir f = h+ g fonksiyonunun lokal yalinkat ve yon

koruyan olmasi i¢in gerek ve yeter sart her z € U icin |w(z)| < 1 olmasidir.

Sonug 2.2.8. Bir f = h + g harmonik-yon koruyan fonksiyonu w = ‘Z—: genislemesi ile

verilsin. Birim gemberde bulunan bir y yayindaki her z noktasinin f altindaki goriintiisii

bir konkav yaydir veya bir kritik noktadir.

Tamm 2.2.9. Bir f € S, (veya SP) fonksiyonunun U birim diskini resmettigi bolge
yildizil ise f fonksiyonuna harmonik yildizil fonksiyon denir. Harmonik yildizil
fonksiyonlarin sinifi S;; (veya S;}'O) ile gosterilir. Bir f € Sy (veya S) fonksiyonunun

U birim diskini resmettigi bolge konveks ise f fonksiyonuna harmonik konveks
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fonksiyon denir. Harmonik konveks fonksiyonlarmn sinifi K (veya Kj7) ile gosterilir.
Bir f € Sy (veya SJ}) fonksiyonunun U birim diskini resmettigi bolge konvekse yakin
ise f fonksiyonuna konvekse yakin harmonik fonksiyon denir. Konvekse yakin
harmonik fonksiyonlarin smifi Cy (veya CP) ile gosterilir. Benzer sekilde, bir f € Sy
(veya S3) fonksiyonunun U birim diskini resmettigi bolge reel eksen yéniinde
konveks ise f fonksiyonuna reel eksen yoniinde konveks harmonik fonksiyon
denir ve bu simif konvekse yakin harmonik fonksiyon sinifi olan Cy nin alt

kiimesidir.

2.3. Kesme Yontemi

Analitik olmayan yalinkat harmonik dontisiim Orneklerini bulmak kolay degildir.
Yalinkat harmonik doéniistimlerin orneklerini elde etmek {izere, Clunie ve Sheil-Small
tarafindan verilen ¢ok kullanish bir yontem vardir. Bu yontem "kesme yontemi" olarak
bilinir. Temel olarak verilen bir F analitik fonksiyonu ve w genislemesine dayanir. F

yerine F = h — g ve w yerinew = ‘Z—: alinarak f = h + g yalinkat harmonik fonksiyonu

bulunur.

Teorem 2.3.2. (Kesme Yontemi) Bir f = h+ g harmonik fonksiyonu U da lokal
yalinkat olsun (Vz € U icin |[w(z)| < 1 dir). Bu takdirde F = h — g analitik yalinkat
fonksiyonunun U yu yatay yonde konveks bir bolge iizerine doniistiirmesi igin gerek ve
yeter sart f = h + g harmonik yalinkat fonksiyonunun U yu yatay yonde konveks bolge

uzerine resmetmesidir. (Clunie ve Sheil-Small 1984)

Teoremin ispatina gegmeden Once, ispat i¢in gerekli bir lemma ifade edilmeli ve
ispatlanmalidir. Ispata daha sonra yer verilecektir. Oncelikle, kesme yontemiyle elde

edilen bir harmonik doniisiim 6rnegi verilecektir.
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Ornek 2.3.3. (Harmonik Polinom Déniisiimii) Bir F(z) = h(z) — g(z) = z —%Zz
analitik yalinkat fonksiyonu ele alinsin. F fonksiyonu birim c¢emberi yatay yonde

konveks olan bir koseli egrisel cokgene (episikloit) resmeder. Bir

W(z)=%=z

(standart donilistimii) ele alinsin. Buradan

W@)-g'(@)=1-z

oldugundan

h'(z)—zh'(z) =1—12z

KWz (1—-2z)=1-2z

h'(z) =1lise h(z) =z dirve g'(z) =z ise g(z) = ? bulunur. h ve g normalizasyonu

saglar. Yani, h(0) = 0 ve g(0) = 0 dir. Boylece, f(z) = h(z) + g(z) =z + %Z_z € S)
harmonik fonksiyonu elde edilir. Birim diskin bu fonksiyon altindaki goriintiisii Sekil

2.3 de verilmistir.
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Sekil 2.3. U nun harmonik polinom doniisiimii altindaki goriintiisii

Uyan 2.3.4. Kesme yontemi yatay yonde konveks olan F = h — g analitik yalinkat

fonksiyonu ile w(z) = i,—gi genislemesine dayanir. F analitik yalinkat fonksiyonuna

karsilik gelen harmonik kesme (fonksiyon) f=h+g=h—-g+g+g=h—g+
2Re{g} dir. Dolayisiyla bu harmonik kesme (fonksiyon), analitik fonksiyona bir reel
fonksiyonun eklenmesidir. Geometrik olarak bir yatay yonde konveks analitik yalinkat
F fonksiyonunun gorintl bolgesi ince yatay seritlerle kesilip Otelenerek ve/veya
Olceklenerek birim diskin harmonik kesme (fonksiyon) altindaki goriintiisii elde edilir.

Bu yiizden bu yontemin adi kesme yontemidir. Ayrica

f=h+g
=h+g—-g+g
=h+g-(9-9)

= h + g — 2ilm{g}
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olarak yazilabileceginden F = h + g analitik fonksiyonu ile w genislemesi ele alinarak

f = h + g harmonik fonksiyonu da elde edilebilir.

Lemma 2.3.5. Yatay yonde konveks bir bélge O c C ve Q da reel degerli siirekli bir
fonksiyon p olsun. Bu takdirde ¥(w) = w + p(w) dontisiimiiniin  da yalinkat olmasi
icin gerek ve yeter sart W nin lokal yalinkat olmasidir. Eger W birebir ise gortnttsi de

yatay yonde konveks bir bolgedir.

Ispat. Lemma’nin gerek sartmin ispat1 asikardir. O halde yeter sartm ispatinin yapilmasi
yeterlidir. ¥(w) = w + p(w) doniisiimiiniin yalinkat olmadigi kabul edilsin. Bdylece
w; = Uy +ivy, wy = u, +iv, € Q ayrik noktalan i¢in W(w,) = W(w,) dir. p reel

degerli oldugundan

Im(lll(wl)) = Im(wl + p(Wl)) =Im(w,) = v,

yazilabilir. Benzer sekilde Im(‘}’(wz)) = v, dir. Hipotez geregi, ¥(w;) = ¥(w,)
oldugundan v, = v,’dir. Bir k € R icin k = v, = v, olsun. Bir ®:0c R - R,

®(u) = u+ p(u + ik) doniisimii ele alinsin. W nin birebir olmadig: varsayimi geregi

®(uy) = uy + p(uy +ik) = Re{¥(wy)} = Re{W(w,)} = u; + p(uy +ik) = ®(uy)

yazilabilir. Boylece & kesin monoton olmayan bir fonksiyondur. @ nin
monotonlugunun degistigi noktaya u, denilsin. @, O y1 R ye resmettiginden ® u, 1n
komsulugunda lokal yalinkat olamaz. Dolayisiyla @ lokal yalinkat degildir. Buradan da

W lokal yalinkat degildir. o
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Ispat (Teorem 2.3.2 -Clunie ve Sheil-Small Kesme Yo6ntemi- nin Ispati). (<): Bir
f = h + g fonksiyonu yalinkat ve f(U) = 2 yatay yonde konveks olsun. f fonksiyonu,
f=h—g+g+g=h—g+ 2Re{g} seklinde yazilabilir. O halde 2 da tanimlanan

(h—g)of ~*(w) = (f — 2RefgHof ' (w)
=w —2Re{g(f1(w))}

=w +p(w)

fonksiyonu elde edilir. Burada p reel degerli ve siirekli bir fonksiyondur. f lokal

yalinkat oldugundan her z € U igin

lg'l <|h'| & g'(2) # h'(2)

dir. Boylece h — g, U da lokal yalinkattir. O halde w - w + p(w) fonksiyonu lokal
yalinkat fonksiyonlarin bileskesi oldugundan () da lokal yalinkattir. Lemma 2.3.5 geregi

w = w + p(w) yalinkattir ve yatay yonde konvekstir. O halde

(h=9)(2) = [w+pW)]e°f(2)

fonksiyonu yalinkat fonksiyonlarin bileskesi oldugu igin yalinkattir ve yatay yonde

konvekstir.
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Sekil 2.4. Teorem 2.3.2°nin yeter sartinin ispati

(=):F = h — g fonksiyonunun U da yalinkat oldugu ve Q = F(U) nun yatay yonde
konveks oldugu varsayilsin. Buradan f = F + 2Re{g} ve

f(Ft(w)) = w + 2Re{g(F~1(w))}

=w+q(w)

Sekil 2.5. Teorem 2.3.2 nin gerek sartinin ispati
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yazilabilir. f o F~1 fonksiyonu Q da lokal yalinkattir (Q da lokal yalinkat fonksiyonlarin
bileskesi oldugundan). Lemma 2.3.5 geregi f o F~1 fonksiyonu Q da yalmkattir ve

yatay yonde konvekstir. o

Ornek 2.3.6. (Harmonik Koebe Déniisiimii) Koebe fonksiyonu S ailesinde 6nemli
oldugundan Koebe fonksiyonunu standart genisleme olan w(z) =z ile keserek

harmonik Koebe doéniisiimii elde edilir. O halde

h(z) — g(2) = ﬁ ve w(z) = Z:gi =
oldugundan
R -0 =g
yazilir. Buradan,
h(z) = == ve h(z) = il
(1-2)* (1-2)3

_N2
L2 ikanildy) elde edilir,

(h(0) = 0 normalizasyonunun saglanmasi i¢in h(z) den

Diger taraftan, g(z) = h(z) — (1# oldugundan

_Z)Z
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1 1
=z 4-73

9@ =" g%

bulunur. O halde

f@ =h(2)+ g

= Re(h+ g) + ilm(h — g)

Z+§Z3 VA 0
—Re| —2— | +ilm(———)€es
“Na=2° +lm<(1—z)2> H

elde edilir. Birim diskin f altindaki goriintiisinii aragtirmak icin, analitik Koebe

fonksiyonunun birim diski resmettigi bolge arastirilirken kullanilan yontem ele

almacaktir. Soyle ki, w = g =u+iv dontigiimii birim diski
f(w=u+iveC|Rew =u > 0,—0 < v < o} sag yari diizleme resmeder. Buradan

z = Z—I_i alinir, h(z) ve g(z) de yerine yazilirsa

h(w—l)_l[z 3 42 5]
“sl3W W T3

bulunur. Bir f fonksiyonu f = Re(h + g) + ilm(h — g) seklinde yazilabildiginden

f (W—_l) = %Re{wg’ -1} +%ilm{w2 -1}
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elde edilir. Bu ifadede w = u + iv yazilir ve reel ve imajiner kisimlara ayrilirsa

1(3 3uv? 1)+'1
6u uv Lzuv

bulunur. u > 0 oldugundan uv = 0 alinirsa v = 0 olacagindan imajiner kisim sifir olur
ve reel kisim %1 ile co arasinda degerler alir. Boylece uv = 0 igin f(U) reel eksende %1
dan oo a kadar olan 1sindir. Diger taraftan uv = ¢ # 0 alinirsa imajiner kisim bir sabittir
ve reel kisim —oo dan oo a degisen ”?3 - % olur. Bdylece herhangi ¢ # 0 igin f(U), ic
noktasindan gegen reel eksene paralel dogrudur. Dolayisiyla f(U) tim kompleks
duzlemden negatif reel eksen Uzerindeki _?1 dan —oo a olan 1s1n1n atilmasi ile elde edilen

bolgedir.

Sekil 2.6. U nun harmonik Koebe doniisiimii altindaki goriintiisii
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2.4. Konvollsyon

Tanmim 2.4.1 (Analitik Konvolisyon). Verilen  f(z) =Y, _,a,z" ve F(z) =

Yim—o Apz™ analitik fonksiyonlarinin konvollsyonu (Hadamard garpimi)

o)

f@*F@) =) apdyz"

n=0

olarak tanimlanir.

Ornek 2.4.2. Sag yar1 diizlem déniisiimii olan f(z) = é = Yo, z" fonksiyonu ve

F(z) = ﬁ = Y.o—, nz™ Koebe fonksiyonu ele alinsin. Boylece

Z Z
F@F@) =1 =

©o co

n=1 n=1
=(@z+z2+23+ - )(z+222+323+ )

=(z+22z2+323+-)

_ z
C(1-2)?

bulunur.
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Analitik fonksiyonlarin konvoliisyonunda,

a) f(z) = 1ZTZ sag yar1 diizlem doniisiimii konvollisyonun birimi olarak davranir. Yani

bir F analitik fonksiyonu igin

1_Z*F(Z)=F(Z)

dir.

z

b) f(2) = TRy Koebe fonksiyonu tiirev operatorii olarak davranir. Yani bir F(2)

analitik fonksiyonu igin

ﬁ* F(z) = zF'(2)

dir.

c¢) Konvolusyon degisme 6zelligine sahiptir. Yani f; ve f, analitik fonksiyonu igin f; *

fo = fox frdir.
d) f; ve f; analitik fonksiyonlart igin z(f; (2) * f, (Z)), = zf,'(2) * f>(z) dir.

Ispat. f,(2) = X%, Apz™ ve f5(2) = X%, B,z™ analitik fonksiyonlari ele alinsin.
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fl(Z) = A12 + A222 +A3Z3 + .-

ve

f2(2) = Byz + Byz* + B3z® + -

olarak alinirsa,

(fl *fZ)(Z) = AlBlz +A2B222 + A3B3Z3 + .-

ve bdylece

(fi * f2)'(2) = ABy + 24,B,z + 3A3B32% + -

bulunur. Ayrica, zf;' * f, = A;B1z + 24,B,2z% + 3A3B532% + -+ oldugundan,

z(fi*f2)' = Zfll * fo

yazilir. O

Diger yandan, f;, f, € Siken f; = f, S ye ait olmayabilir. Ornegin;
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(1—22)2 (1_2)2 ann*zn2n=2nzznes

n=1 n=1 n=1
dir.

Tamm 2.4.4 (Harmonik konvolisyon). Verilen

f(2) =h(2) +g(2) = i i b,z"

ve
F(z)=H(@Z) +G(2) =z + ZAnZ” +ZB_nz‘"
n=2

harmonik yalinkat fonksiyonlar1 i¢in harmonik konvoliisyon

8

f(z2)*F(z) =h(z)xH(z)+g(z)xG(z) =z + Z a,A,z"
n=2

ile tanimlanir.
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3. HARMONIK KONVEKS FONKSiYONLARIN KONVOLUSYONU

Herhangi iki konveks fonksiyonun konvolusyonu yine konvekstir. Harmonik
fonksiyonlarda ise durum farklidir. Bir harmonik sag yar1 diizlem doniigiimii ile bir f €
K? harmonik konveks doniisiimiintin konvolisyonu, f fonksiyonunun konvekslik veya
yalinkatlik gibi 6zelliklerini korumayabilir. Bu sekilde ¢ok sayida sag yari diizlem
doniisimii mevcuttur. Boylece, Clunie ve Sheil-Small’un (1984) ortaya koydugu

asagidaki acik problem olusur:

Acik Problem. Verilen bir f € Ky harmonik fonksiyonu icin hangi 6zellikteki F

harmonik fonksiyonlan f * F € Ky 6zelligini saglar?

Bu problemin ¢oziimii birgok yazar tarafindan arastirilmistir. Bu bdliimde harmonik
fonksiyonlarin konvoliisyonu iizerine yapilan bazi temel ¢alismalar (Dorff 2001 ve
2012a, Liu ve Li 2013, Li ve Liu 2016) incelenecektir. Ayrica, harmonik
fonksiyonlarm bir alt smnifi ile genellestirilmis bir harmonik fonksiyon ailesinin
konvoliisyonunun hangi sartlar altinda yalinkat oldugu ve yatay yonde konveks oldugu

arastirilacaktir.

Oncelikle, sik¢a kullanilacak tanim ve teoremler verilecektir.

3.1. Konvoliisyon Cahsmalari icin On Bilgiler

Teorem 3.1.1 (Ruscheweyh ve Sheil-Small 1973). f, f; € Kolsun. Bu takdirde f *
fi € K dir. Ayrica f, ve f; € S fonksiyonlar sirastyla birim diski konvekse yakin ve
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yildizil bir bolgeye resmetsin. Bu takdirde, f * f, ve f x f3 S ye aittir ve sirastyla

konvekse yakin ve yildizil bolge dontisiimleridir.

Teorem 3.1.2 (Ruscheweyh ve Sheil-Small 1973). ¢, G U da analitik iki fonksiyon ve
@(0) = G(0) = 0 olsun. Eger ¢ konveks ve G yildizil ise U da analitik ve ReF(z) > 0

(p*FG)(2)

ozelligindeki her F fonksiyonu igin Re )

>0 (vz € U) dir.

Teorem 3.1.3 (Clunie ve Sheil-Small 1984). f € Ky ve ¢ €S igin f * (ap + @) €

Sy (lal < 1) doniistimii U yu bir yonde konveks bolge tUzerine resmeder.

Teorem 3.1.4 (Ruscheweyh ve Salinas 1989). g birim diskte analitik bir fonksiyon
olsun. Bu takdirde, her f € K icin

f*g=Re{f}+g+Im{f}+g €Ky

dir ancak ve ancak her bir y € R igin g + iyzg' imajiner eksen yoniinde konvekstir.

Teorem 3.1.5 (Goodloe 2002). f;,, fn € Ky kanonik harmonik fonksiyonlar1 birim diski
sirastyla m-gen ve n-gen cokgenlere resmetsinler. Bu takdirde f,,, * f,, € Ky dir ve birim

diski p = ekok(m,n) olmak Uzere p-gen bolgeye resmeder.

Teorem 3.1.6 (Pommerenke 1963). U da analitik bir f fonksiyonu f(0) =0 ve
f'(0) # 0 ile verilsin. Ayrica 8 € R olmak Uzere
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z
(1+ ze®)(1 + ze~19)

@(z) =

zf'(z)
o (2)

olsun. Bu takdirde her z € U igin Re{ 1> 0 ise f reel eksen yonutnde konvekstir.

fleriki boliimlerde sik¢a kullanilacak olan polinomlarin birim ¢emberin igindeki sifir

yerlerine dair ¢ozimd ile ilgili Cohn kurali su sekildedir:

Teorem 3.1.7 (Cohn Kurali). n. dereceden f(z) =ay, + a;z+ -+ a,z™ polinomu
verilsin ve f*(z) = z”f(é) =a,+a,_1z+ -+ agz™ olsun. f polinomunun birim

cemberin icinde p tane birim ¢emberin lzerinde stane kokii (sifir yeri) olsun. Bu

takdirde |a,| < |a,| iken (n — 1). dereceden

anf(2) —aof"(2)

V4

f1(z) =

polinomunun birim ¢emberin icerisinde p; = p — 1 ve birim cember (zerinde s; = s
tane kokii vardir (Cohn 1922).

Tamm 3.1.8. U birim diskini R = {w: Re(w) > —%} sag yar1 diizlemine resmeden f =

h+ g € S} fonksiyonlar1 i¢in

R +9(2) = = (3.)

1

28



dir.

a—T

< Re(w) < — }

Ayrica, ~ < a <m olmak Uzere U birim diskini Q, = {a): Py

2sina

dikey serit bolgesine resmeden f = h + g € Sp fonksiyonlari igin,

h(z) + g(2) = : log( 1+Zeia) (3.2)

2isina 1+ze~ia

formundadir. (3.2) sartin1 saglayan f = h + g € S fonksiyonu, birim diski Q, dikey
serit bolgesine veya (), nin li¢ siir noktasinin konveks zarfina resmeder. Baska bir
deyisle, U birim diskinin goriintiisli bir dikey serit, yar1 serit, bir yamuk veya {iggen

olabilir.

Yar1 diizlemler ve serit bolge doniisiimlerin ayrintili tanimlar1 (Muhanna ve Schober

1987, Dorff 1999, Hengartner ve Schober 1987) kaynaklarinda bulunabilir.

Ornek 3.1.9 (Harmonik standart sag yari diizlem déniisiimii).

Analitik sag yar1 diizlem donlisimii olan IZTZ U birim diskini konveks bir bolgeye

resmeder. Harmonik sag yari diizlem doniisiimiini elde etmek i¢in, hy(z) + go(2) =

—~_ ve wy(z) = —z olarak secilip Clunie ve Sheil-Small’un (1984) kesme yontemi

1-z

uygulanirsa,

ho(2) + go(2) = m
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yazilir. Buradan,

ve

bulunur. O halde

ho(2) = a—o°

1.2 1.2
= =z
2

(1-2)?

Z—

Z
ho(z) = ﬁ’ go(z) = —

fo(2) = ho(2) + go(2)

= Re(ho + go) + lIm(hO - ,g())

:Re(liz)+ilm(ﬁ>652

standart sag yar1 diizlem dontigiimii bulunur.

Tamim 3.1.10 (Schur-Cohn Algoritmasi). f(z), n. dereceden polinomu

f(z)=ay+a1z+ -+ ayz"
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olarak verilsin. Ayrica,

B, A,

i Ve X

(vr=1.2,..,n)

olsun. Burada A* = (A )T seklinde tanimlanir ve 4, ile B,

seklindeki iicgen matrislerdir. f nin tiim sifirlarinin birim diskin i¢inde kalmasi icin
gerek ve yeter sart My, My, .-+, M,, determinantlarinin hepsinin sifir olmasidir (Rahman,
Schmeisser 2002).

3.2. Diizlemsel Harmonik Konveks Doniisiimlerin Konvoliisyonu

Bu boéliimde Dorffun 2001 yilinda yaptigi ¢alisma ayrintili olarak verilecektir.

_12
Ornek 3.2.1. Bir f, = hy + go € K, fonksiyonu hy(z) = (21_2:)2 =z+ Z;’f’zzHTnz" ve

1.2

9o(2) = (132)2 = Z,‘fzzl_Tnz” olmak Uzere (3.1) de verilen sag yar1 diizlem doniistimii

ele alinsin. Ayrica, (Duren 1992) de tanimlandig1 gibi, U yu 6-gen bolgeye resmeden
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h(2) =z + B —— 2" ve g1(2) = Ty —— 25" ozelligindeki f; = hy +

g1 € K7 fonksiyonu ele almsin. Bu takdirde, f, * f; € K2 dir. Ciinkii her z € U igin

(90 (2) * g1 (Z))I
(ho(2) * by (2))’

z*(2 + z%)
(1+ 2z°%)

olur.

Siradaki teoremde harmonik bir sag yari diizlem doniisiimii ile diger bir harmonik sag
yart diizlem doniisiimiiniin konvoliisyonu yon koruyan oldugunda, konvoliisyon

fonksiyonunun reel eksen yonutnde konveks oldugu gorulecektir.

Teorem 3.2.2. Yukarida verilen (3.1) sartin1 saglayan iki sag yar1 diizlem doniistimii
fi =h,+97 ve f, = hy, + g5 € K} olsun. Bu takdirde f; * f, lokal yalinkat ve yon

koruyan ise f; * f, € CJ dir ve reel eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. Herhangi birf = h + g € K} sag yan diizlem doniisiimii icin h(z) + g(z) = 1ZTZ

ve bir F analitik fonksiyonu igin F(2) * —— = F(z) oldugundan

hy—g,=(hy+91)x(h, —g2) =hy*h, —hy xg, +hy* g, — g1 * g

ve
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hy —g1=(hy—g1)*(hy +g) =hyxhy +hy x g, —hy g1 — g1 * 9>

yazilabilir. Boylece

hy*hy — g1 % g, = %[Uh — g1) + (hy — g2)] (3.3)

dir. O halde (hy —g;) + (hy, —g,) nin reel eksen yoniinde konveks oldugu
gosterildiginde hy * h, — g; * g, nin de reel eksen yoniinde konveks oldugu gosterilmis

olur. Dolayisiyla da Teorem 2.3.2 geregi f; * f, reel eksen yoninde konvekstir.
Eger f = h+ g € K} sag yan diizlem doniisiimiiniin genislemesi w = g'/h’ ise,

h(z)—g'
W(z)=g'(2) = (K(2)+g' () <M>

h'(z) + 9'(2)

, , 1-w(z)
= (W2 +9'(2) <Tw(z)>
__r®

T (1-2)2

dir. Burada, her z € U icin Re{p(z)} > 0 dir. Diger taraftan,

§0(2)=m€5*
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alinirsa

R {z[hl’(z) — 91/ (@) +h,'(2) - gz’(z)]}
e
@ (2)

a5 [P1(@) + p2(2)]
= Re —

(1-2)?

= Re{p1(2) + p.(2)} > 0

dir. Dolayisiyla Teorem 3.1.6 (6 = m alindi) ve (3.3) denklemi geregi hy * h, — g, * g»
reel eksen yonunde konvekstir. O halde Teorem 2.3.2 geregi f; * f, harmonik

fonksiyonu da reel eksen yonunde konvekstir. o

Uyarni 3.2.3. Sag yar1 diizlem doniisiimii olan f, in U Gzerinde kendisiyle konvoliisyonu

konveks degildir. Ciinkii
o (1+n)?
ho(z) * hy(z) =z + z Tz” ¢C
n=2
dir. Dolayisiyla f, * f, € K2 dir. Buradan varilan sonug¢ Teorem 3.2.2 deki gibi f; *

f> € K2 olmas1 gerekmez.
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Siradaki teoremde sag yar1 diizlem doniisiimii ile dikey serit doniisiimiiniin harmonik
konvoliisyonunun yon koruyan olmak sartiyla reel eksen yoniinde konveks oldugu

gosterilecektir.

Teorem 3.2.4. Sag yari diizlem déniisiimii f; = h; + g7 € K7 ve dikey serit doniisiimii
f> = h, + g; € K fonksiyonlari ele alisin. Eger f; * f, yon Koruyan ise f; = f, € Cp

dir ve reel eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. Oncelikle,

Fi=(;+g1)*(h,—g2) =hy*xhy—hy*g, +hy* g, — g1 * 9>

F,=(hy—g1)*(hy+g2) =hyxhy +hy g, —h, * g, — g1 * 9>

yazilabileceginden

[F1 + F;] (3.4)

N | =

hy xhy — g1 % g, =

olur. Daha 6nce yapildigi gibi bu fonksiyonlarin reel eksen yoniinde konveks oldugu

gosterilecektir. Ilk olarak h, + g, ifadesi (3.2) denklemindeki gibi alinsin. Béylece,

zF," = z[(h; + g1) * (hy — g2)1

= (hy + g1) * Z(hzl - 92")

35



= (hy + g1) * Z(h2’ +92") Ehz — gz,)l

z z (1 w>
= * T -
1—-z (1+ze®)(1+ze ) \1+w

_ zp1(2)
T (14 zel®)(1 4 ze~)

bulunur. Burada her z € U igin Re{p;(z)} > 0 dir. Buradan,

Re {;} >0 (3.5)

(1+zel®)(1+ze~1®)

oldugu elde edilir. Diger yandan

zF,' = z[(hy — g1) * (hy + g2)I'
=z(hy" — g1") * (hy + g2)

=[z<h1'+ )Ehi_—g”] (hy + g2)

= (z(hl' +91") (H—x» * (hy + g2)

<(1 2)? P2 (Z)> * (hy + g2)
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olur. Burada her z € U igin Re{p,(z)} > 0 dir. Konvoliisyon 6zelliklerinden, herhangi

bir ¢(z) fonksiyonu igin ¢(z) * (1_22)2 = z¢'(z) oldugu ve (3.2) de verilen h, + g,

fonksiyonu Teorem 3.1.2 de kullanilirsa

Re ZI:Z’ _pe (hz+gz)*f)z(z),m
— z(hy'+g5")

(1+zel®)(1+ze~1®)

_ (h2+g2)*pz(2)§1_—z)z >0 (3.6)
(h2+92)*@

yazilir. (3.5) ve (3.6) denklemlerinden dolayi

z(F," + F,’)
_ >0

(1+zel®)(1+ze~ia)

dir. Teorem 3.1.6 geregi F; + F, reel eksen yonlnde konvekstir. Sonug olarak (3.4)

denklemi Teorem 2.3.2’yi sagladigindan istenilen sonuca ulasilir. O

Uyan 3.2.5. Gercgekten de ispatta f, doniisiimii (3.2) denklemini saglayan herhangi bir
K2 daki déniisiim olarak ele alindig1 igin daha genel bir sonug elde edildi. Dolayisiyla
f> birim diski bir dikey serit bdlgeye, bir yar1 serite, bir dortgene veya bir ¢cokgene

resmedebilir. Siradaki teorem i¢in de ayni1 ifade gegerlidir.
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Teorem 3.2.6. Bir f =h+ g€ K dikey serit doniisiimii olsun. Eger f = f yon
koruyansa ve her z € U igin Re{(1 — z)?(h' — g')} > O ise f = f € C7 dir ve reel eksen

yonunde konvekstir.

Ispat. Bir F analitik fonksiyonu

F=(h+g)x(h-g)=hxh—gxg

olsun. Buradan,

2F' = z[(h + g) * (h = )]’
= (h+g) < z(h' — g")

z[(1 = 2)*(h' — g7)]
(1-2)?

=(h+g) =

dir. Hipotezde her z € U icin Re{(1 — z)?(h’ — g")} > 0 alindigindan, Teorem 3.1.2

geregi

" (h + 9) s [(1 - D2 — g7)
WL : .5
z(h'+ g') (h+g) * T
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dir. Ciinkii burada h + g konveks, ﬁ yildizil ve Re{(1—2z)%(h' — g')} > 0 dur.

zF'

m} > 0 dir ve Teorem 3.1.6 geregi F reel eksen yonilinde

Dolayisiyla Re {

konvekstir. Buradan da Teorem 3.1.2 geregi F = h*h— g * g reel eksen yonlnde

konveks oldugundan f * f € C3 ve reel eksen yoniinde konvekstir. o
3.3. Harmonik Konveks Doniisiimlerin Konvoliisyonu

Bu bolimde Dorff ve ark.’nin 2012 yilinda yaptigi ¢alisma (2012a) ele alinacaktir.
(Dorff 2001)’de iki sag yar1 diizlem doniisiimiiniin konvoliisyonu ancak lokal yalinkat
ve yon koruyan sarti altinda yine yalinkat ve reel eksen yoniinde konveks oldugu
gosterilmisti. Bu ¢alismada, konvoliisyon fonksiyonunun ne zaman bu sart1 tagimasinin
gerekmedigi yani lokal yalinkathik ve yon koruyanlik sarti olmadan konvoliisyon
fonksiyonunun yine yalinkat ve reel eksen yoOniinde konveks olabilecegi durumlar

arastirilmastir.

Teorem 3.3.1. Bir f = h + g € K fonksiyonu h(z) + g(z) = — ve w(z) = e'fz"

1-z
(n € Z* ve 6 € R) ile verilsin. Bu takdirde n = 1,2 igin f, * f € S dir ve reel eksen

yonunde konvekstir.

Ispat. Oncelikle, f, * f fonksiyonunun genislemesi W = (go * g)'/(ho * k)" olsun.
Teorem 3.2.2 ve Teorem 2.2.7 geregi her z € U igin |W(z)| < 1 oldugu gosterilmelidir.
Birim diskte analitik (F(0) = 0) ozelligindeki F fonksiyonu igin

ho(2) + F(2) = 5 [F(2) + 2" (2)]
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N[ =

90(2) * F(2) = 5 [F(2) — zF'(2)]

dir. Ayrica g'(z) =w(2)h'(z) oldugundan g"(z) =w(2)h'"(z) +w'(2)h'(2)
yazilabilir. Dolayisiyla

z9"(z) B —zw'(2)h'(z) — zw(2)h" (2)
20 (2) +zh"(2) 2h'(2) + zh" (2)

w(z) =

elde edilir. Diger taraftan, h(z)+g(z)=1ZTZ ve g'(z) =w(z2)h'(z) oldugu

kullanilarak

1
"= T w@)a -2
B (2) = 2(1 + W(Z)) —-w'(2)(1—-2)

(1+w(2)*(1-2)°

bulunur. h'(2) ve h''(z), W da yerine yazilirsa

. —zw'(2)h'(z) — zw(2)h" (2)
w(z) = 2h'(z) + zh''(z)

w?(z) + [W(Z) - %W’(Z)Z] + %W'(Z)

=—z
1+ [W(Z) — %W'(Z)Z] + iw’(z)z2
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elde edilir. Genisleme w(z) = ez olsun. Béylece

1 g 1
(2% +-e 0z +-e7®)
2i0 2 2

w(z) = —ze — —
(1+E€”9Z+56’“9Z2)

__, 20P@
= —zet? q(z)

elde edilir. Ayrica, q(z) = Zzp(é) oldugu goriiliir. Bu durumda p nin bir koku z, ise q

nun bir kok Zé dir. Dolayisiyla,
0

0216 (z+A)(z+B)

Wz) =~z A AN+ B

elde edilir. p; in koki z, =§—§e‘i9 € U dir. Boylece Teorem 3.1.7 (Cohn Kurali)
geregi p nin birim disk icerisinde iki tane A ve B gibi (JA|,|B| < 1) kokii vardir.

Genisleme w(z) = e'®z? olarak alindiginda

z3 470

~ 2
w(zZ)| = 1Z|" |T—2—=
W) = 121 s

=|z]? <1

oldugu goriiliir. O
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Uyan 3.3.2. Bir onceki teoremde n > 3 almirsa her bir n igin f, = f & S5} olacak
sekilde 6zel bir w(z) = e®z™ genislemesi bulunabilir. Ornegin w(z) = —z" ve n tek

olsun. Boylece,

s (- 1)s -2

w(z)=-z
1+ (%— 1)2” —gz"“

elde edilir. Baz1 z, € Uigin |W(z)| > 1 oldugunu goéstermek yeterlidir. z, = n—fl el

olsun. Buradan,

n G -G-1) () -3

"ot e -0

() - g+ -2

G-1)+ GG+

=1+

oldugu goriiliir. Burada [(nTﬂ)n - (L)nﬂ] + [1 - %] >0 oldugu dikkate

n+1
alinmalidir. Ayrica (E - 1) + (g) (#) + (nTH)n >0 igin (2 - 1) + (g) (ﬁ) >
n-—- > e dir ve ( )” artan serisi e ye yakinsar. Boylelikle n > 5 icin |W(zy)| > 1

dir. Eger n=3ise

~13)43 ——44
W (20)| = (—)3 ( ) > 2
—533(4)—534
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oldugu kolayca hesaplanabilir.

Eger n cift ise, w(z) = z" ve z, = n_—+n1 € U igin yukaridaki adimlar yapildiginda n > 5

icin |W(zy)| > 1 oldugu goriliir. Eger n = 4 ise |W(z,)| > 15 olur.

Teorem 3.3.3. Harmonik konveks f = h + g € K fonksiyonu h(z) + g(2) = —— ve
w(z) = 12:;2 a € (—1,1) ézelliginde alinsin. Bu takdirde, f, * f € S5} ve gorlntisi reel

eksen yoniinde konvekstir.

z+a
1+az

Ispat. Hipotezde verildigi gibi, w(z) = ,—1 < a < 1 olsun. Boylece,

W) = —z (22-|-1+23az-|-1+7a) _ f(2) _ (z+A)(z+ B)
1+, 4 102) @ A+ 471+ B2)

dir. Teorem 3.1.7 (Cohn Kural) kullanildiginda,

i = HA =@

B (a+3)(1—a)z+(1+3a)(1—a)
B 4 4

1+3a

bulunur. Boylece f; in kokil zy = ———

€ U dur. Dolayisiyla, |A|, |B|] < 1 dir. o
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Ornek 3.3.4. Bir f; = h; +g; harmonik fonksiyonu, h; + g, = é ve w=z

Ozelliginde olsun. Buradan

h—ll <1+Z)+1 z
1= 8 \1 ) T 21 =2

_ 1l <1+Z>+1 Z
G1= 738 1) 212

bulunur. F; = f, * f; = H; + G, olsun. Boylece

1 7
Hy =hgxhy = §[h1(z) + zhy (2)]

3 1 4
1 14z 227372
=—log< )+
8 1-z/) (1-2)?(1+2)

dir. Ayrica,
1 !
Gy = go * 91 = 5[9:(2) — 29, (2)]
1 1 1
1 1+2z 12—522—123
= ——log( )+
8 1-z/ (1-2)2%1+2)
ve
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2z°4+z+1
z24+z+42

w(z) =—-z <

C et o . . 1 1,
oldugu goriilir. Simdi, F; in U yu {xigl,xﬁ _Z} ve {_Z-I_ly’ 54 Zg} yart
dogrular ile smirli bolgeye resmettigi gosterilecektir. Bunun icin Clunie ve Sheil-
Small'in (1984) makalelerinde verdigi drnekteki (Ornek 5.4) yol izlenecektir. ilk olarak,

Fl (Z) = Re{Hl + Gl} + lIm{Hl - Gl}

1,2 173
Z— gy -z Ll (11 (1+z>+1 z )
1+2(1-22) "G "\1=7) "2 =-22

= Re

g 1+ :
oldugundan 1—_j =w =u+iv,u > 0 alinirsa,

Fi(z) = Re E (3W -2- %)] + ilm E <lnw +%(W2 — 1)>l

= %(311 -2 —#) +£arctan (Z+uv)

bulunur. Oncelikle {w = u + iv:v = 0,u > 0} pozitif reel ekseninin monoton olarak

tim pozitif reel eksene resmedildigi goriiliir. Sonrasinda; arctan (E) +uv =

cve u,v>0 seviye egrilerinin goriintilerine bakilir. Bu seviye egrileri
u =rcosf,v =rsin@ ile kutupsal koordinatlara gecilirse 0 < 8 < g olmak lizere 6 +
c—0

r2sin@ cos @ = c olarak  yazilabilir. Bodylece 7?%cosf = —5 Olur. Buradan,
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r2cos 0 cos O = (c — ) cot 8 yazildiginda ve u = r cos 8 degeri yerine konuldugunda
u? = (c—0)cotd bulunur. Boylece u=./(c—8)cotd elde edilir. Benzer
sekilde 0 < 6 < min {cg} icin v=4/(c—6)tan6 bulunur. ¢ >0 olsun. O halde

seviye egrisinin F; altindaki goriintiisii

F()—l 30 5y ot — 2 sin @ cos3 8 +i — 9)+i
12—8 c co % 4c-uc, 4c

olur. Eger 0 < ¢ <g ise 8 € (0,c) olur ve elir(r)1+u (c,0) = o ve Qlim u(c,0) = —o
- —Cc~

dur. Boylece seviye egrisinin F; altindaki goriintiisii {x+%:—oo <x< 00} yatay

dogrusudur. Eger ¢ = g ise 0<6< g < ¢ oldugundan elirgler(c, f) = o0 ve

lim u(c,0) = —% dir. Boylece seviye egrisinin F; altindaki goriintiisii {x +
6=

2
%: —i <x< 00} yatay yarit dogrularidir. Bu su anlama gelir; seviye egrilerinin F;
altindaki goriintiisii sinir1 reel eksen ve {x + %i,x < —i} ile {—i +iy,y = g} yari

dogrulart olan bolgedir. Son olarak F; reel eksene gore simetrik oldugundan istenen

elde edilir.
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Sekil 3.1. U nun F; altindaki resmi

Siradaki teorem, Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.3 deki sag yar1 diizlem doniisiimleri

yerine dikey serit doniisiimlerinin ele alinmasi Uzerinedir.

Teorem 3.3.5. Bir f = h + g € K} fonksiyonu g < a < m olmak uzere

1 +Zei“>

1
= 1 -
(@) +9() 2isina 0g<1 + ze™l@

ve w=e¥z" ozelliginde olsun. Eger n=1,2 ise fy*f €S dir ve reel eksen

yonunde konvekstir.

Ispat. Teorem 3.2.4 den f, * f = H + G nin lokal yalikat oldugu tespit edilmelidir.

Buradan,
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1 +Zei“>

1
= 1 -
h(z) + g(2) 2isina Og(l + ze"la

ve g'(z) = w(z)h'(z) dir. Boylece,

1

h() = (1+w(2))(1 + zel@)(1 + ze~ix)

—[2(cosa + 2)(1 + w(2)) + w'(2)(1 + 2 cos a z + z2)]

() = (1+w(2))?(1 + ze'®)2(1 + ze~t@)?

olur. Bu degerler Teorem 3.3.1°de verilen W da yerine yazilirsa,

~ _ Zg”(Z) _ —ZW'(Z)h'(Z) — ZW(Z)h”(z)
w(z) = — 2h'(z) + zh" (2) - 2h'(2) + zh'' (2)
e
= —Z
T o o] (22 b

bulunur. Tk olarak w(z) = ez olsun. Béylece,

3 1 9.2 __1 —ig
z +(cosa+ze )Z Se _ 020 f(2)

1+(cosa+%eie)z—%eiez3 f*(z)

6

W(z) = ze?

(z+A)(z+B)(z+0)
(1+ Az)(1+ Bz)(1+ Cz)

_ ,,2if
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olur. Burada «a € En] ve @ € [—m, ] dir. Simdi, 4,B,C € U oldugu gosterilecektir.

[1k olarak,

1 . 1 .
f(z)=2z3+ (cosa +§e_“’)z2 ——e 0

fonksiyonuna Teorem 3.1.7 (Cohn Kural1) uygulansin. Burada |%e_i9| = % < 1 oldugu

aciktir. Boylece,

a43f(2) = aof"(2)

V4

f1(z) =

3 i | 1 _. 1 .
=ZZZ+(cosa+§e_‘9>z+§e_19(cosa+§e“9>

olur. Ayrica,

1 RSN Sl 118
5€ (cosa 2e)_2|c05a| 13 4—4(a 7 dir)

oldugundan, Teorem 3.1.7 (Cohn Kural) tekrar f; e uygulandiginda,

%fl(z) — %e“'e (cosa + %eie)fl*(z)

VA

f2(2) =
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ve buradan

2

9 1 1

f(2) = (——— cosa +=e'

’ z +§<cosa +le‘i9) — le‘ie (cosa +lei9>
16 4 2 2 2

4 2

bulunur. Burada £, nin

2
3 1 1 1
—Z(cosa+ze “9)+Ee 8 (cosa+5e‘9)

S 9 1 1 ]2
———|cosa+—ei9|
16 4 2

~i6

1 1 3 1
—-cosa+-e ¥ cos?a—=e ¥ +-¢tf
4 2 8 8

11 5 1
——-cos?a—-cosacos0
2 4 4

seklinde tek kokii vardir. Burada |z| < 1 oldugu yani

1 2

1 1 3 1,7 ,
< |———Cos a—Zcosacose

-if 2 -if i
——cosa+—-e "Ycosta——e +—e
2 8 8

1 1
4 2 4

oldugu gosterilecektir. Yukaridaki esitsizlige x € (—1,0] ve y € [—1,1] olmak Uzere

X = cosa, y = cos 6 yazilirsa

—ix4 +ix2 +£x3y —ixy —ixzy2 +iy2 = i(1 —x)(x—y)*=0
16 16 16 16 16 16 16 -
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elde edilir. Cohn Kurali geregi f nin U da A,B,C € U olmak iizere 3 kokii vardir.
Boylece her z€ U icin |W(z)| <1 dir. Daha sonra w(z) = e®z? genislemesi

kullanilirsa

; 1+zcosa
81923 _ ( )
cosa+z

_ (1+z cos a) + ei923
cosa+z

2,10

olur. Buradan da |Ww(z)| < 1 dir. o

1+zel® )
1+ze~ i@

Teorem 3.3.6. Birf = h + g € K fonksiyonu h(z) + g(z) = . log(

2isina

zZ+a
1+az

ve g <a<micinw(z) = (a € [0,1)) olarak verilsin. Bu takdirde f, * f € S§ dir

ve goriintusu reel eksen yonunde konvekstir.

z+a

Ispat. ilk olarak, Teorem 3.3.5’in ispatinda elde edilen W(z) degerinde w(z) = —

genislemesi yerine yazilirsa,

w2(z) + [w(z) - %W'(z)z] _ %W'(Z) (1+Cosaz)

cosa+z

_ (1+cos az) _ [W(Z) _ %W'(Z)Z] (1+cos az) + %W'(Z)Zz

cosa+z cosa+z

{z3+(§+§a+cosa)zz+(a+2acosa)z+(acosa+%—§)}

{1+G+%a+cosa)z+(a+2acosa)22+(acosa+%—%)z3}

fz) (z+A)(z+B)(z+0)
(@) “(+A42)1 +B2)(1+ Cz)

= —Z
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bulunur. Tanim 3.1.10 da verilen Schur-Cohn algoritmasinda M;, M, ve Ms;

determinantlarinin pozitif olduklar1 gosterilmelidir. Kisaligin hatirt igin, cosa = x
olsun. Hipotezde verildigi gibi, % < a <m oldugundan, -1 <x <0 ve —-1<a<

1dir. Oncelikle,

Bl=a_3=>BI=a3

A1:a0:>A;:a_O

olmak tizere

_ |93 Qo
M=l o
1 1
1 ax+za—§
) +1 ! 1
ax za >

1
=Z(2ax+a+1)(3—2ax—a)>0

bulunur. Ayrica,
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olmak Uzere

M=% 0 @@ @
a a 0 a
1 1
1 0 ax +-a-—= a+ 2ax
1 3 2 2
—+-a+x 1 1 1
2" 2 0 Za-=
_ ax+-a—>
+1 = 0 1 3
ax+-a——
2 2 1 stsa+tx
1 1 2 2
2 Za—= 0 1
a+ 2ax ax+-a=3

1
= Z(l —x)(1—a)(1 - 2ax —a)(2 + 4ax + 4a + x — 2a®*x? — 5a°x

— 2a?* — 2ax?)

bulunur. Eger P(a,x) = 2 + 4ax + 4a + x — 2a’x? — 5a*x — 2a% — 2a%x? > 0 ise
i(l —x)(1—-a)(1 —2ax —a)(2 + 4ax + 4a + x — 2a®*x? — 5a*x — 2a? —

2ax?) > 0 oldugundan, M, > 0 dur.

Simdi 0<a<1 ve —1<x<0 olmak Uzere P(a,x) >0 oldugu gosterilecektir
(burada _?1 < a <1 igin sonucun dogrulugu agiktir). Ele alindigi gibi 0 < a < 1ve

—1 < x £ 0 oldugundan,

d
aP(a,x) =4a+1—4a’*x — 5a% — 4ax

=[4a(1—x) —4a’(1+x)]+[1—a?]>0
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yazilir. Buradaki a = a, > 0 olarak sabitlensin. Boylece, P(ay,x) artandir ve x = —1

de minimum degerini alir. Boylece

P(ag,x) > P(ay,—1) = (ag—1)2>0

olur. Burada P(0,x) = 2 + x > 0 dir.

Ayni sekilde M5 bulunabilir:

1
= Z(x + 1)1 -x)31-a)*(1—2ax —a)*(1+3a) >0
olur. O halde A,B,C € U ve her z € Uigin |W(z)| < 1 dir. o

Uyarr: Yukaridaki teoremde —1 <a < _?1 olarak secildiginde M3 < 0 olacagindan,

teorem saglanmaz.
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3.4. Genellestirilmis Harmonik Konveks Doniisiimlerin Konvoliisyonu

Bu béliimde Liu ve Li’nin (2013) yilinda yaptiklar1 ¢alisma incelenecektir. Oncelikle,

calismada ele alinan genellestirilmis harmonik doniistimiin tanim1 verilecektir.

Bir P =h,+g, harmonik doniisimi, h, — g, = — ve w = z 6zelliinde olsun.

Clunie ve Sheil-Small’un (1984) kesme metodu kullanildiginda,

Z—%Zz 1 VA z
i VL B
1-2?% 2\(1—-2)? 1-z

12

9 = (1-_22)2 :%<(1—Zz)2_1iz>

elde edilir. Buradan,

P =3 (G 1) * e 1)

yazilir. Bir F fonksiyonu, U da analitik ve F(0) = 0 ise, buradan

1
hy(2) » F(2) = 5 [2F'(2) + F(2)]

60() + F(2) = 3 [2F'(2) = F(2)
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dir. Ayrica, P(z) nin U birim diskini resmettigi bolge olan P(U) = {u + iv:v? >

- (u + %)} Wang ve ark. (2016) tarafindan ayrintili olarak gdsterilmistir.

Eger, I(z) = é yazilirsa P(z)

zI'(z) + 1(2) N zI'(z) — 1(2)

P(z) = 2 2

seklinde ifade edilebilir.

Bir f:U->Cf(0)=/f'(0)—1=0 normalizasyonunu saglayan yalinkat analitik

fonksiyonu igin,

Pf1(z) = LLEH@  TOTD - ;e p,c > 0) (3.7)

yazilir. Burada P, [I] = P oldugu agiktir. Ayrica,

czl'(2)+1(z) |, czl'(z)-1(2)
1+c 1+c

= Re{(l m Cig — Z)z} + ilm{(l n 5?1 — Z)}

Fe[11(2) = Ho(2) + Go(2)=

= U+ iV (3.8)

dir. Buradan,
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V2= (ZC U+ ! )
- \1+4c¢ (1+c¢)?

2c

bulunur. Bdylece, P.[I](U) = {U +iV:V2 > — (EU +ﬁ),c > 0} elde edilir.

Eger F, U da analitik ve F(0) = 0 ise,

Ho(2) * F(z) = —[czF'(2) + F(2)], Go(2) * F(2) = —[czF'(z) - F(2)] ~ (3.9)

1+ 1+c
olur.

Lemma 3.4.1. Genellestirilmis harmonik doniisiim ailesi olan P.[I] (3.8) de

tanimlandigi gibi olsun. Bir f =h+ g € Sy fonksiyonu h—g = é ve w(z) =

i/Z; (h'(2) # 0,z € U) 6zelliginde olsun. Bu takdirde, P.[I] * f nin genislemesi olan

~

wy

_ =D+ (+Dzlw(l —w) +czw'(1 - 2) 310
Wi = [(c+ D+ (c—Dz](A—w)+czw'(1 —2) (3.10)

seklindedir.

Ispat. Oncelikle, h — g = é ve g' = wh' oldugu i¢in g"" = w'h’ + wh'' dir. Buradan

/ 1 "o_ 2(1—w)+w'(1—z)

= TmaE FEmTTEE olarak bulunur. Boylece, (3.8) den
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o (Goxg)' _(czg'—9g)
Y7 (Hy*h) ~ (czh' —h)'
_(c—=1g" +czg"”
" (c+ Dh' + czh”

B (c—1Dwh' + cz(w'h' + wh'")
B (c + Dh' + czh"

[c—1D+(c+Dzlw@—-—w) +czw'(1 — 2)
[c+1D)+(c—Dz](d=—w)+czw'(1 — 2)

yazilir. O

Lemma 3.4.2. Bir f; =h, +g; € Sy fonksiyonu hy — g, = — ile verilsin. Bu

takdirde, P.[I] * f; lokal yalinkat ve yon koruyan ise P.[I] * f; € CJ dir ve reel eksen
yonunde konvekstir.

Ispat. Oncelikle, P.[I] = Hy + G, ve Hy — Gy = oldugu hatirlansin. Ayrica,

2z
(1+c0)(1-2)

hipotezde verildigi gibi by — g1 = —— olsun. Buradan,

1+c¢
hy + 91 :T(HO_GO)*(h1+gl)
1+c
=T(H0*h1+H0*g1_Go*h1_Go*g1)v

Hy + Gy = (Hy + Go) * (hy — g1)

= (Hyo* hy —Hy * g1 + Go * hy — G * g1)

bulunur. Boylece,

58



(hy + g1) + (Ho + Go)

1
Ho s = G+ 9y =5 |

olur. Dolayisiyla, (i (hy + g1) + (Hy + GO)) ifadesinin yatay yonde konveks oldugu

gosterilmelidir. Teorem 3.1.6 da ¢ (2) = (l_z alinirsa,

z)2

2l + 9 + (o + 6o
¢

z[= (' - g1 (Zi L)+ (Hy' = Go') (“" +Gg,)]

— Re 1+c -91
2

2|5 (' = 90 (F2) + (Hy' = 6o (52)]

- Re 1+c
@
zZ
2 1-22 [p1(2) + po(2)] 2
BT R— = T Re(pi(2) +po(2)}
(1-2)2
bulunur. Burada w; = 25w, = % ve (2) = 21 5o(2) = 222 dir. Boylece
. 1= 7 Wo = g7 P1 1w, »Po Tow, O Yy s

z|(Z) (' + 91D + (Ho' + G|

R =
¢ @ 1+c¢

Re{p;(2) + po(2)} > 0
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oldugundan Teorem 3.1.6 geregi (ﬁ (hy + g1) + (Hy + GO)) yatay yonde konvekstir

ve buradan H, * h; — G, * g; yatay yonde konvekstir. Sonug olarak P.[I] = f; lokal

yalinkat olarak kabul edildiginden Teorem 2.3.2 geregi istenen sonug elde edilir. o
Siradaki lemma, bir polinomun birim disk i¢inde kalan koklerinin dagilimi iizerinedir.
Lemma 3.4.3. Verilen n. dereceden bir kompleks katsayili

p(2) = po(2) = anoz™ + an_10z" '+ + a0z + a0,0(an,O #0 ) (3.11)

polinomunun birim disk icinde kalan koklerini bulmak icin,

1
p*(z2) =p*,(2) =2z"p (;) =Tno + TuiroZ + -+ + Aoz L+ Tgoz"

olarak yazilsin. Eger p(z) nin biitiin kokleri birim diskin i¢inde kaliyorsa |a0’0| < |an'0|

olur (Cheng 1990).

Lemma 3.4.4. Eger |ago| = |ano| ise (3.11) denkleminde verilen p(z) nin koklerinin
hepsi birim diskin iginde kalmaz.

Bir fonksiyon dizisi k = 0,1,2, ..., m — 1 icin, {p,(2)| k = 0,1, ...,m, (m < n)} olmak

uzere tanimlansin. Burada,
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— n—k n—-k-1
Pk(2) = ap_k iz + p—g-1kZ +t et aggz + agps

* _ — _ n—-k—-1 —_n—k
Px(2) = Qi + Qp_k—1x2 + -+ Ay 2 +tapkz" 7,

Pr(2)
Z
An—kkPk(Z)—agxp”(2)
Z

) an—k,k = 0'

Pr+1(2) = (3.12)

an_k‘k * 0,

dir. Eger |aoy| = |an_rx| ise Lemma 3.4.4 geregi, py(z) = 0 koklerinin hepsi birim
diskin i¢inde kalmaz. Dolayisiyla py,,(z) fonksiyonunu olusturmaya gerek yoktur.

Eger |agx| < |an—ix| ise Pr+1(2) kullanilarak {p; (2)} olusturulur.

Siradaki lemmada, (3.11) ile verilen p(z) nin biitin sifirlarinin birim disk icinde

kalmast igin gerekli ve yeterli kosul verilecektir.

Lemma 3.4.5. Denklem (3.11) ile verilen p(z) nin biitiin sifirlarinin birim disk iginde
kalmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul |a0,k| < |an_k,k| olmasidir. Burada ag , Ve a,_j

katsayilar1 py (z) polinomundan elde edilir (Cheng 1990).

Teorem 3.4.6. P.[I] (3.8) denkleminde tanimlanan bir doniisiim, f,, = h + g fonksiyonu

ise h—g = i ve w(z) = e9z™ (6 € R,n € N) ézelliginde olsun. Bu durumda 0 <

c< % araliginda P,[I]  f,, € S5y dir ve goriintiisii reel eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. Lemma 3.4.2 ye gore, P.[I] * f, fonksiyonunun w7 (z) genislemesinin her z € U
icin |w;(2)| <1 oldugunu gostermek yeterlidir. (3.10) denkleminde w(z) = e'?z"

kullanilirsa,
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wi(2) = ([(c— 1) + (c+1)z]e9z" (1 — 2" ) + cne®z™ (1 — 2))

X([(c+ 1D+ (c—Dz](1—e2") + cne®z™ (1 — Z))_l

_ _2i8.n P2
=—e"¥z" T (3.13)

olur. Burada

1-(n+1)c e_ig
1+c 1+c 1+c

(3.14)

ve p*(z) = z"*lp(%) dir.

Eger z,, p(z) nin bir sifinn ise, Zé de p*(z) nin bir sifiridir. Bundan dolayi,
0

Ay, Ay, ..., Ay 1 p(2) nin sifirlar ise,

W = —p2if,m (z—A1) (z-42) (z—An+1)
1 (1-A12) 1—-Az2) " (1-Ap412)

(3.15)

yazilabilir. |4;] <1 igin, (%) (i=12,..,n+1)U dan U na bir doniisimdiir.

Boylece, 0 < ¢ < % olmak tzere p(z) nin tiim Ay, A, ..., Ap4q sifirlarmin U nin iginde

kaldig1 gosterilmelidir. Teoremin ispati iki durumda incelenecektir:

Duruml.c = % olsun. Bu durumda, (3.13) denkleminde ¢ = %oldugu yazilirsa,
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n-—2 n-2 _j —i
Jio Zn+1_n+2Zn_|_n+26 LGZ e i0
~1 _ |_,2i6 n
|W1| - e Z n-2 n-2 . .
1__Z+_elezn_elazn+1
n+2 n+2

i n-2 n-2
_elezn+1+ elezn_ z+1

— eLGZn — 77114;22 n+2 — |elezn| <1
1——=27 +_ei92n _ ei92n+1
n+2 n+2

elde edilir.

Durum 2. 0 <c<% olsun. Elde edilen (3.15) denklemi geregi, (3.14) in tim

sifirlarmin U da kaldigini gostermek yeterlidir.

1-(n+1c\ _.
ool = ()] < = s

oldugundan, p(z) ye (3.12) denklemi uygulanabilir. Boylece,

an+1,oP(Z) — Ao op” (2)
A

p1(2) =

_p@ - (5 e @

z
_(n+2)c2-nc) , nc2—-nc) . 2c2-—nc) _,
ST a+o0? T Ta+o? © T T(d+op

:(n+2)c(2—nc)(n_ n -1 2 e‘ie)
(14 c¢)? n+2 n+2

_ (n+2)c(2 —nc)
B (1 + c)?

q1(2)
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2 o7 ve qi(z)=1— (n+2)z —

n+2

elde edilir. Burada, q,(z) =z" — (L) Zn 1 —

n+2
(i)e z" dir. n>1 icin, |agq| = |— (—)e‘i9| =2 < 1=|ay,| olur. Tekrar
n+2 n+2 n+2 m

q1(z) lzerinde (3.12) denklemi kullanilirsa,

an1q1 (z) - aO,lQl*(Z)
z

p2(2) =

@+ () e e

V4

— M(zn_l — wzn_z —_ Le_le>
(n + 2)? n+4 n+4

n(n+4)
CTA: (2)

elde edilir. Burada q,(z) = 2" — (2) 22 -

n+4
2\ i pq
(—)e“gzn 1 dir.
n+4
2

Benzer sekilde, |a02| = |— (m) ei6| =< 1= |an_1_2| olur ve

2o ve g3(2) = 1 (22) 2 -
n+4e ve qz(z) 1 n+4 z

ap-1,292 (z) - ao,zQz*(Z)
Z

p3(2) =

n+4) - (h* (Z)

VA

‘h(z) + (

_ n+2)(n+ 6)( 2 _n+42n_3 2 e‘i9>

(n+4)2 n+6 n+6

_(n+2)(n+6)
T (n+4)? 1

(2)
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dir. Bu sekilde devam edilirse,

an+1—k,qu(z) - ao,qu*(Z)
z

pr(2z) =

n+20—2Dln+2k) (. n+2(k—1) 2
T n+2(k— D2 (Z e T 9)

[n+ 20k — 2)](n + 2k)

= I+ 20k — DT qx(2) (k=23,..,n)

_ n+2(k—-1 il 2 —i
n+l-k __ ( )Zn k _ e i6 ve
n+2k n+2k

olur ve burada qyx(2)=1z2 |a0,k|:

2 —i0 2
—\—)e
(n+2k)

St 1= |an+1_k_k| dir. Bundan dolay1, k = n igin

p (2) = 3n(3n —4) ( 3 3n—-2 2 e‘“’)

(3n — 2)2 3n  3n

3n—2+2e~%

- )| <1=lay,| olur ve

elde edilir. Eger 6 # 2mmm €N ise |agn|=|(

Lemma 3.4.5 geregi A4, A,, ..., Apyq birim disk iginde kalir.

5 = i _ on+1 _ (1=¢\ n _ (1-(n-1)c 1-(n+1)c
Eger 6 = 2mn,m € Nise p(z) = z (1+C)Z <—1+c )Z + (—1+c ) olur ve

z =1, p(2) nin sifiridir, bu nedenle

p(z) = (Z—l)[zn+(1—1_C>zn—1+(1—1_c>zn—2+...

1+c¢ 1+c¢
#(1- ) ()] = - vew
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yazilabilir. Bu durumda Q(z) nin sifirlarinin birim disk i¢inde kaldigin1 gdstermek

1-(n+1)c
1+c

yeterlidir. 0 <c <% igin|—

<1 oldugundan (3.12) denklemi Q(z) ye

uygulandiginda benzer sekilde Q(z) nin tim sifirlarinin birim disk iginde kaldigi elde
edilir.

Ozet olarak, 0 < ¢ < % I¢in p(z) nin tiim sifirlarinin birim ¢ember i¢inde veya izerinde

oldugu gosterilmistir. O

Ornek 3.4.7. Teorem 3.4.6 da 6= 0 ve n = 1 almirsa, h; — g; = i ve w = z olmak

) . 71,2 1.5
uzere f1 = hl +01= P(Z) > (1—22)2 + (12—2)2

P,[I]l = P(z) ve Pi[I] * f; = P(z) * P(z) = H, + G, dir. Buradan,

elde edilir. Ayrica, c=1 Iigin,

1 , 4z — 3z% + 73
lehl*hlzz[Zhl +h1]:w
1 z%2 + 78

G1=g1*91=§[291'_g1]=m

elde edilir. Birim diskin P(z) * P(z) altindaki goriintiisii asagidaki sekilde verildigi
gibidir.

66



Sekil 3.2. P(z) * P(2)(U) resmi

Lemma 3.4.8. Genellestirilmis harmonik doniisiim olan P.[f] fonksiyonunun lokal

yalinkat olmasi i¢in gerek ve yeter sart konveks olmasidir.

Ispat. Genellestirilmis harmonik doniisim olan P.[f], P.[f] = F = H+ G olarak
yazilsin. F nin lokal yalinkat olmasi igin gerek ve yeter sart her z € U igin

(c-Df' @D+czf" (2)

D el () < 1 olmasidir ya da buna denk olarak, c >0 ve f €S

lw(2)| =

oldgundan

zf'"'(2) 1 zf'"(z) 1
‘<1+f,(z)) : <‘(1+ e +z>
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zf"(2)
f'(@)

olmalidir.Yukaridaki esitsizlik Re (1 + )> 0 esitizligine denktir ve bu

konvekslik i¢in analitik kosuldur. Boylece P.[f] nin lokal yalinkat olmasi ancak ve

ancak f nin konveks olmasiyla miimkiindiir. o

Teorem 3.4.9. Genellestirilmis harmonik déniisiim olan P.[f] fonksiyonunun S9
siifina ait olmasi ve goriintiisiiniin reel eksen yoniinde konveks olmasi i¢in gerek ve

yeter sart f nin konveks olmasidir.

Ispat. Genellestirilmis harmonik déniisim P.[f] =F = H+ G olarak yazlsin.
Buradan, H — G = foC konvekstir. Ozel olarak, H — G yatay yonde konvekstir, Lemma

3.4.8 ve Teorem 2.3.2 den dolay1 ispat tamamlanir. O

3.5. Genellestirilmis Harmonik Sag Yar1 Diizlem Doniisiimlerinin Konvoliisyonu

Bu boliimde Li ve Liu’nun 2016°da yaptiklar1 calisma incelenecektir. Calismada Kumar
ve ark. (2016) tarafindan tanimlanan sag yari diizlem doniisiimiinii ele almislardir. Bu

doniisiim su sekilde tanimlanmustir:

Bir f, = hy + g, fonksiyonu —1 < a < 1 olmak tzere

a—z

he + 94 = év Wa(Z) =

1-az

ile verilsin. Clunie ve Sheil-Small (1984) kesme yontemi kullanildiginda,
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1 Z 2 a 7 2
h (Z) — 1+a 1 z 1+a 1 4
a

A-22 20-22 %9 =Gz 20=22

(3.16)

bulunur. Yukarida a = 0 alindiginda, f, = hg + go € K2 sag yan diizlem déniisiimii

z 1 z2

elde edilir. Yani hy(z) = G aaoe Ve go(2) = —

1 z2
2 (1-2)2

olmak (zere Ornek

3.1.9. da verilen standart sag yari diizlem doniisiimii bulunur. Bu doniisim U birim

diskini {w =u + iv: Re(w) > —%} bolgesine resmeder.

Asagidaki genellestirilmis sag yar1 diizlem harmonik yalinkat doniisiimleri Muir (2008)

tarafindan tanimlanmustir. Her z € U ve ¢ > 0 igin

Lc(z) = H(2) + G.(2)

(3.17)

_ 1 Z 4 cz ]+ 1 [z czZ
T 1+4cll-z (A-22 1+4+cli-z (1-2)2

dir.

Burada, L,(z) = fy(2) dir ve ¢ >0 icin L.(U) = {Re(w) > —ﬁ} oldugu (Muir

2008)’de gosterilmistir. Ayrica, eger f = h + g € Sy i¢in

(3.18)

olur.
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Lemma 3.5.1. Genellestirilmis harmonik sag yari diizlem doniisimi olan L.(z) =

Ho(2) + G,(z) (3.17de verildigi gibi ve h+g=-=ile w(z)= }918 (W (z2) #

0,z € U) ozelligindeki f =h+ g € S)) sag yan diizlem déniisiimii ele alinsm. Bu

takdirde, L. * f nin genislemesi olan w,

[(1-c)—A+)zlw(@A+w)—cw'z(1—2)

W (2) = 3.19
W2(2) [(A+c)—-A—-0)z](A+w) —cw'z(1 —2) ( )
dir.
ispat. Oncelikle (3.18)’de verildigi gibi L, * f = ”fch' + &2 ' oldugundan
Wy =9=cz9) (-9 —czg”
2 (h+czh') (14 c)h' + czh"
__z _9@ 5
yazilir. Aynca, h + g = —ve w(z) = e oldugundan

gl — Wh’ , gll — Wlhl + Whll

1

Wty = (1-2)2"’ h'+wh = (1-2)2
B = 1 o 2(1+w)-w'(1-2)
T a+w)(1-2)2 ' T (1+w)2(1-2)3

yazilir. Boylece
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[(1-0)—-A+)zlw(@A+w) —cw'z(1 —2)
[(A+c)—-A-0)z](A+w) —cw'z(1 - 2)

W, (z) =

bulunur.

Lemma 3.5.2. Genellestirilmis harmonik sag yari diizlem doniisimi olan L.(z) =
H.(z) + G.(z) (3.17)’de verildigi gibi ve f = h+ g sag yar diizlem donistimii h +
g= é ozelliginde alinsin. Eger L. * f lokal yalinkat ise bu takdirde, L, * f € 8§ dir

ve yatay yonde konvekstir.

ispat. Oncelikle,L, =H.+ G, ve H.+ G, = oldugu hatirlansim. Ayrica,

2z
(1+c)(1-2)

hipotezde verildigi gibi h + g = — olsun. Buradan,

1+c¢
h=g =——(H+G)* (h—g)

_1+c
2

(Hc*h_Hc*g+Gc*h_Gc*.g):

HC_GC:(HC_GC)*(h+g)

=(Hc;xh+H.xg—G.+h—G.*g)

bulunur. Boylece,

Hexh—Gox g =3|==(h—g)+ (H.— G| (3:20)

1+c
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olur. Dolayisiyla, i(h —g) + (H, — G,.) ifadesinin yatay yonde konveks oldugu

gosterilecektir. Teorem 3.1.6° da ¢(z) = )

z|() W = g) + (H = 6]
@

Re

2|2+ 90 (%) + (' + 6 (e
@

= Re

[—(h'+g)( )+ (H' + G (e W)]

2 ()@ + )]

= R
1+c y z
(1-2)?

= T+ec Re{r(Z) + Tc(z)} >0

bulunur. Burada r(z) = 1;—: ve 1.(z) = ;VWVC dir. Boylece, (3.20) ve Lemma 3.5.1

geregi H. * h — G, * g yatay yonde konvekstir. Son olarak L. * f lokal yalinkat olarak
kabul edildiginden ve H, * h — G, * g yatay yonde konvekstir ve Teorem 2.3.2 geregi

istenen sonug elde edilir. o

Teorem 3.5.3. Genellestirilmis harmonik sag yari diizlem doniisiimii olan L.(z) =

H.(z) + G.(z) (3.17)’de verildigi gibi alinsin. Ayrica (3.16)’da verilen f, = h, + g,

2(1+a)

sag yar1 diizlem doniisimii ele alinsin. Bu takdirde, 0 < ¢ < icin L. * f,

yalinkattir ve reel eksen yoniinde konvekstir.
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Ispat. Lemma 3.5.2 geregi, L. * f, nin lokal yalinkat ve yoén koruyan oldugunu

gostermek yeterlidir. Elde edilen (3.19) denkleminde w(z) yerine w,(z) = 1a__azz
yazilirsa,
- — 2_q
~ _ [(1 B C) B (1 + C)Z] (la—aZz (1 + 1a—azz) - ¢ (la—az)2 Z(l - Z)
MQ(Z)-_ a-z a?-1
[(A+0)-A-0z](1+2)—c s2(1-2)
- -0+0zll(a-2)(1—az) + (a—2)?] - (a® — Decz(1 - 2)
A+ -A-0zl[(1-az)?+ (a—2)(1 —az)] — (a?2 — 1)cz(1 — 2)
3 —'2+aIi22aCZ2 +_1+2i;if+acz __aS::ﬂ
=- 3.21)
__2+a—c+2ac 1+2a-2c+ac _, __a(l—c) 3 (
L e Cql e 7 14c 2
2(1+a)

elde edilir. Sonrasinda, 0 < c¢ < (-1<a<1) icin |Wwy(2)|<1 oldugu

1-a

gosterilmelidir. ki durum altinda incelenecektir.

Durum 1. a = 0 olsun. (3.21) denkleminde a = 0 yazilirsa

2—c 1-2¢ 1-2¢
ZZ_1+CZ+ 14+c (Z—l)(Z— 1+c)
Wy(z) = -z 2—c i2c , 2 1-2¢
1-—2z+ z (1—2)(1— z)
1+c 1+c 1+c

elde edilir. Yukaridaki denklemin iki kokii, 0 < ¢ < 2 i¢in birim ¢emberin icinde ya da

. . 1-2 " - - .. ~
uzerinde bulunan z; = 1ve z, = ch kokleridir. Boylece, |W,(z)| < 1 olur.

Durum 2. a # 0 olsun. Yine (3.21) denkleminden
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3 2+a—c+2ac 2+1+2a—26+ac a(l-c)

~ _ _ 1+c 1+c 1+c
W2 (2) = . 2+a—c+2acZ N 1+2a-2c+ac 42 _ a(l-c) 4
1+c 1+c 1+c
bulunur. Boylece,
p(z)  (z-A)(z-B)(z-0)

W,(z) = (@ (-42(1-B2(1-C2)

elde edilir. Simdi A,B,C €U icin 0<c< Z%raa) oldugu gosterilecektir. Cohn
Kurali'ndan
2+a—c+ 2ac 1+ 2a—2c+ac a(l—c
p(z) =23 — z% + _ 4 )

1+c¢ 1+c¢ z 1+c¢

bulunur. Ayrica, ¢ > 0ve —1 < a < 1igin %Fl dir. O halde,

@p(2) —agp*(z) P2+ %P*(Z)
p1(2) = =
z z
B (I+c+a—-ac)(l+c—a+ac) ,

- 1+ )2 z
—2—c—6ac+c?+ 2a? —a*c — a*c?
* 1+ o2 ?
1—c+6ac—2c?—a?—a%c+ 2a%c?
(1+0)?

AQ+c+a—-ac)(l+c—a+ac)
- (1+c)?
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><(2_{_—2+c—2a—ac 1—20+a+2ac>
A

z+
l+c+a—ac l+c+a—ac
_(A+c+a—-ac)(I+c—a+ac)
- (14 c¢)?

% (z—1) 1+a—2c(1—-a)
z T Y a+cd-a
elde edilir. Boylece p;(2), 0 <c < Z%aa) icin birim ¢emberin iginde veya Uzerinde

olan zy =1ve z; = % koklerine sahiptir. Cohn Kurali ile p(z) nin bltun

kokleri U dadir, yani her z € U igin 4, B, C € U ve |w,(z)| < 1 olur.

Teorem 3.4.5’in ispatindaki yonteme benzer sekilde bir yaklasimla asagidaki sonuca

ulaglir.

Teorem 3.5.4. Verilen L, = H, + G, genellestirilmis sag yar1 diizlem doniisiimii (3.17)
denklemindeki gibi alinsm ve f, =h+ g fonksiyonu h+g = 1ZTZ ve w(z) =
ez (6 € R,n € Z*) ozelliginde olsun. Bu takdirde, L, * f, yalinkattir ve 0 < ¢ < %

olmak Uzere reel eksen yoninde konvekstir.

Sonug 3.5.6. Teorem 3.5.3 ve Teorem 3.5.4 de ¢ =1 iken L; = f, oldugu agiktir.
Dolayisiyla, Teorem 3.5.3 ve Teorem 3.5.4 sirasiyla Dorff ve ark. (2012) tarafindan
verilen Teorem 3.3.3 ve Teorem 3.3.1’in genellestirilmis halidir. Ayrica, ¢ =1

oldugunda Teorem 3.3.1’in n = 3 icin neden saglanmadigini agiklar. Ciinkii, Teorem

353%egire0 <c< % esitsizligi n = 1, 2 iken saglanuir.

Ornek 3.5.7. Teorem 3.5.3°de, (3.16) ve (3.18) kullanildiginda,
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Lo fu = s [a(@) + 2y (D) + 119,00 = 29 )]

[ 1 1 5
1 |72 3% cz(1—az)

“1+c (1—-12)2 (1+a)(1—-2)3

[(a ,_ 1,
1 |T55%2 3% cz(a—z)

+1+c (1-2)2 T 1+ a)(1-2)3

=R z c(1-a)z(1+2)

= e{(l-l-C)(l—Z)+(1+C)(1+a)(1_z)3}
=y

+iIm (1+a C)Z

1+0)(1—-2)2

bulunur. Teorem 3.5.3 geregi, secilen a ve ¢ parametreleri igin L. * f, nin yalinkat olup
olmadig bilinir. Eger, a = 0,5 ve ¢ = 6 alinirsa, L. * f, yalinkattir ve goriintiisii reel

eksen yoniinde konvekstir. Eger, a = 0,5 ve ¢ = 6,2 alinirsa, L, * f,yalinkat degildir.

Sekil 3.3 ve Sekil 3.4 de alinan 6zel parametre degerleri ig¢in birim diskin L, * f,
altindaki goriintiisii verilmigtir. Sekillerde ilk resim L. * f,(U) iken ikinci resim ilk
resmin yalinkathigin (ya da yalinkatlifin bozuldugu yerin) daha iyi gériinebilmesi igin

yakinlagtirilmasindan ibarettir.
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0.06

0.04

0.02

-0.14 -012 -0.10 8 1004 -004 -002 0

-0.02

-0.04

-0.06

0.08

Sekil 3.3. a = 0,5 ve ¢ = 5 alindiginda, L. * f,(U) resmi (yalinkat)

0.02
0.01

-009 -008 -Q -0p6 -0fos

-0.01

-0.02

Sekil 3.4. a = 0,5 ve ¢ = 6,2 alindiginda, L. * f,(U) resmi (yalinkat degil)

3.6. Genellestirilmis Doniisiimler ile Harmonik Bir Doniisiimiin Konvollsyonu

Bir f, = h, + g, fonksiyonu,

a+tz
1+az

he=ga=(1+a)= ,w(z) = (-1<a<1) (3.22)
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olarak ele alinsin. Kesme yontemi ile,

hqe(2) = 1—

(1—2)2_5(1—2)2

z 1 2z
a

(3.23)

_1+4a| az 1—2a Zz?
g“(z)_1—al(1—z)2Jr 2 (1—Z)Zl

bulunur. f, fonksiyonunun a = 0,7 i¢in birim diski resmettigi bolge Sekil 3.5’de

verildigi gibidir:

-2

\/,
(@\

Sekil 3.5. a = 0,7 igin, f,(U) resmi

(3.22) denklemleri ile tanimlanan f, = h, +g, fonksiyonunda a = 0 alinirsa

H; — G, = = ve wy(2) = z olur. Bu sekilde tanimlanan fonksiyon F,(z) = H,(z) +

1-z

G,(z) ile gosterilsin. Li ve Liu 2013 yilinda F;(U) = {u + iv:v? > —(u + 1/4)}

oldugunu kanitladilar. Bu da F;(z) nin yatay yonde konveks (ancak sag yari diizlem
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dontigiimii degil) oldugunu gosterir. Wang ve arkadaglart 2016 yilinda F; (z) nin gesitli

konvoliisyonlarin arastirdilar.

Diger taraftan Liu ve Li’nin 2013’ de yaptiklar1 calismada asagidaki genellestirilmis

harmonik yalinkat doniisiimleri tanimladi. Her z € U, ¢ > 0 i¢in

PC(Z) = HC(Z) + Gc(z)

_1[cz+z]+1[cz Z 394
T 14+cl(1-22 1-zl 14+cll-22 1-2 (3:24)

dir.
Burada Py(z) = F;(z) oldugu agiktir. Eger f = h 4+ g € Sy ise
czh' +h czg' —g

c*f 1+c¢ + 1+c¢ ( )

yazilir.

Teorem 3.6.1. Genellestirilmis harmonik doniistim olan P. = H.(z) + G.(z) (3.24)’de
tammlandigi  gibi alinsmn. Eger f, =h, +9g, €Sy fonksiyonu —-1<a<1
araliginda h, — g, = (1 + a)é ve genislemesi w,(z) = % ised <c< % icin

P.x f, € SYy dir ve goriintiisii yatay yonde konvekstir.

Ispat. Lemma 3.4.2'ye gore P.xf, mmn lokal yalinkat ve yon koruyan oldugu

gosterilmelidir. Oncelikle, w(z) = w,(z) = 1a+—+azz geniglemesi (3.10)’da yerine yazilirsa
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[c— 1) +z(1+ 0] 22 (1-22) 4 ¢ 20 z(1 - 2)

1+az 1+az (1+az)?

Wl(Z) = 1 1 1 a+z 1—a? 1
- Z — Z — Z
[(C + ) + (C ) ] ( 1+az) (1+az)? ( )
43 _ 2—a—-c-2ac o 1-2a-2c-ac a(c-1)
— 1+c 1+c 1+c
2—a—c-2ac 1-2a-2c-ac a(c-1
1— 7+ 42 3D 3
1+c 1+c 1+c

(3.26)

2(1-a)

elde edilir. Sonrasinda0 < ¢ <——=
1+a

(-1<a<1) igin |Wwi(2)|<1 oldugu

gosterilmelidir. Asagidaki iki durum dikkate alinacaktir:

Durum 1. a = 0 olsun. (3.26)’ da a = 0 alindiginda,

2 2—c 1-2¢ 1-2c¢

- (z-1D(z-—)
~ 1+c 1+c 1+c
wy(z) = -z = = =-z =

e R T (1-2)(1-=22)
1+c 1+c 1+c

1-2¢

olur. Her 0 <c<2igin z; =1 ve z, = e

kokleri birim ¢emberin iginde ya da

tizerinde yer alir, boylelikle |, (z)| < 1 oldugu goriiliir.

Durum 2. a # 0 olsun. (3.26)’dan

3 2—a—-c-2ac _o 1-2a-2c—ac a(c-1)
Z — —
~ _ 14+c 14+c 1+c
Wl(z) - 2—a—c-2ac 1-2a-2c-ac _, a(c=1) 5
1-— z+ z4 —
1+c 1+c 1+c
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_ pl@ _ z-Az-B)(z-0)
 p(2) (1-A4z)(1-Bz)(1-C2)

yazilir. Buradan, 0 < c < 2(11;;) icin A4,B,C € U oldugu gosterilecektir. Cohn
Kurali'ndan
@) = 23 2—a—c—2ac 2+1—2a—2€—ac a(c—1)
plz) =2 1+c z 1+c¢ T 1w e

a

olur. Ayrica ¢ >0ve—-1<a<1igin

C_l)| < 1 dir. Diger taraftan,
1+c

a(c-1)

@p(z) —agp*(z) P@+—/—7r(2)
p1(2) = =
z z
_(1+c+a—ac)(1+c—a+ac) 5
- (1 +c)2 z
—2—c+6ac+c?+2a%*—a*c—a*c?
(1+ )2 z
N 1—c—6ac—2c?>—a?*—a*c+ 2a?c?
(1+ ¢)?

dir ve diizenlendiginde
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AQ+c+a—-ac)(l+c—a+ac) 2+—2+c+2a+ac

p1(2) =

(14 c¢)? z l1+c—a+ac z
1—2c—a-2ac
l1+c—a+ac
A1+c+a—ac)(l+c—a+ac) 1—-a—-2c(1+a)
- (1+c)? (Z_l)(z_l—a+c(1+a)>
olarak yazilir. Yani 0 <c SZTT_;) icin p;(2) nin birim diskin iginde z; = 1 ve z; =

1-a-2c(1+a)

olmak tizere iki farkli kokii vardir. Boylece, Lemma 3.4.1°den, p(z) nin tim
1-a+c(1+a)

sifirlar1 U Gzerinde bulunur, yani 4, B, C € U olur ve boylece her z € U igin |, (2)| <
1 dir.

Teorem 3.6.2. Genellestirilmis harmonik doniisim P. = H.(z) + G.(z) (3.24)’de

tanimlandigi gibi olsun. Eger f, = h+ g = 1ZTZ ve genisleme w(z) = e92z" (6 € R,

ne€N)ise P.xf, €S) dirve0 <c < % icin yatay yonde konvekstir.

Ispat. Teorem 3.6.2’nin ispat: Teorem 3.4.5' in ispat1 gibidir.

Ornek 3.6.3. Teorem 3.6.1°de, (3.22) ve (3.25) denklemleri kullanildiginda

P % fo = —=[czhy (2) + ho(2)] + —=[c294 (2) — 9o (@]

oldugundan
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1
p 1 (1+a) 1 +(1+a) 2—522
3 =
¢ * Ja 1+c|“\1—q (1-23 \U-a/\(1-2)2

1-2
1 ( (1+a) a+z—az]) <1+a)aZ+TaZz

+1+c 1—a/l (1-2)3 1—a/ (1-2)2

:Re{ lt+a (1+a)z )}

Arod-a-g e taerz(d-adl+a7sm—)
(1+a)cz 1+a
A+0(-27 d+0(l-0(1-2)

+ilm{ 2[Z+az—azz]}

ele edilir. Teorem 3.6.1, a ve ¢ parametrelerinin secimine gore P, * f, nin yalinkat olup
olmadig1 hakkinda bilgi verecektir. Eger a = 0,5 ve ¢ = 0,1 alinirsa P, * f, yalinkattir
ve gorlntlsi yatay yonde konvekstir. Sekil 3.6(a) ve (b) de birim diskin f; 5 ve Py,
dontistimleri altindaki resimleri, Sekil 3.7°de Py, * fo 5 konvolusyon fonksiyonunun

birim diski resmettigi bolge verilmistir.

-
2

B /

Sekil 3.6. (a) fo,5(U) resmi (b) Py, (U) resmi
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Sekil 3.7. Py, * fo 5(U) resmi

Benzer sekilde, a = 0,5 ve ¢ = 1,5 alinirsa P, * f, yalinkat degildir. Sekil 3.8’ de
yalinkathigin saglanmadig1 daha ayrintili goriiliir.

0.3
02

0.1

-1 -09 -08 -0.6

-0.7

-0.1

Sekil 3.8. Py 5 * fo 5(U) resmi

Arastirma Problemi. Bir f, = h, + g, € SY fonksiyonu h, — g, = (1 + a)é ve

genislemesi w,(z) = % ozelliginde olsun. Hangi a € U degerleri i¢in Teorem

3.6.1°1n saglanacagini bulunuz.
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4. SONUC

Bu tezde, Clunie ve Sheil-Small’un (1984) makalelerinde belirttigi harmonik konveks
bir fonksiyonun hangi 6zellikteki bir fonksiyonla konvollisyonunun yine harmonik
konveks olabilecegi agik problemi iizerine yapilan bazi ¢alismalar (Dorff 2001, Dorff ve
ark. 2012a, 2012b, Li ve Liu 2013, Liu ve Li 2016) incelenmistir. Ayrica, (Kumar ve
ark. 2016)’da tanimlanan bir harmonik doniisiim ile (Li ve Liu 2013)’de tanimlanan
genellestirimis harmonik doniisiimiin konvollisyonunun hangi sart altinda yalinkat ve

reel eksen yoniinde konveks olabilecegi arastirilmistir.

Tezin tlglincli boliimiinde, belirtilen agik problem {izerine yapilan calismalar ve
aragtirilan problem yer almaktadir. 1984 yilinda Clunie ve Sheil-Small tarafindan
belirlenen agik probleme verilen en iyi cevap 2001 yilinda Dorff tarafindan verilmistir.
Dorff 2001°de h; + g; = é, (i = 1,2) ozelligindeki f; = h; + g, (sag yar diizlem
dontigimii) konveks harmonik fonksiyonlarmi ele almis, f; * f, konvollsyon
fonksiyonu lokal yalinkat ve yon koruyan oldugunda f; *f, konvollsyon

fonksiyonunun S9 simifina ait oldugunu ve reel eksen ydniinde konveks oldugunu

.. . . T .. 1 1+zel®
gostermistir. Ayrica SSa<m olmak Uzere h(z)+g(z) = 2l_simlog (1+ze—ia)'
w(z) = ez"(n € Z* ve 6 € R) bzelligindeki f = h+ 3 dikey serit harmonik
doniistimleri ile sag yar1 diizlem doniistimlerinin konvoliisyonu lokal yalinkat ve yon

koruyan oldugundan konvoliisyon fonksiyonunun S5 sinifina ait oldugunu ve reel eksen

yoniinde konveks oldugunu gostermistir.

Dorff ve ark.’nin 2012 yilinda yaptig1 ¢caligmada ise Clunie ve Sheil-Small’un harmonik
kesme yontemi ile elde edilen fy = ho + o, ho + go = 7, Wo(2) = —z harmonik

sag  yart diizlem doniisimi ile h+g= é, w(z) =ez"(neZ*veb €

R) ozelligindeki f = h + g konveks harmonik fonksiyonu ele alinmistir. Bu ¢alismada,
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Cohn kurali kullanilarak, lokal yalinkat ve yon koruyanlik sartinin n = 1,2 iken
saglandig1 dolayisiyla dan = 1,2 iken f, * f konvoliisyon fonksiyonunun S sinifina
ait oldugu ve reel eksen yonunde konveks oldugu gosterilmistir. Ayni ¢alismada, f =
h + g dikey serit harmonik doniistimleri ile f; harmonik sag yar1 diizlem doniisimiinin

konvoliisyonunun n = 1,2 icin S5 sinifina ait oldugu ve reel eksen yoniinde konveks

a+z
1+az

oldugu gosterilmistir. Yine harmonik dikey serit doniistimii w(z) = ,0<5a<

1 genislemesi ile ele alinarak ve Schur-Cohn algoritmasi kullanilarak harmonik sag yari
diizlem doniisiimii ile konvoliisyonunun Sf sinifina ait olduguve reel eksen ydniinde

konveks oldugu gosterilmistir.

Liu ve Li’nin 2013 yilinda yaptiklari ¢alismada, h — g = é,w = z Ozelligindeki

fonksiyonlart genellestirerek normalizasyonu saglayan yalinkat analitik bir f

(z) = czf'(2)+f(2) + czf'(2)-f(2) harmonik

fonksiyonu icin ¢ > 0 olmak Uzere P.[f] "™ T1c

doniisiim ailesi tanimlanmistir. Tanimlanan bu genellestirilmis harmonik doniisiim ailesi
ile h—-—g= é, w=¢e®z" olmak lizere f,=h+g fonksiyonlarmin
konvollsyonunun0 < ¢ < % icin SP smifina ait oldugu ve reel eksen yoniinde konveks

oldugu gosterilmistir.

Li ve Liu’'nun 2016 yilinda yaptiklar1 ¢alismada, Kumar ve ark. (2016) tarafindan

tammlanan h, + g, = é, we(z) = 1a_z

—1<a<1lolmak uzere f, =h,+ 9,

)
—az

harmonik sag yar1 diizlem doniisiimleri ile Muir (2008) tarafindan tanimlanan

LC(Z) = HC(Z) + GC(Z) =1 =+

1+cl1-z = (1-2)2

1+cl1-z (1-2)2

et I el ner] genellestirilmis

2(1+a)

harmonik sag yar1 diizlem doniistimleri ele alinmistir. Bu ¢alismada, 0 < ¢ < . icin

L. * f, konvolisyon fonksiyonunun S3 smifina ait olduguve reel eksen yoniinde

konveks oldugu gosterilmistir.

86



a+z
1+az

Tezin orijinal kisminda ise, h, — g, = (1 + a)IZTZ wi(z) = (-1 <a<1)olmak

uzere f, =h,+ g, fonksiyonu ve Liu ile Li (2013) tarafindan tanimlanan
genellestirilmis harmonik P. doniisiimleri ele alinmistir. Bu doniigiimlerin her ikisi de

sag yar1 diizlem doniisiimii degildir ancak reel eksen yoniinde konveks dontistimlerdir.

@a-

Ele almman bu iki doniisiimiin konvoliisyonunun 0 < ¢ < ZT;) icin S sinifina ait

olduguve reel eksen yoniinde konveks oldugu gosterilmistir. Ispatinda (Liu ve Li 2013)
ve (Li ve Liu 2016) kaynaklarindan faydalanilmistir. Ayrica, parametrelerin ¢esitli
secimleri ile elde edilen doniisiimlerin birim diski resmettigi bolgeler Maple 2015
programi kullanilarak ¢izdirilmis, yakinkat olmayan doniisimlerde yalinkatligin

degistigi bolgeler 6zellikle belirtilmistir.
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