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Bu tez iic bolimden olusmaktadir.
Giris kisnunda, Singiller integraller ve Sobolev uzaylari hakkinda kisaca bilgi verilmistir.
Birinci boliimde. Singiiler integraller ve Sobolev uzavlarimn incelenmesinde vardimer olacak
bazi temel bilgi ve 6zellikler verilmistir.
Ikinci boliimde. Singiiler cekirdekler ve onlarin Fourier déniisiimleri ile ilgili bazt temel Gzellikleri

incelenmistir.

Uciincii bolimde. Sobolev uzaylari ve genellestirmeler hakkinda bilgi verilmis. baz temel zellikleri
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This thesis consist of three parts.

In the introduction part, it was given a short knowledge about some works on singular integrals

and Sobolev spaces.

In the first part, some main definitions and properties are given to examine singular integrals

and Sobolev spaces.

In the second part, some main properties of singular kernels and their Fourier transforms are

investigated.

In the third part, it was given about the definitions and some important properties of Sobolev

spaces and generalizations.



iv

Key Words : Singular integral, kernel, Sobolev space, distribution, temperate distribution,

commutates with translations, commutetes with differentiations.



TESEKKUR

Bu calismayr bana vererek calismamin her safhasinda yakin ilgi ve yardimlarini esirge-
meyen degerli hocalarim sayin Doc. Dr. Omer AKIN ve saym Yrd. Doc. Dr. Hiiseyin

YILDIRIM'a ebedi minnettarhk duygularimla tesekkiirlerimi sunmay: bir borc bilirim.



vi

ICINDEKILER

Lo OZET c.ooeeeeeeeeieessstess st s s s ba st s s b a st sa s st en e bttt en e i
2- ABSTRACT . ....ooiieeeeeeetstsssis st tsss et ssbe st ss et s s b st s esssastesesstessssssesenssssessssaetasesanses i
3- TESEKKURu....ooooioioeenitceesieisssise s seesssstsssss st ssses sttt saessase s e s e sssssasssssssssasseens i
4o SIMGELER.........ouoeeeeieceeeieeeeetss s es st ss st sas s st s s ss s st ee oo v,
Be GIRIS .. oieiiiriiieieseie sttt st bt e ss s ba s ae ettt ri
6- BOLUM 1. TEMEL KAVRAMLAR........cocooooiriireeteeeeeeeceee e es st sssesse e 1

1.1 Konvolusyonlar ve Baz1 Temel OZEIIKIET . ..o eeeesereeaees 1

1.2 Fourier Dontisiimi ve Bazi Temel OzellIKIEri......oeveeeeeeeeeeeeeeee e
7- BOLUM 2. SINGULER CEKIiRDEKLER VE

FOURIER DONUSUMLERI.........coviiiiieeiceeeee et essss st sse st st 11
8- BOLUM 3. SOBOLEV UZAYLARI VE

GENELLESTIRMELER........cocoovoiiinireiestessisiestesssessses st sessisessesenessesssnsesnssssonessnn 35
9- KAYNAKLAR. ...t eeeetes st es e ss s es e ses st s s s saenssssesnes e ssneee 3

10- OZGECMIS.....ooioeeieeeeeeeve e sss s st



vii

SIMGELER

Ck(Q): Q iginde kendisi ve |a| < k olmak iizere biitiin D f(z)
tirevleri slirekli f(z) fonksiyonlarinn simfini gésterecektir.

CKQ): Q. Qnun kapamgimi gostermek iizere Q’da kendisi ve |a| < k olmak iizere
biitiin D> f(z) tlirevleri siirekli f(2) fonksiyonlarinin kiimesini g6sterecektir.

Bu sinifa ait bir  f(z) fonksiyonunun normu , £ < oo igin
”f”ck(“qf) = sung“f(m)I
r€Q

dir.
C%(Q): Q i¢inde sonlu olan C*(Q) swnifina ait fonksiyonlarin uzayidir.
Yani; kompakt destege sahip fonksiyonlarin simifim gosterecektir.
CF(E™): E™in iginde ve simirinda siirekli diginda sifir olan kompakt destege sahip
fonksivonlarin sinifidir.

on: R" icinde birim kiirenin yiizey alamini gostermek lizere;
11 R

21I"/2 . .
op = / ds = T(n/2) seklinde verilir.

Js=1]
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Giris
Singiiler integraller konusu;Mihlin, Calderon ve Zygmund’un ¢aligmalarinin sonucu
20.yiizyihn sonlarinda dnemli gelisme saglamugtir. Singiiler integrallerin, Fourier serileri, Kismi
diferensiyel denklemler ve Analizin diger dallarinda yapilan caligmalarla Onemli baglantilar
vardir. Singiiler integrallere 6rnek olarak genelde; f fonksiyonunun Hilbert déniigiimi olarak

bilinen,

0
f=- —L——dt —00 <<
g r—1
—c0
doniigiimi verilir. Burada f fonksiyonu integrallenebilir olsa bile, z = t noktasinda integrantin
singlilerliginden dolay) integral mevcut degildir. Bununla beraber, singiilerlik noktasinin simetrik

bir komsgulugunun kaldirilmasiyla esas deger anlaminda(principal value=p.v.)

—o% le~t]>e

integralini gozoniinde bulundurabiliriz. Bu singiiler integral (veya esas deger integrali) analitik
fonksiyonlarin sinir deger ¢aligmalarinda kargimiza ¢ikar. Biitiin bunlarla beraber, singiiler in-
tegraller iizerine kurulan bu ¢aligmamizdaki amacimiz; 6nce, singiiler ¢ekirdekler ve bu singiiler
cekirdeklerin Fourier doniigiimlerinin temel 6zelliklerini aragtirip inceleyerek, Sobolev uzaylarinin
bir genel sinifina. singiiler integral operatdrlerinin detayli temel 6zelliklerinin genisletilmesini in-
celemek olacaktir. Daha sonra, singiiler integraller teorisinde esas rol oynayan singiiler integral
operatorlerinin genig bir sinfina nasil yayildigini irdeleyecegiz. Bu ¢aligmada eger integral bolgesi

belirtilmemis ise E™ tam uzay: iizerinden integral alindig) anlagilacaktir.



BOLUM 1

1 Temel Kavramlar

1.1 Konvoliisyonlar ve bazi temel 6zellikleri

flz) ve g(z) fonksiyonlari z€F 'nin Olgiilebilir fonksiyonlar: olsunlar ve basitlik olmasi

agsindan  f ve g ’'nin reel degerli olduklarini farzedelim. Buna gére ;

Tanim 1.1.1: (iki fonksiyonun konvoliisyonu)
h = f*g Konvolisyonu

h=(fxg)z)= / f(y)g(z - y)dy
En

formiilii ile tanimlanmgtir. Buradaki integral Lebesgue integralidir. Konvolisyon bir ¢arpim
tiiriidiir. Ancak noktasal carpim  L'’de kapali olmamasina karsiik , konvoliisyon ¢arpimi
LV’de kapalidir. Yani;eger f, g€ L! iseozaman f-.-g ¢ L' dir,ancak h = f+g € L' dir.
Yani;

Al < A1 liglh

dir.

Ozellikler 1.1.2:

1- Konvoliisyon komutatiftir. Yani; f+xg=gx*f dir.

2- Konvoliisyon L' uzayinda asosyatiftir. Yani; hx(f*g)=(h* f)*xg dir
3- (W.H.Young Teoremi) 1< p < oo olmak iizere eger f€ LP ve g€ L!

ise o zaman h = f*g vardir ve LP’ye aittir. Yani; ||Rll, < | fllpllglls  dir.



4- (Young Teoremi) 24+1>1 ve }=141-1 olmakiizere f€ L? ve g€ L? oldugunu

kabuledelim. Eger h = f*g iseozaman h€ L™ ve
[IR1l- < [ £llallgllq

dir.

5- 1< p<oo olmak iizere eger f € LP(E™) ise o zaman; [u] — 0 iken,
1
p
1+ = f@le = ([ 1@ + )= fz)Pdz) " — 0
olur. ¢ > 0 parametresine bagh bir A.(z) fonksiyonunu ve;

(f+ KD o) = [ J)E.(z - n)dy

konvoliisyonunu gézoniinde bulundurahim. Buradaki A'.(z) fonksiyonuna g¢ekirdek fonksiyon

veya kisaca cekirdek diyecegiz. K(z) cekirdeginin asagidaki ozellikleri sagladigi kabul edile-

cektir.
a) Her €>0 igin,

/|1\'5(1')|d.r < A
dir.( A ¢ ’'dan baigimsiz bir sabittir.)

b) Her ¢>0 igin.
/1{5(.‘1‘)(11‘ =1

dir.
c) Belirlenmig herhangi bir 6 >0 icin € — 0 iken

/ | Ko(z) | dz — 0
228

olur. Bu ozelliklerin ispats i¢in [Neri,U.,1971]’e bakilabilir.



1.2 Fourier Déniisiimii ve Bazi Temel Ozellikleri

z,y € E™ olmak lizere 2.y i¢ ¢arpimini;
Toy=rrrhtrr¥et o+ TnYn

geklinde tanimlayacagiz.

Tanim 1.2.1: f € LP(E™) olsun. Bu f fonksiyonunun Fourier déniigiimii;
fay=@my [ fe ey
En

formiili ile ifade edilir. Fourier doniiglimiiniin buna egdeger iki ifadesi ise;

foy=@nE [fetidy  ve  f@)= [ feirienay

seklindedir.
Herhangi bir r € E™ igin yukardaki integraller mutlak yakinsak oldugundan [Neri,U..1971],

f(2) Fourier d5niigimii hemen hemen her yerde tanimli ve siirhdir. Gergekten:
@)l < @n™ [ Ifwldy = @)1l < 00

dir.

Ozellikler 1.2.2:

- Vfi(z;) € L(E') olmak iizere eger f(z) = fi(z1)- fo(z2) - fulan) ise, f(z)
fonksiyonunun Fourier déniigiimii; f(.r) = fl(:cl) 'fg(l‘z) .- -fn(wn) dir.

2- a€E™ ve g(z)=e9f(z) olsun.O halde, §(z)= f(z—a) dir.

3- A#0 olan bir reel sabit ve fy(z) = f(Az) olsun. O zaman, fy(z)= IAI7"f(%)  olur.



4- Fourier doniigiim lineerdir. Yani; a@,b her hangi iki sabit olmak iizere,
F(af + bg)(z) = af(z) + bg(2)

dir.

5-a€ E™ ve f,(z)= f(z+a) olsun. O halde; f,(z)= e f(z) dir.

6- Cift bir fonksiyonun Fourier déniigiimii ¢ift, tek fonksiyonun Fourier doéniisiimii ise tektir.
7-  (Rieman-Lebesgue Teoremi) Eger f € L(E™) ise, o zaman f suurh ve diizgiin
siireklidir.

Bundan bagka |X| — oo iken f(z)-— 0 dir.

8- f.g€ L olsun.Eger h= f*g ise ozaman h=fg dir.

9- f.g€ L olsun. O halde;
[F@ra@is = [ fa)g(z)de

dir.
10- Bir radyal(uzakliga bagh) fonksiyonun Fourier doniigiimii yine radyaldir.

Ters Fourier Déniigim formili: f € L(E™) olmak iizere;
flz) = /f(y)e“”)dy

dir. Bu 6zelliklerin ispat1 i¢in [Neri.U.,1971]’e bakilabilir.



Tamm 1.2.3:
a = (aj,az,++,0,) kath-indeks ;

al=oq tag! -, !,

‘a':al+a2+"‘+an ’

X1

=yt oag?eeadn

D = (D]-D2v'°'7Dn) s

D; = 5‘3—1 , J=11n olmak iizere;

lelf(z)

D f(x) = P05 90 seklinde tarif edilecektir.

Tanim 1.2.4: Kompleks C" 'de Skalar carpim
<ZE>=nb+20bG+ 4 b
ve |ZI=V<Z,Z> = (|l + |zl 4+ |22

seklinde tarif edileceklektir.

Tamim 1.2.5: U : E® — (C  kompakt destekli fonksiyonlarin simfini  C§° = C&(E™)  ile
gosterecegiz. Cg° uzaymun bir kompleks vektor uzay: oldugu agiktir.  C§°  uzayi iizerinde.
agagidaki yakinsakhik kriterine gore indirgenmis topolojiyi gozoniinde bulundurabiliriz. Eger
U, dizisi belirli bir kompakt K kiimesi i¢inde destege sahip ve onun biitiin tiirevleri ile birlikte
U, dizisi ['ya dizgiin yakmnsar ise U, U’'va yakinsar denir ve [, —— [ seklinde

gosterilir. Daha agik olarak her bir « kath-indeks i¢in, K iizerinde,

2\*° 9\*
(%) v—(z) v
yakinsakhig) diizgiindiir. Bu topoloji ile donatilmig C§°® topolojik uzayma D  topolojik

vektor uzay: denir.



Tanim 1.2.6: D iizerinde biitiin siirekli lineer, eglenik fonksiyonellerin topolojik vektor uzay:
D*, E™ iizerinde dagihmlar(Schwarz) uzay: olarak adlandirihr.

Tanim 1.2.7:(Dagiim) Kendisi ve biitiin tiirevleri |X | — oo iken |X{|in her hangi bir
negatif kuvvetinden daha hizh sifira yakinsiyan C*®  simifina ait fonksiyonlarin vektor uzayini
S ile gosterecegiz.

Daha acik olarak eger biitin o« ve 3 katl-indeksleri igin

|X*DPU(z)| < Cap olacak sekilde C,3 pozitif sabitleri varsa U € § dir. S uzayina
dagihm uzay: denir.

Tanim 1.2.8: (Temperate distribution-Temperate dagihim) Eger § wuzayiiginde U dizisi
["'ya yakinsarise o zaman < f,U; >—< f,U > olacak sekilde S {izerinde siirekli biitiin
lineer, eglenik f fonksiyonellerinin topolojik vektor uzay:, S* temperate dagiimlar uzay:
olarak adlandinlr.

Tanim 1.2.9: (Tam uzay) L} uzayi iizerinde tamimlanan norma gére L?'den alacaginuz bir
dizi yine L%'de bir limite sahip ise ; yani bu dizi yakinsak bir Cauchy dizisi ise L} uzayma
tamdir denir.

Tanim 1.2.10:(Hélder esitsizligi) p > 1, ;—7+ é = 1 sartin saglayan bir say1 ve ¢ da

p'nin  eglenigi olmak tizere

| [ todel < Uflhlsll

seklinde tanimlanir.

I+ allo S Ufllo + llgll,  esitsizligi de Minkowsky esitsizligi olarak bilinir.



Tanim 1.2.11: (élgﬁlebihr fonksiyon) (X,A) bir dlgiilebilir uzay ve f:X — R tammh
bir fonksiyon olsun. Eger Va >0 igin, i l-o0,0)={zeX: f(z)>a}lec A
oluyorsa f fonksiyonuna 6lgiilebilir fonksiyon denir.

Tanim 1.2.12: (Destek - Support) Bir f fonksiyonunun destegi,

suppf ={z: f(z)# 0}

olarak tammlanir[Schwarz 1966].

Tamim 1.2.13:(Dagihm-Distribution) Kompakt destege sahip ve© € sinifina ait
fonksiyonlarin sinifi D olsun. Bu halde, /:D — R yada U:D — C fonksiyonelleri
lineer ve siirekli ise U fonksiyoneli bir dagihm adin1 ahr. f € D ve ¢ her hangi bir

fonksiyon olmak iizere,

<, f>=< Uy f >=/f(m)w(x)dx
Rn

seklinde tamimlanir[Schwarz 1966).
Tanmim 1.2.14: (Homogen Cekirdek) Her A >0 ve z € R™ igineger KA(Azx)= A*A(r) ise
K(z) cekirdegine «. dereceden homogendir denir.
Tanim 1.2.15:(Singiiler integral) f ve K, R"de tammh ve dlgiilebilir iki fonksiyon
olsun. Bu durumda

he) = (f+K)@) = [ S()E (@~ y)dy

Rn

geklinde tanimlanan h(z) fonksiyonuna f ve K’min konvoliisyonu denir.Eger a =n ise
yukandaki integrale singiiler integral denir. Burada «, K’min homogenlik derecesi ve

n, uzaym boyutudur. Ayrica F(f#*g)= FfFg esitligi gecerlidir[Neri,U.,1971).



Tanim 1.2.16: (Schwarz Uzayi) Kendisi ve tiirevleri bir polinom ile ¢arpildiginda sinirh kalan

fonksiyonlarin uzayidir. Yani;
S.=SAE") = {f € C®E™ : sup|e®*DPf(z)|<o0 Va,B€ Zt icin}.

Teorem 1.2.17: 1< p < oo olmak lizere f € LP(E™) ve §, ¥ iizerinde integrallenebilir

ve tek fonksiyon olsun. O zaman ;

a) [Ifello < Bollflis

b) ¢ — 0 iken |f.—f]l, — 0 olacak gekilde bir f fonksiyonu vardir.

¢) Iflls < Bylifll, dir. Burada B, = ZA4,||Q], seklindedir.

Teorem 1.2.18: K(z) = Q(z).|X[™™ c¢ekirdeginin ¥ iizerinde sifir ortalama degerli
¢ift cekirdek oldugunu ve uygun ¢ > 1 ’ler icin de 9 € LX) oldugunu kabuledelim.

1 < p< oo olmak ilizere eger f € LP(E™) ise f. =K. -f = K.*f yazanz. Burada

K. kesilim ¢ekirdegidir ve

(
K(z) |z|>¢
K.(z)= 4

0 |z| < e

dir.
O zaman ;

fE”p S qullQ”q”f”p

b) € —0 iken |f.— f“,, — 0 olacak sekilde bir f € LP fonksiyonu vardir.

a) |

<) 11flls < Apglilliflle



Teorem 1.2.19:(Calderon-Zygmund) 1 < p < oo olmak ilizere f € LP(E™) olsun.
K(z) = Q(a').|z|™™, ¥ iizerinde sifir ortalama degerine sahip olmak iizere fe = Koxf yazalim

veuygun ¢ > ’lar igin Q€ LP(¥) olsun. Bu durumda;

a) | fello < ApallQUal 1l
b) €e—0 iken |fi— f]l, — 0 olacak gekilde bir fe€ L? fonksiyonu vardir.

Yukarida, sadece ifadesini vermis oldugumuz bu teoremlerin ispati igin [Neri,U.,1971]'e bakilabilir.
Teorem 1.2.20:(Parseval-Plancherel) f € L?*(E™) olsun. f fonksiyonunun Fourier
doniigiimi, R ~— oo iken fR(;r)’in L? normunda bir limiti gibi mevcut olur.

Avnica; || fllz = 27)"2|| fllz (Parseval formiilii)
dir. Bundan bagka; f fonksiyonunun ters Fourier déniigiimi,

L? iginde f(z2)= Rlim / f()e'*¥dy  anlaminda korunur|[Neri,U.,1971].
—c0
lyI<R
Teorem 1.2.21:(Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi) f(z,h) toplanabilir majoranta sahip
olsun: |f(x.h)] < F(z), h parametresinden bagimsiz ve F(z) € L1(Q) dir. Eger,

h — 0 iken f(r.h) fonksivonunun hemen hemen her . icin limiti varsa, o zaman
i hdz= [ 1 ,h)d
,y_rpOQ/f(r )da Q/hgbf(x )dz

dir[Samko 1993].
Teorem 1.2.22:(Minkowsky integral esitsizligi) 1< p< oo ve f(z,y) fonksiyonu €, ve

), lizerinde Olgiilebilir bir fonksiyon ise,

/ / £z, y)ldy da / dy / \f(z,9)Pdz
Q4

esitsizligi vardir[Samko 1993].

a0
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Teorem 1.2.23:(Fubini Teoremi) f(z,y) fonksiyonu @Qm4, iizerinde integrallenebilir olsun.
O zaman h. h. her z € @, icin f(z.y), y € Qn’e gore integrallenebilirdir.

Yani; /f(:v y)d /f(:c y)dz integralleri =z € @, ve y € Qn’e gore
mtegralleneblhrdlr Bu durumda

[ fawdsty= [@ [ fepay= [y [ sy
@n

Qm+n Qn Qm Qm

dir[V.P.Mikhailov 1976].
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BOLUM 2

2 Singiiler cekirdekler ve onlarin Fourier doniisiimleri
z € E™ olmak iizere verilen bir k(z) fonksiyonu
k(x) = € "k(2)

seklinde tanimlansin. Eger k.(z) lokal integrallenebilir ve U € C§°(E™) ise o zaman her

A>0 igin;

/k(/\x)l.'(x)dx = ,\‘"/k(m)U(r//\)dx

veva bir bagka deyigle:

< k(Az). U(z) >=< k(z),Ux(z) >

dir.

Ozel olarak. eger Kk(x). m. dereceden homogen ise.

A™ < k(z),U(z)> = A" [ k(z)U(z)dz
= / k(A2)T(2)dz
- //\_mk(x)mdl‘
=< k(z),Ux(z) >
olur. Daha genel olarak, her hangi bir f € 5* temperate dagilim igin, biitin v € § olmak

lizere I[\, operatorini;

<I\f,U >=< f,Uy > (2.0.1)
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formiili ile tanimlayacagiz. f lokal integrallenebilir bir fonksiyon oldugunda

(I f) = f(Az)
olacag agiktir. Ayrica, f(Az)’in Fourier déniigiimii i¢in bilinen Fou?ie?' déniigiim formiiliinii
su sekilde genigletebiliriz.

F(IIAf) = ATML )\ F(f) (2.0.2)
Ispat . Bir fe$* dagiliminin f= F(f) Fourier dénigiimi, her U € S igin,

< fJU>=< f,U >

dir.

Bu tanima ve (2.0.1) formiiliine gére, her " € S igin,

< F(IILL).U > =<I\f,F(U)>
=< f(Az), 0 >
=< f,U\ >
=< fyA 0 (x/A) >
=< fL A0 >
=< AL f U >
oldugu goriilir. Aym sekilde,
<A fz/N), U > =< f(hx),U(z) >
=< f(Ae), U >
=< f(z),Ux(z) >
=< f(2), A"y 50 (2) >

olur. Bu da iddiay1 gergekler.
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Tanmm 2.0.24: S*’daki bir f daghm igin, eger IIyf = A™f oluyorsa f’ye m. derece-

den bir homogen dagilimdir denir.

Eger f(z) = f(|z]) ise béyle bir f fonksiyonuna uzakliga bagh (radyal) fonksiyon denir.
Ayrica, bir radyal fonksiyonun Fourier donilisimi yine bir radyal fonksiyondur.
Mesala; n>2 ve % < a<n olmakiizere |z|~* lokal integrallenebilir radyal fonksiyonunu
gozoniine alalim ve bunun Fourier doniigiimiini hesaplayalim. Fonksiyonumuz lokal integral-
lenebilir oldugundan, bunu iki fonksiyonun toplam: geklinde yazabiliriz. Yani; |z|™* = f+g ol-
sun. Burada f fonksiyonu |z|™®* 'mn {z:|z| <1} kiimesine kisitlanigt ve g fonksiyonu
da Jz|™* 'nn {r :|z|] > 1} kiimesine kisitlamgi olsun. O halde Fourier doniigiimiiniin

lineerliginden

F([z]™*) = F(f+9) = F(f)+ F(g)
yazabiliriz. Buradan,

fro= [ et mays [ metiay =140
Irj<1 izi>1

dersek, I < oc olmasiicin a < n olmast gerekeceginden f e L' dir.
II < x olmasiigin a>% = 2a>n olmasi gerekeceginden g€ L? dir.
F(|x|=®) fonksivonu lokal integrallenebilir, sinirlt siirekli fonksiyonlarin toplami

ve L2 uzaymda bir fonksiyondur. Ustelik |z|~® lokal integrallenebilir oldugundan,

Oylz|™ = |Az|™ (2.03)

= A=2z|
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dir. Simdi (2.0.2) formiiliine gore;
F(Ix|z]|™%) = ATy /nF(|2]7%)

yazariz. (2.0.3) formiiliinden de;

F(ILy|2]7%) = A7 F(|z| ™)

elde ederiz. Boylece bu son iki esitlik birlegtirilirse,

ATOF(|2]7%) = AT F(J2]7%)
F(lz|™) = X7 2 F(l2] ™)
elde edilir. 1/\ yerine A yazmakla,
I\ F(|z|™%) = A*7"F(|z] ™) (2.0.4)

elde ederiz. Buradan F(]z|™®) 'mn (a —n). dereceden homogen bir fonksiyon oldugu

gorilliir. Bobylece |z|~® bir radyal fonksiyon oldugundan F(|z|~*) da bir radyal fonksiyon-

dur.

Netice olarak (a — n). dereceden bir F(]z|™®) radyal fonksiyonu uygun (', kompleks

sabitleri igin,

F(lz|7*)(€) = Calé]*™" (2.0.5)
geklinde olmalidir. Gergekten

F(la =)&) = [ lol """ ds
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olur. Burada 2miz€ = u => |27i€|"dz = du,|z| = f2_|7rtiz|£_| ve dz= f_27%5 dontiglimii

yaparsak,

Pl = [ (k) () <
- ——“]‘?.wz'é?“' = [lulevd
= [27i[*7"T(1 ~ a)|g[*"
= Culglo
elde edilir. C, sabiti agagidaki gibi hesaplamr. e~ ¢ §
ise F(e=™=P)(£) = e~ oldugundan.
Plancherel formiili ve (2.0.5) formiiliinii kullanirsak,
< F(]x[“"),F(e'”“‘z) > =< Culejm, emmkE >
= Cy < J|*m, e kP > (2.0.6)
=< Il.]—a’e—-rrl.r|2 >
buluruz. ¥ = {r : |z| = 1} notasyonu birim kiireyi, w, ; ¥ 'mn alamm, z': r in

¥ lizerindeki izdiigiimi. yani 2’ = z/|r| ve dz’' de I fzerinde yiizey elemanini gostermek

lizere, < |.t:|“".e“’“|”l2 > i¢ carpim ifadesini hesaplayalim.
2 2
< |z|7%, e 5= /|x|"’e‘”|’| dz

olur. |z|=r degigken degistirmesi yaparsak dz = r"~!drdz’ olur. O halde.

o0
2 2
/[:cl"'e""l’”' dr = /dm'/r"'r"‘le'” dr
En % 0

)
- 1 —pr2
:__wn/r a+n le LU
0
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olur. 7r?=u dersek, (2rr)dr=du , dr=du/(2r\/u/r) olur. Buna gore ;

(\/;/;) —a+n—1 e—umdu

o0
ax—T -—ain_ —
T2 /u 7 le~%dy

0

\8

o0
—_ - - 2
wn/r =17 dr = w,

0

:wn

N~ o

elde ederiz. Gamma fonksiyonunun tanim: geregince

—ulf—?r(”_a> 2.0.7
- n2 2 ('.l)

buluruz. Benzer gekilde C, < |£|"’",€““|‘€|2 > 'vi hesaplayalim.

Co < lg* e 5=, / g1 e= T g

dir. |£| = r = df = r""'drdz’ olur. Buradan

o0
AR - P2
=Ca/dz'/r°‘ npn=le=rr gy
; 0

o€

- R
= Cawn/dx'/r"‘ le=mm" dr
3, 0

olur. Yukardakine benzer olarak.

1 20

- P o _ —

= awn;z—ﬁ "/Z/uz lemtdy
0

buluruz. Yine Gamma fonksiyonunun tanim geregince,

1 a
= o —p—ef2pc 90 7
Cown27r F(Z) (2.0.7)

elde edlir. Simdi (2.0.6)’yi gozoniinde bulundurarak; (2.0.7) ve (2.0.7")’yii esitlersek,

1 (oo n-—a« 1 _ o
wnfz‘ﬂ'(a n)/2r(_—2_) = Cawniﬂ' a/2F(§)
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elde edilir. Buradan da;

- r(%5%) _a (23" :
Ca —_ W(a 77-)/27r0/2___2__ - 7'['“ 2 2 2-0.8
ey () (208)

elde edilir.
Boylece Cgq 'yt hesaplamig oluruz. Bu bize agagidaki 6nermeyi verir;

Onerme 2.0.25: Eger n>2 ve 2<a<n ise |z|™® fonksiyonunun Fourier d6niigiimi,
F(jz|7*)(&) = Calg|*™

formiilii ile verilir. Buradaki C, sabiti yukarda (2.0.8) formiili ile verilen sabittir.
Onerme 2.0.26: a herhangi bir sabit olmak tizere —a. dereceden bir homogen dagilimin
Fourier donilisimii (o — n). dereceden bir homogen dagilimdir.

Simdi n > 1 olmak iizere E” deki lokal integrallenemeyen baz ¢ekirdekler iizerinde

caligmaya gecelim. Ik bagta tammladigimiz notasyona gére —n.  dereceden bir homogen

cekirdegi,

x

k(z) = k(lel—=) = Q2)|2|™"

|z
seklinde yazabiliriz. Burada 2’ = ﬁ ¥ birim kiiresine aittir ve & ¢ekirdeginin karakteristik
fonksiyonu olarak adlandirilan Q. A 'min ¥ ’va kisitlanigidir. Boyle herhangi bir & ¢ekirdegi
ile & ‘min esas degeri olarak adlandirilan ve,

<p-v-kf>=lm / k(2)f(z)dz

|z[>e
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formiilii ile verilen p-v-k. dagihmi ve,

(KF)@) =p-v- [ bz =)y

= lim / k(z - y)f(y)dy (2.0.9)

e—0
lz~y[>e

= }il%(ks * f)(2) (0<ex)
ile verilen bir N operatoriinii birlegtiririz. Burada ;
(
Ka) la| >

ke(z) = J

0 2] <e

\

oldugunu biliyoruz{Neri, U., 1971].

k cekirdeginin karakteristigi olarak adlandirllan €, eger I iizerinde integrallenebilirse
k. c¢ekirdegi lokal olarak integrallenebildigini daha 6nce gostermigtik.

Bu operatérlerin, f fonksiyonlarinin yeterince genig bir sinifi i¢in varolmas: ve béyle simflar

lizerinde de sinurh operatorler olmasi igin. singiiler ¢ekirdekler tizerine asagidaki sartlar yiikleyecegis

Tanim 2.0.27: Eger asagidaki sartlar saglanirsa

ke(z) = Q(z")|z|™

fonksivonuna singiiler konvoliisyon- ¢ekirdek denir.

i) k. ¥ dizerinde sifir ortalama degerine sahiptir. Yani;

E/k - E/Q(x’)dx' —0

dir.

ii) Uygun ¢ > 1’larigin Q€ LI9(X) dir.
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Bir k& singiiler konvoliisyon- ¢ekirdegini (2.0.9) ile birlestirilmis K operatériine singiiler

onvoliisyon- operator ir. nin Y) iizerindeki no ;
k 1 t6r denir. ° L(¥) iizerindeki normu

I, = ( / lﬂ(rc')l"d:v’)

=

o

geklindedir.

Teorem 2.0.28: 1 < p < oo olmak iizere f € LP(E™) ve f; = k. f verilmig

olsun. Burada k. bir % kesilim singiler konvolisyon- ¢ekirdegidir. O zaman f ve ¢

dan bagimsiz uygun A sabiti icin;

i) A=A4,,1Q, ve Ap, valmz p ve ¢’ya bagh n boyutlu bir sabit olmak iizere,

Ifell> < Alfll, ~ dir.

i) {f.} dizisi € — 0 iken LP’de bir Cauchy dizisidir.
iii) Eger {f.} (dizisinin L?P'de limitini f = Kf gosterirse f'nin normu ;

WAl < Allfll,  dir.

Ispat . fe ' olsun. K cekirdegini ¢ift ve tek kisumlarina pargalayarak K = K’ + K"
seklinde yazalim. Burada A'=1(K(z)+ K(-z)) ve K"(z)= 1(K(z) - K(—z))

yazabiliriz. Bu ift ve tek cekirdeklerin karakteristik fonksiyonlarim sirasiyla Q' ve Q7 ile
gosterelim. Q" ‘niin ¥ iizerinde sifir ortalama degerli, integrallenebilir ve tek oldugu

H

agktir. Bundan dolayt Q = Q- Q" de I iizerinde sifir ortalama degerine sahiptir
ve ayrica uygun ¢ > 1 lar i¢in Q€ LY(E) dir. Simdi,
I fello < 12 * fllp + [ fell

<K+ fllp

— II+IIII
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yazariz teorem 1.2.17.’ye gore,
1" < Bpll"[lpll fll»

< By gll"llpll £l

< BpollQlloll fll»

elde ederiz. Teorem 1.2.18’e gore,
I' < Cp NNl o < CogliQlpll fllp

bulunur. Bu egitsizlikleri taraf-tarafa toplarsak,

I'+1I" < (Bpg + Cpg) 1014l fll,

= Apal| Ul fil»

= Allfll»
buradan, |f:|| < A||fll, elde ederiz.
ii)'nin ispat: Ik 6nce LP 'nin  yogun alt ciimlesine ait fonksiyonlar icin ¢ — 0 iken
{ f.} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. g,h € C1(E') fonksiyonlar: kompakt
destekli, siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. h(x) fonksiyonunun cift ve orijin
komgulugunda hA(z)=1 oldugunu kabul edelim. Simdi,

L) ge(z) = ! / I 4 ir. Bundan bagka,

lr—t|>e

/ h(a:——t)dtzo

|e—t]>e

oldugundan,

- h(z —t
ily) gs(x)=% / 9(®) gx(:i)t(m )dt yazabiliriz. (—a,a) araligi g¢’nin destegini
lz—t|>e

kapsasin, o zaman eger |z| > 2a ise, biitiin ¢ € (—a,a) ’ler igin
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||z} = [t]] > |z| = L]z| = 1|z| olur. Bbylece, (.)’a gore

ol < [ l'g(”'ldt

Jz—t|>e

o)
/Tl = 11

2
el

olur. Diger taraftan eger |z| < 2a ise |g(t) — g(a)h(z —t)] < M|z —¢| saglamr. g ve
h sonlu destege sahip oldugundan (é¢i.) 'dan  |§.(z)] < B  elde ederiz. Buradan bu iki
sonucu birlegtirirsek, biitin & ’'ler igin,

A
1+ |z]

|ge(z)] £ (2.0.10)

elde ederiz. Buradaki son fonksiyon her p > 1 igin LP 'ye aittir ¢ — 0 iken

g<(z) noktasal olarak, g(z)= / ) - z(i)? t)dt 'ye yakinsak oldugundan (2.0.10)

egitsizligine ve Lebesgue yakinsakhk teoremme gére LP normunda §. — § dir. Yani.
{ge(2)} L? ‘de bir Cauchy dizisidir. C} L? 'de yogun oldugundan verilen herhangi
bir feLP ve 6§>0 igin, ||f—g]l <d saglanacak sekilde bir g € C} vardir. Boylece,
f. - f,, = (fe — §c) + (g — Gn) + (Ge — f,7 olur. Minkowsky egitsizligi ve (i) geregince
1= Falle < UCS=0ellp +11(Ge = 3a)lls + kg = Dl
< 24,6 + 119 = dnllp

elde edilir ve {g.(z)} LP’de bir Cauchy dizisi oldugundan { f:} da bir Cauchy dizisidir.

Bundan dolayr LP de Oyle bir fo vardr ki € — 0 iken LP normuna gore ,

fo — f dir.
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ii)’in ispat:: Normun siirekliligine gbre i) ve i), iii)’in dogrulugunu gosterir. Esasen,
bu teorem 1 < p < oo olmak iizere f; = k., * f kesilim konvoliisyonlarimin normu
I? normundaki limitler gibi , singiiler konvoliisyon- operatorlerinin varligim tanitir. Bundan

bagka bu teorem bu operatérlerin  f — Kf'e ILP(E™) 'de smrh lineer déniigiimler

tanumladigini gosterir.

Lemma 2.0.29: k(z) = Q(2')-|z|™ bir singiiler konvolisyon- cekirdek olsun. O zaman

U € D olmak iizere,

<p-v-kU>=lim / k(2)U (z)dz
jei>e

ile verilen p-v-k. lineer fonksiyoneli vardir ve bir dagilundir.

Ispat . U € D olmak iizere
/k(z)U(a:)d.r: f +/=I+II
lz]>e 1>|z|>e 221

vazalm. < + -;— =1 ile Holder esitsizligine gore,

(=

I = / k(2)U(z)dz]

jei>1
1/p 1/q
< /[k(r)|”d.7: /Il/'(_x)l"d.r
221 #i1
i/p
=| [ wapdz| Ul
z|>1

bulunur. Burada k(z) = Q(z')|z|™™ geregince [k(2)[P = [9(2)|P]z]=" olur. O halde,
1/p

)= | [ la@Pll e | U], yaabe
z|>1
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Kutupsal koordinatlarla, |z|=r = dz = r""ldrdz’ olup,

/ |k(z)|Pdz =/|Q(z')|”dw'7r”"1r'”pdr

lef>1 £

= /[Q(m’)l”da:'/r""l—m’dr
z 1
elde edilir. n € Z* olmak iizere, p>1 oldugundan 1-p<0 ve n—np <0 bulunur. O

halde n - mnp—1< 0 olacaktir ki bu da bize son integralin yakinsak oldugunu, dolaysiyla

Il 'nin  sonlu oldugunu goésterir.

k(z)dz = / Q(2")|z| "dz
1>[z]>e 1>|z]>e

olup. Kutupsal koordinatlarla
1

/ k(z)dz =/Q(:v')da:’/r"‘.r"'ldr

1>)z|>e €

x
1
= / Q(z")dz’ / r=1dr

£

bulunur. /Q(.r')dx’:O oldugundan / k(z)dz =0 olur. Boylece,
5 1>[z[>e

k(z) (U(z) - U(0)) dx = / g(2)dz
1>|r|>e 1>|z|>e

yazabiliriz. g(x) birim kiire lizerinde mutlak integrallenebilir olup ¢ — 0 'a gotiirebiliriz.
Gergekten. eger (', I/ 'nun birinci mertebeden tiirevi i¢in bir {ist sinir ise,
lg(2)| = Ik(z) lim CE=TC)|
= Q" )|z| 7"V ()| ]
< Cl@")|lel* "
bulunur. Buradan,

[ l@iz<c [ 10
(=<1 =<1
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Kutupsal koordinatlarla, € € L%(Z)C LY(X) oldugundan

/ lg(z)|dz < C / 1Q(z")]|z|*"dz < oo

=<1 l=|<1

olur. Buradan,her U €D igin, € — 0 iken,
<k, U>=<p-v-kU>

oldugunu ispatlamug oluruz. Simdi, [|Q); = / |Q(z’)]dz’ yazalim ve uygun
b

0<0O<1lar igin,

U
U(z)-U(0) = E —(0
(:I)) ( ) j=1x181§j( 1')

olsun. A kompakt olmak lizere, eger supp U C K ise,

| <ke,U>|= I//Q(a;')(U(a:) — U(0))r drdz!|

yazariz ve I—?_l <1 oldugundan A ‘ya bagh uygun Cpg sabitleri igin,
J
. , = aUu
| < ke U >] < Ol Zsup|;—|
Py xr lj
=1
buluruz. Buradan ¢ 0 alrsak,
. & ot
| <pr ok U>[<CrllQ D sup ||
j=1 r al‘j
elde ederiz. Bu yaklagimdan agiktir ki eger m — oo iken {U,} dizisi D 'de sifira

yakinsarsa, yani {U,} — 0 olursa. o zaman < p-v-k, U, >— 0 olur. O halde

p-v-k Dbir dagihmdir.
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Teorem 2.0.30: Eger k(z) = Q(z’)-|z|™™ bir singiiler konvoliisyon- gekirdek ise, o zaman
p-v-k bir temperate dagiimdir ve F(p-v-k) X iizerinde sifir ortalama degeri ile sifirinc
dereceden, siurlh homogen fonksiyondur. Ayrica, her f € D igin,

i) Kf=(p-v-k)xf

i) F(Kf)=F(p-v-k).F(f)

dir.

Ispat . [ =(p-v-k)(1+]|z/?)"! 'nin temperate dagilimi oldugunu géstermek kafidir.
Gercekten, eger [ temperate dagiimi ise, o zaman p-v-k = I(1+ |z|?) 'nin  yine hir
temperate dagiim oldugu aciktir. [; =/ nin {2 :|z] < 1} kiimesine kisitlanist,
ly=I-ly=1"nin {z:|z[>1} kiimesine kisitlanigi olmak iizere, I’yi [ =1 +I; geklinde
yazahm, {; 'in bir kompakt destekli dagihm, Dg C S* oldugundan; bir dagilimdir. Diger
taraftan, |o| > 1 igin, Iy = k(z)(1+|z[*)"! olup kutupsal koordinatlarla, ¢ > 1 igin,

Qe LP(¥)C LYY) oldugundan,

! ! T d
[ @+l = [l [ <o

=121 1

elde edilir. Bagka bir devigle, 5 integrallenebilir bir fonksiyonla aynidir ve bundan dolay:
[, hemde bir temperate dagilimidir. (7) hipotezi; (2.0.9) ifadesi ve D 'deki fonksiyonlarla

D* C §* 'n elamanlarinin konvoliisyonunun taniminin direk bir sonucudur. Teorem 2.0.5."1 ve
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Fourier d6niigiimlerle ilgili bilgilerimizi kullanarak (¢) = (i¢) 'yi gosterebiliriz;

Kf=(p-v-k)xf=>FKf) =F(p-v-k)*f)
= [(@-v B+ D wemvay
- / (p.v. / k(z)f(y—z)tiz)\;e‘z”i’ydy
yazariz. Burada y— z=1u dOnigimi yaparsak z=y—u, dz= —du, dy =dz olur.
O halde,

F(Kf) = / (—p v -/k(y - u)f(u)du) e~ miz(ztu) g

olur. Integral E™ fiizerinden oldugundan,

= / (p- y. / By —ih) f(u)du) em2mis(atu) g
yazabiliriz. Buradan,

=/f(u)e‘2”""du (p-v-/k(z)e"z)"i’zdz)

4 (/L,(:)(—%rirzds) /f( 2 )e=2TiEu g

= F(p-v-k).F(f)
elde ederiz. Boylece (i) K f=(p-v-k)*xf=> (i) F(Nf)y=F(p-v-k).F(f) oldugunu
gostermis oluruz.
Simdi  F(p-v-k) 'nin bilinen bazi Fourier doniigiim 6zelliklerine sahip oldugnu gosterelim.
Eger fe DCL? ise,ozaman p=2 alipteorem 2.0.5"i kullanarak Kf € L%?’yi elde
ederiz. Boylece (ii)'yegore F(K f) = F(p-v-k).F(f)’inde L? ’yeait oldugunu goriiriiz. Her-
hangi bir C C E™ verilsin, F(f) hi¢ bir zaman sifir olamayacak ve C iizerinde

F(Kf)= F(p-v-k)F(f) olacak gekilde bir f € D fonksiyonunu segelim. O zaman;
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F(p-v-k)F(f) € L? ve ﬁl—f—— ,C iizerinde simirh oldugundan F(p-v-k) € L% C) oldugunu

gosterir. (ii) formiili, L% ’de Parseval formiilii ve teorem 2.0.5.’ten; her fe€ D igin,
NE(p-v-k).F(lz2 = |1F(Kf)ll2 = | K fll2 < Al f]l2
sonucunu ¢ikaririz. Bundan dolay:r her fe€ D igin,
lF(p-v-k).F(fll2 < Al fll2 (2.0.11)

olur. Halbuki F(D), L?’de yogun oldugundan (i) formiili F(p-v-k) 'mn L™ 'a ait

olmasi gerektigini ifade eder.

K(z), —n. dereceden homogen oldugundan p-v-k’'min —n. dereceden bir homogen
dagihm oldugunu gormek kolaydir. Bundan dolayi 6nerme 2.0.3.e gére F(p-v-k) 'mn sifirinc

dereceden bir homogen dagilim oldugu sonucunu gkaririz. Yani, her A > 0 igin,
I\F(p-v-k)=F(p-v-k)
dir. Halbuki F(p-v-k), L* 'da bir fonksiyondur. Bundan dolay: lokal integrallenebilirdir.
Bdylece biitin " € D 'lar igin,
< Flp-v k). U> =<II\F(p-v-k).,U>
=< F(p-v-k),Ux>
=< F(p-v-k)(Az),U >

olur. Bundan dolayt. her A >0 veh. h. her =z icin,
Flp-v-k)Az)=F(p-v-k) (2.0.12)

sonucuna variriz. (2.0.12) egitliginin A ’ ya bagh korunmayacak sekilde ki z noktalarinin

ciimlesini dikkate alalim.
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IDDIA. Her z#0 ve A>0 icin, F(p-v-k) fonksiyonunu sifir dlgiimlii bir ciimle

tizerinde (2.0.12) korunacak gekilde bir yolla degistirebiliriz.

Ispat. h = F(p-v-k) alahm ve h(z)'in 8lgiilebilirligini kullanalim. h(Az) = h(z) esitliginin
E™x(0,00) ’da  h. h. her (z,A) igin dogrulugu (2.0.12)’den giiriih'ir. “Pozitif lineer dl¢iime
sahip A  degerlerinin bir kiimesi tizerinde h(Az) # h(z)’i saglayan 2z noktalarinin
kiimesini Z ile gbsterelim. E"x(0,00) iizerinde h. h. h. y. h(Az) = h(z) oldugundan
Z sifir dlglimiine sahip olmalidir. Fakat o zaman Fubini teoremi, bazi ¢ > 0 ’lar igin
T, = {z :[z] = p} |kiresi ile Z ‘nin kesigiminin sifir yiizey Ol¢limiine sahip oldugunu
gosterir. Bu belirlenmis p ile,

(

h(pﬁ[) z#Ovep]ﬁEZ
h*(z) = ¢

{ 0 z=0ve pl—f:I €7

fonksiyonunu tamimlanz. Acik olarak h*(z) sifirina dereceden homogen ve dlgiilebilir bir

fonksivondur. Béylece h. h. h. y. h* = h olmasi degigmeden aynen kalir. x # 0 olmak iizere

T, =prq €T, olsun. Eger z,€ Z ise,budurumda Ah*(z,)=h(z,) dir. Bundan dolay
Y,NZ sifir ylizey 6l¢iimiine sahip oldugundan, ¥ iizerinde h.h.h.y. h*=h dir. Bundan

bagka, biitin A > 0 'lar igin, h*(Az,) = h*(x,) = h{z,) dir. H. h. her bir A >0 igin

h{(Az,) = h(z,) oldugundan h. h. h.y. h*(z) = h(z) oldugunu goriiriiz. Buradan iddia

ispatlanmig olur.

Boylece, yukardaki iddiada elealinan degisgiklik yapildiktan sonra F(p-v-k) 'mn sifinina

dereceden homogen, sinirh bir fonksiyon oldugu tesbit edilir. Buradan, F(p-v-k)’'mn ¥ birim

kiiresi iizerinde sifir ortalama degerine sahip olmasinin degismeden aynen kaldig) goriiliir.
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Simdi §* iizerinde F ’'nin tanimina gore,

<F(p-v- k),e'”mz >=<p-v- k,e""lrlz >

dir. Boylece, A
/F(p ‘v k)(f)e"”'flzdf = 1ir% / k(z)e“"'”lzdm
£—

|z|>e
olur. Fakat,  , X liizerinde sifir ortalama degerine sahip oldugundan

oo
/ k(z)e ™ dg = / Q(«')dz’ / rle~" dp =
|z]>e z 0

olur ve

[F-v-my @ dg =0 (2.0.13)
elde edilir. Diger taraftan, p=1£ ve p'= I—% olup, buradan
JEp- v k1@ de = [ Fp-v-k)€)de’ [ o1 dp
> 0
olur. Son integraldeki integrant , pozitif ve integrallenebilir bir fonksiyon oldugundan integrali

pozitiftir. Bundan dolay1 (2.0.13)% gore
/F(pvk) =0

degerini elde ederiz.

Orijini ¢ikartilmig bir  n -boyutlu Oklid uzaymi  EJ veya E™~ {0} ile gbsterecegiz.
Teorem 2.0.31: k¢ ("°(E}) —n. dereceden homogen ve ¥ iizerinde sifir ortalama
degerli olsun. O zaman, F(p-v-k)=h € C®(E§) ,sifirinci dereceden homogen ve ¥ iizerinde
sifir ortalama degerine sahiptir. Diger taraftan eger h € C®°(Ef) , sifirinc: dereceden homogen

ve XL iizerinde sifir ortalama degerine sahip ise yukaridaki gibi bazi £ ’lar igin,

h=F(p-v-k) dur.
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Ispat . Bir 6nceki teoreme gére &~ fonksiyonu sinurly, sifirinci dereceden homogen ve

¥ iizerinde sifir ortalama degerlidir. Bundan dolayi1 , A € C*°(E}) dir. Her hangi bir

P

T temperate dagihm igin, )
7] 0
—(z;T)) = —z; —
F (0zj (z )) T; B F(T)
oldugu goriiliir. Bu sebeple,

_mj%p(p.u.k) = F(???T-; (:L‘j(p-v-k))) (2.0.14)

olur. Simdi biitin U € D ’lar igin, U =T 'yu kolaylk olmas: agisindan reel degerli kabul

edecegiz.
< —a—(a:‘(p-v-k)) U> =-<(p-v-k) a:j—)— >
dl’j o ’ ! ‘82.‘]'
= —hm k(z)z;z— 3
Oz;
[1:|>e
olur.
x,Lgl + (di ) U= b-a—((:c KU

oldugundan, eger (supp U) C {r : |r| < R} ise,0zaman ¢ < |r|] < R bdlgesi iizerinde

Gauss formiilii uygulanirsa,

d ; z;
—((z;k = — ;R I(z)—%do.
/ 7z, ((zik)0)drx / rik(z)l (l)lzlda_
|xf>< z|=¢
oldugunu gériiriiz. Burada do. ,|z|=¢ kiiresi Gzerinde yiizey elamamdir. Boylece,
ou d
_/k(x):v,a—r—;dz = dz (z:k(z))U(x)dz + / z:k(z ,dae

|xl>e |x|=e

olur. ¢ — 0 iken son integral uygun C sabitlerii¢cin CU(0) ’a yakinsar. Buradan, é Dirac

ol¢limii olmak iizere

0
———-(zi(p-v~k))=p-v-5;j-(a:ik:)+C6 (2.0.15)
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sonucunu elde ederiz. (§) =1 oldugundan (2.0.15)’teki formiiliin Fourier déniigiimii alimir ve

(2.0.14) kullanilirsa,

a . i}
a:jézF(p-v-k) =F(p-v- a_x;(’”"k)HC- (2.0.16)

sonucunu elde ederiz. k€ C®(E}) ve -~n. dereceden homogen oldugundan 9 £
J
fonksiyonu da bu ozelliklere sahiptir. Bundan bagka, bu fonksiyonun ¥ birim kiiresi iizerinde

sifir degerine sahip oldugunu ileride gorecegiz (k'nin kendisi gibi). Gergekten, kutupsal koordi-

natlart kullanirsak,

9 (zik) _ 4 . '
/ (_8—1:1—) (z)dx = log22/6—z;(x,k)dz

1<[z1<2

oldugunu goriiriiz. Oysa, Gauss formiiliine gére birinci integral

Y EL g B g —
/z.k(x)lxldag /z,k(z)lxldal 0
|x|=2 r|=1

seklinde yazilir. Zira, integrand (1-n). dereceden homogen oldugundan buradaki iki integral

esittir. Bundan dolaya,

d(x;k), ,
ox;j dr =0

-

dir. Simdi vine bir 6nceki teoreme gére F(p-v- 53—, (z;k)) fonksiyonunun bir sinirli fonksivon
oldugu sonucuna varabiliriz. O zaman (2.0.16)'ya gére z; #0 igin a—i;F(p cv-k)
fonksiyonunun biitiin kompakt climleler iizerinde sinirli bir fonksiyonla ayni oldugunu gésterir.
Bununla beraber, her j = 1,2,---.n icin bu korunmas: gerektiginden E%F(p- v-k)

E} = E™~{0} iizerinde bir sinirli fonksiyonla aynmi olmahdir. Bu tartigmay: tekrar edersek, her

a katl-indeks icin, |a| > 0 olmak iizere, bir C, sabitinin var oldugunu goriiriiz. Burada;

olel

ler]

ol
(map‘v-k)zp-v-g——(x"k)—{-Ca&
Bxi-a'
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dir. Dolayisiyla,

e e mpn k) = B2 ep .
( 1) xj l(?zl F(p?)k) =F am.lial(mpvk)
pled
=F p-v-amlal(m k) ‘+.‘Ca

J

o

elde edilir. O zaman, yine onceki gibi ispat edecek olursak, %1- (z%k) 'nin  teorem 2.0.7.’deki
X
J

hipotezi saglayan, yine bir ¢ekirdek oldugunu ve boylece de a%F (prv-k)’mn  EJin her
bir kompakt ciimlesi iizerinde sinirh bir fonksiyon ile aym oldugunu goriiriiz. Bundan dolay:,
F(p-v-k) € C®°(E}) olarak sonuglandirabiliriz ve onun tiirevleri negatif dereceli homogen
oldugundan onlar orijin noktasinin her hangi bir agtk komsgulugunun tamami iizerinde sinirh
olmalidir. Aksine, h € C®(E$) n sifirinci dereceden homogen ve ¥ iizerinde sifir ortalama
degerine sahip oldugunu farzedelim. F(p-v-G)=h olacak sekilde yukarnidaki & gibi benzer
ozelliklere sahip bir G fonksiyonu bulmahyiz. h aym zamanda sifirinci dereceden homogen
bir temperate dagilim oldugundan F(H) = h olacak gekide —n. dereceden homogen bir

H temperate dagihmi vardir. O halde her j=1.2,---.n igin,

an

™
0.1]

h = (2IL)"F(EXH) (2.0.17)

An

oldugunu gorebiliriz. Diger taraftan, 577

he C>*(Ey), —n. dereceden homogen ve bu

P an-—1
J (0 ) seklinde yazilabileceginden 1 < z < 2 {izerinden integre edilirse, h .

dz; B.r;-‘"l
¥ iizerinde sifir ortalama degerine sahiptir. Bdylece lemma 2.0.6 ve teorem 2.0.7°ye gore
an an n
pev- Wh bir temperate dagihmdir. Bundan bagka b—:ﬁh ve p-v- Eﬁh In  orijinde
3 j

]
destekli bir dagilima gore uygun bulunmadigini goriiriiz. Tersine; lemma 2.0.6."ya gore bazi
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m > 0 'lar icin,

o i N ,
a—x?h =p-v- 3z?h + ). CuDj (2.0.17"
laf<m

olur.(2.0.17) ve (2.0.17’)’den ters Fourier doniigiimler alinir ve sonuglar kargilagtirilirsa;

, o"
ITT4\" — -1 o
(2I)"7H = F (p-v-a—ﬁh) + Z Cyé (2.0.18)
lodgm
bulunur. Fakat (2.0.18)’in sagtarafinin ilk terimi -—n.  dereceden homogen bir temper-

ate dagimin ters Fourier doniigiimii gibi. sifirnci dereceden homogendir. é*H  da sifirina

dereceden homogen oldugundan (2.0.18)'deki polinom, bir sabit olmalidir.

n

h) + Co (2.0.18)

0

YYERH = Pl p.p-
(211z) fJH F~>(p-v 32:;‘
oz®

J
den homogen ve© F ile F~! aym o6zelliklere sahip oldugundan, teoremimizin yukardaki

dir. Bundan bagka, he C®(EF) ve X iizerinde sifir ortalama degerli —n. derece-

N

ispat ettigimiz kismi ile (2.0.18’)i kullanirsak; 0‘1 —h € C*(Ey) oldugu goriiliir. Bundan
J

dolayr, j = 1,2,---,n keyfi olmak iizere, £} ile JH ’y1 bolersek Eg iizerinde
H 'min —n. dereceden homogen bir G € C~(EF) fonksiyonu ile ayni oldugu sonucuna

variriz.

Simdi, G ’nin ¥ izerinde sifir ortalama degerine sahip oldugunu ispatlayalim.

€ D fonksiyonu
U>0 1<]z|<2

I
.

U

0 1> |z|>2

\

olan bir radyal fonksiyon olsun. O zaman G ’nin tamamna gére [Simge.tan. C>°(EJ) bkz.]

<H,U>= / G(a)U(z)dz = C / G(a')ds’
po
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2
olur. Burada C = / U(r)r~'dr >0 oldugunu goriiriiz. H = F~Y(h) ve h sifinma
1
dereceden homogen oldugundan,
<H,U> =< FYh),U>
=< h, F7Y(U) >

= ]O(F'I(U)) (r)r”-ldr/h(z’)dz' =0
0 s

olur. F~}(U) yine bir radyal fonksiyondur ve© h, £ {izerinde sifir ortalama degerine
sahiptir. Bundan dolayr G, ¥ iizerinde sifir ortalama degerine sahiptir. Sonug olarak
h ve F(p-v-G) ikisi de birer smrl fonksiyon olup, (H —(p-v-G)) orijinde destekli
oldugundan, bunun Fourier doniigiimii olan (h—F(p-v-G)); bir sabit polinom omalidir. Bundan

bagska h ve F(p-v-G), ¥ iizerinde sifir ortalama degerine sahip oldugundan, bu sabit

polinom da sifir olmalidir. O halde h = F(p-v-G) dir.
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BOLUM 3

3 L? Sobolev Uzaylar: ve genellestirmeler

LP = LP(E™) = {f: / |f|Pdz < 00} fonksiyon uzaylarinin tamimim hatirlayahm.

0<p<oo igin,
4
(flf[”dx)%<oo ,0<p< o

||f||p =

| esssup|f| yp =00

olgiilebilir fonksivonlarinin kiimesini gozoéniinde bulunduralim. Eger 1 <p< oo ise

L? = {f :||fllp < o0} uzaymn Banach uzay: (yani tam normlu lineer uzay) oldugunu biliyoruz.
Bundan bagka, Holder eitsizligine gére 1< p < oo igin, LPC L}, oldugu gosterilir. Yani,
L? ‘deki fonksiyonlar E™ ‘de lokal integrallenebilirdir. / K(x)dxr =1 olacak gekilde bir

K(z) e L' fonksiyonu verilsin ve ¢ >0 igin

KAr)= 3“"1\'(%)

-

almsin.

K.(r) ’in asagidaki dzellikleri sagladig goriliir.

a) Biitin ¢ >0 Clarigin ||K(2)|1 = [|A(2)]|h

b) [K.(z)de=1

c) Herhangi bir @ >0 igin, ¢ — 0 iken [ |K.(z)|dz-—0

|z]>a

Bununla beraber, 1 <p< oo olmak iizere eger f € LP ise,

fo=(F K@) = [ F@)Ee - y)dy
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konvoliisyonlar1 ¢ — 0 iken LP ‘’deki norma gore f ’ye yakinsar.

Yukaridaki a), b) ve c) ozelliklerinin gergeklenecegini ve bu konvoliisyonlarin da f ’ye

LP ’deki norma gore yakinsadigini gosterelim.

Ispat . a) K (x)=¢"K(%) ise T =y doniigiimi yaparsak, dy=¢""dz olur. O zaman

/]A;(x)mx =/s-n|1f(§)|dz
O

olur. Buradan,

[1Edolas = [1K@ldy
=/|I{(x)|dz
elde edilir. Yani; |[Kelly = ||K]l; oldugu gorilir.
b)
/ Ko(2)de = / K (S)de

oldugundan. dy = ¢ "dr olur. O halde;

/I{E(x)dz = /5'"1&'(§)d;v
= / K (y)e™dy

= [ Ky
=1

elde edilir.

c)
/ |Ke(2)|de = €™ / 1 (5)lde

Jz{>a lz{>a



37

O halde %—[ = |yl = [z] > ¢|y] > a = |y] > — olacagindan
[ Edete = [ gy
lz|>a lvl>a/e

i

[K(y)ldy
l>a/e

olur ki ¢ — 0 iken / |Ke(z)|de — 0 oldugu gdriiliir.

je]>a
f fonksiyonu bir z noktasinda siirekli ve 5> 0 keyfi bir sabit olsun uygun 6 >0 igin,

eger [(x—y)—z|<é veburadan [y]<é ise |[flz—y)— fla)l<n dir.

O halde b} 6zelligine gore,

fl2) - fz) = / f(x = ) (y)dy - / F(2)K(y)dy
= [ (o) - f@) Eelw)dy

dir. Dolayisiyla |
la) = £ < [1(z = 9) = F@IEL)ldy

/]

I LI

=41l
Buradan |f(z— y)— f(z)] < n ’vave a) Gzelligine gore

I = / /(2 - y) = F@)l|E«y)ldy
Jp}<é

< n[ilfs(y)ldy

<nd
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olur. Eger LP normunagére |f| < M ise, c) 6zelligine gére ¢ — 0 iken,

I = / If(z = y) - f(@)]| Ee(y)]dy

ly]>6
< / I£(z - PIIE(y)ldy
ly|>6
+ [ H@IEWdy
ly|>s
= / (1f(x = )|+ 1£(2)) [K=(y)ldy
ly]>6
< oM / |Ko(y)|dy — 0.
lyl>é

Bundan dolayt |fo(2)— f(z)] L I+ 11 <2An elde edilir. O halde f, — f oldugu goriiliir.
Bundan bagka eger, 1 < p< oc , kompakt destekli fe€ LP ve g€ D igin,
fxg konvolisyonuda D ‘yeaitise LP ’deki kompakt destekli fonksiyonlar LP’de yogundur.

Gergekten,

(f % g)(2) = / fWg(z - y)dy = h(z)

olacagimndan h{r)e D dir.

Simdi, fxg, konvolisyonunun f=*g konvolisyonuna yakinsadigini kabul edelim. O zaman

[(fxgn)=(frg)<ce

olmasi gerekir. Buna gore.
| [ f@an(z - wdy— [ St - dul =1 [ 15)(gnlz - 9) - gz - ) dy]
< [11@llgalz = 1) - gz - v)idy
olur. g, ve g kompakt destekli oldugundan |g.(z—y)—g(z~y)| maksimum degerine sinirda

ulagir. Buda |gu(z~y)—g(z—y) =0 demektir. O halde |[fxg,— f*g| <0 olacagindan
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f*xgn — fxg ’ye diizgiin yakinsar. §imdi bu yakinsamanin, «a kathi-indeks olmak iizere,
biitin D> tiirevleri igin de gergeklendigini gosterirsek f*g konvoliisyonunun D ’ye ait

oldugunu gostermis oluruz.
/ f(¥)gn(z - y)dy — / f(y)g9(z - y)dy
oldugundan |f*g, — f*g| <e yazp. esitsizligin her iki tarafinin  D® tiirevini alirsak,
D°|fxgn—fxgl < D% = |D*f*g,— D*f+g| <0
olur ve,
ID"/f(y)gn(r - y)dy - D* / f(y)g(z — y)dy| < 0
ID"/f(y) (gnlz — y) ~ g(z - y)) dy| < 0.

Burada f ve ¢ , C° smifina ait oldugundan,
I/f(y)D" (9n(z ~y)—g(z - y))dy[ < 0= I/f(y) (D%gn(z —y) — D%g(z - y))dy] < 0

buradan |D%*gp(x — y) — Dg(x — y)| < 0 = D%g,(x — y) — D%g(z — y) elde edilir. Bu da

bize f*g ’'nin D ’ye ait oldugunu gosterir.

Onerme 3.0.32: feLr . 1<p<x .,ve K(z)€ D olsun ve /Ix'(x)dx =1 1
saglasin. Eger, A (z) = ¢ "A(%f) ise,o0zaman ¢ -— 0 iken f=x A, konvolisyonu
LP ’deki norma gore f ’ye yakinsar. Bundan bagka her bir sonlu p>1 i¢in D , LP ’de
yogundur.

Biitin p>1 ’lerigin L? uzayibiitiin temperate dagilimlar uzayinin, yani S* ’in bir alt

kiimesi gibi diisiiniilmilg olabilir. Bundan dolay:r L? ’deki fonksiyonlar dagilimlar anlaminda
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diferensiyellenebilirdir. f € L? foksiyonlarimn
< DYf,U >=< f,DU >=< ¢4,U >

anlaminda D®f dagilim tiirevlerin de LP ’ye ait oldugunu gozéniinde bulundurursak, her
UeD lerigin, < D*f,U >=< ga,U > olacak gekilde g, € L? fonksiyonlar: vardir.

O halde D%f =g, € L? istenilen sonucunu elde ederiz.

Tanim 3.0.33: 1 < p< oo ve k& da negatif olmayan bir tam say1 olsun. O zaman
|a] < k olacak gekilde her bir « katl-indeksi i¢in, L} = LL(E™) uzayr D°f € LP olan

biitin f € LP fonksiyonlarmn sinifi olarak tammlamr. L  smifi,

WAl = £ 32 11D FI2}?

jal<k
normu ile donatilacaktir.

UYARI: L} smfimn LP ‘nin lineer bir alt uzayi oldugu agiktir. L§ = LY dir. ||f|l,x b-

neer fonksiyonelinin L} lineer uzay1 iizerinde bir norm oldugu goriiliir.

Y UIDfll,  wve  sup |[Df],
la|<k lal<k

fonksivonelleri L} simfi izerinde egdeger normlar olarak kabul edilir. Her bir 0 < j <k igin

Ly C L2 C I» dir. Burada kapsamalar siirekli oldugundan her f € LY igin

11l < W fllps < (1 Fllp.x

dir.
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Teorem 3.0.34: Biitiin p>1 ’ler ve k pozitif tam sayilan icin L} bir Banach uzaydir.

Bundan bagka eger p sonluise D , L} ’deyogundur.

Ispat . L% ’nin Banach uzayi oldugunu gostermek i¢in L} ’nin tam oldugunu ispathyacagz.

{f.} dizisi L} ’de bir Cauchy dizisi olsun. O zaman norm tanimina gére 0 < |a| < k olmak

tizere her a i¢in {f.} , LP ’debir Cauchy dizisidir. Ozellikle go € LP icin LP normuna

gore f, — go dir.

Benzer gekilde 0 < |a| £k olacak gekilde her a igin LP ‘'de
D* f — Ga

olacak gekilde bir g, € LP fonksiyonu vardir. Biitin p > 1 ’ler icin eger

h, — h ise,

o zaman bitin '€ D ’larigin < hy U >—< h, U > oldugunu hatirlayalim.

Gergekten, Holder esitsizligine gore,
| < hn~hU>[<|lhn = hlp|Ullg — 0
olur. Bovlece (3.0.1)'den biitiin " € D ’lar igin

< Dfy,>—< ga, U >

olur ve

< Dfp, U >=< fn,D*U >—< go, DU >=< D%, U >

olur. Biitlin o] < k& ’larigin  D*fgo = G4 € LP olur. Boylece go € L}

(3.0.1)

LP  ’de

dir ve

¢ — 0 iken L} ’deki normagdre f, — 0 dir. §imdi, 1 <p < oo olmak iizere D ’nin
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L? ’de yogun oldugunu ispatlayahm. f € L} verilsin.
he(z) = (f * K. )(z) = /f(y)l(s(:c - y)dy
konvoliisyonlarini gézoniinde bulundurahm. K.(z)=¢"K(z/e) , K(z)€ D

ve / K(z)dz =1 oldugunu biliyoruz. Onerme 3.0.9."dan, ¢ — 0 iken LP normuna gore

he — f oldugunu oldugunu da goézoéniinde bulundurursak; her bir « kath-indeksi icin
D*h, = D*(f*x K.) = fx D*K.

oldugundan h.(z) € C* dir. Bundan bagka ,
9 o - 90 oy
(g2)he(2) = [ F)zo) Kol - )y
0 0,

= (=1 [ 75" Kl = )y

dir. Boylece eger [a] < & ise kismi integrasyonla
Dohi(z) = [(D°H) WKz - )iy
(3.0.2)

= ((D*f) * K.) ()

buluruz. Burada D®f € L? dir. Boylece, Young teoremine gore
N1 = ||Afi =4 oldugundan
D%he| < [ ID*flIKdy
o R T X
= /ID flIBL)5*edy
L . 1
< (1D 11BNy [ 1Koy
2
= &S [10°1171Koldy

dir. Buradan ;

J1pohide <K} [ do [10°f7iddy
= 180 [ 18.ld [1D%fPay

= [[D* fllpll Kellr = [[D*hellp < AllD* f[,
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olur. Netice olarak biitiin ¢ >0 ’laricin h. € LZ dir. (3.0.2) formiiline LZ 'nin tanimini
uygularsak, biitiin || < k& ’larigin, ¢ — 0 iken h¢ — f olur. Sonug olarak eger
|z| <1 ise U(z)=1 olacak sekilde U(z)>0 , U€ D |, fonksiyonunu segelim ve

ge(2) = U(ex)h(z) fonksiyonlarini gézoniinde bulundurahm. O zaman

D% (ge(z) — he(z)) D*(he(z) (U(cz) - 1))

= Y. CgyDPhe(2)DU(sz)eM
feel=|v]+186}

+H(U(ez) = 1) D%he(z)  (vI2 1)

dir.her 0<laj<k veher €>0 igin; A , ¢ ’dan bagimsiz olmak iizere,
|1D%hell, < Al|D*f|»

oldugundan ¢ — 0 iken |D>g. — D?h¢|, — 0 saglanir. Sonug olarak L} normuna
gore (ge — he) — 0 olur. Bundan dolay1 g. € D ve ¢ — 0 iken L} normuna gore
ge — [ olur.
UYARI: Eger p=2 ise L} i¢carpimh bir Hilbert uzayidir.

U= Y (0°f.0%)= Y [(0°/D7g)ds

0<la|<k 0ol <k

ve |(fllk = (£ dir.
L?  ‘deki fonksiyonlarin dagilim anlaminda L? “deki tiirevleri zayif tiirevler olarak ta ad-
landinlir. Simdi  LP  ‘deki fonksiyonlarin kuvvetli tiirevlerini tamimlayalm ve 1 <p<oc ol

mak {izere tiirev operatdrlerinin ayni oldugunu goésterelim.

{e1,€2,+-,en} , E™ ’destandart tabani gostersin ve h da bir reel parametreyi gdstersin.
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Tanim 3.0.35: 1< p< oo olmak iizere f € LP olsun. Eger (flz + he/:-) = f(2)) fark

bolimii LP normuna gore h — 0 iken g; € L? fonksiyonuna yakinsarsa, o zaman

—j; 've  f ’nin bir kuvvetli LP -tiirevi denir. Yiiksek mertebéden kuvvetli LP -

gi= )
- 5y _ 9 ,0f
" . . O _ .
tirevleri genelde oldugu gibi Gei0e; B ( (%j) seklinde yazlir.

Teorem 3.0.36: 1< p< oo olsun. O halde L} smfi; |a| <k olmak iizere, biitiin
a laricin  D*f kuvvetli LP -tiirevlerine sahip f € LP fonksiyonlanimn siufi ile

aymdir. Ayrica, bir  D*f kuvvetli LP -tiirevi, dagilimlar anlaminda f ’nin yerini tutan

tlirevi ile -dagihm olarak- aymidir.

Ispat . Teoremin ispati icin yalmz k=1 durumunu inceleyecegiz. Teoremin son iddias: ile
0 . I

ispata baglayahm. fe L} ve g = 5{; , f ’nin kuvvetli LP -tiirevi olsun.

Bu fonksiyonlar dagilimlar gibi diigiiniilebilir ve (Teorem 3.0.11."in ispatindaki gibi) dagihm

anlaminda yakinsaklik olarak ifade edilen LP normuna gore yakinsakligi hesaba katarak,biitiin

U e D larigin.
flx + hei) - f(x)

<gi,U> =,£im< . U >
L Uz + he;) — U(z)
= hm < f, 3 >
oU
=< f. —5‘1‘—; >
vazilimina sahibiz. Son adimda integral iginde limit alabiliriz. Bundan dolay:
of .
9i =3 de dagihmlar anlamindadir.
z;
Sonug olarak f € L e % , f ’nin bir dagihm tiirevi verilsin. Do ‘nin de
H 7

f “nin bir kuvvetli LP - tiirevi oldugunu ispatlayahm. D , L7 ’de yogun oldugundan,

verilen her hangi bir ¢ >0 igin ||gll,1 <& olmak lizere f=U+g olacak sekilde bir
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U € D fonksiyonu bulabiliriz. Buradan, tiggen egitsizligine gore,

f@ +he) - flz) df U(z + hei) ~ U(z) (9U
EAARL: oLy, <pfette ol
(:l) + hei) - g(z) _ _a_._q_“

h O0z;"'?

+1Z
=A+B
dir. U € D oldugundan g—g dagihm tiirevi adi kismi tiirev ile aynidir. Gergekten uygun

6 >0 ‘laricin, |A|< § olmak iizere A < ¢ alarak iddianin dogrulugunu gérmek kolaydir.

I - U 7
h— 0 iken Uz +h) - Uz) = ou olacagindan ||6U 8( ||p < ¢ yazabiliriz. O halde

h Oz
. ou U R, C e peas "
¢ — 0 iken 37 = o olacag: goriiliir. B icin licgen egitsizligi ve LY normuna gére
g(x + he;) — g(z)
B< | BEEEE L, gl (303)

sonucuna sahibiz. §imdi L} normuna gére n — oo iken V, — g olacak sekilde

D ‘de bir {V,} dizisi alahm. O halde herbir n igin,

h
Volz + he;) 1 (T + he, dt
h h
0
olur. Boylece Minkowski integral egitsizligini kullanarak,
Valz + hey) = 1y
patzrhed = alely o A
buluruz. Sonug olarak n — oo alirsak.
g(z + he;) — g(z) :
| llo < llgllp.1 (3.0.4)

h

sonucuna variriz. Boylce (3.0.3) ve (3.0.4)’ten g ’nin tamimina gore,

B < 2|gllp1 < 2¢
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oldugunu gériiriiz. Yukardaki sonugla birlegtirirsek, her hangi bir ¢ >0 icin |h] <§ olmak

izere

flz + he, flz) 3f

Hp < 3¢

I

seklinde é >0 oldugu bulunur.

Bundan dolay g{— de f ’nin bir kuvvetli LP -tiirevidir.

Her a € E™ vektoriiigin 7, Oteleme operatoriinii;
(ra f)x) = f(z —a)
seklinde tanimlayacagiz. Eger her a € E™ igin ;

Tr, =7,T

ise T operatoriine 6teleme operatori ile degismelidir denir. Mesela; C°°(E™) iizerinde;

P(D) = Y CoD*, sabit katsayil lineer diferensiyel operatérler, oteleme operatorii ile
laf<m

degismelidir, ¢iinki Lineer diferensiyel operatorlerin farki ve bir sabitle ¢arpimi her ikisi de

oteleme ile degistirme olur. Bundan bagka. konvoliisyon operatorleri de 6teleme ile degistirmedir.

Ozel olarak; Tf=g+f=f*g ise. O zaman herhangi bir a € E™ igin .

(T(raf))(2) = (g% (raf))(2)
= ((raf) = 9) (2)
= [fu-age-pdy  (=y-a derseh)
:/f(z)g(:v—a—z)dz
=(f*g)(x-a) (Tf=[=*g)
= 1o(Tf)(z)
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dir. O halde ;

(T(rafN (2) = (ra(T ))) (2)

bulunur.

Bu diigiince bize singiiler konvoliisyon operatérlerinin de dteleme ile degi§1ﬁéﬁ oldugunu gésterir.

Yani;
(K(raf))(2z) =p- v~/k(m ~yfy)dy (y=z-a,dy=dzvey=z+a)
=p-v-/k(z—a—z)f(z)dz
= (Kf)(z - a)
= (ra( K f))(2)
olur.

Teorem 3.0.37: 1< p,g<oo ve T oteleme operatoriiile degismeli operatdrii de LP ’'den
L% ’ya smurh lineer operator olsun. O zaman T operatorii diferensiyeller ile yer degistirir.

Bundan bagka her k>0 icin; T operatéri L} ’den L} ‘yasiurhdir. Bilhassa

T fllgx < NTHNIAAlpa

dir. Burada ||T|| . L? ‘den L? ‘va bir operator olarak T ’nin normudur.

Ispat . Her bir & >0 icin L? C L» oldugundan T  herhangi bir LY uzay
iizerinde tammlanmigtir. Onceden oldugu gibi teoremi & =1 durumu igin ispatlamak kafidir.
f €L} verilsin.

(T(g—wf,-)> (z) = (%%) (2) (3.0.5)

oldugu goéstermeliyiz. Burada -g% bir kuvvetli LP -tirevi gibi ve ﬂa%;ﬁ de bir kuvvetli

L% -tirevi gibi diigiinilmiigtiir.



48

T lineer ve Oteleme ile degigtirme oldugundan

he;) — T he;) ~ (T
r (Mt he) = 1) ) L LD+ he) = XN (306
h h
yazilir. Fakat, T ’nin siirekliligine gore (3.0.6)’nin sol taraft A~ — 0 iken L7 normunda
(3.0.5)in sol tarafina yakinsar. Bundan dolay: ,(3.0.6)’nin sag tarafi L? normunda ve kuvvetli

L? - tiirevinin tanimina gore (3.0.5)'in sag tarafina yakinsayacaktir. Bu nedenle T operatorii

diferensiyeller ile yer degistirendir. Sonug olarak;

1T fllgn =A{ Z ||D°‘(Tf)”3}1/2

lol<1

= {3 IIT(D>f)|2}/?

laf<1

<ITIL Y 1D Al

lal<1
= [IT11 fllp.a

bulunur . Bu da ispatimizi tamamlar.

n>2 ve k>0 tam sayilar olmak iizere LP(E") Banach uzaylarm gozoniinde
bulunduralim. Amacimiz, 1 < p < o olmak iizere her p i¢in L} uzayinin tamamen

izomorfik oldugunu ispatlamak olacaktir. Bu diigiinceyle ;
F(Jf)=d&)f

formiili ile biitiin f temperate dagihmlarinin  $* uzay: lizerinde tanimlanmig

J integrasyon operatdriiniin bir tiiriinii verecegiz. Burada d(§) pozitiftir. d(£), €] > 1 igin
1€] ile aym olan sonsuz diferensiyellenebilir radyal fonksiyondur.

Bagka bir deyigle; F ve F~!' sirasiyla Fourier ve ters Fourier doniisiimler olmak tizere

J;  J=F"1d(£)"'F sgeklinde tanimlanan bir Fourier carpamudir. J ‘nin  $* iizerinde
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J~l = F-14(&)F ile verilen iki tarafli inverse sahip oldugunu gosteriririz.

Yani; J-J'=J"1.J=1 dir. Her 1<J<n igin J . R;f Riesz doniigiimiiniin bir
singiiler konvoliisyon oldugu hatirlanirsa, teorem 2.0.5. ve teorem 3.0.14."e gore

l1<p<oo vebiitin k<0 tamsaylanicin R; Riesz d6niiglimii L} ’dan kendi igine bir

sinirlt lineer déniigiimdiir. Yani; R;: L — L? siurhdir. Bundan bagka, eger f € L? ise

F(R; )& = % formiiliinii yazariz.
Lemma 3.0.38: Biitinsonlu p>1 ‘lerve k&> 0 tamsayilar igin;
a) J:L} — L} déniigiimii siireklidir.

b) Eger 1<p<oo iseozaman; j:L}— L} , donigimi siireklidir.

Ispat . Bu lemmanin ispat: tamamen ilk gosterilen; integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier

doniigiimi  d(£)~! ‘e baghdir.
['1(€) fonksiyonu orijin komgulugunda U;(€)=1 ve |£| > 1 igin sifira egitlenen D ‘de

bir fonksiyon olsun. O halde,
Ua(§) = )™ = €71 (1 = 1(€))

fonksivonunu d(£)~! ile orijin komgulugunda aymdir. [ . || > 1 igin sifira esitlenir.

Boylece D ’'de U, ve U, ile
d(€)™" = €71 (1 = U1(€)) + Ua(€) (3.0.7)

esitligini yazabiliriz. n > 1 oldugundan ]£|™! ’in ters Fourier doniisiimiiniin bazi C sabitleri
icin; lokal integrallenebilir olan C|z|'~" fonksiyonu oldugunu biliyoruz [Neri, U., 1971]. Eger

Vi ve V, sirasiyla U; ve U; ’'ninve J(z) de d(£)~! ’in ters Fourier doniigiimleri
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ise o zaman (3.0.7) egitligi;
J(z)=Clz['™" - C(le[""« V1) + V; (3.0.8)

gseklinde ifade edilir. Burada Vi,V € § dir. Bundan bagka ; |z|'*™ %V} fonksiyonu
|€]71U1(€) integrallenebilir fonksiyonunun ters Fourier déniigiimii oldugundan, sinirhdir.

Bu da (3.0.8) formiili ile verilen J(z) ’in lokal integrallenebilir oldugunu gosterir.

d(&)~! = F(J(z)) oldugundan, A = i 622—2- yazarsak,
k=1 é.k
A™d(€)™ = F ((2I)™|z|*™J (2)) (3.0.9)

oldugunu goriiriiz. Halbuki, yetrince biiyiik m tam sayilari igin (3.0.9)’un sol tarafi integral-
lenebilirdir. Boylece (3.0.9)'un ters Fourier doniigiimii alinarak, keyfi olarak biiyik m igin
|z|>™J(z) ’in sinirh oldugu gosterilmis olur . Bundan dolayt J(z) , sonsuzda hizla azalan
lokal integrallenebilir bir fonksiyondur. Buradan da J(z) integrallenebilir bir fonksiyon oldugu
sonucunu gikaririz.

Qimdi J(r)e L' olmak iizere ;
Jf=F (A F()) = T+ f

yazariz. 1 < p < oc olmak iizere biitiin p ’ler i¢cin Young teoremi . .J:LP — LP ‘nin bir
sinirh operatér oldugunu ifade eder. Yani: z € L? igin ||Jz|| < Cljz]] olacak gekilde bir C
sabiti vardir. Bundan bagka, bir konvoliisyon operatérii olarak J , oteleme ile degistirmedir.
Boylece ,teorem 3.0.14.’e gére 1< p < oo ve biitiin pozitif %k tam sayilar igin

J: L} — I} doniigiimiiniin sirh oldugunu gésterir. Bu da a)’y1 ispatlar.

b)'nin ispati:  F(D;J f)(€) = &d(€)"' f(€) oldugunu gbzdniinde bulundurup, (3.0.7)
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formiiliinii kullanarak;

&

= S - S g () £(6) + &UE)(€)

F(D;J £)(€) €]

bulunur. Buradan ters Fourier doniigiimii alirsak;
Dij = ij — Rj.Klf + Kof (3.0.10)

buluruz. A;f = F~Y(U;f) = Vi * f konvoliisyonu Vi = F-1(U;) € S C L' cekirdekli bir
konvoliisyondur. Benzer olarak, Ksf = F~1(&;U, f )= Wax* f konvoliisyonu da

W, = F-1(§U;) € S integrallenebilir ¢ekirdekli bir konvoliisyondur. Sonug olarak
Jj=1.2,---,n olmak iizere Young teoremi ve teorem 3.0.14.’e gére & > 0 biitiin

pozitif tam sayilan ve 1< p < oo seklindeki biitin p ’lerigin K;: L} — L} doniigiimi
siireklidir. Ayrica biitin 1<p<oo ve k>0 ‘larigin R;: L} — L} déniigiimiiniin
slirekli oldugunu biliyoruz. Bundan dolay1 1<p<oo , k>0 ve j=1,2,---,n igin,
D;J « L} — L} déniigimiinin sirekli oldugunu (3.0.10)’dan ¢ikaririz. Bu sonug ve a)'y:

gozoniinde bulundurursak b)’yi ispatlamig oluruz.
Lemma 3.0.39: Eger 1 < p< oo iseo zaman,
Jh Ly, — L,
doniigimi her &> 0 tam saysi i¢in siireklidir.
Ispat . fe L}, olsun. §imdi; F(J7!f)= d(¢)f velemma 3.0.15’te oldugu gibi,

d(€) = |€] (1 ~ U1(€)) + Ua(§) (3.0.11)
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yazihmina sahibiz, burada U;,U; € D dir. Buradan,
F(I7Lf) = |1 — [ElU3(O) F + Ua(6)f

dir. Ve [¢] = Z{, H oldugundan

1=1

F(I7'f) Zm(f, Ul(f)Z I(Eaf)+U2 of

j—l
=g-Uig+Usf

yazabiliriz. Sonug olarak
J7Vf = F7Y(g) - F~Y(Uwg) + F\(U2f) (3.0.12)

burada ¢ = Z (&;f) dir. Simdi, f € L},, oldugundan F~ Y& f) = D;f € LY dir.

7 1€l
Béylece 1(g = ZRj(Djf) de L? igindedir. ve R; Riesz doniigiimiiniin siireklilik
=

ozelliginden, bazs k ve f ’den bagimsiz A, >0 sabitleri igin,

”F_l(g)“p.k < APZ ”Djf“ch < Ap“Djf”p.k+1 (3.0.13)

j=1

yazabiliriz. U} ve [ ‘nin ters Fourier déniigiimiinii V3 ve V3  ile gosterirsek

V1,V € S L' olmak iizere,
FUU.g)=VixFlg) ve F(l2f)=13f
yazilabilecegini goriiriiz. Buradan, Young teoremini, teorem 3.0.14." ve (3.0.13) formiiliini kul-

lanursak,

IFHU, @)l < Vil * IF T (@)llpk < Bpll fllpbaa (3.0.14)
buluruz. Sonug olarak,

IE1 (U2 hllp < IValltl fllpe < Cllfllpsa (3.0.15)
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olur. Bundan dolay1 (3.0.12) formiiliinde (3.0.13), (3.0.14) ve (3.0.15)’i kullanirsak biitiin

k>0 ve 1<p<oo lerigin, J~':L} , — L} doniigiimiinin siirekli oldugunu goriiriiz.
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