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Bu tez {i¢ boliimden olusmugtur. Birinci boliim temel kavramlara aynlmigtir. Ikinci
bolimde c¢aligmamiz igin gerekli olan Hilbert donisiimi tamimlanarak, Poisson
cekirdedi, Poisson integralinin tanmimi, Riezs operatorii, Riezs doniigiimti, Calderon-
Zygmund operatori ve Calderon-Zygmund gekirdegi ile ilgili bilgiler verildi. I
uzayinda Konjuge Poisson integrali ile bu uzaydaki bir fonksiyonun Hilbert
doniigiimintin Poisson integralinin hemen hemen her yerde kargtlagtinlabilecegi
gosterildi. Ugiincii boliimde; carpim operatorli, genigleme operatérii ve Calderon-
Zygmund ¢ekirdekleri ile wverilen Singiler Integral Operatorleri tanimlanarak
ozellikleri incelendi. Sonug olarak Riezs déniigiimlerinin geometrik karakterizasyonu
ile ilgili bir teorem verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Hilbert Déniigiimi
Calderon-Zygmund Cekirdegi
Calderon-Zygmund Operatorii
Poisson Cekirdegi
Carpim Operatorii
Riezs Doniigtimi



i

ABSTRACT

MSc. Thesis

HILBERT TRANSFORMS IN 17

Birol TOPCU

Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Hiiseyin YILDIRIM
1997, Page:39

Jury : Assoc. Prof. Dr. Hiseyin YILDIRIM
Assoc. Prof. Dr. Ismail EKINCIOGLU
Assoc. Prof. Dr. Ismail OZKAN

This thesis consists of three chapters. In the first chapter, we dealt with the basic
. In the second chapter, by defining the Hilbert Transform which is
required for our study, information about the Poison Kernel, definition of Poisson
Integral, The Riezs Operator, Riezs Transform, Calderon-Zygmund Operator and

Calderon-Zygmund Kernel were given. It was shown that in I’ space, almost
everywhere, It was comparable a Poissn integral of Hilbert Transform of a function
with conjugate Poisson integral. In the third chapter, the multiplier operator,
extension operator, the Singular Integral Operator that was obtained by Calderon-
Zygmund Kernels, and their specialities were defined. Consequently, a theorem

Geometric Characterization of the Riezs Transforms were illustrated.
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GIRIS

Singiiler Integraller konusu Mihlin, Calderon, Zygmund ve Riezs’in calismalar
sonucuna dayanarak 1930 lardan sonra Onemli gelismeler gostermistir. Singiiler
integrallerin, Fourier serileri, Kismi diferensiyel denklemler, Fonksiyonlar teorisi
ve Analizin benzer dallarinda yapilan ¢alismalarla 6nemli iliskileri vardir. Singiler
Integrallere 6rnek olarak genelde bir f fonksiyonunun Hilbert Déniisiimii olarak
bilinen,

o0
f — _1_ _i(_tl_dt ,

T z—1
-0

— <<

doénlistimi verilir. Buradaki f fonksiyonu integrallenebilir olsabile, integral icerisindeki
ifade = t durumunda singtlerite oldugu icin bu ,integral mevcut degildir. Bu
durumda singiilerlik noktasmin, simetrik bir komsulugunun ¢ikanlmasiyla inte-
gral esas deger anlaminda (principal value = p.v.)

f:PVl i SO 4y i L ) 4
' '7r_°o:c—t s—>0+7l'| > z—t

integralini gozonune alabiliriz. Bu esas deger integrali analitik fonksiyonlarin
sinir deger ¢alismalarinda kargimiza ¢ikar.

Bu cabsmamuzda yukarida belirtildigi gibi Hilbert dontisimini goézoniine
alarak Poisson integrali ve konjuge Poisson integraliyleiligkilerini arastirdik. Daha
sonra L? teorisinde n boyutlu Hilbert uzayimi gdzonine alarak, bu uzaydaki
Calderon-Zygmund Operatorini ve ozelliklerini inceledik.

Sonug olarakta; Riesz Doniisimlerinin geometrik karakterizasyonu ile ilgili bir
teorem verdik.



BoLUM I
1.1. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 1.1.1: Fonksiyonlar climlesini fonksiyonlar ciimlesine doniigtiren dontustimlere
operator denir.

Tanim 1.1.2:

operatoriine R* de Laplace operatory denir.

Tanim 1.1.3: Eger bir f(z) i¢in h.h.h.yerde f(z) > 0 iken h.h.h. yerde
T f(z) > 0 ise T operatdriine pozitif operatér denir [Samko 1993] .

Tanim 1.1.4: Eger, her f € L?(R") igin,

(T1)" () = a(2)f(2)

ise, T : L}(R*) — L*(R"), n > 1 operatoriine o(z) € L*°(R") sembolli bir
garpum operatori denir. Burada, o(z) = —isgn z dir [Sadosky 1979] .
Tanim 1.1.5:

Kf=f*PV.kiz) =PV. ;{ flz — 1)t

=lim [ f(e—t)fdt

e—++0lw_tl>€

singiiler integralinde 2;(z) = ¢} alinirsa R; Riesz operatori elde edilir [Sadosky 1979] .

Tanmim 1.1.6 (Genisleme operatorii):

7o(f(z)) = f(pz)

ile tanimlanan 7, operatdriine genisleme operatéri denir [Stein 1970] .

Tanim 1.1.7 (Lineer operator): L ve L' aym bir F cismi lizerinde iki lineer
uzay olsun. T : L — L' operatorti,

T(z+y) =T(z) +T(y)

ve
T(az)=aTl(z), a € F

sartlarim sagliyorsa T ye lineer operator denir [Bayraktar 1996] .



Tanim 1.1.8: G, R" in agik irtibath alt climlesi ve u(z) = u(zy, 22, ..., z,) de G
de tanimli n — degdiskenli bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

denklemine Laplace denklemi veya potansiyel denklem: denir. Bu denklemin
coziimlerine potansiyel fonksiyonlan veya harmonik fonksiyonlar denir.

Tamim 1.1.9 (Destek-Support): Bir f fonksiyonunun destegi,
Supp f = {z: f(z) # 0}

olarak tammlanir [Schwarz 1966] .

Tanim 1.1.10: Her A > 0 ve z € R" icin eger K(Az) = A*K(z) ise, K(z)
gekirdegine a. dereceden homogendir denir.

Tanum 1.1.11: Va reel degeri igin {z : f(z) > a} climlesi ol¢ilebilir ise f
fonksiyonu R" de lebesgue éolgulebilirdir.

Tanim 1.1.12: f ve K, R* de tamimh ve dlgiilebilir iki fonksiyon olsun. Bu
durumda,

hz) = (f « K) (=) = [ f@)K (2~ y)dy
Rn

bigimindeki h(z) fonksiyonuna f ve K nin konvolisyonu denir. Eger, a = n ise
h(z) integraline singiler integral denir. Burada «, K nin homogenlik mertebesi
ve n uzayin boyutudur. Ayrica,

F(fxg)=FfFg

esitligi gecerlidir.
Tanim 1.1.13 (LP Uzayi): f, integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere,

L”:L”(R“)z{f:/

Rr

11, = ( J 1@ dw) ,,
dir [Ner: 1971].

Tanim 1.1.14: z,y € R™ olmak iizere,
a. (Fourier Doniisimii): z.y = (z,y) = 11 + ... + Tn¥Yn seklinde tanimlansin.
Bu halde, f € L(R") icin, f fonksiyonunun Fourier doniigiimi,

Ff(a) = fla) = [ e f(y)dy
Rn

|f(z)|Pdx < o0, 1 §p<oo}

2



ile verilir [Schwarz 1966 .
b. (Ters Fourier Doniisiimii): f € L(R") olmak {izere f fonksiyonunun ters
Fourier dontusumai,

7@) = [ fwet=ray
Rn

seklinde tamimlanir [Neri 1971] .
Tanim 1.1.15: (—h, k) arahginda,

1 ,z €(—h,h)
xw(z) = {

0 .,z ¢ (_h>h)

ise xn(z) e karakteristik fonksiyondur denir [Ner: 1971} .

Tanim 1.1.16: f: X — R tanimh bir fonksiyon ve A bir 6lcilebilir uzay olsun.
Bu durumda Ya > 0 igin,

f (=00, 4o ={z € X : f(z) >} € A

oluyorsa f fonksiyonuna ol¢tlebilir fonksiyon denir.
Tanim 1.1.17 (Lebesgue Ciimlesi): r — 0 iken,

~ [ 1fe-0-f@ld -0

Jtl<r
olacak sekildeki z € R™ noktalarimin ciimlesine Lebesgue cimlesi denir. Bununla

birlikte f € Ly, fonksiyonunun Lebesgue cimlesini L ile tanimlayacagiz [Sadosky 1979] .
Tanim 1.1.18 (Radial Fonksiyon): Verilen bir f(z) fonksiyonu i¢in,

fz) =5 (l=)

saglamyorsa f(z) e radialdir denir. Bu tamim uyarinca bir radial fonksiyon orjin
etrafindaki donmeler altinda invaryanttir (degismez) (|x|°‘ ,e'“’[a) [Samko 1993].

Tanim 1.1.19 (Dagilim-Distribution): Kompakt destege sahip ve C* sinifina
ait fonksiyonlarin simfi D olsun. Bu halde T : D —- RyadaT : D — C
fonksiyonelleri lineer ve siirekli ise, T' fonksiyoneli bir dagilim adim alir. f € D
ve ¢ herhangi bir fonksiyon olmak uzere,

(1) = (T /) = [ f@)$(a)de

Rn

seklinde tanimlanir [Schwarz 1966] .



Tanmim 1.1.20: x > 0, (X, u) olgiilebilir bir uzay ve f, X izerinde y dlgilebilir
bir fonksiyon olsun. Her « > 0 igin,

Eo = Eo(f) = {z € X : |f(z)| > 0}
olgiilebilir ve Rt dan R* ya tamimlanan,

fula) = p(Ey)

fonksiyonuna f in dagilim fonksiyonu denir [Sadosky 1979].
Tanim 1.1.21 (Zayif tip): T, 1 < p € 00, 1 € ¢ £ o olmak iizere, LP(R")
den LY(R™) e bir déniislim olsun. Bu durumda,

ool (AUB)' o)

ise, T, (p,q) zayif tipindedir. Burada, f € LP(R") ve A bir sabittir [Stein 1970].
Tanim 1.1.22 (Norm): N bir lineer uzay olsun. || || : N — R fonksiyonunun
X deki degerini ||z|| ile gosterelim. Bu fonksiyon asagidaki sartlar saghiyorsa || ||
ye N de norm denir.

N1. ||z]] =0 & 2 =0 dur.

N2. Jlaa] = ol 2] (a € F)

N3. ||z + yl| < {l=|| + ||ly|| dir. [Bayraktar 1996].

Tanim 1.1.23 (Poisson gekirdegi): ¢ > 0 olmak iizere e~2"*!!l ifadesine Fourier
doniisiimi uygulandiginda, bu sonucu P ile gosterirsek bu durumda,

P(ZIJ,&?) = Ps(x) = cn_—“i—ﬂi-v Cp = P(n ;_ 1)7"—32‘i
(&2 +1al’) *
olur. P(z,¢) a Poisson ¢ekirdegi denir [Sadosky 1979] .

Tanim 1.1.24 (Weierstrass cekirdegi): ¢ > 0 olmak iizere ¢!l ifadesine
Fourier doniisiimi uygulandiginda, bu sonucu W ile gosterirsek bu durumda,

W(z,e) = We(z) = (4%5)"% e"%ﬁ

olur. W(x,e) a Weierstrass gekirdegi denir [Sadosky 1979].
Tanim 1.1.25: R}* de tanimh u(z,t) fonksiyonu, eger Vo > 0 ve herhangi bir
C sabiti i¢in,

Ta(zo) N {(w,t) € R 1t < C}

de simrh ise, u{z,t) fonksiyonuna zq € R™ de nontangentially sinirlidir denir
[Sadosky 1979].
Tanmim 1.1.26: R}t de tamml u(z,t) fonksiyonu, eger her « > 0 igin,

lim u(z,t) =1

4



limiti var ve bununla birlikte (z, ) noktasi I'y(zo) konisinin icindeki (zo, 0)noktasina
doniisiiyor ise, zg € R™ noktasinda nontangential limite sahiptir denir [Sadosky 1979] .
Tanim 1.1.27: Eger,

F=u+iw
fonksiyonu harmonik ise, burada ki u ve v fonksiyonlarina harmonik egleniklerdir
(konjuge harmonik) denir [Sadosky 1979].
Tanmim 1.1.28: f(z), R* de 6l¢lilebilir ve Jz9 € R i¢in V|z — 20| > € > 0
climlesi lizerinde mutlak integrallenebilir olsun.

lim / flz)dz

e—4-0
|lz~z0|>e

var ve sonlu ise f(z), R™ lzerinde esas deger anlaminda integrallenebilirdir denir
[Sadosky 1979].

Tanim 1.1.29: R" de tanimh bir f fonksiyonu verildiginde,

wer (2]

olmak tzere,

R;f(z) = ¢ lim. / flz—1t) Iilt:“ dt
tl>e

ifadesine f fonksiyonunun Riesz dondsimi denir [Sadosky 1979].

Tanim 1.1.30: A'f € L*® ve || f|lgp0 = ”Aﬁf“«) ise o zaman, f € Lj, fonksiyonu

"bounded mean oscillation” dir [Sadosky 1979 .

Tanim 1.1.31 (Dirac fonksiyonu): z € R" olmak tlzere,

5(@:{0 ,sc;éO}

© ,z=0

/ §(z)dz = 1, / §(z — a)p(z)dz = / §(2)p(z — a)dz = ¢(a)

R Rn Rn
seklinde tamimlanan 6 fonksiyonuna Dirac fonksiyonu denir [Schwarz 1966] .
Tanim 1.1.32: T,f(z) = f(z + y) ile gosterilen = noktasim1 z + y noktasina
oteleyen operatore R de adi oteleme denir.

Tanim 1.1.33: L, F cismi lizerinde bir vektor uzay: ve B, L nin bir alt climlesi
olsun. B nin elemanlar lineer bagumsiz ve B, L yi geriyorsa B ye (F izerinde)
L nin baz (tabani) denir [Bayraktar 1996].

Tanim 1.1.34: Eger kompleks degiskeni z olan bir f fonksiyonunun tiirevi hem

2o noktasinda hemde zp noktasinin bir komsulugunun her noktasinda varsa bu
durumda f ye 2o noktasinda analitiktir denir.



Tamim 1.1.35: Kompleks diizlemin tamaminda analitik olan fonksiyona
holomorfiktir denir. "

Tanim 1.1.36: f € LP(E'), 1 < p < oo olmak iizere f fonksiyonu icin asagidaki
P.V. (esas deger) konvolisyonunu gézoniine alalim.

S B A 1) R | f(t)
ORI A% |- dt = Jim, =~ | L ptl

Bu ifade, f fonksiyonunun Hilbert donisimi olarak adlandirilir [Ner: 1971] .

Tanim 1.1.37: A keyfi bir ciimle ve (f,), A da tammh skaler degerli
fonksiyonlarin dizisi olsun.

Jim f.(z) = f(z)
ise (fn) dizisi f ye noktasal yakinsakéer denir [Bayraktar 1996] .

Tanim 1.1.38: (G, o) bir cebirsel yap1 olsun. (G, o), asagidaki sartlar saghyorsa
G ye (o tslemin e gore) grup denir.

G1. Her a,b,c € G i¢in ao (boc¢) = (a0 bd)oc dir.

G2. Her a € G igin a 0 e = € 0 a = a olacak sekilde bir e € G vardur.

G3. Her a € G i¢in a 0 @’ = a’ 0 a = e olacak sekilde bir o’ € G vardir.

(G,0) grubundaki o ikili islemi degismeli ise yani her ¢,b € G igin aob=boa
oluyorsa bu gruba dedismeli (abel veya komiitatif) grup denir [Bayraktar 1996].
Tanim 1.1.839: R bos olmayan bir ciimle ve R de toplama (+) ve ¢arpma (.)
denilen iki tane ikili islem verilmis olsun. Bu (R, +,.) cebirsel yapisi agagidaki
sartlan saghyorsa(R, +,.) ya halke denir.

H1. (R,+) degismeli bir gruptur.

H2. (R,+,.) daki carpma islemi birlesme ézelligine sahiptir. Yani her a,b,c € R
i¢in a.(b.c) = (a.b).c dir.

H3. (R, +,.) daki carpma toplama iizerinde dagilma 6zelligine sahiptir. Yani her
a,b,c € Rigin (a+b).c = a.c+b.cvea.(b+c) = a.b+ a.c dir [Bayraktar 1988} .

Tanim 1.1.40: R bir halka ve z € R olsun. z in R de ¢arpmaya gore tersi varsa
z e R de aritmetik birim denir [Bayraktar 1988] .

Tanim 1.1.41;: Birim elemanh ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her ele-
mani aritmetik birim ise bu halkaya cisim denir [Bayraktar 1988] .

Tanim 1.1.42 (Lineer Uzay): ® bos olmayan bir ciimle ve F', reel veya
kompleks sayilar cismi olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa ® ye F iizerinde
lineer uzay (veya vektér uzay:) denir.

A. R, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,



G1. Her z,y € Rigin z + y € R dir.

G2. Her z,y,z € Rigin z + (y + 2) = (z + y) + 2 dir.

G3. Her z € R i¢in £ + 0 = 0 + z = z olacak sekilde 0 € R vardur.
G4. Her z € R i¢in z + (—2) = (—z) + = = 0 olacak gekilde —z € R vardir.
G5. Her z,y € Rigin z + y = y + « dir.

B. z,y € R ve o, B € F olmak lizere agagidaki sartlar saglanir:
L1. a.z € R dir.

L2. a(z +y) = a.x + a.y dir.

L3. (a+ B)z = a.z + B.z dir.

L4. (a.8)z = a.(f.2) dir.

L5 1.z = z dir [Bayraktar 1996] .

Tanum 1.1.43 (Banach Uzay1): L bir lineer uzay olsun. L bir norm metrigine
gore tam ise L ye Banach uzay denir.

Tamm 1.1.44 (Hilbert Uzay:): H Hilbert uzayi, z ve y nin skaler ¢arpim
(z,y) olmak iizere,
1
||| = (z.z)?

seklindeki skaler ¢arpimi ile bir Banach uzayidir [Sadosky 1979] .

Tamim 1.1.45 (Poisson integrali): f, ® € L ve ¢ = ® ise 0 zaman Ve > 0
i¢in,

/ Flz)e™ =@ (ec)dz = / F(2)de(z — t)dz

dir: Burada ®(ez) = e~?"I*l olmak iizere,

/f(m)ez’ri“’te_2“slwl = /f(:c)P(a: —t,e)dz = f* P(t)

ifadesine Poisson integrali denir [Sadosky 1979).

Tanim 1.1.46: Her mertebeden tiirevi var ve stirekli olan fonksiyonlara
good-function (iyi-fonksiyon) denir.

Tanim 1.1.47 (Zygmund Sumfi): &(¢), ¢ > 0 non-negatif azalmayan bir
fonksiyon olsun.

| @(if(@)da < o

X

olacak sekildeki z € X C R®, f(z)fonksiyonlarinin simifim ®x(L) tanmimlayacagiz.
Eger bir belirsizlik yok ise basitce ®(L) yazacagiz. ®;,.(L) anlam agiktir. Buna



gore s > 0 ve ®(s) < ¥(s) olmak izere @joc(L) D ¥ipe(L) yazalir. p > 0, ®(t) =17
verilsin. Bu durumda L? sinifi 6zellikle 6nemlidir. Fakat,

/ LFP (log™* |f])%dz < o0
X

olacak sekilde f fonksiyonlarinin LP(log* L)? sinifina p = 1 i¢in Zygmund sinifi
denir. Burada,
logt ,t>1
logtt = {
0 ,01 <1

dir [Sadosky 1979] .

Tanim 1.1.48 (Lipschitz Sart1): Baz C igin,
lg(z) — g(z0)| < Clz — o

dir.

Onerme 1.1.49: 1 <p< oo, f € L”(Rn)' ve u(m,t) Poisson integrali olsun. Bu
durumda hemen hermen her # € R” i¢in u(z,¢) nin nontangentially limiti vardir
ve f(z) e esittir.

Teorem 1.1.50: u(z,y), tiim y > 0 i¢in p, 1 < p < oo, |u(,,y)l, £ ¢, ¢ >0
olacak sekilde R"*! da harmonik bir fonksiyon olsun.

i. 1 <p<ooiseu(z,y), f € LP(R*) nin Poisson integralidir.

ii. p =1 ise, u(z,y); p € M(R") in Poisson-Stieltjes integralidir. Aymnca
{u(-,9)},50 ¥ — 0 iken L' de Cauchy ise, u(z,y) fonksiyonu f € L'(R") nin
Poisson integralidir.

Teorem 1.1.51: [¢ =1 olmak {izere ¢ € L' ve §c(z) = e ¢(£), € > 0 olmak

tizere ¥(z) = sup |¢(y)| olsun. Eger, ¥ € L' ise f € L?, 1 < p < o0 i¢in,
fulzl=l

lim £ e(z) = f(2)
dir. Burada, z, f nin Lebesgue ciimlesinin elemamdir.
Teorem 1.1.52: Eger f, 8 c L' ve ¢ = & ise tiim € > 0 i¢in,
[ F@)em=a(ca)de = [ f(@)de(e ~ t)da

dir [Sadosky 1979].



Teorem 1.1.53 (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi): f(z, )
toplanabilir majoranta sahip olsun. |f(z, k)| < F(z), burada F(z), h
parametresinden bagimsiz ve F(z) € Ly(Q) dir. Eger, b — 0 iken f(z, k)
fonksiyonunun hemen hemen her z icin limiti varsa o zaman,

lim [ f(a,B)do = [ lim f(z, h)da
Q Q
dir [Samko 1993].

Teorem 1.1.54 (F. Riesz Representation Teoremi): C|,; uzaymnda, her
surekli lineer ¢ fonksiyoneli,

b
o(f) = [ f(2)d0(=)

seklinde gosterilebilir. Burada @, [a, b] izerinde sinir déniisiimlerinin bir
fonksiyonudur ve iistelik,
llell = V()

dir.

Teorem 1.1.55 (Plancherel Teoremi): Eger f € L? ve {f,} C L' N L? de L?
normuna gore f e yakinsiyorsa, {ﬁ} da L? normuna gére f € L? fonksiyonuna
yakinsar. F': f — f , L* de birim operatdrdiir ve onun tersi, /'~ olmak {izere,
her f € L? igin,

(F1F) &) = (FF)(-)
dir. Ozel olarak, f € L? igin {h:},

hk(t)———/ flz)er™=tdg
lz|<k

seklinde verilmis ise,

loe = fll; = 0, & — oo
dir.

Lemma 1.1.56: n > 1 i¢in,

ve

dir.



BOLUM II
2.1. I? DE HILBERT DONUSUMU

Lebesgue integralinin agagidaki tamimi ¢alismamiz boyunca onemli bir yer tuta-
caktir. f(z), R™ de olglilebilir ve baz1 29 € R™ icin, tiim |z — zo| > € > 0 climlesi
lizerinde mutlak integrallenebilir olsun. Eger,

lim [ f(z)d= (2.1.1)

e~ 4015 _go|>e

var ve sonlu ise, f(z) fonksiyonuna esas deger anlaminda R" tzerinde integral-
lenebilirdir denir. Bu limitin degeri,

PV. [ J(a)dz (2.1.2)

ile tamimlanacaktir. n = 1 durumunda,

zo—€

PV. [ f(@)de =Jim, ( [+ 7) f(z)de
B Seo

zg+e

dir. R" nin alt ciimlelerinde tanimlanan f i¢in uygulamalar kolayca yapihr.
Ornek olarak, f(z), (a,d) C R' arahginda tanimli ise, 2o € (a, b) olmak {izere,

b

PV. [ f(z)de =lim, (”f + ) Fla)dz (2.1.3)

a o+e

dir. Boylece n =1 ve f(z) = x%% oldugunda tanimdan,

+00 zo—€ [+]
PV. [ 49 gy =lim (°f + f )ﬂ_ﬁldx (2.1.4)
“oo TTE0 e=40 \ oo zote %o

olur. (2.1.4) Un sag tarafindaki iki integral 1 < p < o0, g € LP(—00,00) ya da
g € L'(—o0,0) ise Lebesgue anlaminda mevcuttur. Agikga, (2.1.4) deki limitin
varligi, baz1 n > 0 sabiti icin,

lim 42) g 2.1.5
€—++05<|x—f;:o|§71 o0 ( )

limitinin var olmasiyla ilgilidir. Bu durumda, (2.1.5) deki integral igin,

geilde +g(z) [ 5. o= f £y
e<|z—zo|<n e<|z—zo|<n e<|z—zo|<n

yazilir. g, xg igin Lipschitz gartin: saghyorsa,
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(yani baz: C icin |g(z) — g(zo)| £ Clz — xo|) (2.1.5) deki limit mevcut, ¢'(zo)
var ve sonludur. O halde, g € L?(—o00,0),1 < p < oo igin (2.1.4) deki

integral mevcut ve o da Lipschitz sart: saglanir. Buradan da, (2.1.4) integrali,
zo noktasinda ¢ nin Hilbert doniistmi olarak adlandirilir. Bu ¢alisma boyunca,

Hog(zo) =1 [ H2dg (2.1.6)
lz—zo)>e
ve
Hyg(zo) = hrfo H.g(z0) (2.1.6a)

notasyonlarini kullanacagiz. Bu bolimde amacimiz Hg nin 6zelliklerini, genislemelerini
ve genel sartlar altinda daha yiiksek boyutlara genellemelerini ele almaktir. Hilbert
déniistimleri analitik fonksiyonlar teorisinde dogal olarak bulunur.
g(z) € LP(—00,0),1 < p < oo olmak iizere,

meth (2.1.7)
integralini gozoniine alahm. Burada y > 0 ve z = x+1y, R? iist yan diizleminde
bir kompleks sayidir. Bu her zaman dogru degildir. Uygun durumlarda genelle-
meyi bozmaksizin g(z) i reel degerli olarak farzedebiliriz. Agikg¢a, her bir N > 0
i¢in,

Fn(z) = 2;fim
fonksiyonu R3 de holomorfiktir ve y > yo > 0 yan diizlemine ait olan z igin
N — oo iken,
ﬂ@—%%fﬁﬁ (2.1.8)

dir. Dolayisiyla bu integral B2 de holomorfiktir. Burada z € R2 olarak alabiliriz.
ﬁ yi reel ve imajiner kisimlarina ayirirsak,

_ % & .

1 2
(t—z) T z—t = ztiy—t ~ z—ttiy

— H(z—t)—iy]

T (m-t)P e

_ _i{z—t)+y
T (z—t)2+y?

z—t
= e G

Pe) =% T o0 =g = T o2t
=1+ B) (@) +4 (9% Q) (@) (2.1.9)

11



yazabiliriz. Burada P,(z) = ‘7‘1!_‘1:—2%—;2‘, R? de Poisson gekirdegidir ve

Qu(z) = 1wty (2.1.10)

R? de konjuge Poisson gekirdegi olarak adlandirihr.

u(:v,y)=(9*Pv)(‘”)=% / (_i_g%)é%?

Yukaridaki bu integral, g nin Potsson integral: olarak ifade edilecektir. Bu
hipotez altinda g reel degerli oldugundan,

u(z,y) = Re F(z)
dir.

v(z,y) =Im F(z) =(g%Q,)(z) =+ _Z 9O S dt  (2.1.11)

ifadesine g nin konjuge Potsson integrali denir.

Teorem 2.1.1: Vg € LP(—00,00), 1 < p < oo ve hemen hemen her z i¢in g
nin konjuge Poisson integrali nontangentially olarak z — z iken sonlu bir limite
yaklagir.

ispat: ¢ yi pozitif ve negatif kisimlarina ayirirsak ispat icin g < 0 almak yeterli
olacaktir. Bylece v < 0 olmak {izere, G(z) = e(*+®) regiiler ve mutlak degeri,

G| = Jeteto

=l [

= |e¥|. |cos v + ¢sin v|

= le*|.(cos? v + sin® v)

= |le¥| (v <0 olmak tizere)

=4 <1
dir. Onerme 1.1.49 ve Teorem 1.1.50 den hemen hemen her z — z iken G(2)
nontangential limite sahiptir. Bu limit pozitif l¢iild ciimle igerisinde sifir olamaz.
Ciinki bu durumda u, pozitif 6lgili ciimle igersinde —oo a nontangential yaklasir
veu, L? deki bir fonksiyonun Poisson integralidir. Bundan dolay1 v(z, y) nin limiti
nontangential sekilde mevcuttur ve hemen hemen her yerde sonludur.

12



Teorem 2.1.2: Vg € LP(—o00,0), 1 £ p < oo igin Hg(z) Hilbert doniisiimii
vardir ve hemen hemen her yerde simirhdir. Bununla birlikte Hg(z), ¢ nin L,
Lebesgue ciimlesinin her bir noktasinda ¢ nin konjuge Poisson integralinin
limitine esittir. Yani, z € L, ise,

Jm (f IO e :;);z.yzdt / —ldt) =0 (21.12)
z~t|>y
c}ir.
Ispat: (2.1.12) deki iki integralin farkini,

T g(z - 1)®,(1)dt (2.1.13)

seklinde yazabiliriz. Burada,

B, (t) =y '0(y7 1)

ve ‘
a1 ot >1 ise
o(t) =
ﬁ Lt <1 ise
dir.

U(z) =sup |@(t)] =

mary ool > 1 dse
[t121=]

3 Jz] <1 ise

oldugundan ¥, (—o0,o0) da integrallenebilirdir. Boylece Teorem 1.1.54 den
(2.1.13) deki integral Yz € L, tizerinde g(z) e yaklasir. @ tek oldugu icin

ofo ®(t)dt = 0 dir ve bu da teoremin ispatidir.

Hatirlatma 2.1.3: Teorem 2.1.1 ve Teorem 2.1.2 de p = oo hali gozéniine
alinmayacaktar. Ornegln g(z) = 1 olmak uzere, g sadece simrh ise Hg nin
mevcut olusunun gosterilmesine ihtiyacimiz yoktur. Eger ¢ nin simirhhgim ve

g(z)
|:z:|>1 z
hemen her yerde sonlu oldugu gorilebilir. Bu halde ¢ € LP(R'),1 < p <
icin H : g — Hg Hilbert doniigtim operatérini tanimlayabiliriz. Bu operatériin
1 < p < o0 igin LPde sinirh oldugunu ispatlayacagiz. Fakat burada p = 2 olmas
durumunda ispat1 basit bir sekilde verecegiz.

dz integralinin sonlu olusunu farzedersek Hg(z) in mevcut ve hemen

Teorem 2.1.4: g € L?(—o00,00) ise,

(Hg)" (2) = (—isgnz)g(z) (2.1.14)

13



dir. Burada, z in signumu sgn z ile tammlanmstir. Ozel olarak Vg € L?(—00,00)
igin,
IHgll, = llgll, (2.1.15)
Elir. )
Ispat: Ispat,
Q,(z) = (—isgnz)e2lvel (2.1.16)

formiiliine dayanarak yapacagiz ve bu formiiliin dogrulugunu daha sonra gosterecegiz.
Gergekten (2.1.186),

(Qy*9)" (2) =Qy(2).4(2)
= (~isgnz).e~ ¥l G(z) (2.1.17)

ile verilir ve Plancherel Teoreminden dolayi, L* dey — 40 iken, ), *g yakinsamas:
vardir. Bir L? fonksiyonu i¢in Fourier doniisiimii (—¢sgnz).§(z) dir. Fakat
Teorem 2.1.2 den dolay1 y — +0 iken hemen hemen her yerde (Q, * g) (z), Hg(z) e
yakinsadigindan ve bu yakinsama L? de oldugundan (2.1.14) elde edilir. (2.1.16)
y1 elde etmek igin z = z + iy ise,

J(P(@) +iQy(2)) =1(2) =1} (25ts +id5%5)

= sy W 1 i2)

= 5= (y +1z)

Y ¥

= 27;2? (2y - .7,')

= 27:125' - (x - 'Ly)

1
2riz

olur. Buradan,

P,(z) =2 Re I(z)

Qy(z) =2 Im I(2) (2.1.18)

dir. Glinki y > 0 igin,

627rizt dt

I{z) =

o8

e21ria:t. e~ 27yt Jt

i
o8
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e27rzzt—27ryt dt

b~
—_—
™
A
i
o8

e-—t(21ry-—21rz'z) dt

I
o8

1 t(2my—2miz) |
— —t(2my—2miz
- —(27ry——2m':):)e (I)

(21riz{-27ry) (_ 1 )

—_ 1
T i(2nzt2miy)

1
2niz

olur. (2.1.18) ifadelerini gdzdniine alirsak,
Py(2) +1Qy(z) =2 I(2)

e i 1 7t € (_0070)
X_(t) B { 0,¢ ¢ (_0070)

)1 ,te0,+00)
x+(1) ‘{ 0 ,t¢{o,+oo)

olmak tzere,

4] . :
B(z) = [ ewtetbidy (t)dt+ of ettty (¢)dt
___°f° e2nlizt=lutly _(¢)dt+ ofo e2rlizt=lutly | (¢)dt
—_00 =00

o0 :
= T et (_(1) 4 xa(0) d
esitligini yazariz. Benzer bicimde @ (z) de hesaplanirsa,

Py(a) =] emiste=2eal (. () + x- (1)) dt

(2.1.19)
Q@) =—i [ e?mimte=2mlvil (y (1) — x-(t)) dt

yazilabilir. Burada x4 ve x_ sira ile [0, +00) ve (—o0,0) m karakteristik
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fonksiyonlaridir. x4(t)+x-(t) =1 vet # 0igin x4+(¢)—x-(t) = sgnt oldugundan
(2.1.19) ifadeleri i¢in asagidaki esitlikleri yazmak her zaman miimkiindiir.

P,(t) = eyl

Quly) = (—isgnt)e 2

Boylece teoremin ispati icin gerekli olan egitligi gostermis olduk. Bu da teoremin
ispatidir. Bu sonu¢ L? deki bir fonksiyonun, konjuge Poisson integrali ile bu
fonksiyonun Hilbert déntisimiiniin Poisson integralinin hemen hemen her yerde
karsilastirilabilecegini gésterir.

Sonug 2.1.5: y > 0 igin g € L?(—00,00) ise hemen hemen her yerde

(9% @y)(z) = (HgxP)(z) (2.1.20)

dir.
ispat: (2.1.20) formiili hemen hemen her yerde

2 I gle—Omfpdt =1 | Hyle - t)phpdt  (21.20a)

esitligini saglar. (2.1.20¢) nin iki yam kargilastirildiginda Fourier doniisiimiine
sahiptir ve (—isgn z) e"?"%lg(z) e esittir. H2g = H(Hg) ise (2.1.14) den,

H (Hg(z)) =F~(—isgnz)Fy(z)
= F~1(—isgnz) F (F1 (—isgnz) Fg(z))
= F~1(—isgnz)(—isgnz) Fg(z)

= —g(z)

ise,

H?= -1

dir. Burada I, L? de 6zdes operatordiir. (2.1.15) ile birlikte H, L?(R') de birim
operatordiir.

Hatirlatma 2.1.6: 1 < p < c0,Vg € L?(R") reel degerli fonksiyonu i¢in (2.1.8)
den dolay1 R de tammlh F(z) analitik fonksiyonuna sahibiz. dyle ki z = z + iy
icin z € R! olmak tizere F(z) ifadesi,

1 )
Fa) = Lg(e) + 2Hg(o)
olur. Ayrica, g € L? ve (2.1.14) den z < 0 iken,
gz)+i(Hg)Mz) =0 (2.1.21)

16



dir. Gozoniine alinan R' de tammh fonksiyonlarin durumlarini tartistik ve gele-
cek adimda neticeleri B* deki fonksiyonlara genigletecegiz. Fakat bundan dnce
fonksiyonlarin diger bolgelerde tanimh oldugu durumlarn kisaca ele alacagiz ki
bunun en basit hali dairesel bir bolgedir. Biz kendimizi bir tek boyuta ve birim
dairenin yiizeyi izerinde tamimlanan fonksiyonlara kisitlayacagiz. u = {2z : |2| < 1}
diski iginde z noktalarini ve u da tammh f(z) fonksiyonlarini gézdniine alacagiz.
T = {z:|z] =1} ylizeyi {izerinde tanimlanan g(t) = f (&) fonksiyonlar gibi.
f(z) = f(re?), U iginde analitik olsun. 0 < r < R < 1 icin,
[ =fre*) =5 [ 1G9

— 2mi S—z
I$|=R

27
— g Retfdg
- 271' f f (‘Rez ) Re‘g—re't

0

Cauchy formiiliinii yazariz ve R — 1 iken limite gegersek g(6) = }l{ln’i f (Rew)

yazilir ve

fz) =35 f 9(0) #24,

L F dé
= o { g(a)e—ie(eie_ree:)
27

dg
3 % {ﬂ@m
— sz (g) dg

TR I\V )=

2ﬂfQW) H(t — 0)do

1 x ,
Ty = > r"e"™ Cauchy cekirdegidir.
—_ n=0

elde edilir. Burada, C,(t) =
_§ rinlgint  — (C,(t) +T(t5) —

Re(}ter)

[ 1—rett + _,.ezt)] -1

_r(cost+zsmt) + (1—7'(coslt+".8int))] -1

Il

ll
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1—rcost—irsint ~rcost—irsint

ir'nleintz( L+ 1..)—1

= i 4 P E——

1=7cosi—rsint 1—7cost+tirsint

— 1-rcos t4ir sint41—r cos t—irsint
(1—7 cost)’ +(rsint)?

— 2—2rcost -1
1—2r cos t+r2 cos? t+r2 sin? ¢

— 2—2rcost _
1-27 cos t+r2 (cos2 t+sin? 't)

— 2—27cost—1+2r cost—r?
1—27 cos t+4r2

— 1-r2
1-27 cost+472

ifadesi disinilsiin. Bu son fonksiyon genellikle P, (t) = P(r,t) ile tamimlanir ve
daireler igin Poisson ¢ekirdegi olarak adlandirilir. Onun konjuge harmonikligi,

Qr(t) = Q(r,t)=Im (1)

+r costtisint )
1—r(cost+ssint)

]

Im 147 cositirsing )

l—7cost—irsini

(147 cost+irsin ¢)(1—r cost+irsin t)
(1—-rcos t)2+(rsint)?

I
ey
3

I
by
3

1~2r cos t-+72 cos? t472 sin® ¢

1447 sint—r2 cos® t4+irsint—r2 sin? ¢
1—27cosi+r2

i
e~y
3

Im

(l—r cos t+47 sin t+7 cos t—r2 cos? t-+ir? sin f cos t+zr sm t—1ir? sin t cos t—r2 sin? t)

14-2¢r sin t—r2(cos? t+r2 sin? t) )
1—27 cos t4r2

=Im (1—_%%)

1—27 cos t+r2

= gant (2.1.22)

1-2r cos t+r2

dir. Bu son ifade ise, daire i¢in konjuge Poisson ¢ekirdegi olarak adlandirilir. P,(t)
ve @ (t) gekirdekleri R? igin benzer dzelliklere sahiptir. Daha dnce Py(z) ve Q,(z)
ifadelerini vermistik bunlarin = r cos 8, y = r sin § olmas: halinde benzer olduk-
larmi gérmek mimkindir. Bir peryod fizerinde integrallenebilen ve 27 peryotlu
peryodik g(t), —oo < t < oo fonksiyonu i¢in 2= (g * C;) (t), 5= (g * Pr) (¢),
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2 (g * Q,) (t) ifadeleri sirasiyla g nin Cauchy integrali, Poisson integrali, Konjuge
Poisson integrali olarak adlandirihir. Reel degerli g fonksiyonu icin sirasiyla g nin
Konjuge Poisson integrali ve Poisson integralini, g nin Cauchy integralinin reel
ve imajiner kismu olarak kolayca ifade edebiliriz. Daha onceden de bilindigi gibi
1 < p < o0,Vg € LP(0,2r) igin g nin Poisson integrali r — 1 iken hemen hemen
her yerde g ye yaklagir. T'eorem 2.1.1. in ispat1 gbsterir ki Vg € L?(0,2x),

1 < p < oo i¢in ¢ nin Konjuge Poisson integrali diye adlandirilan diziye benzer
durumda bir daireye sahibiz ve g nin Konjuge Poisson integrali hemen hemen her
yerde nontangentially olarak sonlu bir limite yaklasir.

lim Q.(1) = 125

2cos £sin £

1——(2cos2 %—1

2cos £sind

1—2 cos? %-l—l

oldugundan bu limitin hemen hemen her yerde
27
Hg(t)=§ly) =£PV. [ g(0)cot %dﬂ (2.1.23)
0

oldugunu gostermek zor degildir ve bu ifade g nin Konjuge fonksiyonu olarak
adlandirilir. g € L? nin reel degerlerinin Fourier serilerine genisletilmesi gézoniine
alindiginda,

9(t) ~ 3 Gln)e™

dir. Buna gore,
(Brxg) (1) ~ X gln)rivle™

ve (P, 4+ iQ,) * g nin analitik fonksiyon olmasindan dolayi,

(@rx9g) (8) ~ §(~isgn n)g(n)rinleint
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ifadesini vermek mimkiindiir. Burada, Teorem 2.1.4. den dolays,

(§)" (n) = (—isgn)g(n) (2.1.14a)

ve
(9+1§)"(n) =0 ,n<0 (2.1.21a)

dir. Bir integrallenebilen peryodik A(t) fonksiyonuna eger h(t) nin Fourier doniisiimiiniin
h(n) Fourier katsayisi n < 0 icin yok yada h(n) e esit ve disk icinde h(t) = F(e*)

seklinde tammlanan F(z) = F(re') bir analitik fonksiyonunun sinir fonksiyonu

ise bu fonksiyona H'(T') Hardy-uzayina ait fonksiyon denir.(2.1.21a) formulunden

g+ig€e H 1(T) dir. Simdi n — boyutlu durumu gézéniine alalim. 1 fonksiyonu

R! de iken B I2 =& l"“ yazilabilir. 1 fonksiyonunun n — boyuttaks yaplsl,
z; .
ki(z) = len’ﬂ J=1,..n (2.1.24)

seklindedir. Soyle ki B™ deki Hilbert doniisiimiine benzer olarak,
R;f(z) =c,PV. f flz —t)—1+ Itlnﬂ (2.1.25)

ifadesini yazabiliriz. Bu ifadeye f in Riesz doniisiimii denir. R! de yukaridaki bu
ifade,
sgnz  ((z)

4
z el
seklindedir. Burada Q(z),

O(z) + Q—z) =0 (2.1.26)

olacak sekilde homogen bir fonksiyondur. Bu ifade B* de Hilbert déniisiimiiniin
diger bir genellestirilmesidir. (2.1.26) sart:1 saglanmak tizere 1 in integralinin P.V.
nin var olmasi sarti ile,

[ Qz)dz =0 (2.1.26a)

seklinde yazilabilir. Burada 3° = 3, = {~1,1}, R! de birim kiiredir. Béylece
gozoniine alacagimiz n > 1, R" de,

k(z) =55 (2.1.27)

tipindeki k ¢ekirdegini, {2 iizerinde asagidaki ozelliklere sahip bir ¢ekirdek olarak
gozontine alalim.
i. © homogen,

Q) =90(z) ,¥A>0 (2.1.27q)
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ii. , birim kiire tizerinde sifir ortalama degerine sahip,

[ Qz)dz =0 (2.1.27b)
2

Buradaki k ¢ekirdegi Calderon — Zygmund gekirdegi olarak adlandirilir ve kisaca
bundan béyle C' — Z ¢ekirdegi olarak tammlanacaktir. 2’ € ¥ igin Q(z) = Q(z')
oldugundan € y1 ) lizerinde tanimh bir fonksiyon olarak gbzoniine alabiliriz. Her

bir k, C — Z ¢ekirdegini,
Kf=f*PV.k(x) =PV. [ flz—t)%ldt
Rr

:EEIEOIa:—{IM Flo — t)Fdt (2.1.28)
singiiler integrali olarak alabiliriz ve K : f — K f operatérii, C — Z operatdrii
olarak adlandirilir. Q;(z) = I%"LI icin R; Riesz operatériinii elde ederiz. (2.1.28) in
mevcut olmasi Hilbert doniisiimiiniin benzer 6zelliklerinin elde edilmesini saglar.
C? e yada Lipschitz sinifina ait olan 2 y1 elde etmek icin Q dizerinde bir diizgiin
sarta ihtiyacimiz vardir.Q € Lipa,0 < a < 1 oldugundan w(p) < C¢ ortalamasi
vardir. Burada,

w(p) = sup {IQ(:U') - Q(y')l z,y €Y, lx' — y" < p} (2.1.29)

> tzerinde { nin siireklilik modiilidir ve w(p) < C,,Q € C*(Y) y1 gerektirir.
Bu iki sart,

1
w(p
{ (J’;)dp) < 00 (2.1.30)
sonucunu verir. {,” Dini tipi” sart olarak bilinen (2.1.30) sartini saglar. Boylece

daha genel olarak () € C! yada Q € Lipa ve C-Z gekirdeklerinin ele alinmas: icin
onemlidir. Eger 3, (2.1.30) u saglar ise bu durumda Q € L*(Y)) dur.
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BOLUM III

3.1. L2 TEORIST VE SINGULER INTEGRALLER

L?(R") deki C — Z operatorlerini incelerken ilk olarak ¢arpim operatdrlerinin bazi
onemli 6zelliklerine ihtiyacimiz olacak.

Tanim 3.1.1: Eger Vf € L?(R") icin,

(TH () =o(2)f(e) (3-1.1)

ise 0 zaman T : L?>(R"™) — L*(R™),n > 1 operatdriine o(t) € L*°(R") sembolli
garpim operatoru denir.

Uyanr: 3.1.2: Eger En, N — boyutiu Hilbert uzay: ve ey, ..., en, En i¢in bir baz
ise 0 zaman En deki her T' operatorii bu baz igerisinde bir (¢;;) matrisi olarak
verilebilir. Eger j # k icin tjz = 0:6;, 6;; = 1, 6;z = 0 ise T bu baz icerisinde
diagonal operatordiir. Her z = Y ¢je; € En icin T = Y ocje; ye sahibiz. Bu
T, m koordinatlar1 ¢; ve z in carpimndan elde edilir. L2%(T) sonlu boyutlu
uzayinda e, = e, n € Z seklinde verilen sonlu baza sahibiz. f in bir dizisi
f =X cue™ oldugu zaman T'f =Y. o.c,e™ olacak bicimde T operatdril, bir

n n

diagonal operatoriin benzeridir. Yani (Tf)"(n) = o,f(n) dir. Burada 7T, bir
carpim operatorii ve {0, } dizisi T nin semboli yada carpan olarak adlandirlr.

Uyar: 3.1.3: (2.1.14) deki formiilde kullamlan H,;L?(R!) de o(z) = —isgnz
sembolii ile bir ¢carpim operatoriidiir.

Onerme 3.1.4: L?(R") {izerinde verilen simrh lineer Toperatorit icin asagidaki
sartlar vardir.

1. T, bir carpim operatoridir.

2. T, otelemeler ile degismelidir.

3. Vp, ¢ € LE(R") igin T * 9 = px T

ispat:

1= 2: (T (2) = o(z)f(z) olsun. Y74, h € R" Steleme operatoriniin tanimindan,
mf(z) = (ez"iht f (t))A (z) bagmntisindan,

(T D) (&) =o(@)e > fla)
= e isho(a)f(2)
= e~k (T )" (3)

= ((T£))" (=)
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elde ederiz ve dolayisiyla L? de T'ry, = 7, T dir.
2=3:Vge L?veyp, € L' N L? igin,

(Toxd,9) =[(Texd)(z)g(z)dz
= J(J To(z — t)p(t)dt) g(z)dz
= [ [ (Te) (2)p(t)g(z)dzdt

= J (T (rsp) (z)g(z)dz) (t)dt (3-1.2)

olur. Fakat F.Riesz representation teoreminden dolayi (T'f,g) = (f, ¢1) olacak
sekilde g1 € L? varoldugundan (3.1.2) den,

(Toxip,g) = ([ ro(x)gi(z)de)p(t)dt
= [ [o(z — t)(t)g1(z)dtdz
= [(p*¢)(z)g1(z)dz

dir. Benzer olarak,

@+ T,9) = [ (0 *¥) (2)on(e)da
olur. Boylece Vg € L2 igin,
(Toxt,g) = (p*Te,g) (3.1.3)

esitligini elde ederiz. (3.1.3) esitliginin dagilim fonksiyonlar igin esitlik tanimi
kullanilarak,
(yani (Tf,h) = (g,h) oldujunda Tf = g olmasindan) Vo,p € L* N L? icin
Ty x 1 = @+ T olur ve (3) saglanir. ~
(8)=(1): f e L?Vzigin f(z) # 0 vet = f olsun. Vp € L? icin
Toxy = ¢+ Ty iken (T)" P = G(T9)" ve Voo € L* icin (Tp)" = g
olacaktir. %LA = o olarak alirsak o € L* oldugunu séyleriz. Gergekten Vo € L2
icin [|o@]l, = [(Te)"|, = ITell, < ITIl. [ll, ve boylece eger
E ={z:|o(z)| > ||T||} ise |E| > 0 olmayabilir. Ciinki = xg,

~ 3 1 1 ~ ..
I8l = lixell, = (f Ixe(@)f dz)* = (g do)? = |Elive llodll, > |TI].|E|* igin
bir geligkiye yol agar. Fakat |E| = 0 ortalamali, o da iddiamiz gibi esas sinirlidir.
Sonug 3.1.5: Eger k € L' N L% ve K, k gekirdeginin konvolisyon operatori ise
bu durumda K degisimli birlesmelidir ve k& sembolli bir ¢arpim operatoridiir.

Sonug 3.1.6: Eger {T,},Vn icin hemen hemen her yerde o,(z) — o(z) ve
lloxll,, £ C olacak bicimde {o,} sembolli carpim operatoriiniin bir dizisi ise, o
zaman o sembolllii garpim operatoril olan T ve Vf € L? i¢in,
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| Tnf —Tfll, — 0 dar.
Ispat:ilk olarak L? de,

\Taf = THI3 = |(Tf) = (1]
= [jonf <7,

=] loa(z) = o(@) [f(z)[ de
Rn

oldugundan, bu son esitlikte limite gecilir ve Lebesgue baskin yakinsaklk teorems
uygulanirsa istenen sonug elde edilir. Otelemeler R* de bir grup olusturur, pozitif
genislemelerde aym sekildedir. Her iki grupla iligkili olan operatorler asagidaki
sonuctan dolay: homogen fonksiyonlar ile yakindan baglantihdir. Eger bir f
fonksiyonu igin,

F(Aa) =X*F(z) ,YA>0 (3.1.4)

saglaniyor ise, bu fonksiyona «. dereceden homogen bir fonksiyon denir.

Onerme 3.1.7: L2(R") tizerindeki etki eden bir siirh lineer T' operatériiniin
R" nin tiim otelemeler ve pozitif genislemeler ile degismeli olmasi i¢in gerek ve
yeter sartin T, semboli sifirinci dereceden homogen bir fonksiyon olan carpim
operatori olmasidar.

Ispat: Onerme 3.1.4. den dolay: ispat: yapmak igin T' carpim operatoriiniin
(genislemeler tle yer degistirmede) sifirnai dereceden homogen bir fonksiyon
oldugunu gostermek gerek ve yeterdir. Burada,

o(Az) =o(z) ,YA>0 (3.1.5)

oldugu agikardir. Gergekten 7, f(z) = (62’""” f (t))A (z) bagintisindan dolay: bir

a> 0 igin,
(T (2) = o™ (TF)" (_) - a—na(f) f(_)

a a

esitligini yazariz ve ayni zamanda,
(TN @) = o(2) (D) () = o(@)aF ()
dir. Dolayisiyla,
Té, = 6,T olmast gerek ve yetersart Va > 0 icin o (g) = o(z) olmasidr.

Yukarida bilinen bu sonuglar ve (2.1.6a) ile L?(R!) de tammli H Hilbert
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operatoriinii gozontne alalm. H,o(z) = —isgn z sembolli bir garpim operatori
olarak gosterildigi icin Onerme 3.1.7., H 1 asagidaki iki esas dzelliginden ortaya
cikar.

I. Otelemeler ile H degismelidir.

I1. Genislemeler ile H degismelidir.

II1. H yansima ile negatif degismelidir.Yani H (pf) = —p (Hf) dir.

Eger p: f(z) — f(—z) ise,

7

H(pf)(z) =1PV. T {04

= —1py. [ gy

= —(pHf)(z)
dir. I ve II zellikleri Ve # 0 igin,

8.1 Hé. = (sgne)H (3.1.6)

esitligi gecerlidir.

Teorem 3.1.8: L%(R!) lizerinde etki eden sinirh lineer bir T' operatorii verilsin.
T nin I, I, III sartlarim saglamas: igin gerek ve yeter sart T', H 1n sabit bir kat:
ve Hilbert operatori olmasidir.

Ispat: H ; I, IIve IIl sartlarim sagladigindan biz yalnizca teoremin ikinci kismin
gostermeliyiz. I, II ve Onerme 3.1.7. den dolay: T, o homogenlik sembollii bir
carpim operatoriidir. Béylece z > 0 igin, o(z) = ¢ ve z < 0 igin o(z) = ¢ dir.

Fakat II den dolay,
T(pf)(z) = —p(Tf)(z)

ve dolayisiyla,
[T(e)@)"  =~1p(Tf) ()"

o(z) (pf) (z) =—p(o(2)f(2))
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ya da _ ~

o(z)f(—z) = —o(—z)f(~=)
dir. Boylece o(z) = —o(z),c/ = —c ve o(z) = csgnz dir. Burada H 1 benzer
semboli —isgn = dir. Boylece sabit ¢c alindiginda teorem ispatlanmus olur.

Uyan 3.1.9: Df(z) = f'(z) ile verilen D diferensiyel operatérii asagidaki
ozelliklere sahiptir.

1. D otelemeler ile degismelidir.

IL' D(6.f) = ab,(D¥)

ITI. D yansimali deglsmeh degildir.

Boylece, II nin yerine II' alinirsa, D operatorii H Hilbert operatdrii g1b1 bazi
ozellikleri saglar. Sifirinci dereceden fark operatdrii olan Dg(ozdes operator), I
ve Il yi saglar. Fakat III iin yerine I1I Do(pf) = p(Dof) i saglar. Ciinkii bu
yansimahidir. Boylece H, ”sifirinct mertebeden simetrik olmayan fark operatori”
oldugu distiniilebilir ve bu R' de fark operatoriiniin genislemesidir. Boylece H
kapsanir. Benzer durum R" de ortaya ¢ikar. Simdi n > 1 igin L*(R") e donelim
ve (2.1.28) de tamimli C'— Z ¢ekirdekleri ile verilen singiiler integral operatorlerini
gozonine alalim. Bunun icin asagidaki sonucu verebiliriz.

Teorem 3.1.10: ) , asagidaki sartlan saglayacak sekilde R™ de tanimh bir
fonksiyon olsun.

i. @, stfirinc dereceden homogendir. Yani Q,Y birim kiire izerindeki degerleri
ile hesaplanabilir.

il. ,3 birim kiire lizerinde sifir ortalama degerine sahiptir. Yani,

/ Q(z')dz’ = 0
>

dir.

ili. Q, ”Dene tipt” sartini saglar. Yani,

w(p) = sup {|Q(z") — Uy")| : 2,9’ € T, 12" —¥'| < p}
ise w,

z ()dp < oo (2.1.30)

olacak sekilde p > 0 in bir pozitif artan fonksiyonudur. Bu hipotez altinda
Vf € L*(R") igin,

Kf(z) =PV. [ f(z—1t)%dt (2.1.28)
Rn
fonksiyonu vardir ve L? dedir. K : f — K f,

o(z) =—(%) [ sgn (') Qt)dt'+ [ log («'4)7 Qt)dt'  (3.1.7)
> =

26



ile verilen o sembolli bir ¢arpim operatoridur.
Ispat: K(z) = Q(z)|z|", C— Z ¢ekirdegi integrallenemez oldugundan, ilk olarak
Fourier doniisiimlerini elde etmek icin pargali yazacagiz. Boylece 0 < e < 5 < oo
igin,
. =) @) T e<z| <y
ken _{ 0 ,diger durumlarda (3.1.8)
olsun. k., € L*(R") oldugundan Vf € L? icin ke, * f € L? yazabiliriz ve k,,.f € L
dir. k., asagidaki iki temel 6zellige sahiptir.
A. e ve 5 dan bagimsiz, sup keﬂ(:c)I <C
z
B. Vz # 0 i¢in lim key(z) =0(z) € L™
£
7—00
Bu ispata gore, kep(x) nin Fourier déniigimleri icinde z = Rz',y = ry/,
R=|z|,r = [y],2',y’ € T olmak lzere kutupsal koordinatlara gecilirse,

ZE,,(:I:) =}_2fn kep(z)e 2= dt

= [ Q@) e dt

e<]tl<n

/ ? 7 24
— f Q(i') (f e—2miRra’d T_nrn_ldT') dt'

’ aft —2misz’ ' Rds ’
=f Q(t)(fe ST -;'E)dt

Z eR
nR
=f Q(t’) ( e~21risz’.t’%§) dt
> cR
J © =0 iken,
)
ken(z) = 2f: Qt)ge o (t)dt! (3.1.9)

yazabiliriz. Burada,

R —2xiax!. ¢! 9
Gema(t) =J ¢ K - (8.1.10)
Re

s

dir. Vz igin lim Gemo(t)dt’ varhgim ve bazi C > 1 igin,
£

n—oo

|gen,s(t)] < Clog ]az’.z”['l +C
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oldugunu iddia ediyoruz. g, in imajiner kismu,

Ry
sin 2w sz't!

Im (genat) = = [ 222 ds
Re

S

U ds — du
ezt Omzit!’

2rsz’t! =u = s = —1<sinz <1

2rz't' Ry,
smu

= —sgn (z'.t') du

2nz't' Re

u

dir. Yukaridaki ifade diizgiin sinirh ve integrasyon limitten bagimsiz oldugu i¢in
e — 0,7 — oo iken —Zsgn (z'.t') ne yakinsar. Burada, g.,. in reel kismm igin
eR <1 < R durumu gézéntine ahnmis olsun. O zaman,

P Ry U
Re (gsm,x(t )) }{ cos 2wsx .t —cos 21rsd3
e

8

1 Rn
=[+ [
Re 1
=L+, (3.1.11)

dir. (Icos z — cosy| =2 Isin 244 sin £;—QD oldugundan,

|cos 2w sz’.y’ — cos2ws| = 2|sinws(z’'.y’ + 1)sinws(z'y’ — 1)]
< 2ws|z'y' + 1| 27s|z'.y’ — 1]

< 872s?
dir yine,
Sl o=l = =
(Iw'l ly') <2
ey’ — 1] < 1
zy_ 1| - |£a—_Rr
Rr

I

<1

oldugundan,

1
|| =< 8x? / sds = 4n* (1 - (Re)?) < 4n?
Re

yazariz. Diger taraftan,

Ry 1 gt
|I2l — f COS 27 ST .: —Ccos 278 dS
1

cos 27s 27rs

f ds

1

oY
cos21rsmt|d+f
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cos 27ru _du cos 2ms 27rs

A

ds

+f

z' .t .Rn

= J

't

%]duqﬁc

z'.#'.Ry
[ s lcos2msds
!t

¥y +C

R
dir. Eger (z’.t) Ry > 1 ise, C =sup ©2%du olmak lizere,
R1

(='-¥')Rn

{)
|12[</ “ / cos“mds<1ogl ,lt, +2C

z'.t l

dir. Eger 0 < (z/.t') Rp < 1 ise,

1
ds 1
< =1
e =
K4
olur. z'.t' < 0 igin benzer bir sonug saglamr. eR <1 < 7R ise,
Re (genal(t)) < 2log|2'#| 7 + 4x® +2C

esitsizligi vardir. Aynica eger Re > 1 ise,

Rn Ry Re
Re (gen.z) / / /
1

var ve boylece,
|Re (9en,z)| < 2log lzl‘t'[—l +4C

elde edilir. Benzer olarak Rn <1 ise,

1

Re (gen,s) = / /

Rn

ve
| Re (ge.n)| < 872



dir. Buradan, tiim durumlar igin,
lRe (ge,n,x)l < Cl log |$’.tll_1 + 02 (3.1.12)

olur. Béylece gen2(y’), Y lzerinde integrallenebilen bir fonksiyon ile € ve 5 dan
bagimsiz majorizedir. €,Y" tizerinde sinirh oldugundan biz (3.1.9) dan

C=f Oy (1 + log |2 .t/ I“I) dt ile k., icin A sartin elde ederiz. Ejer h yeterince

iyi bir fonksiyon ise, V A, ¢ > 0 igin,

7
lim [ 2222l ds = (0)log 4 (3.1.13)
7—00 ¢

vardir. (3.1.13) ¢; A(s) = cos2ws, A ==z't, p =1 uygulandiginda,
R d 1

. 1 S A

lg% (cos 2rszt — cos 271'3) (?) = log lzc t |

7—® Re

elde ederiz. (3.1.9) da ¢ — 0,7 — oo iken limite geger, A sartim uygular ve
Lebesgue baskin yakinsaklik teoremint gézontne alirsak,

lim £y () =£ Q') (—zsgn(a' ) + logla’ 2| ™) dt’

= o(z)

ile B deki limitin varligs goralir. Eger K., operatori k., cekirdekli konvolisyon
olarak veriliyor ise, Ve, 5, K., icin Sonuc 3.1.5. den bir ¢arpum operatorii veVe,
icin A ile @En(:c)”oo < C dir. Béylece {K.,}, Sonuc 3.1.6. {in sartlarimi saglar
vee — 0,7 — oo iken K,,, o sembolli bir ¢arpim operatoriine yakinsar. Diger
taraftan, eger f € L? ise,

Kepf(2) = ko # f(&) = [ flz—t)k()dt

e<ltl<n

dir. Boylece Vz icin,

lim Kef(s) = / Fla — t)k(t)dt

<t}

olur. Buradan,

lim ( lim Kenf(x)) = PV. [ (o= 1)h(t)dt

i (Jig
= K f(z)
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L? de mevcuttur. Buraya kadar yapilanlardan (K f)* = o(z)f(z) oldugu igin

teorem ispatlanmug olur.

Uyar1 8.1.11: Teorem 3.1.10. nun ispat1 § lzerindeki genel sartlar altinda

saglanmir. Gergekten, O = Qp + Q. yazilir. Burada {2, nin tek kismm, Q. de

cift kisrmdir. I'm (gey,) in diizgiin smirhhig: yalmzea [ |Qo(y’)] dy’ < oo olmas
2

yeter. Yani, 2 € L}(3). Re(ge) in hesaplanmasi i¢in yapilan ispatta,
J 19(y")|log &' y'| " dy’ (3.1.14)
2

diizgiin simrhligina ihtiyag duyulur. Eger k, tek ¢ekirdek (yan:, k(—z) = —k(z))
ise —n. dereceden homogendir. Boylece 2, 3" {izerinde de tektir. K operatoriiniin
(2,2) tipinde oldugunu garanti etmek icin yalmzca @ € L'(3]) ya ihtiyag duyula-
caktir. k£ nin tek olusunun zorunlu olmamas i¢in daha genel hipotezler altinda
(3.1.14) ifadesinin saglanmas1 Zygmund sinifinda @ € Llogt L(3) dir. Gergekten,

a b
Young dis biikey esitsizlifinden dolay: (ab <[ P(s)ds+ [ 1/)(t)dt) ki bu
0 0

esitsizlik Ja, b > 0 icin ab < alog(a + 1) + € dir. A > 0 icin,
a=|Q(y)|,b= Aog|z'y'|”" alindiginda,

195" log 5/ < 5 1064 log (1 +19(s")) + 12" 5/

dir. Burada 0 < A < 1 igin |2.y/|™ = |cos|™, 3 tizerinde integrallenebilir
oldugunda, || log (1 + |©2|) nin integrallenebildigini garanti etmeye yeterlidir. Bu
|Qllog® | € L} (T) a esittir ve 3 kompaktir. Buradan Q € Llog® L, (3.1.14)
in diizgiin simrhiligini garanti eder. ) iizerinde ! nin sifir ortalama degeri ile
birlikte bu hipotez [Calderon, A.P. and Zygmund, A. 1952] de gosterilen ispata
gore, 1 < p < oo igin K operatorinin L? sinirhihigini garanti eder.

Uyar1 3.1.12: [ Q = 0,3 iizerinde sifir ortalama deger sarti ihmal edilemez.

2

Cunki,

/ AUy) ly[™ f(z —y)dy = / + /

R wl<1  pi>1
ve (! min yalmzca Y fizerinde integrallenebilen ikinci bir integrali vardir. Asil
zorluk birinci integralin ifade edilmesidir. Ornek olarak eger Q = 1, f sabit ve
bir zo noktasinin komsulugunda sifir ise o zaman bu komsulukta ilk integral
waksaktir. Yakinsaklig elde etmek igin € iizerinde sifir ortalama degerine olan
ihtiyagtan dolayr bir tir gikarmaya ihtiyag vardir. Simdi K operatorinin o
semboliini gézoéniine alahm.
Uyan 3.1.13: o(z) semboli, (3.1.7) formiiliinden gorildiigi gibi sifirinci derece-
den bir homogen fonksiyondur. Bu sadece R" deki a. dereceden homogen her-
hangi fonksiyonlarin Fourier dénlisiiminiin, o — n. dereceden homogen oldugu
gercegini verir.

31



Uyari 3.1.14: (3.1.7) formiliinden o, birim kiire {izerinde sifir ortalama degerine
sahiptir. Cinkd,

Jo(2)dz =] (f Q(t") [(——%) sgn (2'.t') + log Iw'.t’l“l} dt’) dz’
2 2 \X

= Qt) (f (—1’23) sgn (z'.t") + log |'.¢/| ! dw') dt’
2 2

dir. Burada kolayca goriildiigii gibi icteki integral ¢ den bagimsizdir ve Q2,3
tizerinde sifir ortalama degerine sahiptir.

Uyan 3.1.15: Eger k(z) tek bir fonksiyon ise (3.1.7) formiili,
o(z) =— (%) | Q(t")sgn (' t")dt
>

=—7mi [ Qt)dt (3.1.15)
S @)

formiiliine indirgenir. Burada, (z),2’.t’ > 0 olmak tizere yar1 kiire olarak
adlandirihr. Teorem 3.1.10 daki singiiler integrallerin bir 6zel durumu olarak
Riesz déniistimlerini gozoniine alabiliriz. T'eorem 3.1.8 de ifade edildigi gibi H ile
gosterilen Hilbert dontigsimlerinin n > 1 igin B™ deki benzeri olan doniigiimlerini
gorebilmemizi saglayan semboller icin benzer terimler elde ederiz.

Tanim 3.1.16: R" de tamimlanan bir f fonksiyonu verildiginde onun Riesz
donisiimi j = 1,...,n olmak tzere,

R;f(z) =c, liIEO f f(w——t)l—tl—ilﬁndt (2.1.25)
eV >e

dir ve Q;(z) = cpz; |2|™" olmak iizere,
ki(z) =Q;(z)|e|™ (2.1.24)
Riesz ¢ekirdegidir. Bu ifadelerde,
¢n =178 (21) (3.1.16)

dir. (2.1.24) den dolay1 Q;(z),Vj = 1, ..., n i¢in tek ve sifirinc1 dereceden homogen
bir fonksiyondur, 3 iizerinde sifir ortalama degerine sahiptir, 2 = 0 da strekli
degildir ve ¥ tizerinde dizglindir. Her };, Teorem 3.1.10. nun sartlarimi saglar
ve boylece R; ile beraber bir carpim operatorii tamimlar. (3.1.15) de oldugu gibi
g,
oj(z) = —mic, [ tdt (3.1.17)
@)
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seklinde verilir. o; y1 hesaplamada, j sabit, R* de baz1 {ly,...,1,} ortonormal

bazi igin, ¢ = }7_—1: (¢'.lx) Iy olmak iizere ¢ = t'.z; dir. Bu durumda,

t;- = zn: (t'.lk) . (lk.wj)

k=1

dir. Belirli bir z sabiti i¢in /; = 2’ olacak sekilde I lar se¢ilmis olsun. Bu durumda
¢x = lp.z; olmak iizere,

t =22t ¥ c(t'l) (3.1.18)
k#f
seklindedir. 3% (z) tizerinde (3.1.18) integrallendiginde,

oj(z) = —micaa; / (2/ &) dt' — wicy ) e / (1) dt’

i#k

esitligi yazilir. Burada ilk integral R ' deki birim kiirenin hacmi olan Q, ; e
esittir ve diger integral ihmal edilir. Dolayisiyla Lemma 1.1.56 ve (3.1.16) dan,
Vy =1,...,n igin,

oi(z) = —mic,ziy 1 = —iz} (3.1.19)

dir. (3.1.19) dan H? = —1I olacak sekilde (I birim operator) L*(R') deki Hilbert
doniisiimlerinden birine benzer 6zellikte bir Riesz déniisiimi elde edebiliriz. Gergekten,
f € L*(R") icin her R; f, L2(R™) e ait oldugundan ve (R, f)" (z) = —iz; |z| ™" f(z)
oldugundan R?f = R;(R,f) yazlabildiginden asagidaki esitlik daima vardir.

(B2)" @) = —istle|™ F(a) (3.0.20)
Boylece, .
(j; R?f) (2) =-f(2) (3.1.21)

ve dolayisiyla bu ifade, L*(R") de 3 R? = —I gibi yorumlanabilir. Bundan bagka,
(3.1.20) ve Plancherel Teoremt,

DI fllz = lIf1s
=1
ifade eder. R" lizerinde tanimlanan fonksiyonlarin (vi(z),..., v,(x)) n — lisi Vj

icin,
quM=§mmm

varise A = (ax), J,k=1,...,n donmesi altinda bir vektorel doniigiimdiir. Riesz
doniistimlerinin diger énemli bir 6zelligi, onlarin (o7, ..., 0,) sembolleri, R* deki
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donmeler altinda bir vektorel dontisim olmasidir. Bu gercek Riesz dontisiimi
icin soyledir.

Lemma 3.1.17: (mq,...,m,), R*in her donmesi altinda bir vektdr gibi doniistimler
olacak sekilde eger my(z), ..., m,(z) sitfirinci mertebeden homogen fonksiyonlar
ise baz1 ¢ sabiti ve j = 1,...,n i¢in m;j(z) = cz; Jz|™" dir.

Ispat: Bu hipotezden dolay: z € ¥ y1 gozoniine almak yeterlidir. R" in kabul
edilen kanonik bazi ey, ..., e, ve ¢ = my(e1) olsun. § # 1 i¢in m;(e;) = 0 oldugunu
soyleyebiliriz. Gergekten, A = (a;i), e1 1 sabit birakan bir dénme ise j # 1 igin,

mj(e1) = m;(A™"ey) Z ajrm;(e)
k=2
ve (ma(e1),...,mn(e1)) R" ' in her dénmesi altinda sabit bir vektdrdiir ve sifir
vektori olmak zorundadir. Bdylece, j = 2,...,n icin mj(e;) = 0 dir. Eger,
A, R" de genel bir donme ise o zaman,

mj(Ae1) = ajima(er) + 3 ajmi(er) = anma(er)
k=2
dir. Fakat Ae; = z € } ise 0 zaman aj; = ; dir. Boylece m;(z) = cz; ve lemma
ispatlanmus olur. Cilinki |z| =1 dir.

Teorem 3.1.18 (Riesz Doniisiimlerinin Geometrik Karakterizasyonu):
L*(R™) de etki eden bir (T4, ..., T,,) n-tane sinich lineer operatorleri verilsin. Bu
durumda agagidaki sartlar saglanir.

I R deki bitiin 6telemeler ile YT}, 7 = 1,...,n degismelidir.

II. R* deki bitin genislemeler ile VT13;,j = 1,..., n degismelidir.

III. R™ deki VA = (a;x) dénmesi i¢in, (77, ..., T) , bir vektor dontisiimiidiir. Yani,
AT; A1 =§ a;xT%, j = 1,...,n gerek ve yeter sart T; = cR;,j = 1,...,n olacak

sekilde ¢ sabitinin olmasidir. Burada, R; Riesz doniistim operatoriidiir.

Ispat: j=1,...,nicn R;, (3.1.19) da verilen ¢; sembolli homogen bir ¢arpim
operatori oldugundan R;, genislemeler ve Gtelemeler ile degismelidir ve IIT 4
saglar. Tersine (T1,...,T,) mn, I, IT ve III i sagladigini varsayahm. I ve II
den herbir T;, j = 1,...,n; m; sembolli homogen bir ¢arpim operatoriidir ve
Lemma3.1.17 den III ile mj(z) = cz;|z|™" saglamr. (3.1.19) dan olay: teorem
ispatlanir.

Riesz dontistimleri, ¢cok degiskenli harmonik fonksiyonlar teorisine Poisson
integralleri ile baghdir. 2.Bolimde Hilbert dontstimintn konjuge harmonik
fonksiyonunun. sinir degerlerine bagh olarak nasil ortaya ciktigini gordiik. Cok
boyutlu durumun benzerligini ortaya koymak igin, tek kompleks degerli analitik
fonksiyonun iki reel degiskenli harmonik fonksiyonun gradiant: olarak
diisiiniilebilecegine dikkat edelim ve ayn: sekilde ¢ok boyutlu harmonik fonksiyon-
larin gradiantlarini, cok degiskenli analitik fonksiyonlarin genellestirilmesi olarak
distinmek dogaldir. j = 1,...,n, u; € C?(R") olacak bigimde {u1(z), ..., us(2)},
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n — boyutlu fonksiyonlar B™ de konjuge fonksiyonlarin sistemi olsun ve

.JEI (32) =0 .52 =12 (j#Fk icin) (3.1.22)

ile ifade edilen genellestirilmis Cauchy — Riemann esititklerini saglasin. Basit
irtibath bir bolge iginde, ikinci esitlik {uy, ..., us},n — dediskenli bir fonksiyonun
varhigini ifade eder ve gradiantdir. Aym zamanda birinci esitlik bu fonksiyonun
harmonik oldugunu ifade eder. R™ de konjuge fonksiyonlar sisteminin varhg
lokal olarak A(z) harmonik fonksiyonunun varhgimi gosterir. Oyleki z € R ve

J = 1,.,n ign u;(z) = o dir. Bolum 3 de yaptiginmz Poisson integralleri
Zj

calismasina dayanarak Riesz doniisimleri agisindan konjuge fonksiyonlar

sisteminin asagidaki karakterizasyonuna sahibiz.

Teorem 3.1.19: (n+1) tane f, f1,..., f» € L?(R"), fonksiyonlar: ve Poisson inte-
gralleri ug = Pyxf,u; = Pyxf;, j = 1,...,nverilsin. {uo(z,y),uwi(z,y),..., un(z,y)}nin
R de konjuge fonksiyonlarin sistemi olmas: icin gerek ve yeter sart

fi =Rif ,i=1.,n (3.1.23)
(R™1 de zo rolunt oynayan bir y degiskeni) olmasidir.
Ispat: Eger (3.1.23) saglanirsa, o zaman (3.1.19) dan,

fi(z) = —iz; |2 f(2)

dir. Teoreml.1.52, Fourier déniisiminin Abel ortalamalarindan elde edilen
fonksivonun Poisson integralini ifade eder ve j = 1,...n i¢in,

uj(:c,y) = Py * fj(x) = —i/f(t)tj Itl"l e?frix.t.e—znlt]ydt
seklindedir. Bu integraller yakinsaktir. Boylece integral isareti altinda tarev
alma kaidesi gergeklenmistir ve (3.1.20) esitlikleri dogrulanmstir. Tersine olarak
Vj=1,..n igin,
us(a,y) = B+ fi(z) = [ Fi)erm=teriiva
ve

uo(x, y) = Py * f(!E) — /f(t)e2riz.t.e—21r]t|ydt

olsun. (3.1.20) esitligi ile %;—‘-‘; = gl;-é = %‘j den dolays,

27l'itjf(t)6-2ﬂ.ltly =27 It] E(t)e'z‘”ltly
dir. Boylece, j = 1,...n icin f;(z) = R; f(z) ve
fite) =it 17 Fo)



esitlikleri elde edilir.

Uyar1 3.1.20: Bu sonug LP(R"),1 < p < oo [Horvath, J. , 1953]deki
fonksiyonlar i¢in genellestirilmistir. p = 1 durumu L*(R") nin alt sinifi iginde
H'(R") Hardy uzaymin karakterizasyonudur. H! ve BMO birbirinin dualidir.
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