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Yiiksek Lisans Tezi

RIESZ TIPLI POTANSIYELLER UZERINE

M.Zeki SARIKAYA
Matematik Ana Bilim Dali
Afyon Kocatepe Universitesi Fen Bilimler Enstitiisti,
Ekim 2003
Damgman: Yrd.Dog.Dr. Hiiseyin YILDIRIM
Bu tez ti¢ boltimden olugsmaktadir. Birinci béliimde, ¢aligmamiz igin gerekli
olan tamm ve temel teoremler verildi. Ikinci boliimde, galismamiza temel

olugturacak olan klasik Riesz potansiyelleri igin teoremler ve L, esitsizlikleri

verildi. Uglincti boliimde, Riesz potansiyellerinin Taylor acilimi verildi.
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GIRiS

Bu ¢aligmada dikkate ahinan potansiyeller tek degigkenli halde ilk defa Weyl
tarafindan cahgilmmgtir[H.,Weyl 1917). Weyl'in aragtirdigi integral,

0<a<l, t>0 olmak iizere

1 °r dz
m/ fot e

geklinde idi. Weyl bu integrale Riemann-Liouville anlaminda tiirev adim ver-

misgtir. Bu integralin fonksiyonlar teorisi ve matematik analizin bir ¢ok dalinda
uygulamalar1 vardir.

Riesz potansiyeli ad: altinda tamimlanmug olan,

1 'f(w+y)dy

Ia(f) = a(a) J. ]yln_a O<a<n
(1)
. D)
o(a) =m22% —5—=—5—
(5-3)

integrali itk olarak 1949 yiinda Riesz tarafinda incelenmigtir[Riesz 1949]. (1)
integrali,

__ 1 [_f@) a<n
Ia(f) o(a)ilx_yin—ady O<ax (2)

seklinde de yazlabilir. Potansiyelin bu yaziliginin, f fonksiyonu ile |z|*™"
gekirdeginin konvoliisyonu oldugu goriliir. f fonksiyonunun bir K gekirdegi

ile konvoliisyonu f * K geklinde gtsterilir ve konvoliisyon tammina gore,
(F+K)@) = [ f@)K@- iy 3)
R’n

dir[Stein 1970]. Yani Riesz potansiyeli (3) ile gosterilen operatérler stmfinin bir
6zel halidir. Bu operatérler simifina singiiler integraller de dahildir. Goriildiigi
gibi Riesz potansiyelinin ¢ekirdegi olan K (z) = |z|*™" fonksiyonunun koordi-
nat baglangicinda zayif tekilligi meveuttur. K(z) = |z|™ ¢ekirdekli konvoliisy-
onlara singiiler integraller denir. Yani singiiler integraller potansiyellerden
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farkli olarak tekillik noktalarinda integrallenemezler. Tiim bunlar (3) kon-
voliisyon operatoriiniin ¢ekirdeginin integrallenemeyen tekilligi olunca buna
singiiler integral, zayif (integrallenebilen) tekillii olunca da potansiyel de-
nilebilecegini gosteriyor[Landkoff 1972, Stein 1970]. Bu tamimdan, gekird-
egi log|z| olan konvollisyonlarin da potansiyel simfina dahil olacag agikea
gortilmektedir[Mizuta 1987].

Singiiler integraller ve potansiyeller teorisinde en ¢ok kullanilanlardan biri
Fourier doniigiimiidiir. L; (R") uzayinda bir f fonksiyonunun Fourier déniigiimii

f veya F'f seklinde gosterilir ve

Ff(z) = / e~ 2m=) f(y)dy

R»
seklinde tammlamr[Strein 1970]. Burada (z.y) n-boyutlu z = (z1,...,2n) ,
y = (Y1,...,Yn) vektorlerinin i¢ garpimudir. f fonksiyonunun ters Fourier

dontisiimii F~Lf ile gosterilir ve

F(e) = oo [ @m0 )y

1
(2m)"
Rn
seklinde gosterilir.
Genellegtirilmig fonksiyonlar (Distribution=Dagilim) teorisi yardimiyla Fourier

doniigiimii ve onun tersi daha genis fonksiyon simflar i¢in de kullanilabilir. (3)

bi¢imindeki konvoliisyon operatoriine Fourier déniigiimii uygulanirsa
F(f*«K)(z)=FfFK

esitligi elde edilir.
Diger taraftan Fourier doniigiimiiniin 6zelligine gore keyfi bir P polinomu

icin,
P(D)(Ff)(z) = (FP(-2miy)f(y))(z) (4)

vardir[Stein 1970]. Buradaki P polinomu (zy,..,2Z,) degiskenlerine bagh bir
polinomdur. Yani, P(z) = ) c,z* , @ = (a,..., &) kath indis, yani ¢, lar

negatif olmayan tam sayilar, z* = zf,,,z% ve D diferensiyel operatoriiniin



X1 +...+0n

gosterimidir. P(D) ifadesi, P polinomunda z* mn yerine D* = EQW—
T, .0z

yazilacagini gosteriyor. Bu durumda P(D) operatériine, P(z) polinomu ile
olusturulmug diferensiyel polinom denir. Ozel halde P(D) Laplace operatorii,

2 2
P(D)(f) = Af = %Jr... + 2—35

ise (4) formiiliinden,
FAf() = —4r |af* Ff(z)
oldugu goriiliir. Buradan,
F(-Af)(z) = 4n° |z|* F§ ()

yazabiliriz. Bu egitligin, Laplace operatoriiniin keyfi kuvvetleri(fractional kuvvet-

leri) igin de var oldugu gosterilmigtir[Stein 1970]. Yani,
g
F(=A)2f(z) = (2r |z])’F f(z)

dir. Aym galismada, —n < f < 0 durumunda Laplace operattriiniin kesirli
kuvvetleri (2) formiilii ile tanimlanmig Riesz ¢ekirdeginin kuvvetleri ile aymdir.
((2) formilit @ = —f i¢in yazlmsgtir).

Riesz potansiyellerinin Fourier déniigtimii ile Laplace operatorii arasindaki
iliskileri, bu potansiyellerin matematigin bir cok dalinda kullamlan ¢nemli bir
operator oldugunu gosterir. Fourier déniigtimi ile Laplace operatorii arasindaki
iligkiler bagks diferensiyel operattrler ve doniigimler arasinda da mevcuttur.

Akin 1987 deki bir galigmasinda,

& 2 k0 k, 0
Lk_?)?%+"'+6_:c$,+5;5x_1+"'+x_n§3::+)" MeER, m+n=t

operatoriinil ele almmig ve A operatériinden Lj operattriine gegisi saglayan bir
teorem vermigtir. Aliev ve Ilham 1993 de L; operatérii ile Fourier-Bessel
doniigtimii arasindaki ilgkileri incelemiglerdir.

Eger f € L,(R") ise I,f Riesz potansiyeli L,(R™) uzaymna ait olamaz
[Stein 1970]. Eger Vp > 1 igin,

IT(Flg < Coq lIf1l,



esitsizligi saglamyorsa T operatoriine kuvvetli (p,q)-tipli operatér denir.

VA > 0 i¢in,
m{z: IT()] >3} < (_CP’QA"J‘HP)"

ise T operatoriine (p, q)-tipli operatér denir. Hardly-Littlewood-Sobolev teo-
. 1 1 . . . .
remine gore 1 < p < ¢ < 00, E = 5 — % iken bu potansiyeller i¢in agagidaki

esitsizlik gecerlidir.

Haflly < Apg 171l

Burada A,, yalmz p ve q ya bagh olan bir sabittir. p = 1 durumunda ise
1 4

teoreme gore I, operatorii (1, ¢)-tipli operatérdiir (Burada - = 1 — 2 dir).
q n

Yani A > 0 igin,
mios 1ol >3} < (2L

dir[Stein 1970]. Yukardaki agiklamalardan, konvoliisyon operatorleri simifinda
Riesz potansiyelinin iyi incelenmig operatorler oldugu goriilmektedir. Bu op-
eratorler yardimiyla fonksiyonlar teorisinde potansiyel uzaylar tamimlanmugtir
[Gadijev 1988, Stein 1970].

Ornegin, Riesz potansiyel uzaymin elemanlari (~A)% f € L,(R") seklin- |
deki f fonksiyonlarindan olugur. Bu uzaylarda norm aga@idaki gibi tanim-
lanir[Stein 1970].

1£llpe = | (-2)F 1

Lp(R™)

Bu tiir uzaylar diizgiin manifoldlar tizerinde de tanimlanabilir. Ornegin R”
de kiiresel koordinatlara gecersek, o zaman Laplace operatoril iki kisimda
olugur. Birincisi Radial (yani yarigapa bagh) kisim, ikincisi kiiresel kisim
(yani yalmzca agilara bagh kisim). Laplace operatoriiniin bu ikinci kiiresel
kismina, kiire tizerinde tammlanmg Laplace-Beltrami operatérii denir[Mihlin
1962]. Bu operator 6 ile gosterilir. Yukaridaki gosterimle Riesz potansiyel uzay
§ operatori yardimyla kiire tizerinde de tanimlanabilir[Gadijev 1982]. Kiire

iizerinde tamimlanmig bu uzay singiiler integral teorisinde ¢ok nemli bir yer
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tutar. Singiiler integrali bir operattr gibi karakterize eden semboliin (yani
singiiler integralin cekirdeginin genellegtirilmig fonksiyon anlaminda Fourier
doniigiimii) ozellikleri genellikle bu uzayda incelenir. Bundan dolay: semboliin
kiire {izerinde tanimlanmig bu uzaydaki 6zellikleri ¢ok boyutlu singiiler inte-
gral denklemlerin ¢oziimiiniin varlig ve tekligi teoremlerinde kullanlir[Gadijev
1982, Mihlin 1962]. Singiiler integralin sembolii, ashinda kiire iizerinde tamm-
lanmig logaritmik cekirdekli potansiyeldir[Gadijev 1982, Mihlin 1962]. Sem-
boliin tiirevlerini aragtirmak icin, bu logaritmik ¢ekirdegin tiirevlerini aragtir-
mak zorundayiz. Yani singiiler integral teorisi ve singiiler integral denklemler
teorisinin problemleri bizi zayif tekillikleri olan integrallerin aragtirilmasina
gotiirtir[Mihlin 1962]. Bu tiir integrallerin tiirevlerinin alinmasi problemindeki
zorluklar zayif tekillikli cekirdegin tiirevini aldikca onun tekillik mertebesinin
artmasindan ibarettir. Bu nedenle zayif tekilligi olan g¢ekirdekli integral, tiirev-
lerini aldiktan sonra singiiler integral haline doniigiir. Bu konuda, yani zayif
¢ekirdeklerin diferensiyellenebilmesi konusunda bazi sonuglar vardir.

Bunlardan birini hatirlatalim[Mihlin 1962).

x&) dy ’9=a:—y

r=lz—yl, z,y € R" ve L(z) = /f

olsun. Burada ¢(z, 8) fonksiyonu ve onun z ve 6 noktalarinin kartezyen bilegen-
lerine gore tiirevleri, siirekli ve siirhi bir fonksiyon’olsun. f(y) fonksiyonu
Lipschitz simfindan ve sonsuzda f(y) = O(jz|™") , £ > 1 sartim saglayan bir
fonksiyon olsun. Bu sartlar altinda L(z) integralinin z’e gtre birinci tiirevleri
mevcuttur ve bu tiirevler £ = 1,2, ...,n icin

/ £ 2%, / 10 | 22D ay-16@) [ ota0)costrau)ds

rn—l
gn—1

formiilii yardimiyla hesaplanabilir. Burada $"~! , R™ uzayinda baglangic1 orjin
olan bir yarigaph kiire yiizeyi, ds ytiizey elemani cos(r, =) ise r vektoriiniin zj
ekseni ile yaptig1 agimin kosintistidtir. Riesz potansiyellerinin aragtirilmas: da
aym konunun bir dahdir. Bu potansiyeller 1949 yilinda tanimlanmig olmasina
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ragmen bunlarin diferensiyellenebilme 6zellikleri 1983 yilinda Y.Mizuta tarafin-
dan incelenmeye baglanmg ve bu aragtirmalar halen devam etmektedir[Mizuta
1987, 1993]. Yukarida yazilan L(z) integral operatoriiniin gekirdeginin tekilligi
n — 1 inci mertebedendir. Bundan farkh olarak Riesz potansiyelinin ¢ekird-
eginin tekillifi n — a inci mertebedendir ve burada «, n den kiigiik olmak
tizere keyfl pozitif bir sayidir. & =1 ve ¢(z,8) = 1 segersek, Riesz potansiyeli
L(z) potansiyelinden bulunur. Yani bu &zel halde styledigimiz sonug Riesz
potansiyelinin diferansiyellenebilmesi hakkinda bir ¢nermedir. Dogal olarak
a # 1 olursa, yukardaki sonugtan Riesz potansiyelinin diferensiyellenebilmesi
hakkinda hig bir bilgi elde edilemez. Riesz potansiyelinin tamimindan o nin
kesir ve tam say1 olabilecegi giirtilmektedir. L(z) operatériinde a = 1 oldugun-
dan bu operatériin ¢ekirdeginin birinci tiirevi tekilligi singiilerlige getirir (yani
ln seklinde olur. Bu ise

|l

n-boyutlu uzayda singtiler gekirdektir). Riesz potansiyelinde ise tekilligin mer-

tekilligin derecesi n olur ve tiirevi alinmg ¢ekirdek

tebesi n—a oldugundan bu tekilligi tiirevleme y6ntemi ile singiilerlige getirmek
icin bir ¢ok adim gerekir. Ornegin, o tam ise o tane adim gerekir. Bundan
dolay1 Riesz potansiyelinin ardigik tiirevlerini aragtirma imkani buluruz.
Dikkat edilirse, Riesz potansiyellerinin ¢ekirdegi = ve y noktalar: arasin-
daki uzakliga baghdir. Bu uzakliga bir steleme olarak balqllrsa; Riesz potan-
siyellerinin R™ uzayinda tammlanmg 6teleme ile iligkisi,vardir diyebiliriz. Bu
nedenle gdyle bir poroblem ortaya gikmugtir: Acaba farkh bir 6teleme tanim-
lamakla Riesz potansiyeli elde edilebilir mi? Yani, genellegtirilmig 6teleme
ile iligkili ve yukarida verilen Riesz potansiyelinin tiim 6zelliklerini saglayan
bir potansiyel bulunabilir mi? Bdyle bir poroblemin ¢6ziimii 1988 yilinda I.
Aliev ve A. Haciyev tarafindan verilmigtir[l. Aliev, A. Haciyev 1988].
makalede, ilk defa 1951 yihnda M. Levitan’nin makalesinde verilen genellegtir-
ilmig &teleme ile ilgili olan Riesz potansiyelleri R} ’da elde edilmistir. Bu
makalede tanimlanmig olan Riesz potansiyelinin ¢ekirdeginin 6teleme ile iligk-
isi gu gekildedir: Cekirdege, ilk (n — 1) tane degiskene gtre adi ve n. degiskene

yurLL
<5 ‘“m“g“ﬁ? e
L W e

ey
v
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gore ise genellegtirilmig 6teleme uygulanmigtir. Yani R} min 6telemest,

w
TZf(z) = /f (33' — ey VI2 + 42 — 22,0, cosa) sin®~! ada
0
seklindedir. Burada,
IE' = (171, ...il?n—l) , y' = (yl, ---7yn—1) , V> 0 , Tn > 0 ) Yn > 0

dir.

Yine 1988 yilinda A. Haciyev ve 1. Aliev, genellestirilmis 6teleme ile il-
gili Riesz potansiyellerini tammlayarak Ap Laplace-Bessel diferansiyel oper-
atoriiniin negatif kesirli kuvvetleriyle iligkilerini vermiglerdir. Ayrica, genellegtir-
ilmig 6telemeyle olugturulan n—boyutlu singtiler integralleri de incelemiglerdir
[Haciyev, Aliev 1992]. Diger yandan,1995 yilinda H.Y1ildirim

™ w
T¢f(z) = cv/.../f (\/:c%+yf — 2011 COS @, ..., \/Z2 + Y2 — 2znyncosa)
o o

n
(H sin2vi~1 aidai)
i=1

Otelemesi yardimiyla genellestirilmis Riesz potansiyellerini tamimlayarak, bu
potansiyellerin 6zelliklerini ve tersini vermigtir[H.Yildirim, 1995]. Bunlarn
diginda, klasik Riesz potansiyellerinin ’I"aylor agilimim T.Shimomura ve Y.Mizuta
vermigtir[T.Shimomura ve Y.Mizuta]. Buna ilaveten H.Y1ldirim ve M.Z.Sarikaya

o — 2k = £ olmak tizere, genellestirilmis ttelemeyle elde edilen

(AL)(z) = ¢ / Fy)T? || 2 (H yz”") dy
RE

i=1

Riesz potansiyellerinin Taylor agthmim ve &zelliklerini vermigtir[H.Yildirim,

M.Z.Sarikaya 2001].

xiv



I.BOLUM
1.Temel Kavramlar

Tanim 1.1 (L? Uzayi1): R* = {z : z = (21,2s,...,2,)} olsun.
1 < p < 0o olmak tlizere LP uzay,

1
P

L? = ¢ f(z): |IF (@), = (/lf(w)l”dw) <o

dir.

Tamm 1.2 (Olgiilebilir Fonksiyon): f : X — R tamml bir fonksiyon

ve A dlgiilebilir bir uzay olsun. Bu durumda her o > 0 igin,
f(-o0,00) ={z€X: f(z)>a}e A
oluyorsa, f fonksiyonuna 6lgiilebilir fonksiyon denir.

Tanim 1.3 (Konvoliisyon): f ve g, R™ den C ye birebir fonksiyonlar

olsun. Bu durumda f * g fonksiyonu,’
(+9)(@) = [ fwale~ iy
Rn

seklinde tanimlanmir ve buna f ile g nin konvollisyonu denir.
Tamim 1.4 (Hoélder Esitsizligi): f € LP, g € L? olmak iizere,
1 1
If.glly < Fl,Nglly, =+-=1, p>1
p q
esitsizlifine Holder esitsizligi denir.

Tanim 1.5 (Genellestirilmis Minkowsky Esitsizligi): 1 < p < oo ve
f(z,y), 4 ve §, tizerinde olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere,

py 1/p 1/p
{ / dz ! f(z,)dy } < / dy{ Q/ If(w,y)l”dw}

(931 19>
egitsizligine Genellegtirilmis Minkowsky Esitsizligi denir[Samko 1993].

1



Tanim 1.6 (Taylor Formiilii): f fonksiyonu a noktasim ihtiva eden
bir I arahginda (n + 1)~inci mertebeden stirekli tiirevlere sahip olsun. Bu I
aralifindaki her z i¢in Taylor formiild,

_ % / (& — )" Fm D ()t

olmak tizere,
(k)
Zf (a) (z — a)* + K,(z)
olur.

Tanim 1.7 (Riesz Cekirdegi):

x| , a—n#0,2,4,6,..
1

E) =@

_ 1
|z|* "ln(!?c-l) , a—n=024,6,..

seklinde tanimh R, (z) fonksiyonuna Riesz gekirdegi denir.
Riesz gekirdeginin Taylor agthminda kalan terimi : g = (Lq, ..o, ),

pto= plpplp! |/‘a| = ot Hg t o oy, 2 = ity
D= (Dl, ...,Dn), Dj = 55-, ] = 1,.2, ey olmak lizere,
J
x/*‘
Ra(2,9) = Ra(z,9) = 3 77 [D*Ra(=)]
lul<e ™

seklindedir.

Tamim 1.8: Her A > 0 ve z € R” igin eger K(Az) = \*K(z) ise, K(z)

cekirdegine a. dereceden homogendir denir.

Tamm 1.9 (Singiiler Integrallerin Simflandirilmasi): K(z) gekirdegi
o. mertebeden homogen bir fonksiyon olsun. Eger z # 0 ise,
S = {z : |z| = 1} birim kiire iizerinde z in izdiglimiinid z’' = 2 olarak

||

gosterelim. Eger K (z), o. mertebeden homogen ise bu durumda
K@) = o K () = k" K @)

2



yazabiliriz. Q(z) = K % fonksiyonu sifirinci mertebeden homogendir.
Boylece Q(z) = K (z'), S de bir fonksiyon olarak alinabilir. Bu fonksiyona
K gekirdeginin karakteristigi denir. K(z), —a. mertebeden homogen ve f * K

konvoliisyonu,
(F+K)@) = [ HwK (- vdy ®
R

olmak iizere f — f * K seklinde bir déniisiimii g6z ¢niine alalim. Bu halde

agsagidaki ti¢ durum mevcuttur.
i) Eger 0 < a < n ise, (1) integraline zay:f singiiler integral denir.

ii) Eger a = n ise, (1) integraline singiiler integral denir.

iii) Eger a > n ise, (1) integraline hipersingiiler integral denir.

Uaf(z) = c/la:-—y|°‘_"f(y)dy , O<a<n
Rn

seklinde tamimlanan Riesz potansiyeline zayif singiileriteye sahip bir integral

denir.

Tanmim 1.10 (R™ de Kiiresel Koordinatlar): Y = Y, R" de birim
kiire olarak tamimlansin. y € R”, yani n > 1 igin y = (1,2, .., Yn) Doktasim
alalim. Bu durumda agagidaki doniigiime kiiresel koordinatlar denir.

yl(’ra P15 9027'")()07;—1) = TCOoSp;

y2(7" P1s P2y e ‘Pn—l) = rsin P1COS Py

Ye(T, 01, P2y oy Ppoy) = TSN SiNQ,...SiNQ;_; COS Py
Yn(Ts P19 P2y s Pn1) = Tsingsing,..sing,

Burada ki ¢, aglan0< ¢, <, k=1,2,3,..,n—2ve 0 < ¢, ; < 27 dir.
r= ly| ve y’ = ((:01, P23 +ery ‘Pn—l) € Z olmak tizere r = |yl =\/§% + y% O .%2;




seklindedir. Bu gekildeki bir déntigiimiin Jacobiyeni ise,

o oy O
or  Opy " Opn_y
%2 Byz E_Qyz_
J = BT as.ol o %t = 7 (sing, )" (sing,)" 0 sing,
Syn  Oyn Oyn_
or  8py T Bp,

dir.
Tanim 1.11 (Operatér): Fonksiyonlar ciimlesini fonksiyonlar ciimlesine
doniigtiiren doniigiime operator denir
Tanmim 1.12 (Laplace Operatorii):
' n
52

operatoriine R™ de Laplace operatorii denir.

Tanim 1.13 (Laplace Denklemi): G, R" nin agik irtibath bir alt ctimlesi
ve u(z) = u(zy, 2, ..., o) da G de tammh n-degiskenli bir fonksiyon olsun. Bu

durumda,

denklemine Laplace denklemi veya potansiyel denklemi denir.

Tamim 1.14 (Dagilim-Distribution): Kompakt destege sahip ve C*®
smfina ait fonksiyonlarm simfi D olsun. O halde, T : D - Ryada T :
D — C fonksiyonelleri lineer ve siirekli ise, T" fonksiyoneli bir dagalim olarak
adlandinlir. f € D ve ¢ her hangi bir fonksiyon olmak {izere,

<o f>=<Ty,f>= / f(z)o(zx)dx
Rn

geklinde tammlamr[Schwarz 1966].

Tanim 1.15 (Genigleme Operatorii): 75(f(z)) = f(6z), 6 > 0 ile

tammlanan 75 operatdriine genigleme operatérii denir[Stein 1970].

4



Tanim 1.16 (Radial Fonksiyon): Verilen bir f(z) fonksiyonu i¢in,
f(z) = f(|z|) saglamyorsa f(z)'e radialdir denir. Bu tanim uyarinca bir radial
fonksiyon orijin etrafindaki tiim rotasyonlar altinda invaryanttir (Jz|*,el*!")
[Samko 1993].

Tanim 1.17 (Dirac fonksiyonu): z € R” olmak tizere,

/6(:c)da: =1 3 /6(:1: —a)p(z)dz = /6(:r)<,0(:z: —a)dz = ¢(a)

seklinde tanimlanan & fonksiyonuna Dirac fonksiyonu denir[Schwarz 1966].

Tamum 1.18 (Zayif tip): T, 1 < p < 00, 1 < g < 0o olmak tizere, LP(R")
den L(R™)’e bir déniigiim olsun. Bu durumda,
Allfl,

M{z: |Tf(z)] >a} <( 5

¥,a>0

ise, T, (p,q)—zayif tipindedir denir. Burada, f € L,(R") ve A bir sabittir
[Stein 1970).

Tanim 1.19 (Fourier Déniigiimii): z,y € R" ve
z.Yy =<z,Y >=ZT1Y1 + T2Y2 + ... + TnYn
olmak tizere, f € L,(R"™) icin f fonksiyonunun Fourier Déniigtimii,

Fi(z) = f(z) = / eV f () d

Rn»

ve f fonksiyonunun Ters Fourier Déntigtimii,
1 A
F—l — 2mwizy
@) = Gy [ (oo
R® :

ile verilir.



Tanim 1.20 (S Schwartz Uzay1): R” iizerinde C* simfina ait ve tiim
tiirevleri keyfi polinom ile ¢arpildifinda sinirhi kalan fonksiyonlar uzayidir ve
S ile gosterilir. Yani,

S={f: s:ng IxﬁD"f(a:)| <00, a=(a,as,..,a,) ve 8={(0,08 0B}
3al+a2+...+an

dir. Burada D* = 525555 Baan v o = g2l 2h dir.
1 2 vesn n

Tamim 1.21 (Cauchy Esitsizligi): z = (21, z2,...Zn) ve ¥y = (Y1, Y2, --Yn)

reel veya kompleks sayilarin iki n—lisi olsun. Bu durumda,

lezyzl < (Z lﬂ’?ilz) (Z lyilz>

-

2

veya

> Myl < 2l llyll,
i=1

dir.



II. BOLUM

2.1. Riesz Potansiyelleri

Bu bosliimde Riesz potansiyellerine formal olarak bakacagiz. Bunun igin,
sonsuzda sifir degerini alan ve yeterince diizgiin fonksiyonlarla islem yapacagiz.

f, yeterince diizgiin ve sonsuzda sifir degerini alan bir fonksiyon olsun.

n 82
Af = Z 6:1:]; )

olmak iizere bir (—Af) fonksiyonunun Fourier déniigiimii,
F(=Af)(z) = (2m |z])*F f(2)

olur. Burada —A operatorii pozitif bir operator oldugundan ”2” yerine genel

bir 8 kuvvetini alirsak hig olmazsa formal olarak,
F(-Af)%(2) = (2r|a))°F f (a) (3)

yazilabilir. Burada § nin 6zel énemi —n < § < 0 olmasidir. Bu halde (3)
formal operatériinii bir integral operatérii gibi gergeklestirecegiz. Bunun igin,
basit bir notasyon degisikligi ile,

L) = ()% (H); 0<a<n @
olur. Burada I,, Riesz potansiyeli olup,
Lf(@) = 575 [ le =9 fwdy
J.
5)
o(a) =n22%

ile tammlamr. Bu ¢aligmada tiirevleri bir polinomla carpildiinda sinirh kalan
R™ tizerindeki sonsuz diferensiyellenebilir fonksiyonlarin sinifim kullanmak bize
kolaylik saglayacaktir. Bu simfa Schwartz sinfi denir.



Lemma 2.1.1: 0 < a < n olsun.

a) |z|*™™ fonksiyonunun Fourier déniigtimii o(a)(2n |z|)~ seklindedir.

Buna gore,

/ 2" g(z)dz = / o(a)(2r |z F(z)dz , $ € S (6)

Rn Rn
duir.
b) F(Lf) = (2 |a])™* Ff(c) esitlig,

/ L(f)(@)g(z)dz = / Ff(z)(@r|z)) > Fo(z)dz

R Re
anlaminda saglanir. Burada f,g € S dur.

Lemma 2.1.1 in yardimiyla elde edilecek ve I, potansiyellerinin temel 6zel-

liklerini yansitacak olan agagidaki iki egitligi bulacagz:
1.1, nin yari(semi) grup zelligi:

Ig(af) =laip, fES,a>0,>0, a+f<n (7)
F(Iof) = (2r|z|)™°F f
F(Ig(laf)) = (@m|z)F(L.f)
= (2n|z])P(2n |z|)~>F f
= (2r|z))"*AFf

= F(la+s(f))

elde edilir. Son esitlige F~! doniistimit uygulanirsa,
Ig(Iaf) = Iasp (f)

sonucuna varilir.



ALf)=(-Af)=-I,2(f), f€eS, n>3,n>a>2

Lf(z) = (-8)7 f(z) = F'(2x |z|)F f (z) (a)
oldugundan,

F(=A)f(z) = (2m|z|)*Ff(z)

F7F(-0)f(z) = F~'(2r|z|)*Ff(z)

Af(e) = —F7(2n|z])*Ff(z) (b)
Iaf(z) = (-A)7 f(2)
ALf(x)) = AF(2r|z])=*Ff(z))

yazilir. Boylece (a) ve (b) kullamlarak,

A(Laf(z) = —F-(2r|a])2FF-\(2n |al)~F f(z)
= —F-(2r|o|)--)Ff(z)

= —Iaaf (:L')
elde edilir. (7) in bir sonucu,

a-n| f-n ;. _ o(@)a(B)
/ll"yl vl dy—m

]Rn

seklindedir. Gergekten, f € S ise, o, 8 € R,, a + 8 < n olmak {izere,

Ia(Iﬂf) = Ia+ﬁ(f)

(8



esitliginden,

_ __1__ __ 4|Bm
I(Igf) = Ia (g(ﬁ)ily | f(t)dt)

o1 e
B a(a)a(ﬂ)néf(t) Lél Y|y — ¢ dy} dt

ifadelerini ve
1 [s3 —-Nn
Ioip (f) = m/|$—t|( O f(t)dt
]Rn

esitligini birlikte diisiiniirsek,

___1 e g1B-n — 1 _ (a+ﬁ)—{z
(@) (6) ﬁ/ ) L/ |z —y*" |y — ¢ dy} d= T R[ z — ¢ F()de

egitligini yazanz. Bu egitlik dagilim(Distribution) anlaminda ,

1 a-—n B—n 1
< f,——= — —t dy >=< f, ——+
f [la=s =ty >=< s

_ ¢|{e+B)—n
@, o

&3

seklinde yazihir. Yine dagilim anlaminda iki fonksiyonunun esitliginden,

1 a—n B—n 1 (a+B8)~-n
a(a)a(ﬁ)RZI yI™ "y - ¢ y ola+B) | |

esitligi yazilir. Ozel olarak t = 8 ve |z| = 1 segilirse,

e n g, 1B-n _ O‘(Q)O'(,B)
R[ 1= gl y = ST

olur. Ayrica t = @ segilirse,

ey pon o 0(@)0(B) | (ats)-n
o= oI* " Wy = S ||

]Rn

olur.
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2.2 Potansiyeller Icin L? Esitsizligi

Riesz potansiyelleri nonfractional potansiyeller oldugu i¢in, onlarin L uzaylari
tizerindeki etkilerini inceliyecegiz. Bu nedenle &nce ¢ok iyi bilinen agagidaki
esitsizligi verelim [Stein E.M.1970].

0 < a < n olmak iizere, I, : LP(R*) — L?(R") operatorii hangi p ve g

giftleri igin
1a(Hll; < AL, (9)

ozelligine sahiptir. Bu (9) ifadesinin gegerliligi (o(a))! |y|*™™ gekirdegine
baglidir. Gercekten,

(r6f)(z) = f(6z) , 6 >0
ile tamimlanan 74 genigleme operatorii gozoniine alinirsa,
Ts-1l,ms =614, 6 >0 : (10)

vardir. §imdi bunu g@sterelim,

(Tamsf)(@) = —1—) / & — o Taf(y)dy) '

— g ( / o — gl "f(5y)dy)
I ( 5 / o -4 6-"f(y)dy)

- 3 / 2~ 5 (y)ay

11



—a 1 a-n
= (s / & —°™" f(y)dy)

= §f(z)

ifadesi elde edilir. Ayrica,

Irsfll, =67 1fll,  lreTa(F)l, = 6% [L(HI, (11)

esitlikleride vardir. Gergektende,

Il

il = ([ trfpas)’

1
P

- (J1re)r ao)

[

»

I

(J 1@ ac)

= 67 |Ifl,

ve

IrsLafll, = [[Lf(,

= ( / |Iaf(-”§)]qu>
= & ( / IIaf(w)l"dm)

= 6% ||Lfl,

elde edilir. Boylece (9) ifadesi,

q

oA (-

"
-= (12)



olmasi halinde miimkiindiir. Yani,
a) Te-1latsf =6"Inf
b) lirs(ll, =87 IIfll,
¢) lIrs-s(Lams )l = 6% |1 L(1)ll,
ozellikleri altinda,

Iafl, = lTs-1(Zarsf)ll, , @) dan
= §% |La(rsf)l, , c) den
< A6%|Imsfll, 5 IHa(Pll, < Allfll, den

= A636% ||f]l, , b)den

P 3

IIIC!f”q < Aé%—%-‘-a ”f”p
elde edilir. Bu son ifadenin (9) ifadesine denk olmasi igin,

3IQ

§¢ 7 =1 yani, 1_1
q D

olmasi gerekir.
(9) ifadesinin gegerli olmas igin gerekli olan (12) esitliginin, iki farkh du-

rumda (9) ifadesini saglamadigim gorelim. Bu iki istisnai durum,

q=0o0, (ng)

seklinde ortaya ¢ikar. p = 1 halini gozoniine alalim. Bu durumda (9) dan,

Mafll_o_ < Allfl, (13)

13



yazariz. Eger (13) egitsizligi saglansaydi f yerine genel integrali bir olan ve
destekleri orjine yakinsak olan pozitif integrallenebilen fonksiyonlarmn bir {f,}
dizisini alabilirdik. Genel integralin bir olmas,

1
o) / falz) dz =1

anlamindadir. Basit bir limit iglemi,

1

<
@) <A< o

n

n-—-o

oldugunu gosterir. Bunun anlam (13) egitsizligi gozoniine ahnirsa,

L / |z — y|*™" fu(y)dy

L
J.

n

< A [ |fa(z)|dz
/

<A<

4 / | — 9% fulw)dy

o(a) J

n

olur. {f,} in limiti Dirac fonksiyonu oldugundan,

<A<

Wofl gy = |7 [ 1= 6w)ay
]Rn

n

n—a

Pl <A<oo
U(a) n

n

) dz)*=" < 00

1 a-n _ __l_ a-—n
@ = s

n—-a Rﬂ

/|:1:|"" dr < oo
Rn

dir. Bu ise bir geligkidir. Ciinkii son integral iraksaktir.

Il

14



Diger tipik durum ¢ = oo igin ortaya ¢ikar. Yani (9) esitsizligi saglanmaz.
g = oo olumsuzlugu dogrudan asagrdaki gibi goriilebilir. |z| < % igin, e > 0
yeterince kiigiik olmak tizere,
( —a(ite)

2|2 (1og(|%l)) RS
f@) =

0 o lel> 2

seklinde tammlansin. Bu durumda f(z) € L= (R") midir?
—a!1+c!

/ 12| (1og|-913—|) "z

1
jzl<3

seklindedir. f € L? ise,

171, = ( / If(w)l"dx) .

o1

oldugundan,

&

I£lls = (m/ @) d:c) <o

olarak yazilir. O halde

a2

—(1+¢) "
Iy = | [t (etp)  de| <o

1
lz|<s

olup olmadigini aragtiralim. Kiiresel koordinatlarn kullanarak,
d8,dbs...db,_ 1 = dw, ds=r""ldrdw

yazanz ve integralin ici sadece |z| geklindeki radial fonksiyondan ibaret oldugun-

15



dan integral aggdan bagimsizdir. O halde,

30

Ifla = /dw/i (log1) (1+€)dr < o0

= | -Wass [ (log2) "9 d(logl)* | < oo

O\mu

l

(Wn—l (log3) ™" |§); = B7» < o0

olur. Dolaysiyla, f(z) € L=(R") dir. Diger taraftan, 0 < o < n ve 3(%-’9 <1
oldugunda,

L.f@) ;(1;5 / & — "™ f(@)da
/.

I

P I )
lz|<3
T AL ) I
lzi<3 !

dir. Yine kiiresel koordinatlar kullamlarak yukaridakine benzer olarak,

I.f(0) =

elde edilir. Yani I,f orjin civarinda sirsizdir. Fakat biz fonksiyonlarin
desteklerini orjin civarina yakinsak se¢migtik. Bu da geligkidir.
Buraya kadar yapilanlardan sonra, I, potansiyellerini kullanarak kesirli

fractional integraller i¢in Hardy-Littwood-Sobolev teoremini verelim.

1 1
Teorem 2.2.1: 0 <a<n,1<p<g<oo, a=5—%olsun.

a) Eger, f € LP(R") ise, I, f ile tamimlanan (5) integrali hamen hemen her
z i¢in mutlak yakinsaktir.

16



b) Eger, (a) da.p > 1 ise,
Iaflly < Apg £l

dir.
c) Eger, f € L}(R™) ise, her 7 > 0 icin,

miz: |Lf >} < (W,

dir. Yani f — I,f doniigtimit (1,q)— zayif tipindedir. |I,| > 7 nin tamm-
landig1 uzayda |I,| mmn her 7 dan biiyik olmasidir.

Ispat : K(z) = |z|*™" yazalm ve f — I,f doniigiimii yerine ondan bir
sabit carpan kadar fark eden f — K * f doniiglimiinii alalim. Yani, .

Lf(z)= E(Laj / |z —yI* ™" f(y)dy
]Rn

1
integralinin yerine ondan —— sabiti ile farklanan

o(a)

(K * f) (z) = / K(z,9)f(v)dy

]Rn
integralini alalim. Burada K’y1
K@) , |z 2 p K@) , |a] < p
Ki(z) = , Koo(z) =
0, lzl<p 0, |zl=u

olmak lizere, K = K; + K, gibi diiglinebiliriz. Ayrica burada u, g > 0
seklinde belirlenmig bir sabittir. '

K*fz(K1+Koo)*f=Kl*f+Koo*f

dir. K; * f konvoliisyonu, L deki K; fonksiyonu ile L” deki f fonksiyonunun
konvoliisyonudur. Young esitsizliginden dolayr1 r = 1 alinarak p = ¢ oldugu
gorilliir ve

17



elde edilir. O halde ||K; * f||, € L? dir. Bunun anlam ||K; * f||, in inte-
gralinin hemen hemen her yerde mutlak yakinsak olmasidir.

Benzer olarak, [|Ke * fl|, in integrali de , L? deki f fonksiyonu ile L¥ dual
uzayindaki bir fonksiyonun konvoliisyonu oldugundan,

1 1 '
—+-=1 ise, (—n+a)p < -n
pei g ( )

ifadesi, p’ < oo ile denk oldugundan,
1Kally = [ 121 flo)do < 00

[z|>p

dir. Dolayisiyla, (a) kism ispatlanmg olur.

Simdi benzer fakat daha detayl sebeplerle 1 < p < ¢ < o0 ve % =

3 =
3R

ise, f — K * f doniiglimiin (p, g)-zayif tipinde oldugunu gosterecegiz. Yani,

mi{z : |K*f|>7'}$(i“Tfi)q , felP(R*), her7>0 (14)

ifadesini elde edecegiz. Once (14) esitsizliginin ispat1 icin, || f|| = 1 olmak tizere
egitligin sol tarafinda 7 yerine 27 almammn yeterli olduguna dikkat cekelim.

Kxf=(Ki+Kn)*xf=Ki%f+Koxf
uyarinca,

m{z: |[K*f|>2r} < m{z: |[Kixf|>1}+m{z: |Kxnx*f|>71}

dir. Bununla, birlikte,

p
1 IR
TP - TP TP

IETIAE (&l

m{z: |[Kxf|>71} <
dir. Burada,
I
K= [ o= [ dw [t = Wi = e

lzl<p sn—1 0

dir. Ayrica,

-

a—-n 9 E
1Ko % flloo = ( [ (=) da:) Koo floo < Kool s 1o S Kool

Jz|>p

18



ifadesini benzer olarak,
1Ko % flloo < Con™
seklinde buluruz. Dolayisiyla, eger Cop@ = T yani, T = Cyu= ise, |Keoll, =T
dir. Bu durumda, ||Kw * fl|, < 7 olacaktir. Bu ise,
m{z: |Ke * f| > 7}
ozelligini saglayan hicbir 7 > 0 olmadigindan,
m{z: |Ko* f| > 7} =m{¢} =0
olugunu verir. Sonug olarak || f||, =1 oldugu igin,
m{z: |Keo* f| > 27} < Cypu™?
elde edilir. Bu da (14) ifadesidir. Yani f — K * f doniigimiintin (p, q)- zayif
tipinde olmasinin anlami;

Haflly < Apg [l 71l

esitsizliginden,
A
mie: [Lf| >} < (21l
esitsizliginin elde edilir olmasi, ancak bunun tersinin her zaman gegerli olma-

masidir. Bunu gosterelim.

”Iaf”q = ( |Iaf|qdz)
/

> ({Uafl"da:)

-y



oldugundan
T(mi{z: |Lfl> )7 < A0 |Ifl,
ise,
miz: 1uf] > 1) < (G2l

elde edilir. Burada p = 1 alinirsa (1, g)-zayif tipinde olur. Ayrica g = 1 &zel
halinde teoremimizin (b) ve (c) kisimlan elde edilir.

Lemma 2.2.2: 0 < a < n olsun. z,y € R™ i¢in

supr™ [ ly=al""dy < Clafe
>0
lyl<r

dir.
Ispat: |z — y| uzaklifh icin kiiresel koordinatlar gozoniine alinirsa,
3
/ ly —2|* " dy = Sps /Pa-ldl) = C1 |z|”
ly—zl<l5l 0
elde edilir. Burada, %—l > rve L;J < r durumlarimi ayr1 ayn dikkate alarak
agagidaki esitsizlikleri elde edecegiz.
112”1 > r olsun. Bu durumda R

gy < / (lef - )" dy

fyl<r lyl<r

n
< 2" S

= CzT‘n l.’l)la—n

elde edilir.
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J%l < r olsun. Bu durumda

seklini gbzoniine alarak,

_ d d
/|y—$|a “dy = /—*ymﬂL/*—Ln_a
ly — z| ly — |
lyl<r B A

dy dy
[F=

< 2"‘“]m|°‘_'" / dy + / = |z|* " dy

lyl<7 <5t

IA

= Cor|z|* ™" + C) |z|”
elde edilir.Boylece, J%l >rve J%l <r igin
Colz|*™ 2l >

r‘"/ y—z|*"dy = a
| | Cs (|$|a~n+i>a B<r

lyl<r

C'2 I"Bla—n ’ Il 2T

Calzl*™, H<r

IA

21



dir. C = max{Cy,, Cy4} secilirse,

sup 7" / ly —z[*"dy < Clz|*™

lyl<r

elde edilir.
Lemma 2.2.3:7 = |z — 2| olsun. y € R® — B(z, 27) olmak tizere,

a-n—1

lz—y*™ = |z —9y*™"| < M7 |z —y|

dir.

Ispat: z—y=t=|z—y|=t|=ti+. . +tivez—y=2—z+i=
t+h = |z — y| = |t + h| olarak alahm. Cok degiskenliler icin Lagrange teoremi,

of(t+6h af(t+6h
|f(t1+h1,...,tn+hn)—f(tl,...,tn)l5|—f—(6:—)h1 P [ {ChLIOP PP
1 atn
dir. f(t) = [¢t|*" fonksiyonu igin
vy |0 OR) 8f (¢ -+ 0h)
- < (U L [T
|1t + A k"™ < s h1‘+ +’ e h

= Ja—n] (\/(t1 TR+t (Gt ehl)z)"""_1

» X (tl + ehl)hl + ..+ (tn + ehn)hn
V(1 +O0R)? + .+ (8 + Ohy)?

— la—n] (\[ztg S K2+ 20(s, h)) M_l

Z(tk + Hhk)hk
\/(t1 + 0h1)2 T (tl + 0h1)2

elde edilir. 32 = a2, 3 h2 = 1% ve Cauchy esitsizliginden

1
2

thy =Y th< (L) (XH) =ar
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olduklan gozéniine alinirsa,

a-n—1
[lE+ AT =[] < o=l ( a2 + 6% + 20(¢, h)>

X S(te + Ohi) e
V(1 +6h1)2 + ...+ (t + 0hy)?

yazilir. Burada

Dt + Ohr )l (St + 0 (R
VA0 ot (Gt OmE b+ 0t + (i +k0h1)2 <(>om)

(M

oldugundan,

'. a-n—1
|t + A" = [t*7"| < |a—nl (\/az + 6%r2 + 20(t, h)> T

yazilir. Burada a2+ 6272 +20(t, h)+20ar — 20ar > 0 olup a®+6°12 —20ar > 0
dir. O halde f(6) = 6%72 — 2ar8 + a2 polinomunu goz dniine alahm. f'(6) =0
dan bu polinom fonksiyonu § = g noktasinda minimum degerini alacaktr.
Halbuki @ = |z —y| > 27 oldugunda g > 2 'dir. Dolayisiyla 8 = g noktasi
0 < 6 < 1 arahginin diginda kalacagindan, f(6) fonksiyonu minimum degerini
6 = 1 noktasinda alacaktlr.Béylece

a-n—1
Ht + RIS — Itla—n| < |a—mn] (\/(T—_r)f) n .
= Mrla— Tla_n_l

a-n—1

< Mzl |1 T
a

< Mrlz—y|*™ !
elde edilir.
Teorem 2.2.4: 0 <a—2 <1olsun. f€ L?(R™) fonksiyonu igin

[+ sl dr< oo

Rn
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sart1 saglaniyorsa,

8=

supr [ Uaf(@) - Uaf P dz | < Clal™3 |1,

|z)<T
dir.
Ispat: 7 = |z — 2| i¢in
i) = [ = [ -y

B(xz,2T) R"—B(z,27)

= uy(2) + u(?)

yazilir. (@ —n)p’ +n > 0 igin u;(z)’e Holder egitsizligi uygulanirsa,

1 1
o’ P
u(z)] < / |2 — | gy / F@)Pdy
B(z,21) B(z,27)
;,lf
< lz —y[ ™ dy | |Ifll,

B(z,27)

= Crlle-np'nl/r | ll,

elde edlir. uy(z) igin Lemma 2.2.3 gozénilne alinirsa,
@ -w@ <0r [ -y fwdy
R"—B(z,2r)
yazilir.(a —n — 1)p’ + n < 0 igin son egitsizlifin sag tarafina Holder egitsizligi
uygulanirsa,
_}%7_

lua(2) —ua(z)] < Or / lz — @ gy / F@)P dy
Rn—B(z,27) R"—B(z,27)

< Crlle—mp'+al/e || fll,

24
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elde edilir. Boylece
Uaf(2) = Uaf(2)] < Clz — 2|77 ||fll,

oldugu goriiliir. Sonug olarak Lemma 2.2.2 den

1
P

sup = / Uaf(@) = Vaf (2P dz | < | supre / (Clz — 21°7% |IfIl JPdz

>0
|z|<r |z|<r

= Clfll, |supr / [z~ 2" dz

|z]l<r

< Clel*7# |Ifll,

elde edilir. Bu ise Teoremin ispatidir.
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IL.BOLUM

3.1.Riesz Potansiyellerin Taylor Agilimu

0 < a < n ve R" tizerinde negatif olmayan olgiilebilir bir f fonksiyonu icin
Uaf 'yi
Uatf(z) = [ o=yl Fw)y
R'n
seklinde tammlayacagiz. Burada U, f 2 oo oldugu agiktir[Mizuta,1998]. Ayrica
Uaf

Jarmr iy <o (15)
R™ '

ye denktir[Mizuta, 1998]. Genel sonuglar1 elde etmek igin
[ @ () i)y < oo (16
R™

kogulunu saglayacak f fonksiyonunu ele alahm. Burada @, () ve w(r) asafi-
daki ozellikleri saglayan (0,00) aralig) iizerinde pozitif monoton fonksiyon-
lardir.

(1) Bp(r), 1 < p < 0 ve p, p(0) = l%w(r) gart: altinda (0, 00) arahg

tizerinde azalmayan pozitif bir fonksiyon olmak tizere, 7P¢(r) formundadir.
Yani,
Dyp(r) = rPo(r)

drr.
(q). @ logaritmik tiptedir. Yani Vr > 0 igin

AT'o(r) < o(r) < Arp(r)

olacak sekilde A; > 0 vardir.
(w1). w cift kogulu saglar. Yani Vr > 0 icin
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A7'w(r) < w(2r) < Ayw(r)

olacak gekilde A; > 0 vardur.
Egerp>1 ve

1
/ [r™*Pp(r™1)] 0 7L < 0o (17)
0

ise, Uof orjin diginda R"de hemen hemen her yerde siireklidir.

ap > n durumunda (p,) den (17) elde edilir ve Sobolev teoreminden de
stireklidir. Bunu daha belirgin olarak Teorem 3.3.7 de gosterecegiz. Eger
p=2>1,w(r) =1 ve (17) bu sartlar altinda diizenlenirse,

©*(r) = ( / [p(t™))] &P t‘ldt)

olmak iizere z — 0 igin
Uaf(2) — Uaf(0) = O(¢"(|2])) (18)

oldugu goriiliir. Bu ise Teorem 3.3.7 de verilecektir. Bu calgsmada R* — E
ctimlesinde, K bir agirhk fonksiyonu ve P bir polinomu olmak tizere,

lim _[K(lel)]™ [Vaf(z) - P(@)] =0

z—0, ER™--

oldugunu gustererek,

lim — U,f(z) = Uaf(0)

z—0, zeR*—-E

sonucunu genigletecefiz. Burada genel olarak K(0) =0 almacaktir.
Ro(z) = |z|*™ olmak lizere, Ry(z) in

Roele,) = Rala =3) = 3 1 [(D"Ra) (0]

mi<e™

Taylor agiliminda kalan terimleri gbzéniine alarak,

Unef(2) = f R, %) (4)dy
Rﬂ
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ifadesinin orijindeki davramsglarim inceleyecegiz. B(0,1) birim kiireyi gster-

mek iizere (15) in yerine

/WW%W@@<w (19)
B(0,1)

ve
‘/MF”*VM@<w (20)
B(0,1)

ifadeleri dogal olarak alinabilir.
Calismamizda kolaylik saglamas: igin, —n < § < ap — n olmak {izere,
w(r) = r? durumunu gvz oniine alahm ve £, £ < a — (n+ B)/p < £+ 1 olacak

sekilde negatif olmayan bir tam say1 olsun.

Lemma 3.1.1: ¢ iki kat gartim saglar. Yani, her ne zaman r > 0 ise,

A7lp(r) < p(2r) < Ap(r)

olacak gekilde A > 1 vardir.

Lemma 3.1.2: 7 > 0 ve her v > 1 icin,

A e(r) < () < Ae(r)

olacak sekilde A(y) > 1 vardir.

Lemma 3.1.3: Eger v > 0 ise, 0 < s < ¢ olmak tizere,

sTp(s™h) < MtTp(t™)

dur.

tspat : v > Oise, 0 < s < t < A7"/” oldugunda; eger

)" < s < @
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esitsizligini saglayan pozitif bir m tam sayis:1 var ise,

o) < o (EH™)

< Am+l(p(t—1)

< AT (Ap(tTh)
< @) (Ap(th)

< s (Ap(th)
olarak elde edilir. Pozitif ve azalmayan bir ¢ fonksiyonu igin, 0 < s <.t <1
oldugunda |

s7p(s™h) < Mtp(t™") (21)

dir. Eger ¢(r) = [<,0(7"‘1)]_1 esitligini goz 6niine alirsak, 1), ¢ gibi aym kogulu
saglayacaktir. Dolaysiyla 0 < s <t <1 oldugunda,

Y Y
apyras (22)

o) = e

olur. Ozellikle (22)’ de t = 1 alirsa 0 < s < 1 oldugunda,
M™p(1) < s77p(s) (23)
dir. Béylece, 0 < s < 1 < ¢ durumunda (21) ve (23) ten
s"p(s™1) < Mp(1) < M't7p(t™)

elde edilir. Eger £ > s> 11ise, 0 <t <571 <1 ve (22) den
t—'y s~
<
et T e(s)

yazilir. Boylece Lemma 3.1.3 ispatlanmsg olur.
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Lemma 3.1.4: Egera>0veb>0ise, 0 <7 <1 igin

1

f ™)) Pt dt < Mrefp(rh)]

r

dir.
Ispat : 0 <7 <t < 1ise, rp(r~!) < Mtp(t™!) oldugundan
b

(™)™ < [MCYe(r)]

yazilir. 0 < v < a/b ise,

/ Celp e < [ e Qe e

1
= M*br¥ [<p(r‘1)]_b / tr okl

T

= M-bpw [QO(’I"_I)]_,b( ot

1
b

= M [p(r )] (1 —res)

—a+b

M"b ,,.—a(,rb(a/b—-‘y) — 1)

1 -
"oy —afb) [p(r=)]

< Mrefp(r )™

oldugu goriilir.

Sonug 3.1.5: 0 <7 < 1/2 ve ¢ lizerindeki ¢ift kat sartindan,

ool rete > [t

> Mre[p(r1)]™



Lemma 3.1.6: Eger a > 0 ve b bir reel say1 ise, » > 0 igin

r

[t < e [y )

dir.
Ispat : 0 <t < rise, t7p(t~!) < Mr7p(r~!) oldugunda, b > 0 igin

Pt < ME)e(r)

e < MEP ol

olur. Dolayisiyla bu son esitsizligi gézoniine alinirsa,

[rteapia < apre g [era
d 0

~1y1b =
= M) e

= Mre[p(r)

yazilir. Ayrica b < 0 igin [(p(r‘l)]—1 azalmayan oldugundan Lemmanin gergek-
lendigi kolayca goriiltir.
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3.2. Uyef ’nin Kestirimleri (Estimates)

Bir ¢ tam sayis1 igin,
Unef (@) = [ Racle,0)w)dy
Rn
potansiyelini goz 6niine alahm. £ < —1 durumunda, U, ¢f(z) = 0 olacagindan
£ > 0 olarak alacagiz.

Roe(z,y) f(y)dy
R —B(0,2/z])

Ul(.’B)

Ug(iE) = / Ra,l(xay)f(y)dy
B(0,/z|/2)

Us(z) = / Roe(z, 9)f (0)dy
B(0,2|z])—B(0,|<|/2)

olmak iizere Vz € R™ — {0} igin
Uaef(z) = Ui(z) + Ua(2) + Us()
esitliklerini yazmak miimkiindir.

Lemma 3.2.1: Eger y € B(0, |z] /2) ise,

|Rae(z,y)| < M |z]* |y]* ™"

Ispat :

lzl =l —y+y| <|z—yl+ |yl

T
ol =l < Je =3l = lal - E <z —y

||

|$| a—-n _- e
— < — — <
5 Sle—yl=l-y "< (T
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dir. Ayrica

z z[\*™" -
< () <

¢
lyl < % = ly|° < <'—g—|)

olur. Elde edilen bu egitsizlikler gézoniine alindifinda,

Ros(ey) = Ralz—7)— X %‘[(D"Ra) (~9)]

Inl<¢

2 (D°Ra) (—yn{

|Rae(z,y)] < |Ralz—y)|+3
nl<e
on Imllnl ~
< g+ 0 3 By e
Il <e
a—n
< (B) v mptti) =

< yl*T A+ M el fy] ot

= Iyl (lyl ¢+ Mat)

i (('—?)e + M|x|f>

=l (M)

IA

< Mzl ly|*m"

olacaktir.
Lemma 3.2.2: Eger y € B(0,2|z]) — B(0, |z] /2) ise,
|Rae(z,y)l < Mz —y[*™"
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dir.

fspat : y € B(0,2|z]) — B(0, |z] /2) igin,

oldugundan,

|| 1
2 = 2

olur. Diger yanda

a—n
T — a—n r—Yy
oyl <l +l <abl = Zx8 <wl = b < (EFY)
olacagindan

Rod@y) = Ralz—9)— & %Z[(D&Ra) (~9)]

[nl <€

m"l
Ratled)l < [Role=0l+ 53 |-ﬁ,— (D*R.) (—y)]'
. |$|Inl
< -y M 2 Sy [yl e

< lo—yl*" 4+ Ml fyl =

||

£
- |x—y|“—"+M(m) T

< Jz—y|* "+ M2y o

< |z—yl*™ + M2 (————l"" 3 yl) a-n




olarak elde edilir.
Lemma 3.2.3: Eger |y| > 2|z| ise,
|Rae(z,y)| < M |z|" [y]* ¢!
dir.

Ispat : Taylor agihmnda kalan terimlerden faydalanarak

Rag(®,y) = Balz—9)— ¥ Z[(D°Ra)(-y)]
nf<e™

Rtz < Rz =9+ 5 % (D*Ry) (~y)]

| Il
[ | a—n—|n|

< ey u

77<€

|:I:| [nl
6z —y| =Ml (0<6<1)

IA

M
Inf=e+1 T

< (Mlnl-z<:e+1nl) |3;|£+1 ([ ') P,

< M I$|e+1 |yla—-n—£—1

olarak elde edilir.

Lemma 3.2.4: p > 1 ve f, R" {izerinde negatif olmayan 6lgiilebilir bir
1 1
fonksiyon olsun. 5(r) = o(r~!)w(r) ve . + 7= 1 olmak tizere,
0<2r<a<lvel<é<f ise

Wiy < [ WP+ Mes

R»—-B(0,r) R»—B(0,a)

r B(0,a)
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dir. 0<2r<a<lveé>02>g ise,

WP f)dy < / P~ £ (y)dy + M55
R"—B(0,r) Rn—B(0,a)

a 1/p
+M ( / [tn—Pen(2)] " /”t“ldt> / O, (f ())w(lyl)dy

T B (0:0')

dir.
Ispat : 0 < a <1 olsun. O halde
> fly)dy = / > f(y)dy
B(0,a)—B(0,r) {yeB(0,0)-B(0,r): f(¥)>ly~°}
+ / lyI°™ £ (y)dy

{yeB(0,a)—B(0,r): 0<f(y)<ly|~}

= Un + U
seklinde yazalim. Burada Uy’ e Holder esitsizligini uygulayalim. O halde Ut
icin

. 11
Uy = / P £) [ @) (o)) dy

{yeB(0,a)~B(0;r): f(¥)>lyI~%}

- / £0) o F Gt P o @)llsl)] S dy

{yeB(0,0)-B(0,r): f(y)>lyl~%}

< / el w))wyl)dy
{yeB(0,0)—-B(0,r): f(y)>lyl~%}
X / I o)l dy

{yeB(0,a)-B(0,): f(y)>|y|~*}
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elde edilir. Boylece Lemma 3.1.2 den eger f(y) > |y|_‘s ise, p’nin azalmayan
olusu dikkate ahnirsa,

f@) > W™ = o (1W™) < elf@) (24)
olur ve Lemma 3.2.2 den dyle bir M > 1 vardir ki,
Mo (™) < o (I8™) (25)
dir. (24) ve (25)’ den
e(F@) 2 ¢ (1W™) 2 Mo (y™) (26)

elde edilir. Diger yandan ®,(r) = rPp(r) oldugu gozodniine alimrsa,

1
[

Un < ( / <I>p(f(y))w(lyl))% ( e O dy)

seklinde yazilir ve en sagdaki integral icin (26) esitsizligi kullamlirsa,

Uy < ( / <I>p(f(y))tU(|y|)>%< JE A [w(lyl‘l)w(lyl)]-%dy)

1
P

!

elde edilir. / M{P P |y 6™ [cp(|y|'1)w(|y|)]-% dy integraline kiirese] koordi-

natlar uygulanirsa,

1

Un < / p(f (W) w(lyl)dy ( M7 P My B-m lo(t-LYw()] 5 t"—ldt)

B(0,a) T

olur. Burada M = M{?/" M, ve n(r) = o(r~)w(r) den

1
» >

Un < / &, (f (y))w(lyl) (M / {577+ [n(t)]‘%'t-ldt>

B(0,a)
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olup’ ’
(-n+p)y = (8-n(1-3)) »

(B-2)pr = (Bo-mE
esitsizliklerinden ve r < |y| < a igin
P/ a 1
_Z
U < | [ ®&U@) (M [ te=senio) > t—ldt)
B(0,a) r
olarak elde edilir. Diger yandan
U =~ / |y|ﬂ_n f(y)dy
{yeB(0,0)-B(0,r): 0<f(y)<ly|~°}

integralinde 0 < f(y) < |y|™° oldugundan ,

Ui < / WP I~ dy

B(0,a)—B(0,r)

= / lylP" " dy

B(0,a)-B(0,7)
yazilir. Bu integrali hesaplamak Aigin kiiresel koordinatlara gegersek

0 < r <a<1olmak tizere, ,

U < / |y|ﬁ-n_iS dy
B(0,a)—-B(0,r)

< M / tp—n—Sgn—1g4y

B(0,a)-B(0,r)
= Ml-ﬂ—i_g [aﬂ—s - rﬁ—6]
aPt - B-6>0
rP-?

, B-6<0
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olur. Bu da ispati tamamlar.

=

Un < / @,(f(y))w(lyl) (M / [t""”’n(t)]_%, t"‘dt)

B(0,a) T

de n(t) = p(t"1)w(t) yazilirsa
p

a 1/p
Un < M ( / [t"“"’so(t"l)w(t)]"p/”t“ldt) / &, (f(y))w(lyl)dy

T B(0,a)

olur. p > 1 igin, / ®(f(y))w(ly|)dy integrali sonlu oldugundan
B(0,a)

a 1/p
Un < M ( / [tn—ﬂpgo(t-l)w(t)]"’”I/”t—ldt)

r

olur ve 0 <7 <1/2igin Ki(r)’yi

’

1 1/p .
(/ [tn—ap+(€—1)z)n(t)] -p/p t—ldt) , p> 1

r

(

Kl(T) = {

sup ¢~ lA(E)] , p=1
\ r<i<1

seklinde tamimlayacagiz. Ayrica r > 1/2igin Ki(r) = Ki(1/2) olarak tanmm-
layacagiz.

Hatirlatma 3.2.5: ¢ ve w tizerindeki ¢ift koguldan dolayn 0 <r <1 /2
oldugunda,

Ki(r)>2M [r"‘°P+(¢+1)pn(7.)] -1/p

dir.
Lemma 3.2.6: f, R" tizerinde dlgiilebilir negatif olmayan bir fonksiyon
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olsun. Efer 0 <2|zj<a<lve0<§ <a—{€—1ise,

(@) < M|z / ly[*~" f(y)dy + Mao—¢-1+5
R"-B(0,a)
l/p

+ Ml Kial) | [ @,(/@hely)ay
B(0,a)

dir. 0<2|z|]<a<1l ve §>02>a—{—1ise,

@l < Mt [ T )y M el

R»—B(0,a)

1/p

+ M Kl | [ o,(f)wudy
B(0,c)

dir. Burada M, z ve a dan bagimsiz bir sabittir.
Ispat :

U1 (.’II) = / Ra,l (:L" y)f(y)dy

R —B(0,2]z])

potansiyelini gtzdniine alahm. Lemma 2.2.3 ten 2|z| < |y| igin,

Rag(z,9)] < Mzl fy* "

oldugundan,

Ui(@)| = / Rag(z,9)f(v)dy

R~-B(0,2|z()

< Mzt / P f(y)dy

R"—B(0,2]z])
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elde edilir. Buradan da

P f(g)dy = / I F )y
R"—B(0,2|z[) {y€B(0,a)—B(0,2|z]): f(»)>ly]~%}
+ / ot ) dy

{veB(0,0)-B(0,2]z]): 0<f (¥)<ly|~*}

Ui + Uiz

|

seklinde yazalim. Simdi Uy;’ e Holder esitsizligi uygulanirsa,

raetroaun)” ([ o &)
</ )/ )

olur. f(y) > ]y|_5 ve ¢ azalmayan bir fonksiyon oldugundan,

o(lyI™%) < o( f(¥))

olacaktir. Lemma 3.1.2 den dolayi,

W)™ < (o ()" < (e i)™

olur ve ®,(f(y)) = fP(y)v(f(y)) icin,

LI

( / ‘Pp(f(y))w(lyl))% 7[15”“"”“‘“)”71(1")]—% tdt

2|z|

elde edilir. Diger yandan ,

Uy = / 12" f(y)dy

{yeB(0,a)—B(0,2lz): 0<£(y)<ly|~*}
integralinde 0 < f(y) < |y|™® oldugundan,

U12 S | yla—l—l—n—6 dy

B(0,a)—B(0,2]z|
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yazilir. R™de kiiresel koordinatlara gegcilirse,

a
U12 S Ml/ta—z—l—n—ﬁtn—ldt

2|z|

= M / ta-t-0-244

2|z|
— Mla‘:ﬁ [aa-e—a—l _ (2 |$l)a—e—6—l]

a1 | a—0-6-1>0
< M,

2, a—£-6-1<0
elde edilir. Ayrica p > 1 igin,

1 ’

Kl(|a:|) — / [tn—ap—(£+1)pn(t)] =% t—1dt
2|z|

almirsa, a — ¢ — 6 — 1 > 0 i¢in,

Ui@)| = Mz / o () dy
Rn-B(0,2]z])

= M |:L'|e+1 (Uu + U12)

< Mpa [ R Sy + Mast

Rn—B (Q,a.)

i/p

+ Ml Kalal) | [ 2,(4GDulluiy
B(0,a)
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= Mg} / "1 f)dy + M |z

Rr-B(0,a)

1/p

+ Ml Kael) | [ @a(f)ullubiy
B(0,a)

elde edilir. § > 0 > a — £ — 1 durumunda benzer islemlerle esitsizlik kolayca

elde edilir. Bu da ispat:1 tamamlar.

Lemma 3.2.6 den dolay1 agagidaki sonucu verebiliriz.
Sonug 3.2.7 : f, R" iizerinde (16) ve (20) sartlarin: saglayan ve negatif
olmayan 8lgtilebilir bir fonksiyon olsun. Eger a —£—1 > 0 ve K;(0) = oo ise,

‘. —1
lim, [lal*" Ka((a)| Vo) =0
dir.

Ispat : Lemma 2.2.6 ten dolay1

Ui(z) < Ml / [ fy)dy + Mas—t-15

R™—-B(0,a)
. 1/p
+ Ml Klal) | [ @@y
B(0,a)

‘yazabiliriz. Buradan da

[|$|3+1 Kl(lml)] - U(z) < MIK(=)]™ {- / [y~ f(y)dy + Mae—"1-%}
R"—B(0,a)

1/p

+ M / &,(f(y))w(lyl)dy
B(0,a)
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olur. K;(0) = oo oldugunda [K:1(0)]™ = 0 olacaktir. O halde

1/p
441 -1
sup [Jaf Ku(le)] " 0a@) < M| [ o, (sl
B(0,a)
elde edilir. Bunu takiben her hangi bir @ > 0 igin,
1/p
-1
tim sup [Jof" Ki(leD)] " Ui@) < M| [ e(f@wllvdy

B(0,a)

esitligin sag tarafi sifir olacagindan
. +1 -1
lim sup [|z*"! Ka(|z))]~ Va(z) =0
z—0
olarak elde edilir.

Sonug 3.2.8 : f, R™ iizerinde (16) ve (20) sartlarim saglayan negatif
olmayan olciilebilir bir fonksiyon olsun. Eger o — £ — 1 < 0 ve baz1 § > 0 igin

lim ro® [re.J’lKl(r)]—1 =0
ise,
tim [[o* Ky ()]~ V() =0
dir.

Ispat : Lemma 2.2.6 dan dolay:

Gie) < M8 [ i Sy + Mot
R»—B(0,a)
p

+ Ml Kula) | [ 8,(@)u(udy
B(0,a)



yazilir. Buradan da

o Kila)] " < MIKQRDIT [ i Ay + M Jal )

R"—-B(0,a)

1/p

M / ®,(f () w(lyl)dy
B(0,a)

olur. a—£—-1<0 ve§>0 igin limor°‘“‘s [ K (7)) 7 =0, Ki(0) = oo
oldugundan
1/p
. 0+1 1 -1
tiy [ Ka(lah)] " Uhte) < M| [ @(@ulivay

B(0,a)

elde edilir. Buradaki egitsizligin sag taraftaki integral sifira egit olacagindan
q 241 -1
tim [1af**! Ki(la)]  Ua(a) =0
elde edilir.

Lemma 3.2.9: Eger 0 < § < a — £ ise, herhangi bir z € B(0,1/2) — {0}
icin ,

1/p

Ua(2)] < M ||’ Ka(Ja)) / Sp(fW)w(lyDdy |  +Mlal*?
B2

olacak gekilde pozitif bir M vardir. Burada

1

( r ) o
( / [tr—or—ten(£)] ~* t’ldt) , p>1

K2 (’I‘) 0

>

sup -4 [n(8)] ™ , p=1
\ O0<it<r
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Ispat : 11k olarak,
@) = [ Rado,)fW)iy
B(0,|={/2)

fonksiyonunu alalim. Lemma 2.2.1 den dolayz;

T a--n
el < [ ((%) + Mgl Iy ‘> £y
B(0,|x|/2)
= Ml [l e+ B rway
B(0,}=/2) B(0,z|/2)
= Un+Up
yazilir. Uy, ’e Holder egitsizligi uygulanirsa,

_17_
P

Un < Mlaf / @ [o(F ))wly)]F dy
B(0,]z|/2)

=

X / Pa)e(f@)uwy))

B(0,|zl/2)

1
=
4

= Maf / 1 [o(F ) Yl dy
B(0,}x|/2)

3 =

x | [ s¢eu)
B(0,|=|/2)

olacaktir. Sagdaki son ifadeye kiiresel koordinatlar uygulamr ve n(t) = o(t~1)w(t)
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seklinde alinirsa,

j2l/2 , 7
Un < M| ( / [tn-op-top(t)] 7% t-ldt)

0

L 100

X / @) @)wly)

B(0,)=}/2)

L0

< Mzl Ka(|z|) / @, (f (@))w(lyl)
B(0,|=!/2)
elde edilir. Diger yanda,

a-—-n oz—'n,lxl/2

z T _ —

e = [ (B) rews () [ wita= e
B(0,]z/2) 0

dir. Uy; ve U2 nin elde edilen egitsizlikleri igin,
1

l=|/2 , ?
Va(a)] < ler‘( / [tn-ap-fpnu)]"?t-ldt)

=

x / el | + Mz
B(0,}z|/2)

= MKl [ [ @l | +MPal?
B(0,|=!/2)
olur. Bura Kz(r) = K2(|$l)a

1

( / [t““"”“”n(t)]_%, t-ldt) , p>1

Kz(?") = 0

sup 24" [n(t)] ™ , p=1
\ O0<t<r
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dur.

Hatirlatma 3.2.10: ¢ ve w izerindeki iki kat sartindan dolay:
0 < r £1/2 oldugunda

Ky(ry>M [r”""p”pn(r)]-l/ P
oldugu goriiliir.
Lemma 3.2.9’ m1 yardimiyla asagidaki sonucu yazabiliriz.

Sonug 3.2.11 : f, R™ de (16)’yi saglayan ve negatif olmayan 8lgiilebilir
bir fonksiyon olsun. Eger 0 < § < a — £, K3(1) < 0o ve

a6 -1 _
lim r [r“Ka(r)] " =0
ise,
. I -1
lim laf* Kalal)] Un(a) =0
dir.

Hatirlatma 3.2.12: w(r) = r° olsun. Eger a — (n+ B)/p < £+ 1 ise,

Lemma 3.1.4 ten r — 0 igin
-1
Ky(r) ~ [rrort e ) /p

olusunu gerektirir ve béylece K1(0) = oo dir. Ayrica eger n+ 8 > 0 ise,
Lemma 3.1.3 ten 0 < § < (n + B)/p i¢in

limsup r*~¢ [r**1K;(r)] 1 < limsup rO/PS [p(r1) P = 0
r—0

r—0

oldugu goriiliir.

ﬁatmlatma 3.2.13: : w(r) = olsun. Eger £ < a — (n+ fB)/p ise,

Lemma 3.2.6 ten r — 0 igin

Kz('f’) ~ [rn—ap+zp+ﬁ¢(,r—1)] -1/p
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olugunu gerektirir. Ayrican+ 0 >0 ise, Lemma 3.1.3ten 0 <6 < (n+f6)/p

icin
limsup 7%~ [rfKa(r)] 1 < limsup r®A/P-8 [p(r-1)MP = o
r—0 r—0
oldugu goriliir.

Eger p>1ve £=a— (n+f)/pise, K3(1) < co olmasi

1

/ [e(r1)] Y gy < 00
0

olusuna denktir.
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3.3. Taylor Acilim

Bu baghk altinda p > 1 olsun. Simdi burada

o*(r) = ( / [t"“’”go(t‘l)]_%’ t‘ldt)

0
olmak tizere, K3(r)’yi

Ks(r) = [w(r)] 77 ¢*(r)
seklinde tanimlayahm.

Eger ¢*(1) < co ise f, (15) ve (16) sartlarim sagladify zaman U, f, orjin

diginda R™ iizerinde hemen hemen her yerde stireklidir.

Lemma 3.3.1: Eger 0 < § < a ise, herhangi bir z € B(0,1/2) — {0} igin

4

@) < MEGa) | [ eGe)ulu | + Ml
B(0,2la])=B(0,z|/2)

olacak sekilde pozitif bir M sayis1 vardir.

Ispat : 0 < § < a olmak lizere,
fy) , yeB(0,2]|z]) - B(0,|z] /2)
fly) =
0 , y¢B(0,2[z]) - B(0,|z| /2)
fonksiyonunu géz 6niline alalim.

Us(z) = / Reg(z, ) f(W)dy

B(0,2|z])—B(0,|z|/2)

Taylor acihimin kalan terimleri olan Ry ¢(z,y) ’yi Us de yerine yazarsak,

Us(z) = / (Ra("”‘y)‘,%f?? (D°R,) (—y)]) F@)dy

B(0,2lz)=B(0,}z]/2) <

50



olur. Btylece Lemma 3.2.2 den, l—;i < ly| £ 2|z| oldugu igin ,

w@ <M [ -y
B(0,2|z|)—B(0,|=|/2)
yazilir. Bu son integralde y = z + 2 doniisiimii yapilirsa,
@ < M [l Fo+ e
B(0,3/z])

olacaktir. Bsylece Lemma 3.24 den

2* fo + 2)dz = / 125 F(z + 2)de
B(0,3|z() {z€B(0,a)-B(0,r): f(2)>|z|~%}
+ / |2)*" f(x + 2)dz

{2€B(0,0)-B(0,r): f(2)>]2|~°}

= Ji+ Ji2

esitligi yazlir. Burada J q; ’e Holder esitsizligi uygulamr ve kiiresel koordi-
natlara gegilirse,

! 1

Iy < ( / [« [o(fa+ 2)] 7 dz) ’ ( / (Fa+2) o=+ z))dz) :

1

3lal , 7
< M ( / te—np [<p(t‘1))]"§7 t~1dt> ( / <I>p(;(:1:+z))dz)p

elde ederiz. Diger yanda,
Jig = / IZIa—n ?("B + z)dz

{z€B(0,0)~B(0,r): £(2)>|2|~%}

2jz|
< |2|* " dz

l21/2
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2|z|
= / t*=0-1g¢
|zl/2

= M|z|*?
olacaktir. O halde,

IU3(1E)| < Ju+Jig
3| , 7 . N
= M to—np [go(t—l))]'% t-ldt) ®,(f(z+ 2))dz ’ + M |z|*?
] (J oo

olur. Buradan da

Us(z)] < My*(|=]) ( / ®,(f(z+ z))dz) "+ M|zt

o=

< MKs(|z)) / o,(fz+2))dz | + M|zl
B(0,2|z|)~B(0,|z|/2)

oldugu goriiliir. Simdi de,
K(r)=r*"tKy(r) + rfKy(r) + Ka(r)
fonksiyonunu g6zéniine alalm. Burada r > 0 igin
K(r) > M [r"=emn(r)] ™ (27)
dur.
Teorem 3.3.2: Kabul edelim ki £ < a igin,
}-ij»% K(r)=0
a—£—-1>0igin,

K1(0) = 00
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a—£{—1<0vebaz § > 0igin,

- -1
lim 7 S[r** K (r)] T =0
0<é<a—~vebaz § > 0 igin,
S N -1 _
lim r [r*Ka(r)] " =0
bazi § > 0 igin,
lim 7 ¢ [K3(r)] "' =0

r—0

olsun. Eger f, R™ tizerinde (16) ve (20) kosullarimi saglayan negatif olmayan
olgtilebilir bir fonksiyon ise,

tim (K (Ja])]™ Un,ef(2) = 0
dir.

ispat : Kabul edelim ki 0 < § < @ olsun. Lemma 2.3.1 den dolayn,

r

Us(s) < MKy(lal) | aGero| + M
B(0,2]a:|)~B(O,|a:]/2)

14

[Ks(lz])] ' Us(z) < M / O,(flz+2))dz | + M [Ks(|z])] ™" |«*~°
B(0,2lal)-B(0,|<]/2)
seklinde yazabiliriz. O halde lim r*~* [K; (r)]™! = 0 oldugundan,
lim [Ks(|z)] " Us(z) = 0

elde edilir. Diger yandan Sonug 3.2.10, Sonug 3.2.11 ve Sonug 3.2.12 den,

a—£f—1>0ve K;(0) =00 ise,

lim jzf** K1(ja])] "' V1(z) = 0
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a—£—1<0ve§>0ign limr a=S[pt+ [, (r)]~! = 0 ise,

tim (|2 Ky(J2)] Ui (@) = 0

0<é<a—£,K(l)<ocove limr a=8[rt Ky (r)]~t = 0 ise,
r—

lmg lal* Ka(jl)] " Ua(e) = 0
olur.

K(al) = |z|" Ki(lal) + [of° Ka(|2]) + Ks(l])

Unef(z) = Ur(z)+ Us(z) + Us(z)
gbzoniine alinirsa,
lim [K(|z])] ™" {U1(z) + Ua(z)} = 0
yazilir. Boylece
lim [K(2])] ™" Uaef (2) = 0
, olur.

Hatirlatma 3.3.3 : w(r) = r? olsun. Eger n+ 8 > 0 ise, Lemma 3.1.3
ten dolayr 0 < 6 < (n+ 8)/p igin,

lm sup 1~ [Ka(r)] ™ =0

oldugu goriltir.

Hatirlatma 3.3.4: —n < 8 < ap — n olmak tzere, w(r) = r? olsun.
£ < a—(n+pP)/p < £+1 olacak gekilde £ tam saysi olsun. Dolaysiyla,
Hatirlatma 3.2.12, Hatirlatma 3.2.13 ve Hatirlatma 3.3.3 den;

l<a—-(n+B)/p<l+1, n—ap<0igin,

K(r) ~ Pl e

54



L<a-(n+pB)/p<f+1, n—aop=0icn,
K(r) ~ 8% / ()] 7" £ dt)
0

¢=a—(n+p)/pigin,

K@) ~ ot [ [ote)] 7 e

dir. Yukandaki tiim kogullar i¢cin K (1) < oo ise,
lin% K(r)=0
dir.

Hatirlatma 3.3.5: —n < 8 < ap — n olmak tizere, w(r) = r? olsun. Eger
a— (n+6)/p < £+1 ve f, (16)'i saghyorsa, Lemma 3.2.4’ un ispat1 (20)'mn

sagladigim gosterir.

Sonug 3.3.6: —n < B < ap — n igin, w(r) = r° ve f, R" iizerinde (15)’yi
ve (16)’ i saglayan ve negatif olmayan olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger
<a—-(n+P)/p<f+1ve K(l) < oo ise, K Hatirlatma 3.3.4 deki gibi

olmak tizere,
lim [K(|z)] ™ {Uaf(z) — Po(z)} =0

olacak gekilde, derecesi £ den biiyiik olan bir P, polinomu vardir.
Gergekten de K»(1) < oo igin (19) elde edilir. Ayrica Hatirlatma 3.3.5 ile
(20) elde edilir. Boylece
z1
Ueel @) = Uuf(@)= 53 57 [ 10°R) (-] Sy
R»

n| < ¢

dir. ’
Hatirlatma 3.2.12, Hatirlatma 3.2.13, Hatirlatma 3.3.3 ve Hatirlatma 3.3.4
ve Teorem 3.3.1 yardimiyla yukardaki sonug verilir.
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lim r~K(r) = 0 icin Sonug 3.3.6, U .f 'nmn orjinde £ inci mertebeden

diferensiyellenebilir olmasim gerektirir. Diger yandan Sonug 3.3.6, £ — 0 igin
Uaf(z) — Po(z) = O(K(|z]))

esitligini verir.
Elde edilen son esitlik goyle verilebilir.

1
Teorem 3.3.7: o, / [cp(r“l)]?P__-llf r~ldr < oo kogulunu saglayan bir

0
fonksiyon ve

/ ®,(f(y))dy < o0 (28)

Rn

olsun.

r 1—';1;
o(r) = ( / [p(¢~)] "D t‘ldt)

0
olmak {tizere eger f, R™ iizerinde (15) ve (16)’i saglayan negatif olmayan
olctilebilir bir fonksiyon ise U, f, R™ de siireklidir. Bununla birlikte |z — 2| — 0

olmak fizere
Uaf(z) = Uaf(2)| = O(¢"(|z — 1))
dir.
Ispat: r = |z — z| <  olsun. Bu durumda

Uaf@) = [ le=y" iy + [ v sy

B(z,2r) R*—B(z,2r)

u1(2) + ua(2)
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yazilir. 0 < 6§ < a igin u;(2)’ye Holder egitsizligi uygula.mrsa,

wm@l < [ -y
B(z,3r)

T / [l = 5™ (12 = 4177 ] [1£ @) (£ @))? ] dy

{=:B(2,3r); |£ (y)[>[2—3~°}

\ a—-n -6y =L p,
S B B (R e L i
B(z,3r)

S =

x | [ [renesant] a

B(z,3r)

o =

< Mr"‘“5+M( / [so(t-*S)]’?t-ldt) | aiswna

0 B(2,3r)

elde edilir. Lemma, 3.1.2 den bu esitlik,

3 =

jua(2)] < Mre® + M*(r) / 2,(17 () )dy
B(zA4r)

olur. Diger yandan Teorem 2.2.3 den y € R™ — B(z, 2r) olmak tizere

“:B _ yla—n _ |Z _ yla—n| < Mr ]5"' _ yla—-n—l
mevcut oldugundan,

Iz — y1°™ — |2 - yI°™"| F(y)dy
R"—B(z,2r)

< Mr / iz — " |f )| dy
R*—B(z,2r)
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olur. Boylece . — 1 < § < a igin

fua(z) — ua(2)] < M / & — 517 | £(9)| dy
R"—B(z,2r)

1

< Mr / = y|*" " dy + Mro(r-%)s

R"-B(z,2r)

X [ = rwleirwD?] a

{z:R"—B(z2r); |f(y)|>r—°}

< Mt bl )F | [ -y ay

R"—B(z,2r)

1
P

x [ [ ey
R»—B(z,2r)

< Mreci M [p(r)] 7 (/ ‘I’p(lf(y)l)dy)%

elde edilir. ¢ nin logaritmik kogulundan

) 2 (/ [“o(t_l)]ﬁt_ldt) " > M[pr™)] [bg(%)F

2

dir. Ayrica [p(r~1)]™" ile Lemma 3.1.3 den 0 < s < 1 oldugundan
Ms* < [(p(s—l)] -1

olacaktir. Boylece

o) =< ) [esh]” ([ msins)
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elde edilir. Dolayisiyla

S

Uaf@ - Vaf ] < Mrt M) | [ 017wy
B(z,4r)
1,17 p
+ () oeD|” ([ &5 w0a)
yazihr. Diger yandan r > 0 igin
lim 14 " (r)] ™ = 0

olusu dikkate alimrsa, R™ de herhangi bir kompakt E ciimlesi igin z € E

ve |z — 2| < 6 olmak tizere,
Uaf(z) = Uaf(2)] < ep*(|z—2])
saflanacak gekilde kiiglik bir £ > 0 bulabiliriz. Bu ise teoremin ispatidir.

Onerme 3.3.8: Kabul edelim ki ¢*(1) < oo olsun. Bu durumda herhangi

bir € > 0 ve p = n/a igin,
Uaef(0) <o velim [K(la)]™" {Uaf(z) ~ Uaf(0)} = —o0

olacak sekilde (28)’i saglayan R" tizerinde negatif olmayan &lgiilebilir bir f fonksiyonu

vardir.

Ispat : Hatirlatma 3.3.4 de K(r) ~ ¢*(r) dir. 0 < e < p' —1ve
pP—1l—e<é<p—1olsun ye B=B(0,1)ign

Fu) = K™ v [elly™)] 77

geklinde tanimlayalim. Lemma 3.1.3 de oldugu gibi 6 > 0igcin 0 < s < ¢
oldugundan -

STK(s)™ < MK (t)™ (29)
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dir. Oyleki y € B igin
oF@) = o (KU o™ el ™)] ")

< o (M)

< o(Mly™)

olur. Sonug olarak ¢" = [*(1)}" seklinde segilirse,
[@asandy = [ (b wi fetu™) ")’
B

B

X (PO ™ [y ™)] ™)) dy

< M / KD Iyl [yl ™)] ™+ dy

< M / [ (D1~ Jyl = [0yl ™)) ™+ dy
A |

= [{iwer} " {lwenY o
0

t‘
- M / £/ dt < o0
0

oldugu goriiliir. Béylece f, (28)’u saglar. Benzer olarak
U@ = [ W fay
B

— [ i i s ™) 7 ay

< / e ()]~ ™ [l ™)) 77 dy

B
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= M [{wor}™ {wor}

t‘
= M / t79/7'dt < 0o
0

elde edilir. U; igin,

Uz) = - / o F(y)dy + / o — "™ f(y)dy
B(0,|z|/2) B(0,|x|/2)
= —I+J

yazanz. r* = [p*(|z| /2)] " igin

r‘

I > M / t=8/7 dt
0

= Mlp*(zl /2)]*7

> MK ()]
yazilabilir. Oyleki ,

lim [K(Ja)] " = o0 (30)
dir. Diger yandan r = |z| < 1 igin

J= / Iz — yI°" F()dy
B(0,}z]/2)

= / & — " (] o1 [eClyl™)] " dy
B(0,|z|/2)

< Ml [ QD I o™ ay
B(0,|x]/2)
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r/2 )
= Mir [ KO e o) P
0

< M [ IKR@ el
0

M |r*~ (K ()0 e (e )] 7

IA

= MIK@] ™ [pr) ™"

elde edilir. Lemma 3.1.2 den dolay:

KOF > [l e

> [l 7" [riae

r2

> Mo log(3) (M >0)

olur. Bu ise,

-1

J < MK(z|) " [log(%)] |

dir. Ayrica Lemma 3.1.2 den

Us(z)| < / 2 — 3I°™ F(u)dy
B(0,2|z])—B(0,|=|/2)

lz — y[* ™ [K ()] ° ly] ™ [e(ly| ™)) 7 /7dy
B(0,2l=))=B(0,Jz]/2)

< MKl le ™ [ -y
B(0,2[z])—B(0,]=1/2)
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< MK [l )] 7"

-1
< MIK(a ™ [log()]
yazilir. Benzer olarak Lemma 3.2.3 ve Lemma 3.2.4 den

v@l < Ml [ W W

Rn—~B(0,2]z])

a—n— - —a —1\1-7'/
= Ml / 1= [E (D 1~ [yl ™7 dy
R"—B(0,2]z()

= M|z| fl [K(t)]"’ [go(t-l)]“"/”t-zdt

2[z|

M| [K(le)]‘:lfll ()7 2

IA

M (K (|2)] " [e(lel™)] """

IA

IA

MK (Ja)] > [log(ﬁ]_

elde edilir. Bunlarin sonucu olarak,
_ 1,07t
Uof(x) ~ Uaf(0) < —[K(2])]*7 (1-M [log(m)] )
yazilir. Dolayisiyla (30) ile birlikte

lim (K(je)] ™" {Uaf(2) — Uaf(0)} = —00

elde ‘edilir. Boylece f fonksiyonu hipotezde verilen tiim sartlar1 saglar. Bu
da ispat1 tamamlar.
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