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OZET

TOPOLOJIK OTELEME DUZLEMLERINDE YAYILIMLAR ve
BIRIMLIKLER

Bu calismada, topolojik Gteleme diizlemlerinde yayilimlar ve birimlikler ince-
lenmigtir. Birinci boliimde girig, ikinci boliimde gerekli olan temel kavramlar
verilmigtir. Ucgtincti bsliimde stable diizlemler, topolojik steleme diizlemleri,
lineer diizlemler, n-boyutlu afin ve projektif uzaylar incelenmigtir. Dérdiincii
boltimde ise; self-ortogonal yayilimlar tamimlanip, self-ortogonal yayilimlara
klasik ve klasik olmayan Srnekler verilmigtir. Ayrica bu bolimde Q = (Q, ®, ®)
kuaterniyonlar uzay1 lizerinde yayilimlar tamimlanmigtir. Son boliimde ise bi-
rimlik, ovoid ve kabuk gibi nokta kiimeleri ve bunlar arasindaki iligki incelen-

migtir.

ANAHTAR KELIMELER: Topolojik Oteleme Diizlemi, Yayilim, Birimlik,
Ovoid, Konveks Kiime

il



ABSTRACT

SPREADS and UNITALS IN TOPOLOGICAL TRANSLATION PLANES

In this study, spreads and unitals in topological translation planes have been
examined. In the first chapter introduction and in the second chapter all the
fundamental notions necessary for this study are given. In the third chapter
stable planes, topological translation planes, linear planes, n-dimensional affine
and projective spaces are considered. In the fourth chapter, self-orthogonal
spreads are defined and then its classical and non-classical examples are given.
Also in this chapter spreads in Q = (Q, @, ®) quaternions space are defined.
In last chapter; the point sets named unitals, ovoids and shells are considered

with relations between themselves.

KEY WORDS : Topological Translation Plane, Spread, Unital, Ovoid, Con-

vex Set
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1. GIRIS

Topolojik geometri ilk olarak 1932 yilinda Kolmogoroff "un “Zur Begriin-
dung der Projektiven Geometrie” adli caligmasiyla ortaya cikmugtir. Kol-
mogoroff ilk olarak projektif uzaylar ile topoloji arasinda bir bag kurmus-
tur. Kolmogoroff’un galigmalar1, Skornyakov (1954) ve Freudenthal (1957)
tarafindan geligtirilmigtir. Topolojik dtizlem geometrilerinin sistematik bir
aragtirmasi ise 1950 li yillarda Salzmann tarafindan baglatilmigtir. Giinlimiiz
projektif geometrisinin en 6nemli aragtirma alanlarindan biri topolojik afin
ve projektif diizlemlerdir.

Bu galigmada esas olarak topolojik teleme diizlemlerinde yayihimlar, self-
ortogonal yayilimlar ve tamamlayici boyutu bir olan birimlikler incelen-
mistir. R% uzay1 {izerinde tanimli bir S yayiliminin standart skalar ¢arpima
gore veya simetrik, pozitif tanumh 27 x 2{ tipindeki bir A matrisi yardimiyla
tammlanan skalar carpima gore self-ortogonalligi incelenmistir. R¥ uzay
tizerinde tanimhi S ve T' yayilimlarimin birbirlerine izomorfik olma kogulu
tanimlanmig ve bu konuyla ilgili 6rnek verilmigtir.

R? reel afin uzaymdaki bir kompakt O ovoidinin R? fizerinde tammli her-
hangi lokal kompakt, baglantihi A afin 6teleme diizleminde tamamlayic
boyutu bir olan birimlik oldugu gosterilmigtir. Ayrica R” reel afin uzaymda
kabuk tanimlanip, kabuk olan fakat ovoid olmayan ¢rnek verilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde gerekli olacak bazi temel kavram-
lar tammlanarak kullanmlan baz 6zellikler verilmigtir. Bu ¢aligmada nokta,
dogru ve tizerinde bulunma kavramlar: ilkel kavramlar (tanimsiz) olarak
alinmig olup, diger geometrik kavramlar bunlar yardimiyla tammlanmigtir.
Soz konusu nokta ve dogrular Oklid anlaminda bildigimiz geometrik kavram-
lar olmayabilirler.

Noktalardan olugan kiime A ile ve bu kiimenin elemanlari a, b, c, ...z, 3, 2, ...
gibi kiictik harflerle; dogrulardan olugan kiime £ ile ve bu kiimenin eleman-
lan A, B,C,..X,Y, Z, ... gibi biiytik harflerle ifade edilmigtir. “Uzerinde
bulunma” bagmtisi ile bir noktann bir dogru tizerinde bulunmas: veya bir
dogrunun bir noktadan gegmesi anlagilacaktir. Uzerinde bulunma bagmtis:
“o” ile gosterilmistir. (p, L) € o ise poL veya Lop gosterimi, benzer bicimde
(p, L) ¢ o ise podL veya Lop gosterimi kullanilmigtir.

Tanmim 2.1 : 29,29,25,...€¢ N ve L € Lolsun. z;0L, 5 = 1,2,3,... ise
{zi: o Lyz; e N i=1,2,3,...} kiimesine dogrudag kiime, bu kiimedeki
noktalara da dogrudas noktalar denir.

Tanim 2.2 : Ly, Ly, Ls,...€ Lvep € N olsun. po L;, i = 1,2,3,... ise
{Li:poL;, L;e L i=1,2,3,...} kilmesine noktadag kiime, bu kiimede-
ki dogrulara da noktadag dogrular denir.

Tanim 2.3 : Noktalardan ve dogrulardan olugan kiimeler sirasiyla A ve
L, “o” da tizerinde bulunma bagmtsi olmak tizere N' N £ = @ ise (N, £, 0)

ticlii sistemine bir geometrik yapi denir.



Tanim 2.4 : L, # Lg 6zelligindeki Ly,Ls € £ dogrulart igin, p o Ly ve
p o Ly olacak sekilde p € N noktas: yoksa L; ve Ly dogrularina paralel
dogrular denir ve L1||Ls ile gosterilir. L; ve Ly dogrularn paralel degilse
Ly }f Ly ile gosterilir.

Tamim 2.5 : N ve £ elemanlan sirasiyla noktalar ve dogrular olan ve
N N L =0 szelligine sahip iki kiime, “o” ise N' x £ kiimesinde tanimh
bir fizerinde bulunma bagntisi olmak tizere agagida verilen Al, A2, A3 ak-
siyomlarim saglayan (N, £, o) geometrik yapisma afin diizlem denir ve bu
afin diizlem A = (N, L, o) ile gosterilir.

Al. p# k olacak sekildeki V p, k € N noktalan igin p o L ve k o L olacak
bigimde bir tek L € L dogrusu vardir.

A2. ppL olmak tizere her p € N ve her L € L igin po K ve K||L olacak
bigimde bir ve yalmz bir K € £ dogrusu vardir.

A3. Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

Tanim 2.6 : (N, L,0) geometrik yapisi agagidaki aksiyomlan sagliyorsa
bu geometrik yapiya projektif diizlem denir ve P = (N, L, o) ile goster-
ilir.

P1l. p+# k ozellikli V p, k € N noktalan icin po L ve k o L olacak gekilde
bir tek L € L dogrusu vardir.

P2. VK,L € Ligin po K ve po L olacak bicimde en az bir p € N vardir.
P3. Herhangi ticti dogrudag olmayan dort nokta vardir.

Teorem 2.1 : Her sonlu A afin diizlemi icin agagidaki kogullara uyan bir
n > 2 pozitif tamsayisi vardir. Bu tamsayiya A afin diizleminin mertebesi

denir.



1. A nin her dogrusu {izerinde n nokta vardir.
7. A nin her noktasimndan n + 1 dogru gecer.
#ii. A deki ttim noktalarm sayist n? dir.

w. A deki tiim dogrularm sayis1 n? + n dir.

Tanim 2.7 : V bog olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. Asgagidaki
onermeler dogru ise ve yalniz boyle ise, V' kiimesine F cismi tistiinde bir
vektdr uzay: (lineer uzay) denir.

V1. V kiimesinde “+” ile gosterilen ve adina toplama denilen bir iglem
tanimlanmigtir ve (V) +) degismeli gruptur.

V2.

FxV -V

(a,u) — au

bigiminde, adina skalerle carpma, iglemi denilen bir fonksiyon tanimlanmgtir

ve bu fonksiyon agagidaki tnermeleri dogrular.
i. VYaeF, Yu,v €V iin a(u + v) = au + av dir.

it. Va,b€F, Yu €V igin (a+ b)u = au + bu dir.
. Va,b € F, Yu € V igin (ab)u = a(bu) dir

tw. V nin her u eleman: icin lu = u tir

Burada 1, F cisminin ¢arpma iglemine gére birim elemamdir, (Sabuncuoglu

2000).
Tanim 2.8 : V, F cismi tistlinde bir vektor uzay1 olsun.

f:VxV-=sF

bigiminde, (u,v) deki degeri (u,v) ile gosterilen ve agagidaki Snermeleri
dogrulayan f fonksiyonuna V' tistiinde bir i¢ garpim denir. V' vektor uzay1
tistiinde bir i¢ ¢arpum varsa bu vektor .uzayina bir i¢ ¢arpim uzay: adi
verilir.



1. YueV, u#0= (u,u) >0

2. Vu,v € Vign (v,u) = (u,v)

3. Vu,v,w €V igin (u+v,w) = (u,w) + (v, w)
4. VYa € F ve Yu,v € V i¢in (au,v) = a{u,v)

Tanim 2.9 : H; V i¢ carpim uzayinin bir altvektor uzay1 olmak tizere,
H'={veV:{uv)=0,vVuec H}
biciminde tanimlanan H- kiimesi V nin bir altvektor uzayidir ve bu altvek-

tor uzaymna H uzaymin ortogonal tiimleyeni denir.

Tanim 2.10 : R” reel vektor uzay ile eglenen ve tizerine z = (z1, 29, ..., Zn),

¥ = (Y1,Y2, ---, Yn) Olmak tiizere

d(a’7y) - \/lxl 3 yll2 + |$2 - y2|2 + .t Iwn - yn|2

gseklinde tanimli Oklid metrigi konulan uzaya Oklid uzay: denir ve E® ile
gosterilir. E* uzayimn

H = {m= (@1, Zg, ..y Tn) eE":Zaimizb, 1<i<n ai,beR}

=1
biciminde tanimlanan afin alt uzayma bir hiperdiizlem denir. H hiperdiiz-

leminin boyutu ise n — 1 dir.

Tanim 2.11 : X bog olmayan bir kiime ve 7 ise X in biitiin altkiimelerinin
olugturdugu P(X) kuvvet kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Eger 7 acik-
lar aksiyomu adi verilen agagidaki T'1, T2, T3 aksiyomlarim saghiyorsa bu
takdirde 7, X tizerinde bir topolojik yap: veya kisaca topoloji olarak
adlandirilir. (X, ) ikilisine bir topolojik uzay ya da kisaca X topolojik
uzayl, 7 nun elemanlarina da bu X topolojik uzaymmn acgik alt kiimeleri

denir.



T1. Bos kiime ve X, 7 nun elemanlaridir
(Yani; 0, X € 7)
T2. 7 nun sonlu sayidaki elemanlarimin arakesiti yine 7 ya aittir.
(Yani; (Ai)jer » A €7, Isonlu = (N4 € 7')
il
T3. 7 nun herhangi sayidaki elemanlarinin birlegimi yine 7 ya aittir.

(Yanj; (Ai);er » Ai €7, I sonlu yada sonsuz = (JA4; € 7-)

i€l

(Ozdamar vd. 1999).

Tamm 2.12 : (X, 71) ve (Y, T3) birer topolojik uzay olmak tizere

(X, 7m1) = (Y, 72)
bir fonksiyon ve z, € X olsun. Y uzayinda f(z,) mn her N' komsgulugu igin
f(N) C N' olacak bicimde z, m bir N komgulugu varsa f fonksiyonuna z,

noktasinda stireklidir denir. Eger f fonksiyonu X uzaymin her noktasinda

stirekli ise f fonksiyonuna stireklidir denir.

Tanmim 2.13 : (X, 71) ve (Y, T2) birer topolojik uzay olmak {izere

fi(&m) = (V,72)

fonksiyonu birebir, orten, stirekli ve terside stirekli ise f fonksiyonuna bir

homeomorfizma denir.

Tamim 2.14 : M, n-boyutlu topolojik uzay olmak tizere M icin agagidaki
Onermeler dogru ise M uzayina n-boyutlu topolojik manifold denir.
M1. M bir Hausdorff uzayidir.

M?2. M pin her bir acik altkiimesi E" e yada E™ in bir acik altkiimesine
homeomorftur.

M3. M, sayilabilir ¢coklukta agik kiime ile drtiilebilir.
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Tanimm 2.15 : n-boyutlu bir V' vektor uzayinin k-boyutlu alt uzaylarimin
kiimesi bir topolojik manifold olup bu manifolda Grassmann manifoldu
denir. Grassmann manifoldu G, ile gosterilir. Bu manifoldun koordinat-

larma ise Grassmann koordinatlar: ad: verilir.

Tanim 2.16 : M bir topolojik manifold, N ise M nin bir altmanifoldu
olsun. boyM —boyN sayisina N manifoldunun tamamlayici boyutu denir.

Tamim 2.17 : (X,7) bir topolojik uzay olmak {izere (X,7) uzayinin herbir
acik ortiisiintin sonlu bir altortiist varsa (X,7) uzayina kompakttir denir.

Teorem 2.2 : (Heine-Borel teoremi)

A C R” olmak iizere

A kompakttir & A kapali ve simirhidar.

Tanim 2.18 : (X, 7) topolojik uzay olmak lizere Vz € X igin z elemam
kompakt bir komguluga sahipse (X,7) uzayma lokal kompakt uzay denir.

Tamim 2.19 : (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X =UUV ve UNV = ¢
olacak gekilde bog kiimeden farkl U,V € 7 varsa (X, 7) topolojik uzayma
baglantisiz uzay denir. Baglantisiz olmayan topolojik uzaya ise baglan-

til1 uzay denir.

Tamm 2.20 : (Y, 7y) uzay (X, 7) topolojik uzaymn bir altuzay: olsun.

(¥, Ty) uzay: baglantisiz uzay ise bu altuzaya baglantisiz kiime denir.

Tamm 2.21 : (X, 7) bir topolojik uzay olmak lizere z # y 6zelligindeki
Vz,y € X icin G N H = ¢ olacak bicimde z in bir G komgulugu ve y nin

7



bir H komsulugu varsa (X, 7) topolojik uzaymma Hausdorff uzay: yada T

uzay: denir.

Tanim 2.22 : S,, n-boyutlu kiire olmak {izere;

f o Su\{p} — R”

(m17m27 "'7wn+1) = f ($1,332, "'7mn+1)

f(z1, 29,0y Tpy1) = (%1, 9y ey Tn)

1-Zpi1
bicimde tanimlanan doniiglime stereografik izdiigiim denir. Burada tanim-
lanan p = (0,0, ..., 1) € R noktasma S, kiiresinin kutup noktasi denir.

Ayrica f fonksiyonu bir homeomorfizmadir, (Munkres 1975).

Tanim 2.23 : () {izerinde “+” ve “” iki ikili iglem olsun. 0,1 € ) olmak
tizere agagidaki ozellikleri saglayan @) kiimesine bir kuasicisim (quasifield)
denir.

Q1. (Q,+); birim eleman: 0 olan bir gruptur.

Q2. (Q — {0},-) birloop tur. Yaniz € Qiginz-l1=2=1-zolupz — a-z
ve z — z - a doniigtimleri birebir ve ortendir. (a # 0)

Q3. “” igleminin “4” iglemi tizerinde dagilma 6zelligi vardir. Yani

z(y+z2)=zy+zz Vz,y,z € Q

Q4. Vz € Q icin Oz = 0 dur.
5. a # b igin

fa,b : Q - Q
r — axr—bx

toplamsal dontiglimii birebir ve 6rtendir.

()

Burada tamimlanan iglemine gore (Q, -) yapis: birlegmeli ise bu cebirsel

yapiya bir yaklagik cisim (nearfield) ad: verilir, (Salzmann vd. 1995).



Tanim 2.24 : S, R” uzaymun bir altkiimesi olmak lizere Vz,y € S ve
VYa € [0,1] igin az + (1 — )y € S oluyorsa S kiimesine konveks kiime
denir. Geometrik olarak S kiimesinin konveks olmasi, S de secilen farkli her

nokta ciftini birlegtiren dogru pargasinin yine S kiimesi i¢inde kalmasidir.

Tamm 2.25 : S konveks bir kiime ve f ise S kiimesi tizerinde ¢ok degiskenli
bir fonksiyon olsun. Vz,z' € S ve VA € [0, 1] i¢in
F(A=Nz+Az) > (1-A)f(2)+Af(z)
ise f fonksiyonu S {izerinde konkav,
FA=Nz+2g) < (1-X)f(2)+Af ()
ise f fonksiyonu S tizerinde konvekstir denir.
Tamim 2.26 : z = (z1,%2,...,Z,) olmak iizere ikinci mertebeden dife-

rensiyellenebilen n-degigkenli homojen f (21, zs, ..., 2,) fonksiyonu i¢in f nin

z noktasindaki Hessian’ 1,

[ foo (8) fom (@) - . foren (@) |

Joows () fozeo (T) + « . foga, (2)
H(z) =

_f:cnm () fonz (@) -« . fona. (‘B)_

seklinde tanimlanir. Ayrica fo.o; () = frq; () oldugundan f simetriktir.

Onerme 2.3 : S konveks bir kiime ve f ise S kiimesi tizerinde birinci ve
ikinci mertebeden stirekli kismi tiirevlere sahip ¢ok degiskenli bir fonksiyon
olsun.

a. f nin konkav olmas: i¢in gerek ve yeter kogul Vz € S i¢in H(z) in negatif

9



yarl tanimli olmasidir.
b. Vz € S i¢in H(z) negatif tauml ise f kesin konkavdir.
c. f nin konveks olmasi icin gerek ve yeter kogul Vz € S icin H(z) in pozitif
yarl tanimh olmasidir.
d. Vz € S i¢in H(z) pozitif tanumh ise f kesin konvekstir.
Tamim 2.27 : S, R” {izerinde bog kiimeden farkli bir kiime olmak tizere
f:S—R
fonksiyonu tanimlansin. f nin epigrafi
epigf ={(z,y) :z€S5,yeR f(z) <y}
seklinde tammlanan R™! in bir altkiimesidir.
Teorem 2.4 : S, R” in bog kiimeden farkli konveks bir altkiimesi olsun.

f 8 — R fonksiyonunun konveks olmasi icin gerek ve yeter kosul epig f
klimesinin konveks olmasidir.

10



3. TOPOLOJIK OTELEME DUZLEMLERI ve LINEER
DUZLEMLER

3.1 Stable Diizlemler

N ve L, elemanlarina sirasiyla nokta ve dogru denilen kiimeler olmak iizere
agagidaki aksiyomlar: saglayan M = (N,L) geometrik yapisina stable diiz-
lem ad: verilir.
SD1. Herhangi z, y € N igin z V y € L olacak gekilde bir ve yalmz bir
z V y dogrusu vardir.
SD2. N ve L uzaylar lokal kompakt Hausdorff uzaylan olup, értme boyut-
lar1 pozitif ve sonludur.
SDa3.

Vi WxM\AWN?) — [

(p,9) = pVg

A (LXO\AKLY — N
(K,L) — KAL

dontigtimleri siireklidir. Buradaki A (N?2) ve A (£?) kiimeleri

AWN?) = {(p,p) eN?:pe N}

ALY = {(I,L)yeL?:Le L}
seklinde tanimlanan kigegen altkiimelerdir.

M = (N,£) bir stable diizlem olmak ftizere, N nin her E acik altkiimesi
ile £ nin F ile en az iki noktada kesigen dogrularimn £ kiimesinden olusan
E = (E,£) geometrik yapisi yine bir stable diizlemdir. Her kompakt baglan-
tili projektif diizlem bir stable diizlemdir, (Stroppel 1992, Lowe 2001).
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Stable diizlemler arasinda izomorfizmler, nokta uzaylari arasinda tamm-
lanan ve dogrular1 dogrulara egleyen homeomorfizmler olarak tanimlanir.
Ayrica I € {1,2,4,8} olmak tizere N nin trtme boyutu 2I dir. £ dogru
uzay: ise N nokta uzayna lokal homeomorfik olup 6rtme boyutu 2! dir. £
nin her L dogrusu A nin kapali bir alt uzay1 olup boyutu ! := (dimN) /2
dir. p noktasindan gegen tiim dogrularm olugturdugu her £, resudal uzay:
bir kompakt baglantih homotopi I-kiiresidir, (Lowen 1983, Grundhofer vd.
1995).

Stable diizlemlere verilebilecek ilk 6rnek R, C, H ve O cisimleri yardimiyla
elde edilen klasik projektif diizlemlerin acik altgeometrileridir. Diger bir
ornek ise topolojik (=stable ) afin Steleme diizlemleridir.

3.2 Topolojik Oteleme Diizlemleri

(N, L, 0) bir afin diizlem olmak iizere N ve £ tizerinde;

Vi WxM\AW?) - ¢
(»,9) = pVgq

A (EXLNALYD) —» N
(K,L) — KAL

iglemleri siirekli olacak bicimde topoloji tammlansin. Bu durumda (N, £, o)
geometrik yapisina bir topolojik afin diizlem adi verilir. Ustelik A" ve
L uzerindeki topolojiler ne ayrik topoloji ne de ayrik olmayan topolojidir.
N?Z ve L2 tizerindeki topolojiler ise carpim topolojisidir. N nokta uzayi
(lokal) kompaktlik, baglantihilik,..vs gibi topolojik 6zelliklere sahip olmas:
durumunda, (N, £, o) topolojik afin diizlemi de bu 6zelliklere sahiptir denir.
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Topolojik projektif diizlem de benzer bigimde tanimlanir.

I € {1,2,4,8} olmak iizere nokta uzayr R? reel afin uzaym noktalari,
dogrulann R? nin 6telemeler altinda invaryant kalan [-boyutlu alt uzay-
larinmn £ kiimesi bigiminde tammlanan (R%, £) geometrik yapisina topolo-
jik Steleme diizlemi adi verilir ve Oklid’in paralellik postulat: saglamr.
Burada £ dogru uzaymin L, 1-demetinin biitlin elemanlarinin tiim afin
kosetlerinin kiimesine 6zdeg oldugu aciktir. Burada tanimlanan £, 1-demeti
agagidaki ozellikleri saglar.

i . L, bir yayihmdir yani Vp € R% — {0} icin p noktasindan gecen £,

m bir ve yalniz bir elemani vardir.

it. L, l-demeti, R% nin l-boyutlu tiim altuzaylarimn Grassmann mani-

foldunun kompakt bir altkiimesidir.

Boylece, R% nin I-boyutlu lineer altuzaylarimdan olusan £, ailesi kompakt
bir yayilimdir.

Tersine £,, R nin kompakt bir yayilim olsun. Bu durumda £ = £,
uzayl L, 1 biitlin elemanlarmin tiim kosetler kiimesi geklinde tanimlanir.
Boylece (R%, L) bir topolojik oteleme diizlemidir. R tizerindeki topoloji
alhigilmig topoloji, £ tizerindeki topoloji ise £, tizerindeki Grassmann topolo-
jisidir, (Salzmann vd. 1995, Lowe 2001).

Ornek 3.2.1 : Reel afin diizlem, iki boyutlu topolojik 6teleme diizlemidir.

Ayrica bu diizlem iki boyutlu tek topolojik 6teleme diizlemidir. Bu diizlem
tizerinde bir tek yayilim vardir.
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3.3 Lineer Diizlemler

Tanim 3.3.1 : N noktalar kiimesi ve £ ise elemanlarina dogru denilen
N nin altkiimelerinin bir sistemi olsun. p # ¢ 6zelligindeki Vp, q € N igin
po L ve g o L olacak gekilde bir tek L € L dogrusu varsa (N, L) ikilisine
bir bagh uzay denir. Agagidaki aksiyomlar: saglayan (N, £) bagh uzayma
bir lineer diizlem denir.

L1. N, F aykin cismi {istiinde bir vekttr uzayidir.

L2. Biitiin dogrular N nin afin altuzaylaridir.

L3. Kesigen iki dogru tamamlayici altvektor uzaylarmin kosetleridir.

Burada ki (L3) kosulu, z gibi bir noktada kesigen herhangi iki K ve L
dogrusu icin

N=(K-z)®(L—1z)

egitliginin saglanmasi anlamina gelir.

Literatlirde bagh uzaylar genellikle lineer uzaylar olarak adlandirilir. Bu-
rada ‘lineer’ teriminin kullanilmasimin sebebi bir vekt6r uzay1 yapisinin var-
higindan kaynaklanmaktadir. Bu yapimin diizlem diye adlandirilmasinin ne-
deni ise (L3) kogulundan kaynaklanir.

F Dbir cisim olmak {izere dimz = 2 i¢gin yukaridaki aksiyomlar saglamr. Bu
durumda 1-boyutlu her altuzay bu bagh uzayin bir dogrusu olup bdylece
(N, L) bagh uzay1 F iizerinde Dezargsel afin diizlemdir, (Lowen vd. 2003).

Onerme 3.3.1 : Bir lineer diizlem igin agagidaki kogullar denktir.
TP 1. Oklid’in paralellik postulat: saglamr yani (A, £) bir afin diizlemdir.
TP 2. L dogru sistemi 6telemeler altinda invaryanttir yani £+ N = £ dir.
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Ispat : £ dogru sistemi Gtelemeler altinda invaryant kalsm. z¢L olacak
gekilde z € N ve L € L secilsin. y ise L dogrusu tizerinde secilen bir nokta
olsun. L dogrusu z — y kadar &telenirse L + z — y = K biciminde yeni
bir K dogrusu elde edilir ve z noktas1 K dogrusu iizerindedir. Kabulden
dolay1 K € L dir. Burada z # y oldugundan K dogrusu ile L dogrusu
ayriktir. z noktasindan gegen diger biittin K' dogrular1 L dogrusunu keser.
Ciinkii (K — z) ve (K' — z) tamamlayic1 alt vektor uzaylar: olduguna gore
k—z+4+ k' —z =y — z olacak gekilde k € K ve k' € K' vardir. Buradan
y— (k—z) =k olup ¥ € LN K" olur. Sonug olarak z noktasindan gecen
L ye paralel tek dogru K dogrusudur. Boylece ispatin ilk kismi1 tamamlandi.

Tersine (N, L) bir afin diizlem olsun. L € Lvev € Nigin L+v € L
oldugu gosterilmelidir. L + v # L oldugu kabul edilsin. Bu durumda y € L
icin y+v = z noktasi L nin tizerinde degildir. (N, £) afin diizlem olduguna,
gére z noktasindan gecen L ye paralel birtek K dogrusu vardir. Ayrica
L+v C K dir. Kabul edelimki L +v ¢ K olsun. L dogrusu tizerinde
alinan bir z noktasi i¢in z 4+ v = z' denirse ' ¢ K olur. Bu durumda z
ve z' noktalarindan gegen bir W dogrusu vardir ki L dogrusunu w gibi bir
noktada keser. Halbuki, L. + v = L 4+ ' — z oldugundan z — y = z' — z dir.
Buradan z — ' = y — z olup =z — 2', W ye paralel ve y — z vektorti de L
ye paralel oldugundan W = L yada W{L olur. z € W ve z ¢ L oldugu
icin W = L olamaz. z noktasindan gecen L dogrusuna paralel tek dogru K
dogrusu oldugundan W||L olamaz. O halde L + v C K dir.

Yukaridaki ispata benzer olarak K — v C L oldugu gosterilirse L +v = K
egitligi elde edilir ve boylece 6telemeler altinda £ dogrular kiimesi invaryant

kalir.

Lineer diizlem olan afin diizlemlere afin teleme diizlemleri ad: verilir.
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(W, L) oteleme diizlemi tamamen orjinden gegen tiim dogrularm olugtur-
dugu £, 1-demeti tarafindan tanimlamr. Gergekten £ = L,+N dir. Clinki;
ze€LveleligmL—z¢elL,dir. (L—z)+2z=L—z+ z dogrusu
L, + N kiimesinin elemamdir. Yani L € £, +N dir. Buradan £L C L, 4+ N
dir.

Tersine L, +z € L, + N olsun. Buradan L, € £, ve L, C L dir. Halbuki
(N, L) steleme diizlemi oldugundan L, + z € £ dir.

1-demet; A nin ikigerli tamamlayici altvektor uzaylarmdan olugan ve N
vektor uzaymm orten A nin bir pargalamgidir.

Onerme 3.3.2 : (N, £) bir lineer diizlem olsun. Vv € A igin tanim-
lanan £, 1-demeti, ikigerli altvektor uzaylarindan olugan N nin bir £, — v
parcalanmasini tammlar ve ozellikle (N, £, + N) bir dteleme diizlemidir.

Ispat : (N,L,+N) geometrik yapisiin Steleme diizlemi olmas: icin
L, +N =L, + N+ N olmalhdrr. £, +z € L, + N olsun. N vektor
uzay1 olduguna gore 0 e N dir. L, +z=L,+z+0¢€ L, + N + N olup
buradan £, +N C L, + N + N dir.

Tersine £, +z+y € L, + N +N olsun. z,y € N olduguna gore z+y € N
dir. Buradan £, +z+y € £, +N olup boylece L, +N +N C L, + N dir.
Sonug olarak L, + N = L, + N + N egitligi elde edilir.

Farkli noktalar tarafindan tammlanan tteleme diizlemleri 6zdeg olup bu-

rada verilen lineer diizlemin kendisi bir 6teleme diizlemidir. Sonlu durumda

Oteleme diizlemlerinin diginda lineer diizlem yoktur.
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Onerme 3.3.3 : Her sonlu lineer diizlem bir afin 6teleme diizlemidir.

Ispat : (I3) aksiyomundan anlagildig gibi F cismi tizerindeki tiim dogru-
lar aym1 (sonlu) boyutludur. O halde hepsi n sayida nokta kapsar ve N, n?
noktaya sahiptir. Orjinden gecen dogrularin sayisi ise 1”3}11 = n+ 1 tanedir.
Orjinden gecmeyen fakat orjinden gecen n tane dogru ile kesigsen tek bir
L dogrusu vardir. Boylece L dogrusuna digindaki bir noktadan (orjinden)
bir tek paralel dogru cizilebilir. Onerme 3.3.1. den dolay: iddia dogrulamr,
(Lowen vd. 2003).

3.4 Afin ve Projektif Uzaylar

F bir (aykir1) cisim olmak tizere W, F cismi tizerinde n + 1 boyutlu (sol)
vektor uzay1 olsun. W nin biitiin altvektér uzaylarimn kafesi (lattice) n-
boyutlu projektif uzay olugturur. Bu uzay P (W) = P, F ile gosterilir.
W nin tiim &k + 1 boyutlu altvektor uzaylarimimn kiimesi Py, (W) ile gosterilir
ve bu kiimenin elemanlarima k-flat adi verilir. Y € P, (W) olmak tizere Y’
nin projektif boyutu k& dir ve prj boyY = k ile gosterilir.

F bir (aykir1) cisim olmak tizere V, F cismi tizerinde n-boyutlu (sol) vek-
tor uzay: olsun. n-boyutlu A (V) = A,F afin uzayy; V = Ay (V) vektor
uzayinin noktalar: ve tiim afin altuzaylarindan olugur. Afin altuzay; U <V
olmak tizere B = U + v ,(v € V) geklinde kosettir. Bu durumda U altuza-
yina B altuzaymin dogrultman uzay: denir ve bu uzay B ile gosterilir.
0 ve B yi kapsayan en kiictik afin altuzay (0 ve B nin gerdigi altuzay) ise B
ile gosterilir. V' nin tim k-boyutlu afin altuzaylarmin kiimesi ise Ag (V) ile
gosterilir. 1-boyutlu afin altuzaylar, lineer diizlemlerin dogrularimdan ayirt
edilmesi i¢in F-dogrular olarak adlandirilir.
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V = F* ve W = F**! olmak tizere A,F afin uzay1 P,F projektif uzayr
icine gomiiliir. H = F* x {0} € P,_1 (W) altuzay1 bir hiperdiizlemdir ve
F™ile Py (W) — Py (H) uzay1

Fr — Py(W)— Fy(H)

(a1,az,...,0,) +— F(a1,az,...,04,1)

seklinde tanmimlanan birebir, 6rten bir dontigiimle eglenebilir. Bu egleme al-
tinda F™ nin k-boyutlu her B afin altuzayma FPy(X) — Po(H) formunda bir
kiime kargilik gelir. Burada X € P, (W) tek gekilde tamimh olup X = B
ile gosterilir. A, F afin uzaymin P,F projektif uzay: icindeki bu gémiilme-
sine gore H ye sonsuzdaki hiperdiizlem denir. B, B ve H nin Py(W)
kiimesinin altktimeleri olarak diigtintilmesiyle B — B = B N H formunda
tiimleyen elde edilir ve By, ile gosterilir, (Lowen vd. 2003).
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4. SELF-ORTOGONAL YAYILIMLAR

4.1 Self-Ortogonal Yayilimlar

Tamim 4.1.1 : V| F (aykir1) cismi tizerinde bir vektor uzayi, S ise V' nin
afin altuzaylarimin olugturdugu aile olsun. S ailesi agagidaki aksiyomlar:
saglhyorsa S ye V vektor uzay: tistiinde bir yayilim denir.

S1. [S| > 3 tiir.

S2. U #W ozelligindeki VU, W e Sicm U W =V

S3. Sifirdan farkli her v € V noktas1 S nin bir ve yalmiz elemamn tizerindedir.

Bu caligmada ele alinan diizlemler lokal kompakt baglantili afin Gteleme
dtizlemleridir. Boyle bir diizlemi olugturmak icin R% uzay: icinde bir yayili-
ma, ihtiyag duyulur. Olusturulan diizlemin noktalar1 R? uzaymm nokta-
lar1, dogrular ise yayilim elemanlarinin Stelenmesinden olugur. Diizlemin
topolojik gereklilikleri saglamasi icin (kesigim ve birlegimin siirekliligi) gerek
ve yeter kogul S yayihmnin, R? uzaymin biitiin I-boyutlu altuzaylarimn
Grassmann manifoldunun kapali bir altkiimesi olmasidir. Bu durumda S
yayilim S; kiiresine homeomorftur. Burada [/ nin alabilecegi degerler 1,2, 4,
ve 8 dir. Her kompakt yayilim aym zamanda bir dual yayithmdir. Bagka
bir ifade ile R* uzayinin herbir lineer hiperdiizlemi S yayihmmin tam olarak

bir elemamim igerir.

Tanim 4.1.2 : R? vektér uzay: iginde S yayihmu icin S = S* egitligi
saglaniyorsa, S yayilhmina self-ortogonal yayilim denir ve bu yayilimin
ortogonali

St={K<R*:K 1L,6VLeS}
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seklinde gosterilir.

Bu durumda S yayilim: yardimiyla olugturulan diizlemler kendi transpozuna
izomorftur. Reel, Kompleks, Kuaterniyon ve Oktanyon diizlemleri klasik
yayilimlar olup bu yayihimlar self-ortogonaldir.

R? = R! x R! uzaymndaki bir yayihm genellikle Grassmann koordinatlar:
ile verilebilir, yani ! x [ tipindeki matrisler kiimesi M olmak tiizere yayilim
dogrular:

V=0xR
geklindeki dikey dogrulardan ve M € M olmak {lizere
Ly = {(z,Mz) : z € R}
formdaki dogrulardan olugur. M = [a;;],,, olmak tizere R* uzaymdaki
Ly = {(z,Mz) : z € R}

yayilim elemani bir /-d{izlem olup bu dogrunun noktalan,

4 _ . \
( I a1 Qi . . . 4qg Iy
T2 d21 Q22 . . . Qg T2
(z,Mz) = ,
\ T apn @i . . . Gy Ty }
( T1 01121 + G122 + ... + Ay \
To a91%1 + Qoo + ... + a1
= )
\ 7] anzy + aps + ... + apy }
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egitliginden

Uy = I

Ug = X9

U = X

U1 = G11%1 + 1222 + ... + a7y
Ul+g = 0A21271 + Q99T 9 + ...+ aqxy
Uy = auTy+ apry -+ ...+ agx;

bi¢iminde R% uzaymn noktalar: elde edilir.

R? uzaynda I-diizlemlerin ortak noktast (uy,us, ..., uy) olsun.

Uz = %
Ug = Y2
Uy = U

U1 = buyr +bioye + ... +buy;
U = bory1 + bt + ... + byy

uy = by +bpye + ...+ byy

21



olup buradan 1 < i <[ igin z; = y; dir. Ayrica x; = y; oldugundan

anty + aye + ... tauy = by + dbioys + ... + buys
a1yt + GooYa + ... H oy = boryr + baoyo + ... + by

a0y + agey2 + ... +axyy = buyr + by + ... + buys

esitligi elde edilir. Buradan

(@11 — b)) y1 + (@12 —big) o+ ... + (au —bu)yy = 0O
(@o1 —bo1) g+ (aze — b)) o+ ... + (@ —ba)yy = 0O

(an —bi)yr + (e — b)) yo + .. +(ay —by)yy = 0

homojen lineer denklemi elde edilir. Katsayilar matrisinin determinantinin
sifirdan farklh olmasi durumunda y; = 0 olup bu ise u; = 0 olmasim gerek-

tirir, (1<4<1 , 1<j<2).
Bu yayiim Sy ile gosterilir. M matrisinin transpozu M®, adjointi ise
(M*)™" = M* olmak iizere V = L ve L, = L_y. dir. Qunkt
Lo ={(z,02) : z € R*}
dir. Bu durumda
L()L = {(O,y) 1y € R’}

olup buradan V = L esitligi saglamr. Ly, yayilim elemammin ortogonali

ise
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((z,Mz),(y,—M*y)) = (z,9) +(Mz,—M"y)
= {(z,y) — (Mz, M*y)
= (z,9) — (M "Mz,y)
= (z,9) — (z,9)
= 0

egitliginden L_ s« dir.

Lemma 4.1.1 : M kiimesi tarafindan tammlanan Spq yayilminin stan-
dart skalar carpuma gore self-ortogonal olmasi icin gerek ve yeter kosul M

nin sifir matrisini kapsamas1 ve VM € M igin
. -1
M=~ ()

olmasidir, (Lowe vd. 2000).

ispat : M kiimesi tarafindan tammlanan Sy, yayilmm standart skalar
carpima gore self-ortogonal olsun. V = 0 x R! dogrusu bir yayilim ele-
mamdir. Sy = Sy oldugundan dolayr V* = Lo = {(z,0z) : z € R'} € Sy
olup buradan 0 € M elde edilirc. Ly, € Sy olsun. Yayihm self-ortogonal
oldupu icin Li; € Sy dir. Lj; = L_jp+ olduguna gore sifirdan farkl her
M e M*igin —M* = — (M) dir.

Kargit olarak M kiimesi sifir matrisini kapsasm ve VM € M matrisi icin
—M* = — ((M)t)~1 olsun. V=0 xRl € Sy olup V+ =R x 0 dir.

Vi = R'x0
= {(z,0z) : z e R}

oldugundan V+ = Ly € Sy dir, (0 € M).

23



L € Sp olsun. VM € M — {0} igin —M* = — ((M)") " oldugundan

((ZB, M"B) 3 (y7 _M*y»

fl

(ZI), y) + (M:U, '—M*y>
= (a:,y) - <M:B, M*y>
= (z,y) — (M Maz,y)

= <ZB, y) - <m7y>
= 0

dir. Boylece yayilim standart skalar carpima goére self-ortogonaldir.

Ornek 4.1.1 : Klasik olmayan lokal kompakt baglantih afin Gteleme diiz-
lemine ilk 6rnek Betten tarafindan verildi. A = Ay diizlemleri

f:]0,00[ — ]0,00]
geklinde tanimlanan birebir, 6rten, monoton siirekli f doniigtim{ine baghdar.
Yayilim elemanlarinin Grassmann koordinatlari

a b
—f@2+¥)b f(a®>+b?)a

formundaki matrislerdir. Burada lemma 4.1.1’in saglanmasi i¢in gerek ve
yeter kogul f fonksiyonunun simetrik olmasidir. Buradaki simetri Vr > 0
i¢in f (%) = f_(lﬁ olmasi anlamindadir. Bu durumda yayihm standart skalar
carpima gore self-ortogonaldir, (Lowe vd. 2000).

ispat :

a b
—f(@+)b f(a®2+b%)a

matrisi igin

24



-1

1

—(H) = - § s |
—f@2+¥)b f(a®+b)a

o @+ |
—b —f(a®+b})a

—f(@+t)a —f(a2+b2)b]

1
[CEDYICEED) [ ; _a

{ ; - ]
— a24b? a2+-b?

b —a
@D @ @D @)

dir. Burada ¢ = =% ve d = 7 eitlikleri kullamlirsa matris

c d
—f(E+d)d f(E+d)c
formuna doéniistir ve
wfem = @+ @) ey = 4 (@ + 8
egitlikleri elde edilir. Boylece
= J(E+d)

= f(zw)
olup f simetriktir.

Burada (z,y) standart skalar carpim gosterirken 21 x 2l tipinde pozitif
tamml, simetrik A matrisi yardimiyla tanimlanan skalar carpim ise (z, Ay) 4
bigiminde gosterilir. Bu i¢ ¢arpim
{,)4 : RExR* — R
(z,y) = (Gal@y) = (2, Ay)y
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biciminde tanimhdir.

Lemma 4.1.2 : (z, Ay) , skalar carpimima gore S+4 = A71S+ dir. Ogzel-
likle § yayilimimin bu skalar ¢arpima gore self-ortogonal olmasi igin gerek

ve yeter kogul AS = S+ olmasidir.

Ispat : Ispatin ikinci kismimin gosterilmesi icin oncelikle A matrisi yardi-
miyla tammlanan skalar carpima gore S yayiliminin ortogonalinin A—1S+
oldugu yani §+4 = A~18* oldugu gosterilmelidir.

L' € 84 olsun. Bu durumda S yayilhminmn &yle bir L elemam vardir
ki, L elemanmm { , ) , skalar carpimina gore ortogonali L4 dir. O halde
L' = L*4 dir. L nin dogal i¢ carpima gore ortogonali L+ olsun. Bu durumda
AL € A718* olur. u € Lt olmak tizere v € L icin

(A u,v), = (A'u, Av)
= (A'A7u,v)
= (AAlu,v)
= {(u,v)

=0

dir. Boylece teoremin ilk kismi ispatlandi.

S yayihm A matrisi yardimiyla tanimlanan skalar carpima gore self-ortogo-
nal olsun. Bu durumda 8§14 = § dir. Lemmanin ilk kismindan elde edilen
Sta = A718t eitligi kullamlarak S = A~'S* bulunur. FEgitligin her iki
tarafi A matrisi ile soldan carpilirsa AS = S+ elde edilir.

Kargit olarak AS = S olsun. Yine S14 = A~1S* egitligi kullamlarak
AS = St oldugundan 14 = A~1AS = S elde edilir.
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4.2 Yayilimlarin Izomorfizmalar:

Burada amag¢ izomorfizmlere nazaran, acikca belirtilmeyen skalar carpima,
gore yayilimlarmn self ortogonalligi icin gerek ve yeter kogul elde etmektir.

Tanim 4.2.1 : S ve 7; R% {izerinde iki yayihm olmak tizere R* nin S
yi T ye egleyen tersinir bir o lineer déntistim varsa R? {izerindeki S ve 7
yayihmlari izomorfiktir denir.

Ornek 4.2.1 : Keyfi bir Sy yayihmu icin
ar : R® 5 R%
(zy) — oz(z,y) = (y,Fz)

lineer doniigtimleri birer izomorfizma olup Sy & S_p-1 dir.

o doniigtimii lineerdir. Aym zamanda ker o = {0} oldugundan o déniisii-
mii birebir olup dolayisiyla 6rtendir. O halde o lineer dontigtimii tersinirdir.

a_ lineer doniiglimiinde R? = R! x R’ uzayindan secilen (z,%) eleman:
igin;
o (.’171,:132, ceey :1721) = (:Bl+1,:8l+2, veey Loy — L1y — T2y eeey ——ml)

olup buradan

a_ (e1) = —leys
a_ (62) = —lel+2
a_(eg-1) = ley
o (621) = 161



elde edilir. c_ lineer doniigtime kargilik gelen matris

C— Ot Lisa

-1 0
Ixl (5 2%l

matrisidir. Boylece Syy = S_m+ yayihm daima Spse transpozuna, izomor-

fiktir. M = [ay];,, olmak tizere M* matrisiyle tammlanan yayilim elemam
Lyt = {(z,M'z) : z € R}

seklindedir.

Ty

Zg

I

Ot L1 !
Clye = Tl e
=i

—1 0

Ixl Ix1 2%l ;
Zaizxi
i=1

1

A4
L Z-:].

4%
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I
Zaﬂwi

=1

l
Zaizivi
i=1

l
—_ Eauwz'
=1

—T
b : - 2[x1

olup

l l ! I
<(Zaﬂmi, Zaiga:z-, g x(l_l), —ml) 3 (:1:1, ceny Zalia:z-, cany Zali:ri) > =0
=1 i=1

i=1 i=1
dir. Boylece Sxy = CSps: olup, Sy yayilimi Sy transpozuna izomorfiktir.

Geometrik olarak «_ doniligtimii yayilim elemaninin birinci agilortay dogru-

suna gore simetrisinin yatay dogruya gore simetrisidir.
Tanim 4.2.2 : (Yayilimin duali) S C Gy olmak tizere S, V = R?
uzaymin kompakt bir yayilimi olsun. V' nin dual uzay:
V*={f*: f*:V — R lineer doniigiim}
geklinde tammlanir. V* dual uzaymmda S° kompakt yayilim ise;

L*=A{f"ev:f(L)={0} , Le &}
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kiimelerinin olugturdugu ailedir. Bu gekilde tanimlanan L° kiimesine L

yayilim elemammn sifirlayanlar (annihilatorler) kiimesi denir.

Teorem 4.2.1 : V = R? uzaymm kompakt bir S yayihmi igin V' vek-
tor uzaymun her lineer hiperdiizlemi S yayilimin bir ve yalniz bir elemanim
kapsar, (Salzmann vd. 1995).

Ispat : S° nin elemanlar: da ikigerli tamamlayici olup I < V oldugundan
boyL + boyL°® = boyR? oldugundan boyL°® = [ dir, (Hacisalihoglu 1982).
Her L2, L§ € S° igin L{ N L§ # ¢ dir. Ciinkii {0} € L§ N L dir. L° < V*
oldugu gosterilirse ispat tamamlanir.

Ik olarak Vf*,g* € L° icin f* + g* € L° oldugu gosterilmelidir. f*,g* € L°
ise f*(L) = {0} ve ¢* (L) = {0} duwr. Bu durumda f* (L) + ¢g* (L) = {0}
dir. Fonksiyonlarmn noktasal toplama ozelliginden (f* + g*) (L) = {0} olur.
Yani f* + ¢* € L° dir.

Vf* € L° ve Ve € R i¢in cf* € L° olmalidir. (¢f*) (L) = ¢f* (L) = {0}
olur ki buradan L° kiimesi V* dual uzaymn bir altuzayidir.

boyV* = boyR* olup, Ly < V* ve L < V* oldugundan L{ + L < V*
dir.

boy (Lg + L) = boyLg + boy L3 — boy (L N L2)

oldugundan LNLj = {0} dir. Gergekten f* € L{NL3 icin f* € Lg, f* € L§
olup boylece f* (L;) = 0 ve f*(L;) =0. Buradan f*(L;)+ f*(L;) =0 dur.
J* lineer oldugundan f* (L; 4+ L;) = 0 olur ki buradan f* = 0 dir.

T : S — 8°
L — Ir°
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seklinde tanimlanan 7 fonksiyonu bir homeomorfizmadir. Oncelikle 7 fonksi-
yonunun birebir oldugu gosterilmelidir.

L1 # Ly igin 7 (L1) # m(Ly) oluyorsa 7 fonksiyonu birebirdir. L; # Lo
icin 7w (L) = 7 (Lg) olsun. 0 # f € LS olmak lizere f € L3 dir. Boylece
f(Lg) = 0 dir. Buradan f (L1) + f(L2) = 0 olup f(L; + Lg) = 0 olur ki
bu ise f = 0 oldugunu gosterir. Halbuki 0 # f idi. Bu bir celigki olustur-
dugundan 7 fonksiyonunun birebirdir. O halde boyS° = boyS oldugundan
7 ortendir. Ayrica 7w fonksiyonu stireklidir, (Kiihne ve Lowen 1992).

Sonug olarak 7 bir homeomorfizmadir.

Onerme 4.2.2 :

a. Keyfi bir skalar carpima gore self-ortogonal yayilim kendi transpozuna.
izomorfiktir.

b. Kargit olarak Sjs yayilimi kendi transpozuna BSy, = Spy biciminde
izomorfik olsun. {z, Ay) skalar carpiminmin Sy, yayilimm self-ortogonal yap-
masi i¢in gerek ve yeter kogul A~1CB nin Sy yayiliminin bir otomorfizmas:
olmasi yani A~'CBSu = S olmasidir.

ispat :
a. Lemma 4.1.2 de ispatlandi.
b. Lemma 4.1.2 deki AS = St egitligi kullanilarak

ASpy = 8}, = CSpe = CBSp
bulunur ve buradan egitligin her iki tarafi A~! matrisi ile carpilirsa
Sy = A'CBS M

elde edilir.
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4.3. Kuaterniyonlar

Tamm 4.3.1 : (R, +, ) reel sayilar cismi olmak tizere
Q ={(a1,a2,a,3,a,4) 1a; € R ) i= 1727374}

kiimesi tanimlansin. ¢ = (a1, a2, 03,a4) ve b = (by, ba, bs, bs) olmak iizere
(R, +,-) cismi lizerinde tanimlanan toplama ve ¢arpma iglemleri yardimiyla
Q kiimesi tizerinde
® : QxQ — Q
(a,0) = @®(a,b)=a®b

©: QxQ - Q
(a,b) +— ©(a,b)=a®b

adb = (a1 + by, as + be, ag+ bs, a4+b4)

a®b = (a1by — asbs — agbs — asby, a1bs + ashy + azby — aqbs,
a1bs — asbs + azby + ashy, a1by + asbs — agby + a4br)
gseklinde @ ve ® iki ikili iglem tanimlanmirsa bu durumda (Q, ®, ®) cebirsel
yapisi bir boltimlii halka olup bu halkaya kuaterniyonlar halkasi denir.

Bu halkanin elemanlarina da kuaterniyon adi verilir. a = (a1, a2, as, a4)

kuaterniyonu
1 = (1,0,0,0)
i = (0,1,0,0)
= (07 07 17 O)
k = (0,0,0,1)
olmak tizere

a = a1l + agi + azj + ask
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bigiminde de gosterilir. Bu boliimlii halkanin toplamsal birimi 0 = (0,0, 0, 0)
ve garpimsal birimi ise 1 = (1,0,0,0) dir. a € Q olmak {izere a kuaterni-

yonunun eglenigi

K : Q — Q

(a1,a2,a3,a4) — K (a1,a2,a3,04)

K (a'la a2, 4g, a4) = (alv —ag, —as, _0'4)

seklinde tanimlanir ve
K(Aa+pb) = AK (a)+ pK (b)
K(K((a) = a
K(a®b) = K(a)®K(b)

Ozelliklerini saglar.

a € QQ olmak lizere a kuaterniyonunun normu ise
N : Q — Q
(a1,02,03,a4) +— N (a1,03,a3,04)
N (a3, az,03,04) = a® + a3 + ag + a2
geklinde tanimlanir. Norm fonksiyonu
N(a®b) =N (a) ® N (b)

geklinde © iglemini korur.

a € Q olmak tizere a kuaterniyonunun tersi

()yt: Q{0 - Q- {0}

(alaa'2aa'37a4) = ( )_1 ((11,(12,03,0/4)
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K(ala ag, as, 04)
N (a'la a2, 43, (14)

( )—1 (a17a27a37a4) =

geklinde tanimlanir. Bu ¢ahgmada a kuaterniyonunun eglenigi @, normu |a]
ve tersi ise a~! ile gosterilecektir. Q kiimesinden, birer 6zel hal olarak R
reel sayilar kiimesi, C kompleks sayilar kiimesi ve ti¢-boyutlu R3 vektorler
kiimesi elde edilebilir, (Hacisalihoglu 1983, Kaya 1992).

Ornek 4.3.1 : | = 4 olmak {izere R* tizerinde

Qoxz = 0
ezep(al) a#0

seklinde bir ¢arpim tammlansin. Burada z-y ; R* = H tizerinde kuaterniyon

aozx = a-¢(la|)

carpimi gosterirken
© : ]0,00[ — SpingR

doniiglimii ¢ (1) = 1 egitligini saglayan siirekli bir donfistimdiir. SpinzR
kiimesi normu 1 olan kuaterniyonlar grubudur. ¢ doniiglimii yardimiyla
dogrular:

{aoa::mG]R4}

geklinde olan S, yayilimi tanimlanabilir. Burada tanimlanan ¢ déniigtimii-
niin garpimsal homomorfizma olmasi durumunda R* uzay1 bu ¢arpimla bir-
likte bir yaklagik cisim olur. Izomorfizmlere kadar biitiin yaklagik cisimler

0. (t) = t7TeC<H 0<reR

geklinde elde edilir. » = 0 olmas: durumunda kuaterniyonlari, 7 > 0 olmasi
durumunda ise 6z (proper) yaklagik cisimleri verir. Bu tip yayilimlarm or-
togonallik ozellikleri oldukca farkhdir, (Lowe vd. 2000, Salzmann vd. 1995).
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Teorem 4.3.1 :

i. ¢ donligtimi stirekli ise, S, yayiliminin standart skalar carpima gore self-
ortogonal olmas: igin gerek ve yeter kogul her ¢ elemam icgin ¢ (t) = ¢ (%)
olmasidir.

i1. Her 6z (proper) yaklagik cisim diizlem yayilimi kendi transpozuna izomor-
fiktir, fakat keyfi bir skalar carpima gore self-ortogonal degildir.

ispat:

1.
T — aocx

déntigtimleri S, yayilhminin Grassmann koordinatlar: olacak sekilde mat-
rislere ayrigtmnlabilir. K, (z) == ¢ (o)™ -z - ¢ (la]) ve A (&) == a -z
egitliklerinden a o z = \,K, (z) elde edilir. R* uzaymimn dogal tabam

o= {17i7j7k}

olmak {izere

Ke(1) = 1
Ko() = i
Ko(j) = cos2(rln|a])j—sin2(rin|a|)k
Ko (k) = sin2(rlnla|)j+cos2(rln|al) &k

olup K, doniisiimiine kargiik gelen matris

10 0 0

01 0 0

0 0 cos2(rlnja]) sin2(rln|al)
0 0 —sin2(rlnja|) cos2(rlnja|)
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geklindedir. Bu matrisin transpozu ise

10 0 0

w0t 0 0
0 0 cos2(rlnja]) —sin2(rin|a|)
| 0 0 sin2(rlnfal)  cos2(rln|al) |
dur.
o [ cos2(rlnjal) sin2(rlnla|) |
—sin2(rlnja]) cos2(rln|a|)
ve ] )
Do —cos2(rln|a|) —sin2 (rln|al) ]
| sin2(rlnjal)  cos2(rlnlal) |
olmak {izere,

ke = | 2%
0, C

:[2 0,
0, D
=1

oldugundan ((K,)")™" = (K.)* = K, dir. O halde K, doniistimii or-
togonaldir. Ayrica a* ile a elemammn egleniginin tersi gosterilmek iizere
(Aa)) o (Aa)" = Ao+ dir. Ciinki A\, dontisiimiine karsihk gelen matris

M(l) = a1+ agi+azj+ak
Ao (1) = —ag+aii+ayj —ask
A (J) = —ag— a4+ a1j+azk
Ao (k) = —as+asi—asj+ark

olmak tlizere
ay —Gz —aGz —ay4 W
ag 1 —04 az

as a4 a; —ao

L0»4 —ag ay a1



Ayrica

= —(a-2)

= —a-z

Aq (2)

oldugundan — A, matrisinin adjointi yerine A_, matrisinin adjointi hesaplana-

bilir. O halde bu déniigiime kargilik gelen matris

Ao(l) = —~a3—agi—agj—ask
Aa(?) =  ag—a1i—agj+ask
Ao (j) = astagd—aj—ask
Aa(k) = a4—asi+agj—ark
olmak {izere
[ —a; ay a3 a4 ]
A — —ay; —a; a4 —ag
—a3 —as4 —a; G
| —a a3 —ay —ay

olup bu matrisin transpozu ise

Qg

()\—a)t =

as

Gy

G4

—ag —a4
—Qy as
—a; —Qy

as —ai

matrisidir. Ayrica A_,« doniiglimtine kargilik gelen matris,

A (1) = —Ta% — ﬁagz’ - I—}z—[agj Tal Lask
Ao (1) = ﬁaz [a[ Layi — lal @04 + 7 Lagk
Aor () = [yas + i — goud — grazk
Ao (k) = ﬁag + i — F.lq"’lj — ri,azk
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olmak tizere

1 1 1 1
% Ta[®2  [a® g%
1 1 1 1
— = = =Qy —=a
Age = o] 2 la] 1 o] 4 la] 3
—La La, —La La
la] 3 Ja] 4 o] 1 o] 2
1 1 _1 1
| "% T[98 TTa[%2 "% |
matrsidir. Buradan
—ay [(25) as (17} —Q1 —Qy9 —Aa3 —Q4
1| ~% —a1 G4 —03 Gz —ap —a4 ag I
Tal = 1y
—ag —a4 —a1 ao as ay —ap —ag
—Q4 ag —ag2 —a as —ag ay —ay

olup A_gr = ((—Aa)?) " = (=A)* dir. O halde,

— k)t = — (kD))

= — (k)

= — (007 ™)
= —(Aa)* (’Ca)*

= Ak,

olur. Bu yayilimin self-ortogonal olmas: i¢in yayilirmn kendi ortogonali ile
cakigik olmasi gerekir. Bu durumda

MKy = A_pr Ky

olacak gekilde b € R* kuaterniyonlar: bulunmahdir. A\ = A_g+ K, egitligi-

nin saglanmasi ile
NI = KKt

egitliginin saglanmasi denk 6nermelerdir. Bu egitlik ancak her iki tarafinda
birim doniisiim olmasi durumunda saglanir.
Nle () = —bla*z

KK (@) = ()™ ¢ (lal) -z o (a)™ - o (Jo))
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esitliklerinde zel olarak z = 1 almirsa ¢ (|b]) - ¢ (Ja|) ™", SpingR grubunun
{1, —1} merkezine aittir. Boylece gerek ve yeter kogul —b~'a* = 1 olmasi
ve ¢ ([o]) = +¢ (|a[)dir. Ayrica

—bla*=1 = -blal=1
oldugundan —b~! = @ elde edilir. Her iki tarafin normu ahmnirsa
(57 = |- = fal = lal

egitligi elde edilir. Ayrica

_1 _ b _h._ﬁ.ﬁb

b = 11‘1# Bt~k
2B 8,8
= wtert et

= (07 + 05+ 83 + b))

= [o]”

oldugundan [a| = [6] ™" dir. O halde —b~'a* = 1 olmas1 |a| = [b|™" esitliginin
saglanmasim gerektirir. Burada elde edilen gerek ve yeter kogulun saglan-
mast durumunda p(t) = ¢ (¢) /o (t7!) seklinde stirekli bir doniigtim elde
edilir ve bu dontigim {1, -1} de deger alir. Boylece p(t) = p(1) = 1
saglanmig olur.

1. ¢, tarafindan tanimlanan yayilim S, olmak tizere;

AaKa)' = KEX
= K:; 1/\5
olup bu dénitigtim
AaKo)t @ R* — RE

z = (AKo) (2) = o az|al™
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seklinde tanmimlidir.
b= laf" ala| "

olmak tizere egitligin her iki tarafimin normu alimirsa |b] = [@| = |a| elde
edilir. Boylece

|a|iram lal——ir =b |blz'r$ Ibl—i’r
esitligi yazilabilir. Bu ise 1/¢, = ¢_, doniigtimiine gére S_, yayiliumdir.

Boylece S, yayilimimmn transpozu S_,. dir.

Yaklagik cisim olma durumunda yayilim, yayihm matrislerinin inversiyon-
lar1 altinda degigmez kalir. Ciinkii yaklagik cisim ¢arpim grup formundadir.
Daha acikca

u, : R* —» R*
T +— p,(z) = aorx
doniigimiiniin tersi
y > lal” alylal "
geklindedir.
e=lof"a ol
olmak tizere gortintti ¢|a|” y|a| ™ olur. Bu ise c o, y ye egittir. Ctinkd

er (Ie) = ¢, (lal ™) = (¢ (lal)) ™

dir.
1 0 0 O
0 -1 0 O
H=
0 0 1 O
0 0 0 -1




geklinde tanimlanan kodgegen matris icin bu matrise kargihk gelen lineer

dontigtim, = = (z1, Ts, T3, T4) € R* olmak iizere

H[z], = [a ()],

egitliginden
1 0 0 0 z1 zy
0 -1 0 0 ) —Z2
0 06 1 0 z3 z3
0 0 0 -1 T4 —Z4
olup

« (mla T2, T3, .’174) = (mlv —&g, T3, —56'4)
geklindedir. Ayrica

—jxj = —j(@1 + 228 + x35 + 24K) ]
= (—x1] + ok + 23 — T43) J
= I —$2i+$3j ~$4k

= (xla —Z2, T3, —584)

oldugundan o (z) = —jzj yazlabilir. O halde
B = Diag(1,-1,1,-1,1,—-1,1,-1)
kosegen matrisine kargihik gelen lineer déntigtim,
B [(z.y)], = [8(z:9),
egitliginden

B : RExR* - R*xR*
("Bay) = (_.756.77_.73/.7)
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geklinde tanimlanir. Burada u = —jzj ve b = —jaj denirse

JwJ,—Jalal Iali’j)
u,b(—3) |a|™ ju (=) |a" j

u,b(=jla ™" 5) u(~lal"j))

= (u,blol"ulo[™)

ﬂ(waaorm) =

I
/—\/\/\

= (u,bo_,u)

Boylece 3 bir izomorfizmadir yani BS, = S_, = S dir.

Eger S, yi self-ortogonal yapacak gekilde bir skalar ¢arpim varsa lemma 4.1.2
geregince AS, = S olacak gekilde pozitif tanimli, simetrik bir A matrisi
vardir. AS, = S+ ve BS, = S+ oldugundan bu iki egitlikten AS, = BS,
elde edilir. Boylece A~'BS, = S, olup A~'B, S, nin bir otomorfizmas: olur.
D; bilegenleri pozitif olan kigegen matris, ) ise ortogonal matris ve D ile
Q) nun her ikiside otomorfizma olmak tizere S, yayilimimin otomorfizmalar:
DQ formundadir, (Salzmann vd. 1995). Simetrik pozitif taniml bir matrisle
ortogonal bir matrisin carpimi, tersinir bir matrisin polar ayrigimmin tek-
ligine benzer olmasmdan dolay1 A~' = D ve Q = B dir. Burada Q matrisi
otomorfizma oldugundan ve B matrisi otomorfizma olmadigindan Q = B
esitligi saglanmaz, yani bu yayilun keyfi skalar carpima gore self-ortogonal
degildir.
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5. BIRIMLIK, OVOID ve KABUK

5.1 Birimlikler

Tamim 5.1.1 : P = (N, £, 0) bir projektif diizlem ve U ise projektif diiz-
lemin nokta kiimesinin bir altkiimesi olmak {izere, projektif diizlemin tiim
dogrular ile arakesiti 0,1 veya n noktadan ibaret olmak {izere ve Vp € U
icin p noktasindan bir ve yalniz bir teget dogru gececek sekilde tanimlanan
U kiimesine sonlu tipte birbirimlik adi verilir. Burada n sabit bir say:
olup n = 2 igin bu birimlige oval denir, (Immevoll 2001).

Tanmim 5.1.2 : P = (N, L, o) bir projektif diizlem olmak {izere P pro-

jektif diizleminin bir polaritesi
T N - L ve 7w : L = N

seklinde tanmmlanir ve 72 birim doniigtime 6zdeg olup ftizerinde bulunma
bagntisini korur. Yani Vp € N ve VL € £ igin

pol & m(p)om(L)

dir. p noktasi 7 (p) dogrusu iizerinde ise p noktasina bir mutlak nokta
denir. Birimlige hemen verilebilecek bir 6rnek Dezargsel projektif diizlem
i¢ginde liniter polaritenin mutlak noktalar: ve mutlak olmayan dogrularindan
olugan bir kiimedir. Klasik kompakt projektif diizlemler {istiindeki gesitli
polaritelere kargilik gelen birkag miimkiin boyut vardir, (Salzmann vd. 1995,
Dembowski 1968).

Klasik projektif diizlemlerde stirekli polaritelerin mutlak noktalar kiimesine
klasik birimlikler adi verilir.
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Tanim 5.1.3 : P = (N, L,0) bir kompakt, baglantih projektif diizlem
olsun. N nokta uzaymin agagidaki aksiyomlar: saglayan U altkiimesine bir
birimlik ad1 verilir.

i. Vz € U icin z noktasindan gegen bir tek teget dogru vardir.

2. U nun her bir kesen dogrusunun U ile olugturdugu arakesit kiimesi Si
kiiresine homeomorftur. Buradaki k sayst sabittir, (Immervoll 2001).

Tanim 5.1.4 : Gomiilmiig bir U birimligine bir tefet demek U birimligini
tam olarak bir noktada kesen dogru demektir. p noktasindan gegen biitiin
tegetler birimlige dogrudag noktalarda degerse gomiili birimlik p ¢ U nok-
tasina gore diiz ayaga sahiptir denir. U birimligi her p € L\ U i¢in diiz
ayaga sahipse U birimligi L dogrusuna gore diiz ayaga sahiptir denir.

Sonlu projektif diizlemde U birimligi her p ¢ U noktasina gore diiz ayaga
sahipse U birimligi bir hermityen egridir, (Thas 1992). Burada ele alinan
diizlemler lokal kompakt baglantih afin 6teleme diizlemleridir. Boyle bir
dtizlemi olugturmak i¢in R? uzay: icindeki bir yayilima, ihtiyac duyulur.

Bir lokal kompakt baglantili A afin 6teleme diizlemi, bir S yayilim ile bir-
likte alnan R? nokta kiimesiyle birlikte incelenecektir.

Tanim 5.1.5 : U noktalarin bir kiimesi, L ise .A diizleminin bir dogrusu
olmak {izere L N U kiimesi bog kiime ise L dogrusuna U kiimesinin bir dig
dogrusu, L N U kiimesi tek elemanh kiime ise L dogrusuna U kiimesinin
bir teget dogrusu, L NU kiimesi birden fazla elemanh olmas) durumunda
ise L dogrusuna U kiimesinin bir kesen dogrusu denir.

Bu ¢ahgmanmm bundan sonraki kisimlarinda 6zel bir birimlik tipi olan tamam-



layic1 boyutu (codimension) bir olan birimlikler incelenecektir.

Tanim 5.1.6 : U, R nin bir altkiimesi olmak {izere agagidaki aksiyomlar
saglayan U kiimesine tamamlayici boyutu bir olan birimlik yada kisaca
hiperbirimlik adi verilir.

U1. U kiimesinin her noktasi bir ve yalmz bir teget tizerinde bulunur.

U2. U kiimesi, boyutu 2[ — 1 olan Sy_; kiiresine homeomorftur.

U3. L dogrusu bir kesen ise; L N U kiimesi, S;_; kiiresine homeomorftur.

Afin tteleme diizlemlerinde hiperbirimlik 6rnekleri elde etmek oldukga ko-
laydir. Ornegin R? afin 6teleme diizleminde her gember bir hiperbirimliktir.
Cemberin her noktas: bir ve yalniz bir teget tizerinde bulunur ve diizlemdeki
bir cember ile S; kiiresi birbirine homeomorftur. L, cemberin bir keseni ise

L NTU kiimesi iki noktadan olusur ve bu kiime Sy kiiresine homeomorftur.

Benzer sekilde R* afin 6teleme diizlemindeki her elipsoid bir hiperbirim-

4 2
4 T3
= . — = 1 4
E {($1,$2,$3,$4) €R ;azz s G ER}
elipsoidi kendi merkezcil kiirelerine homeomorftur. F elipsoidinin merkezcil
kiireleri
4
Co; = {(431,372,533,134) eR*: Z%Z = %2}
i=1
geklinde tamimlanir,

Tanim 5.1.7 : O, R” kiimesinin kompakt bir alt kiimesi olmak tizere
agagidaki aksiyomlar: saglayan O kiimesine R™ uzayinda bir ovoid adi ve-
rilir.

O1. O kiimesinin her keseni tam olarak O kiimesinin iki noktasim kapsar.

02. p € O noktasmdan gegen tegetler bir H, hiperdiizlemini trter.
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Burada O ovoidinin keseni veya tegeti diye adlandirilan dogrular, R” uza-
yin bir boyutlu dogrular: yani bir boyutlu afin altuzaylaridir. Kompakt
projektif diizlemlerdeki ovaller gibi R™ kiimesindeki her kompakt O ovoidi
S,-1 kiiresine homeomorftur, (Salzmann vd. 1995). R™ kiimesindeki O
ovoidi igin; tizerindeki bir p noktasi gikarilinca geriye kalan kiime R™!
kiimesi ile birebir, orten ve stirekli olacak gekilde stereografik izdiigtimle
eglenebilir. Bu doniiglim bir homeomorfizmadir.

Onerme 5.1.1 : R? reel uzaymndaki © kompakt ovoidi R? uzay: iistiinde
tanimlanan lokal kompakt afin 6teleme diizleminde bir hiperbirimliktir.

Ispat : A, lokal kompakt baglantili afin Steleme diizlemi olmak iizere A
nin bir L dogrusu kesen ise L N O kiimesi [-boyutlu L reel afin uzayinda
bir kompakt ovoiddir. Boylece ¢3 tnermesi saglanir. U2 ise yukaridaki
ifadenin bir sonucu olup ispat: agiktir. O ovoidinin p noktasindan gegen bir
boyutlu tegetleri bir H, hiperdiizlemini 6rterler. A diizleminin S yayilim
aym zamanda dual yayihm oldugundan I, hiperdiizlemi A diizleminin p
noktasindan gecen tam olarak bir tek L dogrusunu igerir. Agikar olarak L
dogrusu bir tegettir ve p noktasindan gegen diger biitiin dogrular birer kesen
olmak zorundadir.

Her Oklidyen U kiiresi bir ovoid olup boylece lokal kompakt baglantih A
afin 6teleme diizleminde bir hiperbirimliktir.

Tanim 5.1.8 : Bir X € S dogrusu sonsuzda bir nokta tanumlar ve bu
noktanin ayaklarinin kiimesi,
Fx={(z+K)NU:z€R?*, z+ K bir tegettir}

seklinde tanimlanir.
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Lemma 5.1.2 : U, merkezi baglangic noktasi olan bir kiire olmak tizere K
dogrusunun sonsuzdaki noktasinin ayaklarmin kiimesi

Fre=UnK*

bicimindedir.

Ispat : p € Fx olsun. K, yayilim elemam oldugundan baslangic noktasin-
dan gecen bir dogrudur. [—boyutlu p + K dogrusunun teget olmasi icin
gerek ve yeter kosul K C p' olmasidir. Bu ifadeye denk olarak p € K+ NU
dir. Bagka bir anlatimla K C p' ise buradan K+ D (;pl)l olup p € (p"')l
oldugundan p € K+ olur. Ayrica p € U oldugundan p € K+ N U dir.
Boylece Fx C UN K+ elde edilir.

I-boyutlu p + K dogrusu bir teget olsun. K C pt oldugu gosterilmelidir.
p+ K =p+pt dir. Buradan —p+p+ K = —p+p+ p* olup K = pt dir,
(Soytiirk 2002).

Teorem 5.1.3 : R? reel uzay tstiindeki bir S yayilim ile elde edilen
A tteleme diizlemindeki her Oklidyen kiire bir hiperbirimliktir. Sonsuzdaki
bir dogruya gore bu hiperbirimligin diiz bir ayaga sahip olmasi i¢in gerek
ve yeter kogul S yayiliminin self-ortogonal olmasidir.

Ispat : S yayilim self ortogonal olsun. Bu durumda § = S+ dir. Yayilimm
tanimi1 geregi R% uzaymn her p noktasi yayihim elemanlarimn bir ve yal-
mz biri tizerindedir. Bu yayilim elemam sonsuzda bir nokta tammlar. Bu
nokta py ile gosterilsin. p., noktasindan gecen yayilim elemam kiireye teget
olacak gekilde stelenirse, Oklid kiiresinin dzelligi geregi bu teget dogrularn
birbirine paralel olup teget noktalarindan gecen dogru kiirenin merkezin-

den gecer. Boylece py, noktasina gore hiperbirimlik diiz ayaga sahiptir. Bu
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metodla her dogrultuda yeni bir ideal (sonsuzdaki) nokta tammlamr ve bu
noktalara gore hiperbirimligin diiz ayaga sahip oldugu goriiliir.

Kargit olarak sonsuzdaki dogruya gore hiperbirimlik diiz ayaga sahip olsun.
Poo ideal nokta olmak tizere baglangi¢ noktasindan ve p,, noktasindan gecen
dogru bir yayihm elemanidir. Bu dogru K ile gosterilsin. z 4+ K ve ' + K
dogrular1 birimlige teget olsun. Hipotezden z + K ve z' + K dogrularinin
kiireye teget olduklar1 noktalar: birlegtiren L dogrusu kiirenin merkezinden
gecer. Bu dogru orjine ttelenirse bir yayilim elemam elde edilir. Lemma

5.1.2 geregince K+ = L dir.

5.2. Kabuk Kavrami

Tanim 5.2.1 : X, R® uzaymin bog kiimeden farkli bir altkiimesi ve H
ise R™ uzaymin bir hiperdiizlemi olsun. X kiimesi H hiperdiizleminin be-
lirttigi kapal yar1 uzaylar tarafindan kapsaniyorsa ve H N M # ¢ oluyorsa
H hiperdiizlemine X kiimesinin bir destekleyici hiperdiizlemi denir.

Tamim 5.2.2 : M, R® uzaymmn kompakt bir altkiimesi olmak tizere M
nin her noktasinda bir ve yalmiz bir destekleyici hiperdiizlem varsa ve R
uzayim ayrigtiriyorsa yani R™ \ M baglantisiz ise M kiimesine bir kabuk
(shell) denir. H , M kabugunun bir destekleyici hiperdiizlemi olmak {izere
M ile H hiperdiizleminin arakesitine M kabugunun bir yiizii denir. M
kabugu ile H destekleyici hiperdiizleminin arakesiti bir veya birden fazla
noktaya sahip olabilir.

Bu tamimdan M kabugunun afin germesi yani M kabugunu icine alan en
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dar afin uzay R™ uzaymmin tamamim vermelidir. Bir topolojik uzayda, ig
noktalar1 bulunan bir konveks kiimenin kapamsgma konveks cisim denir.
M kabugunun konveks Ortiisii yani M kabugunu icgine alan en dar kon-
veks kiime (konvM) bir konveks cisimdir. Destekleyici hiperdiizlemler M
kitimesini konvM kiimesinin simir1 yapar, (Lowe vd. 2003).

x, konvM kiimesinin bir i¢ noktasi olmak {izere z noktasindan gegen K reel
dogrusu icin § = K NkonvM segmentinin bitig noktalar:1 konv M kiimesinin
M smirindadir. Eger S segmenti p € M geklinde bagka bir nokta kap-
samig olsaydi p noktasindaki destekleyici hiperdiizlem S nin bitig nokta-
larmni ayrigtiramazdi. Bu ise S C H olmasimi gerektireceginden S segmenti
z i¢ noktasimi kapsamaz. Boylece celigki elde edilir.

Sonug olarak z, konvM kiimesinin bir i¢ noktas: olmak tizere z noktasin-
dan gegen tlim dogrular konvM yi iki noktada keser ve konvM kiimesini
ayrigtirr. Buradan M kabugundan z-merkezli Oklid kiiresine tanimlanan
T, ¢apucu dontisimi birebir ve drtendir. M kompakt kiime oldugundan ve
M deki yakinsak dizilerin gériintiileri de yakinsak olacagindan 7, déniigtimii
stirekli bir doniiglim olur. 7, doniigiimii birebir, orten, stirekli ve terside
stirekli oldugundan bir homeomorfizmadir, yani M = Sy_; dir. Bu homeo-
morfizma konveks cisimler i¢in oldukga iyi bilinen bir sonugtur. L, z ic
noktasindan gecen bir kesen dogru olmak tizere 7, doniigiimiiniin L N M
kiimesine kisitlanmasiyla L N M = S;_; homeomorfizmas: elde edilir.

Teorem 5.2.1 : M, R% de bir kabuk ve £ ise R {izerindeki topolojik
oteleme A diizleminde dogrular kiimesi olsun. Eger M nin destekleyici
hiperdtizlemleri M nin hicbir kesenini kapsamiyorsa bu durumda M kabugu
A tteleme diizlemine gore bir hiperbirimliktir.
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ispat : M ~ Sy_; homeomorfizmasindan dolay: hiperbirimligin ikinci 6zel-
ligi saglanir. Vp € M noktas: icin bu noktadaki H, destekleyici hiperdiiz-
lemi bu noktadan gecen tek bir dogru kapsar. Eger bu dogru tek olmasaydi
yani H,, hiperdiizlemi p noktasimdan gegen iki teget dogru kapsamig olsaydi
bu iki dogrunun lineer bilesimi H,, hiperdiizlemi yerine R% uzaym verirdi.
Kabulden dolay1 bu dogru teget dogrudur. Bu durumda hiperbirimligin bi-
rinci 6zellifi de saglanmig olur. Son olarak hi¢ bir destekleyici hiperdiizlem
tarafindan kapsanmayan her L dogrusunun, M nin bir keseni olmasi duru-
munda L N M = S;_; homeomorfizmasinin saglandi1 gosterilmelidir.

p € M icin p noktasindan gecen fakat H, hiperdiizleminde bulunmayan
ttim reel dogrularm olusturdugu afin (21 — 1)-uzay1 A4, ile gosterilsin. Bu
dogrulardan konvM kiimesini i¢ noktalarinda kesen dogrular kiimesi de X
ile gosterilsin. Bu durumda K € X i¢in K dogrusu hem p noktasindan hem
de konvM kiimesinin i¢ noktasindan gectigi icin bu dogru H, hiperdiiz-
leminde bulunmaz. Dolayisiyla K € A, olup X C A, elde edilir. Aym
zamanda A, C X dir. Eger A, ¢ X olsayd: bu durumda A, de bulunan
fakat X de bulunmayan en az bir K' dogrusu olurdu. Yani K' dogrusu {ize-
rinde konvM kiimesinin hicbir i¢ noktas: yoktur. Bu durumda K' dogrusu
H,, hiperdiizleminde yatan teget dogru olur ki bu bir geligkidir. Ispatm ikin-
ci bir yolu i¢in bakimz (Leichtweifl 1980).

L, H, tarafindan kapsanmayan bir dogru olmak tizere p € L N M olsun.
Bu durumda L dogrusu A, uzayma ait reel dogrulardan olugur. O halde L
dogrusu konvM kiimesinin bir i¢ noktasini kapsar. Buradan L bir kesen
olup boylece LN M = §;_; dir. Sonug olarak M kiimesi kompakt bir hiper-
birimliktir.

Ozel olarak diger hipotezlerin yaninda M nin C' smifindan diferensiyel-
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lenebilir bir manifold oldugu kabul edilirse bu durumda H, destekleyici
hiperdiizlemi teget hiperdiizlem olur. Kabuk kavrami agikca kesin kon-
vekslikten daha genel bir durumdur.

Onerme 5.2.2 : M kabugu (R%, £) topolojik steleme diizleminde bir hiper-
birimlik ve H ise M nin bir destekleyici hiperdiizlemi olsun. Bu durumda
H, higbir kesen dogru kapsamaz. Sonug olarak H nin kapsadigi tek dogru
p € H N M noktasindan gecen L = T}, teget dogrusudur.

Ispat : (R%, L) topolojik tteleme diizlemindeki her bir hiperdiizlem iki-
serli paralel [-boyutiu dogrulardan olusur ve bu dogrularin diginda hicbir
dogru kapsamaz. M kabugu kendi konveks ortiisiiniin smiri olduguna gore
HN M yiizli de konvekstir. Boylece H nin kapsadigh dogrunun M ile arake-
siti topolojik bir cemberde degil, konveks bir kiimede bulunur. Dolayisiyla
H hiperdiizlemi M nin hicbir kesenini kapsamaz.

Tanim 5.2.3 : V bir lineer uzay ve W ise V nin bir alt uzayi olsun. z € W
olmak {izere;

z+W={z+y:yeW}
kiimesine W nin bir yan kiimesi denir.
Tanim 5.2.4 : A bog olmayan bir kiime, B ise A nin bog olmayan ayrik
has altkiimelerinin ailesi olsun. B ailesindeki kiimelerin birlegimi A kiimesini

veriyorsa B ye A nin parcalamgi (veya A ya ayrilabilir) denir. A nin “ ~”
denklik bagmtisina goére A/ ~ boliim kiimesi A mn bir pargalanigidir.

Teorem 5.2.3 : V bir lineer uzay ve W ise V nin bir alt uzay: olsun.
Bu takdirde W nin farkh yan kiimelerinin
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VIW={z+W:zeV}

kiimesi

(z+W)+@y+W) = (z+y)+W
Alz+W) = dz+W

islemlerine gore bir lineer uzaydir. Ustelik V/W, W nin bir parcalamgidir.

ispat : 2+ W, y+W € V/Wigin (z+W) + (y+W) = (z+9) + W
ve £ +y € V oldugundan (z +y) + W € V/W dir. Aymi zamanda

[(2+W)+@+W)]+(z+W) = (z+y)+ W)+ (z+W)
(z+y)+2)+W

= (z+@W+2)+W
Z+W)+[y+ W)+ (z+W)]

oldugundan birlegme 6zelligi saglanir. Ayrica V z + W € V/W igin
+W)+(O0+W)=(z+W)=0+W)+ (z+W)

oldugundan 8 + W, V/W nin birim elemamdir. Burada 6, V nin birim
elemamdir. AyricaVz+ W € V/W igin

E+W)+(—z+W)=0+W=(—2+ W)+ (z+ W)
oldugundan z + W elemaninin tersi —z + W dir. Ustelik

(z+W)+ (y+W) = (z+y)+W
= (y+2)+W
= (y+W)+ (z+W)
oldugundan V/W degismeli gruptur. Skalar ile ¢carpma iglemini gostermek
oldukgca kolaydir.
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V/W lineer uzayiun V nin bir parcalamgi oldugunu gostermek igin V' lize-
rinde z,y € V olmak lizere z ~ y & z — y € W geklinde tamimlanan “~”
nin bir denklik bagintisi ve z in denklik sinifinin z 4+ W yani Z = 2 + W
oldugunun gosterilmesi yeterlidir.

Yansima ézelliti : Yz € V igin x —z = 0 € W olduguna gére “~” bagntist
yansiyandir.

Simetri ozelliffi : Vz,y € V igin
T~y = z—yeWw
= —(z—yew
= y—z €W

olup boylece y ~ z dir.

Gecisme Ozellfi © Vr,y,z e Vigmhz ~yvey ~zisexz—y € W ve
y—z € W dir. W bir lineer uzay oldugundan bu iki vektoriin toplam olan
(z — 2) vektorii W nin elemamdir. O halde z ~ z dir.

Sonug olarak ~ bir denklik bagintisidir. z in denklik siuifi ise
T = {y:xc—yeW}
= {y:z—y=1,uygun bir s € W igin}
= {y:y==z+1i,uygun bir i € W igin}
= {z+i:ieW}
= z+W
geklindedir, (Bayraktar 2000).

Tanim 5.2.3 ve teorem 5.2.3 kullanilarak yeni bir boliim kiimesi elde edilebilir.
H < R% bir afin hiperdiizlem ve £ ise R? tizerindeki topolojik tteleme
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diizleminin dogrular kiimesi olsun. H hiperdiizlemi tarafindan kapsanan L
dogrularmun kiimesi H/L ile gosterilsin. Bu dogrular ikigerli paraleldir ve
H hiperdiizlemini orterler. € L ve L € L olmak iizere H/L topolojik
uzay1 (H — z) /(L —z) seklinde boliim vektor uzay ile belirtilebilir. Boylece
(H — z) /(L — z) uzaymin boyutu
boy (H —z) /(L —=)) = boy(H — ) — boy(L — x)

= (20-1)—1

= 1-1
olup bu uzay R'~! uzayina homeomorfiktir. Bu homeomorfizma H hiperdiiz-
leminden H/L topolojik uzayma tanimlanan dogal izdiisiim yardimiyla elde
edilir ve bu doniigiim

Rl—l

Q

fu : H — H/L

geklinde tamimlanir. fy doniigiimii Vh € H noktasini bu noktadan gegen L
dogrusuna gotiiriir.

Onerme 5.2.4 : M; (Rzl,ﬁ) topolojik 6teleme diizleminde noktalardan
olusan kompakt bir kiime ve H ise M nin hi¢ bir kesenini kapsamayan
hiperdiizlem olsun. Bu durumda H N M nin boyutu en fazla [ — 1 dir.

ispat : H hiperdiizlemi hi¢ bir kesen dogru kapsamadigindan dolayn H
nin kapsadi:r dogrular ya teget yada dig dogrular olmahdir. O halde fy
dontigtimiic H N M kiimesine kisitlamirsa H N M kiimesinin her noktasin-
dan bir tek dogru gectiginden ve bu dogru teget oldugundan fr doniigtimii
birebirdir. fy doniigiimii topolojik bir gémiilme olup

boy (H N M) < boy (H/L) =1 — 1.
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Bu 6nerme; énerme 5.2.2 deki durumda da kolayca ispatlanabilir. H hiper-
diizleminin Vp € H N M noktasinda l-boyutlu T, tegetini kapsadigin ve
T, nin H N M konveks yiizii ile arakesitinin tek bir nokta oldugunun gos-
terilmesi yeterlidir. Onerme 5.2.2 ve 5.2.4, hiperbirimlik olabilecek kabuk-
lar icin bir simirlandirma getirir. Tek bir noktaya indirgenemeyen yiizlerin
(agikar olmayan) sayisi cok fazla olmamak tizere ve ylizlerin boyut sinirina
bagh kalmirsa teorem 5.2.1 deki kesen dogrular kogulu gergeklegtirilebilir.

Tanim 5.2.5 : F bir cisim olmak {izere; F cismi {izerinde determinanti
sifirdan farkli olan biitiin n x n tipindeki matrislerin kiimesi matris ¢arpimi
iglemine gore bir grup olup bu gruba genel lineer grup adi verilir ve

GL, (F) veya GL(n,F) ile gosterilir.

Teorem 5.2.5 : M C R% geklinde bir kabuk olmak tizere M, sayilabilir
en fazla sayida agikar olmayan ylize sahip ve hepsinin boyutu ! den kiiciik
olsun. Bu durumda her topolojik afin A = (R%, £) steleme diizleminin bir
izomorfik kopyasi vardir ki burada M bir hiperbirimliktir.

Ispat : 6 € GLyR olmak tizere A nin izomorfik kopyalarinin dogrular
kiimesi 6(L) formundadir. § ve 8 lineer doniigiimlerinin aym izomorfik
kopyaya sahip olmasi icin gerek ve yeter kogul 6 boliimiiniin I'4 oto-
morfizmalar grubuna ait olmasidir. Burada I' 4 grubu GLyR nin kapali bir
altgrubudur, (Salzmann vd. 1995). Boylece biitiin izomorfik kopyalarin X
kiimesi

GLglR/F_A = {5PA :d e GLle}

koset uzay1 ile belirtilebilir. Bolim topolojisine gore GLyR/T" 4 uzayr bir
topolojik manifolddur, (Salzmann vd. 1995).
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M nin agikar olmayan her F' ylizli, F' ye gore teorem 5.2.1 deki kogulu
bozacak gekilde A ya izomorfik diizlemlerden olusan Xr C X kilimesiyle
birlegtirilebilir. Burada her Xz kiimesinin X iginde hi¢ bir yerde yogun
olmadig gosterilmelidir. Bu durumda biitiin Xy kiimelerinin birlegimi bi-
rinci Baire kategorisinden olup, X in bir ¢z alt kiimesi olur. Bu kiimenin
bog olmayan tlimleyeni teorem 5.2.1 deki kogulu tamamen gergekleyen A
ya izomorfik 6teleme diizlemlerinden olugur. Bu diizlemler iginde M bir
hiperbirimliktir.

Agikar olmayan F' yiizlinlin tiim noktalar1 aym destekleyici hiperdiizlem
tizerinde bulunur. Bu hiperdiizlem H ile gosterilsin. H hiperdiizlemi her
8(A) € X diizlemin paralel dogrularinin tek bir ailesi tarafindan ortiiliir.
Xp ise bu diizlemlerden olugur ve bu diizlemlerin dogrularmin bir kism
F = M N H yliztinii birden fazla noktada keser. Yani bir diizlemin X de
bulunmasi icin gerek ve yeter kogul H destekleyici hiperdiizlemi tarafindan
kapsanan baz dogrularimn (F') afin drtiistinii birden fazla noktada kesme-
sidir ve boylece (F) ile ilgili olarak F' nin igi bogtan farklidir. Buradan
boliim topolojisine gore Xz C X kapalidir.

Ispat1 tamamlamak icin X deki bir agik kiimenin X tarafindan kapsan-
madiph gosterilmelidir. §(A) € Xr oldugu kabul edilsin. Bu durumda 6yle
bir L € £ dogrusu vardir ki, § (L) C H ile F nin arakesiti birden faz-
la noktadan ibarettir. Arakesit noktalarindan biri orjin olarak alinabilir.
Hipotezden dolay:

boyH — boy (FY > (21— 1) — (I — 1) =1

olur ve buradan G(L) C H ozelliginde (F) yi kesen, § dontigtimiine keyfi
derecede yakin bir § € GLyR lineer doniigiimii vardir. Arakesitleri ise or-
jindir. Bu ise §(A) ¢ X oldugunu gosterir. X deki béliim topolojisinin
tanimina gére Xr, §(.A) nm bir komgulugunu kapsamaz.
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Agapidaki 6rnekte ise sayilabilir sayida olmayan bir boyutlu agikar olmayan
yiizlere sahip bir kabugun higbir 6teleme diizleminde bir birimlik olmadig
gosterilmigtir.

Ornek 5.2.1 :
V={lzyzw+l)eR :z?+*+ 2 +v? =1, w>0}
yarumnkiiresi ile,
Z={(zy,zw) eR:x?++2°=1, w>0}

silindiri icin M := —V UV U Z kiimesi bir kabuk olup bu kabugun 1-boyutlu
yiizleri Z silindirinin {iretecleridir.

Onerme 5.2.6 : M := —V UV U Z kabugu hicbir Steleme diizleminde
bir hiperbirimlik degildir.

Ispat : Dogrular kiimesi £ olan bir teleme diizlemi verilsin. Z nin tireteg-
leri olan 1-boyutlu yiizleri kapsayan dogrular orjinden gecen tek bir L dogru-
suna paraleldir. M nin bir hiperbirimlik olma kogulu Z nin herhangi bir
noktasmdaki teget hiperdtizlemlerin hicbirinin L ye paralel olan dogru kap-
samamasidir. Bu hiperdiizlemler; w = 0 tarafindan tamimlanan hiperdiiz-
lem H olmak tizere, noktasal tegetlikleri H N U kiiresinde (2-kiire) olan adi
U kiiresinin (3-kiire) teget hiperdiizlemleridir. Bagka bir ifade ile U hiper-
birimligine H N U noktasinda teget olacak sekilde L ye paralel hicbir dogru
yoktur. Halbuki lemma 5.1.2 geregince L ye paralel olan ve U hiperbirim-
ligine teget olan noktasal tegetlikler L NU formunda U nun bir cemberidir.
Bu cember H ile kesigir ve bdylece M nin bir hiperbirimlik olma kosulu

saglanmaz.
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Teorem 5.2.7 : M C R geklindeki bir M kabugu icin agagidaki kogullarin
herbiri M nin bir ovoid olmasini gerektirir.

1 . Her topolojik 6teleme diizlemine gére M hiperbirimliktir.

i1 . § € GLyR olmak tizere her § (M) goriintiisii, belirli bir topolojik steleme
diizlemine gore hiperbirimliktir.

Ispat : Birinci kogul ikinci kogulu gerektirdiginden sadece ikinci kogula
dayal1 bir ispat verilmesi yeterlidir. Alternatif olarak ispat, ikinci kogul ye-
rine birinci kogul kullanilarak da yapilabilir. Eger M kabugu, FF = M N H
geklinde agikar olmayan bir ytize sahipse destekleyici hiperdiizlemin é (H)
gortintiist L € £ dogrusunu kapsayacak bicimde ve § (F) N L bir dogru
parcas1 kapsayacak gekilde 6 lineer doniigtimii bulunabilir. Bu durumda
onerme 5.2.2 geregince § (M) bir hiperbirimlik degildir. O halde ttim yiizler
tek noktadan ibaret olup destekleyici hiperdiizlem tarafindan kapsanan bir
dogrunun M ile arakesiti en fazla tek nokta olmalidir. Son olarak M ile
kesigen diger biittin dogrularin M ile ortak iki noktasimin bulundugu gos-
terilmelidir. Teorem. 5.2.1. dekine benzer olarak, konvM yi i¢ noktasmda
kesen dogrular yardimiyla ispat yapilabilir

5.3. Ovoid Olmayan Kabuklar

Ornek 5.3.1 : M C R3 olmak iizere, p = (z,y, z) noktalarindan olusan ve
agagidaki iki kogulu saglayan M kiimesine mail bag ad1 verilir ve bu kiime
iki tane dogru parcasi kapsar.

_.2\.2
PR N Coco) R (MB 1)
2

(3+v1=22)

lol <1 veya |yl <3 (MB 2)
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Kat1 metal gubuklar yardimiyla olugturulan acik mekanizmasi haricinde
kesin konveks olan ve tamamen dolu bir cantay: akla getirdigi icin boyle

bir adlandiriima yapilmstir.

M kiimesinin bir parametrelendirmesi, kutupsal koordinatlarda 3-kiirenin
aligilmg gosterimine basit bir degisikligin (y deki 3 sayismm eklenmesi)
uygulanmastyla, ¢ € [—%,%] ve ¢ € [0, 2] olmak tizere

x = cosécos¢
y = (L+cos¢)sing
z = sinf

geklinde gosterilebilir, (Lowe vd. 2003).

Sekil 5.3.1

M kiimesinin kendi konveks 6rtiistiniin siir1 oldugunu ve her noktasinda bir
ve yalmz bir destekleyici hiperdiizlem bulundugunun gésterilmesi gerekir.
|z| < 1 tarafindan tammlanan konveks agik kiime X C R® olmak tizere,
MNX arakesiti agik kiime olup bu kiime M’ ile gisterilsin. Burada M' i¢in
(MB 2) kogulu 6nemsiz olup (MB 1) kogulu

z2 2 |
=R e B (MB 17)
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seklinde diizenlenebilir. Esitligin sol tarafim olugturan rasyonel fonksiyonlar

9(z,y,2) = 152,,2 ve h(z,y,2) = -(;_—\/Lf—ﬁz_? geklinde gosterilsin. g fonksi-

yonunun Hessian'im H 1, h fonksiyonunun Hessian’in1 H, géstermek tizere;

2 0 4zz

1-2 (1—22)?
H = 0 0 0
Aoz 2z (1—22)2—|—8m2z2 (1—22)
(1—22)? 0 (1—22)%
K 0 0 ]
0 9 4yz(%+\/1~z§) 11—z2
Hy = (Vi) (G+via)

we(3HVI-2) s (LT P62 VIR
(3+viz?)* (1—22)% (J+vI-2)°

elde edilir. Hessianlar1 pozitif yar1 tanimli oldugundan (z,y) # (0, 0) olacak
bigiminde biitiin (z, y, 2) noktalar: icin Hessianlar toplamm pozitif tanimlidir.
(MB 1) esitliginin sol tarafi

f:X—>R
geklinde konveks bir fonksiyon tanimlar. O halde,
{(p,a) e X xR: f(p) < a}
epigrafi konvekstir ve epigrafin
C={peX:f(p) <1}

hiperdiizlem pargas: da konvekstir.

Burada C kesin konvekstir. Eger konveks olmasaydi C nin M' sinir1 tarafin-
dan kapsanan Oyle bir I dogrusu olurdu ki, f nin p € L noktasindaki Hes-
sian’lar1 pozitif tammh olmazdi. Son paragraftaki sonugtan p = (0,0, z) icin
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f(p) =1 olacagmdan celigki elde edilir.

X e gore M', C nin smindir. Ustelik C = konvM' dir. Gergekten X
tarafindan kapsanan dogru tizerindeki ¢ € C noktasi i¢in bu dogru M ile
iki noktada kesigir ve bu noktalar ¢ nin her iki tarafindadir. Konvekslikten
dolay1 her p noktasinda bir destekleyici hiperdiizlem vardir. f diferensiyel-
lenebilen ve diferensiyeli sifir olmadigindan destekleyici hiperdiizlem bir tek
olup teget hiperdiizlem kogulunu saglar.

i = 1,2 olmak tizere, mail bag iki tane dogru parcasi kapsar ve bu dogru
parcalar1 z = 0, |y| < 1 tarafindan tanunlanan z = (—1)¢ segmentleridir.
Bu segmentler S; ile gosterilsin. Bu dogru pargalar: diginda kapsanan dogru
parcgas1 yoktur.

R3 deki C konveks kiimesinin kapanigi olan C kiimeside konvekstir. Ayrica
C = CUSLUS, dir. S; segmentlerinin bitis noktalar1 ayni zamanda
{(0,4£3,t) : |t < 1} C C agik segmentinin de bitis noktalaridir ve boylece
bitis noktalar1 gibi S; segmentleri de C ye aittir.

Tersine ¢ = (z,y,2) ¢ C noktasma yakmsayan bir ¢, = (Zp,Yn, 2,) dizisi
icin z = 1 oldugunda ¢ € §; oldugu ispatlanmalidir. Siireklilikten dolay: ¢,
(MB 1) i sagladigmdan z = 0 dir. (—2p, Yn, 2,) noktalar1 C ye aittir ve C
nin konveksliginden dolayi ¢ yi degigtirmeden z,, = 0 oldugu kabul edilebilir.
Bu durumda f (c,) < 1 olup bu kogul 32 < (% +4/1— z,%)2 indirgenirse
ly] < 3 saglanms olur.

Sonug olarak, M = M' U S; U S, kitmesinin C = konvM nin smr1 oldugu
gosterilmelidir. Ozellikle M, 2-kiireye homeomorfiktir.
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Son olarak M nin her p € S; noktasinda bir ve yalmiz bir destekleyici
hiperdiizlem oldugunu gostermek gerekir. Eger p, acik segment tarafin-
dan kapsaniyorsa, p noktasidaki tiim destekleyici hiperdiizlemler segmentin
tamarmini kapsar. Bundan dolay1 S; segmentlerinin bitig noktalarin: incele-

mek yeterlidir. Ornegin p = (0, 1,1) noktas: ele almsin.

p de maksimumu alacak sekilde birtek lineer form vardrr. (e, 3,7) = (0,0, 1)
icin az+ By +yz dir. z = 0 diizlem kesiti igin; (3,v) = (0,1) dir. Gergekten
bu kesit S; paralel segmentlerinden ve bitig noktalarim birlegtiren iki yarim
cemberden olusan siirekli, diferensiyellenebilen bir egridir.

o = 0 oldugunu gérmek icin y = % diizlemi ile kesigtirilirse, bu durumda
arakesit p = (0,1) ve —p noktalarmdan gecen (y-ekseni ihmal edilmis)
iki diizgiin egriden olugur. Kapali fonksiyonlarin diferensiyelinden bu iki
egrinin egimi, noktalarin komgulugunda 0 a yakinsar. Eger P, egimi 0 ol-
mayan destekleyici dogru lizerinde olsaydi; dogru ortalama deger teoremine
ters diiger ve egrinin tlimii agagida kalirda.

Onerme 5.3.1 : (MB 1) ve (MB 2) tarafindan tammhi M C R® mail
bag bir kabuktur. z =0, |y| < 3 tarafindan tanmmlanan iki tane z = (—1)*
dogru parcas: kapsar.

Burada tammlanan mail bag ; M,; C R™ geklinde boyutlar: & olan iki
agikar olmayan yiize sahip olacak bigimde genellegtirilebilir. Burada k ve n
dogal sayilari i¢in n > k + 2 kogulu saglanmalidir. m=n—k —1 ve

My = {(z,y,2) € R™ xR* xR: (llz]], lyll, 2) € M}

Ozel olarak M = M3, dir, (Lowe vd. 2003).

Onerme 5.3.2 : M, C R" kiimesi, z =0, ||y|| < % ve z = (~1)* tarafin-
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dan tamiml agikar olmayan iki yiize (k-boyutlu yuvarlar) sahip bir kabuktur,
(Lowe vd. 2003).
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