1. GIRIS
Ik defa 1920 yilinda G. H. Hardy asagidaki integral esitsizligini ispatsiz olarak

vermigtir: @ > 0, f(z) >0, p > 1 ve[ fP(x)dz < oo ise

Z iZf(t)dt pdx < <p%1>p2fp(x)dx (1.1)

dir. Hardy (1.1) egitsizliginin diskret halini su sekilde vermistir. ay,...,a,

negatif olmayan reel sayilari ve p > 1 reel sayisi igin,

> a, +ag+ ... +a,\’ D P
<[ — aP
> (mremete) = (55) e

n=1

seklinde tanimlayarak ispatin1 vermistir.
Hardy 1925 yilindaki ¢alismasinda "Sonsuz seriler i¢in yukardaki teoremin is-
patini vermedim" demigtir. Burada Hardy’'nin amaci

S5 <5 (8¢ (S

n=1m=1 n=1

SIS

seklindeki ¢ift seriler i¢in Hilbert esitsizliginin elemanter ispatindan daha iyi
bir ispat yontemi elde etmekti. Daha sonra Hardy 1925 yilinda yukarida is-
patlamadigl sonuglarin ispatini vermistir. (1.1) esitsizligi agagidaki sekilde de
ifade edilmigtir:

00 T p

/ i/f(t)dt dz < (]%)pzfp(x)da;. 12

0 0

(1.2) esitsizligi genel olarak literatiirde Hardy Esitsizligi olarak tanimlanir.
Hardy 1928 yilinda (1.2) esitsizliginin genellesmis bir versiyonunu agagidaki
sekilde vererek ispatlamugtir: m # 1, p > 1 ve f, (0,00) araliginda negatif
olmayan integrallenebilen fonksiyonu igin,

[f#®)dt , m>1ign

0

F(z)=<¢ %
[f@#)dt , m<1igin



olmak iizere,

Zox—mpp(x)dx < (3) :fox—m o f (2)]P da (1.3)

lm—1]

f(z) = 0 disinda bu egitsizlik vardir. Buradaki ( >p sabiti de en iyi
sabittir.

Daha sonra, bu esitsizlikler genellestirilerek, B. G. Pachpatte, L. Y. Chan, J.
Kadlec ve A. Kufner gibi bir ¢ok yazar tarafindan caligilmigtar.

Bu calismalar gozoniine alinarak Hardy esitsizligi i¢in yeni bir genellesme ele

alimacaktir.

Uctincii boliimde,

sart1 altinda

fonksiyonu igin,

[ [ ()] de < (EI )qu X [—,5?1;}(’7
0 7 T 7

esitsizligini gosterdik.

Dordiincii boliimde ise

1 . 1 z(z) (w(z) 5, ()
0< o < ess inf {1 + I—m+(n—k)p 2 (z) <w(a:) B ps:(m))} ’

X<x<oo

sart1 altinda

o

hol@) = L / so(t)2 (H)o(t)dt, tim x> X icin

fonksiyonu igin,

iy p n P gy |
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esitsizligini gosterdik. Burada

Fi(@) = JoJioreJ1f(2) Folw) = f(z),

dir.

Uctincii ve dordiincii boliimlerde ele alian fonksiyonlar, sadece tanimli oldugu
araliktaki degerler icin verilmisti.

Beginci boliimde ise, yukarida bahsedilen fonksiyonlari icinde bulunduran daha
genel bir fonksiyon tanimlayarak bir genellestirme yapmak amaglandi ve bu
yapilarak sonuglandirildi. Bunun igin ele alinan genellestirilmis yap1 su sek-
ildedir. 1951 yilinda B. M. Levitan, 1988 de A. D. Gadjiev ve I. A. Aliev, 1987
de I. A. Aliev ve 1995 de H. Yildirnm tarafindan ele alinan

Tyf(x) =

<1 1 /f \/:172—|—y +25L’ycosgp] sin? @dyp
L'(p+3)T(3)

operatoriinii gozoniine alarak, burada, burada y = 1 segilmesiyle

T f (z) = E /f \/1+m2—2xcosgo]smzp<pdg0
(3)

I'(p+
C(p+3)T
operatorii yazilmigtir. Buradaki son operator icin beginci boliimde, daha once

ele alinan (1.2) ve (1.3) tipli Hardy esitsizlikleri ispatlanmigtur..



2. GENEL BILGILER
Tanim 2.1 (L Uzay1): R" = {z : z = (21,22,...,2,)} olsun. 1 < p < o0

olmak tizere LP uzayi,

1

17 =4 f@) | f@)], = / F@)fde| <o

dir.
Tanim 2.2 (Hardy Esitsizligi): f € L,(R), p > 1 igin 213 + é = 1 olmak

lizere

7f(x)dx < 0

olsun.
X

00 p 00
1
[ 5[] <v [ro
x
0 0 0
esitsizligine Hardy Esitsizligi denir.

Tanim 2.3 (Olgiilebilir Fonksiyon): f : X — R taniml bir fonksiyon ve E

olciilebilir bir uzay olsun. Bu durumda her o > 0 i¢in,
w(a) =wrpla) ={r e X: f(z) > a}

oluyorsa, f fonksiyonuna olgiilebilir fonksiyon denir.

Tanim 2.4 (Esas Supremum, Esas Simirlhilik): Her o € R igin

inf {a | w(a) = 0}
esssup f =
2 +oo, w(a) >0

ise f ye E iizerinde esas supremuma sahiptir denir. Eger esssupg |f| < oo
oluyor ise f ye esas sinirhdir denir.
Tanim 2.5 (Genellestirilmis Minkowsky Esitsizligi): 1 < p < oo ve

f(z,y), Q1 ve Qs itizerinde 6lgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere,

py 1/p 1/p
{Qfdw } < fdy{f!ﬂw,y)\”dx}

Qo 951

fo(:v,y)dy




esitsizligine Genellestirilmis Minkowsky Esitsizligi denir.

Tanim 2.6 (Operatdr): Fonksiyonlar ciimlesini fonksiyonlar ciimlesine doniistiiren
doniisiime operator denir.

Tanmim 2.7 (Holder Esitsizligi): Q C R, f € LP(Q),g € L7(Q2) olsun.

1 1
1 <p<oove -+ — =1 olmak iizere,
p

Q=

[l @@l < [[If( |pdw] Sl

esitsizligine Holder Esitsizligi denir. Burada ¢, p nin konjigesi olarak ad-

landirilir.

n

Tanim 2.8 (Aritmetik-Geometrik Esitsizlik ): A = =" =—veG = (llzllxz) '
egitliklerine sirasiyla Aritmetik ve Geometrik Ortalama denir. G < A esitsi-
zligine Aritmetik-Geometrik Esitsizlik denir.

Tanim 2.9 (Mutlak Siireklilik ): f(x) fonksiyonu [a, b] arahginda tanimh
bir fonksiyon olsun. ¢ € R* verildiginde, [a,b] araligimin sonlu sayidaki her

(1, 3], [T2, X3, ..., [Tn_1, T,] ayrik alt araliklar igin,

Yolri—wmial <6 = |f(w) = flzia)| <e
=1 =1

olacak bigimde en az bir 6 = §(¢) > 0 sayis1 bulunabiliyorsa bu durumda, f
fonksiyonuna, [a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon denir.
Tanim 2.10 (integrallenebilirlik): Verilen her hangi bir f fonksiyonu

olciilebilir £/ bolgesi tizerinde

[15@)ds < o0

ise f fonksiyonuna F {iizerinde integrallenebilir fonksiyon denir.

Tanim 2.11 (Simirlh Fonksiyon): f(z) fonksiyonu [a,b] araliginda tanim-
lanmig olsun. Her x € [a,b] igin |f(z)] < M olacak sekilde bir M > 0 sayisi
varsa, f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda sinirlidir denir.

Tanim 2.12 (Monoton Yakinsaklik Teoremi): f(x,h) toplanabilir majo-

ranta sahip olsun. F(z), h parametresinden bagimsiz ve F'(z) € L;(Q2) olacak
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sekilde |f(x,h)| < F(x) dir. Eger, h — 0 iken f(x,h) fonksiyonunun hemen
hemen her x igin limiti varsa, o zaman

limg/f(x,h)dac = /}lliir(l)f(x,h)dx

h—0
Q

dir.

Tanim 2.13.(Genellestirilmis Oteleme): T°f(t) = F(s,t) seklinde tanim-
lanan 6teleme operatorii agsagidaki 6zellikleri sagliyorsa, bu operatore genellestir-
ilmig 6teleme operatorii denir.

1. T*® operatorii lineerdir.

2 TOf(H) = (), feCR)

3. TTTf(t) =TT f() , TP(E) = Fls,t)

4. Herhangi f € C(R) igin, F(s,t) = T*f(t) fonksiyonu (s,¢) noktasinda
stireklidir(Levitan 1964).



3. HARDY TiPLi ESITSIZLIKLER I

p > 1 ve (0,00) araliginda g(z) > 0 fonksiyonu integrallenebilir olmak iizere

T

Glz) = / o(t)dt

0

fonksiyonu verilmig olsun. Bu durumda Klasik Hardy Esitsizligi
o0 P o0
[ 1G] de < (%) [ (@) (3.1)

seklinde tanmimlanir. Bu esitsizlikte, g = 0 olmadigi durumda (3.1) esitsizligin-
deki (%)p sabitinin en iyi sabit oldugu Hardy tarafindan elde edilmistir
(Hardy 1920). Daha sonra, Hardy (3.1) esitisizliginin bir genellegmesini agagi-
daki gekilde vermistir. m # 1, p > 1 ve g(x) > 0 fonksiyonu (0, 00) araliginda
integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere,

fxg(t)dt , m > 1igin

0

Gz) =4 %
[ g(t)dt , m <1igin

fonksiyonu verilmis olsun. Bu durumda,

:fox—map e < () fx ) da (3.2)

p
dir. g= 0 olmadig1 durumda, < ) sabiti en iyi sabittir (Hardy 1928). (3.1)

=

e (3.2) de verilen Hardy egitsizliginin genellegtirilmesi giiniimiize kadar bir
¢ok yazar tarafindan cahigilmistir. Bu calismalardan bazilarimi kaynaklar kis-
minda verdik. Bu caligmalar goz 6niine alinarak, bu boliimde Hardy tipli bazi
esitsizliklerin genellesmesini ele alacagiz. Buradan elde edecegimiz sonuclar
(Izumi 1968, Levinson 1964, Pachpactte 1987) caligmalarindaki baz1 sonuglarin
genellestirilmesidir. Bu ¢alisma boyunca n > 1 bir tamsayi, ¢ ve j indisleri de,
1 <4, j < n olmak {izere toplam ve garpim sembolleri » _;, >, II; ve Il; olarak
alinacaktir. Ayrica bu boliimde ¢ = 1,2, ...,n i¢in f; : (0,00) — (0, 00) mutlak
stirekli ve g; : (0,00) — [0, 00) integrallenebilir fonksiyonlar olarak alimacaktir.

Lemma 3.1: p > g >0 ver > 1 reel sayilar ve v > 0 icin

p 1 xf'(x)

1
>—>0
qr—1 f(z) —~
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olsun. Bu durumda a € (0, 00) i¢in

_ L [0, 0
SD(I)_ f(x)a/ t dt? € (07 )

olmak iizere her b > a igin

b ) L b )
[erei@de < [25]7 [agh (@)da
dir (Cheung, Hanjs, Pecari¢ 2000).
b P
Ispat: [27"¢(z)dr integralinde
. P o1, p e, | L@ ]f(t)g(t) g(x)
u=pi(r) = du==-pi (x z)dxr = —pd (x) | — dt +=—=1|d
p(z) .7 ()¢ (2) .7 (2) 0) , »
—r+1
dv=a2""dr = v =
—r+1

doniistimleri altinda kismi integrasyon yontemi kullanilirsa

olur. Buradan da
’ —r L p 1 ..f(z) p—rtt P p 1 ’ —r B1
[z "pa(x) [1 + amxm} dr = _r+1<pq(b) + (——) [ax"pa (x)g(x)dx

a a

yazilir. r > 1 ve ¢(b) > 0 oldugundan

Japu(x) [1 + §ﬁ$fl((f))} de < <§ﬁ> Jamron @) g(w)de

~

elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafi icin § ve p%q kuvvetlerine gore Holder

Esitsizligi uygulanirsa,

IA

b P "(z b P % b 2 !
Japa(x) [1 + §ﬁ$§((x))} dr (fﬁ) [f I_rgq(x)dx] [f x_ﬁpq(x)dx]

a



yazilir. Buradan da,

b p : % ( 7 p?%q
frstiser < (5o [feiiond [t
A SRR

{fx”gpq(x)dx} < (5 {f 93"9‘1(93”4

b L b

[a="pa(x)da < (&%) Jagi(a)de

elde edilir.

Teorem 3.1: >  ¢; = 1 ve hemen hemen her yerde 7, > 0 igin

1+ <mipi Qi> xf{l(( )) > > 0

olacak sekilde p; > ¢; > 0,m; > g; reel sayilar olsun. Eger p = > p;, m =

> m; ve

O, (r) = fz%:v) IMdt , x € (0,00)
0

alimirsa, her hangi bir C; > 0 sabiti igin

g‘x—mn (I)Pz )] dr < <1;[C]—PJ> zi:qicfi?i [nfzzz ] [ fx*( 4 )gzqz d
(3.3)
dir (Cheung, Hanjs, Pecari¢ 2000).

Ispat: Lemma 3.1 den her a € (0, 00) igin

, x€(0,00)

pi(x) = f%a:) .(t)tgi(t)dt

yazilabilir. Buradan da b > a i¢in,
Pi b Pg

fo@pfo <[] fa @l o

yazilir.
Simdi her C; > 0 igin, aritmetik-geometrik esitsizligi kullanilarak,

T fe-migi(a)] = H{[<I—<Zj) i(pi(x)ﬁrq—pi}

3 3

= (ne )| (= Fcwm) |

()

Bimgy i
< (0C” ) Sq0 ool (2)
J i



elde edilir. Buradan da,

fl’[ “mili(z)]de <

<

yazilir. Boylece her ¢ € (a,b) igin,

3
a

esitsizliginde a — 0% i¢in limit alinirsa,

< <];‘[Cj_pj> Z%Ci% C[nimql]i afx_(zl"i)giq’:(x)dx
(57 ) e ]

b p—? Ve (i) E
fra @l < (067 Sack [22]" T @l @

b Pi Pi oo _(miy L
[l} [7 ™MDV (2 (I;IC pj) zi:qiciql [75512_1} ' fa: (Q¢)giz($>dx

elde edilir.

Gergekten de tiim 0 < ¢ < b < 00 igin

fH (2™ ®P (z)) do < (HCj—m) Z%‘Cﬁ [nfzzl }47 fmf(qj.)giqi (z)dx
0 ° J i !

dir. Bu da teoremin ispatidir.

Sonug 3.1: Teorem 3.1 deki sartlar altinda

dir. Burada,

dir (Cheung, Hanjs, Pecari¢ 2000).
Ispat: Teorem 3.1 dei =1,...,n i¢in

degerleri yerine yazilirsa,

e[ (o) de < I

J
Pi o ; Pi
o[22 Tt @e
0

_ g [ pjv; 1P T

1}[/ [m]—fh] };Ofx

oo m; Py
= O% [a g (w)da
i 0

qi

J‘

e @) de < CF [ a g @)



oldugu goriiliir. Bu da istenen sonuctur.

Sonug 3.2: m > 1,71 =1,2,....,n i¢in p; > % ve bazi 7y, > 0 icin

np; xf;(x) 1
b (m—1> fi(z) 27_i>0

olsun. Bu durumda,

®i(z) = 7 [E0s0 g e (0, 00)
0

ise,

x g (x)dx (3.4)

)

IRl ()] de < B ()™

dir (Cheung, Hanjs, Pecari¢ 2000).

Ispat: Teorem 3.1 de her i =1, ...,n icin

aliirsa,

[0 (1) dr < (m—w) S [ fa Vgr (o)
K3 ; 0

elde edilir.
Lemma 3.2: p > ¢ >0, r <1, v > 0 sabiti i¢in

() 2

>0

1
~

ve b € (0,00) olmak {izere,

b
1 f()g(t)
P(x) = f(x)/ n dt , x € (0,00)
olsun. Bu durumda 0 < a < b ise

forstas < (3%)
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dir (Cheung, Hanjs, Pecari¢ 2000).
b y
Ispat: [27"¢4(x)dz ifadesinde

’

u= i) = du =i @ (2o = Bpi )

x—r—l—l
—r+1

doniisiimleri altinda kismi integrasyon yontemi uygulanirsa,

dv=z"de = v =

b b b b
—r B I_T+1 p _r p_ T z
!x Ya(z)dr = —r+1wq($) L _Iél—ir{x +1¢" [ ]{2((x xff (x dx

b b
—r —r B / —r p_
= “T_T@/Jq(a) + §ﬁfx wq(m)x};((?)dx—k gﬁ [a=mpa N (x)g(x)da

olur. Burada r < 1 ve wg(a) > 0 oldugundan “;:11/15(@) negatif olur.
Dolayisiyla,

b

f v (@) de < Bl [ (a)a b

js)

yazilir. Buradan da

b , - b b
[aoi (@) [1 -t el de < 2 famud T @)g(e)dr

jl‘—er(:c)%/dx < g%ﬂf [(xT)Tx_Tg(x)] [(xr>—7 w7—1<x)} d

VAN
Q3

—
|-

3

—
8 e

8

3

Q
[SYiS]

8
L
S
—
Q%

8

1

<
SN

8
S—
.
3

Q

8

dir. Sonug olarak

b b
[ampa(z)dr < (g&)
elde edilir. Bu da istenen sonuctur.

Teorem 3.2: Her i = 1,...,n igin ) _ ¢; = 1 ve hemen hemen her yerde v, > 0

_ Di fi(x) 1
! (qz- —m-> hw =Y

sabiti i¢in

12



olacak sekilde p; > ¢; > 0, ¢; > m; reel sayilar olsun. Eger p = > p;, m =

> m; ve

_ L 080, s
@z)i(a:)—fi(x)x/ 90 g1 v e (0,00)

alimirsa, herhangi C; > 0 sabiti i¢cin

Pz‘|: Pi oo

e ()] do < (Hc;pf')zqicﬁ 2o % 0 g (@) da
1 7 3 7 (3 0
(3.5)

7

dir (Cheung, Hanjs, Pecari¢ 2000).
Ispat: Lemma 3.2 den, b € (0, 00) icin

b

LU TR0, e
i) = 5 [P0 e (0.0

xT

yazabiliriz. Ayrica b > a icin

b (m\ Pi “ b _(my o
fx_(Ti)gpiqi($>dw < <&L> f$_<q7>giqi(x)dx

a

dir.
Diger yandan her C; > 0 igin

el = {[(Fene)) o)

)

: (chpj) S e (x)
j i

13



oldugundan,

b m;
fa @l < (n67) Sack o @ @

)

Pi p . P
Pj qL pvi |9 [ —(GE) a
< <1]IC ) >_6C; [qi_mi] f;,; g (x)dx
Dy m; j 2
<

(?C ) Sac [22]" o ®gr @)
0
dir. ¢ € (a,b) i¢in,
b e 15 ) %
frle el < (ne) Sacl 2] [0 @

dir. Bu son esitsizlikte a — 07 i¢in limit ahnirsa

b p,L Pi 0o m;\ Pi
c ! 0

elde edilir. Gergekten de tiim 0 < ¢ < b < 00 igin

o) de < (00 ) Sac 2] o @
7 J 0

(3 (3

dir.
Sonug 3.3: Teorem 3.2 deki sartlar altinda,

eI @l < 0% [a gl (@)

yazilir. Burada,

dir (Cheung, Hanjs, Pecari¢ 2000).
Ispat: Teorem 3.2 de i =1,...,n icin
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seklinde alinirsa,

00 v ,(‘LJ,) o \ ™ —Pj _(%) s\ L o i o
Formurenas < nf (o™ (25)7) D (o () ) [
x [aGign
g (x)dx
0
= 11 [ v [ o }pj] fo_(%) %<I)d$
= 9 | Gom; ) 9;
&°] 77L¢L ﬂ
= 0% [ (g (a)da
i 0
oldugu hemen goriiliir.
Sonug 3.4: m<1,7:=1,...,nicin p; > l ve 7, > 0 sabiti i¢in

zf; ()
filx)

>—>0

()

1 N fit)gi(t)
fz(x){ ;dat

olsun. Bu durumda,

i(z) z € (0,00)

ise

<

BT (2) do
dir (Cheung, Hanjs, Pecari¢ 2000).

Ispat: Teorem 3.2 de i =1,...,n icin
1
mi= " g=~, Ci=1
n n
seklinde alinirsa,
ol < (mes) s (2] F TPy
0 g i nn 0
= ZE [pﬂ’wl]”l’z fl. m npz x
i 0

elde edilir.

Lemma 3.3: b >0,p>q>0,r > 1 ve vy > 0 sabiti igin

p 1 xf'(a:) 1
gr—1 f@ ~7 "

7
15

:H

(3.6)

I

x)dx



olsun. Bu durumda

IO
ﬂf)z/ " dt , x € (0,b)

ise

2

jﬂf [ @l a:)g(x)_f(g)g(%)”qu

P
q

g“x_mz(x)dx (qr 1)

dir (Cheung, Hanjs, Pecari¢ 2000).

Ispat: i :L'_Tu% (x)dx integralinde kismi integrasyon yontemi uygulandiginda
0

_r P b b p_ "(x < z)g(x)—f(5)9(5
= =) [+ [t ) [—;Zﬁxﬁf Wy 1 5 )"”J“”(”)] do
0 0 3

+
< I3
O =
&\
A‘H
—~
=
2
=
2
|
=
VIR
=
ST
N
=
al

L
=
QL
S

olur. Buradan da

b -

< rllofx"“ﬁ |[f(@)g(x) = f(5)9(5)| pe ™" (w)d
b

_ L L f(@)g(x) — FEg@|| [@) 5w (@) | de

bt [ @) a7 gt L@t — 5)a)l] [( ;o ()] i

b _ PYp (b . =

< s {fe [ ﬁ\f(w)g(m)—f(g)g(%)l}q} {feruio) " a
b Y (b ) =

- e o [ i) f(%)g(%)ﬂq} ([t} " a

yazilir. Yukaridaki son egitsizlik i 1gln 4 ve S kuvvetlerlne gore Holder Esitsi-

zligi uygulanir ve hipotezdeki v nin kabulunden
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< Ofb R e BRI L
< st o [ @ - o0} bfaf‘rug(:c)}; o

elde edilir. Bu da istenen sonugctur.

Teorem 3.3: b > 0,7 =1,...n i¢gin > ¢ = 1 ve hemen hemen her yerde

() g Lo

olacak sgekilde p; > ¢; > 0, ¢; > m,; reel sayllar Olsun. Eger p =Y p;, m =

> my; ve )
L[ filt)gi(t)
1’)1/ , dt , x € (0,00)

alinirsa, herhangi bir C; > 0 sabiti i¢in

v, > 0 sabiti icin

Pq

—m —pj . @ [ piy |
et @l < (067 ) Sack 2]

(3.7)
x f:c D[ [ fi@)gie) - F(3)a(3)]] " da
dir (Cheung, Hanjs, Pecari¢ 2000).
ispat: Lemma 3.3 ten
b my\ i o % b mg %
fo @i < (2a)" [ @) [ 8@ - faE)]



elde edilir.

Simdi her C; > 0 icin aritmetik-geometrik esitsizligi kullanilirsa,

0l @) = 1| (e MC}

()

VAN
~
=~
Q
;@
~
B
Q
Hh
:;

yazilir. Buradan da

elde edilir. Bu da istenen sonugtur.

Sonug 3.5: Teorem 3.3 deki sartlar altinda

Ofbgg (@)]de < szx ) | | @)ai(@) = £ )g(3)]] ™ da

. Pj
¢,-nl [2]']
J mj —4gj

dir (Cheung, Hanjs, Pecari¢ 2000).

yazilir. Burada

Ispat: Teorem 3.3 deki sartlar altinda i = 1, ..., n igin

(4w ~ \ !
Ci =g <pz> <m1?zqu‘>

18



seklinde alinirsa,

b
[ I )] do

IN

1T
J

P;

G [ @) — F(&)a(@)]]* da

X
e

-l 2] ] e ) [ bt -

Pi

= ox [+ ) [7 @) - f@aG)]" o

(2

elde edilir. Bu da istenen sonucu verir.

(qj—(fé) <%) 1) Pﬂ‘] S (qi—(ii) (%) 1) [_

Pq

£)0:(3)]] " de

Sonug 3.6: b >0, m>1,1=1,...,nicin p; > % ve 7, > 0 sabiti icin

b () i =

olsun. Bu durumda

ise
b o b
o Il ()] de < LY (B8)" [am || fia)
0 ¢ i 0

dir (Cheung, Hanjs, Pecari¢ 2000).

Ispat: Teorem 3.3 deki sartlar altinda i = 1, ..., n igin

Y4 = — 01:1
n

m 1
m; = —
n

19
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Z
2

npi

):3)]]
(3.8)

dx



seklinde alinirsa

Ofbx"”fg (i ()] dz - < (1}1—1%) S iiu [_

elde edilir. Bu da istenen sonucu verir.

20

3



4. HARDY TiPLi ESITSiZLIKLER II

G. H. Hardy tarafindan ifade edilen (3.1) ve (3.2) esitsizlikleri integral esitsi-
zlikleri iginde olduk¢a 6nemli bir yer tutmaktadir. Hardy esitsizligi ile ilgili
cesitli genellegtirmeler ve farkli ispat metotlar1 kullanilarak giiniimiize kadar
bu egitsizlikler iizerine bir ¢ok yazar farkl ¢alisgmalar yapmigtir. Bu yazarlar-
dan bazlar1 (Copson 1975, Levinson 1964, Love 1985, Pachpatte 1987, Shum
1971) seklinde verebiliriz.

B. G. Pachpatte ve E. R. Love tarafindan ele alinan tipik bir Hardy esitsizligi
icin ifade edilen teorem su gekildedir:

m>1,p>1, r(x), wx) > 0, (0,00) araliginda mutlak siirekli fonksiyonlar
olsun. z(z), z(+0) > 0 ve 2'(z) > 0 ile (0, 00) araliginda diferensiyellenebilir

olsun. Ayrica
o0

i) = [HES @
0
ve

0< L <ess inf{l 4 L @) <pr}c(x) _ w‘(f))}

g 0<z<50 m—1z'(z) ri(z) w(x)
olsun. Eger f(x), (0,00) araliginda negatif olmayan 6lgiilebilir fonksiyon,

Fo(x) = z(z) f(x), pozitif = ler i¢in

F.(x) = z(z)lplp_1...I1f(2)

ve x — 0+ iken

s Fl(x) — 0

z(x)m—1
var ise
1 1
/ Zw(a)Fr()de | < A / 2w (x) FY (v)da
0 0

esitsizligi vardir. Burada

dir.
Bu boliimde yukarida B. G. Pachpatte ve E. R. Love’nin elde etmis oldugu bu
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tipteki teoremlerin genellesmesini verecegiz.

Teorem 4.1: m > 1,p > 1,¢ > 0 ve X > 0 olsun. s(z), w(x) ve z(x)
[0, X] de mutlak siirekli ve pozitif ve z'(z) de esas sinirh ve pozitif olsun. Eger
f(z) € L? ((0, X)) negatif olmayan fonksiyon ise

T

F(z) = fw)/%f(t)dt, 0<z<X
0

ve

0<

Q=

1 z(w) s'(z) _ wi(z)
< eos<sz<1£1(f {1 Rl e ((p +q) s(x)  w(z) >} ’

olmak iizere,

dir.

Hipotezde ifade edilen s, w, z ve z' fonksiyonlar lokal bir [0, X| bolgesinde
verilmig olmasina ragmen, X yerine +oo alindiginda [0, 0o) araliginda da lokal
olarak saglanir. Fakat hipotezde ifade edilen integraller yakinsak olmayabilir
(Hanjs, Love, Pecari¢ 2001).

Ispat: (i) s, w ve z [0, X] araliginda pozitif ve siirekli oldugundan alttan ve
tistten pozitif siurhdir. Bunun sonucu olarak 22 de siurhdir.  2'(¢) iistten
sinirl oldugundan, % de simirhdir. Ustelik f mtegra,lleneblhr oldugundan,
F(x) nin integrali var ve [0, X| araliginda mutlak siireklidir. s(z) pozitif alt-
tan siurh oldugundan Tlxy [0, X] araliginda mutlak siireklidir. Bunun sonucu
olarak F'(x) mutlak siireklidir. Buradan F'(z) simrhdir. — nin simmirhligindan

(t)

L in de simirlihgim séyleriz. Aymi zamanda 2'(x) ve w(zx) simirl olacaktir.

@)
Boylece (4.1) in sol tarafindaki integral simrhi ve yakinsaktir.

(ii) z(x) pozitif tstten smirh ve mutlak siirekli oldugundan ﬁ de mutlak

m—1
Z(lx)> = 2(z)"™™ de mut-

siireklidir. Yukarida oldugu gibi ayni zamanda (
lak stireklidir.

Simdi w(z)FPT(x), [0, X] araliginda mutlak siirekli oldugundan (4.1) esitsi-
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zliginin sol tarafina kismi integrasyon metodunu uygularsak

= D) R |—— / () Fr*a(x) + (p + @) w(@) FP-1(2) F'(z)} du

27 (@) {w!(2) FPY(x) + (p + q) w(x) P () F (x) } doe

= A TROUI) L 2 (@) {w! () FPH() + (p + g) w(@) PP (a)
X / ?(; @+ ron 2)(1 (@) | g da
0

= OO PHX) — [270(@) (@) P - (0 + 0 w@) 3 Fr)

+ (p+ Q)28 f@)Frre i) e

= z(X)l—mw(X)Fp+q(X) — /Zl—m<x) {w'(x) FP*(z) 4+ (p + q) w(x)Fp—i-q—l(w)
(55/@) ~ 5 F @) dr

oldugu goriiliir. Buradan da

X

(m—1) / 2@y (2) FPH(z)de + 2(X) " mw(X)FPra(X)

= / () { 2 LB @) + (0 + q) f@) PP @) - (p+ q) 32 Fria(a) | do
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(m—1) / 26 () PP () d 4 2( X)L w( X) FPH(X)

N

:(/;@w¢W{@%—D—Un—D{1+a%Z%(@+@Y£?—Z$)}F”%@
+ (p+q) f(@) P77 (2)} d

(4.3)
yazalir. Simdi burada (i) kisminda ifade edildigi gibi (4.2) esitsizligi sonludur
ve dolayisiyla (4.3) esitsizligi de sonludur.
Burada f(x) integrallenebilir, z'(z) siirh ve bu ifadedeki diger ¢arpanlar mut-

lak siirekli oldugundan

2'(x)

2 ()

w(z) (p+q) f(2) P ()
ifadesi de integrallenebilirdir. Burada

W) = ) ve s =14 L 20 (o S - 1)

2m(x) m—12z'(z)

yazilirsa, (4.3) ifadesi

J W) = 1) = (n = DS@) P @) da (a) [ W) P @) f ()
’ ’ (4.4)
seklinde yazilir.
(iii) (4.2), (4.3) ve (4.4) deki tiim ifadeler birbirine esittir.
Sayet yukarida elde edilen
(m—1) / 2 (@) FrHa(a)da + 2(X)™w(X) FPH(X)
= [ W@ {n=1) = (m - DS@) PP+ (o4 o) [ W) EP e (@) ()

esitligin her iki yanini pozitif m — 1 reel sayisina bolersek,

2@ () FPHa(z)da

vanl—S@»Fwwmmwwp+@/ﬁdeﬁq%wf@Mx

Z X
/
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elde edilir. Buradan da

/ W (z)S(z)FrHa(z)de < 2t / W (z)Frta—L(z) f(z)dz

yazilir. Ayrica hemen hemen her yerde S(z) > < oldugundan

/W(:E)%Fp”(w)d:p < M/I/V(:zc)}?’“q1(x)f(x)dx

— m—1

/ W (z)Frro(z)de < “2td / W (z)Frra=t(z) f(z)dx

olur. Holder esitsizligi yardimiyla,

i) / W(z) FrHa()de < / W (2) FP*e-(2) f(x)da

VAN
A o
O\X

%

’11

k<]

+

=

H
N——

Q=
~
—

=

B

—

i~
N——

Q=

bulunur. Buradan da

X X
[28u@rramar < (22) [ 2t e
0 0

elde edilir.

Teorem 4.2: m > 1, p+r>1,p>0, g >0ver > 0olsun. s, w, z, z', X ve

F, Teorem 4.1 deki gibi tammmlansin. f(z) € LP™" ((0, X)) igin

Fla) = o [ G250 0<s<x

0
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ve

ise

z) FPa () f(x)de

[

dir.

<

58 (<p g (( ﬁ((ff)},
X

a(p+Q+T) / )fp+r( )da:
0

Hipotezde ifade edilen s, w, z ve z' fonksiyonlar lokal bir [0, X] bolgesinde

verilmis olmasina ragmen, X yerine +oo alindiginda [0, 0o) araliginda da lokal

olarak saglanir. Fakat hipotezde ifade edilen integraller yakinsak olmayabilir

(Hanjs, Love, Pecari¢ 2001).
ispat: W(z) = 2@

Zm—(x)w(x) olarak alalim. Boylece Teorem 4.1 de p yerine p+r

yazilir ve Holder esitsizligi kullanilirsa,

/ W (@) FP40(a) f(a)do

X
— /W FP+T

(o
|

W (z)F(x) f7" (z)dx

W (z)F(x) 7 ()dx

fror
fror

_ o P+f1+7“
- m—1

elde edilir.

Teorem 4.3: m > 1,p>1, X >0, k=1,2,...,

)fr( )) (Fp+q_

r

p+r

p+r

P (x)) dx

X p+r

/ W () FPratr (o) da

0
p

X p+r

L 0

/ (@) Fo(a) 77 ()

n igin si(x), w(zr) ve z(x)

[0, X] aralig1 tizerinde pozitif ve mutlak stirekli ve z'(x) de sirh ve pozitif

olsun. ¢ negatif olmayan ve L? ((0,X)) iizerinde tamimli olan herhengi bir

fonksiyon olmak tizere,

]kﬁb(x) = s,ir)

/

€T

0

Sk(t)z‘(t)gb(t)dt’ 0 < T < X

2(t) -7 =
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olsun. Eger f(z) € L? ((0, X)) negatif olmayan fonksiyonu igin
Fy(z) = Iy 11 f(z) Fo(z) = f(x),

ve

0< L <essinfdl L 2@ (pa@ w@il
(677 ”

O<z<X m—1 z'(z) sk ()

olmak iizere,

X
/;,L((Ix))w(x) (%n(x)>pd$
0

IN
—~
il
Ju
~—

s
S
=

8

N———
bS]
o
=&
g

—~
=

—
P
=

QU
8

dir.

Hipotezde ifade edilen s, w, z ve z' fonksiyonlar1 lokal bir [0, X]| bolgesinde
verilmis olmasina ragmen, X yerine +oo alindiginda [0, 0o) araliginda da lokal
olarak saglanir. Fakat hipotezde ifade edilen integraller yakinsak olmayabilir
(Hanjs, Love, Pecari¢ 2001).

Ispat: z(z), [0, X] arahginda siirekli ve pozitif oldugundan iistten ve alttan
pozitif smirhdir. Benzer sekilde si(z) ve w(x) de iistten ve alttan pozitif
simirhdir. Dolayisiyla, sp(x)z'(x) esas siirh ve ¢(t) € LP ([0, X]) oldugu igin
Iquﬁ(a:) var ve [0, X| arahginda siireklidir. Ozel olarak, I'Nk(b(:v) € L*((0,X))
olup negatif olmadig1 agiktir. Boylece ]*:k(a:) var ve FNk(a:) € L*((0,X)) olup
negatif degildir.

Teorem 4.1 de q ile 0, s(x) ile sx(z) ve f(x) ile }N7k_1(x) yer degistirir ve daha
sonra « ile oy ve F(x) ile ECZN? k—1(z) yer degistirilirse Teorem 4.1 in gartlar

saglanacagindan teorem su hali alir:

X X
2 (x) [ P o \P z'(x) P
Zm(x)w(x) (]ka_l(x)) dv < (22%) Zm(m)w(x) <Fk_1(x)> dx.
0 0

Buradan,.
x

Lio(z) = ;L/%@ﬁ%@ﬁ,ogng

s() 2(t)
0



olduklar1 dikkate alinirsa (4.6) esitsizliginden

X

/zzm(éz)w(x) <%k(x)>pdx < (%)p

0

yazilir. Bu son esitsizlikten,

[0 (Fuw) @ < (2

X
< () () (52 [ 280 (Fa) de
0

elde edilir. Buradan da,

X X
/Zm(g;))w(x) (]?n(x)ydx < ()7 (iﬁ1ai) /Z’Zm(fx))w(x)fp(x)dx.
0 0

oldugu goriiliir.
Teorem 4.4: p, k, n, sp(x), w(z) ve z(x), Teorem 4.3 deki gibi tanimlansin.

¢ € LP((0,X)) tizerinde tanimli negatif olmayan bir fonksiyon olmak iizere,

xT

o) = =L / )2 (DoB)dt, 0<z< X

0

olsun. Eger f(z) € L?((0, X)) negatif olmayan fonksiyonu i¢in

Fo(x) = Il 1. 11 f(x) Fo(z) = f(z), m>(Mn—-1)p+1



ve

1 : 1 z(z) (sp(@)  w(x)
0< 5, Sessinf {1 T —Rp—12 (@) (psk(w w(@) )}

O<x<X

olmak {izere,

X » X
/zzm(é))w ) <Fn(x)> dr < <l = Offaz ) /zmz () W fP(x)dz.
0 0

dir.

Hipotezde ifade edilen s, w, z ve z' fonksiyonlar lokal bir [0, X| bolgesinde
verilmis olmasina ragmen, X yerine +oo alindiginda [0, 0o) araliginda da lokal
olarak saglanir. Fakat hipotezde ifade edilen integraller yakinsak olmayabilir
(Hanjs, Love, Pecari¢ 2001).

Ispat: g(x) = z(x)~' f(x), L? ([0, X]) ye ait ve negatif olmadigindan

xT

holo) = s [ 25 0a0g(0de

0
T

- s&x)/sk(tzf)()Z(t)Z(t)‘lf(t)dt

0

— Lf(x)

dir. Boylece Teorem 4.3 den I_kg(m) pozitif ve siirekli olup I_kg(m) e L* ([0, X))

dir. Benzer sekilde

Fu(z) = LFy o (z) = — / W)y Fe (bt = T, <z(x>ﬁk1(a;))

sk ()

(4.7)

dir. F, (x) negatif olmayan ve L' e ait bir fonksiyon ve z(z) pozitif ve siirekli
oldugundan, F 1 (z) negatif olmayan siirekli ve LP (|0, X]) e ait bir fonksiyondur.
Boylece tiimevarim yontemiyle her hangi bir £ icin };k(ac) negatif olmayan ve
L? ye ait olan bir fonksiyon olacaktir. Sonug olarak Teorem 4.1 deki sartlar

saglanmig olacaktir. Bu teoremdeki m, m—(n—k)p > m—(n—1)p > 1 sartin
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saglayan m — (n — k)p ile yerdegistirilir, ¢ = 0 ve (4.7) esitligi kullanihirsa,

X
P Z'(x o P
0
X p
P 2 (z I-
= <mf(sfll€€)p71) /Zm(n(knL)l)P(x)w(x) (Fk—l(x)) dx
0
X p
P ‘ ~ -
- <m_(:_lfc)p_1> /Zm_(f_(kﬁ)l)p(z)w(x) (Ik—lz(I)Fk—Z(@) dx
0 X )
p o p 2z -
- (m—(’f;—lz;)p—1> <m—(7f—llz+11)p—1> /zm—(n—#’%w('ﬁ) (Z(Z')Fk2($>> dx
0
X p
P - p D -
- <m7(572)P*1) (mf(rffI;;Jrll)pfl) /Zm(n(kJr)Q)P( )’U)(I‘) (sz(.ﬁ(?)) dx
0
X
p Z'(z
< () - () / s w(@) [ () da
0
» X
- (iglm_(ﬁi)p_l) /zmz_gi,)(w)w(x)fp(a:)d:c
0
elde edilir. Boylece
X X
z'(x) = ? o pay; P 2 (x)
/ =ty () (F "(x)> s (§1W> / oy W (%) fP(2)d
0 0

yazilir. Bu ise

X X

_ P n D "
[ (Fw) & < (fads) [ Shered
0 0

demektir. Bu da aranan sonugtur.

Teorem 4.5: m <1, p>1,¢>0, X >0, s(z), w(x) ve z(z) fonksiyonlar:

[X, 00) araliginda mutlak siirekli ve iistten ve alttan pozitif sinirh olsun. Ayrica
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2'(z) de [X,00) araliginda pozitif ve esas smurh olsun. Eger f(z) € L' N

LP (]X, 00)) negatif olmayan fonksiyonu igin

ve
1 - 1 2@ (w@) s ()
0< L < gggmgg{l Timz@ <w<a:) (p+9) s(w>>} ’
ise
‘ p I
[Fpuwrr < ($) [sguor@reoe o
X X

dir. Buradaki integraller yakinsaktir (Hanjs, Love, Pecari¢ 2001).

Ispat: (i) z > X icin ﬁ tanimli oldugundan F'(z) de tamimhidir. Dolayisiyla
% siirly, 2'(¢) esas siirh ve f(), (X, 0o) araliginda integrallenebilirdir. Boylece
F(z) de porzitif ve siireklidir.

Kabul edelim ki (£, 00) araliginda f(z) = 0 olacak sekilde £ > X vardir.
€ =inf{&>X:f(z)=0, hhhz > ¢} (4.9)

olsun.

(ii) Kabul edelim ki £, > X olsun. ¢ = inf {% it > X} olmak tizere

SR =500 (20 rgar >

~——8

oz'(t)f(t)dt = U/Z(t)f(t)dt

sS(X)F(X) > /Jz(t)f(t)dt > J/z(t)f(t)dt
dir.

Eger [ 2'(t)f(t)dt integrali sifir ise, (X, 00) araliginda hhh 2'(¢)f(t) = 0 dir.

~—~——8

(X, 00

~—

araliginda hhh 2'(t) > 0 ve f(t) = 0 oldugundan (X, ¢,) araliginda hhh

f(t) = 0 olur. Bu da &, mn tamimiyla celigir. Bu yiizden /z'(t)f(t)dt > 0 ve

X

s(X)F(X) > 0 dir. Buradan da F(X) > 0 dur.

(iii) © — oo i¢in s(z)F(x) — 0 ve s(x) pozitif iistten smirh oldugundan,
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r — o0 igin F(z) — 0 dir. Ayrica z(x)'™™ ve w(z) tistten smurl oldugun-
dan, + — oo igin z(z)""™w(x)FPT(x) — 0 dir. Ancak (ii) yardimyla

2(X)'7mw(X)FPTe(X) > 0 olur. Dolaysiyla Y > Y igin
0 < 2(Y)!"Mw(Y)FPH(Y) < 2(X)" "w(X)FPH(X), (4.10)

olacak gekilde Yy > X vardir.
(iv) Y > Yj olsun. Tlx) ve s(x)F(z), [X,Y] araliginda mutlak siirekli oldugun-
dan F(z) de mutlak siireklidir. Boylece w(x)EFP™(x) ve z(z)'™™, [X,Y] ar-

aliginda mutlak siireklidir. Boylece kismi integrasyon metodu ile

(1-— m)/zzm(gfx))w(x)erq(x)dx — /w<x)Fp+q(x)% (2(x)'™) dx

= [2(x)' M w (@) Fr(z)] T —/Z(ﬂf)lm% {w(z)FrHe(z)} de

olur. Buradan

(1—m) / 2@y (2) FPH(z)de — [2(z) ™ w(z) FPrH(z)] T (4.11)

217 (@) {w'(2) FPT(x) + (p + ¢) w(x) FPH (z)

@) [ s 1 s

N

Y
= - / e [ prea(e) — (p 4 q) Friot (o) (S8 F () + 29 f(2)) } da
X
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Y
_ / ) (2 (p + ) 52 Fra(a)da (4.12)
X

Y
o) [ () P @) fe)ds
X

elde edilir.
F siirekli ve f € L' oldugundan, (4.11) ve (4.12) ifadelerinde ki integraller
vardir. Burada W (x) = 2'(z)z~™(2)w(z) doniigiimii yapildiginda

Y
~(1-m) [ W) 28 s (52 - 0+ 0) 58) Pre)do

X
Y

- m)/W(x) {14529 (29 - (p+ ) 2) - 1} Fri(a)de
X

IN

—(- m)/W(m) {1 1) Proa(e)de.

elde edilir. (4.10) kullamlarak (4.11) ve (4.12) esitliklerinden

(1-— m)/W(w)F”*%m)dw
< (-m{1-2} (WP + o+ o) [ WP @)@

yazilir. Boylece p > 1 i¢in Holder esitsizligi kullanilirsa

(=m) / W(x)FrHa)de < / W () PP+ () f (2)da (4.13)
tem [wpra@de = [Wer 5 0P @ i@
< / W (z) FP+ida / W () Fi(x) £ (2)da
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elde edilir.
Y

1-1
p

/W(x)Fp+qu # 0 ise

Y 1 v 1
(;;;)"”a /W(l’)FP+q(aj)da: < /W(l’)Fq(x)fp(x)d:U (4.14)
elde edilir.
1—
/W(x)FerqdiU = 0 ise (4.14) agktir. Boylece p > 1 i¢in (4.14) esitsi-

zligi saglamir. Ayrica p = 1 igin de (4.13) esitsizligi saglanmir. Bunlarin sonucu

olarak p > 1 ve Y > Y} icin

/ W) Pr()dr < (i) / W () F(x) £ (2)da (4.15)

elde edilir. Y — oo igin p > 1 ve ; > X oldugundan (4.15) esitsizliginden
(4.8) esitsizligi yazihir. Hhh 2 > &, igin f(z) = 0 oldugundan (4.14) esitsi-
zliginin sag tarafi Y nin sonlu degeri i¢in limit degeri vardir. Boylece (4.8)
esitsizliginin sag tarafi yakinsak olup (4.14) esitsizliginin sol tarafi da yakimsak
olur.

(v) £ = X ise hhh z > X igin f(z) = 0 dir. Sonug olarak, her z > X igin
F(z) = 0 olup (4.8) esitsizliginin her iki tarafinin sifir oldugu agiktir.

(vi) £, = oo oldugu duruma bakalim. Pozitif n > X tamsayilar icin

f), t<n
fn(t) =
0, t>n
olsun. Ayni zamanda z > X icin

Rils) = o [0 s 0,

olsun. Boylece f,(t), (i) den (iv) e kadar olan ¢oziimii saglar. Boylece (4.14)

esitsizliginden
/ W) Pr()dr < ((2te) / W (2) () f7(2)da (4.16)

34



yazilir ve bu integraller yakmsaktir. n — oo ig¢in f,(z) — f(z) dir.
Buradan monoton yakinsaklik teoreminden F,(z) — F(z) dir. Boylece
FPti(z) — FPY(x) ve F(x)fP(x) — F%z)fP(x) dir. Tekrar monoton
yakinsaklik teoreminden, (4.16) esitsizliginin her iki tarafi sirasiyla (4.8) esitsi-
zliginin her iki tarafina doniisiir. f € L? ve diger fonksiyonlarda sinirli oldugun-
dan (4.8) esitsizligi yakinsaktr.

Teorem 4.6: m< 1, p+r>1,q¢q>0,r>0, X >0ves, w, z 2'veF,
Teorem 4.5 deki gibi tammlanms olsun. Eger f(z) € L' N L? ((X, 00)) negatif

olmayan fonksiyonu icin

[e.e]

Fa) = / W20 £(1) it

xT

ve

(e
AN
|

(i (-0 )

X <x<oo 1-m z'(z) \ w(x) s(x

() F () frr (o) de

zm(z)

/sz(g)w(x)FpJ“q(x)fr(x)dx < ((ptiz’)a)p
X

~—8

dir ve bu integraller yakinsaktir (Hanjs, Love, Pecari¢ 2001).

Ispat: (0,X) ile (0,00) , m — 1 ile 1 — m yer degistirir ve Teorem 4.2
nin ispatinida kullandigimiz Teorem 4.1 in yerine Teorem 4.5 i kullanilirsa bu
teoremin ispat1 Teoerm 4.2 nin ispatinin benzeri olur.

Teorem 4.7: m < 1, p > 1,X > 0, k = 1,2,...,n i¢in si(x), w(z) ve
z(z) [X,00) araliginda pozitif ve mutlak siirekli olsun. Ayrica %L(x) e L'n
LP ((X,0)), 2'(z) (X, 00) arahginda pozitif ve esas simirli ve ¢ € LP ((0, X))
negatif olmayan fonksiyonu i¢in

o0

Jiola) = by [=Ys0ewt, o= X

T

olsun. Eger f(z) € L' N L? ((X, 00)) negatif olmayan fonksiyonu icin

~ ~

Fio(@) = JuJp v Jif(z) Fo(z) = f(2)
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ve

PS¢ mi —mz (@ \w@  Pa@
ise
e Fo) oy (5, [z p
Zm(x)w(a:) (Fn(x)> dz < (:£) il;Ilozi Zm(x)w(:c)f (x)dx.
b X

dir (Hanjs, Love, Pecari¢ 2001).

Ispat: s; () ’j((;ﬂ)) (X, 00) araligindaki esa iist simir1 K, olsun. f(x) simirl

ve ¢ integrallenebilir oldugundan, Jy¢ (z) de [X,00) araligmm her yerinde
tanimhidir. Ayrica, - ( 7 [X, 00) arah@nda mutlak siirekli oldugundan J ()
de mutlak siireklidir. Bundan bagka

Z)7qub(t)dt - 7

oldugundan J,¢ () (X, 00) arahgmnda pozitif ve integrallenebilirdir. Ayni za-

oo

/jk¢($)d$ < Z‘Sj

X

tH)ydt < oo

N\g

manda integraller icin Minkowski esitsizligi kullanilarak

< K, O/os:g)p 7¢(t)dt 7

elde edilir. Boylece, Jpé (z) € L' N L (X, oo)) dir. Bu sonuglarin ard arda
uygulanmasiyla, Fk(x) e L'NLP((X,00)) dir.
q = 0 i¢in Teorem 4.5 geregince, F p(x) = jk]? k—1(7) oldugundan

[e.9] o0

2 ~ p o 2z ~
/ Sw(x) (Fn(:c)) do < (£es)? / 2w (2) Fyo ()P da

X X

elde edilir. £ =1,2,...,n i¢in tiimevarim metodu kullanilarak

8

P(x)dx

>



sonucu yazilir. Bu da Teorem 2.7 nin ispatin1 tamamlar.
Teorem 4.8: m, p, k, sg(z), w(x), z(x) ve X Theorem 4.7 deki gibi tanim-

lanmig olsun. ¢ € L' N LP ((X, 00)) negatif olmayan fonksiyonu igin

J@) = L / ()2 (Do)dt, = > X

olsun. Eger f(x) € L' N L? ((X, 00)) negatif olmayan fonksiyonu i¢in

Fu(@) = JuJp1..J1f(x) Fo(z) = f(a),

ve

0< aL < ess inf {1 + 1_m+1 z(x) <w‘(x) _ps‘k(x)>} ’

k X<z<oo (n—Fk)p 2'(z) \ w(=) si()

T p n v [
/%#@@Mfméﬂhﬁmﬁﬂwmwwmﬂ
X X

dir (Hanjs, Love, Pecari¢ 2001).

Ispat: s;(t)2'(t) nin (X,00) araligindaki esas iist simir1 K}, olsun. Teorem
4.7 nin ispatinda oldugu gibi jk(b(x) € L'NLP((X,00)) ve pozitif tanimhdir.
Bunun bir uygulamasi olarak f;k(x) € L'NLP((X,00)) ve pozitif tanimhdir.
m ile m — (n — k)p, F(x) ile ﬁ:k(x) ve f(z) ile z(x)ﬁk_l(x) yer degistirir ve

q = 0 i¢in Teorem 4.5 geregince
- gl 1 g se(t)z'(t - ~ -
Fox) = JoFpr(z) = / D20y Fe (e = (z(m)Fk_l(x)> |

se(z)) (1)

T

yazilir. Boylece Teorem 4.5 den

o0 o0

(z 7 8 o p 2'(x
/WM(I) (F”(x)) 9z = (1fmi(sz)12) /zm(n(k))P(g;)w(x) (Z(l’)Fk—1

X X
oo

p 2'(x - P

X

olur. £k =1,2,...,n i¢in tiimevarim metodu kullanilarak

gy | - p n p gy 1
[Hee (Fu@) @ < i (i) [ em@i
X X

sonucu elde edilir. Bu da Teorem 4.8 in ispatini verir.
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5. GENELLESTIiRiLMiS OTELEME IiLE ILiSKiLi HARDY
ESITSIiZLIKLERI
1951 yilinda B. M. Levitan

Pu 2p+10u Pu 2p+10u

@—anx 8_y2+y8y

denkleminin,

(% (.I', y) ’y:O = f (:U)
ou
dy

baslangi¢ sartlarini saglayan c¢oziimiiniin,

y=0

I'(2p+1)
22p—11"2 (p + %

u(z,y) = TYf(x) )/f [\/x2+y2+2xycosgo sin?” (pdp
0

seklinde oldugunu vermistir. Bu esitlikte ¢ yerine m — ¢ alinir ve I' fonksiyon-

larina ait,
() 1 (T (%)
F(20) 221D (a+3)
ozelligi kullanilirsa,
I'(p+

Tyf(x) =

1) / 2
I V22 + y? — 2xy cos p| sin® pdyp
@ |

yazilir. Burada, y=1vep=v — % alinirsa,

T f(z) = C, [ f (V1422 —2xcosb)sin* "' fdf
0

I(v+3)
I'(v)T (3)

igkili (1.2) egitsizligine benzer Hardy tipli esitsizlikleri inceliyecegiz. Bu esitsiz-

olacaktir. Burada C, = dir. Bu béliimde T f(z) fonksiyonu ile il-

likler bilinen baz1 sonuglarin genellegtirilmesi olacaktir. Bu boliimdeki fonksiy-
onlarin 6lciilebilir, lokal integrallenebilir ve eger esitsizligin sag tarafi varsa sol
tarafinin da var oldugu kabul edilecektir.

Teorem 5.1: p > 1, 113+ % =1, v>0, r>2v+1, u(xr) > 0 ve hhh(hemen

hemen her yerde) A > 0 degeri i¢in

p(2v + 1) >1>0

1
+7°—21)—1_)\
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olsun. Bu sartlar altinda, a € (0, c0) igin

1 T
F(x):= poTes /Tlu(t)tzvdt, z € (0,00)

a

olmak tizere her b > a icin

[ParFr (@) a®de < (=2)’ [Pa [T ()] > d (5.5)

r—2v—1

dir (Sarikaya, Yildirim, Saglam 2006).

ispat: (5.5) egitsizliginin sol tarafinda kismi integrasyon metodu uygulanirsa,

f;x_er (z)o?dr = = T+2U+1Fp +f p2utl) o—r pp () x?dx

—r+2v+1 +2U+1
b
- fa 7r+2v+1 er ! ( ) Tlu (.73) w?vdx

elde edilir. Buradan r > 2v + 1 ve F(b) > 0 oldugundan

fab x "FP (x) [1 - f@;;rli] r?dr = b_;r;:fl F?(b) + fab r"FP (2) T (2) 22V dx

fab o P (2) T (z) 20 dw

y4
r—2v—1

<

p
r—2v—1

yazilir. Buradan da hipotezde A\ nmin kabuliinden,

f —er< ) 1 2Ud.1' S j‘ab TP (QJ) |:1 + p(2;)v+li] 2vd£C

b [x(7T+2v)5T1u (m)} [x(frwu)%Fp,l (x)] dr

r—2v—1 Ja

IN

yazilir. Son egitsizligin sag tarafina Holder egitsizligi uygulanirsa,

1

1
f;x_er (z)a?dr < P [f " [T ]p:c%dx}p [fabx_TFp (7) x2“d:v]q

elde edilir. Boylece,

elde edilir. Bu da istenen sonuctur.
Teorem 5.2: p > 1, %—}-%:1, v>0,7r>2v+1,u(x)>0vehhh A >0

degeri icin

olsun. Bu sartlar altinda,

1

F(z) = pores /Tlu(t)tzvdt, z € (0,00)

[SIE]
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olmak iizere, a € (0,00) ve her b > a i¢in

ST E (@) ade < ()" [ o [T (o) — e T (5) | o™ de
(5.6)
dir (Sarikaya, Yildirim, Saglam 2006).
Ispat: (5.6) esitsizliginin sol tarafinda kismi integrasyon metodu uygulanirsa,

b~ r4+2v+1
Zrf2u+1

fab e [Tlu () — W%T (%)} Fr=1 (z) 2 da

elde edilir. Buradan r > 2v + 1 ve F'(b) > 0 oldugundan,

fab T "FP (x) 2?Vdx LIV R (p) 4 220t f o FP () 2*Vdx

r—2v—1

Jlar @) L+ 2 wvde = S ()

o e [The(@) = T (5)] P21 (2) oda

< s e [Thu(@) — g T (§)] B2 (a) o™ da

oldugu goriiliir. Burada hipotezde A nin kabuliinden,

e Fr @) ke < [l F (@) [L4 B e

S 7"2111

P [ [T @) = gt (3)]] @20t Pt @)] do

yazilir. Son esitsizligin sag tarafina Holder esitsizligi uygulanirsa,

1

l =
s [ @) = T (B) ] e [ (@) atda)

fab r"FP () 2?dr <

elde edilir. Buradan

fab TR (v)a%dr < (=52)” [P T u () = g T (2) |7 2?d.

r—20-1) Ja
elde edilir. Bu da istenen sonugctur.
Teorem 5.3: p > 1, %—i—%zl, v>0,7>20+1, u(zr) >0 vehhh A >0
degeri icin
pvtl) | p  [Tu()]
r—2v—1 r—2v—1 [Tlu(x)]

1+ >~>0

> =

olsun. Bu sartlar altinda,

xz

! / Thu(®) T o()2dt, x € (0,00)

F(z):= 221 Tu(z)]

[SIE]
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olmak iizere a € (0,00) ve b > a igin

f; aTFP (z) a%de < (2 )pfb " [T (2)]” 2*Vdx (5.7)

dir (Sarikaya, Yildirim, Saglam 2006).

Ispat: (5.7) esitsizliginin sol tarafinda kismi integrasyon metodu uygulanirsa,

f::p*’"Fp (v) 2?Vdr = bR pp (b) — 2U+1)f r"FP (1) 2?Vdx

—r+2v+1 r—2uv 1

+ r— 2U lf —rH TU(I)] Fp( ) 2de

Tlu(z)

+T2U1fx’" (z)] FP~Y (x) 2?Vdx.

elde edilir. Burada r > 2v + 1, F(b) > 0 olduklar1 ve hipotezde A nin kab-

uliinden,

Ji T (@) jade <[] aTF ()

r—2v—1 2017 Tlu(z)

1 + p(2v+1) _ p [Tlu(x)] ] {L'2Udl'

b—r+2u+1

P O) + i [T @) [T (@) de
fab " FP (2) [T (x)] 22V dx

p
r—2v—1
<

p
r—2v—1
yazilir. Son egitsizligin sag tarafina Holder egitsizligi uygulanirsa,

1

1
fab eTFP (z) 2?dr < 22 [fb " [T (2)) xzvdx] ! [fab " FP=Da () :z:zvdx] !

a

f;x_"Fp(x)x%d:U < (=3 )pfbx_" [T (2)]” 2> dz.

r—2v—1 a

dir. Bu da istenen sonuctur.

Teorem 5.4: p > q > 0, « ZO%+% =1, v>0ver > 2v+ 1 olsun.
T : (0,00) — (0,00) mutlak siirekli, v : [0,00) — [0, 00) integrallenebilir
ve hhh A > 0 degeri i¢in

p_ 2v P 1 [Tu(z)] _ 1
>
7"—21}—1+ r—2v—1 x[Tlu(:p)]_/\>0
olsun. Bu durumda a € (0, 00) i¢in
1 [ Tt T (1)
F(z):= t=0dt 0
() 22 [Tu(z)]° / / , @ € (0,00)

a

41



olmak {iizere, her b > a igin

Qs

@7 ()

f:x”'Fg (x) 2?vdr < <§T_2’:}_1)

dir (Sarikaya, Yildirim, Saglam 2006).

Ispat: (5.8) esitsizliginin sol tarafinda kismi integrasyon metodu uygulanirsa

b _ r4+2v+1 o P
fa xXr er (.CL') l’zvdl' = li7~+—2v+l —|—fa q 7’+§U+1 TF‘? (I) Izvdl'

b z—TH1 P T u(z) v
+ fa Oé§ —T+2v+1Fq (l’) [Tlu(a:)] v*dx

bp_or _ Tho(@) Pl .y oo
+ fa 577‘+2v+1 [Tlu(x)]a_qu (CL’)JI dx

elde edilir. Burada r > 2v + 1, F(b) > 0 olduklar1 ve hipotezde A nin kab-

uliinden,

1 [Tlu(:n)]/
+a§r 2017 Tlu(z)

f e Fa (z ) sa?vdr < f;:v_’“F%(x) 1422v

2v
qr— 211 1 r*dx

_ b7r+2v+l F (

—r+2v+1

f X T;,“Fai ( ) 2Udl’

q7‘ QU 1 [T u(x)]

b _p Tlu(x 2_1 )
S § fa T WFQ (x) ZEQ dz.

r—2v—1

yazilir. Son esitsizligin sag tarafina § ve 1%1 kuvvetleri i¢in Holder esitsizligi

uygulanirsa

hSES

pP—aq

P
b _—r [Tlv(z)]a 2v b 2 2u
fa Xz WCE dl':| [fa x"Fa (SC) z“vdx

elde edilir.Boylece,

2
q

b
bpr _[To@)T o
e

f: e Fa (z) a¥dr < (gr—;’;—l)
olur.
Teorem 5.5: p > q > 0, > 0 %"’"% =1, v>0ver < 2v+ 1 olsun.
T : (0,00) — (0, 00) mutlak siirekli ve T"v : [0, 00) — [0, 00) integrallenbilir

ve hhh A > 0 degeri i¢in

P 2 p 1 [T u(z)]
1—-= - = ox
gr—2v—1 qr—2v—1 [T u(x)]

>—>0

> =
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olsun. a € (0, 00) icin

F(x): ! /Tlu(t)Tlv(t) t*dt, x € (0,00)

t

ve b > a ise
" g [T o]

@7 @)

2V dr (59)

fabx*TFg (x) 2?vdr < (p A >

E —r+2v+1

dir (Sarikaya, Yildirim, Saglam 2006).

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 3.4. iin ispatma benzerdir.

Teorem 5.6: p >qg >0, a > 0, %—i—ézl, v>0ver > 2v+1 olsun.
T : (0,00) — (0,00) mutlak siirekli, T"v : [0,00) — [0,00) integrallenbilir
ve hhh A > 0 degeri i¢in

p 2v p 1 [T u(z))

1+ = - >0
+q7°—21)—1+qr—2v—1ax[T1u(x)]

Vv

1
A
olsun. Bu durumda a € (0, 00) i¢in

xT

1
_ / Tru(t)T ()2 dt, € (0,00)

O

a

ise b > a igin

_ Py _ [Tlv(x)]p 9
f;x "FP(x) x?Vdr < (1—’ 2 ) [P e adr (5.10)

qr—2v—1 a [Tlu(x)}(a—l)p

dir (Sarikaya, Yildirim, Saglam 2006).

ispat: Bu Teoremin Ispati1 Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 iin ispatina benzerdir.
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