
1. G·IR·IŞ

·Ilk defa 1920 y¬l¬nda G. H. Hardy aşa¼g¬daki integral eşitsizli¼gini ispats¬z olarak

vermi̧stir: a > 0; f(x) � 0; p > 1 ve
1R
a

fp(x)dx <1 ise

1Z
a

0@1
x

xZ
a

f(t)dt

1Ap

dx �
�

p

p� 1

�p 1Z
a

fp(x)dx (1.1)

dir. Hardy (1.1) eşitsizli¼ginin diskret halini şu şekilde vermi̧stir. a1; :::; an

negatif olmayan reel say¬lar¬ve p > 1 reel say¬s¬için,

1X
n=1

�
a1 + a2 + :::+ an

n

�p
�
�

p

p� 1

�p 1X
n=1

apn

şeklinde tan¬mlayarak ispat¬n¬vermi̧stir.

Hardy 1925 y¬l¬ndaki çal¬̧smas¬nda "Sonsuz seriler için yukardaki teoremin is-

pat¬n¬vermedim" demi̧stir. Burada Hardy�nin amac¬

1X
n=1

1X
m=1

anbm
n+m

� � csc

�
�

p

� 1X
n=1

apn

! 1
p
 1X
m=1

bqm

! 1
q

şeklindeki çift seriler için Hilbert eşitsizli¼ginin elemanter ispat¬ndan daha iyi

bir ispat yöntemi elde etmekti. Daha sonra Hardy 1925 y¬l¬nda yukar¬da is-

patlamad¬¼g¬sonuçlar¬n ispat¬n¬vermi̧stir. (1.1) eşitsizli¼gi aşa¼g¬daki şekilde de

ifade edilmi̧stir:

1Z
0

0@1
x

xZ
0

f(t)dt

1Ap

dx �
�

p

p� 1

�p 1Z
0

fp(x)dx: (1.2)

(1.2) eşitsizli¼gi genel olarak literatürde Hardy Eşitsizli¼gi olarak tan¬mlan¬r.

Hardy 1928 y¬l¬nda (1.2) eşitsizli¼ginin genelleşmi̧s bir versiyonunu aşa¼g¬daki

şekilde vererek ispatlam¬̧st¬r: m 6= 1; p � 1 ve f; (0;1) aral¬¼g¬nda negatif

olmayan integrallenebilen fonksiyonu için,

F (x) =

8>><>>:
xR
0

f(t)dt ; m > 1 için
1R
x

f(t)dt ; m < 1 için
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olmak üzere,

1R
0

x�mF p(x)dx <
�

p
jm�1j

�p 1R
0

x�m [xf(x)]p dx (1.3)

f(x) � 0 d¬̧s¬nda bu eşitsizlik vard¬r. Buradaki
�

p
jm�1j

�p
sabiti de en iyi

sabittir.

Daha sonra, bu eşitsizlikler genelleştirilerek, B. G. Pachpatte, L. Y. Chan, J.

Kadlec ve A. Kufner gibi bir çok yazar taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smalar gözönüne al¬narak Hardy eşitsizli¼gi için yeni bir genelleşme ele

al¬nacakt¬r.

Üçüncü bölümde,

1�
�

pi
qi �mi

�
x
f
0
i (x)

fi(x)
� 1

i
> 0

şart¬alt¬nda

�i(x) =
1

fi(x)

xZ
x
2

fi(t)gi(t)

t
dt ; x 2 (0;1)

fonksiyonu için,

1R
0

x�m�
i
[�pii (x)] dx �

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

h
pii
mi�qi

i pi
qi

�
bR
0

x
�(mi

qi
)
h

1
fi(x)

��fi(x)gi(x)� fi(
x
2
)gi(

x
2
)
��i piqi dx

(1.4)

eşitsizli¼gini gösterdik.

Dördüncü bölümde ise

0 < 1
�k

� ess inf
X<x<1

n
1 + 1

1�m+(n�k)p
z(x)
zp(x)

�
wp(x)
w(x)

� p
spk(x)

sk(x)

�o
;

şart¬alt¬nda

�
Jk�(x) = 1

sk(x)

1Z
x

sk(t)z
p(t)�(t)dt; tüm x � X için

fonksiyonu için,
1Z
X

zp(x)
zm(x)

w(x)

�
�
F n(x)

�p
dx �

n

�
k=1

�
p�k

1�m+(n�k)p

�p 1Z
X

zp(x)
zm�np(x)w(x)f

p(x)dx
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eşitsizli¼gini gösterdik. Burada

�
Fk(x) =

�
Jk

�
Jk�1:::

�
J1f(x)

�
F 0(x) = f(x);

dir.

Üçüncü ve dördüncü bölümlerde ele al¬nan fonksiyonlar, sadece tan¬ml¬oldu¼gu

aral¬ktaki de¼gerler için verilmi̧sti.

Beşinci bölümde ise, yukar¬da bahsedilen fonksiyonlar¬içinde bulunduran daha

genel bir fonksiyon tan¬mlayarak bir genelleştirme yapmak amaçland¬ve bu

yap¬larak sonuçland¬r¬ld¬. Bunun için ele al¬nan genelleştirilmi̧s yap¬ şu şek-

ildedir. 1951 y¬l¬nda B. M. Levitan, 1988 de A. D. Gadjiev ve I. A. Aliev, !987

de I. A. Aliev ve 1995 de H. Y¬ld¬r¬m taraf¬ndan ele al¬nan

T yx f (x) =
� (p+ 1)

�
�
p+ 1

2

�
�
�
1
2

� �Z
0

f
hp

x2 + y2 + 2xy cos'
i
sin2p 'd'

operatörünü gözönüne alarak, burada, burada y = 1 seçilmesiyle

T 1f (x) =
� (p+ 1)

�
�
p+ 1

2

�
�
�
1
2

� �Z
0

f
hp
1 + x2 � 2x cos'

i
sin2p 'd'

operatörü yaz¬lm¬̧st¬r. Buradaki son operatör için beşinci bölümde, daha önce

ele al¬nan (1.2) ve (1.3) tipli Hardy eşitsizlikleri ispatlanm¬̧st¬r..
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2. GENEL B·ILG·ILER

Tan¬m 2.1 (Lp Uzay¬): Rn = fx : x = (x1; x2; :::; xn)g olsun. 1 � p < 1

olmak üzere Lp uzay¬,

Lp =

8><>:f(x) : kf(x)kp =
0@Z
Rn

jf(x)jp dx

1A 1
p

<1

9>=>;
d¬r.

Tan¬m 2.2 (Hardy Eşitsizli¼gi): f 2 Lp(R); p > 1 için 1
p
+ 1

q
= 1 olmak

üzere
1Z
0

f(x)dx <1

olsun.
1Z
0

0@1
x

xZ
0

f(t)dt

1Ap

< pq
1Z
0

fp(t)dt

eşitsizli¼gine Hardy Eşitsizli¼gi denir.

Tan¬m 2.3 (Ölçülebilir Fonksiyon): f : X ! R tan¬ml¬bir fonksiyon ve E

ölçülebilir bir uzay olsun. Bu durumda her � > 0 için,

$(�) = $f;E(�) = fx 2 X : f(x) > �g

oluyorsa, f fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir.

Tan¬m 2.4 (Esas Supremum, Esas S¬n¬rl¬l¬k): Her � 2 R için

ess sup
E
f =

8<: inf f� j w(�) = 0g

+1; ,w(�) > 0

ise f ye E üzerinde esas supremuma sahiptir denir. E¼ger ess supE jf j < 1

oluyor ise f ye esas s¬n¬rl¬d¬r denir.

Tan¬m 2.5 (Genelleştirilmi̧s Minkowsky Eşitsizli¼gi): 1 � p < 1 ve

f(x; y); 
1 ve 
2 üzerinde ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere,(R

1

dx

�����R
2 f(x; y)dy
�����
p)1=p

�
R

2

dy

(R

1

jf(x; y)jp dx
)1=p
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eşitsizli¼gine Genelleştirilmi̧s Minkowsky Eşitsizli¼gi denir.

Tan¬m 2.6 (Operatör): Fonksiyonlar cümlesini fonksiyonlar cümlesine dönüştüren

dönüşüme operatör denir.

Tan¬m 2.7 (Hölder Eşitsizli¼gi): 
 � Rn, f 2 Lp (
) ; g 2 Lq (
) olsun.

1 � p <1 ve
1

p
+
1

q
= 1 olmak üzere,

R



jf (x) g (x)j dx �
�R



jf (x)jp dx
� 1
p
�R



jg (x)jq dx
� 1
q

eşitsizli¼gine Hölder Eşitsizli¼gi denir. Burada q, p nin konjigesi olarak ad-

land¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.8 (Aritmetik-Geometrik Eşitsizlik ): A =

nP
i=1
xi

n
veG =

�
n

�
i=1
xi

� 1
n

eşitliklerine s¬ras¬yla Aritmetik ve Geometrik Ortalama denir. G � A eşitsi-

zli¼gine Aritmetik-Geometrik Eşitsizlik denir.

Tan¬m 2.9 (Mutlak Süreklilik ): f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

bir fonksiyon olsun. " 2 R+ verildi¼ginde, [a; b] aral¬¼g¬n¬n sonlu say¬daki her

[x1; x2]; [x2; x3]; :::; [xn�1; xn] ayr¬k alt aral¬klar¬için,

nX
i=1

jxi � xi�1j < � =)
nX
i=1

jf(xi)� f(xi�1)j < "

olacak biçimde en az bir � = �(") > 0 say¬s¬bulunabiliyorsa bu durumda, f

fonksiyonuna, [a; b] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli fonksiyon denir.

Tan¬m 2.10 (·Integrallenebilirlik): Verilen her hangi bir f fonksiyonu

ölçülebilir E bölgesi üzerinde Z
E

jf(x)j dx <1

ise f fonksiyonuna E üzerinde integrallenebilir fonksiyon denir.

Tan¬m 2.11 (S¬n¬rl¬Fonksiyon): f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬m-

lanm¬̧s olsun. Her x 2 [a; b] için jf(x)j � M olacak şekilde bir M > 0 say¬s¬

varsa, f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬d¬r denir.

Tan¬m 2.12 (Monoton Yak¬nsakl¬k Teoremi): f(x; h) toplanabilir majo-

ranta sahip olsun. F (x); h parametresinden ba¼g¬ms¬z ve F (x) 2 L1(
) olacak
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şekilde jf(x; h)j � F (x) dir. E¼ger, h ! 0 iken f(x; h) fonksiyonunun hemen

hemen her x için limiti varsa, o zaman

lim
h!0

Z



f(x; h)dx =

Z



lim
h!0

f(x; h)dx

dir.

Tan¬m 2.13.(Genelleştirilmi̧s Öteleme): T sf(t) = F (s; t) şeklinde tan¬m-

lanan öteleme operatörü aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa, bu operatöre genelleştir-

ilmi̧s öteleme operatörü denir.

1. T s operatörü lineerdir.

2. T 0f(t) = f(t); f 2 C(R)

3. T rs T
sf(t) = T st T

rf(t) ; T st f(t) = F (s; t)

4. Herhangi f 2 C(R) için, F (s; t) = T sf(t) fonksiyonu (s; t) noktas¬nda

süreklidir(Levitan 1964).
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3. HARDY T·IPL·I EŞ·ITS·IZL·IKLER I

p > 1 ve (0;1) aral¬¼g¬nda g(x) � 0 fonksiyonu integrallenebilir olmak üzere

G(x) =

xZ
0

g(t)dt

fonksiyonu verilmi̧s olsun. Bu durumda Klasik Hardy Eşitsizli¼gi

1R
0

�
1
x
G(x)

�p
dx �

�
p
p�1

�p 1R
0

gp(x)dx (3.1)

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu eşitsizlikte, g � 0 olmad¬¼g¬durumda (3.1) eşitsizli¼gin-

deki
�

p
p�1

�p
sabitinin en iyi sabit oldu¼gu Hardy taraf¬ndan elde edilmi̧stir

(Hardy 1920). Daha sonra, Hardy (3.1) eşitisizli¼ginin bir genelleşmesini aşa¼g¬-

daki şekilde vermi̧stir. m 6= 1, p � 1 ve g(x) � 0 fonksiyonu (0;1) aral¬¼g¬nda

integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere,

G(x) =

8>><>>:
xR
0

g(t)dt ; m > 1 için
1R
x

g(t)dt ; m < 1 için

fonksiyonu verilmi̧s olsun. Bu durumda,

1R
0

x�mGp(x)dx <
�

p
jm�1j

�p 1R
0

x�m [xg(x)]p dx (3.2)

d¬r. g� 0 olmad¬¼g¬durumda,
�

p
jm�1j

�p
sabiti en iyi sabittir (Hardy 1928). (3.1)

ve (3.2) de verilen Hardy eşitsizli¼ginin genelleştirilmesi günümüze kadar bir

çok yazar taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smalardan baz¬lar¬n¬kaynaklar k¬s-

m¬nda verdik. Bu çal¬̧smalar göz önüne al¬narak, bu bölümde Hardy tipli baz¬

eşitsizliklerin genelleşmesini ele alaca¼g¬z. Buradan elde edece¼gimiz sonuçlar

(·Izumi 1968, Levinson 1964, Pachpactte 1987) çal¬̧smalar¬ndaki baz¬sonuçlar¬n

genelleştirilmesidir. Bu çal¬̧sma boyunca n � 1 bir tamsay¬, i ve j indisleri de,

1 � i; j � n olmak üzere toplam ve çarp¬m sembolleri
P

i;
P

j, �i ve �j olarak

al¬nacakt¬r. Ayr¬ca bu bölümde i = 1; 2; :::; n için fi : (0;1)! (0;1) mutlak

sürekli ve gi : (0;1)! [0;1) integrallenebilir fonksiyonlar olarak al¬nacakt¬r.

Lemma 3.1: p > q > 0 ve r > 1 reel say¬lar ve  > 0 için

1 +
p

q

1

r � 1
xf 0(x)

f(x)
� 1


> 0
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olsun. Bu durumda a 2 (0;1) için

'(x) =
1

f(x)

xZ
a

f(t)g(t)

t
dt; x 2 (0;1)

olmak üzere her b � a için

bR
a

x�r'
p
q (x)dx �

h
p
q

r�1

i p
q
bR
a

x�rg
p
q (x)dx

dir (Cheung, Hanj�, Peµcaríc 2000).

·Ispat:
bR
a

x�r'
p
q (x)dx integralinde

u = '
p
q (x) =) du =

p

q
'
p
q
�1(x)'

0
(x)dx =

p

q
'
p
q
�1(x)

24� f 0(x)
f 2(x)

xZ
a

f(t)g(t)

t
dt+

g(x)

x

35 dx
dv = x�rdx =) v =

x�r+1

�r + 1
dönüşümleri alt¬nda k¬smi integrasyon yöntemi kullan¬l¬rsa

bR
a

x�r'
p
q (x)dx

= x�r+1

�r+1 '
p
q (x)

b

j
a

�
�
p
q

1
�r+1

� bR
a

x�r+1'
p
q
�1(x)'0(x)dx

= b�r+1

�r+1'
p
q (b)�

�
p
q

1
�r+1

� bR
a

x�r+1'
p
q
�1(x)

�
� f 0(x)
f2(x)

xR
a

f(t)g(t)
t

dt+ g(x)
x

�
dx

= b�r+1

�r+1'
p
q (b)�

�
p
q

1
�r+1

�� bR
a

x�r'
p
q (x)

�
�xf

0(x)
f(x)

�
dx+

bR
a

x�r'
p
q
�1(x)g(x)dx

�
olur. Buradan da

bR
a

x�r'
p
q (x)

h
1 + p

q
1
r�1x

f 0(x)
f(x)

i
dx = b�r+1

�r+1'
p
q (b) +

�
p
q
1
r�1

� bR
a

x�r'
p
q
�1(x)g(x)dx

yaz¬l¬r. r > 1 ve '(b) � 0 oldu¼gundan
bR
a

x�r'
p
q (x)

h
1 + p

q
1
r�1x

f 0(x)
f(x)

i
dx �

�
p
q
1
r�1

� bR
a

x�r'
p
q
�1(x)g(x)dx

=
�
p
q
1
r�1

� bR
a

h
(xr)

p�q
p x�rg(x)

i h
(xr)�

p�q
p '

p�q
q (x)

i
dx

elde edilir. Bu eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ için p
q
ve p

p�q kuvvetlerine göre Hölder

Eşitsizli¼gi uygulan¬rsa,

bR
a

x�r'
p
q (x)

h
1 + p

q
1
r�1x

f 0(x)
f(x)

i
dx �

�
p
q
1
r�1

�� bR
a

x�rg
p
q (x)dx

� q
p
�
bR
a

x�r'
p
q (x)dx

� p�q
p
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yaz¬l¬r. Buradan da,

bR
a

x�r'
p
q (x) 1


dx �

�
p
q
1
r�1

�� bR
a

x�rg
p
q (x)dx

� q
p
�
bR
a

x�r'
p
q (x)dx

� p�q
p

�
bR
a

x�r'
p
q (x)dx

� q
p

�
�
p
q

r�1

�� bR
a

x�rg
p
q (x)dx

� q
p

bR
a

x�r'
p
q (x)dx �

�
p
q

r�1

� p
q
bR
a

x�rg
p
q (x)dx

elde edilir.

Teorem 3.1:
P
qi = 1 ve hemen hemen her yerde i > 0 için

1 +

�
pi

mi � qi

�
xfi(x)

fi(x)
� 1

i
> 0

olacak şekilde pi > qi > 0;mi > qi reel say¬lar olsun. E¼ger p =
P
pi ; m =P

mi ve

�i(x) := 1
fi(x)

xR
0

fi(t)gi(t)
t

dt ; x 2 (0;1)

al¬n¬rsa, her hangi bir Ci > 0 sabiti için

1R
0

x�m�
i
[�pii (x)] dx �

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi
i

h
pii
mi�qi

i pi
qi
1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

(3.3)

dir (Cheung, Hanj�, Peµcaríc 2000).

·Ispat: Lemma 3.1 den her a 2 (0;1) için

'i(x) = 1
fi(x)

xR
a

fi(t)gi(t)
t

dt ; x 2 (0;1)

yaz¬labilir. Buradan da b � a için,

bR
a

x
�(mi

qi
)
'
pi
qi
i (x)dx �

h
pii
mi�qi

i pi
qi

bR
a

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

yaz¬l¬r.

Şimdi her Ci > 0 için, aritmetik-geometrik eşitsizli¼gi kullan¬larak,

�
i
[x�mi'pii (x)] = �

i

���
x
�(mi

pi
)
Ci'i(x)

� pi
qi

�qi
C�pii

�
=

�
�
j
C
�pj
j

�
�
i

��
x
�(mi

pi
)
Ci'i(x)

� pi
qi

�qi
�

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i x
�(mi

qi
)
'
pi
qi

i (x)
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elde edilir. Buradan da,

bR
a

�
i
[x�mi'pii (x)] dx �

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

bR
a

x
�(mi

qi
)
'
pi
qi
i (x)dx

�
�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

h
pii
mi�qi

i pi
qi

bR
a

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

�
�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

h
pii
mi�qi

i pi
qi
1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

yaz¬l¬r. Böylece her c 2 (a; b) için,
bR
a

�
i
[x�mi'pii (x)] dx �

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

h
pii
mi�qi

i pi
qi
1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

eşitsizli¼ginde a! 0+ için limit al¬n¬rsa,

bR
c

�
i
[x�mi�pii (x)] dx �

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

h
pii
mi�qi

i pi
qi
1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

elde edilir.

Gerçekten de tüm 0 < c < b <1 için
1R
0

�
i
[x�mi�pii (x)] dx �

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

h
pii
mi�qi

i pi
qi
1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

dir. Bu da teoremin ispat¬d¬r.

Sonuç 3.1: Teorem 3.1 deki şartlar alt¬nda
1R
0

x�m�
i
[�pii (x)] dx � C

P
i

1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

dir. Burada,

C = �
j

h
q
qj
j

h
pjj
mj�qj

ipji
dir (Cheung, Hanj�, Peµcaríc 2000).

·Ispat: Teorem 3.1 de i = 1; :::; n için

Ci = q
�
�
qi
pi

�
i

�
pii
mi�qi

��1
de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa,

1R
0

x�m�
i
[�pii (x)] dx � �

j

"�
q
�(

qj
pj )

j

�
pjj
mj�qj

��1��pj#P
i

qi

�
q
�
�
qi
pi

�
i

�
pii
mi�qi

��1� pi
qi

�
h
pii
mi�qi

i pi
qi
1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

= �
j

h
q
qj
j

h
pjj
mj�qj

ipjiP
i

1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

= C
P
i

1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

10



oldu¼gu görülür. Bu da istenen sonuçtur.

Sonuç 3.2: m > 1, i = 1; 2; :::; n için pi > 1
n
ve baz¬i > 0 için

1 +

�
npi
m� 1

�
xf

0
i (x)

fi(x)
� 1

i
> 0

olsun. Bu durumda,

�i(x) := 1
fi(x)

xR
0

fi(t)gi(t)
t

dt ; x 2 (0;1)

ise,
1R
0

x�m�
i
[�pii (x)] dx � 1

n

P
i

�inpi
m�1

�npi 1R
0

x�mgnpii (x)dx (3.4)

dir (Cheung, Hanj�, Peµcaríc 2000).

·Ispat: Teorem 3.1 de her i = 1; :::; n için

mi =
m

n
; qi =

1

n
; Ci = 1

al¬n¬rsa,

1R
0

x�m�
i
[�pii (x)] dx �

�
�
j
1�pj

�P
i

1
n
1
pi
qi

h
pii
m
n
� 1
n

i pi
1
n

1R
0

x
�(

m
n
1
n
)
g

pi
1
n
i (x)dx

= 1
n

P
i

�pini
m�1

�npi 1R
0

x�mgnpii (x)dx

elde edilir.

Lemma 3.2: p > q > 0, r < 1,  > 0 sabiti için

1�
�
p

q

�
xf

0
(x)

f(x)
� 1


> 0

ve b 2 (0;1) olmak üzere,

 (x) =
1

f(x)

bZ
x

f(t)g(t)

t
dt ; x 2 (0;1)

olsun. Bu durumda 0 � a � b ise

bR
a

x�r 
p
q (x)dx �

�
p
q

1�r

� p
q
bR
a

x�rg
p
q (x)dx

11



dir (Cheung, Hanj�, Peµcaríc 2000).

·Ispat:
bR
a

x�r 
p
q (x)dx ifadesinde

u =  
p
q (x) =) du =

p

q
 

p
q
�1(x) 

0
(x)dx =

p

q
 

p
q
�1(x)

24� f 0(x)
f 2(x)

bZ
x

f(t)g(t)

t
dt� g(x)

x

35 dx
dv = x�rdx =) v =

x�r+1

�r + 1
dönüşümleri alt¬nda k¬smi integrasyon yöntemi uygulan¬rsa,

bR
a

x�r 
p
q (x)dx = x�r+1

�r+1  
p
q (x)

b

j
a

�p
q
1
1�r

bR
a

x�r+1 
p
q
�1(x)

�
� f 0(x)
f2(x)

bR
x

f(t)g(t)
t

dt� g(x)
x

�
dx

= a�r+1

r�1  
p
q (a) + p

q
1
1�r

bR
a

x�r 
p
q (x)x f

0(x)
f2(x)

dx+ p
q
1
1�r

bR
a

x�r 
p
q
�1(x)g(x)dx

olur. Burada r < 1 ve  
p
q (a) � 0 oldu¼gundan a�r+1

r�1  
p
q (a) negatif olur.

Dolay¬s¬yla,

bR
a

x�r 
p
q (x)dx � p

q
1
1�r

bR
a

x�r 
p
q (x)x f

0(x)
f2(x)

dx+ p
q
1
1�r

bR
a

x�r 
p
q
�1(x)g(x)dx

yaz¬l¬r. Buradan da

bR
a

x�r 
p
q (x)

h
1� p

q
1
1�rx

f 0(x)
f2(x)

i
dx � p

q
1
1�r

bR
a

x�r 
p
q
�1(x)g(x)dx

dir. Burada hipotezdeki  n¬n kabulu ve Hölder eşitsizli¼gi yard¬m¬yla,

bR
a

x�r 
p
q (x) 1


dx � p

q
1
1�r

bR
a

h
(xr)

p�q
q x�rg(x)

i h
(xr)�

p�q
q  

p
q
�1(x)

i
dx

� p
q
1
1�r

�
bR
a

x�rg
p
q (x)

� q
p
�
bR
a

x�r 
p
q (x)

� p�q
p

dx

d¬r. Sonuç olarak

bR
a

x�r 
p
q (x)dx �

�
p
q

1�r

� p
q
bR
a

x�rg
p
q (x)dx

elde edilir. Bu da istenen sonuçtur.

Teorem 3.2: Her i = 1; :::; n için
P
qi = 1 ve hemen hemen her yerde i > 0

sabiti için

1�
�

pi
qi �mi

�
x
f
0
i (x)

fi(x)
� 1

i
> 0

12



olacak şekilde pi > qi > 0; qi > mi reel say¬lar olsun. E¼ger p =
P
pi; m =P

mi ve

 i(x) =
1

fi(x)

1Z
x

fi(t)gi(t)

t
dt ; x 2 (0;1)

al¬n¬rsa, herhangi Ci > 0 sabiti için

1R
0

x�m�
i
[ pii (x)] dx �

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

h
pii
qi�mi

i pi
qi
1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

(3.5)

dir (Cheung, Hanj�, Peµcaríc 2000).

·Ispat: Lemma 3.2 den, b 2 (0;1) için

 i(x) =
1

fi(x)

bZ
x

fi(t)gi(t)

t
dt ; x 2 (0;1)

yazabiliriz. Ayr¬ca b � a için

bR
a

x
�
�
mi
qi

�
'
pi
qi
i (x)dx �

�
pi
qi

i
1�mi

qi

� pi
qi bR
a

x
�
�
mi
qi

�
g
pi
qi
i (x)dx

=
�

pii
qi�mi

� pi
qi

bR
a

x
�
�
mi
qi

�
g
pi
qi
i (x)dx

dir.

Di¼ger yandan her Ci > 0 için

�
i
[x�mi'pii (x)] = �

i

���
x
�(mi

pi
)
Ci'i(x)

� pi
qi

�qi
C�pii

�

=

�
�
j
C
�pj
j

�
�
i

��
x
�(mi

pi
)
Ci'i(x)

� pi
qi

�qi

�
�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i x
�(mi

qi
)
'
pi
qi

i (x)

13



oldu¼gundan,

bR
a

�
i
[x�mi'pii (x)] dx �

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

bR
a

x
�(mi

qi
)
'
pi
qi
i (x)dx

�
�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

h
pii
qi�mi

i pi
qi

bR
a

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

�
�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

h
pii
qi�mi

i pi
qi
1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

dir. c 2 (a; b) için,

bR
a

�
i
[x�mi'pii (x)] dx �

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

h
pii
qi�mi

i pi
qi
1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

d¬r. Bu son eşitsizlikte a! 0+ için limit al¬n¬rsa

bR
c

�
i
[x�mi pii (x)] dx �

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

h
pii
qi�mi

i pi
qi
1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

elde edilir. Gerçekten de tüm 0 < c < b <1 için

1R
0

�
i

�
x�mi
i  pii (x)

�
dx �

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

h
pii
qi�mi

i pi
qi
1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

dir.

Sonuç 3.3: Teorem 3.2 deki şartlar alt¬nda,

1R
0

x�m�
i
[ pii (x)] dx � C

P
i

1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

yaz¬l¬r. Burada,

Cj = �
j

�
q
qj
j

�
pjj

qj �mj

�pj�
dir (Cheung, Hanj�, Peµcaríc 2000).

·Ispat: Teorem 3.2 de i = 1; :::; n için

Ci = q
�
�
qi
pi

�
i

�
pii

qi �mi

��1

14



şeklinde al¬n¬rsa,

1R
0

x�m�
i
[ pii (x)] dx � �

j

"�
q
�(

qj
pj )

j

�
pjj
qj�mj

��1��pj#P
i

qi

�
q
�
�
qi
pi

�
i

�
pii
qi�mi

��1� pi
qi h

pii
qi�mi

i pi
qi

�
1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

= �
j

h
q
qj
j

h
pjj
qj�mj

ipjiP
i

1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

= C
P
i

1R
0

x
�(mi

qi
)
g
pi
qi
i (x)dx

oldu¼gu hemen görülür.

Sonuç 3.4: m < 1, i = 1; :::; n için pi > 1
n
ve i > 0 sabiti için

1 +

�
npi
1�m

�
xf

0
i (x)

fi(x)
� 1

i
> 0

olsun. Bu durumda,

 i(x) := 1
fi(x)

1R
x

fi(t)gi(t)
t

dt ; x 2 (0;1)

ise
1R
0

x�m�
i
[ pii (x)] dx � 1

n

P
i

�inpi
m�1

�npi 1R
0

x�mgnpii (x)dx (3.6)

dir (Cheung, Hanj�, Peµcaríc 2000).

·Ispat: Teorem 3.2 de i = 1; :::; n için

mi =
m

n
; qi =

1

n
; Ci = 1

şeklinde al¬n¬rsa,

1R
0

x�m�
i
[ pii (x)] dx �

�
�
j
1�pj

�P
i

1
n
1
pi
qi

h
pii
1
n
�m
n

i pi
1
n

1R
0

x
�(

m
n
1
n
)
g

pi
1
n
i (x)dx

=
P
i

1
n

�pini
1�m

�npi 1R
0

x�mgnpii (x)dx

elde edilir.

Lemma 3.3: b > 0; p > q > 0, r > 1 ve  > 0 sabiti için

1 +
p

q

1

r � 1
xf

0
(x)

f(x)
� 1


> 0

15



olsun. Bu durumda

�(x) =
1

f(x)

xZ
x
2

f(t)g(t)

t
dt ; x 2 (0; b)

ise

bR
0

x�r�
p
q (x)dx �

�
p
q
1
r�1

� p
q
bR
0

x�r
h

1
f(x)

��f(x)g(x)� f(x
2
)g(x

2
)
��i pq dx

dir (Cheung, Hanj�, Peµcaríc 2000).

·Ispat:
bR
0

x�r�
p
q (x)dx integralinde k¬smi integrasyon yöntemi uyguland¬¼g¬nda

bR
0

x�r�
p
q (x)dx

= x�r+1

�r+1 �
p
q (x)

b

j
0

+p
q
1
r�1

bR
0

x�r+1�
p
q
�1(x)

"
� f 0(x)
f2(x)

xR
x
2

f(t)g(t)
t

dt+ 1
f(x)

�
f(x)g(x)�f(x

2
)g(x

2
)

x

�#
dx

= b�r+1

�r+1�
p
q (b) + p

q
1
r�1

bR
0

x�r�
p
q (x)

�
�xf

0(x)
f(x)

�
dx

+ p
q
1
r�1

bR
0

x�r 1
f(x)

�
f(x)g(x)� f(x

2
)g(x

2
)
�
�
p
q
�1(x)dx

olur. Buradan da

bR
0

h
1 + p

q
1
r�1x

f 0(x)
f(x)

i
x�r�

p
q (x)dx

� p
q
1
r�1

bR
0

x�r 1
f(x)

��f(x)g(x)� f(x
2
)g(x

2
)
��� p

q
�1(x)dx

= p
q
1
r�1

bR
0

h
(xr)

p�q
p x�r 1

f(x)

��f(x)g(x)� f(x
2
)g(x

2
)
��i h(xr)� p�q

p �
p
q
�1(x)

i
dx

� p
q
1
r�1

�
bR
0

(xr)
p�q
q

h
x�r 1

f(x)

��f(x)g(x)� f(x
2
)g(x

2
)
��i pq� q

p
�

bR
0

(xr)�1 �
p
q (x)

� p�q
q

dx

= p
q
1
r�1

�
bR
0

x�r
h

1
f(x)

��f(x)g(x)� f(x
2
)g(x

2
)
��i pq� q

p
�

bR
0

x�r�
p
q (x)

� p�q
q

dx

yaz¬l¬r. Yukar¬daki son eşitsizlik için p
q
ve p

p�q kuvvetlerine göre Hölder Eşitsi-

zli¼gi uygulan¬r ve hipotezdeki  n¬n kabulunden
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bR
0

x�r�
p
q (x) 1


dx

�
bR
0

h
1 + p

q
1
r�1x

f 0(x)
f(x)

i
x�r�

p
q (x)dx

� p
q
1
r�1

�
bR
0

x�r
h

1
f(x)

��f(x)g(x)� f(x
2
)g(x

2
)
��i pq� q

p
�

bR
0

x�r�
p
q (x)

� p�q
q

dx

olur. Buradan da

bR
0

x�r�
p
q (x)dx �

�
p
q

r�1

� p
q
bR
0

x�r
h

1
f(x)

��f(x)g(x)� f(x
2
)g(x

2
)
��i pq dx

elde edilir. Bu da istenen sonuçtur.

Teorem 3.3: b > 0, i = 1; :::; n için
P
qi = 1 ve hemen hemen her yerde

i > 0 sabiti için

1�
�

pi
qi �mi

�
x
f
0
i (x)

fi(x)
� 1

i
> 0

olacak şekilde pi > qi > 0; qi > mi reel say¬lar olsun. E¼ger p =
P
pi; m =P

mi ve

�i(x) =
1

fi(x)

xZ
x
2

fi(t)gi(t)

t
dt ; x 2 (0;1)

al¬n¬rsa, herhangi bir Ci > 0 sabiti için

1R
0

x�m�
i
[�pii (x)] dx �

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

h
pii
mi�qi

i pi
qi

�
bR
0

x
�(mi

qi
)
h

1
fi(x)

��fi(x)gi(x)� fi(
x
2
)gi(

x
2
)
��i piqi dx

(3.7)

dir (Cheung, Hanj�, Peµcaríc 2000).

·Ispat: Lemma 3.3 ten

bR
a

x
�
�
mi
qi

�
�
pi
qi
i (x)dx �

�
pi
qi

i
mi
qi
�1

� pi
qi bR
0

x
�
�
mi
qi

� h
1

fi(x)

��fi(x)gi(x)� fi(
x
2
)gi(

x
2
)
��i piqi dx

=
�

pii
mi�qi

� pi
qi

bR
0

x
�
�
mi
qi

� h
1

fi(x)

��fi(x)gi(x)� fi(
x
2
)gi(

x
2
)
��i piqi dx
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elde edilir.

Şimdi her Ci > 0 için aritmetik-geometrik eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,

�
i

�
x�mi
i �pii (x)

�
= �

i

���
x
�(mi

pi
)
Ci�i(x)

� pi
qi

�qi
C�pii

�

=

�
�
j
C
�pj
j

�
�
i

��
x
�(mi

pi
)
Ci�i(x)

� pi
qi

�qi

�
�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i x
�(mi

qi
)
�
pi
qi

i (x)

yaz¬l¬r. Buradan da

bR
0

�
i
[x�mi�pii (x)] dx �

�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

bR
0

x
�(mi

qi
)
�
pi
qi
i (x)dx

�
�
�
j
C
�pj
j

�P
i

qiC
pi
qi

i

�
pii
mi�qi

� pi
qi

�
bR
0

x
�
�
mi
qi

� h
1

fi(x)

��fi(x)gi(x)� fi(
x
2
)gi(

x
2
)
��i piqi dx

elde edilir. Bu da istenen sonuçtur.

Sonuç 3.5: Teorem 3.3 deki şartlar alt¬nda

bR
0

x�m�
i
[�pii (x)] dx � C

P
i

bR
0

x
�
�
mi
qi

� h
1

fi(x)

��fi(x)gi(x)� fi(
x
2
)gi(

x
2
)
��i piqi dx

yaz¬l¬r. Burada

Cj = �
j

�
q
qj
j

�
pjj

mj � qj

�pj�
dir (Cheung, Hanj�, Peµcaríc 2000).

·Ispat: Teorem 3.3 deki şartlar alt¬nda i = 1; :::; n için

Ci = q
�
�
qi
pi

�
i

�
pii

mi � qi

��1
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şeklinde al¬n¬rsa,

bR
0

x�m�
i
[�pii (x)] dx

� �
j

"�
q
�(

qj
pj )

j

�
pjj
mj�qj

��1��pj#P
i

qi

�
q
�
�
qi
pi

�
i

�
pii
mi�qi

��1� pi
qi h

pii
mi�qi

i pi
qi

�
bR
0

x
�
�
mi
qi

� h
1

fi(x)

��fi(x)gi(x)� fi(
x
2
)gi(

x
2
)
��i piqi dx

= �
j

h
q
qj
j

h
pjj
mj�qj

ipjiP
i

bR
0

x
�
�
mi
qi

� h
1

fi(x)

��fi(x)gi(x)� fi(
x
2
)gi(

x
2
)
��i piqi dx

= C
P
i

bR
0

x
�
�
mi
qi

� h
1

fi(x)

��fi(x)gi(x)� fi(
x
2
)gi(

x
2
)
��i piqi dx

elde edilir. Bu da istenen sonucu verir.

Sonuç 3.6: b > 0, m > 1, i = 1; :::; n için pi > 1
n
ve i > 0 sabiti için

1 +

�
npi
m� 1

�
xf

0
i (x)

fi(x)
� 1

i
> 0

olsun. Bu durumda

�i(x) := 1
fi(x)

xR
x
2

fi(t)gi(t)
t

dt ; x 2 (0; b)

ise

bR
0

x�m�
i
[�pii (x)] dx � 1

n

P
i

�inpi
m�1

�npi bR
0

x�m
h

1
fi(x)

��fi(x)gi(x)� fi(
x
2
)gi(

x
2
)
��inpi dx
(3.8)

dir (Cheung, Hanj�, Peµcaríc 2000).

·Ispat: Teorem 3.3 deki şartlar alt¬nda i = 1; :::; n için

mi =
m

n
; qi =

1

n
; Ci = 1
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şeklinde al¬n¬rsa

bR
0

x�m�
i
[�pii (x)] dx �

�
�
j
1�pj

�P
i

1
n
1
pi
qi

h
pii
m
n
� 1
n

i pi
1
n

�
bR
0

x
�(

m
n
1
n
)
h

1
fi(x)

��fi(x)gi(x)� fi(
x
2
)gi(

x
2
)
��i pi1n

=
P
i

1
n

�pini
m�1

�npi bR
0

x�m
h

1
fi(x)

��fi(x)gi(x)� fi(
x
2
)gi(

x
2
)
��inpi

elde edilir. Bu da istenen sonucu verir.
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4. HARDY T·IPL·I EŞ·ITS·IZL·IKLER II

G. H. Hardy taraf¬ndan ifade edilen (3.1) ve (3.2) eşitsizlikleri integral eşitsi-

zlikleri içinde oldukça önemli bir yer tutmaktad¬r. Hardy eşitsizli¼gi ile ilgili

çeşitli genelleştirmeler ve farkl¬ ispat metotlar¬kullan¬larak günümüze kadar

bu eşitsizlikler üzerine bir çok yazar farkl¬çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. Bu yazarlar-

dan baz¬lar¬(Copson 1975, Levinson 1964, Love 1985, Pachpatte 1987, Shum

1971) şeklinde verebiliriz.

B. G. Pachpatte ve E. R. Love taraf¬ndan ele al¬nan tipik bir Hardy eşitsizli¼gi

için ifade edilen teorem şu şekildedir:

m > 1, p � 1, r(x), w(x) > 0, (0;1) aral¬¼g¬nda mutlak sürekli fonksiyonlar

olsun. z(x); z(+0) > 0 ve zp(x) > 0 ile (0;1) aral¬¼g¬nda diferensiyellenebilir

olsun. Ayr¬ca

Ikf(x) =

1Z
0

rk(t)z
p(t)

rk(x)z(x)
f(t)dt

ve

0 < 1
�k

� ess inf
0<x<1

n
1 + 1

m�1
z(x)
zp(x)

�
p
rpk(x)

rk(x)
� wp(x)

w(x)

�o
olsun. E¼ger f(x), (0;1) aral¬¼g¬nda negatif olmayan ölçülebilir fonksiyon,

F0(x) = z(x)f(x), pozitif x ler için

Fk(x) = z(x)IkIk�1:::I1f(x)

ve x �! 0+ iken

w(x)
z(x)m�1F

p
k (x) �! 0

var ise 0@1Z
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F pn(x)dx

1A 1
p

� A

0@1Z
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F p0 (x)dx

1A 1
p

eşitsizli¼gi vard¬r. Burada

A =
�

p
jm�1j

�n n

�
k=1

�k

dir.

Bu bölümde yukar¬da B. G. Pachpatte ve E. R. Love�nin elde etmi̧s oldu¼gu bu
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tipteki teoremlerin genelleşmesini verece¼giz.

Teorem 4.1: m > 1; p � 1; q � 0 ve X > 0 olsun. s(x); w(x) ve z(x)

[0; X] de mutlak sürekli ve pozitif ve zp(x) de esas s¬n¬rl¬ve pozitif olsun. E¼ger

f(x) 2 Lp ((0; X)) negatif olmayan fonksiyon ise

F (x) = 1
s(x)

xZ
0

s(t)zp(t)
z(t)

f(t)dt; 0 � x � X

ve

0 < 1
�
� ess inf

0<x<X

n
1 + 1

m�1
z(x)
zp(x)

�
(p+ q) s

p(x)
s(x)

� wp(x)
w(x)

�o
;

olmak üzere,

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)dx �
�
�(p+q)
m�1

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F q(x)fp(x)dx (4.1)

dir.

Hipotezde ifade edilen s; w; z ve zp fonksiyonlar¬lokal bir [0; X] bölgesinde

verilmi̧s olmas¬na ra¼gmen, X yerine +1 al¬nd¬¼g¬nda [0;1) aral¬¼g¬nda da lokal

olarak sa¼glan¬r. Fakat hipotezde ifade edilen integraller yak¬nsak olmayabilir

(Hanj�, Love, Peµcaríc 2001).

·Ispat: (i) s; w ve z [0; X] aral¬¼g¬nda pozitif ve sürekli oldu¼gundan alttan ve

üstten pozitif s¬n¬rl¬d¬r. Bunun sonucu olarak s(t)
z(t)

de s¬n¬rl¬d¬r. zp(t) üstten

s¬n¬rl¬oldu¼gundan, s(t)z
p(t)

z(t)
de s¬n¬rl¬d¬r. Üstelik f integrallenebilir oldu¼gundan,

F (x) nin integrali var ve [0; X] aral¬¼g¬nda mutlak süreklidir. s(x) pozitif alt-

tan s¬n¬rl¬oldu¼gundan 1
s(x)
, [0; X] aral¬¼g¬nda mutlak süreklidir. Bunun sonucu

olarak F (x) mutlak süreklidir. Buradan F (x) s¬n¬rl¬d¬r. 1
z(t)

nin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan
1

zm(x)
in de s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬söyleriz. Ayn¬zamanda zp(x) ve w(x) s¬n¬rl¬olacakt¬r.

Böylece (4.1) in sol taraf¬ndaki integral s¬n¬rl¬ve yak¬nsakt¬r.

(ii) z(x) pozitif üstten s¬n¬rl¬ ve mutlak sürekli oldu¼gundan 1
z(x)

de mutlak

süreklidir. Yukar¬da oldu¼gu gibi ayn¬zamanda
�

1
z(x)

�m�1
= z(x)1�m de mut-

lak süreklidir.

Şimdi w(x)F p+q(x), [0; X] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli oldu¼gundan (4.1) eşitsi-
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zli¼ginin sol taraf¬na k¬smi integrasyon metodunu uygularsak
XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)dx

= z(x)1�m

1�m w(x)F p+q(x)
X

j
0

� 1
1�m

XZ
0

z1�m(x) fwp(x)F p+q(x) + (p+ q)w(x)F p+q�1(x)F p(x)g dx

= z(X)1�mw(X)F p+q(X)
1�m � 1

1�m

XZ
0

z1�m(x) fwp(x)F p+q(x) + (p+ q)w(x)F p+q�1(x)F p(x)g dx

= z(X)1�mw(X)F p+q(X)
1�m � 1

1�m

XZ
0

z1�m(x) fwp(x)F p+q(x) + (p+ q)w(x)F p+q�1(x)

�

0@�sp(x)
s2(x)

xZ
0

s(t)zp(t)
z(x)

f(t)dt+ 1
s(x)

s(x)zp(x)
z(x)

f(x)

1A9=; dx

XZ
0

(1�m) z
p(x)

zm(x)
w(x)F p+q(x)dx

= z(X)1�mw(X)F p+q(X)�
XZ
0

z1�m(x)
n
wp(x)F p+q(x)� (p+ q)w(x) s

p(x)
s(x)

F p+q(x)

+ (p+ q)w(x) z
p(x)
z(x)

f(x)F p+q�1(x)
o
dx

= z(X)1�mw(X)F p+q(X)�
XZ
0

z1�m(x) fwp(x)F p+q(x) + (p+ q)w(x)F p+q�1(x)

�
�
zp(x)
z(x)

f(x)� sp(x)
s(x)

F (x)
�o

dx

oldu¼gu görülür. Buradan da

(m� 1)
XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)dx+ z(X)1�mw(X)F p+q(X)

=

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
n
z(x)
zp(x)

wp(x)
w(x)

F p+q(x) + (p+ q) f(x)F p+q�1(x)� (p+ q) s
p(x)
s(x)

z(x)
zp(x)

F p+q(x)
o
dx

(m� 1)
XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)dx+ z(X)1�mw(X)F p+q(X)

=

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
n
z(x)
zp(x)

�
wp(x)
w(x)

� (p+ q) s
p(x)
s(x)

�
F p+q(x) + (p+ q) f(x)F p+q�1(x)

o
dx

(4.2)
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(m� 1)
XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)dx+ z(X)1�mw(X)F p+q(X)

=

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
n
(m� 1)� (m� 1)

n
1 + 1

m�1
z(x)
zp(x)

�
(p+ q) s

p(x)
s(x)

� wp(x)
w(x)

�o
F p+q(x)

+ (p+ q) f(x)F p+q�1(x)g dx
(4.3)

yaz¬l¬r. Şimdi burada (i) k¬sm¬nda ifade edildi¼gi gibi (4.2) eşitsizli¼gi sonludur

ve dolay¬s¬yla (4.3) eşitsizli¼gi de sonludur.

Burada f(x) integrallenebilir, zp(x) s¬n¬rl¬ve bu ifadedeki di¼ger çarpanlar mut-

lak sürekli oldu¼gundan

zp(x)

zm(x)
w(x) (p+ q) f(x)F p+q�1(x)

ifadesi de integrallenebilirdir. Burada

W (x) =
zp(x)

zm(x)
w(x) ve S(x) = 1 +

1

m� 1
z(x)

zp(x)

�
(p+ q)

sp(x)

s(x)
� wp(x)

w(x)

�
yaz¬l¬rsa, (4.3) ifadesi

XZ
0

W (x) f(m� 1)� (m� 1)S(x)gF p+q(x)dx+(p+q)
XZ
0

W (x)F p+q�1(x)f(x)dx

(4.4)

şeklinde yaz¬l¬r.

(iii) (4.2), (4.3) ve (4.4) deki tüm ifadeler birbirine eşittir.

Şayet yukar¬da elde edilen

(m� 1)
XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)dx+ z(X)1�mw(X)F p+q(X)

=

XZ
0

W (x) f(m� 1)� (m� 1)S(x)gF p+q(x)dx+ (p+ q)

XZ
0

W (x)F p+q�1(x)f(x)dx

eşitli¼gin her iki yan¬n¬pozitif m� 1 reel say¬s¬na bölersek,
XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)dx

�
XZ
0

W (x) f1� S(x)gF p+q(x)dx+ (p+ q)

XZ
0

W (x)F p+q�1(x)f(x)dx
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elde edilir. Buradan da
XZ
0

W (x)S(x)F p+q(x)dx � (p+q)
m�1

XZ
0

W (x)F p+q�1(x)f(x)dx

yaz¬l¬r. Ayr¬ca hemen hemen her yerde S(x) � 1
�
oldu¼gundan

XZ
0

W (x) 1
�
F p+q(x)dx � (p+q)

m�1

XZ
0

W (x)F p+q�1(x)f(x)dx

XZ
0

W (x)F p+q(x)dx � �(p+q)
m�1

XZ
0

W (x)F p+q�1(x)f(x)dx

olur. Hölder eşitsizli¼gi yard¬m¬yla,

m�1
�(p+q)

XZ
0

W (x)F p+q(x)dx �
XZ
0

W (x)F p+q�1(x)f(x)dx

=

XZ
0

W (x)F p+q�1�
q
p (x)F

q
p (x)f(x)dx

=

XZ
0

W
1
q (x)F p+q�1�

q
p (x)W

1
p (x)F

q
p (x)f(x)dx

�

0@ XZ
0

W (x)F p+q(x)dx

1A
1
q
0@ XZ

0

W (x)F q(x)fp(x)dx

1A
1
p

m�1
�(p+q)

XZ
0

W (x)F p+q(x)dx �

0@ XZ
0

W (x)F p+q(x)dx

1A
1
q
0@ XZ

0

W (x)F q(x)fp(x)dx

1A
1
p

(4.5)

bulunur. Buradan da

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)dx �
�
�(p+q)
m�1

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F q(x)fp(x)dx

elde edilir.

Teorem 4.2: m > 1; p+r � 1; p � 0; q � 0 ve r � 0 olsun. s; w; z; zp; X ve

F , Teorem 4.1 deki gibi tan¬mlans¬n. f(x) 2 Lp+r ((0; X)) için

F (x) = 1
s(x)

xZ
0

s(t)zp(t)
z(t)

f(t)dt; 0 � x � X
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ve

0 < 1
�
� ess inf

0<x<X

n
1 + 1

m�1
z(x)
zp(x)

�
(p+ q + r) s

p(x)
s(x)

� wp(x)
w(x)

�o
;

ise

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)f r(x)dx �
�
�(p+q+r)
m�1

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)F q(x)fp+r(x)dx

dir.

Hipotezde ifade edilen s; w; z ve zp fonksiyonlar¬lokal bir [0; X] bölgesinde

verilmi̧s olmas¬na ra¼gmen, X yerine +1 al¬nd¬¼g¬nda [0;1) aral¬¼g¬nda da lokal

olarak sa¼glan¬r. Fakat hipotezde ifade edilen integraller yak¬nsak olmayabilir

(Hanj�, Love, Peµcaríc 2001).

·Ispat: W (x) = zp(x)
zm(x)

w(x) olarak alal¬m. Böylece Teorem 4.1 de p yerine p+ r

yaz¬l¬r ve Hölder eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,

XZ
0

W (x)F p+q(x)f r(x)dx

=

XZ
0

W (x)
�
F

qr
p+r (x)f r(x)

��
F p+q�

qr
p+r (x)

�
dx

�

0@ XZ
0

W (x)F q(x)fp+r(x)dx

1A
r

p+r
0@ XZ

0

W (x)F p+q+r(x)dx

1A
p

p+r

�

0@ XZ
0

W (x)F q(x)fp+r(x)dx

1A
r

p+r
24��(p+q+r)

m�1

�p+r XZ
0

W (x)F q(x)fp+r(x)dx

35
p

p+r

=
�
�(p+q+r)
m�1

�p XZ
0

W (x)F q(x)fp+r(x)dx

elde edilir.

Teorem 4.3: m > 1; p � 1; X > 0, k = 1; 2; :::; n için sk(x); w(x) ve z(x)

[0; X] aral¬¼g¬üzerinde pozitif ve mutlak sürekli ve zp(x) de s¬n¬rl¬ve pozitif

olsun. � negatif olmayan ve Lp ((0; X)) üzerinde tan¬ml¬ olan herhengi bir

fonksiyon olmak üzere,

�
Ik�(x) = 1

sk(x)

xZ
0

sk(t)z
p(t)

z(t)
�(t)dt; 0 � x � X
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olsun. E¼ger f(x) 2 Lp ((0; X)) negatif olmayan fonksiyonu için

�
Fk(x) =

�
Ik
�
Ik�1:::

�
I1f(x)

�
F 0(x) = f(x);

ve

0 < 1
�k

� ess inf
0<x<X

n
1 + 1

m�1
z(x)
zp(x)

�
p
spk(x)

sk(x)
� wp(x)

w(x)

�o
;

olmak üzere,

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
F n(x)

�p
dx �

�
p

m�1
�np� n

�
i=1
�i

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)fp(x)dx:

dir.

Hipotezde ifade edilen s; w; z ve zp fonksiyonlar¬lokal bir [0; X] bölgesinde

verilmi̧s olmas¬na ra¼gmen, X yerine +1 al¬nd¬¼g¬nda [0;1) aral¬¼g¬nda da lokal

olarak sa¼glan¬r. Fakat hipotezde ifade edilen integraller yak¬nsak olmayabilir

(Hanj�, Love, Peµcaríc 2001).

·Ispat: z(x), [0; X] aral¬¼g¬nda sürekli ve pozitif oldu¼gundan üstten ve alttan

pozitif s¬n¬rl¬d¬r. Benzer şekilde sk(x) ve w(x) de üstten ve alttan pozitif

s¬n¬rl¬d¬r. Dolay¬s¬yla, sk(x)zp(x) esas s¬n¬rl¬ve �(t) 2 Lp ([0; X]) oldu¼gu için
�
Ik�(x) var ve [0; X] aral¬¼g¬nda süreklidir. Özel olarak,

�
Ik�(x) 2 Lp ((0; X))

olup negatif olmad¬¼g¬aç¬kt¬r. Böylece
�
Fk(x) var ve

�
Fk(x) 2 Lp ((0; X)) olup

negatif de¼gildir.

Teorem 4.1 de q ile 0, s(x) ile sk(x) ve f(x) ile
�
F k�1(x) yer de¼gi̧stirir ve daha

sonra � ile �k ve F (x) ile
�
Ik
�
F k�1(x) yer de¼gi̧stirilirse Teorem 4.1 in şartlar¬

sa¼glanaca¼g¬ndan teorem şu hali al¬r:

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
Ik
�
F k�1(x)

�p
dx �

�
p�k
m�1

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
F k�1(x)

�p
dx:

(4.6)

Buradan,.
�
Ik�(x) = 1

sk(x)

xZ
0

sk(t)z
p(t)

z(t)
�(t)dt; 0 � x � X

�
Fk(x) =

�
Ik
�
Ik�1:::

�
I1f(x)

�
F 0(x) = f(x);
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olduklar¬dikkate al¬n¬rsa (4.6) eşitsizli¼ginden

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
F k(x)

�p
dx �

�
p�k
m�1

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
F k�1(x)

�p
dx

yaz¬l¬r. Bu son eşitsizlikten,

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
F k(x)

�p
dx �

�
p�k
m�1

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
F k�1(x)

�p
dx

=
�
p�k
m�1

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
Ik�1

�
F k�2(x)

�p
dx

�
�
p�k
m�1

�p �p�k�1
m�1

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
F k�2(x)

�p
dx

=
�
p�k
m�1

�p �p�k�1
m�1

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
Ik�2

�
F k�3(x)

�p
dx

�
�
p�k
m�1

�p �p�k�1
m�1

�p �p�k�2
m�1

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
F k�3(x)

�p
dx

:::

�
�
p�k
m�1

�p �p�k�1
m�1

�p
:::
�
p�1
m�1

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)fp(x)dx

=
�

p
m�1

�np� n

�
i=1
�i

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)fp(x)dx:

elde edilir. Buradan da,

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
F n(x)

�p
dx �

�
p

m�1
�np� n

�
i=1
�i

�p XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)fp(x)dx:

oldu¼gu görülür.

Teorem 4.4: p; k; n; sk(x); w(x) ve z(x); Teorem 4.3 deki gibi tan¬mlans¬n.

� 2 Lp ((0; X)) üzerinde tan¬ml¬negatif olmayan bir fonksiyon olmak üzere,

�
Ik�(x) = 1

sk(x)

xZ
0

sk(t)z
p(t)�(t)dt; 0 � x � X

olsun. E¼ger f(x) 2 Lp ((0; X)) negatif olmayan fonksiyonu için
�
Fk(x) =

�
Ik
�
Ik�1:::

�
I1f(x)

�
F 0(x) = f(x); m > (n� 1) p+ 1
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ve

0 < 1
�k

� ess inf
0<x<X

n
1 + 1

m�(n�k)p�1
z(x)
zp(x)

�
p
spk(x)

sk(x)
� wp(x)

w(x)

�o
olmak üzere,

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)

�
�
F n(x)

�p
dx �

�
n

�
i=1

p�i
m�(n�i)p�1

�p XZ
0

zp(x)
zm�np(x)w(x)f

p(x)dx:

dir.

Hipotezde ifade edilen s; w; z ve zp fonksiyonlar¬lokal bir [0; X] bölgesinde

verilmi̧s olmas¬na ra¼gmen, X yerine +1 al¬nd¬¼g¬nda [0;1) aral¬¼g¬nda da lokal

olarak sa¼glan¬r. Fakat hipotezde ifade edilen integraller yak¬nsak olmayabilir

(Hanj�, Love, Peµcaríc 2001).

·Ispat: g(x) = z(x)�1f(x); Lp ([0; X]) ye ait ve negatif olmad¬¼g¬ndan

�
Ikg(x) = 1

sk(x)

xZ
0

sk(t)z
p(t)

z(t)
z(t)g(t)dt

= 1
sk(x)

xZ
0

sk(t)z
p(t)

z(t)
z(t)z(t)�1f(t)dt

=
�
Ikf(x)

dir. Böylece Teorem 4.3 den
�
Ikg(x) pozitif ve sürekli olup

�
Ikg(x) 2 Lp ([0; X])

d¬r. Benzer şekilde

�
Fk(x) =

�
Ik
�
F k�1(x) =

1

sk(x)

xZ
0

sk(t)z
p(t)

z(t)
z(t)

�
F k�1(t)dt =

�
Ik

�
z(x)

�
F k�1(x)

�
(4.7)

dir.
�
F0(x) negatif olmayan ve L1 e ait bir fonksiyon ve z(x) pozitif ve sürekli

oldu¼gundan,
�
F1(x) negatif olmayan sürekli ve Lp ([0; X]) e ait bir fonksiyondur.

Böylece tümevar¬m yöntemiyle her hangi bir k için
�
Fk(x) negatif olmayan ve

Lp ye ait olan bir fonksiyon olacakt¬r. Sonuç olarak Teorem 4.1 deki şartlar

sa¼glanm¬̧s olacakt¬r. Bu teoremdeki m, m�(n�k)p � m�(n�1)p > 1 şart¬n¬
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sa¼glayan m� (n� k)p ile yerde¼gi̧stirilir, q = 0 ve (4.7) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

XZ
0

zp(x)

zm�(n�k)p(x)
w(x)

�
�
F k(x)

�p
dx

=

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)

�
�
Ikz(x)

�
F k�1(x)

�p
dx

�
�

p�k
m�(n�k)p�1

�p XZ
0

zp(x)

z
m�(n�k)p

(x)
w(x)

�
z(x)

�
F k�1(x)

�p
dx

=
�

p�k
m�(n�k)p�1

�p XZ
0

zp(x)

z
m�(n�k+1)p

(x)
w(x)

�
�
F k�1(x)

�p
dx

=
�

p�k
m�(n�k)p�1

�p XZ
0

zp(x)

z
m�(n�k+1)p

(x)
w(x)

�
�
Ik�1z(x)

�
F k�2(x)

�p
dx

�
�

p�k
m�(n�k)p�1

�p �
p�k�1

m�(n�k+1)p�1

�p XZ
0

zp(x)

z
m�(n�k+1)p

(x)
w(x)

�
z(x)

�
F k�2(x)

�p
dx

=
�

p�k
m�(n�k)p�1

�p �
p�k�1

m�(n�k+1)p�1

�p XZ
0

zp(x)

z
m�(n�k+2)p

(x)
w(x)

�
�
F k�2(x)

�p
dx

:::

�
�

p�k
m�(n�k)p�1

�p
:::
�

p�1
m�(n�1)p�1

�p XZ
0

zp(x)

z
m�np

(x)
w(x)fp(x)dx

=

�
n

�
i=1

p�i
m�(n�i)p�1

�p XZ
0

zp(x)
zm�np(x)w(x)f

p(x)dx

elde edilir. Böylece

XZ
0

zp(x)

zm�(n�k)p(x)
w(x)

�
�
F n(x)

�p
dx �

�
n

�
i=1

p�i
m�(n�i)p�1

�p XZ
0

zp(x)
zm�np(x)w(x)f

p(x)dx

yaz¬l¬r. Bu ise

XZ
0

zp(x)
zm(x)

w(x)

�
�
F n(x)

�p
dx �

�
n

�
i=1

p�i
m�(n�i)p�1

�p XZ
0

zp(x)
zm�np(x)w(x)f

p(x)dx

demektir. Bu da aranan sonuçtur.

Teorem 4.5: m < 1; p � 1; q � 0, X > 0, s(x); w(x) ve z(x) fonksiyonlar¬

[X;1) aral¬¼g¬nda mutlak sürekli ve üstten ve alttan pozitif s¬n¬rl¬olsun. Ayr¬ca
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zp(x) de [X;1) aral¬¼g¬nda pozitif ve esas s¬n¬rl¬ olsun. E¼ger f(x) 2 L1 \

Lp ([X;1)) negatif olmayan fonksiyonu için

F (x) = 1
s(x)

1Z
x

s(t)zp(t)
z(t)

f(t)dt

ve

0 < 1
�
� ess inf

X<x<1

n
1 + 1

1�m
z(x)
zp(x)

�
wp(x)
w(x)

� (p+ q) s
p(x)
s(x)

�o
;

ise
1Z
X

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)dx �
�
(p+q)�
1�m

�p 1Z
X

zp(x)
zm(x)

w(x)F q(x)fp(x)dx (4.8)

d¬r. Buradaki integraller yak¬nsakt¬r (Hanj�, Love, Peµcaríc 2001).

·Ispat: (i) x � X için 1
s(x)

tan¬ml¬oldu¼gundan F (x) de tan¬ml¬d¬r. Dolay¬s¬yla
s(t)
z(t)
s¬n¬rl¬, zp(t) esas s¬n¬rl¬ve f(t), (X;1) aral¬¼g¬nda integrallenebilirdir. Böylece

F (x) de pozitif ve süreklidir.

Kabul edelim ki (�;1) aral¬¼g¬nda f(x) = 0 olacak şekilde � > X vard¬r.

�0 = inf f� > X : f(x) = 0; hhh x > � g (4.9)

olsun.

(ii) Kabul edelim ki �0 > X olsun. � = inf
n
s(t)
z(t)

: t > X
o
olmak üzere

s(X)F (X) = s(X)
1

s(X)

1Z
X

s(t)zp(t)

z(t)
f(t)dt �

1Z
X

�zp(t)f(t)dt = �

1Z
X

zp(t)f(t)dt

s(X)F (X) �
1Z
X

�zp(t)f(t)dt � �

1Z
X

zp(t)f(t)dt

dir.

E¼ger

1Z
X

zp(t)f(t)dt integrali s¬f¬r ise, (X;1) aral¬¼g¬nda hhh zp(t)f(t) = 0 d¬r.

(X;1) aral¬¼g¬nda hhh zp(t) > 0 ve f(t) = 0 oldu¼gundan (X; �0) aral¬¼g¬nda hhh

f(t) = 0 olur. Bu da �0 ¬n tan¬m¬yla çeli̧sir. Bu yüzden

1Z
X

zp(t)f(t)dt > 0 ve

s(X)F (X) > 0 d¬r. Buradan da F (X) > 0 d¬r.

(iii) x �! 1 için s(x)F (x) �! 0 ve s(x) pozitif üstten s¬n¬rl¬oldu¼gundan,
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x �! 1 için F (x) �! 0 d¬r. Ayr¬ca z(x)1�m ve w(x) üstten s¬n¬rl¬oldu¼gun-

dan, x �! 1 için z(x)1�mw(x)F p+q(x) �! 0 d¬r. Ancak (ii) yard¬m¬yla

z(X)1�mw(X)F p+q(X) > 0 olur. Dolay¬s¬yla Y � Y0 için

0 � z(Y )1�mw(Y )F p+q(Y ) � z(X)1�mw(X)F p+q(X), (4.10)

olacak şekilde Y0 > X vard¬r.

(iv) Y � Y0 olsun. 1
s(x)

ve s(x)F (x), [X; Y ] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli oldu¼gun-

dan F (x) de mutlak süreklidir. Böylece w(x)F p+q(x) ve z(x)1�m, [X; Y ] ar-

al¬¼g¬nda mutlak süreklidir. Böylece k¬smi integrasyon metodu ile

(1�m)

YZ
X

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)dx =

YZ
X

w(x)F p+q(x) d
dx
(z(x)1�m) dx

= [z(x)1�mw(x)F p+q(x)]
Y

j
X

�
YZ
X

z(x)1�m d
dx
fw(x)F p+q(x)g dx

olur. Buradan

F p(x) = �s
p(x)

s(x)
F (x)� zp(x)

z(x)
f(x)

eşitli¼gini göz önüne al¬narak

(1�m)

YZ
X

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)dx� [z(x)1�mw(x)F p+q(x)]
Y

j
X

(4.11)

= �
YZ
X

z1�m(x) fwp(x)F p+q(x) + (p+ q)w(x)F p+q�1(x)F p(x)g dx

= �
YZ
X

z1�m(x) fwp(x)F p+q(x) + (p+ q)w(x)F p+q�1(x)

�

0@�sp(x)
s2(x)

xZ
0

s(t)zp(t)
z(x)

f(t)dt+ 1
s(x)

s(x)zp(x)
z(x)

f(x)

1A9=; dx

= �
YZ
X

w(x)
zm�1(x)

n
wp(x))
w(x)

F p+q(x)� (p+ q)F p+q�1(x)
�
sp(x)
s(x)

F (x) + zp(x)
z(x)

f(x)
�o

dx
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(1�m)

YZ
X

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)dx� [z(x)1�mw(x)F p+q(x)]
Y

j
X

= �
YZ
X

w(x)
zm�1(x)

�
wp(x))
w(x)

� (p+ q) s
p(x)
s(x)

�
F p+q(x)dx

+ (p+ q)

YZ
X

zp(x)
zm�1(x)w(x)F

p+q�1(x)f(x)dx

(4.12)

elde edilir.

F sürekli ve f 2 L1 oldu¼gundan, (4.11) ve (4.12) ifadelerinde ki integraller

vard¬r. Burada W (x) = zp(x)z�m(x)w(x) dönüşümü yap¬ld¬¼g¬nda

�(1�m)

YZ
X

W (x) z(x)
zp(x)

1
1�m

�
wp(x))
w(x)

� (p+ q) s
p(x)
s(x)

�
F p+q(x)dx

= �(1�m)

YZ
X

W (x)
n
1 + 1

1�m
z(x)
zp(x)

�
wp(x))
w(x)

� (p+ q) s
p(x)
s(x)

�
� 1
o
F p+q(x)dx

� �(1�m)

YZ
X

W (x)
�
1
�
� 1
	
F p+q(x)dx:

elde edilir. (4.10) kullan¬larak (4.11) ve (4.12) eşitliklerinden

(1�m)

YZ
X

W (x)F p+q(x)dx

� (1�m)
�
1� 1

�

	 YZ
X

W (x)F p+q(x)dx+ (p+ q)

YZ
X

W (x)F p+q�1(x)f(x)dx;

yaz¬l¬r. Böylece p > 1 için Hölder eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

(1�m)
(p+q)�

YZ
X

W (x)F p+q(x)dx �
YZ
X

W (x)F p+q�1(x)f(x)dx (4.13)

(1�m)
(p+q)�

YZ
X

W (x)F p+q(x)dx =

YZ
X

W (x)F p+q�
p+q
p (x)F

q
p (x)f(x)dx

�

0@ YZ
X

W (x)F p+qdx

1A1� 1
p
0@ YZ

X

W (x)F q(x)fp(x)dx

1A
1
p
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elde edilir.0@ YZ
X

W (x)F p+qdx

1A1� 1
p

6= 0 ise

1�m
(p+q)�

0@ YZ
X

W (x)F p+q(x)dx

1A
1
p

�

0@ YZ
X

W (x)F q(x)fp(x)dx

1A
1
p

(4.14)

elde edilir.0@ YZ
X

W (x)F p+qdx

1A1� 1
p

= 0 ise (4.14) aç¬kt¬r. Böylece p > 1 için (4.14) eşitsi-

zli¼gi sa¼glan¬r. Ayr¬ca p = 1 için de (4.13) eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bunlar¬n sonucu

olarak p � 1 ve Y � Y0 için

YZ
X

W (x)F p+q(x)dx �
�
(p+q)�
1�m

�p YZ
X

W (x)F q(x)fp(x)dx (4.15)

elde edilir. Y �! 1 için p � 1 ve �0 > X oldu¼gundan (4.15) eşitsizli¼ginden

(4.8) eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Hhh x > �0 için f(x) = 0 oldu¼gundan (4.14) eşitsi-

zli¼ginin sa¼g taraf¬Y nin sonlu de¼geri için limit de¼geri vard¬r. Böylece (4.8)

eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬yak¬nsak olup (4.14) eşitsizli¼ginin sol taraf¬da yak¬nsak

olur.

(v) � = X ise hhh x > X için f(x) = 0 d¬r. Sonuç olarak, her x � X için

F (x) = 0 olup (4.8) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬n¬n s¬f¬r oldu¼gu aç¬kt¬r.

(vi) �0 =1 oldu¼gu duruma bakal¬m. Pozitif n > X tamsay¬lar¬için

fn(t) =

8<: f(t); t � n

0; t > n

olsun. Ayn¬zamanda x > X için

Fn(x) = 1
s(x)

1Z
x

s(t)zp(t)
z(t)

fn(t)dt ;

olsun. Böylece fn(t), (i) den (iv) e kadar olan çözümü sa¼glar. Böylece (4.14)

eşitsizli¼ginden
1Z
X

W (x)F p+q(x)dx �
�
(p+q)�
1�m

�p 1Z
X

W (x)F q(x)fp(x)dx (4.16)
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yaz¬l¬r ve bu integraller yak¬nsakt¬r. n �! 1 için fn(x) �! f(x) dir.

Buradan monoton yak¬nsakl¬k teoreminden Fn(x) �! F (x) dir. Böylece

F p+qn (x) �! F p+q(x) ve F qn(x)f
p
n(x) �! F q(x)fp(x) d¬r. Tekrar monoton

yak¬nsakl¬k teoreminden, (4.16) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬s¬ras¬yla (4.8) eşitsi-

zli¼ginin her iki taraf¬na dönüşür. f 2 Lp ve di¼ger fonksiyonlarda s¬n¬rl¬oldu¼gun-

dan (4.8) eşitsizli¼gi yak¬nsakt¬r.

Teorem 4.6: m < 1; p + r � 1; q � 0; r > 0, X > 0 ve s; w , z, zp ve F ,

Teorem 4.5 deki gibi tan¬mlanm¬̧s olsun. E¼ger f(x) 2 L1 \Lp ((X;1)) negatif

olmayan fonksiyonu için

F (x) = 1
s(x)

1Z
x

s(t)zp(t)
z(t)

f(t)dt

ve

0 < 1
�
� ess inf

X<x<1

n
1 + 1

1�m
z(x)
zp(x)

�
wp(x)
w(x)

� (p+ q + r) s
p(x)
s(x)

�o
;

ise

1Z
X

zp(x)
zm(x)

w(x)F p+q(x)f r(x)dx �
�
(p+q+r)�
1�m

�p 1Z
X

zp(x)
zm(x)

w(x)F q(x)fp+r(x)dx

dir ve bu integraller yak¬nsakt¬r (Hanj�, Love, Peµcaríc 2001).

·Ispat: (0; X) ile (0;1) , m � 1 ile 1 � m yer de¼gi̧stirir ve Teorem 4.2

nin ispat¬n¬da kulland¬¼g¬m¬z Teorem 4.1 in yerine Teorem 4.5 i kullan¬l¬rsa bu

teoremin ispat¬Teoerm 4.2 nin ispat¬n¬n benzeri olur.

Teorem 4.7: m < 1; p � 1; X > 0, k = 1; 2; :::; n için sk(x); w(x) ve

z(x) [X;1) aral¬¼g¬nda pozitif ve mutlak sürekli olsun. Ayr¬ca 1
sk(x)

2 L1 \

Lp ((X;1)), zp(x) (X;1) aral¬¼g¬nda pozitif ve esas s¬n¬rl¬ve � 2 Lp ((0; X))

negatif olmayan fonksiyonu için

�
Jk�(x) = 1

sk(x)

1Z
x

sk(t)z
p(t)

z(t)
�(t)dt; x � X

olsun. E¼ger f(x) 2 L1 \ Lp ((X;1)) negatif olmayan fonksiyonu için

�
Fk(x) =

�
Jk

�
Jk�1:::

�
J1f(x)

�
F 0(x) = f(x)
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ve

0 < 1
�k

� ess inf
X<x<1

n
1 + 1

1�m
z(x)
zp(x)

�
wp(x)
w(x)

� p
spk(x)

sk(x)

�o
ise

1Z
X

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
F n(x)

�p
dx �

�
p

1�m
�np� n

�
i=1
�i

�p 1Z
X

zp(x)
zm(x)

w(x)fp(x)dx:

dir (Hanj�, Love, Peµcaríc 2001).

·Ispat: sk (x)
zp(x)
z(x)

(X;1) aral¬¼g¬ndaki esa üst s¬n¬r¬Kk olsun. 1
sk(x)

s¬n¬rl¬

ve � integrallenebilir oldu¼gundan, ~Jk� (x) de [X;1) aral¬¼g¬n¬n her yerinde

tan¬ml¬d¬r. Ayr¬ca, 1
sk(x)

, [X;1) aral¬¼g¬nda mutlak sürekli oldu¼gundan ~Jk� (x)

de mutlak süreklidir. Bundan başka
1Z
X

~Jk� (x) dx �
1Z
X

dx

sk(x)

1Z
x

Kk� (t) dt = Kk

1Z
X

dx

sk(x)

1Z
X

� (t) dt < 1

oldu¼gundan ~Jk� (x) (X;1) aral¬¼g¬nda pozitif ve integrallenebilirdir. Ayn¬za-

manda integraller için Minkowski eşitsizli¼gi kullan¬larak0@1Z
X

~Jk� (x)
p dx

1A 1
p

�

0@1Z
X

dx

sk(x)p

0@1Z
x

Kk� (t) dt

1Ap1A
1
p

� Kk

0@1Z
X

dx

sk(x)p

0@1Z
x

� (t) dt

1Ap1A
1
p

� Kk

1Z
x

� (t) dt

0@1Z
X

dx

sk(x)p

1A 1
p

< 1

elde edilir. Böylece, ~Jk� (x) 2 L1 \ Lp ((X;1)) dir. Bu sonuçlar¬n ard arda

uygulanmas¬yla,
�
F k(x) 2 L1 \ Lp ((X;1)) dir.

q = 0 için Teorem 4.5 gere¼gince,
�
F k(x) = ~Jk

�
F k�1(x) oldu¼gundan

1Z
X

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
F n(x)

�p
dx �

�
p�k
1�m

�p 1Z
X

zp(x)
zm(x)

w(x)
�
F k�1(x)

pdx

elde edilir. k = 1; 2; :::; n için tümevar¬m metodu kullan¬larak

1Z
X

zp(x)
zm(x)

w(x)
��
F n(x)

�p
dx �

�
p

1�m
�np� n

�
i=1
�i

�p 1Z
X

zp(x)
zm(x)

w(x)fp(x)dx
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sonucu yaz¬l¬r. Bu da Teorem 2.7 nin ispat¬n¬tamamlar.

Teorem 4.8: m; p; k; sk(x); w(x), z(x) ve X Theorem 4.7 deki gibi tan¬m-

lanm¬̧s olsun. � 2 L0 \ Lp ((X;1)) negatif olmayan fonksiyonu için

�
Jk�(x) = 1

sk(x)

1Z
x

sk(t)z
p(t)�(t)dt; x � X

olsun. E¼ger f(x) 2 L0 \ Lp ((X;1)) negatif olmayan fonksiyonu için
�
Fk(x) =

�
Jk

�
Jk�1:::

�
J1f(x)

�
F 0(x) = f(x);

ve

0 < 1
�k

� ess inf
X<x<1

n
1 + 1

1�m+(n�k)p
z(x)
zp(x)

�
wp(x)
w(x)

� p
spk(x)

sk(x)

�o
;

ise
1Z
X

zp(x)
zm(x)

w(x)

�
�
F n(x)

�p
dx �

n

�
k=1

�
p�k

1�m+(n�k)p

�p 1Z
X

zp(x)
zm�np(x)w(x)f

p(x)dx:

dir (Hanj�, Love, Peµcaríc 2001).

·Ispat: sk(t)z
p(t) nin (X;1) aral¬¼g¬ndaki esas üst s¬n¬r¬Kk olsun. Teorem

4.7 nin ispat¬nda oldu¼gu gibi
�
Jk�(x) 2 L0 \ Lp ((X;1)) ve pozitif tan¬ml¬d¬r.

Bunun bir uygulamas¬olarak
�
Fk(x) 2 L0 \ Lp ((X;1)) ve pozitif tan¬ml¬d¬r.

m ile m � (n � k)p; F (x) ile
�
Fk(x) ve f(x) ile z(x)

�
F k�1(x) yer de¼gi̧stirir ve

q = 0 için Teorem 4.5 gere¼gince

�
Fk(x) =

�
Jk

�
F k�1(x) =

1

sk(x)

1Z
x

sk(t)z
p(t)

z(t)
z(t)

�
F k�1(t)dt =

�
Jk

�
z(x)

�
F k�1(x)

�
;

yaz¬l¬r. Böylece Teorem 4.5 den
1Z
X

zp(x)

zm�(n�k)p(x)
w(x)

�
�
F n(x)

�p
dx �

�
p�k

1�m+(n�k)p

�p 1Z
X

zp(x)

zm�(n�k)p(x)
w(x)

�
z(x)

�
F k�1(x)

�p
dx

=
�

p�k
1�m+(n�k)p

�p 1Z
X

zp(x)

zm�(n�k+1)p(x)
w(x)

�
�
F k�1(x)

�p
dx

olur. k = 1; 2; :::; n için tümevar¬m metodu kullan¬larak
1Z
X

zp(x)
zm(x)

w(x)

�
�
F n(x)

�p
dx �

n

�
k=1

�
p�k

1�m+(n�k)p

�p 1Z
X

zp(x)
zm�np(x)w(x)f

p(x)dx:

sonucu elde edilir. Bu da Teorem 4.8 in ispat¬n¬verir.
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5. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ ÖTELEME ·ILE ·IL·IŞK·IL·I HARDY

EŞ·ITS·IZL·IKLER·I

1951 y¬l¬nda B. M. Levitan

@2u

@x2
+
2p+ 1

x

@u

@x
=

@2u

@y2
+
2p+ 1

y

@u

@y

denkleminin,

u (x; y)jy=0 = f (x)

@u

@y

����
y=0

= 0

başlang¬ç şartlar¬n¬sa¼glayan çözümünün,

u (x; y) = T yx f (x) =
� (2p+ 1)

22p�1�2
�
p+ 1

2

� �Z
0

f
hp

x2 + y2 + 2xy cos'
i
sin2p 'd'

şeklinde oldu¼gunu vermi̧stir. Bu eşitlikte ' yerine ��' al¬n¬r ve � fonksiyon-

lar¬na ait,
�2 (�)

� (2�)
=

1

22��1
:
� (�) �

�
1
2

�
�
�
�+ 1

2

�
özelli¼gi kullan¬l¬rsa,

T yx f (x) =
� (p+ 1)

�
�
p+ 1

2

�
�
�
1
2

� �Z
0

f
hp

x2 + y2 � 2xy cos'
i
sin2p 'd'

yaz¬l¬r. Burada, y � 1 ve p = v � 1
2
al¬n¬rsa,

T 1f(x) = Cv
�R
0

f
�p
1 + x2 � 2x cos �

�
sin2v�1 �d�

olacakt¬r. Burada Cv =
�
�
v + 1

2

�
� (v) �

�
1
2

� dir. Bu bölümde T 1f(x) fonksiyonu ile il-
i̧skili (1.2) eşitsizli¼gine benzer Hardy tipli eşitsizlikleri inceliyece¼giz. Bu eşitsiz-

likler bilinen baz¬sonuçlar¬n genelleştirilmesi olacakt¬r. Bu bölümdeki fonksiy-

onlar¬n ölçülebilir, lokal integrallenebilir ve e¼ger eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬varsa sol

taraf¬n¬n da var oldu¼gu kabul edilecektir.

Teorem 5.1: p > 1; 1
p
+ 1

q
= 1; v > 0; r > 2v + 1, u(x) � 0 ve hhh(hemen

hemen her yerde) � > 0 de¼geri için

1 +
p(2v + 1)

r � 2v � 1 �
1

�
> 0
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olsun. Bu şartlar alt¬nda, a 2 (0;1) için

F (x) :=
1

x2v+1

xZ
a

T 1u(t)t2vdt; x 2 (0;1)

olmak üzere her b � a için

R b
a
x�rF p (x)x2�dx �

�
�p

r�2��1
�p R b

a
x�r [T 1u (x)]

p
x2�dx (5.5)

dir (Sar¬kaya, Y¬ld¬r¬m, Sa¼glam 2006).

·Ispat: (5.5) eşitsizli¼ginin sol taraf¬nda k¬smi integrasyon metodu uygulan¬rsa,R b
a
x�rF p (x)x2�dx = b�r+2�+1

�r+2�+1F
p (b) +

R b
a

p(2�+1)
�r+2�+1x

�rF p (x)x2�dx

�
R b
a

p
�r+2�+1x

�rF p�1 (x)T 1u (x)x2�dx

elde edilir. Buradan r > 2v + 1 ve F (b) � 0 oldu¼gundanR b
a
x�rF p (x)

h
1 + p(2�+1)

r�2��1

i
x2�dx = b�r+2�+1

�r+2�+1F
p (b) + p

r�2��1
R b
a
x�rF p�1 (x)T 1u (x)x2�dx

� p
r�2��1

R b
a
x�rF p�1 (x)T 1u (x)x2�dx

yaz¬l¬r. Buradan da hipotezde � n¬n kabulünden,R b
a
x�rF p (x) 1

�
x2�dx �

R b
a
x�rF p (x)

h
1 + p(2�+1)

r�2��1

i
x2�dx

� p
r�2��1

R b
a

h
x(�r+2�)

1
pT 1u (x)

i h
x(�r+2�)

1
qF p�1 (x)

i
dx

yaz¬l¬r. Son eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na Hölder eşitsizli¼gi uygulan¬rsa,

R b
a
x�rF p (x)x2�dx � �p

r�2��1

hR b
a
x�r [T 1u (x)]

p
x2�dx

i 1
p
hR b
a
x�rF p (x)x2�dx

i 1
q

elde edilir. Böylece,

R b
a
x�rF p (x)x2�dx �

�
�p

r�2��1
�p R b

a
x�r [T 1u (x)]

p
x2�dx

elde edilir. Bu da istenen sonuçtur.

Teorem 5.2: p > 1; 1
p
+ 1

q
= 1; v > 0; r > 2v + 1 , u(x) � 0 ve hhh � > 0

de¼geri için

1 +
p(2v + 1)

r � 2v � 1 �
1

�
> 0

olsun. Bu şartlar alt¬nda,

F (x) :=
1

x2v+1

xZ
x
2

T 1u(t)t2vdt; x 2 (0;1)
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olmak üzere, a 2 (0;1) ve her b � a içinR b
a
x�rF p (x)x2�dx �

�
�p

r�2��1
�p R b

a
x�r

��T 1u (x)� 1
22v+1

T 1u
�
x
2

���p x2�dx
(5.6)

dir (Sar¬kaya, Y¬ld¬r¬m, Sa¼glam 2006).

·Ispat: (5.6) eşitsizli¼ginin sol taraf¬nda k¬smi integrasyon metodu uygulan¬rsa,R b
a
x�rF p (x)x2�dx = b�r+2�+1

�r+2�+1F
p (b) + p(2�+1)

r�2��1
R b
a
x�rF p (x)x2�dx

�
R b
a

p
�r+2�+1x

�r �T 1u (x)� 1
22�+1

T 1u
�
x
2

��
F p�1 (x)x2�dx

elde edilir. Buradan r > 2v + 1 ve F (b) � 0 oldu¼gundan,R b
a
x�rF p (x)

h
1 + p(2�+1)

r�2��1

i
x2�dx = b�r+2�+1

�r+2�+1F
p (b)

+ p
r�2��1

R b
a
x�r

�
T 1u (x)� 1

22�+1
T 1u

�
x
2

��
F p�1 (x)x2�dx

� p
r�2��1

R b
a
x�r

�
T 1u (x)� 1

22�+1
T 1u

�
x
2

��
F p�1 (x)x2�dx

oldu¼gu görülür. Burada hipotezde � n¬n kabulünden,R b
a
x�rF p (x) 1

�
x2�dx �

R b
a
x�rF p (x)

h
1 + p(2�+1)

r�2��1

i
x2�dx

� p
r�2��1

R b
a

h
(x�r+2�)

1
p
�
T 1u (x)� 1

22�+1
T 1u

�
x
2

��i h
(x�r+2�)

1
q F p�1 (x)

i
dx

yaz¬l¬r. Son eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na Hölder eşitsizli¼gi uygulan¬rsa,R b
a
x�rF p (x)x2�dx � �p

r�2��1

hR b
a
x�r

��T 1u (x)� 1
22�+1

T 1u
�
x
2

���p x2�dxi 1p hR b
a
x�rF p (x)x2�dx

i 1
q

elde edilir. BuradanR b
a
x�rF p (x)x2�dx �

�
�p

r�2��1
�p R b

a
x�r

��T 1u (x)� 1
22�+1

T 1u
�
x
2

���p x2�dx:
elde edilir. Bu da istenen sonuçtur.

Teorem 5.3: p > 1; 1
p
+ 1

q
= 1; v > 0; r > 2v + 1, u(x) � 0 ve hhh � > 0

de¼geri için

1 +
p(2v + 1)

r � 2v � 1 +
p

r � 2v � 1x
[T 1u(x)]

0

[T 1u(x)]
� 1

�
> 0

olsun. Bu şartlar alt¬nda,

F (x) :=
1

x2v+1[Tu(x)]

xZ
x
2

T 1u(t)T 1v(t)t2vdt; x 2 (0;1)
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olmak üzere a 2 (0;1) ve b � a için

R b
a
x�rF p (x)x2�dx �

�
�p

r�2��1
�p R b

a
x�r [T 1v (x)]

p
x2�dx (5.7)

dir (Sar¬kaya, Y¬ld¬r¬m, Sa¼glam 2006).

·Ispat: (5.7) eşitsizli¼ginin sol taraf¬nda k¬smi integrasyon metodu uygulan¬rsa,R b
a
x�rF p (x)x2�dx = b�r+2�+1

�r+2�+1F
p (b)� p(2�+1)

r�2��1
R b
a
x�rF p (x)x2�dx

+ p
r�2��1

R b
a
x�r+1

[T 1u(x)]
0

T 1u(x)
F p (x)x2�dx

+ p
r�2��1

R b
a
x�r [T 1v (x)]F p�1 (x)x2�dx:

elde edilir. Burada r > 2� + 1; F (b) � 0 olduklar¬ve hipotezde � n¬n kab-

ulünden,

R b
a
x�rF p (x) 1

�
x2�dx �

R b
a
x�rF p (x)

"
1 + p(2�+1)

r�2��1 �
p

r�2��1x
[T 1u(x)]

0

T 1u(x)

#
x2�dx

= b�r+2�+1

�r+2�+1F
p (b) + p

r�2��1
R b
a
x�rF p�1 (x) [T 1v (x)]x2�dx

� p
r�2��1

R b
a
x�rF p�1 (x) [T 1v (x)]x2�dx

yaz¬l¬r. Son eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na Hölder eşitsizli¼gi uygulan¬rsa,

R b
a
x�rF p (x)x2�dx � �p

r�2��1

hR b
a
x�r [T 1v (x)]

p
x2�dx

i 1
p
hR b
a
x�rF (p�1)q (x)x2�dx

i 1
q

elde edilir. Böylece,

R b
a
x�rF p (x)x2�dx �

�
�p

r�2��1
�p R b

a
x�r [T 1v (x)]

p
x2�dx:

dir. Bu da istenen sonuçtur.

Teorem 5.4: p > q > 0; � � 0 1
p
+ 1

q
= 1; v > 0 ve r > 2v + 1 olsun.

T 1u : (0;1) ! (0;1) mutlak sürekli, T 1v : [0;1) ! [0;1) integrallenebilir

ve hhh � > 0 de¼geri için

1 +
p

q

2v

r � 2v � 1 +
p

q

1

r � 2v � 1�x
[T 1u(x)]

0

[T 1u(x)]
� 1

�
> 0

olsun. Bu durumda a 2 (0;1) için

F (x) :=
1

x2v[Tu(x)]�

xZ
a

T 1u(t)T 1v(t)

t
t2vdt; x 2 (0;1)
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olmak üzere, her b � a için

R b
a
x�rF

p
q (x)x2�dx �

�
p
q

�
r�2��1

� p
q R b

a
x�r

[T 1v(x)]
p
q

[T 1u(x)]
(��1) pq

x2�dx (5.8)

dir (Sar¬kaya, Y¬ld¬r¬m, Sa¼glam 2006).

·Ispat: (5.8) eşitsizli¼ginin sol taraf¬nda k¬smi integrasyon metodu uygulan¬rsaR b
a
x�rF p (x)x2�dx = b�r+2�+1

�r+2�+1F
p
q (b) +

R b
a
p
q

2�
�r+2�+1x

�rF
p
q (x)x2�dx

+
R b
a
�p
q

x�r+1

�r+2�+1F
p
q (x)

[T 1u(x)]
0

T 1u(x)
x2�dx

+
R b
a
p
q

x�r

�r+2�+1
T 1v(x)

[T 1u(x)]��1
F

p
q
�1 (x)x2�dx

elde edilir. Burada r > 2� + 1; F (b) � 0 olduklar¬ve hipotezde � n¬n kab-

ulünden,

R b
a
x�rF

p
q (x) 1

�
x2�dx �

R b
a
x�rF

p
q (x)

"
1 + p

q
2�

r�2��1 + �p
q

1
r�2��1x

[T 1u(x)]
0

T 1u(x)

#
x2�dx

= b�r+2�+1

�r+2�+1F
p
q (b) + p

q
1

r�2��1
R b
a
x�r T 1v(x)

[T 1u(x)]��1
F

p
q
�1 (x)x2�dx

� p
q

1
r�2��1

R b
a
x�r T 1v(x)

[T 1u(x)]��1
F

p
q
�1 (x)x2�dx:

yaz¬l¬r. Son eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na p
q
ve p

p�q kuvvetleri için Hölder eşitsizli¼gi

uygulan¬rsa

R b
a
x�rF

p
q (x)x2�dx � p

q
�

r�2��1

�R b
a
x�r

[T 1v(x)]
p
q

[T 1u(x)]
(��1) pq

x2�dx

� q
p hR b

a
x�rF

p
q (x)x2�dx

i p�q
p

elde edilir.Böylece,

R b
a
x�rF

p
q (x)x2�dx �

�
p
q

�
r�2��1

� p
q R b

a
x�r [Tv(x)]

p
q

[Tu(x)]
(��1) pq

x2�dx

olur.

Teorem 5.5: p > q > 0; � � 0 1
p
+ 1

q
= 1; v > 0 ve r < 2v + 1 olsun.

T 1u : (0;1)! (0;1) mutlak sürekli ve T 1v : [0;1)! [0;1) integrallenbilir

ve hhh � > 0 de¼geri için

1� p

q

2v

r � 2v � 1 �
p

q

1

r � 2v � 1�x
[T 1u(x)]

0

[T 1u(x)]
� 1

�
> 0
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olsun. a 2 (0;1) için

F (x) :=
1

x2v[T 1u(x)]�

xZ
a

T 1u(t)T 1v(t)

t
t2vdt; x 2 (0;1)

ve b � a ise

R b
a
x�rF

p
q (x)x2�dx �

�
p
q

�
�r+2�+1

� p
q R b

a
x�r

[T 1v(x)]
p
q

[T 1u(x)]
(��1) pq

x2�dx (5.9)

dir (Sar¬kaya, Y¬ld¬r¬m, Sa¼glam 2006).

·Ispat: Bu teoremin ispat¬Teorem 3.4. ün ispat¬na benzerdir.

Teorem 5.6: p > q > 0; � � 0; 1
p
+ 1

q
= 1; v > 0 ve r > 2v + 1 olsun.

T 1u : (0;1) ! (0;1) mutlak sürekli, T 1v : [0;1) ! [0;1) integrallenbilir

ve hhh � > 0 de¼geri için

1 +
p

q

2v

r � 2v � 1 +
p

q

1

r � 2v � 1�x
[T 1u(x)]

0

[T 1u(x)]
� 1

�
> 0

olsun. Bu durumda a 2 (0;1) için

F (x) :=
1

x2v+1[Tu(x)]�

xZ
a

T 1u(t)T 1v(t)t2vdt; x 2 (0;1)

ise b � a için

R b
a
x�rF p (x)x2�dx �

�
p
q

�
r�2��1

�p R b
a
x�r

[T 1v(x)]
p

[T 1u(x)](��1)p
x2�dx (5.10)

dir (Sar¬kaya, Y¬ld¬r¬m, Sa¼glam 2006).

·Ispat: Bu Teoremin ·Ispat¬Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 ün ispat¬na benzerdir.
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