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OZET
DIFERENSIYEL VE FARK DENKLEMLERIN
SALINIMLILIK DAVRANISLARI
Sait SUMURKEN
Afyon Kocatepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Ozkan OCALAN

Diferensiyel denklemler uzun siiredir calisilmaktadir ve bircok bilim dalinda
uygulamast mevcuttur. Ancak yakin gecmiste diferensiyel denklemlerde goriilen
siireksizlik halleri, fark denklemler kullanilarak ortadan kaldirilmak istenmistir. Bu
nedenle diferensiyel ve fark denklemlerin ¢oziimlerinin karakteristigi onemli bir yer
tutmaktadir. Birinci bolimde diferensiyel ve fark denklemlerinin c¢6ziimlerinin
salinimhiligr i¢in yapilan calismalarin tarihgesi ele alinmis, ikinci boliimde temel

kavramlar ve gerekli teorem ve lemmalar verilmistir. Uciincii boliimde
x'(t)+px(t—7)=0 , x'(t)+ipix(t—fi) =0, x'(t)+p(t)x(t-7)=0
i=1

diferensiyel denklemlerinin salinimlilig1 icin sartlar incelenmis, dordiincii boliimde ise

bu denklemlerin ayrik benzerleri olan

m
an+l _an +pan—k = 0 ’ an+1 _a}’l +zpian—ki = 0 ’ arH—l _an + pnan—k = 0
i=1

fark denklemlerinin salinimlilig1 incelenmistir.
2007 , 55 sayfa

Anahtar Kelimeler : Diferensiyel denklem, Fark denklem, Salinimlilik
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ABSTRACT
M. Sc Thesis
Sait SUMURKEN
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Associate Professor Ozkan OCALAN

Differential equations has been studied for a long time and its application is
avaliable in many scientific branches. However discontinuity cases in differential
equations are recently coped with using difference equations. So, the charecteristics of
differential and difference equations’ solutions have a significant importance. In the first
chapter the history of those studies, oscillation of differencial and difference equations,
have been dealt with and in the second chapter basic concepts, necessary theorems and

lemmas have been explained. In the third chapter the conditions for oscillation of
x'(t)+px(t=7)=0 , x'(1)+> px(t—7,)=0 ., x'(t)+p(t)x(1-7)=0

i=1
differential equations have been examined and in the fourth chapter oscillation of

m
an+l _an + pan—k = 0 > an+1 _a}’l + zpian—ki = 0 ’ arH—l _an + pnan—k = 0
i=1
difference equations, which are the discrete analog of differencial equations, have been

examined.

2007 , 55 sayfa

Key Words : Differential equation, Difference equation, Oscillation
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1. GIRIS

Fark denklemleri ile zamana bagli cesitli doga olaylarinin incelenmesinin dogal bir
ifadesi olarak karsilasilmaktadir, zamana bagh degiskenlerin kullanildig1 olaylarin pek
cogu ayrik (kesikli) oldugundan bu tiir denklemler 6nemli matematiksel modelleri
olusturur. Daha da O©nemlisi, fark denklemleri, diferensiyel denklemler igin
ayriklastirma (discretization) metotlarinin incelenmesinde de karsimiza cikar. Fark
denklemleri teorisinde elde edilen pek ¢ok sonu¢ hemen hemen bunlara karsilik gelen
diferensiyel denklemlerin ayrik benzeridir. Bununla birlikte, fark denklemler teorisi,
karsihk gelen diferensiyel denklemler teorisinden daha zengindir. Ornegin, birinci
mertebeden bir diferensiyel denklemin benzeri olan bir fark denklemi "ghost"
coziimlere veya kaotik yoriingelere sahip olabilmesine ragmen bu durum ancak yiiksek
mertebeden diferensiyel denklemler i¢in s6z konusudur. Sonug olarak, fark denklemleri
teorisinin ilging oldugunu ve yakin gelecekte daha fazla ©neme sahip olacagini
gozlemleyebiliriz. Boylece, fark denklemleri teorisinin uygulamalari, kontrol teorisinde
kararlilik durumunun incelenmesinde, biyolojide canli popiilasyon sayisinin
arastirilmasinda, ekonomide borsa hareketlerinin izlenmesinde, tip biliminde hiicre
hareketlerinin incelenmesinde ve bir ¢ok bilim dalinda kullanilmaktadir.

Son yillarda fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin davramisi ve ozellikle, salinimliligr ile
ilgili bir cok calisma yapilmaktadir.

Diferensiyel denklemler iki yiiz yil1 asan bir siirede incelendigi halde, fark denklemler
yiiz yillik bir inceleme siirecinde sistematik hale gelmistir.

Diferensiyel denklemlerin vazgecilmez bilimsel dneminde “dogada kopukluklar yoktur”
yanlis varsayimma yer veriliyordu. Bu eski hipoteze gore, fiziksel olaylarin
matematiksel modeli, siirekli degisim oranlarn arasindaki denklemler ile ifade
ediliyordu. Bu nedenle diferensiyel denklemler, fizik bilimine ©6zgii matematiksel
ifadeler olarak kabul ediliyordu. Fakat 20. yiizy1l baslarinda radyasyondaki quanta ile
biyolojide goriilen genetik olaylardaki gelismeler, tim doga olaylarinin, siireklilik
terimleri ile ifade edilemeyecegini gostermistir. Eski yunanlilara gore, doga olaylarinda

goriilen siireklilik ile kesiklilik arasindaki zitlagsma, dogadaki siirekliligin bir



aldatmacasiydi. Giiniimiizde diferensiyel denklemlerde goriilen siireksizlik halleri, fark
denklemler kullanilarak ortadan kaldirilmak istenmistir.

Sonlu fark islemleri Newton ile yayilmaya baslamis, Poincaré’e kadar uzanmis, Boole
ile zirveye ulagmistir. Daha sonra Laplace fark denklem iizerinde calismistir. 1825
yilindan 6nce dogrusal fark denklemler ele allmmamisti. 1885 yilinda Poincaré ile
dogrusal fark denklem teorisine girilmis, Lagrange dogrusal diferensiyel denklemin
sabit katsayili olmasi durumunda ¢oziimiinii elde etmis, Guichard 1887 de ikinci
yandaki fonksiyonun polinom olmasi durumundaki ¢oziimiinii incelemis, Gelgrun
asimptotik ¢oOziimler iizerine caligmig, Birkhoff ve Carmichael bu calismalar
genisletmislerdir. Liouville ve Sturm ikinci mertebeden selfadjoint dogrusal diferensiyel
operatoriiniin iizerinde calismalar yapmis ve kendi isimleri ile anillan Sturm-Liouville
fark denklemlerinin ¢oziimiinii ifade etmislerdir. March Artznouni, degisken katsayili
dogrusal fark denklemin asimptotik iistel ¢oziimlerinin 6zeliklerini gelistirmis; Hooker,
Riccati denklemini gelistirmis; Popenda, ikinci mertebeden fark denkleminin
osilasyonlu ve osilasyonsuz durumlarindaki teoremleri gelistirmis ve coziimleri igin
baz1 atiflarda bulunmustur. Kaczorek, n’inci mertebeden homojen olmayan degisken
katsayili dogrusal fark denkleminin implicit formdaki ¢oziimlerini vermistir. Abromov,
polinom katsayili keyfi dereceli fark denklemlerin rasyonel ¢oziimlerini vermistir.
Tuzik, degisken katsayili konvoliisyon tipteki fark denklemlerin ¢oziilebilirligine
deginmistir. Ladas 1990 yilindaki ¢calismasinda

-x,+px_,=0,n=012,... (1.1)

X

n+l

peR, ke Z lineer, otonom, gecikmeli fark denkleminin biitiin ¢6ziimlerinin
salinmmhiligr i¢cin gerek ve yeter sart vermistir. Erbe ve Zhang 1989 yilindaki
calismalarinda

X

n+l

_xn+pnxn—k:0’n20)1:2w~‘ (12)
{p,} negatif olmayan reel terimli dizi ve ke Z" olmak iizere lineer, otonom olmayan,

gecikmeli fark denkleminin biitiin ¢oziimlerinin salimimlilig1 icin yeter sart vermislerdir.
Yine 1989 yilinda, Ladas, Philos ve Sficas yukaridaki otonom olmayan fark
denkleminin biitiin ¢dziimlerinin salimimlilig1 i¢in yeter sart vermislerdir. Diferensiyel

denklemler ile bu denklemlerin ayrik benzerleri olan fark denklemlerinin ¢dziimlerinin



salinimhiliklart arasinda ilgi cekici benzerlikler vardir. Ancak, bu her zaman gecerli
olmayabilir. Ornegin;

x'(1)+p(t)x(r—k)=0 (1.3)
gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim. (1.2) fark denklemi (1.3) diferensiyel

denkleminin ayrik benzeridir. k =0icin (1.3) diferensiyel denklemi;

x(t)= x(to)exp(—jp(s)dsJ

seklinde bir ¢oziime sahiptir ve bu ¢6ziim hic¢ bir zaman saliniml degildir. Fakat (1.2)
fark denklemi k =0icin
n—1
| 01|
seklinde bir ¢oziime sahiptir. Dolayisiyla bu ¢6ziim Vj2>n, igin 1-p, <0 oldugunda
salilimli ¢oziime sahiptir. Daha sonraki yillarda, (1.2) denklemiyle ilgili ¢cok sayida
calisma yapilmistir. Bunlardan 6nemli olanlar1 6rnegin 1994 yilinda Yu, Zhang ve
Wang, 2001 yilinda Tang ve Zhang c¢alismalarinda (1.2) fark denkleminin biitiin

¢Oziimlerinin salimmliligi i¢in yeni kriterler elde etmislerdir. Ayrica, 1993 yilinda Yu,

Zhang ve Qian, 2000 yilinda Yu ve Tang (1.2) fark denkleminde p, nin salinimh bir

dizi olmasi durumunda bu denklemin biitlin ¢6ziimlerinin salinimhilik durumunu
incelemislerdir.
Fark denklemlerin ¢oziimlerinin salimmlilig: ile ilgili ¢caligmalardan birisinde Ladas,
Philos ve Sficas 1989 yilinda,

A,—A+pA_=0,n=0,12,.. (1.4)

{p,} negatif olmayan reel say1 dizisi ve k pozitif bir tamsayr olmak iizere, lineer

gecikmeli fark denkleminin biitiin ¢dziimlerinin salinimlilik durumunu incelemislerdir.

Bunun sonucunda (1.4) denkleminin biitiin ¢éziimlerinin salinimli olmasi igin
n—1 kk

liminfl Z p; >

L i=n—k (k + 1)k+l

yeter sartini elde etmislerdir.



Fark denklemlerindeki bu gelismelere karsilik 1972 yilinda Myslus, p,7€ R olmak
tizere
x'(t)+ px(t-7)=0 (1.5)

diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinin salinimliligi i¢in

1
pr>—
e

yeter sartini elde etmis, 1983 yilinda ise Ladas
F(A)=A+pe ™ =0
karakteristik denkleminin gercel koke sahip olmamasi durumunda (1.5) denkleminin
tiim ¢6ziimlerinin salinimli olacagini ispatlamistir.
p,€(0,0) 7, € Z*,i=1,2,...,n olmak iizere
20+ pa(t-1,)=0 (1.6)
i1

denkleminin ¢6ziimlerinin salimimlilig1 icin gerek ve yeter sart
F(ﬂ) = ﬂ+zpi€_lfi =0
i=1

karakteristik denkleminin gercel kdke sahip olmamasi teoremi ifadesiyle 1975 yilinda
Tramov sayginlik kazanmistir. Aym sonu¢ 1983 yilinda Ladas ve daha sonra Hunt ve
Yorke tarafindan ispatlanmigtir. Bu teoremin ispati 1989 yilinda Gyo6ri tarafindan
acilmustir.

1984 yilinda Ladas ve Sficas ile Hunt ve Yorke p,e R, 7, negatif olmayan reel sayi,
i=12,..,n olmak lizere

x'(6)+Y px(t—-7,)=0 (1.7)
denkleminin ¢6ziimlerinin salinimliligi i¢in

< 1

Z Pt >—

i=1 e

kosulunu ispatlamiglardir.

1979 yilinda Ladas ile Kaplatadze ve Chanturia 1982 yilindaki ¢alismalarinda
x'(t)+p()x(t—-7)=0 121, (1.8)



denkleminin salinimlilig1 i¢in
peC[[t,).R* ], 7>0

ve

T

liminf p(s)ds>l
t—>+oo Pt e

kosulunu elde etmislerdir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, yiiksek lisans tezimizde ihtiya¢ duyacagimiz, bilinen bazi tanim, teorem
ve lemmalar1 verecegiz. Ik 6nce fark analizi ve fark denklemleri tanitilacak ve daha
sonra fark denklemlerinin ¢oziimleri hakkinda bilgiler verilecektir. Son olarak fark

denklemlerinin salinimlilig1 hakkinda bilinen bazi tanim ve teoremler hatirlatilacaktir.
2.1 Fark Analizi ve Genel Tammlar

ne N olmak lizere, x, fonksiyonu icin 6teleme (kaydirma) operatorii
Exn = er—l
ve ileri fark operatorii

Ax, =x,, —X

n

seklinde tanimlanir (Goldberg 1958, Elaydi 1999, Agarwal 2000).
Ek xn = er—k
oldugu kolaylikla goriilebilir. A*x, i hesaplamak igin I 6zdeslik operatorii olmak iizere

A=FE -1 ve E=A+1 ifadelerini kullanabiliriz. O zaman,

(E-1) x,
2 ( jE’”x

k ’ (k}
Z . n+k—i
i=0 l
bulunur. Benzer sekilde ,

k S (k]Ak—i
E'x, = Z ) X,
i=0 \ !

k
A'x,

oldugu goriiliir.



Tammm 2.1.1. ne N olmak iizere x,, N iizerinde taniml reel ( veya kompleks ) degerli

bir fonksiyon olsun.

X ,X X 2.1

n?n+l? 0 Ttk
ifadelerini kapsayan bir bagintiya (denkleme) k’inci mertebeden bir fark denklemi

denir. (Agarwal 2000).

Tanmm 2.1.2. Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en biiyiik indis ile en kiigiik

indis arasindaki fark olarak tanimlamr. Ornegin; x,,, —7x,., +2x, =0 denklemi ikinci

mertebeden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tanim 2.1.3. Eger (2.1) fark denklemi,

k
Z ain'xn+i = bn (2.2)
i=0
formunda verilirse k’1inc1 mertebeden olan (2.1) fark denklemine lineerdir denir.Eger en

az bir ne N i¢in b, sifirdan farkli ise, bu durumda (2.2) fark denklemine homogen

olmayan, lineer fark denklemi denir (Agarwal 2000).
Eger (2.1) fark denklemi,

k
Z ain'xn+i = 0 (2.3)
i=0
seklinde verilirse (2.3) fark denklemine homogen, lineer fark denklemi denir

(Agarwal 2000).

2.2 Lineer Fark Denklemleri Teorisi

Bu kisimda k’inci mertebeden lineer fark denklemleri hakkinda bilinen bazi tanim ve

teoremler verilecektir. k’inc1 mertebeden, homogen olmayan, lineer fark denklemini
'xn+k + plilxi1+k—1 +...+ pkn'xn = gn (24)
formunda yazabiliriz. Burada p, ve g, , n=n, i¢in tanimli reel degerli fonksiyonlar

ve Vn=n, i¢in p, #0 dir.



Teorem 2.2.1. Asagidaki baslangi¢ deger problemi bir tek {x,} ¢dziimiine
sahiptir.

xn+k + plnxn+k—1 +...t pknxn = gn

X, =a,,X

n, 110+1:al""’x ak 1

ny+k—1 — A
(Elaydi 1999).
Simdi (2.4) fark denkleminin
xn+k +p1n'xn+k—1 +"'+pknxn :O (25)

seklindeki lineer, homogen seklini yazalim ve asagidaki tanimlar1 hatirlatalim.

Tamm 2.2.1. Eger Vn > n,, igin

al‘fln +azf2n +“'+arfm :O

olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan a,,a,,...,a, sabitleri var ise n=n, igin

r

fiws fon s f,, fonksiyonlarina lineer bagimlidir denir.
Eger Vn 2 n, icin
al‘fln +azf2n +“'+arfm = O

esitligi sadece a, =a, =...=a, =0 durumunda saglamyorsa, n=>n, icin f, ,f,,, ..., f,,

fonksiyonlarina lineer bagimsizdir denir. (Elaydi 1999, Lakshmikantham ve Trigiante

1988).

Tanmm 2.2.2. (2.5) fark denkleminin k tane lineer bagimsiz ¢oziimlerinin kiimesine,

temel ¢coziimler kiimesi denir (Elaydi 1999, Lakshmikantham ve Trigiante 1988).

Tamm 2.2.3. {x,,,x,,,....X,,} (2.5) fark denkleminin temel ¢ziimler kiimesi olsun. Bu

durumda qa; ler keyfi sabitler olmak iizere (2.5) fark denkleminin genel ¢oziimii

k
x, =Y ax, ile verilir (Elaydi 1999).
i=1



2.3 Lineer Homogen Sabit Katsayili Fark Denklemlerinin Coziimleri

Bu kisimda ilk 6nce k 1inc1 mertebeden sabit katsayili, lineer, homogen fark denkleminin
¢oziimleri hakkinda, daha sonrada k inci1 mertebeden lineer, homogen olmayan fark
denkleminin ¢éziimleri hakkinda bilinen bazi tanim ve teoremleri hatirlatacagiz. Simdi

asagidaki k inc1 mertebeden fark denklemini ele alalim.

X, tDPX, ... tpx, =0 (2.6)
Burada p, ler sabit ve p, #0 dir. (2.6) denkleminde A" i ¢dziim kabul edip denklemde
yerine yazarsak

A+p AT+ +p, =0 .7

denklemi bulunur. Buna (2.7) fark denkleminin karakteristik denklemi ve A lara ise
(2.7) denkleminin karakteristik kokleri denir (Elaydi 1999) . (2.6) fark denkleminin
¢Oziimii i¢in, karakteristik denklemin koklerine bagl olarak ii¢c durum s6z konusudur;

1.Durum: (2.7) karakteristik denkleminin A,,4,,...,4, kokleri reel ve birbirinden farkli
ise, bu durumda{ﬂ.l”,/iz”,...,/i:} ifadesi (2.6) fark denkleminin temel ¢oziimler kiimesi

olur ve (2.6) nin genel ¢oziimi, g, ler keyfi sabitler olmak {izere
k
x, = al (2.8)

seklinde verilir (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

2.Durum: (2.7) Kkarakteristik denkleminin A,4,,...,4 kokleri reel ve sirasiyla

m,,m,,...,m Kkatl ise (2.6) denklemini
(E-A)"(E-A4)"...(E-2)" x,=0 (2.9)

seklinde yazabiliriz(E—4)" x, =0 , 1<i<r denkleminin temel ¢oziimler kiimesi

G, :{&",n&",...,n’"’_l&”} oldugundan (2.9) in temel ¢oziimler kiimesi G = UG,. olur ve

i=1
(2.9) in genel ¢oziimii

,
— n 2
x, =) A (ai0+ai1n+ai2n +...+a
i=1

n") (2.10)

im;—1



seklinde verilir (Goldberg 1958, Elaydi 1999).
3.Durum: (2.7) karakteristik denklemi A =a+if3, 4, =a—if kompleks koklerine ve

A, # A, #...# A seklindeki reel koklere sahip olsun. Bu durumda genel ¢6ziim

X =6 (0(+i,3)" 6 (a_iﬂ)n +¢ (ﬂ%)n +C4(/14)n Tt (&)n

seklinde olur.

Burada a=rcos@, B=rsin@ ,r=+a’+ > ,6= arctan(ﬁj olmak iizere
a

x =r" [cl cos(n@)+c, sin(nﬁ)] to(A4) +e,(4) +.te (4) (2.11)

olur ve (2.11) de

: a
A=\al+a; ,a,=c +c, ,a,=i(c,—c,) ,a)=arctan(—2j

al
alarak genel ¢6ziimii
x, = Ar" cos(n@-®)+c,(4,) +c,(A4) +...4¢, (4) (2.12)

seklinde yazalir. (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

Simdi k 1inc1 mertebeden lineer, homogen olmayan

Xpir T PinXirg oot PinX, = 8, (2.13)
fark denklemini ele alalim. Burada Vn2=n, i¢in p,, #0 dir. (2.13) fark denkleminin
¢oziimii, homogen kismin genel ¢oziimii x, ve homogen olmayan kismin bir 6zel

¢Oziimi x,, olmak iizere x, = x,, +x, ile verilir.

Teorem 2.3.1. (2.13) fark denkleminin genel ¢6ziimii

seklinde verilir. Burada {x,,,x,,,...,%,} , (2.13) fark denkleminin homogen kisminin

temel ¢oziimler kiimesidir (Elaydi 1999).

(2.13) fark denklemini belirsiz katsayilar metodu ile ¢ozerken g, in farkli durumlarinda

ozel ¢oziimler genel olarak asagidaki sekilde aranir;
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n

a) g, =a"ise x,, =ca
b) g, =n"ise x,, =¢, +en+...+cent

c) g, =n‘a" ise x,, =cya" +cna” +...+cn'a"

d) g, =sinbn,cosbn ise x,, =c, sin(bn)+c, cos(bn)

e) g, =a" sinbn,a" cosbn ise x,, =(c, sin(bn)+c,cos(bn))a"
f) g, =a"n" sinbn,a"n* cosbn ise

x,, =(c, +en+..+cn*)a" sin(bn)+(d, +dn+..+dn*)a" cos(bn)

11



3. ANALIiZ VE HESAPLAMALAR
3.1 DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SALINIMLILIGI iCiN SARTLAR

Bu boliimde birinci mertebeden lineer homogen diferensiyel denklemlerin salinimlilig
icin yeter sartlar1 incelenecektir.

p,7€ R olmak iizere,
x'(t)+px(t—7)=0 3.1
birinci mertebeden sabit katsayili homogen diferensiyel denklemini

p, € R ve 7, negatif olmayan reel say1 olmak iizere

x'(t)+) px(t—7,)=0 (3.2)
i=1
lineer otonom diferensiyel denklemini ve ¢ >¢, olmak iizere,
x'(t)+p(t)x(t—-7)=0 (3.3)

lineer otonom olmayan diferensiyel denklemi ele alinacaktir.
3.1.1 (3.1) DENKLEMININ SALINIMLILIGI iCiN YETER SART

LEMMA 3.1.1 : p,7€ R olmak iizere (3.1) denklemini ele alalim. (3.1) denkleminin
her ¢6ziimii salinmmhidir ancak ve ancak

F(A)=A+pe ™ =0
karakteristik denklemi hicbir reel koke sahip degildir (Ladas ,Sficas, Stavroulakis
1983).

TEOREM 3.1.1 : p,7€ R olmak iizere ,
x'(t)+ px(t—7)=0
(3.1) lineer sabit katsayili diferensiyel denklemini ele alalim. (3.1) denkleminin her

¢Oziimiiniin salimimli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

12



pr>t (3.4)

dir (Ladas, Sficas 1984).

ISPAT : (3.4) kosulundan p ve 7 aym isaretli olmalidir.
Eger p>0 ve 7>0 ise A — —oo iken e * , 1 dan daha hizli bilyiiyeceginden
. _ . —AT — oo
lim F(A)=fim (A+ pe ™) =

ve 1 — oo iken e — 0 oldugundan

limF (A)=lim(A+ pe™™) = oo

A—o0

olur. A>0 i¢in F(A)>0 olur. F(A) fonksiyonunun eksteremum degerini
inceleyelim;

F'(A)=1-pre™

1-pre™™ =0
e—ﬂr — L
pT
~Ar=In(pz)"
P In(pr)
T
In(p7)

elde edilir. 4, = apsisli noktada F () eksteremuma sahiptir.

T
F H(l) — p,z.ze—ﬂ.‘r

p>0, 2>0 ve VAeR i¢in ¢* >0 oldugundan F"(A)>0 olur. O halde

l
A, = n(p7) apsisli noktada F fonksiyonu minimuma sahiptir.
T
l —ln(pT)T l
F(4,)= n(m)+pe r = n(pf)+pi
T T pT
L
_In (p7) N 1
T T

13



T
l
minF (1) = n(pre)
AeR T
dir.
1
pT>—
e
oldugundan
pre>1
ve
In(pre)>0
olur.7 >0 oldugundan
l
n( pre) 50
T

elde edilir.
lim F(A)=lim F(A)=o0

A——o A—o0
ve minimum noktasinda fonksiyon sifirdan biiyiik oldugundan F(A4) reel koke sahip
degildir.
p<0 ve 7<0 ise, 1 — —oo iken pe*” — 0 oldugundan

lim F ()= lim (A+ pe™*) = —oo

A——co
ve 4 — oo iken ¢ ¥, A dan daha hizli bityiiyeceginden

lim F (A)=lim(A+ pe™™") = —co

olur.
F'(1)=1-pre™

ve A, = In (T 4 apsisli noktada F (A1) ekstremuma sahip idi. p <0 oldugundan
F"(A)=prle* <0

dir.

14



In(pr) .. . . _
O halde A4, = apsisli noktada F fonksiyonu maksimuma sahiptir.
T

max F (/1) = ln(pfe)
AeR T

dir. pt> 1 ve 7 <0 oldugundan
e

In(pre)
T

<0

dir. Maksimum noktasinda fonksiyon sifirdan kiigiik oldugundan F (A4) reel koke sahip
degildir.

Lemma (3.1.1) geregi (3.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlhidir.
3.1.2  OTONOM DURUMDA SALINIMLILIK iCIN YETER SART

p, € R ve 7, negatif olmayan reel say1 olmak iizere

x'<t>+gp,.x(t—r,-)=o

(3.2) denklemini ele alalim. Bu denklemin karakteristik denklemi;
F(ﬂ) = ﬂ,+zpi€_lfi =0
i=1
bicimindedir.

TEOREM 3.1.2 : Kabul edelim ki i=12,..,n i¢in p,,7,20 olsun. Bu durumda

asagidaki iki sart (3.2) denkleminin ¢6ziimlerinin salimimliligi icin yeter sarttir.

(a) Z": DT >% 3.5)

o) (Hpj (er > (3.6)

(Ladas, Sficas 1984)
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ISPAT : (a) (3.2) denkleminin karakteristik denklemi
F(A)=4+) pe’™
i=1

bigimindedir. >0 i¢in p, >0 ve VAeR igin ¢* >0 oldugundan F(A)>0 dir.

Yani karakteristik denklemin reel kokii yoktur.

A<0 igin;

e’ 2 ae oldugundan

n

/1+lzlpie_’”’ > A+ p,(-A7)e
i=1

i=1

Zﬂ—le{zn“piri} z—ﬂe(—l+lzlpir,)
i=1 € =

A <0 oldugundan —Ae >0 ve (3.5) kosulunda

. 1
;piri >;

oldugundan

_l+lzlpiz.i >0
i=1

e

olur. O halde

€ o

1 n
—xle(——+ z p,.fij >0
olur. Boylece F (4) >0 bulunur.

O halde (3.2) denkleminin tiim ¢6ziimleri salinimlidr.

(b) Aritmetik ortalama , geometrik ortalama esitsizligini ele alalim.

1
] n n "
~> Z(HPI-J
n - i=1

A <0 i¢in
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1 1 e .
F(ﬂ)=1+2pie%"’ 2/1+n.(Hpie_’”" jn :2+n.(Hpijn e n;
= J i=1
NP
2/14-”{1—[[91} (—e—qu
i=1 n s
1
g
e i i=1

(3.6) sartindan F (/1) >0 olur. O halde (3.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir.

3.1.3 OTONOM OLMAYAN DURUMDA SALINIMLILIK iCIN YETER SART

t 2t, olmak iizere,

x'(t)+p(t)x(t—7)=0
(3.3) lineer otonom olmayan gecikmeli diferensiyel denkleminin salinimliligi icin yeter

sart1 inceleyelim.

TEOREM 3.1.3 : Kabul edelim ki
pe C[[t,),R"], 7>0

ve

liminf [ p(s)ds 1 (3.7)
e

[—>+oo —r

olsun. O halde (3.3) denkleminin her ¢6ziimii salimimlidir (Ladas 1979).

ISPAT: Kabul edelim ki (3.3) denklemi pozitif bir x() ¢oziimiine sahip olsun. O halde

t>1t"igin ¢ >1,+7 olacak sekilde bir " sayisi vardir,
oyle ki
x(t) >0, x(t—T) >0

dir. (3.3) denkleminden
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yazilabilir.

p(1)>0
ve

x(t=7)>0
oldugundan

x'(1)<0

olur. Yani fonksiyon o aralikta azalandir ve
x(t—=7)2x(1)

dir. Ayrica (3.7) kosulundan dyle bir ¢ >0 sabiti ve #, >t vardir. ¢>t, icin

J p(s)dsZc>l
-7 e

dir.
x'(t)+p(t)x(t—7)=0
denkleminden ¢ >¢, icin
x(t—7)2x(r)
oldugundan
x'(t)+p(r)x(r)<0

elde edilir. Buradan, t 2>t icin

x’(t)+p(t)S0

x(1)

olur. Her iki tarafin #—7 dan ¢ ye integralini alirsak,

j {x’(s)) +p(s)}ds < j Ods

x(s

j x’(s)ds+ j p(s)ds<0

x(s)
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t2t+7 igin

ve

olur. Buradan t 21, +7 igin
ex(t)<x(1-71)
dir. Vce R igin e° 2 ec oldugundan ¢ >¢ +7 igin
(ec)x(r)<x(t-7)
olur. Bu elde ettigimizi (3.3) denkleminde yerine yazarsak
x'(t)+ p(t)(ec)x(t) <0
olur. Esitsizligin her bir terimini x(7)’ye bélersek

x'(1)
x(1)

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafim1 1 —7 dan ¢ ye integre edersek

j ();'((Ss)) +p(s)(ec)jds < j 0ds

+p(t)(ec) <0

-7
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elde edilir.

Vce R icin e 2e.c oldugundan 7>t +27 igin
eczx(t)e < x(t—T)
(ec)2 x(1)<x(1-7)
bulunur. Simdi bu ifadeyi tiimevarim metoduyla genellestirelim.

t >t +m7 igin
(ec)m x(t) < x(t —T)
olsun. 2t +(m+1)7 igin
(ec)" x(t) < x(t-7)
ifadesini (3.3) denkleminde yazalim.
x' (t) + p(t)(ec)m x(1)<0
esitsizligin her bir terimini x()’ye bolersek
x'(1)
x(1)
bulunur. Esitsizligin her iki tarafin1 t —7 dan ¢ ye integre edersek

j ():((;)) +p(s)(ec)mjds < j Ods

-7

+p(t)(ec)m <0

elde edilir.
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Vce R igin e >e.c oldugundan ¢ >t +(m+1)7 igin
e"c"x(t)e<x(t—1)

(ec)m+1 x(t) < x(t—z')

elde edilir. O halde ¢ > 1 oldugundan f=>t +k7 igin
e

(ec)k x(t)<x(t-7)

olur. Oyle bir & secelim ki

@ <(ec)

olsun. Simdi bir 7 >, + k7 belirleyelim. O halde dyle bir £ (7,7 +7) vardir ki

19 J >C i+t J >C
!p(s) 52 ve J;p(s) 525

dir.
(3.3) denklemini [f ,f] ve [f,f + z‘] araliklarinda integre edersek;

j(x'(s)”?(s)x(s—f))ds:o

veE

bulunur.

¢ -
(3.11) de '[p(s)x(s—z') ds integralinde ¢ <5 <& ve x(t) azalan oldugundan

x(&-1)<x(s-7)

olur ve

21
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¢ ¢ ¢

[ p(s)x(s=7Ms2 [ p(s)x(&=e)ds = x(E=7) [ p(s)ds

i i i

elde edilir. Boylece (3.9) dan
—x(f)+x(§—f)§< 0

bulunur. Aymni sekilde (3.12) ifadesinde
I p(s)x(s—7)ds
3

integrali i¢in £ <5 <7 +7 oldugundan ve x(¢) azalan oldugundan

x((f+T)—T)Sx(s—1')

olur. Buradan

elde edilir. Boylece (3.10) dan
—x({f)+x(r~)§< 0
elde edilir. (3.13) ve (3.14) esitsizliklerinden
2
—~C_[c
K(&)>2() > H (é-7)

bulunur. Buradan da

elde edilir. (3.8) de

idi. Boylece

22
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bulunur. Bu da (3.9) ile celisir.
O halde baslangictaki kabuliimiiz yanhstir. Yani (3.3) denkleminin her ¢6ziimii

salinimlidir.
3.2 FARK DENKLEMLERININ SALINIMLILIGI i(;iN SARTLAR

Caligmanin bu boliimde p,7€ R olmak iizere,

x'(t)+ px(t—7)=0
(3.1) birinci mertebeden sabit katsayil1 homogen diferensiyel denkleminin ayrik benzeri
olan pe R ve ke Z olmak iizere

a,,—a,+pa_ =0 n=012,.. (3.15)

fark denklemini, p, e R ve 7, negatif olmayan reel say1 olmak iizere (3.2)

()43 pa(i-7)=0
i=1
lineer otonom diferensiyel denkleminin ayrik benzeri olan i=1,2,..m i¢in p,; € (0,00)
ve k; € {0.1,2,...} iken veya i =1,2,..m icin p, € (~,0) ve k; € {...,-3,-2,~1} iken
m
Ay =@y + D Pity g, =0 n=012,.. (3.16)
i=1
fark denklemini ve ¢ >, olmak iizere, (3.3)
x'(t)+p(t)x(t-7)=0
lineer otonom olmayan diferensiyel denkleminin ayrik benzeri olan p, >0 ve k negatif
olmayan bir tamsay1 olmak tizere

yn+l_yn+pnyn—k =O (3'17)

fark denklemini ele alacagiz
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3.21 SABIT KATSAYILI FARK DENKLEMININ SALINIMLILIGI iCiN
YETER SART

TEOREM 3.2.1: pe R ve ke Z olmak iizere

a,—a,+pa,_,=0 n=012,..
(3.15) denklemini ele alalim. (3.15) denkleminin tiim ¢oziimleri salintmhdir, ancak ve
ancak asagidaki sartlardan biri saglanir.

@ k=-1ve p<-1;

(b) k=0vep=1;

(k+1)""

(© ke {m3-2Ufl.2,.) ve pi P>

(Ladas 1990)

ISPAT : (3.15) denkleminin karakteristik denklemi
F(A)=A-1+pl*=0 (3.18)
dir.
(@) k=—-1 ve p<-1ise (3.15) denklemi

a, —a,+pa, =0
haline gelir. Buradan
a,,(1+p)=a,
[ 1
a, l+p

ve p <-—1 oldugundan 9w () olur, Salinimlilik tantm geregi (3.15) denkleminin tiim
a

¢Oziimleri salinimlhidir.
(b) k=0 ve p=1 ise (3.15) denklemi
a,,—a,+pa, =0
bicimine gelir. Buradan

an+l = an (l_p)
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veE

Ll — (1= p) elde edilir.
a

n

p =1 oldugundan w1 <0 bulunur.
a

n

Salinimlilik tanimi geregi (3.15) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir.

(¢) k #{-1,0} oldugunda

F'(A)=1-kpa "M =0

kpﬂ_(kﬂ) :1
ﬂk+l — kp
b
ﬂo = (kp)k+l

olur.

F"(A)=k(k+1) pA **)
k+2

Fr(4)=k(k+1) p(kp) 1) 0

1

olur. O halde A, = (kp)«+ noktasinda F(A) minimuma sahiptir.

lim F(A)=o0 lim F (A) = oo dur.

A-0" A=

(3.15) denkleminin tiim ¢dziimlerinin salimmli olmast i¢in F (A4,) >0 olmalidir.

F(ﬂo) = ﬂ'o -1+ p/’io_k = ﬂ'o [l_i"‘ p/’io_(kﬂ)}

[ 1
:/’io _1_Z+pg}

[
zﬂo_HZ—Z}

F(4,)>0 dir ancak ve ancak
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Buradan A, >L ve A" =kp oldugundan

k+1
k k+1
k — k+1 >
=4 (k +1j
k+1
kp > k—kﬂ
(k+1)
k+1)"
P
bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.
an+1 _an + pan—k = 0

fark denkleminin salinimliligr i¢in
x’(t)+ px(t—f) =0

gecikmeli diferensiyel denkleminin ayrik benzeri olarak bakilabilir.

1...
Burada p>0,7>0 ve pr>— idi
e

arH—l - an + pan—k = 0

denkleminin salinimlilig1 i¢in de

k+1

(k+1)

o >1

P

sart1 vardir. Buradan

elde edilir.
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oldugundan
pk > 1

elde edilir.

3.2.2 (3.16) DENKLEMININ SALINIMLILIGI iCiN YETER SART

Bu boliimde

i=12,.m icin p; € (0,%) ve k; € {0,1,2,...} (3.19)
veya

i=12,..m igin p; € (~,0) ve k; € {....~3,-2,~1} (3.20)
iken

m
A, —a, +Zpl~an_ki =0 n=012,..
i=1

(3.16) fark denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimlilig i¢in yeterli sartlar elde edecegiz.

TEOREM 3.2.2 : Kabul edelim ki (3.19) veya (3.20) sartlarindan biri saglansin ve

varsayalim ki

mo (k + 1)k

ZP:’

o >1 3.21)
i=1 ki

olsun. O halde (3.16) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir (Erbe, Zhang 1989).

ISPAT: (3.16) fark denklemine ait
m
F()=A-1+) p,at = (3.22)
i=1
karakteristik denkleminin hicbir pozitif koke sahip olmadigin1 gostermek bu

denkleminin her ¢6ziimiiniin salimmlilig icin yeterlidir.

[Ik olarak (3.19) saglansin. O halde (3.22) denklemi [l,00) araliginda koke sahip

degildir. i =1,2,...,m i¢in
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iken

: Lﬂ_ki J (k; +1)%!
min =
1-4

dir. Gergekten;

At
A)="—
==
ise
— ke 7 (1= 2)+ A7
fra)=— ( ; )
(1-2)
— ke AW 4 17K (k, +1)
(1-4)
£'(1)=0 icin
A=Ak +1)
(1-4)°
Ak 20 ve (1-2)? 20
oldugundan
—k A" +k,+1=0
1= ki
k; +1
bulunur.
@) (k (k +1) A5k (k +1) 24 ) (1= 2) +2(1= A) (kA4 + 474 (k, +1))
e (1-2)
) #)| 47 =270 [(1-2,) 40
(4 -4V
ki (k+1)>0 , (1-4)" >0
oldugundan
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k;+1
ﬂo_(ki+2) _20 (k +1) (k]:‘lJ (kllj‘l] > 0

1 1

elde edili. O halde f"(4,)>0 oldugundan A, =kk,-1 apsisli noktada f(4)
+

i

minimuma sahiptir.

) ()

k) Uk ) (kD)

f(ZO)_ ki - L (ki)ki
k,+1 k; +

dir. Buradan 0< A<1 igin

F(/l):(l—ﬂ)(—l+§pi%}_ ( 1+§: (k; +1)k+1}

ve (3.21) ten F(A)>0 elde edilir. Yani karakteristik denklemin pozitif kokii yoktur. O

[S—

halde (3.16) fark denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir.

Simdi kabul edelim ki

i=12,.m igin p; € (~,0) ve k; € {....~3,-2,~1}

saglansin. O halde (3.16) denklemi (0,1] araliginda koke sahip degildir.

i=12,..m igin

- k;+1
mf(ﬂ }_ (k; +1)

1| A-1 ki

Buradan A >1 igin

F(A)=(4- l)(l-l—Zp,j_} (A- 1(1 f kH)kHJ

l

dir. Boylece F(A)<0 bulunur. Bu da ispat: tamamlar.

gecikmeli diferensiyel denklemin salimmlilig i¢in
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m
Ap+l — Ay +zpian—ki =0
i=1

denkleminin ayrik benzeri olarak bakilabilir.

Diferensiyel denklemimizde p,€ R ve 7, negatif olmayan reel say1 ve

n 1
z Pt >—
i=1 e
idi. Fark denklemimizin salimimlilig1 icin yeter sartimiz ise

m (k1)

Sp

k.
i=1 k;"i

biciminde idi. Buradan

elde edilir.
k;+1
. 1
lim (1 + —j =e
k;—>o0 ki
oldugundan
m m k +1 k+1
Z pik.e> Z pik; (l—j 1
i=1 i=1 k,‘
m 1
z pik;>—
i=1 e
bulunur.
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TEOREM 3.2.3 : p, ler pozitif reel say1 ve i=1,2,...,m olmak iizere k, ler negatif

olmayan tamsayilar olmak iizere
X, —X, + Z PiXy, = 0 n=012,.. (3.23)
i=1

fark denklemini ele alalim. (3.23) denkleminin tiim ¢éztimlerinin salimmlilig1 i¢in gerek
ve yeter sart
0<A <1, i=I,..,m olmak iizere

m

D A= (3.24)

i=1

ve

. (k +1)k[+1 1/(k;+1)
Z{A/" . —} >1 (3.25)

sartlarin1 saglayan A, sabitlerinin varhigidir. (Jaros, Stavroulakis 1994).

ISPAT: Kabul edelim ki (3.24) ve (3.25) sartlarim1 saglayan A, i=1,2,...,m sabitleri

olsun. (3.23) denkleminin karakteristik denkleminin pozitif koke sahip olmadigini

ispatlamak  yeterlidir. Bunun icin i=1,2,..,.m ve A>0 olmak iizere

f(A)=AA+p A" alalim.
f'(A)=4 _kipiﬂ'_ki_l
£."(4)=0 igin

Eger A #0 ise

X 1/(k;+1)
A

yazilarak her bir f,(4) minimize edilebilir.
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A; =0 iken eger k, #0 ise p; ler pozitif reel say1 ve 4 >0 oldugundan

f;(4)>0
ve eger k; =0 ise
f;(A)=p,
olur.
pA" = £ (4)- A4

4:(%
A

i¢in f(A) nin minimum degeri

]1/(k,.+1)

1/(k,+1)k 1/(k;+1)

i

A71/(k,. +1)

1/(k,.+1)k 1/(k; +1)

1

AN,

- A mp‘ll(kﬁl)k‘l/(kﬁl)

i i i

ki
— A mp'll(kiﬂ)k'l/(kiﬂ)

i i i

(

p‘1/(k,.+1) (k. +1)

ki

k;

+4

k,+1

ki
K+ 1
Di

ke
/(k,-+1)k ki+1
i

(1+47)

k

|

i



olur. Bylece (3.24)de » A =1 oldugundan ve (3.25) den

i=1

/1—1+iplﬂ_k’ :/1—1+i(fi(l)—A7ﬂ)

i=1

=/1—1+Zn:fi(/1)—i4/1
—A-1+Y £ (A)-2D A
—A-1+3 £ (A)-1

—-1+3£(2)

. (k +1)k,-+l 1/(k;+1)
i=1 k,‘ i
>0
olur. Tim A>0 i¢in karakteristik denklemin pozitif kokii yoktur. O halde (3.23)

denkleminin tiim ¢6ziimleri salinimlhidir.

LEMMA 3.2.1 : (3.23) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmas1 i¢in gerek ve

yeter sart

m

> pk AT =1 (3.26)

i=1

denkleminin bir tek pozitif kokii olan A, mn

=1+ p A >0 (3.27)
i=1

esitsizligini saglamasidir (Jaros, Stavroulakis 1984).

Simdi (3.23) denkleminin tiim c¢oziimlerinin salimmli oldugunu diistinelim. Lemma
(3.2.1) geregi (3.26) denkleminin bir tek pozitif kokii olan 4, (3.27) esitsizligini

saglamalidir.
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A =pkA i=1,2,..m
yazarsak (3.26) dan (3.24) sart1 saglanir. (3.25) de

(k +1)k,-+l 1/(k;+1) r (k +l)k’+1 1/(k;+1)
m . m ek :
Slant] Elowarr b

(k,+1)""

- 1/(k; +1)
L kg (kD)
= pikl 'kikl 'ﬂo( & Di T :|
i=1 k"

= ‘ pi(ki+1)ﬂ()_k[

pikiﬂo_ki + Z piﬂn_ki
1 i=1

A kAT Y p AT
i=1 i=1

=4+ Z piﬂt)_k[
i=1

(3.27) den
>4, +1-4, =1

olur. Boylece (3.25) sart1 da saglanmis ve ispat tamamlanmig olur.
3.2.3 (3.17) DENKLEMINIiN SALINIMLILIGI iCiN YETER SART

Bu kisimda p, >0 ve k negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere

yn+l_yn+pnyn—k =O

(3.17) fark denkleminin ¢6ziimiiniin salimimlilig1 i¢in yeter sart1 inceleyecegiz.

TEOREM 3.2.4 : Kabul edelim ki
liminf p, =¢>0 ve limsup p, >1-c¢ (3.28)

n—>oc0 n—soc0

olsun. O halde

34



@) Y=Y, +P,Y, <0 (3.29)
esitsizligi hicbir pozitif ¢oziime sahip degildir.

() Yo =Yyt P, 20 (3.30)
esitsizligi hicbir negatif ¢oziime sahip degildir.

(¢) (3.17) denkleminin tiim ¢éztimleri salimimlidir (Erbe, Zhang 1989).

ISPAT : (a) Kabul edelim ki n>N, icin y={y,},{y,}>0 (3.29) denkleminin bir
pozitif ¢6ziimii olsun.
£>0,0<e<c venzN, icinp, 2c—&€>0 olacak sekilde N, secelim.
N =max{N, +k,N,}
olsun. (3.29) dan

yn+l - yn S _pnyn—k

ve
p,>0ve y >0
oldugundan
-p, ¥, <0
bulunur. O halde
Yur1 = ¥, =0

olur, yani {y,} artmayan bir dizidir. n> N i¢in {y,} artmayan oldugundan (3.17) den

yn+l - yn < _pnyn—k

yn _yn+1 anyn—k

Y Z Py Yk
p,2C—E&
oldugundan
Y, 2(=8)y,,
ve
Yok 2 Yo
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oldugundan
Yo 2(€=E)y,,
olur. Diger taraftan n > Nigin
02 Y, = Y0t Puck 2 Vot = Yu T DY,
02y, +y,(p,—1) dir
y,2(c—¢€)y,,
oldugundan
Y 2(c =€)y,
bulunur. Buradan n > N i¢in
02(c=¢)y,+y,(p,-1)
02y, (p,—1+c—¢)
elde edilir. { y,} >0 oldugundan
p,—l+c—€<0 ve p <l-c+e&
dur. Boylece

limsup p, <l-c+&

olur. £ keyfi oldugundan

limsupp, <l-c

elde edilir. Bu (3.28) ile celisir. O halde (3.29) esitsizliginin hi¢bir pozitif ¢oziimii
yoktur.
() {z,} ={-,} alnarak
—Zy T2, — P2y 20
yazilir. Esitsizlik diizenlenirse
20 —2,tD,2,. <0
elde edilir. Bu esitsizligin hicbir pozitif ¢éziime sahip olmadigimi biliyoruz. O halde

(3.30) esitsizligi hicbir negatif ¢dziime sahip degildir.
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(¢) (@ ve (b) den (3.17) denkleminin tiim c¢o6ziimlerinin salimimli oldugunu

soyleyebiliriz.

TEOREM 3.2.5: p, >0 ve k negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere

Vit = Yo T P2 Yui =0
(3.17) denklemini ele alalim. Kabul edelim ki

k

liminf p, =c> o (3.31)

noe (k+1)
olsun. O halde
@ y,.,—y,+Dp,y, <0 esitsizligi hi¢bir pozitif ¢dziime sahip degildir.
M)y, —y,+p,y, 20 esitsizligi hi¢cbir negatif ¢éziime sahip degildir.

(¢) (3.17) denkleminin tiim ¢6ztimleri salinimlidir (Erbe, Zhang 1989).

ISPAT : (a) sikkini ispat etmek icin celiski olsun diye
yn+1 - yn + pnyn—k < 0

esitsizliginin n> N, i¢in y={y,} .,{y,} >0 pozitif ¢6ziimii oldugunu kabul edelim.

yll
yn+l

olsun. (3.29) esitsizligini y, e bolelim.

yn+1 _1+pn yn—k SO

Ya Yu
Y n+l l
Yo N
oldugundan
Lo p, 22t
r;l n
bulunur ve

Yok _ Yuk Yuknt Vnez Yoo
yn yn—k+1 yn—k+2 yn—l yn
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yazilabilir. O halde

Yok Ynkwt Yoz Yuu
yn—k+1 yn—k+2 yn—l yn

1 <l-p,.
rn

r;z_l <1- pn‘r;z—k 'rn—k+1""71—2'rn—l (3.32)
olur. (3.31)den n2N,i¢in p, >0 dir. N=max{N,+k,N,} alahm. n> N igin {y,}

artmayandir.

yll
yn+1

oldugundan r, 21 dir.

liminf r, =1/

n—o

alalim.
) 1 1 1
limsup—=———=-
noe  F, liminfr, [

n—o0
olur.
-1

rn S 1_ pn'rn—k‘r;l—k+l"'rn—2‘r;1—l

ifadesinde her iki tarafin limit supremumu alinirsa

. 1 .
limsupr,” <limsup(1=p,.r,_ .1\ peetynls)
n—oo n—oo

limsup(—p, ) =—liminf p,

n—ye0

oldugundan

"n=2""n-1

%S1+limsup(—pn.;;l_k.rn_kﬂ..r r.)

n—oo

“'n-2°"n-1
n—oo

%S 1=liminf (p,.r,_ ., ielal,y)

%S 1—[liminf p, liminf r_, liminf r_, ,,...liminf rn_l}
! <l-|cll.l
l k tane
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oldugundan

=h(l) (3.33)

elde edilir.
' —(k+1)15(1-1
h'(l): ( hl )l (l )=0

()

I (1-(k+1)(1-1))=0

I-(k+1)(1-1)=0

I-kl+k-1+1=0

K=k+1
j=k+l
k

k+1 . . :
l,= = icin fonksiyonun ekstremum noktasi vardir.

[+ 1) = (k) (k7 (1=1)+ 1) () =2(k+ 1) P [ 19 = (ke +1) 2 (1-1) ]

h”(l): (lk+1)4
ey D =D =) ) (st 1k 1]
0 (l()k+1)2 (l()k+l)2
(k+1)1, =0

(lok+1)2 >0

oldugundan
][ )

gt 1)_k{(k+1j }

bulunur.
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oldugundan

dir. Yani
h"(1,)<0
O halde [, noktasinda 4 fonksiyonunun maksimumu vardir.

k+1

7_1 x
k k
h(l)= =
( 0) (l{“)k-H (k+1)k+l
k
dir.
k
I'IlEth(l):k—k+1
=1 (k+1)
ise (3.33) den
k
C Sk—kﬂ
(k+1)

elde edilir. Bu da (3.31) ile celigir. Boylece ispat tamamlanmistir. O halde (3.29)
esitsizliginin pozitif ¢6ziimii yoktur.

(3.31)de k=0 ise (3.17) denklemi

Vo1 =Y +2,¥, =0 (3.34)
seklini alir. Bu

y'(t)+p(t)y()=0 (3.35)
denkleminin ayrik benzeridir. (3.35) den

y'(t)

—~+p(t)=0

¥(t)

y'(t)

—==-p t

¥ (1) )
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j%dt:j—p(t)dr
In|y () ==[ p(r)di

y(7) ze_jpmdt >0
Aciktir ki (3.35) denkleminin tiim coziimleri pozitif oldugundan salimmli degildir.
Ancak (3.31) den eger

liminf p, >1

ise (3.34) ifadesi salinimlidir.
Bir sonraki sonug (3.31) kosulunun agik oldugunu gosterir. Aslinda n >0 icin eger
kk
ise (3.17) denklemi
kk

Vori = Vu +m Vi =0 (3.36)

seklini alir ve
yy=d>0
ileve k=N,N +1,... i¢in

_k
ym+1 (k+1)ym

¢oziimdiir. Bu ¢ziim pozitiftir. O halde {y,} (3.36) denkleminin salinimli olmayan bir

¢Oziimidiir. (3.36) denkleminde

k
Vit :mym
ve
y, = Yk Yukot Yn2 Yot .
Yucket Yook Yuor Y
yazilirsa
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k k* _ e I
yn_yn+ k+1'ynk 'ynkl"'ynz'y l'yn=0
k+l (k+1) yn—k—l yn—k—Z yn—l yn
olur.
Y, _k+1
ym+l k
oldugundan
k k" k+1 k+1 k+1 k+1
—y,— Y, t T . . vy, =0
k+1 (k+1)" kK kK kK
k‘l‘l n n (k+l)k+1 k n
k+1 k+1
0=0
bulunur. Yani
_ k
ym+l (k+1) ym

(3.36) denklemini saglar, o halde bir ¢oziimdiir ve bu ¢6ziim pozitiftir. O halde (3.36)

denkleminin ¢6ziimleri salinimli degildir.

TEOREM 3.2.6 : Kabul edelimki p, 20 ve

k

L 3.37
(k+1)" G-37)

sup p, <

olsun. O halde (3.17) denklemi salinimli olmayan bir ¢oziime sahiptir (Erbe, Zhang

1989) .

ISPAT : r =1-pr T (3.38)

denkleminin pozitif ¢dziime sahip oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

k1

>1 3.39
. (3.39)

Sy_x = =Sy =49

veE
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sy =(1= pysypesyy) >1 (3.40)

tanimlayalim.
kk
sup py < ———=r
" (k1)
ve p, =0 oldugundan
0<p, <l
dir. O halde
1 1
Sy = > >1
I=pyq 1-py
o = 1 < 1 _ 1
Y 1-pyq* 1-sup p,q" K (k+1)"
(k + 1)k+l : kk
1 k+1
k+1
Sy <4q
bulunur. Simdi
-1
Sn+1 = (1_pN+1sN+1—k"'sN) (3.41)
tanimlayalim.
o 1 < 1 < 1 g
e pyadsy 1= pyad e 1-sup py,dt

O halde

I<sy, <q
bulunur. k£ =1,2,... i¢in 1< s,,, <g oldugunu gosterelim.
k=11i¢in 1<s,,, <g dur.
k=m i¢in 1< s,, <gq oldugunu kabul edelim.

k=m+1 icin
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1 1

SN m+1 = <
’ 1 - pN+m+lsN+m+l—k . "SN+m 1 _ kk k-1
k+1 q N+m
(k+1)
ve Sy, <q oldugundan
s < ! = 1 =
N+m+1 B kk qk—lq B kk qk q
(k+1)k+l (k+1)k+l

O halde tiim k£ =1,2,... i¢in

I<sy, <q
olur. n> N igin {s,}dizisi (3.38) denkleminin bir ¢oziimiidiir.
Sonra ,

y
v =1, yN+l:_N

N

tanimlanirsa ve bdyle devam edilirse {y,} dizisi (3.17) denklemini saglayan pozitif bir

¢Oziim olur.

Simdi {pn} negatif olmayan reel sayilar dizisi ve k pozitif tamsay1 olmak {izere
ay—a,+p,a, =0 n=0.L2,..

denklemini ele alalim. Bu denklemin ¢6ziimlerinin salinimliligi icin Erbe ve Zang’in

sonucundan daha iyi olan 1989 yilinda incelenmis Ladas’in sonucunu verelim.

TEOREM 3.2.7 : {pn} negatif olmayan reel sayilar dizisi ve k pozitif tamsay1 olmak
tizere

ay—a,+p,a, =0 n=0.L2,.. (3.42)
denklemini ele alalim.
Kabul edelim ki {pn} negatif olmayan reel sayilar dizisi ve k pozitif tamsay1 olsun. O

halde

1 n—l kk
liminf n > pi >(— (3.43)
i_
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(3.42) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salimimlilig1 icin yeter kosuldur. (Ladas, Philos ve

Sficas 1989).

ISPAT : Celiski icin kabul edelim ki (3.42) denklemi salimimli olmayan bir {an}
¢Oziimiine sahip olsun. {an} i pozitif terimli alabiliriz. O halde
Apy) = Ay = =Pplyy <0

olur.

a,—a, <0
oldugundan {an} pozitif sayilarin azalan dizisi olur.

a,<a,_;
oldugundan (3.42) denkleminden

aygq—a,+p,a,<0

veya
pn S 1_ n+l
al’l
yazilabilir. Boylece
n—1 n—1
1 <1 1 dixt (3.44)
k. =P
i=n—k i=n—k a;
olur.
k
o= "—kl (3.45)
(k+1)*

alalim. Boylece (3.43) den aciktir 6yle bir f sabiti secebiliriz ki yeterince biiyiik n ler
icin
1 n—1
a<pf<— > p (3.46)
k i=n—k
olur. Buradan ve (3.44) den yeterince bilyiik # ler icin

n—1
) (1_MJ (3.47)

i=n—k a;
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yazilabilir. (3.47) esitsizligi ve aritmetik orta - geometrik orta esitsizligi kullanilarak

yeterince biiyiik # ler icin

1 1

p<ls (1—ﬂj=1—l 3 [hjsl—(]—ihjk :1—[""*“ R . Jk
kS0 a; k5o a ==k & Ay Apgn Gy

an—k

1
( n ]" <1-8 (3.48)

Ap—k

bulunur. Buradan

yeterince biiyiik » ler icin elde edilir. {an} pozitif terimli dizi oldugundan
0<p<1

olur. Simdi @ (3.45) de tanimlanmis pozitif sabit olmak iizere

dir. Gergekten

olsun.
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f(ﬁj =k_12(ﬁji_l {—k+(1—k)(k+1)(%)—k}

:%[ﬁf [—2k+(1-k) k]

(HJ [—k—k*]<0

L

+

»|H

f"(4) < 0 oldugundan A =

i

(i)

(kil)(ki—ljl/k B (kfl)H

l_lgal/kl—l/k

olur. Bu nedenle 0 < 4 <1 ig¢in

olur ve
0<p<l
oldugundan
1-B< al/kﬂ-l/k

yazilabilir. Ayrica (3.48) den yeterince biiyiik 7 ler icin

1k
( a, j <l-B<a gVt

47

apsisli noktada f(4) maksimuma sahiptir.

(3.49)



elde edilir. (3.49) esitsizligini (3.42) denkleminde kullanarak yeterince

arglimanlar i¢in
an+l _an + pn ;an S 0

yazilabilir. Esitsizligin her terimi a, ’e boliiniirse

an+l 1+ pn ﬁ S 0
an
elde edilir. Buradan
ﬁ <1 h
"a  a

n

olur. Her iki tarafin n—k ’dan n—1’e kadar toplamin alir ve % ile carparsak

ﬁ 1 n—1 1 n—1 a .
Z - _ k _ i+
o k.55 pi= k z:nz—k a;
(3.46) dan
ﬁ 1 n—1 a .
S 1 —_ i+
o p k i;k a,

2
APl

-1 -1 *
l \ 4y <1- I"_I iy
(04 k i=n—k i

4q;

yazilabilir.
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1-B< al/kﬁ—l/k

oldugundan yeterince biiyiik # ler icin

olur. Buradan

ve boylece
2
(gj G Sy (3.50)
elde edilir. Timevarimla her m =1,2,... i¢in dyle bir n,, tamsayis: vardir ki n = n,, icin
m
(5] a, <a,_; (3.51)

olur. Daha sonra (3.46) dan yeterince biiyiik 7 ler icin

n

n—1
ZPi 2 ZPi 2k

i=n—k i=n—k
elde edilir. Boylece yeterince biiyiik 7 ler i¢in

n

dYpizM (3.52)

i=n—k
oyle ki
M=kf>0

dir. Oyle bir m segelim ki
m 2
o2 .
o
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olsun. Boylece yeterince bilyiik 7 ler i¢in n >n, olmak iizere (3.51), (3.53) de seg¢ilen

6zel m i¢in saglanir ve (3.46) ve (3.51) de saglanir. Ayrica {an} n 2 n, i¢in artandir.

(3.51)den n2n,+k igcin n—k < n" <n olacak sekilde bir n' tamsayist vardir dyle ki

ve
n

M

Dz

— 2
=n

dir. (3.42) denkleminden ve {a, } dizisinin azalanlik 6zeliginden

B
n

an*ﬂ _an—k = Z (ai+l _ai)

i=n—k

== Z Pt < _( Z piJan*‘_k

i=n—k i=n—k
M
< —7 a"* &
elde edilir. Boylece

a. <a,; (3.54)

yazilir. Benzer sekilde
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ve buradan
M i<a. (3.55)

bulunur. (3.51) de

2
B ; Sa”ig 2
(04 a « M
n
olur. Bu da (3.53) ile celisir. Bu celiski baslangictaki kabuliimiizden kaynaklan-

maktadir. O halde (3.42) denkleminin tiim ¢6ziimleri salinimlidir.

pe C[[to,oo),]R+], 7>0 olmak iizere

x'(t)+p(t)x(t-7)=0
gecikmeli diferensiyel denklemin salimmlilig igin

a _an +pnan—k =O

n+l

fark denkleminin ayrik benzeri olarak bakabiliriz.
x'(t)+p(t)x(t-7)=0

denkleminin tiim ¢6ztimlerinin salinimli olmas1 i¢in gerek sart

liminf j p(s)ds >l
e

t=teo T

idi.

a _an +pnan—k =O

n+l

51



fark denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi icin gerek sart

liminf 1 p :I >—
e | kS5 (k1)

[ n-1 k k+1
limin > —
Hmf_,-_n_kp’} (k+1j

liminf D |>
n—ee | j=p—k
Burada
k+1
lim| 1- LI
koo k+1 e
oldugundan

n—l1
liminf[ Z pl} >l

n—oeo

biciminde yazabiliriz.

p, 1n limitinin olmas1 durumunda bu sonug (3.31) sart1 ile (3.43) sartlar1 denktir.
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