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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

YUKSEK MERTEBEDEN FARK DENKLEMLERININ COZUMLERI UZERINE

Ibrahim KIR
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Yrd. Dog. Dr. Yasar BOLAT

Bu tezde, lineer ve lineer olmayan fakat basit doniisiimlerle lineerlestirilebilen fark
denklemlerinin ¢6ziimlerinin, ¢ok yaygin olarak kullanilan bazi metotlarla nasil elde
edildigi ve bu ¢oziimlerin davranisi hakkinda kisaca bilgi verilmektedir. Daha sonra
tezin orijinal boliimiinii olusturan son bdliimde, ele alinan yiiksek mertebeden bir fark
denkleminin ¢0zlimiinii yapmadan direkt olarak ¢6zlimiin davranis1 hakkinda elde

edilen yeni sonuclar verilmistir.

2007, 32 + vi sayfa

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, noétral fark denklemi, salinimlilik, saliniml

katsay1.
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ABSTRACT

Thesis

ON THE SOLUTIONS OF HIGH ORDER DIFFERENCE EQUATIONS

Ibrahim KIR
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Yasar BOLAT

In this thesis, an idea is given about how to find solutions of linear and nonlinear
difference equations which are easy transformable to linear equations, with some widely
used methods and the behaviour of their solutions. After that in the last section of the
thesis which is the original part, without finding the solution of a high-order difference

equation newly obtained results about the behaviour of the solution is given.

2007, 32 +vi pages

Key Words: Difference equation, neutral difference equations, oscillation, oscillating

coefficient.
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X z@(_ D y(n+K)

A™'[Ay(k)] = y(k) +C (sabit) seklinde tanimlanan ve ileri fark
operatoriiniin tersi olarak adlandirilan operator.
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taniml1 faktoriyel fonksiyonu

n'=12.---n,neN, 0!'=1

n!
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1. GIRIS

Diferensiyel denklemlerin ayrik benzeri (discrete analojisi) olan, ayrik zamanlarda
meydana gelen doga olaylarin1 formiile eden bagintilar olarak ortaya cikan fark
denklemleri, son otuz yildir uygulamali matematigin ¢ok biiylik ilgi goren bir dali
olarak, uygulamali matematik¢ilerin ve uygulamali bilimcilerin ilgi sahasi olmustur.
Uygulamali matematigin bu dali mihendislik, fen bilimleri, ekonomi, tip, sosyal
bilimler ve teknik bilimlerde sik¢a karsilasilan denklemlerdendir. Uygulamada
karsilagilan bu problemlerin ¢éziimiinii elde etmeye calismak ¢ok uzun ugraslar ve
zaman kaybina neden olacagindan, uygulamali matematik¢iler bu problemlerin
coziimlerinin  kalitatif davranist hakkinda bilgi veren c¢aligmalar yapmaya
yonelmiglerdir. Bu amagla bu tezde 6zellikle, diferensiyel denklemlerde oldugu gibi
fark denklemlerinde de 6nemli bir yere sahip, salinim teorisinde, literatiir bilgisi olarak
miiracaat edilebilecek olan yeni sonuclar elde etmek hedeflenmis ve bu amaca
ulagilmistir. Elde edilen bu sonuglar makale haline getirilerek yurtdisinda hakemli bir
dergide yaymlanmistir (Kir ve Bolat, 2006).

Bu ¢aligmanin birinci boliimiinde, fark denklemlerinin ¢oziimlerini teskil eden diziler,
fark denklemleri ve salmimlilikla ilgili tanim ve teorem bilgilerini iceren temel
kavramlar verilmistir. Tezin ikinci bdliimiinde, lineer ve lineer olmayan fakat
lineerlestirilebilen homogen fark denklemleri ve bunlarin ¢oziimlerinin elde edilisi ile
ilgili yaygin olarak kullanilan bazi metotlar verilmistir. Tezin ti¢lincii boliimiinde ise, bu
boliimiin birinci kesiminde, bu tezde ele alinan denklemin baz1 6zel durumlarinin daha
onceden ele alinarak, 6nemli sonuglarin verildigi c¢aligmalardan kisaca Ornekler
verilmigtir. Daha fazla ayrint1 i¢cin Agarwal (1997), Agarwal (2000), Agarwal ve
digerleri (vd.) (2000), Bolat (2003), Gyori and Ladas (1991), Goldberg (1958),
Hildebrand (1968), Elaydi (1999), Kelley and Peterson (1991), Mickens (1990) ve
Lakshmikantham and Trigiante (1988)’e bakilabilir. Ikinci kesimde, elde edilen orijinal
sonuclarin ispatinda kullanilan yardimci teoremler lemma olarak verilmistir. Tezin
orijinal kismi olan son bdliimde ise, salinimli katsayil yiiksek mertebeden gecikmeli bir
fark denkleminin ¢6ziimlerinin salinimliliginin kalitatif incelemesini veren ve bazi yeter

sartlar igeren orijinal sonuglar verilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1 Fark Denklemleri

Tamm 2.1.1.: y fonksiyonu verilsin ve h bir sabit olsun. O zaman,

Ay(x) = y(x+h)—y(x)
seklinde verilen A operatoriine ileri fark operatorii ve h sayisina fark araligi denir.

Eger y(x) = x fonksiyonu alinirsa Ay(X) = Ax=X+h—x=h veya Ax = h bulunur. Bu
halde fark aralig1 Ax ile gosterilir (Goldberg 1958).

Tanim 2.1.2 : y bir fonksiyon ve birinci farki Ay verilmis olsun. O zaman Yy nin ikinci
farki A’y ile gosterilir ve

A’y = A(Ay) 2.1.1)
biciminde tanimlanir. Diger bir deyisle (2.1.1), y nin birinci ileri farkinin ileri farkidir.
A’y fonksiyonunun X deki degeri, A’y(X) seklinde belirtilir.

A’Y(X) = Ay(X+h)—Ay(X) (2.1.2)
biciminde yazilir.

Benzer bicimde y nin iigiincii ileri farki A’y seklinde belirtilir ve y nin ikinci farkinin

ileri farkidir. A’y =A(A’Yy) big¢iminde yazilir. Genellersek, y nin n. farki A"y ile

gosterilir ve y nin (n—1). farkinin ileri farkidir. Yani,

A"y =A(A""y),n=2,34,... (2.1.3)
dir. O zaman n=2 igin A’y =A(A'y) ile 6zdeslestirilebilir. (2.1.1) ile tutarli olmas:
icin, iissii ihmal edilirse, fonksiyonun birinci farki A'y yerine Ay yazilir. n=1 igin

(2.1.1) den, Ay =A(A’Y) olur. Bundan dolay1 A’y =y kabul edilmelidir. Bu operatore
0zdeslik (birim) operatorii denir (Goldberg 1958).



Tanim 2.1.3.: | ile belirtilen 6zdeslik (birim) operatorii herhangi bir y fonksiyonuna
uygulanirsa, yeni bir y ile 6zdes I, fonksiyonu tretilir. y nin tanim kiimesindeki bir x
icin I (X)=y(x) ve A’y = I, dir. Bdylece tanimdaki amaca ulagilmis olup,

I,(X)=Yy(X), n=1 i¢in dogru olur (Goldberg 1958).

Tamm 2.1.4: Bir y fonksiyonu verilsin ve h keyfi pozitif bir sabit olsun. Ey, X
degerinde Ey(x) veya Ey, ile gosterilen ve Ey(X)=y(x+h) seklinde tanimlanan E

operatdriine genisletme (kaydirma) operatorii denir.

X+h sayis1 y nin tanim bolgesinde olmak tlizere

Ay(X) = By() - y(x)
biciminde yazilabilir. E operatdrii A operatorii gibi fonksiyona birden fazla

uygulanabilir. Boylece,
E*y(x) = E[Ey(x)] = Ey(x+h) = y(x+2h),
E’y(x) = E[ E’y(X) | = Ey(x+2h) = y(x+3h) ,
E’y(x) = ly(X) = y(X) seklinde tanimlanir ve genellenirse, n=1,2,... olmak {izere
E"y(x)=E[E™y(¥)]
yazilir. Buise E nin tanimi kullanilarak
E"y(x) = y(x+nh)
biciminde yazilir (Akin 1988).

Tamm 2.1.5: n=1,2,3,... olmak {izere n. dereceden bir faktoriyel fonksiyonu
X" =x(x—h)(x=2h)...[x=(n-1h]

ile verilen bir fonksiyondur (Akin 1988).



A ve E nin Bazi Ozellikleri

A ve E nin temel 6zellikleri, Ay ve Ey nin degerlerini hesaplamak i¢in 6nemlidir.

c, ve ¢, keyfi sabitler, y, vey, farkli iki fonksiyon ise

a) Al +y, ()] = Ay () +Ay, k),

b)  Afey(k)]=cayk),

c) Alcy,(K)+c,y, (k)] =c Ay, (K)+C,Ay, (k) ,

d) Y Yss---5 Y, 5 N tane fonksiyon ve C,,C,,...,C, keyfi sabitler olsun. O zaman
Afcy, (K)+¢,Yy, (k) +...+¢,Y, (K] =cAy, (K) +c,Ay, (K) +...+c,Ay, (K),

e) k bir tamsay1 olmak tizere y(k), y fonksiyonunun k daki degerini gosterirse

ve a, b (b>a) herhangi iki tamsay1 ise y(a)+y(a+1)+...+y(b) toplami yerine

b
Z y(k) yazilir,

k=a

f) Toplam operatorii ile ilgili agagidaki kurallar1 bilmek gerekir. y ve z keyfi iki

fonksiyon ve C keyfi bir sabit olmak iizere

1) Zn:c =nc,
i) Y ey(k) = ¢ y(k).

i) Y (y007200) =3 y00 7Y 2(K),

n o n(n=D..(n—-k+1 . R n .
g) (A+B)"=>" ( 1)23( ” ) ABr veya (A+B) _2{ }AkB “,
o 2.3 k=0 k

h) y(X)=a,+a,Xx+a,x’ +...+ax", a,,a,,a,,...,a, keyfi sabitlervea, #0 olsun.
O zaman Yy nin N. ileri farki bir sabit fonksiyondur ve A"y =n!h"a, dir. Eger p >n ise
APy(k) =0 olur,

1) Alu(x)-v(X)] = Eu(x)- Av(X) +V(X)- Au(x) ,

1) A=E-lve E=A+I,
k) A=l ve E'=1,



1) A*=E’-2E+IveA =E’-3E°+3E-1,

m) AE = EA

n) A ve E dizin kuralina uysun. m ve n negatif olmayan tamsayilari igin,
ATA"=ATAT=ATT ve  ETE"sE"E"=E™",

0) A"=(E-1)",

n (N
p) A" = Z( ](—1)nk E“,

k=0

n (N
r) N pozitif tamsay1 olmak tizere A"y(x)= Z( }( D" *E*y(x). (Goldberg 1958)
k=0 k

Tanim 2.1.6 : Bir S kiimesi lizerinde taniml1 y fonksiyonunun degeri ve bu y
fonksiyonunun her X degeri i¢in bir veya daha yiiksek mertebeden farklar1 Ay, A’y,...

olan terimleri i¢eren bir bagintiya, S kiimesi tizerinde fark denklemi denir (Akin 1988).

Tanim 2.1.7 : n. mertebeden bir fark denklemi genel olarak; k,ne N,
yk)(=Y)eR, f:Z—>R vey(k)#0 olmak iizere,

f(n, y(k), y(k+1),....,y(k+n)) =0
biciminde tanimlanir (Akin ve Bulgak 1998).

Tamm 2.1.8 : Bir fark denkleminde bulunan en yiiksek mertebeli farkin mertebesine

fark denkleminin mertebesi denir (Akin ve Bulgak 1998).

Tanmm 2.1.9 : n. mertebeden bir lineer fark denklemi,
A"y(k)+a,A""y(k)+---+a, Ay(k)+a, y(k)=r(k)
bi¢iminde ifade edilir. Burada a,,a,,---a, ler birer sabit ve a, #0 olup, r(k), k ya

bagli bir fonksiyondur (Akin ve Bulgak 1998).



Tanm 2.1.10 : m=max {0,m,,...,m;} >0, | = max {l,-m,,...,—m,} =1 bigiminde
tanimlanan m, | ve r pozitif tamsayilar, k =0,1,2... i¢in y(k) bir dizi, i =1,2,...,S ve
igin { p;(k)},_, bir reel dizi olmak tizere, m, € Z i¢in
yk+1)=y(K)+ > p(k)y(k—m)=0
i=1
bi¢imindeki fark denklemi, (m+1). mertebeden gecikmeli fark denklemidir (Gyori and

Ladas 1991).

Tamm 2.1.11 : Fark denklemlerinde, bilinmeyen fonksiyonun gecikmeli ve gecikmesiz
terimlerinin en yiiksek mertebeden farkini iceren denklemlere nétral (neutral) tipten fark

denklemi denir (Agarwal 2000).

Tanmm 2.1.12 : p, # 0 olacak sekilde i =1,2,...,n i¢in p; verilsin.
yk+n+pyk+n-D+p,y(k+n=-2)+...+p,y(k)=0 (2.1.4)

bicimindeki fark denklemine n. mertebeden sabit katsayili lineer homogen fark

denklemi denir (Akin ve Bulgak 1998).

Tanim 2.1.13 : R(k), k nin bir fonksiyonu olmak iizere,
y(k+n)+ayk+n-1)+a,yk+n-2)+...+a yk)=R(k) (2.1.5)

fark denklemine sabit katsayili n. mertebeden homogen olmayan lineer fark denklemi

denir (Mickens 1990).

Tamm 2.1.14 : Sabit katsayili, yliksek mertebeden, lineer homogen olmayan bir fark

denkleminin genel ¢6ziimii, homogen kismin genel ¢oziimii ile homogen olmayan

denklemi saglayan bir 6zel ¢oziimiin toplamindan olusur. Yani y“"(k) homogen
kismin genel ¢oziimii, Y™ (k) homogen olmayan denklemin &zel ¢dziimii olmak iizere,

y(k) =y (k) +y (k)
dir (Mickens 1990).



Tamm 2.1.15 : (Ust Uste Ekleme ilkesi, Superposition Prensibi) c, vec, keyfi
sabitler ve y" (k) ve y* (k)
Yirn 3 (K)Yyny +oo o+ 3,(K)Y(K) =0 (2.1.6)

denkleminin ¢oziimleri olmak iizere,
y(k)=c,y" (k) +c,y? (k)
de (2.2.6) denkleminin bir ¢6ziimiidiir (Mickens 1990).

Tanmm 2.1.16 : n. basamaktan sabit katsayili bir homogen denklemin karakteristik

denklemi,

f(ry=r"+ar""'+...+a_r+a,=0
biciminde tanimlanir. Karakteristik denklem n. mertebeden bir polinom oldugu i¢in n
tane kokii vardir (r;, i=12,...,n).

O halde karakteristik denklem fonksiyonel formda
f=]-m=(-rr-r)..(r-r)=0
i=1

biciminde yazilir (Mickens 1990).

Tamm 2.1.17 : Bir f operatori f(E)=E"+aE""'+...+a, ,E+a, seklinde

tanimlanarak n. mertebeden bir homogen fark denklemi kisaca
fF(E)y(k)=0
olarak yazilabilir (Mickens 1990).

Tamm 2.1.18 : Bir fark denkleminin ¢dziimleri Y, (k), Y, (k),---, Y, (k) olsun.

y, (k) y, (k) Y, (K)
C(K) = det yl(k.+1) y, (k+1) y, (k+1)
yl(k;n—l) yz(k+n—1) yn(k+n—1)

bi¢ciminde tanimlanan C (k) determinantina bu ¢oéziimlere ait Casoratian denir (Elaydi

1999).



Teorem 2.1.1 (De Moivre Teoremi ): r pozitif bir say1 olmak iizere;
[r(cos@ +isin@)]" = r"(cosn@ +isinng)

bagintist vardir (Goldberg 1958).

Tammm 2.1.19 : Eger bir fark denklemi i¢in C(k);tO ise yl(k),yz(k),---,yn(k)

cozlimlerine lineer bagimsizdir denir (Mickens 1990).

Teorem 2.1.2 : r,, (2.2.4) homogen denkleminin karakteristik denkleminin herhangi bir
kokii olsun. O zaman

y(k)=r",
denklem (2.1.4) iin bir ¢6ziimiidiir (Mickens 1990).

Tamm 2.1.20: [k.k | araliginda k, <m<k, a,,,...a, vep,,Pp,,..., p, reel sayilar

olmak iizere n. mertebeden sabit katsayili, lineer, homogen
y(k+n)+py(k+n=1)+--+p _y(k+1)+p,y(k)=0
fark denklemine
ym=a, y(m+)=qa,,...,y(m+n-1)=«,

ile birlikte fark Cauchy problemi denir (Akin ve Bulgak 1998).
2.2 Salimmhhk

Tanim 2.2.1 : Her me N i¢in,
(y(k,)—a)(y(k,+1)—a)<0 (2.2.1)

olacak sekilde artan bir tamsay1 dizisi {k(m)} , varsa y dizisi a (a € R) etrafinda

ee]
m=
salinimlidir denir.

(2.2.1) deki esitsizlik kesin olarak saglanirsa y, a etrafinda kesin salinimlidir denir.
Ayrica her ke N i¢in (y(k+1)—a)(y(k)—a)<0 ise y, a etrafinda hizli salinimlidir

denir (Agarwal ve digerleri (vd.) 2000).



Tanim 2.2.2 : Eger her ke N igin y(k)y(k+m)<0 olacak sekilde bir me N varsa y

dizisi, 0 etrafinda kesin salinimli, kesin salinimli veya kisaca salinimlidir denir. Ayrica

eger y daima sabit isaretli ise salinimli degildir denir (Agarwal vd. 2000).

Tamm 2.2.3 : Her meN igin (y(k,)—x(k, )[y(k, +1)—x(k, +1)] <0 olacak sekilde
artan bir pozitif tamsayr dizisi x={x(k)} _ varsa y={y(k)}  dizisi X etrafinda
salimimhidir denir. Yukaridaki tanimdan, eger {y(k)}f=1 dizisi {X(k)}f=1 etrafinda
salimmli ise {x(k)},  dizisinin de {y(k)}  etrafinda salmmli oldugu agiktir. Bununla

beraber her {y(k)},  dizisi kendi etrafinda salinimlidir denir (Agarwal vd. 2000).

Tanmm 2.2.4 : Biitlin ¢6ziimleri salinimli olan bir fark denklemine salinnmlidir denir.

Aksi halde fark denklemi salinimli degildir denir (Thandapani vd. 2001).



3. YUKSEK MERTEBEDEN SABIT KATSAYILI HOMOGEN FARK
DENKLEMLERININ COZUMU

Bu boliimde yiiksek mertebeden sabit katsayili lineer ve lineer olmayan
homogen fark denklemleri ve bu denklemlerin ¢oziimlerinin elde edilisi hakkinda bilgi

verilmektedir.

3.1 Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayili Lineer Homogen Fark Denklemleri

[ko, k1] araliginda n. mertebeden sabit katsayili lineer homogen
y(k+n)+py(k+n=1)+--+py(k)=0 (3.1.1)
fark denklemi goz Oniine alinsmn. Burada p,#0 ve p,,p,,---p, birer sabittir.

a,,(kK),q,,(k),...,q,, (k) dizileri lineer bagimsiz ve c,C,,...,C, ler reel sayilar olmak

luzere

y(k)=cq, (k)+c,q,(K)+...+c,q, (3.1.2)
ifadesi, (3.1.1) denkleminin genel ¢oziimiidiir (Akin ve Bulgak 1998).

3.1.1 Wandermonde Determinanti

(3.1.1) denklemi goz oniine alinsin. 4,,4,,..., 4, reel sayilar olmak tizere

1 1 ... 1 1
R N N )
W = det| : R ; :
A e A A
ﬂ,ln—l ﬂ,zn_l . ﬂr?——ll /11:1—1
determinantina Wandermonde determinanti denir ve degeri W, = H (/1j - A )

I<i<j<n
dir. (3.1.1) denkleminin karakteristik denklemi A" + p,A"™" +...+ p,_A+p, =0 dir
(Akin ve Bulgak 1998).
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Teorem 3.1.1: Keyfi secilen «,,q,,...a, reel sayilan ve [k,,k ] araliginda secilen
herhangi bir m igin

y(k+n)+py(k+n=1)+--+p _y(k+1)+p,y(k)=0;
ym=a, yYIm+)=qa,,...,y(m+n-1)=«,

fark Cauchy probleminin ¢oziimii vardir ve tektir (Akin ve Bulgak 1998).

3.1.2 Karakteristik Denklemin Koéklerinin Birbirine Esit Olma Durumu

Karakteristik denklemin m katl sifir olmayan kokii & olsun. Yani ilk m tane kokiin
birbirine esit 1 = A4, =4, =... = 4, oldugu kabul edilsin. Bu takdirde
o (k) = 2,0, (k) = kg G (K) = K™ "

ifadesi ele alinsin. Bunlarin her biri (3.1.1) denkleminin bir ¢éziimiidiir (Akin ve Bulgak

1998).

Ornek 3.1.1:
y(k+3)—6y(k+2)+12y(k +1)—-8y(k) =0
denkleminin karakteristik denklemi
A =617 +124-8=0
seklindedir.
(4 —2)3 =0 oldugundan A4 =4, =4, =2 dir. Dolayisiyla verilen denklemin

genel ¢oziimii y(k) = (c1 +¢,k + ¢,k )2k seklindedir.

3.1.3 Karakteristik Denklemin Koklerinin Birbirinden Farklh Olma Durumu

AsAyyes Ay C,C,y,...,C, reel sayilar olmak tizere (3.1.1) denkleminin genel ¢oziimii
y(k)=c A +c, A +...+¢ A
dir (Akin ve Bulgak 1998).
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Ornek 3.1.2;

y(k+2)-4y(k)=0
y(0)=5, y()=2
seklinde verilen Cauchy probleminin karakteristik denklemi A*—-4=0 ve
A, ==2, A, =2 oldugundan genel ¢6ziimii y(k) = c,(-2)" +¢,(2)* olur.
Baslangi¢ sartlar1 yerine yazilirsa, ¢, +C, =5, —2¢C, +2¢, =2 ve ¢, =2, ¢, =3 bulunur.

Yani y(k) =2-(=2) +3-2" istenen ¢oziimdiir.
3.1.4 Karakteristik Denklemin Koklerinin Kompleks Olma Durumu

Karakteristik denklemin x#=Vv+io (w#0) kompleks kokii varsa g=v—iw da
karakteristik denklemin kokiidir ve @ # 0 oldugundan kokler birbirinden farkhidir.

Yani (V + ia)) ve (V — ia)) verilen problemin lineer bagimsiz iki ¢oziimiidiir. Boylece

000=2(v+10) +(v-10)' ] 0,00 = L[(via) ~(v-i0) ]

ise kompleks koklere karsilik gelen lineer bagimsiz iki reel ¢oziimdiir.

Ornek 3.1.3:
y(k+2)+4y(k)=0

denkleminin  karakteristik denklemi A*>+4=0 ve denklemin iki kokii

A, ==2i, A, =2i birbirine esit olmadigindan genel ¢dziimii y(k) = ¢, (-2i)* +c, (2i)"
seklindedir. 2i = 2(cos%+ [ sin%j oldugundan

T

g, (k) = 2* cos[k;j ve ,(k)=2" sin(k%]

segilebilir. Yani genel ¢6ziim y(k) = c, 2" cos(k %j +c,2" sin(k %j olur.
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3.2 Lineer Olmayan Baz Tip Fark Denklemleri

Bu kesimde lineer olmadigi halde basit doniisiimlerle lineer hale doniistiiriilebilen bazi

tipten denklemler ele alinmistir.

321 Tipl
p ve q keyfi sabitler olmak {izere;

y(k +1)y(k)+ py(k +1)+qy(k)=0 (3.2.1)
bicimindeki homogen fark denklemi i¢in Z(k) = ﬁ dontisiimii yapilirsa

! + ! + =0

2k 0)2) " Pk ) V2T
olur. Buradan

qz(k +1)+ pz(k)+1=0 (3.2.2)

biciminde sabit katsayili, homogen, lineer fark denklemi elde edilir. (3.2.2) denkleminin

homojen kismunin karakteristik denklemi qA+ p =0 oldugundan (3.2.2) nin genel

P

k
¢Ozimii Z(C)(k)zcl(——J olur. Homogen olmayan kismin 0&zel ¢0ziimii ise

olup, (3.2.2) denkleminin genel ¢oziimii;

(O)(k) = — 1
2(6) =

Z(k)zcl[_apjk_ piq

biciminde elde edilir. Buradan da (3.2.1) denkleminin genel ¢6ziimii;

v Cl(_gjk ) |01+q

seklinde elde edilir (Elaydi 1999).

Ornek 3.2.1 : Lineer olmayan,
y(k+1)y(k)+4y(k+1)+4y(k)=0

fark denklemi goz Oniine alinsin. Bu denklemde p =4, g =4 olup,
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y(k) = Lk) dontistimii yapilarak, ikinci mertebeden sabit katsayili homogen
A

4Z(k+1)+4z(k)+1:0 (3.2.3)
lineer fark denklemi elde edilir. (3.2.3) denkleminin homogen kisminin genel ¢6ziimii

C, ve C, keyfi sabitler olmak {izere;

© (k) = _Bjk: By
(K= -2 =0

olur. Homogen olmayan kismin 6zel ¢oziimii ise

z(P) (k) =— ! = 1 bulunur. Buradan

p+q

z(k)=c (-1 1
8
Boylece ele alinan denklemin genel ¢éztiimii;

1 1
k) = =
y( ) z(k) C(—l)k—l
: 8

bigiminde elde edilir.

3.2.2. TiplI
(3.2.1) denkleminin homogen olmayan hali i¢in, yani p ve q keyfi sabitler ve r(k), K
ya bagli bir fonksiyon olmak iizere;
y(k +1)y(k)+ py(k +1)+ay(k)=r(k) (32.3)
z(k +1)
z(k)
2(k +2)+(a- plz(k +1)=(r(k) + pa)z(k)
lineer fark denklemi elde edilir (Elaydi 1999).

denklemi i¢in y(k) = — p doniistimii yapilarak

0 (3.2.4)
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Ornek 3.2.2 : Lineer olmayan,
y(k+1)y(k)+3y(k+1)+5y(k)=-16
fark denklemi goz oniine almsm. Bu denklemde p=3, q=5 ve r(k)=-16 olup,
_z(k+1)
2(k)

z(k +2)+2z(k +1)+z(k)=0 (3.2.5)

y(k)

—3 doniisiimii yapilarak, ikinci mertebeden sabit katsayili homogen

lineer fark denklemi elde edilir. (3.2.5) denkleminin genel ¢oziimii ¢, ve C, keyfi
sabitler olmak {izere;

2(k)=(c, + ke, -1)*

olur. Bdylece ele alinan denklemin genel ¢oziimii;

Cz(k+1) AL (c] +(k+1)cz)(—1)k+1 B
T R PP T]

bi¢iminde elde edilir

3.2.3 TipIII

f( y(k +1) , kJ =0 tipindeki denklemlerin lineerlestirilebilmesi icin z(k)= y(k +1)
y(k) y(k)
dontisiimii yapilir (Elaydi 1999).
Ornek 3.2.3 : Lineer olmayan
y> (k+1)—4y(k+1)y(k)+3y*(k)=0 (3.2.6)
Denklemi g6z &niine alinsin. Bu denklemin biitiin terimleri y* (k) ile boliiniirse;
2
k+1 k+1
{M} —4[y(—+)}+3 =0 (3.2.7)
y(k) y(k)
olur. (3.2.7) de Z(k) = y(:,((:)l) doniisiimii yapilarak;
2’ (k)-4z(k)+3=0 (3.2.8)

elde edilir. (3.2.8) denklemi

[2()-3][2() 1] =0
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bi¢iminde yazilabilir. Buradan,
z(k)=3 ve z(k)=1
y(k+1) y(k +1)
=3 ifadesinden y(k+1)-3y(k)=0 ve z(k)=——===1
ne (+1)=3y(0) =0 ve 2l)= Yot

ifadesinden y(k +1)—y(k)=0 denklemleri elde edilir. Bu iki denklemin ¢oziimii ¢, ve

elde edilir. z(k) =

¢, keyfi sabitler olmak iizere srastyla y(k)=¢3" ve y(k)=c, dir. Boylece (3.2.6)
denkleminin genel ¢6ziimii,
Y, (k) = Cl3k ve Y, (k) =c,

bi¢ciminde bulunur.

324 TipIV

(y(k+n)™ (y(k +n=1)™ ...(y())™ =r(k) (32.9)
tipindeki lineer olmayan denklemler i¢in z(k)=1Iny(k) déniisiimii kullamlarak lineer
olmayan (3.2.9) denklemi

mz(k +n)+mz(k +n—=1)+---+m_,z(k)=Inr(k) (3.2.10)
biciminde sabit katsayili lineer denkleme indirgenir ve daha dnceki metotlarla ¢oziiliir.
Boylece y(k) =e? ters doniigiimii ile (3.2.9) denkleminin genel ¢oziimii elde edilmis

olur (Elaydi 1999).

Ornek 3.2.4 : Lineer olmayan

y(k+1)

y(k+2) == (3.2.11)
denklemine z(k) =logy(k) doniisiimii uygulanirsa
z(k+2)-z(k+1)+z(k)=0 (3.2.12)
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1+J§i
Ve

2

lineer denklemi elde edilir. (3.2.12) denkleminin karakteristik kokleri A, =

1—+/3i

A = 5 oldugundan, (3.2.12) denkleminin genel ¢oziimii, ¢, ve C, keyfi sabitler

olmak tizere;

z(k)=c cos(k%j+ o sin(%)

bicimindedir. Boylece (3.3.11) denkleminin genel ¢oziimii;
kz . (kx
y ( k ) 1 O|:C1 COS(TJ+CZ sm(TH

olarak elde edilir.

33 Fark Denklemlerinin Coziimlerinin Davranisi

N ve r pozitif tamsayilar ve biitiin i =1,2,...,n ler i¢cin P, reel degerli bir rxr kare

matrisi olsun.

ykk+n)+PRyk+n-1)+...+Pyk)=0, k=0,1,2,... (3.3.1)
fark denklemi ve |, rxr boyutlu birim matris olmak iizere (3.3.1) in

det(A"l + A"'P +...+ AP _ +P)=0 (3.3.2)

karakteristik denklemi gbéz Oniine alinsin. Bu bolimde (3.3.1) denkleminin biitlin

coztimlerinin salinimlilik davraniglari icin gerekli ve yeterli durumlar ele alinacaktir.

Teorem 3.3.1 : n ve r pozitif tamsayilar ve biitiin i =1,2,...,n ler i¢cin P, reel degerli
bir r xr kare matrisi olsun. O zaman asagidaki ifadeler denktir.
a) Denklem (3.3.1) in her {y(k)},  ¢dziimii salimmlidur.

b) (3.3.2) karakteristik denkleminin higbir pozitif kokii yoktur (Gydri and Ladas 1991).

Sonu¢ 3.3.1 : Eger (3.3.1) denklemi belirli bir degerden sonraki degerler i¢in daima
negatif degil ve yine belirli bir degerden sonra daima sifir olmuyorsa, o zaman (3.3.2)

denklemi reel koke sahip degildir (Gyori and Ladas 1991).
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Sonug 3.3.2 : n negatif bir tamsay1 iken teorem (3.3.1) in dogru oldugu ve detP, #0

oldugu yukaridaki sonugtan rahatca goriilebilir (Gyori and Ladas 1991).

Teorem 3.3.2 : Asagidaki

nmeN, j=-n,...,m i¢in Q; e R™ (3.3.3)
vE

Im—1]+|det(Q, + )| #0, n=0vem=>2 ise detQ, #0 (3.3.4)

sartlart saglansin. O zaman asagidaki ifadeler denktir.

a) y(k+1)—y(k)+ Zm: Qy(k+()=0, k=0,1,2,... (3.3.5)

j=—n

denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir.

b) det(/il —1 +Zm:Qj/11J=o (3.3.6)

j=-n

karakteristik denklemi higbir pozitif koke sahip degildir (Gyori and Ladas 1991).

Teorem 3.3.3 :
nmeN, j=-n,...,m icin ¢; e R (3.3.7)

sart1 saglansin. O zaman asagidaki ifadeler denktir.

a) y(k+D)-y(k)+ D q;y(k+j)=0 (3.3.8)
j=-n

denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir.

b) A-1+> g4’ =0 (3.3.9)

j=-n

karakteristik denklemi hi¢bir pozitif koke sahip degildir (Gyo6ri and Ladas 1991).
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4- YUKSEK MERTEBEDEN FARK DENKLEMLERININ COZUMLERI
UZERINE

Bukesimde; Nn>2eN, ke N, a sayis1 0<a <1 6zellikli pozitif tek

tamsayilarin orani, p fonksiyonu &im p(k) =0 &zelliginde salinimli bir fonksiyon, her

k e N(k,) i¢in q(k)>0, k > o iken 7(k) > oo ve o(k) — oo olacak sekilde (k) <k
ve o(k) <k olmak iizere yiiksek mertebeden salinimli katsayili nétral tipten alt-lineer

A [y (k) p()y(z(K)) J+a(k)y* (o (k) =0 @)
denkleminin birka¢ 6zel durumunun daha Onceden ele alinarak bu denklemlerin

¢Oziimlerinin davranisi iizerine elde edilmis onemli sonuglar kisaca verilmis ve elde

edilen sonuclar i¢in kullanilacak yardime1 teoremler eklenmistir.
4.1 Son Zamanlarda Yapilmis Baz Onemli Calismalar

1- Li (1997) tarafindan ele alman i=1,2,....m i¢in ¢; pozitif tamsay1; o; 20,
r>0 tamsayilar, {p(k)} ve {q(k)} negatif olmayan diziler olmak iizere birinci

mertebeden lineer olmayan
ACy(kK) = pk)y(k—2)+a)] [|yk —o)[* sen y(k-0,) =0, k=0,1,... (4.1.1)
i=l
notral fark denkleminin ¢ézlimlerinin salinimlilik davranisi igin asagidaki sonuglar elde

edilmistir.

Teorem 4.1.1 : (4.1.1) denkleminde p(k)>1, q(k) >0 olsun ve

S a0+ _o “4.12)
n=0 j=0

T
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saglansin. O zaman denklem (4.1.1) in bir yerden sonra daima pozitif degerler alan bir
{y(k)} ¢ozimii i¢in z(k)=y(k)- p(k)y(k—7) seklinde tammlanmak iizere, yeteri

kadar biiyiik tiim K lar i¢in z(k) <0 ve Az(k) <0 olur.

Teorem 4.1.2 : Her k>0 igin p(k), q(k) >0 olmak iizere meN i¢in p(N+mz) <1
olacak sekilde bir N € N(1) oldugunu ve (4.1.2) nin saglandig1 kabul edilsin. Ayrica

yeteri kadar biiyiik biitiin K lar i¢in
g [ p (k-0 =atk-7)
i=1

olsun. O zaman Denklem (4.1.1) in her ¢6ziimii salinimlidir.

Teorem 4.1.3 Her k>0 igin p(k), q(k) >0 olmak tizere me N i¢in p(N+mzr)<l1
olacak sekilde bir N € N(1) oldugunu ve (4.1.2) nin saglandig1 kabul edilsin. Ayrica

yeteri kadar biiyiik biitiin K lar ve bir r € (0,1) sayisi i¢in
[ ] p* (k-0 2 (k1)

olsun. Eger o =min{o;,...,0,} olmak iizere k>0 igin
Aw(k)+ﬁq(k)w(k —7-05)<0,

fark esitsizligi saglanirsa denklem (4.1.1) salinimlidir.

Teorem 4.1.4: n=1 ve (4.1.2) saglanacak sekilde k >0 i¢in p(k)>1,q(k) >0 olsun.
Ayrica biitiin bityiik K lar i¢in p(k —o,)q(K) < aq(k —7) olacak sekilde bir & >1 sayisi

olsun. O zaman denklem (4.1.1) salinimlidir.

2- Lin (2005), tek sayilarin orani olan & >1 sayisi igin N >2 olmak iizere yliksek
mertebeden notral tipten

A"(y(k)— p(k)x(k —7) =q(k)x“(k — o), k >k, (4.1.3)
fark denklemini ele alarak, bu denklemin ¢oziimlerinin salinimliligini veren asagidaki

sonuclar1 elde etmistir:
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Teorem 4.1.5 : Denklem (4.1.3), k — o iken sonsuza giden {y(k)} ¢dziimiine sahiptir.

Teorem 4.1.6 : Yeterince biiyiik biitin k lar i¢in p< p(k)<1 olacak bigimde
p €(0,1) olsun. Eger

.- Ak
lltgilf[q(k)exp(—e )]>0

olacak sekilde bir 4>0 varsa, o zaman denklem (4.1.3) iin her sinirh ¢oziimii

salinimlidir.

Teorem 4.1.7 : Yeterince biiyiik biitin k lar icin 1< p(k)<p° olacak bigimde

P e(l,00) varsa ve Z k""q(k) = saglanirsa, o zaman denklem (4.1.3) {in her smrh
k=K,

¢Oziimii salinimhidir.

3- Li and Saker (2003), 7, 0 <y <1 o6zellikteki tek pozitif tamsayilarin orani,

biitiin k >0 i¢in a, >0, q(k) >0 ve 0 < p(k) <1 olmak tizere

1

3 —=w (4.1.4)
a

saglanmak tizere ikinci mertebeden nétral gecikmeli
AaA(yk)+ pk)yk—7))+qk)y (k—o)=0 (4.1.5)
sublineer fark denkleminin ¢oziimlerinin salinim davranigini veren asagidaki sonuglar

elde etmislerdir.

Teorem 4.1.8 : (4.1.4) saglansin. Bununla beraber Oyle pozitif bir {p(k)} dizisi

tammlansin ki Q(k) =q(k)(1- p(k—o)" olmak iizere her & >1 igin

lirlflsllpzk: p(I)Q(I)_a|_a(a-(|+éll;po('l)))_ (Ap(D)) o

oluyorsa, o zaman denklem (4.1.5) in her ¢oziimii salinimlidir.
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Teorem 4.1.9 : (4.1.4) saglansin ve { p(k)} pozitif bir dizi olsun. Ayrica,

m=>0 i¢in H(m,m)=0,m >k > 0 i¢gin ikili dizisi H(m,k)>0,A,H(m,k) =H(m,k+1)—H(m,k)
—A’H (m k) ,p(k) = oK)

JH(m,k

seklinde tanimlanmak ve h(m,k) =

(- (k+1-0)) "a, )

olmak tizere

moe  H(M,0) & 4p(k) pk+1)

saglansin. O zaman denklem (4.1.5) nin her ¢6ziimii salinimlidir.

limsup Z H(m,k)o(k)Q(k)— (k+1)(h( ,K)JH(m, k) — Apk) H(m, )j }:oo

Yukarida bahsedilen c¢aligmalarda ele aliman denklemler, denklem (4.1) ile

karsilagtirildiginda; (4.1.1) denkleminin, (4.1) denkleminin n=1 ve p(k)>0 olmas;
(4.1.3) denkleminin, (4.1) de p(k) >0 olmasi ve (4.1.5) denkleminin ise (4.1) de n=2
ve p(k)>0 olmasi durumlarinda (4.1) denkleminin 6zel durumlari oldugu agikga

goriilmektedir.

4.2 Yardimeci Teoremler

Elde edilen yeni sonuglarin ispatinda yardimci teorem olarak kullanilacak olan

lemmalar asagida verilmistir.

Lemma 4.2.1 (Ayrik Knasser Teoremi) : y(k), N(k,) lizerinde tanimli ve ne N igin
A"y (k) ozdes olarak sifir olmamak iizere y(k)>0 olsun. O zaman A"y(k)<0 i¢in
n+m tek dogal say1r veya A”y(k) >0 icin n+m cift dogal say1 olacak bigcimde,

0<m<n o6zelliginde bir m tamsayisi vardir ve asagidaki 6zellikler saglanir.

1. m<n-1 olmak iizere her k >k, ve m<i<n-1 i¢in
(=)™ A'y(k) >0,

ii. m>1 olmak iizere her k >k, ve 1<i<m-1 igin A'y(k)>0
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(Agarwal vd. 2000).

Lemma 4.2.2 : y(k) Lemma 4.2.2 deki gibi tanimli olmak tizere y(k)>0 ve
A”y(k)SO 0zdes olarak sifir olmasin. O zaman m, Lemma 4.2.1 deki gibi olmak

tizere her k >k, >k, i¢in

y(k) > (k—k )" A"y k).

(n-1!

Ayrica eger y(K) artan ise,

y(k) =

n-1
( K j A™y(k), k =2"k..

(-1 2™

dir (Agarwal vd. 2000).

Lemma 4.2.3 : a €(0,1) ve | €N olsun. Eger Zq(s) =00 saglanirsa, 0 zaman
s=0

Au(k)+q(ku” (k—=1)<0

fark esitsizligi belli bir degerden sonra daima pozitif degerler alan ¢oziime sahip

degildir (Tang 2001).
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5- TARTISMA VE SONUCLAR

Bu boliim tezin orijinal boliimiidiir. 4.1 deki ¢caligmalarda { p(k)} nin saliniml
bir dizi olmadigi goriilmektedir. Bu kesimde; N>2e N, ke N, a sayis1i 0<a <1
ozellikli pozitif tek tamsayilarin orani, p fonksiyonu &1_{2 p(k) =0 ozelliginde saliniml
bir fonksiyon, her k € N(k,) i¢in q(k) >0, k > o iken 7(k) > o ve o(k) > o
olacak sekilde 7(k) <k ve o(k) <k olmak iizere yiiksek mertebeden salinimli katsayili

notral tipten alt-lineer

ATy (k)+p(k)y(z(k)J+a(k)y* (o (k))=0. (5.1)
fark denklemi ele alinarak biitiin k > rglon T {(i), O'(i)} lar i¢in bu denklemi saglayan ve
y:Z — R bi¢iminde tanimlanan biitiin ¢dziimlerin salinimliligini veren yeter sartlar
iceren yeni sonuglar elde edilmistir. Bu sonuglar i¢in z(k), z(k)=y(k)+ p(k)y(z(k))

biciminde tanimlanmistir.

Teorem 5.1 : n ¢ift say1 ve u(k) = A"'z(k)olsun. Yeterince biiyiik biitiin k lar i¢in
1

[2(2"1)“ (n —1)!}

esitsizligi hicbir pozitif ¢oziime sahip olmasin. O zaman denklem (5.1) in her sinirh

Au(k)+ —q (k)™ (k)u“ (o (k)) <0 (5.2)

¢Oziimii ya salimmlidir ya da K — oo iken sifira gider.

Ispat : Ispat aksini kabul metodu ile yapilacaktir. Denklem (5.1) salimimli olmayan

sinirlt bir y(k) ¢Ozlimiine sahip olsun. Yani y(k) bir yerden sonra daima ya pozitif veya
negatif degerler alsin. Ayrica y(k), k — oo iken sifira yakinsamasi. Once y(k) >0
kabulii goz oOniine alinirsa her k >k, >k, igin y(r(k)) >0 ve y(a(k)) >0 olacak
bicimde bir k, € N(k,) vardir. z(k) = y(k)+ p(k)y(z(k)) i¢in denklem 5.1 den

A"z(k)=—q(k)y*(o(k))<0 (5.3)
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olur. Bu ise A"'z(k) mn azalan oldugunu ve s$=0,1,2,...,n—1 olmak iizere
Asz(k)mn kesin monoton ve daima sabit isaretli oldugunu gosterir. y(k) sinirl ve
%1_)12 p(k) =0 oldugundan &1_{2 p(K)y(z(k)) =0 olur. O halde biitin k >k, i¢in z(k)>0
olacak bigimde bir k, >k, vardir. n ¢ift oldugundan, lemma 4.2.1 den dolay1 m=1

olur. Aksi takdirde, z(k) sinirli olmaz. Bu durumda i=0,1,2,---,n—1 ve biitiin k >k,
icin lemma 4.2.1 geregi

(-1)" A'z(k)>0 (5.4)
olur. Buradan Az(k)>0 oldugu ve dolays ile z(k) nin artan oldugu goriiliir. y(k)

siirh oldugundan ve k — oo iken sifira gitmediginden Z(k) da siirh olur. O halde
biitiin k >k, igin

y(K)=2(k)- p(K)y(r(K) 25 2(K) >0

olacak sekilde bir k, > k, bulunabilir. O zaman biitiin k >k, i¢in

(k)25 2( (k) >0

olacak bi¢imde bir k, >k, vardir. Béylece 0 < <1 olmak iizere k >k, i¢in

ya(a(k))sz(a(k))T >0 (5:5)

esitsizligi yazilabilir. Bunun (5.3) de yazilmasi ile biitiin k >k, igin

A 2(k)+ q(k)Bz(o-(k))} <0 (5.6)
elde edilir. z(k)>0, s=0,1,2,--,n—1 i¢in A°z(k) monoton ve sabit isaretli,
A”Z(k) 0zdes olarak sifir degil ve 6zellikle Z(k) artan oldugundan lemma 4.2.2 geregi
(5.6) esitsizligi biitiin k >k, i¢in
k)+ 11

b ) (n-1)

bigiminde yazilir. (5.7) de u(k)= A""z(k) almirsa biitiin k >k, i¢in (5.7) fark esitsizligi

A"z(

i q(k)o“" (kYA 2(o (k) <0 (5.7)
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I
[2(2"*)”’1(n—1)!}

bicimini alir. Lemma 4.2.3 ve teoremin (5.2) hipotezi geregi, (5.8) esitsizligi belli bir

Au(k)+ —q (k)" (k)u* (o (k))<0 (5.8)

degerden sonra daima pozitif degerler alan ¢6ziime sahip degildir. Bu ise (5.4) e gore
A""'z(k) > 0 olmast ile gelisir.
Simdi denklem (5.1) in bir yerden sonra daima negatif degerler alan ¢6ziime sahip

oldugu kabul edilirse, o zaman biitin keN(k,) igin Xx(k)>0 olmak iizere
y(k)=—-x(k) alinarak (5.1) den

A"[=x(k)=p(k)x(z (k) ]=a (k) x* (o (k) = 0
veya

A"[x(k)+ p(k)x( (K)) ]+ a(k)x* (o (Kk)) = 0 (5.9)
yazilir. (5.9) denklemi i¢in yukaridaki islemler tamamen benzer bigimde siirdiiriilerek

celiskiye varilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.2 : n tek dogal say1 ve u(k) = A""'z(k) olsun. Yeterince biiyiik biitiin k lar
(k . k3 )a(n—l) q
[2(n-1)1]"

fark esitsizligi higbir pozitif ¢dziime sahip olmasin. O zaman denklem (5.1) in her sinirh

icin Au(k)+

(K)u“(o(k))<0 (5.10)

¢Oziimil ya salinimlidir ya da k — oo i¢in sifira yakinsar.

Ispat : Ispat aksini kabul metodu ile yapilacaktir. Denklem (5.1) salimimli olmayan

siirli bir y(k) ¢Oziimiine sahip olsun. Yani y(k) bir yerden sonra daima ya pozitif veya
negatif degerler alsin. Ayrica y(k), k — oo iken sifira yakinsamasim. Once y(k) >0
kabulii goz oniine aliirsa her k >k >k, i¢in y(r(k)) >0 ve y(O'(k)) >0 olacak
bigimde bir k, € N(k,) vardir. Teorem 4.3.1 in ispatinda oldugu gibi, Z(k) nin sinirl

oldugu bulunabilir. n tek oldugundan, lemma 4.2.1 den dolayr, m =0 olur. Aksi halde

Z(k) sinirlt olmaz. Bu durumda i=0,1,2,---,n—1 ve biitiin k >k, i¢in

(-1) A'z(k)>0 (5.11)
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olur. Buradan Az (k) <0 oldugu ve dolayisi ile Z(k) nin azalan oldugu goriiliir. O halde
biitiin k >k, igin

1

y(k)=2(k)=p(K)y(z(k))2=2(k)>0

2

olacak sekilde bir k, >k, bulunabilir. O zaman biitiin k >k, i¢in

1

y(a(k)) Z—Z(O'(k)) >0

2

olacak bigimde bir k, >k, vardir. Béylece 0 < a <1 olmak iizere k >k, i¢in

y“(a(k))z[%z(a(k))} >0, (5.12)
esitsizligi yazilabilir. Bunun (5.1) de yazilmasi ile biitiin k >k, i¢in
Anz(k)+ziaq(k)za(a(k))so (5.13)

elde edilir. Z(k)>0, $s=0,1,2,---,n—1 igin Asz(k) monoton ve sabit isaretli,
A"z(k) dzdes olarak sifir degil ve dzellikle Z(k) artan oldugundan lemma 4.2.2 geregi
(5.13) esitsizligi biitiin k >k, icin

(k—k, )

[2(n-1)]*

biciminde yazilir. (5.14) de u(k)=A“‘lz(k) alinirsa biitiin k >k, icin (5.14) fark

A2(K)+ a()A™' 2% (o (k) < 0 (5.14)

esitsizligi
_ a(n-1)
u(k)+ (k—k,)™ 7
[2(n -1}

bicimini alir. Lemma 4.2.3 ve teoremin (5.10) hipotezi geregi, (5.15) esitsizligi belli bir

q(ku“(a(k))<0 (5.15)

degerden sonra daima pozitif degerler alan ¢oziime sahip degildir. Bu ise (5.11) e gore
A""'z(k) >0 olmast ile gelisir.
Simdi denklem (5.1) in bir yerden sonra daima negatif degerler alan ¢6ziime sahip

oldugu kabul edilirse, o zaman bitin keN(k,) i¢in x(k)>0 olmak iizere

y(k) =—x(k) alnarak (5.1) den

A %)~ p(K) (e (K))]-a (k) x“ (o (K)) =0
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veya
A”[x(k)+ p(k)x(r(k))]+q(k)x“(a(k)):O (5.16)
yazilir. (5.16) denklemi i¢in yukaridaki islemler tamamen benzer bigimde siirdiiriilerek

ayni ¢eligkiye varilir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek5.1: n=2 ve a = l alinmak tzere

A’ {y(k)J{—%j y(k —1)}{4—(—%} + } yé(k ~3)=0 (5.17)

denklemi g6z onilinde bulundurulursa;

3 p(k):(—%jk olup lim p(k):lim(—%)k ~o,

k—o0 k—o0

k+2
ii. biitiin k >k, € N i¢in q(k):{4—(——j }20,

iii. 7(k)=k-1<k olup k — oo iken 7(k) > o ve o(k)=k-3<kolup k — o
iken o(k)— oo dir.

Teorem 5.1 in hipotezi geregi ve K > 6 i¢in

i SY 4% P{%T }(5_3)% =47 lim [(k —6)5 +(k=5) + (k—4)5 }

k—o R

S O A N DN DY
+4 hm( 2) {(k 6) +2(k 5) 4(k 4)}

k—o0

olup,

47 lim(—%) 7 [—(k _6) +%(k _syh oL 4)%} — 0 oldugundan,

k—o0 4

k—o0

e lim[(k —6)5 4 (k=5) + (k—4)> } — o elde edilir.

Boylece lemma 4.2.3 ve teorem 5.1 geregi, (5.17) nin her ¢6ziimii salinimlidir. Boyle

gbziimlerden biri {y(k)} ={(-)"} dur.
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Ornek5.2: n=3 ve :% alinmak tzere

A3|:y(k)+(—%j y(k—l)}{&u(—%) + }y;(k—Z):O (5.18)

denklemi g6z oniinde bulundurulursa;

1) B
1. p(k)=(—§J olup &T}O p(k):&im(__J -0,

—o© 3
1 k+3
ii. biitiin k >k, e N i¢in q(k):|:8+(—§j :IZO,

iii. r(k)=k—-1<k olup k — o iken (k) = o0 ve o(k)=k-2<k olup k >
iken o(k)— oo dir.

Teorem 5.2 nin hipotezi geregi ve kK >5 igin

fim ki 4_%(k —3)% {8+(—3H }(5—3)% % &irg[(k—s)% +(k—4)%}

s=k-2
K+1
145 lim(—lj [(k s L —4)%}
k- 3 3
olup,

k+1
475 1im(—%j [(k _5)% —%(k _gyh } ~0 oldugundan,

k—o0

2% lim [(k — 5)% +(k— 4)%} =oo elde edilir. Boylece lemma 4.2.3 ve teorem 5.2

kK—o0

geregi (5.18) in her ¢6zlimii salinimlidir. Bu ¢6ziimlerden biri {y(k)} = {(—l)k} dir.
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