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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

FARK DENKLEMLERININ BIR SINIFININ
COZUMLERININ DAVRANISI UZERINE

Mustafa Astm OZCAN
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman : Yrd. Dog. Dr. Yasar BOLAT

Bu tezde, lineer ve birkag Ozel tipten lineer olmadigi halde lineerlestirilebilen fark
denklemlerinin ¢oziimlerinin ¢ok yaygin olarak kullanilan metotlarla nasil elde edildigi
ve bu c¢oziimlerin davranist hakkinda kisaca bilgi verilmektedir. Daha sonra tezin
orijinal boliimiinii olusturan son bdliimde, fark denklemlerinin bir sinifi olarak ele
aliman yiliksek mertebeden bir fark denkleminin ¢dziimiinii yapmadan direkt olarak

¢Oziimiin davranis1 hakkinda bilgi verecek bi¢cimde elde edilen yeni sonuglar verilmistir.

2007, 34 sayfa

Anahtar Kelimeler : Fark denklemi, nétral fark denklemi, salinmmlilik, salinimli

katsay1.



ABSTRACT

Thesis

ON THE BEHAVIOURS OF A CLASS OF DEFFERENCE EQUATIONS

Mustafa Astm OZCAN
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Yasar BOLAT

In this thesis, how to find solutions of linear and linearable difference equations which
are nonlinear, with some widely used methods, are given briefly. After that in the last
section of the thesis which is the original part, without finding the solution of a class of
difference equations, newly obtained results, that will directly give the information

about the behaviour of the solution, is given.

2007, 34 pages

Key Words : Difference equation, neutral difference equations, oscillation, oscillating

coefficient.
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Simgeler

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Aciklama

N

R

Z+

N(a)
N(a,b)

X(k)

N = {1,2,- . } seklinde tanimli dogal sayilar kiimesi
(—oo,+oo) biciminde tanimli reel sayilar kiimesi

Z= { -,—2,-1,0,1,2,-- } bigiminde tanimli tamsayilar kiimesi

Z* ={1,2,---} bi¢iminde tammli pozitif tam sayilar kiimesi

Z = { =2, —1} biciminde tanimli negatif tam sayilar kiimesi

Ey ( k) = y( k+ 1) bi¢iminde tanimli kaydirma (genisletme, shift)
operatoru

ly(k)=y(k) big¢iminde tammli birim operatdrii
Ay(k)=y(k+h)—y(k) bigiminde tanimli ileri fark operatoriidiir. Ozel

olarak h=1 almrsa Ay(k)= y(k +1)— y(k) olur.

A"y(k)= g{m(—l)n_k y(n+k) bigiminde tammli n mertebeden ileri

fark operatorii h=1

N(a)={a,a+1,---f, aeN

N(a,b)z {a,a+l,-~-,b}, a,beN

keN olmak iizere X" =xX(x—1)(Xx—2)...(x—(k—1)) bigiminde tanimli
faktoriyel fonksiyonu

n'=12.---n, neN, 0!'=1

n!

(n—k)!

k,neZ" ve n>Kk olmak tizere n® =



Cizelge 3.1

CIZELGELER DiZIiNi

Ozel Coziim Tablosu
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1. GIRIS

Ayrik zamanlarda meydana gelen doga olaylarini formiile eden bagintilar olarak ortaya
cikan fark denklemleri, diferensiyel denklemlerin ayrik benzeri (discrete analojisi)
bicimindedir. Fark denklemleri son yillarda miihendislik, fen bilimleri, ekonomi, tip,
sosyal bilimler ve teknik bilimlerde sik¢a karsilasilmis olup, uygulamali bilimcilerin
calistiklar1 bir dal olarak ortaya cikmis ve bu tezin konusu olmustur. Fark
denklemlerinin ¢oziimiinii elde etmeye ¢aligmak zaman kaybina neden olacagindan ve
uzun ugraslar gerektirdiginden ¢oziimlerin kalitatif davranigi hakkinda bilgiler veren
caligmalar yapilmistir. Bu nedenle bu tezde, diferensiyel denklemlerde de 6nemli bir
yeri olan salinim teorisinde yeni sonuglar elde edilmistir. Elde edilen bu sonuglar
makale haline getirilerek yurtdisinda hakemli bir dergiye yayinlatmak istegiyle
gonderilmis ve yayina kabul edilmistir. (Ozcan M.A. ve Bolat Y. 2007).

Dort bolimden olusan bu yiiksek lisans tezinin birinci boliimiinde fark denklemleri ve
salimimlilikla ilgili tanim ve teorem bilgilerini i¢eren temel kavramlar verilmistir. Tezin
ikinci boliimiinde, lineer ve lineer olmayan fakat lineerlestirilebilen homogen ve
homogen olmayan tip fark denklemleri ve bunlarin ¢oziimlerinin elde edilisi ile ilgili
yaygin olarak kullanilan bazi metotlar ve bu denklemlerin ¢oziimlerinin limit
davranislar1 hakkinda bilgiler verilmistir. Tezin {igiincii boliimiiniin birinci kesiminde bu
tezde ele alinan denklemin bazi 6zel durumlarinin daha onceden ele alinarak, 6nemli
sonuglarin verildigi calismalardan kisaca 6rnekler verilmis ve ikinci kesiminde de elde
edilen ve orijinal sonuglarin ispatinda kullanilan yardimei teoremler lemma olarak
verilmigtir. Daha fazla ayrinti icin Agarwal (1997), Agarwal (2000), Agarwal ve
digerleri (2000), Akin ve Bulgak (1998), Bolat (2003), Gyori ve Ladas (1991),
Goldberg (1958), Hildebrand (1968), Elaydi (1999), Kelley and Peterson (1991),
Mickens (1990) ve Lakshmikantham ve Trigiante (1988)’e bakilabilir. Tezin orijinal
boliimii olan dordiincii ve son boliimde ise, fark denklemlerinin bir sinifi olan salinimli
katsayili yiiksek mertebeden ve ikinci tarafli gecikmeli bir fark denkleminin
¢Oziimlerinin salimmmliliginin kalitatif incelemesini veren ve bazi yeter sartlar iceren

orijinal sonuclar verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde temel tanim ve teoremler verilmektedir. Birinci kesimde 6nce operatdrlerin
Ozellikleri hakkinda bilgiler ve fark denklemleri ile ilgili temel tanim ve teoremler,

ikinci kesimde de salinimliklik ile ilgili temel tanimlar verilmektedir.

2.1 Fark Denklemleri

Tamm 2.1.1 : A operatérii Ay(k)=y(k+h)—y(k) bi¢iminde tamml ileri fark
operatoriidiir. Eger y(k)=k almrsa Ay(k)=Ak=k+h—k=h veya Ak=h bulunur.

Bu halde fark araligit Ak ile gosterilir. Ozel olarak fark aralign h=1 almirsa

Ay(k)=y(k +1)—y(k) olur. Uygulamada da h=1 alinmaktadir. E operatérii ise
Ey(k)=y(k+1) bi¢iminde tanimli kaydirma (genisletme, shift) operatoriidiir. |

operatdrii de ly(k)=y(k) bigiminde tanimli birim operatdrdiir (Akin 1988).

Teorem 2.1.1 : Ileri fark operatdrii lineerdir. Yani ¢, ve c, keyfi sabitler, y, (k) ve

¥, (k) farkls iki fonksiyon olmak iizere,

Alc,y, (K)+c,y, (k)] = cAy, (k) +C,Ay, (k)
esitligi vardir (Goldberg 1958).

Teorem 2.1.2: A, E ve | operatorleri arasinda;
Ay(k)=Ey(k)—-1ly(k)

bagintis1 vardir. Ayrica E operatorii i¢in de,
E"y(k) = y(k +nh)

bagintist vardir (Akin 1988).

Tanm 2.1.2 : k degiskenine bagh bir y degiskeninin Ay,A’y,--- farklarmin bir

kiimesi S olmak iizere S iizerinde tanimlanan denkleme fark denklemi denir (Akin

1988).



Tamm 2.1.3 : ke N olmak iizere y(k), Z* iizerinde tanimli reel ya da kompleks

degerli bir fonksiyon olsun. y(k),y(k+1),---,y(k+n) ifadelerini kapsayan bir

bagintiya (denkleme) n. mertebeden bir fark denklemi denir (Akin ve Bulgak 1998).

Tamm 2.1.4 : Bir fark denkleminde bulunan en yiiksek mertebeli farkin derecesine fark

denkleminin mertebesi denir (Akin ve Bulgak 1998).

Tanmm 2.1.5 : n. mertebeden bir lineer fark denklemi;
A"y(k)+a,A"y(k)+---+a, Ay(k)+a,y(k)=r(k)
bi¢ciminde ifade edilir. Burada a,,a,,---a, birer sabit ve a, # 0 olup, r(k), k ya bagl

bir fonksiyondur (Akin ve Bulgak 1998).

Tamm 2.1.6 : m pozitif tamsay1, i =1,2,---,m igin {pi (k)}:;o reel degerli bir dizi ve

nel= {---,—1,0,1,--'} olmak tizere,
y(k+1)=y(k)+ > p(k)y(k-n)=0 (2.1.1)
i=1
bicimindeki fark denklemi g6z oniine alinsin.
n=max{0,n,---,n,}, Il =max{l,-n,---,—n_}
olsun. (2.1.1) denklemi (n + I) . mertebeden bir denklemdir. Eger 1 =1 ve n>0 ise

(2.1.1) denklemine gecikmeli fark denklemi denir (Gyori ve Ladas 1991).

Tamm 2.1.7 : Bilinmeyen fonksiyonun gecikmeli ve gecikmesiz terimlerinin en yiiksek
mertebeden farkini iceren fark denklemlerine, notral fark denklemi denir (Agarwal

2000).

Tanim 2.1.8 : p,, p,,..., p, keyfi sabitler ve p, # 0 olmak iizere,

y(k+n)+py(k+n-1)+---+py(k)=0



bicimindeki fark denklemine n. mertebeden homogen fark denklemi denir (Akin ve

Bulgak 1998).

Tanmm 2.1.9 : p,p,,...,p, keyfi sabitler, p, #0 ve g(k), k nm bir fonksiyonu
olmak tizere,

y(k+n)+py(k+n-1)+---+p,y(k)=g(k)
bicimindeki fark denklemine n. mertebeden homogen olmayan fark denklemi denir

(Elaydi 1999).

Tamm 2.1.10 : n. mertebeden homogen bir fark denkleminin asikar olmayan bir
¢oziimii y(k)=A*(1 €R) biciminde bir fonksiyondur. Bu fonksiyonun denklemde
yazilmasiyla A* # 0 oldugundan,

A"+a A"+ +a, _A+a, =0

denklemi elde edilir. Elde edilen bu denkleme homogen fark denkleminin karakteristik

denklemi denir (Elaydi 1999).

Tanmm 2.1.11 : {y(k)} bir dizi ve k <0 i¢in y(k)=0 olsun. Z déniisiimii;

2(y(k))= 3 YW

k=0 £

biciminde tanimlanir. Burada z , doniistim degiskenidir (Mickens 1990).

Tamm 2.1.12 : n. mertebeden bir fark denkleminin ¢oziimleri y,(k),y,(k),---,y, (k)

olsun.

y, (k) ¥, (k) Y, (K)
C (k) = det yl(k"i‘l) y, (k+1) y, (k+1)
yl(k;n—l) Y, (k+n-1) Y, (k+n-1)

bi¢ciminde tanimlanan C (k) determinantina bu ¢dziimleri ait Casoratian denir (Elaydi

1999).



Teorem 2.1.3 (De Moivre Teoremi) : r pozitif bir say1 olmak iizere;
[r(cos@ +isin@)]" =r"(cosn@ +isinng)

bagintist vardir (Goldberg 1958).

Teorem 2.1.4 (Siiperpozisyon Kurah, Ust Uste Ekleme ilkesi) : p,,p,...., p, keyfi
sabitler ve p, # 0 i¢in,

y(k+n)+py(k+n-1)+---+p,y(k)=0
bicimindeki n. mertebeden homogen fark denkleminin n tane ¢éziimii

y(l)(k)a y(2)(k)7 ) y(n) (k)

olsun. c,c,, --,C, keyfi sabitler olmak iizere;

y(k) = Cly(l)(k)+czy(2)(k) T+t Cny(n)(k)
ifadesi de bu denklemin bir ¢6zliimiidiir (Elaydi 1999).

2.2 Salinmmmhhk

Tamm 2.2.1 : Her n € N i¢in,

(y(k,)-a)yk, +1)-a)<0 2.2.1)
olacak sekilde artan bir {kn}f=1 tamsay1 dizisi varsa {y(k)} dizisi a (a€R) etrafinda
salimimlidir denir. (2.2.1) deki esitsizlik kesin saglanirsa o zaman {y(k)}, a etrafinda

kesin salmmhdir denir. Ayrica her ke N igin (y(k+1)—a)y(k)-a)<0 ise{y(k)}

dizisi a etrafinda hizli salinimlidir denir (Agarwal 2000).

Tamm 2.2.2 : Eger her k e N igin y(k)y(k +n)<0 olacak sekilde bir ne N varsa,
{y(k)} dizisi, 0 etrafinda kesin salmimli veya kisaca salinimlidir denir. Eger {y(k)}

daima sabit isaretli ise (pozitif ya da negatif) salinimli degildir denir (Agarwal 2000).

Tanmm 2.2.3 : Her n e N igin,

(y(ky )= x(ky Xy (kpy) = x(ki ) < 0



olacak sekilde artan bir X = {X(k)}f:, pozitif tamsay1 dizisi varsa y = {y(k )}le dizisi X
etrafinda salinimlidir denir. Eger y = {y(k)}:;l dizisi X = {X(k )}le etrafinda saliniml ise
X= {X(k)}f:1 dizisinin de y= {y(k)}f:1 etrafinda salimimhidir. Buna goére her

y= {y(k)}f:] dizisi kendi etrafinda salinimlidir (Agarwal 2000).

Tamm : 2.2.4 : Eger bir fark denkleminin tiim ¢6ziimleri salinimli ise, fark denklemine

salinimlidir denir. Aksi takdirde fark denklemine salimimli degildir denir (Agarwal

2000).



3. YUKSEK MERTEBEDEN SABIT KATSAYILI FARK DENKLEMLERI

Bu boélimde sabit katsayili yiiksek mertebeden lineer ve lineer olmayan fark

denklemleri ve bu denklemlerin ¢ézlimlerinin elde edilisi hakkinda bilgi verilmektedir.
3.1 Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayilh Lineer Homogen Fark Denklemleri

y(k+n)+ay(k +n-1)+---a,y(k)=0 (3.1.1)
biciminde verilen n. mertebeden sabit katsayili lineer homogen fark denklemi goz

Oniine alinsin. (3.1.1) denkleminin genel ¢oziimii, bu denklemin karakteristik

denkleminin kdklerine bagli olarak ili¢ durumda elde edilir.
3.1.1 1. Durum : Farkh Reel Koklerin Olmasi

Teorem 3.1.1 : n. mertebeden lineer homogen fark denkleminin y,(k), y,(k),..., Y, (K)

¢oziimleri ancak ve ancak bir k, € Z* igin

yl(kO) yz(kO) yn(kO)

C(ko)zdet yl(k?+1) yz(k0+1) yn(k0+1)

#0
y, (k,+n=1) y,(k,+n-1) --- vy, (k,+n-1)

oldugunda, bir temel (fundamental) ¢6ziim kiimesidir (Elaydi 1999).

Teorem 3.1.2 : n. mertebeden (3.1.1) lineer, homogen, fark denkleminin karakteristik

denkleminin kokleri A,4,,---,4

n

olmak iizere, (3.1.1) denkleminin Yy, (k)=24",
v,(K)=4",...,y, (k)= A" ¢oziimleri gdz 6niine almsin. Bir k, € Z* igin,
i) C(ky)#0 ise y,(k), y,(K),...,y,(k) ¢Oziimleri lineer bagimsiz olacagindan,
C,,C,, -,C, keyfi sabitler olmak iizere, (3.1.1) denkleminin genel ¢6ziimii;
y(k)=c, A +c, A +---+¢, A

bigimindedir.



i) C(ky)=0 ise y,(k),y,(k),....y,(k) ¢oziimleri lineer bagimli olacagindan,
c,,C,, :-,C, keyfi sabitler olmak {izere, (3.1.1) denkleminin genel ¢ozlimii,;
y(k)= (¢, +Cyk + -+ k" Ak

bigimindedir.

(3.1.1) denklemine ait karakteristik denklemin n tane kokiiniin hepsinin birbirinden
farkli reel sayilar olmasi durumunda, Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 geregi (3.1.1)

denkleminin genel ¢6ziimii, c,,C,,---,C, keyfi sabitler olmak tizere;
y(k)=c, A +c, A +---+¢, A

dir. Sabit katsayili lineer homogen bir fark denkleminin kurulmasi ve ¢oziimiiniin elde

edilmesi asagidaki 6rnekte verilmektedir (Elaydi 1999).

Ornek 3.1.1 : Her yeni ¢ift tavsan iki aylik oldugunda bir ¢ift tavsan yavrulamaktadir.
Buna gore bir ¢ift tavsandan bir yilda ka¢ cift tavsan iiretilir? Ayrik zamanlarda

meydana gelen bu olay tablo ile asagidaki gibi gosterilebilir.

Aylar 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12

Tavsan Cifti 1 2 3 5 8 13 |21 |34 |55 |89 | 144|233 | 377

Bu tablo

y(k+2)=y(k +1)+y(k);
bagintisi ile ifade edilebilir. Bu bagint1 ise

y(k+2)-y(k +1)-y(k)=0 (3.1.2)
biciminde sabit katsayili, lineer homogen bir fark denklemidir. Bu denklemin ¢6ziimii
asagidaki gibidir.
(3.1.2) denkleminin karakteristik denklemi A°-A1-1=0 olup, bu karakteristik

1+5 ve A, = =45 olarak elde edilir. (3.1.2) denkleminin

denklemin kokleri A, =
2 2




k k
iki ¢dziimil yl(k)zakz(”ﬁJ ve yz(k)zﬂ?kz[#] bi¢imindedir. Bir

k, € Z" igin,

(1+\/§]k° (1—J§Jk°

2 2 145 ) (1=45 )"

C(k,)= ; ) =—x/_( j { J #0

( ) (14_\/5}0“ [1—\/§J0+1 S 2 2
2 2

oldugundan bu ¢oziimler lineer bagimsizdir. O halde Teorem 3.1.2 geregince (3.1.2)

denkleminin genel ¢oziimii ¢, ve C, keyfi sabitler olmak lizere,

k)= 01(1 +2J§]k +C{ﬂJk

olur. (3.1.2) denklemi y(0)=1 ve y(1)=2 baslangi¢ degerleri ile ele alinirsa (3.1.2)

denkleminin ¢oziimii,

o) 5]

olur. Bu dizi kullanilarak;

(1+\/§jk+l_(l_\/§jk+l
im YD) L 2 2 VS s
= y(k) (1+\EJK_(1—\BT 2

2 2

elde edilir. Bu deger “altin oran” olarak bilinen ve bir dikddrtgenin gbze en hos

goriinmesini saglayan iki dik kenar arasindaki orandir (Elaydi 1999).

3.1.2 II. Durum : Esit Reel Kokler

(3.1.1) denklemine ait karakteristik denklemin n tane kokiiniin birbirine esit reel sayilar

olmast durumunda n. mertebeden lineer homogen fark denkleminin

yl(k)a yz(k),---, yn(k) Qozumlerl igina



Y1(k) yz(k) yn(k)

C (k) =det yl(k.+1) y, (k+1) Y, (k+1)

y,(k+n-1) y,(k+n-1) - vy, (k+n-1)
olacagindan vy, (k), y,(K),...,y,(K) lar lineer bagimli olur. Bunlar1 birbirinden lineer

bagimsiz yapmak icin swrasiyla 1, k, k*,.... k"

ile carpilir. Buna gore (3.1.1)
denkleminin genel ¢6ziimii Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 geregince c,,C,, --,C, keyfi
sabitler olmak iizere;

y(k)= (¢, + oK+ k" Ak

biciminde yazilir (Elaydi 1999).

Ornek 3.1.2 : Tkinci mertebeden sabit katsayili homogen,
y(k+2)-4y(k+1)+4y(k)=0

fark denklemi géz 6niine alinsin. Bu denklemin karakteristik denklemi, 4> —41+4=0

olup, karakteristik denkleminin kokleri, 4 =A4,=2 dir. Buna gore denklemin iki
¢oziimii y, (k)=2" ve y,(k)=2" olup,

2k 0k
2k+1 2k+l

C (k)=

oldugundan bu ¢oziimler lineer bagimlidir. Bu ¢oziimleri birbirinden lineer bagimsiz
yapmak i¢in ikinci ¢oziim K ile carpilarak vy, (k) =k2" ¢oziimii elde edilir. Boylece ele
alinan denklemin genel ¢6ziim, €, ve C, keyfi sabitler olmak {izere;

y(k)=(c, +c,k)2"

bi¢iminde elde edilir.
3.1.3 III. Durum : Kompleks Eslenik Kokler

(3.1.2) karakteristik denklemin n (n ¢ift) tane kokiiniin « +if bigiminde kompleks

olmast durumunda kokler ikiserli esleniktir. Bu kompleks eslenikler iki durumda

olabilir.
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a) Eger ikiserli eslenik kokler birbirinden farkl ise, c,c,,---,C, ve a;,a,,:-,a, keyfi

NS

sabitler, «,,a,, --,a, ve B,,[5,,--, B, reel sabitler ve r,,r,,---,r, pozitif reel sabitler
2 2 2

olmak {izere genel ¢ozlim,;

y(k)=c A +¢, 2 +---+¢ A

n--n

biciminde yazilir. Buradan

Y(k) =c (o, +iB)" +¢, (=) ++-+¢, (a, +iB,) +¢,(a, —iB,)"

olup, Teorem 2.2.1, Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 geregi

y(k) =a, I’lk [cos(koz1 + p, )+ i sin(koc1 + p, )]+ a, rlk [cos(koz1 + f, )— i sin(koc1 + p, )]+

+a, r2k [cos(koz2 + 3, )+ i sin(ka:2 + 3, )] +a, |’2k [cos(ka:2 + 4, )— i sin(ka:2 + 3, )] + .-

=2a1* cos(ka, + ) +2a,r, cos(ka, + B, ) +-+-+2a, 1, COS(kO{n +ﬂnj

22 2 2

olarak bulunur.

b) Eger ikiserli eslenik kokler esit ise o zaman genel ¢oziim, Teorem 2.2.1, Teorem

3.1.1 ve Teorem 3.1.2 geregi, C,,C,,---,C, keyfi sabitler olmak iizere,
y(k)=c, A +c, A +---+c¢ A
= (C1 +C,k + ~-~+an“’1)rk cos(ka + 3)

olarak bulunur (Elaydi 1999).

Ornek 3.1.3 : Ikinci mertebeden,
y(k+2)+y(k)=0
fark denklemi g6z oniine alinsin. Bu fark denkleminin karakteristik denklemi A° +1=0

olup Kkarakteristik denklemin kokleri A =i ve A =-1 olarak bulunur.
A =i= cos = +i sin% ve A, =-i= cos%—isin% bi¢iminde yazilabilir. Buna gore

genel ¢ozlim ¢, ve C, keyfi sabitler olmak iizere,

y(k) = C1ﬂ1k + Czlzk =G (i)k +C, (_i)k
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olur. Bu ise Teorem 2.2.1 geregi, a, ve a, keyfi sabitler olmak tizere,

y(k)=a, cos(l%rjtazJ

bi¢ciminde yazilir (Goldberg 1958).

3.2 Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayih Lineer Homogen Olmayan Fark

Denklemleri

Sabit katsayili, lineer homogen olmayan fark denklemlerinin genel ¢6ziimii, homogen
kismin genel ¢oziimii ile homogen olmayan denklemin bir 6zel ¢6ziimiiniin toplamidir.
Homogen kismin genel ¢oziimiiniin nasil elde edildigi bir dnceki kesimde verildi. Bu
kesimde homogen olmayan denklemin 6zel ¢6ziimiiniin elde edilmesinde en yaygin
kullanima sahip ii¢ metot goz dniinde bulundurularak, bu metotlarla 6zel ¢6ziimiin nasil
elde edilecegi verilmistir.

y(k +n)+ayk +n—1)+--a,y(k)=r(k) (3.2.1)
bi¢iminde verilen n. mertebeden sabit katsayili lineer homogen olmayan fark denklemi
gbz oniine almsm. Burada a, # 0 ve a,,a,,---a, birer sabit olup, r(k), k ya bagh bir
fonksiyondur. Bu denklemin homogen kisminin genel ¢6ziimii Kesim 3.1 de incelendigi
gibi

yO (k) =c A + ¢, 2 +---+c, A
seklindedir. Homogen olmayan (3.2.1) denklemini saglayan 6zel ¢oziim y(p)(k) ile

gosterilir.

Teorem 3.2.1 : Homogen olmayan (3.2.1) denkleminin genel ¢6ziimii, bu denklemin
homogen kisminin genel ¢oziimii ile homogen olmayan denklemi saglayan ozel

¢Oziimiin toplamidir. Yani (3.2.1) denkleminin genel ¢6zliimii;
y(k)=y©(k)+y" (k)
bi¢imindedir (Mickens 1990).

y(p)(k) ozel ¢oziimii asagidaki metotlarla elde edilir.
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3.2.1 Belirsiz Katsayilar Metodu ile Ozel C6ziim Bulma

a,b e R bilinen sabitler ve c,,cC,,:--,C

olmak iizere, y(p)(k) 0zel ¢oziimii, (3.2.1) denklemindeki r(k) fonksiyonuna baglh

d,,d,,---,d, belirlenmesi gereken sabitler

olarak asagidaki Cizelge 3.1 de verildigi gibi aranir (Elaydi 1999).

Cizelge 3.1 : Ozel Coziim Tablosu

r(k) y"(k)

a" ca

k" C, +CK+--+ck"
k"a* c,a“ +cka* +---+c k"a

sinbk , cosbk

c, sinbk + ¢, cosbk

a¥sinbk , a* cosbk

(c, sinbk + ¢, cosbk Ja*

a*k" sinbk ,

k (co +Ck+--+c,k" Ja* sinbk +(d, +d k +---+d k" a* cosbk
a“k" cos bk

Ornek 3.2.1 : Tkinci mertebeden sabit katsayili, lineer, homogen olmayan,
y(k +2)+ y(k +1)-12y(k) = k2
fark denklemi g6z Oniine alinsin. Bu denkleme ait karakteristik denklem,
A +2-12=0
dir. Bu karakteristik denkleminin kokleri, 4, =3 ve A, =4 oldugundan homogen
kismin genel ¢6ziimii;
y©(k)=c,3" +c,4"
olur. r(k) = k2* oldugundan Cizelge 3.1 geregi 6zel ¢oziim;
y'? = a,2" +a,k2"
bi¢ciminde aranir. O halde bu bir 6zel ¢6zliim oldugundan denklemi saglamalidir. y(p)(k)
denklemde yerine yazilirsa;
2,2 +a, (k+2)242 +2,2%" +a,(k+12" —12(a, 2 +a,k2* )= k2"

bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa;
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(10a, —6a, 2% —6a,k2* = k2"

10a, —6a, =0 ve —6a, =1

5 1
a=——vea,=——
18 6
elde edilir. Boylece 6zel ¢oziim;
y?) = BB TR PL
18 6

olur. Denklemin genel ¢6zlim ise;

5

1
k)=c, 3" 4k - = ok
y(k)=c,3" +c, 3

——k2k
6
dir (Elaydi 1999).

3.2.2  Operator Metodu ile Ozel Céziim Bulma

E operatoriniin bir polinomunu f (E);

f(E)=E"+a,E"" +---+a, (3.2.2)
bi¢iminde tanimlansin. O zaman (3.2.1) denklemi;

f(E)y(k)=r(k) (3.2.3)
biciminde yazilabilir. O halde (3.2.3) esitliginden; 6zel ¢o6ziim

y®(k)= f(E)r(k) (3.2.4)

biciminde aranir. Buradan 6zel ¢oziim, r(k) nin durumuna bagli olarak asagidaki

Ozellikler kullanilarak elde edilir (Mickens 1990).

Teorem 3.2.2 : f(E), E operatdriiniin bir polinomu olmak iizere;

f(E)a* = f(a)a* (3.2.5)
esitligi vardir (Mickens 1990).
Teorem 3.2.3 : f(a)# 0 olmak iizere;

f(E)a* =2~ (3.2.6)

esitligi vardir (Mickens 1990).
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Ornek 3.2.2 : Ikinci mertebeden lineer homogen olmayan;
y(k+2)-y(k +1)-2y(k)=6

denklemi E operatorii kullanilarak;
(E+1)E-2)y(k)=6

biciminde de yazilabilir. Bu denklemin homogen kisminin genel ¢oziimii;
y©(K)=c, (1) +c,2

dir. Ozel ¢6ziim ise yukaridaki Teorem 3.2.1. ve Teorem 3.2.2 kullanilarak

oK)= £ (BN =[E+1NE-2) 6= 0~

(2)-1)
biciminde elde edilir. Boylece goz oniine alinan denklemin genel ¢oziimii
y(k)=c,(-1) +¢,2" -3

olur.

Teorem 3.2.4 : f(E), E operatoriiniin bir polinomu ve F(k), k ya bagli bir polinom
olmak tizere;

f(E)a“F(k)=a"f(aE)F(k)
bagintisi saglanir (Mickens 1990).

Teorem 3.2.5: m=1,23,--- i¢in;

k(m)ak—m

—
(E-a)™ma* = -

(3.2.7)

bagintisi saglanir (Mickens 1990).

Teorem 3.2.6 : f(a)=0 olsun. f(E)=(E—-a)™g(E) ve g(a)= 0 igin;
ak—m k m

g(a)m!
bagintisi saglanir (Mickens 1990).

f(E)a* =

Ornek 3.2.3 : Ikinci mertebeden,
y(k +2)-5y(k +1)+6y(k) =3
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fark denklemi,
f(E)=E*-5E+6
olmak iizere
F(E)y(k)=(E-2)E -3)y(k) = 3"
bi¢iminde yazilabilir. Buradan Teorem 3.2.3, Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5

kullanilarak 6zel ¢6zliim;
K= (E-2) (E-3) 3

bigiminde aranir. f (3) =0 oldugundan Teorem 3.2.5 geregi 6zel ¢oziim

®)(k) = k3 g

G-2)1)
olur. Bdylece ele alinan denklemin genel ¢oziimii
y(k)=c,2" +c,3* + k3"

olarak elde edilir.

UYARI : Operator metodu, homogen olmayan denklemlerde ikinci taraf r(k) = a“k"

biciminde bir fonksiyon ise kullanilabilir (Mickens 1990).
3.2.3 Z - Doniisiimii (Transformasyonu) Metodu

Bu kesimde Z doniisiimii hakkinda bilgiler verilecek ve daha sonra Z doniisiimii

kullanilarak fark denklemlerinin ¢6ziimii incelenecektir.
Teorem 3.2.7 : Z doniisiimii lineerdir (Mickens 1990).

Teorem 3.2.8 : Eger n >0 ise;

n—

Z(y(k+n))=2"Z(y(k)- > y(m)z"" (32.9)

m=0

esitligi vardir (Mickens 1990).

Z — doniistimiiniin 6zellikleri agagida verilmistir.

a) Z(AY, +Bw,) = AZ(y,)+BZ(W,),
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n-1
b) n>0 olmak tizere Z(ykm):Z”Z(yk)—ZymZan ,
m=0

c) k>0 olmak tizere Z(y, ,)=2"Z(Y,),

O ZQ W) =2,

) ampajvmm

dz
D F@=2(y).
9  limy =limF(2),

h) z>1 olmak lizere &im Y, = lin’ll(Z —1)F(z) (Mickens 1990).

(3.1.1) homogen denklemine Z doniisiimii uygulanarak, F(Z) fonksiyonu z nin iki
polinomunun orani bigiminde de yazilabilir. Yani, a,,a,,:--,a, ve b,,b,,---,b, sabitler

ve b, # 0 olmak lizere;

m m-1
F(z):b"zn +blzn_1 +-+Db,
2" +a,2" +---+a,

biciminde de yazilabilir. Benzer sekilde (3.2.1) homogen olmayan denklemine de Z
doniistimii uygulanirsa

>ayk+n-i)=rk), a, =1

i=0
olur. Teorem 3.2.7 den ;

Z(y(k+n-i))=2""F(z)- 2 y(p)e""*

p=0

yazilabilir. Burada F(z)=Z(y(k)) dir. r(k) igin bir Z déniisiimii

G(z)=2(r(k))
biciminde tanimlansmn. O halde (3.2.1) homogen olmayan fark denklemine Z
doniistimii uygulanarak,

$a - S io |-ol0)

p=

olur. Buradan da F(z)
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n—i-1

6(2)+Ya Y y(p)"?

F(z)= 00 ,a, =1
z"+az" +---+a, ’

biciminde elde edilir. Bu Z doniisiimiiniin hangi diziye ait oldugu bulunarak fark

denkleminin ¢oziimii elde edilir (Mickens 1990).

Ornek 3.2.5 : Ikinci mertebeden lineer homogen,
y(k +2)-4y(k)=0

fark denklemine Z doniisiimiinii uygulanirsa;
[22F(2)-22y(0)- zy(1)]- 4F(z) =0

olur. Buradan F (Z)

2

F(2)= w

biciminde elde edilir. Buna gore,

F(z) _ zy(0)-y() _2y(0)-y(t) 1 2y(0)+y(1) 1
2 (z+2)z-2) 4 Z+2 4 z-2

bi¢ciminde yazilabilir. Buradan ¢6ziim;
1 1
y(k) = (2y(0)= y()=2)" + - (2y(0)+ y(1)2*

olarak bulunur. Burada y(0) ve y(1) keyfi baslangi¢ degerleridir.

Ornek 3.2.6 : ikinci mertebeden, lineer, homogen olmayan,
y(k +2)+4y(k +1)+3y(k) =2

denklemine Z doniistimii uygulanirsa;

G(z):Z(Zk):i

olmak iizere,
|22F(2)- 22y(0)- 2y(1)|+ 4[zF (2) - 2y(0)]+ 3F (z) = G(2)

olur. Buradan,

o) ziz +y(0)2* +(4y(0)+ y(1))z

22 +4z7+3
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elde edilir. Buna gore,

F(z) _ y(0Xz+4) . y(1) . 1
z  (z+1)z+3) (z+1)z+3) (z-2)z+1)z+3)

yazilir. Yukaridaki esitligin sag tarafindaki toplamlar,

1 111
(z+1)z+3) 2z+1 2z+3

244 31 11
(z+1)z+3) 2z+1 22+3

1 _1t o111
(z-2)z+1)z+3) 15z-2 6z+1 10z+3

biciminde basit kesirlere ayrilarak yazilabilir. O halde,

F(z) _ 13y(3)-9y(0)-1 1 1-5y(0)-5y(1) 1 1
z 6 z+1 10 Z+3 15z-2

biciminde yazilir. Boylece ¢oziim;

1

y(k)= £ By(1)+9y(0) 1= + (1= 5y(0) -5y (1))-3)" +-22"

olarak elde edilir.
3.3 Lineer Olmayan Fark Denklemleri

Bu kesimde lineer olmadig1 halde basit doniisiimlerle lineer hale doniistiiriilebilen ve

Kesim 3.1 ve 3.2 deki gibi ¢6zlimii elde edilen baz1 tipten denklemler ele alinmistir.

p ve q keyfi sabitler olmak {izere;
y(k +1)y(k)+ py(k +1)+ay(k) =0 (3.3.1)

bicimindeki lineer olmayan fark denklemi i¢in Z(k) = % doniisiimii yapilirsa
y

1 1
2k 02) " P2+ ) Y200

olur. Buradan

qz(k +1)+ pz(k)+1=0 (3.3.2)

=0

-19 -



bi¢iminde sabit katsayili, lineer, homogen fark denklemi elde edilir. (3.3.2) denkleminin

homogen kisminin karakteristik denklemi g4+ p =0 oldugundan (3.3.2) nin genel

P

k
¢Ozlimi Z(C)(k) =C, (— —] olur. Homogen olmayan kismin 6zel ¢oziimii ise,

S0 ()= — L
()=-—"4

olup, (3.3.2) denkleminin genel ¢oziimii;

2(k)= cl(—Bjk _

q P+q
biciminde elde edilir. Buradan da (3.3.1) denkleminin genel ¢6ziimii;
1 1

v Cl(_SJk ) piq

seklinde elde edilir (Elaydi 1999).

(3.3.1) denkleminin homogen olmayan hali i¢in, yani p ve q keyfi sabitler ve I‘(k), k

ya bagli bir fonksiyon olmak iizere;

y(k +1)y(k)+ py(k +1)+qy(k)=r(k) (3.3.3)
denklemi i¢in,
Cz(k+1)
y(k) - Z(k) p
doniistimii yapilarak
2(k +2)+(q - p)z(k +1)—=(r(k)+ pq)z(k)= 0 (3.3.4)

lineer fark denklemi elde edilir (Elaydi 1999).

f( y(k - 1) , kj =0 tipindeki denklemlerin lineerlestirilebilmesi igin Z(k) = y(k i 1)
y(k) y(k)
dontisiimii yapilir (Elaydi 1999).

(y(k+n)™ (y(k +n=1))™ .. (y(k))™" =r(k) (3.3.9)
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tipindeki lineer olmayan denklemler i¢in z(k)=Iny(k) déniisiimii kullanilarak lineer
olmayan (3.3.9) denklemi

m,z(k +n)+myz(k +n—=1)+---+m_ z(k)=nr(k) (3.3.10)
biciminde sabit katsayili lineer denkleme indirgenir. Bu denklemin Kesim 3.1 ve 3.2
deki metotlarla ¢oziimii elde edilir. Boylece y(k):ez(k) ters doniisimii ile (3.3.9)

denkleminin genel ¢oziimii elde edilmis olur (Elaydi 1999).
3.4 Fark Denklemlerinin Co6ziimlerinin Davramsi

N pozitif tamsay1 ve i =1,2,...,n icin P, reel degerli olsun.

y(k+n)+Ry(k+n-D+...+Py(k)=0, k=0,1,2,... (3.4.1)
fark denklemi,
det(A"l + A"'P +...+ AP, +P)=0 (3.4.2)

karakteristik denklemi g6z oOniine alinsin. Bu kesimde (3.4.1) denkleminin biitlin

¢Oziimlerinin salinimlilik davranislart incelenmistir (Gyori ve Ladas 1991).

Teorem 3.4.1 : Eger (3.4.1) denklemi belirli bir degerden sonraki degerler i¢in daima
negatif degilse ve yine belirli bir degerden sonra daima sifir olmuyorsa, o zaman (3.4.2)

denklemi reel koke sahip degildir (Gyori ve Ladas 1991).

Teorem 3.4.2 : (3.4.1) denklemi g6z Oniine alinsin. n,meN ve j=-n,....m igin

d; € R olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.
a) a(k+1)—a(k)+ Zm: g;ak +j)=0
j=n
denkleminin her ¢6zlimii salinimlidir.
b) -1+ i q,4' =0
j=n

karakteristik denklemi higbir pozitif koke sahip degildir (Gydri ve Ladas 1991).
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4. FARK DENKLEMLERININ BiR SINIFININ COZUMLERININ
DAVRANISI

Bu boéliimde son boliimde incelenecek fark denklemine benzer denklemler {izerinde son
zamanlarda yapilan caligmalar hakkinda bilgiler ve son boliimde kullanilacak bazi

yardimc1 teoremler verilmektedir.
4.1 Son Zamanlarda Yapilmis Bazi Onemli Calismalar

Bu kesimde incelenecek fark denklemine benzer denklemler tizerinde son zamanlarda
yapilan ¢aligmalar hakkinda bilgi verilecektir. Bu tezin son boliimde 6zellikle Kir ve
Bolat (2006) tarafindan yapilan ¢alismanin daha genel bir durumu verildiginden 6nem

tasimaktadir.

1. X. Lin (2005) tarafindan, {p(k)} ve {q(k)} negatif olmayan diziler, 7 ve n,

pozitif tamsay1 ve o negatif olmayan tamsay1 olmak {izere, yiiksek mertebeden;
A'ly(k)- pk)y(k-7)]=ak)y“(k-o), n=n, (4.1.1)

fark denklemi ele alinarak bu denklemin ¢6ziimlerinin salinimliligini veren asagidaki

sonuclar elde edilmistir.

Teorem 4.1.1 : {p(k)} ve {q(k)} negatif olmayan diziler, 7 ve n, birer pozitif tamsay1

ve o negatif olmayan bir tamsayr olmak tizere, (4.1.1) fark denklemi k — oo igin

sonsuza giden bir {y(k)} ¢6ziimiine sahiptir.

Teorem 4.1.2 : {p(k)} ve {q(k)} negatif olmayan diziler, z ve n, birer pozitif tamsay,

o negatif olmayan bir tamsayi, p € (0,1) ve p< p(k)Sl olmak tizere, (4.1.1) fark

denkleminde,
liminf|q(k)exp(-e* ] > 0

olacak bigimde bir 4 > 0 varsa (4.1.1) denkleminin her sinirli ¢oziimii salinimlidir.
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Teorem 4.1.3 : {p(k)} ve {q(k)} negatif olmayan diziler, 7 ve n, birer pozitif tamsay1

ve o negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere, (4.1.1) fark denkleminde p < p(k) <p

ve an_lq(k):oo olacak sekilde p° e(l,oo) varsa (4.1.1) denkleminin her sinirl

k=k,

¢Oziimii salinimlidir.

2. Li ve Saker (2003) tarafindan, y, 0 <y <1 6zellikteki tek pozitif tamsayilarin
orani, biitin k >0 icin a(k)>0, q(k)>0, 0< p(k)<1 ve Zﬁ = oo olmak fizere,
K=k, &
ikinci mertebeden notral gecikmeli;
Ala(k)A(y(k)+ p(k)y(k = 7))+ a(k)y” (k — o) =0 (4.1.2)
altlineer fark denklemelerinin ¢6zlimlerinin salinimliligini veren asagidaki sonuglar elde

edilmistir.

Teorem 4.1.4 : y, 0< y <1 ozellikteki tek pozitif tamsayilarin orani, biitiin k >0 i¢in
a)>0. a(k)20. 0plk)<1. T, Q)=alkhi-plk—c) . k)
pozitif taniml1 bir dizi ve « >1 olmak lizere,

limsupzk:[p(i)Q(i)— a(i —o)ali +1-0)) 7 (Ap(i)) } —w

4yp(i)

saglanirsa (4.1.2) denkleminin her bir ¢oziimii salinimlidir.

k—o =0

Teorem 4.1.5 : (4.1.2) fark denklemi i¢in Teorem 4.1.4 de verilen kosullar saglansin.
m>0 igin H(m,m)=0, m>k>0igin H(m,k)>0, AH(m,k)=H(m,k +1)—H(m,k)
— A*H(m,k)

JH(mMK)

olacak sekilde bir {H(m,k)m>k >0} dizisi tammlansm ve h(m,k)=

RN

_ yplk
M) -2 @k -o))

limsup—— H(m,k)p(k)q(k)_&[h(m,k)m_ 8o(k) ”oo

m—oo H (m,O) k=k, 4@ p(k + 1)

olmak iizere, eger,
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saglanirsa (4.1.2) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir.

3. Agarwal (2000) tarafindan, k€ N olmak {izere, birinci mertebeden nétral
gecikmeli ve ikinci tarafls;

A(y(k)+ py(k - 7))+ alk)y(k o) = F (k) (4.13)
fark denklemelerinin ¢6ziimlerinin salinimliligini veren asagidaki sonuglar elde

edilmistir.

Teorem 4.1.6 : (4.1.3) denkleminde p > 0, yeterince biiyiik biitiin k lar i¢in q(k)<0
ve Ah(k) = F(k) bi¢ciminde tanimli h(k) fonksiyonu ig¢in limsuph(k)=oc ve

k—o0

liminf h(k): —oo  Ozellikleri saglaniyorsa (4.1.3) denkleminin sinirli her ¢oziimii

k—o0

salinimlidir.

Teorem 4.1.7 : (4.1.3) denkleminde p > 0, yeterince biiyiik biitiin k lar i¢in q(k)>0

ve Ah(k)=F(k) biciminde tammli h(k) fonksiyonu icin limsuph(k)=c0 ve

k—

limnf h(k)=—oo ozellikleri saglantyorsa (4.1.3) denkleminin her ¢éziimii saliimlidir.
Teorem 4.1.8 : p pozitif sayisi icin p> p(k)>0, q(k)>0 ve L>0 olmak iizere
q(k) < La(k — 7) olsun. Birinci mertebeden ikinci tarafl;

Aly(k)+ p(k)y(k — 7)) +a(k)y(k - o) = F (k) (4.1.4)
fark denklemi g6z oniine almsin. Ah(k)= F(k) bigiminde tanimli h(k) fonksiyonu igin
h, (k)= max{h(k),0} ve h_(k)=max{-h(k).0} olarak tanimlansin. O zaman eger;

Y alk+ o, (€)=

K=k,

saglanirsa (4.1.4) denklemi salinimlidir.

4. Kir ve Bolat (2006) tarafindan, k,ne N, n>2, « sayist O<a <1 o&zellikli

pozitif tek tamsayilarin orani, p fonksiyonu &im p(k)=0 ozelliginde salinimli bir
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fonksiyon, her k € N(ko) icin q(k)>0, k > o iken 7(k) > ve o(k) > o« olacak
sekilde 7(k) <k ve o(k)<k olmak iizere,

A" [y(k)+ p(k)y(r(k))]+q(k)y“ (o(k))=0, (4.1.5)
bicimindeki bir fark denkleminin salinimliligr ile ilgili asagidaki sonuclar elde

edilmistir.

Teorem 4.1.9 : (4.1.5) denklemi g6z Oniine alinsin. n c¢ift sayi,

z(k) = y(k)+ p(k)y(z(k)) ve yeterince biiyiik biitiin k degerleri igin,

J,, q(k)o "I (k)z* (o(k)) <0

Az(k)

R
bl (n-1)
esitsizligi hicbir pozitif ¢oziime sahip olmasin. O zaman (4.1.5) denkleminin her sinirh

¢oziimil ya salinimlidir ya da kK — oo iken sifira gider.

Teorem 4.1.10 : (4.1.5) denklemi goz Oniine almsin. n tek sayi,

z(k) = y(k)+ p(k)y(z(k)) ve yeterince biiyiik biitiin k degerleri i¢in,

L (kk)™
[2(n-1)1]" |

Az (k) (k)z*(o(k))<0 (4.1.6)

esitsizligi hicbir pozitif ¢oziime sahip olmasin. O zaman (4.1.5) denkleminin her siirh

¢oziimil ya saliimlidir ya da kK — oo iken sifira gider.
4.2 Yardimci Teoremler

Bu kesimde son boliimde kullanilacak olan bazi yardimci teoremler ispatsiz olarak

verilecektir.

Lemma 4.2.1 (Ayrik Knasser Teoremi) : k >k, € N igin, y(k) tanimli olsun ve
A”y(k) ifadesi k >k, ve ne N igin dzdes olarak sifir olmamak iizere y(k) >0 olsun.
O zaman A"y(k)<O0 i¢in n+m tek dogal say1 veya A"y(k)>0 i¢in n+m gift dogal

say1 olacak bicimde, 0 <m<n ozelliginde bir m tamsayis1 vardir ki;

i. m<n-1 oldugunda her k >k, ve m<i<n-1 i¢in
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(=)™ A'y(k) >0,

ii. m 21 ise her biyiik k >k, ve 1<i<m-1 igin
A'y(k)>0
olur (Agarwal 2000).

Lemma 4.2.2 : k >k, i¢in y(k) tanimli olsun ve k >k, igin y(k)>0; An’ly(k) <0 ve
0zdes olarak sifirdan farkli olsun. O zaman dyle bilyiik bir k, >k, vardir ki, m Lemma

4.2.1 deki gibi tanimlanmak iizere,

y(k)> (k—=k )" A™'y(2""™k), k> k..

1
(n=1)!

dir. Ayrica eger y(K) artan ise,

1 k ) o
y(k)z(n—l)!(z”‘lj A"y(k), k=2""k,.

olur (Agarwal 2000).

Lemma 4.2.3 : a (0,1) ve | pozitif tamsay1 olsun. z q(k)= oo ise 0 zaman
k=0

Au(k)+ gk (k=1)<0
fark esitsizligi belli bir degerden sonra daima pozitif degerler alan ¢oziimlere sahip

degildir (Tang 2001).
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu boliim tezin orijinal boliimiidiir. Bu boliimde ele alinacak denklem bundan 6nceki

boliimiin birinci kesiminde de yer verilen Kir ve Bolat (2006) tarafindan ele alinan,

ATy (K)+ p(K)y(r(K)) ]+ a(k)y* (o(k)) =0
bicimindeki bir fark denkleminin ikinci tarafli bir genislemesidir. Yani, k,ne N, n>2,

a, O0<a<l ozellikli pozitif tek tamsayilarin orani, p fonksiyonu &im p(k)=0

Ozelliginde salimimli bir fonksiyon, her ke N(ko) icin gq(k)>0, k—>o iken
7(k) > ve o(k) > olacak sekilde z(k)<k ve o(k)<k, r(k) salinimli bir
fonksiyon ve &im S(k)z 0 oOzelliginde bir fonksiyon A”S(k)= r(k) olmak iizere, fark

denklemlerinin bir sinifi olan yiiksek mertebeden salinimli katsayili notral tipten

altlineer ikinci tarafli,
A'y(k)+ plk)y(z(k)]+a(k)y” (o (k)= r(k), (5.1.1)

fark denklemi ele alinarak, biitiin k > m>i0nr{(i), a(i)} lar i¢in bu denklemi saglayan ve

y(k): Z — R bigiminde tanimlanan biitiin ¢6ziimlerin salinimliligini veren yeter sartlar

iceren yeni sonuglar elde edilmistir.

Kir ve Bolat (2006) tarafindan z(k)=y(k)+ p(k)y(z(k)) olarak tanimlanmistir. Bu
tezde de,

2(k) = y(k)+ p(k)y(z(k))-s(k) (5.1.2)
olarak tanimlanacaktir. Eger r(k) =0 olarak alinirsa S(k):O olacagindan Kir ve

Bolat (2006) tarafindan ele alinan fark denklemi elde edilir. Dolayisiyla bu tezde daha
genel bir fark denkleminin ¢oziimlerinin salinimlilik davranisi hakkinda yeni sonuglar

elde edilmistir.

Teorem 5.1.1 : ne N gift say1 olsun. Ayrica yeterince biiytik biitiin k degerleri igin,

Az(k)+ [ 1

(K)o (k)z* (o(k)) < 0 (5.1.3)
e o]
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esitsizligi hicbir pozitif ¢oziime sahip olmasin. O zaman (5.1.1) denkleminin her smirl

¢Oziimi ya salinimlidir ya da k — oo igin sifira gider.

Ispat : Ispat aksini ispat metoduyla yapilacaktir. (5.1.1) denklemi salinimli olmayan

siirlt bir y(k) ¢ozimi olsun. Yani y(k) daima pozitif ya da negatif degerler alsin.
Ayrica y(k), k — o igin sifira gitmesin. Once y(k)>0 kabulii géz éniine alinsin.
y(k)>0 oldugundan her k >k, >k, icin y(z(k))>0 ve y(a(k)) >0 olacak bicimde
k, € N(k, ) vardir. (5.1.1) ve (5.1.2) esitliklerinden,

A'z(k)=—-qk)y*(o(k)), (0<a<l, k=Kk ) (5.1.4)
olur. (5.1.4) esitligi A”_lz(k) in azalan oldugunu ve a=0,1,2,---,n—1 iginAaZ(k) nin,
kesin monoton ve daima sabit isaretli oldugunu gosterir. y(k) siurlt ve &gr;o p(k)z 0
oldugundan &Lrg p(k)y(z(k))=0 ve &Lrg s(k)=0 olarak alindigindan k >k, igin
2(k)>0 olacak bigimde bir k, >k, vardir. n ¢ift oldugundan lemma 4.2.1 geregi
m =1 olur. Aksi halde z(k) smurli olmaz. Yani dyle birk > k, igin;

-1)*"Az(k)>0  (i=012,---,n—1) (5.1.5)
olur. Buradan Az(k)> 0 oldugu ve Z(k) nin artan oldugu goriiliir. y(k) sinirl
oldugundan ve k — oo iken sifira gitmediginden z(k) da smurl olur. O halde biitiin

k >k, icin;
1
y(k)=2(k)= p(k)y(z(k))+ s(k) = S z(k) > 0
olacak sekilde bir k, >k, bulunabilir. O zaman biitiin k >k, i¢in

V(oK)= L 2(o(K))> 0

2

olacak bigimde bir k, >k, vardir. Béylece 0 < a <1 olmak iizere k >k, i¢in

2

v (o(k) > Fz(a(k))}a -0, (5.16)

esitsizligi yazilabilir. Bunun (5.1.4) de yazilmasi ile biitiin k >k, icin

Anz(k)+q(k)[lz(a(k))}a <0, (5.17)

2
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elde edilir. Z(k) >0 ve ve a=0,1,2,---,n—1 i¢inA*z(k) monoton ve sabit isaretli,
A" Z(k) 0zdes olarak sifir degil ve 6zellikle Z(k) artan oldugundan Lemma 4.2.2 geregi

(5.1.7) esitsizligi biitiin k >k, i¢in;

A"z(K)+ r (k) (kYA 2(o(k)))" <0 (5.1.8)

1
[2(2”*1 S (n-1)
bigiminde yazilir ve (5.1.8) esitsizliginde u(k)=A""z(k) almursa biitin k >k, icin

(5.1.8) esitsizligi;

u(k )+ ! "D (kW (a(k)) <
i et

bicimine gelir. Lemma 4.2.3 ve hipotez geregi son esitsizlik belli bir degerden sonra

daima pozitif degerler alan ¢oziime sahip degildir. Bu ise u(k)=A""z(k)>0 olmas ile
celisir
Simdi (5.1.1) denkleminin bir yerden sonra daima negatif degerler alan bir ¢oziime

sahip oldugu kabul edilirse, o zaman biitin k € N(k,) degerleri i¢in x(k)>0 olmak

iizere y(k)=—x(k) almarak (5.1.1) denkleminden;

A" [-x(k)- p(k)x(z(k))]-a(k)x“(o(k))=r(k), k,neN, n>2 (5.1.9)
veya

A" [x(k)+ p(k )x(z(k))]+ a(k )x* (o(k)) = —r(k), k,neN, n>2 (5.1.10)
yazilir. (5.1.10) denklemi icin yukaridaki islemler tamamen benzer bicimde

stirdiiriilerek ayni ¢eliskiye varilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.1.2 : n tek olsun. Ayrica yeterince biiyiik biitiin K lar igin,
(k — k4 )a(n_l)
[2(n—1)]"

fak esitsizligi hi¢bir pozitif ¢oziime sahip olmasin. O zaman (5.1.1) denkleminin sinirh

Az(k)+ q(k)z“(o(k)) <0 (5.1.11)

her ¢oziimii ya salinimlidir ya da k — oo igin sifira gider.

Ispat : Ispat aksini ispat metoduyla yapilacaktir. (5.1.1) denkleminin salimimli olmayan

sinirlt bir y(k) ¢Ozlimii olsun. Yani y(k) bir yerden sonra daima pozitif ya da negatif

degerler alsin. Ayrica y(k), k — oo igin sifira gitmesin. Once y(k)>0 kabuliinii goz
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éniine alahm. y(k)>0 oldugundan her k >k >k, igin y(r(k))>0 ve y(o(k))>0
olacak bicimde k, € N(k,) vardir. O halde Teorem 5.1.1 ispatindaki gibi z(k)

fonksiyonu sinirlt olur. n tek oldugundan Lemma 4.3.1 geregi m =0 olur. Aksi halde

Z(k) sinirlt olmaz. i =0,1,2,---,n—1 ve biitiin K > K, igin;

(1) A'z(k)> 0 (5.1.12)
olur. Buradan Az(k)<0 oldugu ve z(k) nin azalan oldugu gériilir. O halde biitiin
k >k, icin;

y(k)= 2(6)- p)y(r() + 5(6) = 5 2(k) > 0

olacak sekilde bir k, >k, bulunabilir. O zaman biitiin k >k, i¢in;

Y(o(k)= - 2(o(k))> 0

olacak bigimde bir k, >k, vardir. Béylece 0 < a <1 olmak iizere k >k, i¢in

v (o(k)> Bz(a(k))}a -0 (5.1.13)

esitsizligi yazilabilir. Bunun (5.1.4) de yazilmasi ile biitiin k >k, icin
Anz(k)+2iaq(k)za(a(k))go (5.1.14)

elde edilir. Z(k)> 0 vea=0,1,2,---,n—1 igin Aaz(k) monoton ve sabit isaretli, A”z(k)
0zdes olarak sifir degil ve ozellikle Z(k) azalan oldugundan Lemma 4.2.2 geregi

(5.1.14) esitsizligi biitiin k >k, i¢in;

_ a(n-1)
wa(e) KK

[2(n-1)]"

biciminde yazilir. (5.1.15) esitsizliginde u(k) =A"" Z(k) yazilirsa;

i) RS e i) <0

[2(n—1)]"

elde edilir. Lemma 4.2.3 ve hipotez geregi son esitsizlik belli bir degerden sonra daima

q(k)A'z“(o(k)) <0 (5.1.15)

pozitif degerler alan ¢oziime sahip degildir. Bu ise u(k):A”‘lz(k)>0 olmasi ile

celisir.
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Simdi (5.1.1) denkleminin bir yerden sonra daima negatif degerler alan bir ¢oziime

sahip oldugu kabul edilirse, o zaman biitiin k € N(k,) degerleri icin x(k)>0 olmak
iizere y(k)=—x(k) almarak (5.1.1) denkleminden;

A" [-x(k) - p(k)x(z(k))]-a(k)x“((k))=r(k), k,neN, n>2 (5.1.16)
veya

A" [x(k)+ p(k )x(z(k))]+ a(k )x* (o(k)) = —r(k), k,neN, n>2 (5.1.17)
yazilir. (5.1.17) denklemi icin yukaridaki islemler tamamen benzer bicimde

stirdiiriilerek ayni ¢eliskiye varilir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 5.1.1: n=2 ve « :% olmak iizere,

y(k—1)}2y%(k—4)=— (5.1.18)

(-2)

oy

fark denklemi g6z Oniline alinsin. p(k)= (_ lz)k fonksiyonu salinimli  olup,

1 1
lim p(k)=1lim——=0 olur. Yine her k degeri i¢in q(k)=2>0 ve r(k)=
k—)oop( ) k—)oo(_z)k g q( ) ( ) (_2)k
1
salinimli fonksiyon, s(k)= — icin A’s(k)=r(k), lims(k)=lim———=
Y ( ) 9(_2)k 2 ( ) ( ) Koo ( ) k_>w9(—2)k 2

olur. Ayrica 7(k)=k—1<k olup, k —» oo iken z‘(k)—)oo ve o(k)=k—-4<k olup

k — o iken G(k) — o oldugundan (4.3.1) denkleminin biitiin sartlar1 saglanir.

Teorem 5.1.1 in hipotezi geregi, k > 8 igin;
k=1
lim Y 4752(i-4)% =27 lim[(k—S)% +(k=7)% + (k=65 +(k_s)%]:oo
k

kaooi_ ~4 k—>00

elde edilir. Boylece Lemma 4.2.3 ve Teorem 5.1.1 geregi (5.1.18) denkleminin her

¢Oziimii salinimhidir. Boyle ¢oziimlerden biri y(k) = (— 1)k bigimindedir.

-31 -



6. KAYNAKLAR

Agarwal, R.P., 1997. “Advanced Topics in Difference Equation”, Kluwer Academic
Publishers, London, England.

Agarwal, R.P., 2000. “Difference Equations and Inequalities”, Marcel Dekker, New
York, USA.

Agarwal, R.P., Grace, S.R. ve O'Regan, D., 2000. “Oscillation Theory for Difference
and Differential Equations”, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, The
Netherlands.

Akin, O., 1988. “Niimerik Analiz”, Ankara Universitesi Basimevi, Ankara.

Ak, O., Bulgak, H., 1998. “Lineer Fark Denklemleri ve Kararlilik Teorisi”, Selguk
Universitesi Basimevi, Konya.

Bolat, Y., 2003. “Yiiksek Basamaktan Fark Denklemlerinin Salinimlilig1”, Doktora Tezi
Ankara Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara.

Gyori, L. and Ladas, G., 1991. “Oscillation Theory of Delay Differential Equations with
Applications”, Clarendon Press, Oxford, England.

Goldberg S., 1958. “Introduction to Difference Equations”, Chapter 2 and 3, Yohn
Wiley and Sons, New York.

Hildebrand F.B., 1968. “Finite-Difference Equations and Simulations”, Prentice-Hall
New Jersey, USA.

Elaydi S.N., 1999. “An Introduction to Difference Equations”, Springer, San Antonio,
USA.

Kelley, W.G. and Peterson, A.C., 1991. “Difference Equations an Introduction with
Applications”, Academic Press, Boston, USA.

Kir, 1. and Bolat, Y., 2006. “Oscillation criteria for higher-order sublinear neutral delay
difference equations with oscillating coefficients”, International Journal of
Difference Equations (IJDE) Vol.1, No.2, pp. 219-223.

Mickens, R.E., 1990. “Difference Equations”, Van Nostrand Reinhold, Newyork, USA.

Lakshmikantham, V. And Trigiante, D., 1988. “Theory of Difference Equations”,

Academic Press, London, England.

-32 -



Li, W.T. and Saker, S.H., 2003. “Oscillation of second-order sublinear neutral delay
difference equations”, N-H Elsevier Applied Mathematics and Computation,
Vol. 146, pp. 543-551.

Lin, X., 2005. “Oscillation for higher-order neutral superlinear delay difference
Equations with unstable type”, Computers and Mathematics with Applications,
Vol. 50, pp. 683-691.

Ozcan, M.A. and Bolat, Y., 2007. “Oscillation criteria for higher-order sublinear neutral
delay forced difference equations with oscillating coeffients”, Demonstratio
Mathematice, Vol:40 No:4 (baskida)

Tang, X.H. and Liu, Y.J., 2001, “Oscillation for nonlinear delay difference equations”,
Tamkang J. Math. Vol.32, pp. 275-280.

-33 -



OZGECMIS

Ad1 Soyadi : Mustafa Asim OZCAN
Dogum Yeri : Sincanli

Dogum Tarihi :02.03.1981

Medeni Hali : Evli

Yabanci Dili : Ingilizce

Egitim Durumu (Kurum ve Yil)

Lise : Gazi Teknik Lisesi Bilgisayar Yazilimi / 1995 — 1999
Lisans : Inonii Universitesi Adiyaman F.E.F / 2000 — 2004
Yiiksek Lisans : AKU Fen Bilimleri Enstitiisii / 2004 - ......

Calistig1 Kurum/Kurumlar ve Y1l araligi

Rasatc1 Yardimcist : Adiyaman Meteoroloji 11 Miidiirliigii / 2000 — 2003
Rasatc1 : Adiyaman Meteoroloji I1 Miidiirliigii / 2003 — 2004
Matematikei (Personel : Afyonkarahisar Meteoroloji Bolge Miidiirligt
Birim Sorumlusu) 2004 —......

Yayinlar1 (SCI ve diger) :
M. Asim Ozcan and Yasar Bolat, Oscillation criteria for higher-order sublinear neutral
delay forced difference equations with oscillating coeffients, Demonstratio

Mathematice, Vol:40 No:4 (2007)

Diger konular :

-34 -



