
1. G·IR·IŞ

Matematikte özellikle fonksiyonel analizde dizilerin büyük bir önemi vard¬r.

Uygulamalarda ise dizilerin s¬n¬rl¬ve yak¬nsak olmas¬büyük önem taş¬mak-

tad¬r Bu çal¬̧smada l1; c ve co s¬ras¬yla s¬n¬rl¬, yak¬nsak ve s¬f¬ra yak¬n-

sak dizi uzaylar¬n¬göstermek üzere bu dizilerin genelleştirilmesi, dualleri ve

matris dönüşümleri incelenmi̧stir. l1; c ve co dizi uzaylar¬öncelikle K¬z-

maz taraf¬ndan ��dizi uzaylar¬na geni̧sletilerek l1 (�) ; c (�) ve co (�)

dizi uzaylar¬elde edilmi̧stir. Bu uzaylar kendileri s¬n¬rl¬veya yak¬nsak ol-

mamas¬na ra¼gmen ��s¬n¬rl¬veya ��yak¬nsak dizilerden oluşmuştur. Bu

uzaylar¬n ��; ��; 
� ve sürekli dualleri incelenerek geni̧sletilmi̧s bu uza-

ylar aras¬nda tan¬mlanabilecek matris dönüşümü için gerek ve yeter şartlar

anlat¬lm¬̧st¬r. Mikail Et taraf¬ndan ise bu ��dizi uzaylar¬tekrar geni̧sletil-

erek l1 (�2) ; c (�2) ve co (�2) dizi uzaylar¬elde edilmi̧stir. Mikail Et ve

R¬fat Çolak taraf¬ndan bu dizi uzaylar¬tekrar pozitif bir m say¬s¬için

genelleştirilmi̧s ve l1 (�m) ; c (�m) ve co (�m) dizi uzaylar¬elde edilmi̧stir.

Elde edilen bu dizi uzaylar¬n¬n Banach uzay¬oldu¼gu gösterilmi̧s ve birbirleri

aras¬ndaki kapsama ba¼g¬nt¬lar¬verilmi̧stir. Bu uzaylar aras¬nda lineer ho-

moeomor�zm ve lineer izometri tan¬mlanarak topolojik olarak denk uzaylar

elde edilmi̧stir. l1 (�m) ; c (�m) ve co (�m) uzaylar¬n¬n Köthe-Toeplitz du-

alleri incelenmi̧s ve baz¬önemli sonuçlar verilmi̧stir. l1; c; l1 (�2) ; c (�2) ; l1 (�
m)

ve c (�m) dizi uzaylar¬aras¬ndaki matris dönüşümü için gerek ve yeter şart-

lar incelenmi̧stir. S¬f¬rdan farkl¬kompleks say¬lar¬sabit bir v = (vk) dizisi

için bu uzaylar l1 (�m
v ) ; c (�

m
v ) ve co (�

m
v ) dizi uzaylar¬na genelleştirilerek

bu uzaylar için sa¼glanan baz¬temel özellikler verilmi̧s ve p��; p�; p
 ve N

dualleri elde edilerek bu dualler için temel teoremler verilmi̧stir. Genelleştir-

ilmi̧s bu l1 (�m
v ) ; c (�

m
v ) ve co (�

m
v ) uzaylar¬ile l1; c ve co uzaylar¬aras¬n-

daki matris dönüşümleri için gerek ve yeter şartlar incelenmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu k¬s¬mda ileriki bölümlerde kullan¬lacak olan temel tan¬m ve teoremler

verilecektir.

Tan¬m 2.1. (S¬n¬rl¬Dizi) : (xn) dizisi verilmi̧s olsun. E¼ger 8n 2 N için,

jxnj � K

olacak şekilde bir K pozitif reel say¬s¬varsa (xn) dizisine s¬n¬rl¬dizi denir.

Tan¬m 2.2. (Yak¬nsak Dizi): (xn) bir reel say¬dizisi ve x 2 R olsun.

8" > 0 için n > n0 oldu¼gunda jxn � xj < " kalacak şekilde " a ba¼gl¬bir n0
say¬s¬bulunabiliyorsa (xn) dizisi x e yak¬nsakt¬r denir ve

limxn = x veya (xn)! x

şeklinde gösterilir.

Bu tan¬m¬şu şekilde de vermek mümkündür.

(xn) bir reel say¬dizisi ve x 2 R olsun. 8" > 0 için (xn) dizisinin sonlu say¬-

daki terimleri hariç di¼ger bütün terimleri bir x reel say¬s¬n¬n " komşulu¼gunda

bulunuyorsa (xn) dizisinin limiti x dir denir ve

limxn = x veya (xn)! x

ile gösterilir.

Tan¬m 2.3. (S¬f¬ra Yak¬nsak Dizi) : x = (xn) bir dizi olmak üzere

lim
n!1

xn = 0 ise x dizisine s¬f¬ra yak¬nsayan dizi denir.

Tan¬m 2.4. (Cauchy Dizisi) : X bir lineer uzay ve (xn) bu uzayda bir

dizi olsun. Her " > 0 için m;n > n0 oldu¼gunda

d (xm � xn) < "
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olacak şekilde bir n0 = n0(") say¬s¬varsa (xn) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 2.5. (Mutlak Yak¬nsak Seri) : a = (an) reel veya kompleks

terimli bir dizi olmak üzere
P1

n=0 janj serisi yak¬nsak ise
P1

n=0 an serisine

mutlak yak¬nsak seri denir.

Teorem 2.6. (Abel K¬smi Toplam¬) : x = (xn) ve y = (yn) reel veya

kompleks terimli herhangi iki dizi olsun. sn = x1+x2+ :::+xn olmak üzere

nP
i=1

xiyi =
nP
i=1

si (yi � yi+1) + snyn+1

ifadesine Abel K¬smi Toplam¬denir.

n!1 için bu toplam¬aşa¼g¬daki şekilde yazabiliriz:

1P
i=1

xiyi =
1P
i=1

si (yi � yi+1)

Tan¬m 2.7 (Homeomor�zm) : (X; �) ve (Y; �) iki topolojik uzay ve

f : (X; �) ! (Y; �) fonksiyonu verilsin. f fonksiyonun tersi f�1 mevcut, f

ve f�1 fonksiyonlar¬n¬n her ikisi de sürekli ise f ye (X; �) dan (Y; �) ya bir

homeomor�zm denir. Bu durumda (X; �) uzay¬(Y; �) uzay¬na homemor�k-

tir denir.

Tan¬m 2.8 (·Izomor�zm) : X ve Y ayn¬cisim üzerinde iki lineer uzay

ve T : X ! Y bir dönüşüm olsun. Bu T dönüşümü X den Y ye yap¬y¬

koruyan birebir ve üzerine bir dönüşüm ise T ye izomor�zm denir. Mesela

(X; d) ve (Y; d0) birer meetrik uzay ise X den Y ye bir T izomor�si birebir,

üzerine ve uzakl¬¼g¬koruyan bir dönüşümdür. Yani

d (x; y) = d0 (T (x) ; T (y))

dir.
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Tan¬m 2.9. (Metrik ve Metrik Uzay) : X boş olmayan bir cümle

olsun.

d : X �X ! R

fonksiyonu için,

M1) d(x; y) = 0() x = y

M2) d(x; y) = d(y; x) (Simetri özelli¼gi)

M3) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) (Üçgen Eşitsizli¼gi)

şartlar¬sa¼glan¬yorsa d ye X de bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay

denir ve genellikle (X; d) veya Xd ile gösterilir.

Tan¬m 2.10. (Tam Metrik Uzay) : X = (X; d) bir metrik uzay olmak

üzere X deki her (xn) Cauchy dizisi yak¬nsak ise (X; d) metrik uzay¬na tam

metrik uzay veya k¬saca tamd¬r denir.

Tan¬m 2.11. (Lineer Uzay) : L boş olmayan bir cümle ve F , reel veya

kompleks say¬lar cismi olsun. Aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬yorsa L ye F üzerinde

lineer uzay veya vektör uzay¬denir.

A) L; + i̧slemine göre de¼gi̧smeli bir gruptur. Yani,

G1) Her x; y 2 L için x+ y 2 L dir.

G2) Her x; y; z 2 L için x+ (y + z) = (x+ y) + z dir.

G3) Her x 2 L için x+ � = � + x = x olacak şekilde � 2 L vard¬r.

G4) Her x 2 L için x+ (�x) = (�x) + x = � olacak şekilde �x 2 L

. vard¬r.

G5) Her x; y 2 L için x+ y = y + x dir.

B) x; y 2 L ve �; � 2 F olmak üzere aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬r.

L1) �:x 2 L dir.

L2) �:(x+ y) = �:x+ �:y dir.

L3) (�+ �):x = �:x+ �:x dir.

L4) (��):x = �:(�:x) dir.

L5) 1:x = x dir. (Burada 1, F nin birim eleman¬d¬r.)

4



Tan¬m 2.12.(Alt Uzay) : L; F cismi üzerinde bir lineer uzay ve M � L

olsun. Her � 2 F ve her x; y 2M için

1) x+ y 2M

2) �x 2M

şartlar¬sa¼glan¬yorsa M ye L nin bir alt uzay¬denir. Bu iki şart, �; � 2 F

olmak üzere

�x+ �y 2M

olmas¬na denktir.

Tan¬m 2.13. (Normlu Uzay) : N bir lineer uzay olsun.

kk : N ! R

fonksiyonunun x noktas¬ndaki de¼gerini kxk ile gösterelim. Bu fonksiyon için

N1) kxk = 0() x = �

N2) k�xk = j�j kxk (� 2 F )

N3) kx+ yk � kxk+ kyk (Üçgen Eşitsizli¼gi)

şartlar¬sa¼glan¬yorsa kk fonksiyonuna N de (veya N üzerinde) norm denir.

Normlu uzaylar genellikle (N; kk) ile gösterilir.

Tan¬m 2.14. (Banach Uzay¬) : N normlu lineer uzay olsun. N , norm

metri¼gine göre tam ise N ye Banach uzay¬denir.

Tan¬m 2.15. (BK Uzay¬) : Bir X dizi uzay¬verilmi̧s olsun. E¼ger X bir

Banach uzay¬ve tüm x 2 X için

Pk : X ! C

Pk (x) = xk (k = 0; 1; :::)

sürekli ise X uzay¬na BK uzay¬denir. Burada koordinatlar¬n sürekli olmas¬
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aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r.

X ve Y iki Banach uzay¬, T : X ! Y; (xn) X de bir dizi ve x 2 X olsun.

xn ! x iken T (xn)! T (x)

dir. BK uzay¬ndaki B ve K har�eri "Banach" ve Almancadaki "Koordinate"

kelimelerinden gelmektedir.

Tan¬m 2.16. (Operatör) : Lineer uzaylarda tan¬ml¬dönüşümlere oper-

atör denir.

Tan¬m 2.17. (Lineer Operatör) : L ve L0 ayn¬bir F cismi üzerinde iki

lineer uzay olsun. T : L ! L0 operatörü aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa T ye

lineer operatör denir.

(i) T (x+ y) = T (x) + T (y)

(ii) T (�x) = �T (x) (� 2 F )

Tan¬m 2.18. (S¬n¬rl¬ Lineer Operatör) : N ve N 0 normlu uzay ve

T : N ! N 0 lineer bir operatör olsun. Her x 2 N için

kT (x)k0 � K kxk

olacak şekilde bir K � 0 reel say¬s¬varsa T ye s¬n¬rl¬lineer operatör denir.

Tan¬m 2.19. (Operatörün Normu) : N ve N 0 normlu uzay ve T : N !

N 0 lineer bir operatör olsun. Her x 2 N için

kTk = sup
�
kT (x)k
kxk : x 2 N; x 6= �

�

ifadesine T operatörünün normu denir.

Tan¬m 2.20. : (Topolojik Uzay) : X boş olmayan bir cümle ve � , X in

alt cümlelerinin bir ailesi olsun.

T1) X; � 2 � dur.

T2) � ya ait her sonlu say¬daki elemanlar¬n ara kesiti � ya aittir.

T3) � ya ait key� saydaki cümlelerin birleşimi yine � ya aittir.
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Yukar¬daki şartlar sa¼glan¬yorsa � ya X için bir topoloji ve (X; �) çiftine de

topolojik uzay denir.

Tan¬m 2.21.(��Dual Uzay) X bir dizi uzay¬olsun.

X� =

�
a = (ak) :

P
k

jakxkj <1 her x 2 X için
�

şeklinde tan¬mlanan X� uzay¬na X�in �� dual uzay¬denir. Ayn¬zamanda

X� uzay¬na X�in Köthe-Toeplitz dual uzay¬da denir. � � X� d¬r. X � Y

ise Y � � X� d¬r. Aç¬kça görülebilir ki X � X��: E¼ger X = X�� ise X

e � � uzay{ denir. Ayn¬zamanda ��uzay¬na Köthe-Toeplitz uzay¬veya

perfect dizi uzay¬da denir..

Tan¬m 2.22. (Regüler Matris) : Bir A = (ank) sonsuz matrisi ver-

ilsin. E¼ger bu A matrisi yak¬nsak dizileri yak¬nsak dizilere limiti koruyarak

dönüştürüyorsa A ya regülerdir denir.

Tan¬m 2.23. (Matris Dönüşümleri) : A = (ank)
1
n;k=1 kompleks say¬lar¬n

sonsuz bir matrisi ve x = (xk)
1
k=0 kompleks say¬lar¬n bir dizisi olsun. E¼ger

An (x) =
X1

k=1
ankxk

serisi her n için yak¬nsak ise A (x) = (An (x)) dizisine x = (xk) dizisinin A

matris dönüşümü dizisi denir. E¼ger An (x) ! y ise x = (xk) dizisi y ye A

toplanabilirdir denir.
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3. FARK D·IZ·I UZAYLARI

3.1. Fark Dizi Uzaylar¬n¬n Tan¬m¬

Bu bölümde l1; c ve co uzaylar¬ndan yararlan¬larak l1 (�) ; c (�) ve co (�)

uzaylar¬tan¬mlanacak ve bu uzaylar¬n dualleri (sürekli dual, �� dual, � � dual ve 
 � dual)

verilecektir. Ayr¬ca, l1 (�) veya c (�) dan l1 veya c ye bir A matris

dönüşümü için gerek ve yeter şartlar incelenecektir.

Tan¬m 3.1.1: l1, c ve co s¬ras¬yla kompleks s¬n¬rl¬, yak¬nsak ve s¬f¬ra

yak¬nsak x = (xk) dizilerinin lineer uzay¬n¬göstersin. Bu uzaylar için norm

k 2 N = f1; 2; 3; :::g pozitif tamsay¬olmak üzere

kxk1 = sup
k
jxkj

biçiminde ifade edilir. �x = (xk � xk+1) olmak üzere,

l1 (�) = fx = (xk) : �x 2 l1g

c (�) = fx = (xk) : �x 2 cg

co (�) = fx = (xk) : �x 2 cog

tan¬mlanabilir. Bu uzaylar

kxk� = jx1j+ k�xk1

normuna göre Banach Uzaylar¬d¬r. Örnek olarak aşa¼g¬daki teoremde l1 (�)

n¬n Banach uzay¬oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Teorem 3.1.1 (l1 (�) ; k:k�) yukar¬da tan¬mlanan norma göre Banach uza-

y¬d¬r.
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·Ispat : Her n 2 N için xn = (xni ) = (xn1 ; x
n
2 ; :::) 2 l1 (�) olmak üzere

(xn) dizisi l1 (�) da Cauchy dizisi olsun. Buradan,

kxn � xmk� = jxn1 � xm1 j+ k�xn ��xmk1 ! 0 (n;m!1)

olacakt¬r. n;m!1 ve her k 2 N için jxnk � xmk j ! 0 elde edilir.

Buradan (xnk) = (x1k; x
2
k; :::) dizisi C de (kompleks say¬lar¬n kümesi) bir

Cauchy dizisidir. C nin taml¬¼g¬ndan dolay¬(xnk) dizisinin yak¬nsad¬¼g¬bir xk
say¬s¬vard¬r. Yani her k 2 N için

lim
n
xnk = xk

d¬r.

Ayr¬ca her " > 0 için k 2 N ve her n;m � N olacak şekilde N = N (")

vard¬r öyleki

jxn1 � xm1 j < ";
��xnk+1 � xmk+1 � (xnk � xmk )�� < "

ve her n � N için

lim
m
jxn1 � xm1 j = jxn1 � x1j � "

lim
m

��xnk+1 � xmk+1 � (xnk � xmk )�� =
��xnk+1 � xk+1 � (xnk � xk)�� � "

dur.

"; k ya ba¼gl¬olmad¬¼g¬ndan

sup
k

��xnk+1 � xk+1 � (xnk � xk)�� � "
elde edilir.

Sonuç olarak her n � N için kxn � xk� � 2" olur.

Buradan l1 (�) da (n!1) için xn ! x elde edilir.
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Şimdi x 2 l1 (�) oldu¼gu gösterilsin.

jxk � xk+1j =
��xnk � xNk + xNk � xNk+1 + xNk+1 � xk+1��

�
��xNk � xNk+1��+ 

xN � x

�

= O (1)

dir. Bu ise x = (xk) 2 l1 (�) demektir.

Üstelik l1 (�) Banach Uzay¬sürekli koordinatlara sahip oldu¼gundan (her

k 2 N için n ! 1 iken kxn � xk� ! 0 ise jxnk � xkj ! 0) ayn¬zamanda

bir BK-Uzay¬d¬r.

Şimdi

s : l1 (�)! l1 (�)

x ! sx = y = (0; x2; x3; :::)

operatörü tan¬mlans¬n. Aç¬kça görülmektedir ki s, l1 (�) üzerinde s¬n¬rl¬

lineer operatördür ve ksk = 1 dir. Ayr¬ca

s [l1 (�)] = sl1 (�) = fx = (xk) : x 2 l1 (�) ; x1 = 0g � l1 (�)

d¬r. Yani s [l1 (�)] ; l1 (�) n¬n alt uzay¬d¬r ve sl1 (�) da

kxk� = k�xk1

d¬r. Di¼ger yandan

� : sl1 (�)! l1

x = (xk)! y = (yk) = (xk � xk+1)

n¬n lineer homeomor�zmi tan¬mlanabilir.
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Böylece sl1 (�) ve l1 topolojik uzay anlam¬nda denktirler. � ve��1 normu

korurlar ve

k�k = k��1k = 1 dir.

l�1 ve [sl1 (�)]
� s¬ras¬yla l1 ve sl1 (�) n¬n sürekli duallerini göstersin.

Buna göre

T : [sl1 (�)]
� ! l�1

f� ! f = f� ���1

biçiminde tan¬mlanan T dönüşümü lineer izometridir.

Böylece [sl1 (�)]
� ve l�1 denk uzaylard¬r. Benzer yolla sc (�) ve c;

sco (�) ve co ¬n da topolojik uzay anlam¬nda denk olduklar¬gösterilebilir.

Ayr¬ca buradan

[sc (�)]� ' [sco (�)]� ' l1 dir. (l1 mutlak yak¬nsak seriler).

3.2. Dual Uzaylar

Bu bölümde sl1 (�) n¬n ��; ��, ve 
�dualleri incelenerek kesin matris

dönüşümlerindeki tan¬mlamalarda faydal¬olacak sonuçlar¬elde edilecektir.

Lemma 3.2.1. sup
k
jxk � xk+1j <1 olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) sup
k
k�1 jxkj <1

(ii) sup
k

��xk � k (k + 1)�1 xk+1�� <1
·Ispat. sup

k
jxk � xk+1j olsun. Buna göre

jxkj = jxk � xk+1 + xk+1 � x1 + x1j (3.2.1)

� jxk � xk+1j+ jx1 � xk+1j+ jx1j

(3.2.1.) eşitsizli¼ginde

jx1 � xk+1j =
���� kP
v=1

(xv � xv+1)
���� � kP

v=1

jxv � xv+1j = O (k)
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oldu¼gundan sup
k
k�1 jxkj <1 dur. Dolay¬s¬yla (i) sa¼glan¬r.��xk � k (k + 1)�1 xk+1�� = ��k (k + 1)�1 (xk � xk+1) + (k + 1)�1 xk�� = O (1)

oldu¼gundan (ii) sa¼glan¬r.

Şimdi ise (i) ve (ii) nin sa¼gland¬¼g¬kabul edilsin. Buna göre��xk � k (k + 1)�1 xk+1�� � k (k + 1)�1 jxk � xk+1j � (k + 1)�1 jxkj
d¬r. Bu ise sup

k
jxk � xk+1j <1 oldu¼gunu gösterir.

(Pn) Pozitif say¬lar¬n sonsuza monoton artan bir dizisi olsun.

Lemma 3.2.2

sup
n
j
Pn

k=1 ckj <1 ise sup
n

�
Pn

���P1
k=1

cn+k�1
pn+k

���� <1 dur.

·Ispat. Abel k¬smi toplam¬kullan¬larak
1P
k=1

cn+k�1
pn+k

=
1P
k=1

�
kP
v=1

cn+v�1

��
1

Pn+k
� 1

Pn+k+1

�
(3.2.2)

ve

Pn

���� 1P
k=1

cn+k�1
pn+k

���� = O (1)
elde edilir.

Lemma 3.2.3

P1
k=1 ck serisi yak¬nsak ise limn

�
Pn

���P1
k=1

cn+k�1
pn+k

���� = 0 d¬r.
·Ispat. Her k 2 N için

���Pk
v=1 cn+v�1

��� = ���Pn+k�1
v=n cv

��� = o (1) oldu¼gundan

(3.2.2) kullan¬larak

Pn

���� 1P
k=1

cn+k�1
pn+k

���� = o (1)
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elde edilir.

Sonuçlar.3.2.4. (Pn) yukar¬da tan¬mland¬¼g¬gibi kabul edilsin.

(a) sup
n
j
Pn

v=1 pvavj <1 ise sup
n

��PnP1
k=n+1 ak

�� <1 d¬r.

(b)
P1

k=1 pkak yak¬nsak ise limn
Pn
P1

k=n+1 ak = 0 d¬r.

(c)
P1

k=1 kak yak¬nsakt¬r ancak ve ancak Rn =
P1

k=n+1 ak olmak üzere

nRn = o (1) için
P1

k=1Rk yak¬nsakt¬r.

·Ispat (a) Lemma 3.2.2 de ck yerine Pk+1ak+1 yazarsak

sup
n

���� nP
k=1

pk+1ak+1

���� <1 ise sup
n

�
pn

���� 1P
k=1

pk+nak+n
pk+n

����� = sup
n

�
pn

���� 1P
k=1

ak+n

����� <1
buradan da

Pn
1P
k=1

cn+k�1
pn+k

= Pn
1P

k=n+1

ak = O (1)

elde edilir.

(b) Lemma 3.2.3 de ck yerine Pk+1ak+1 yaz¬l¬rsa

1P
k=1

pk+1ak+1 yak¬nsak ise lim
n

�
pn

1P
k=1

pk+1+n�1ak+1+n�1
pk+n

�
= 0

lim
n

�
pn

1P
k=1

ak+n

�
= 0

lim
n

�
pn

1P
k=n+1

ak

�
= 0

elde edilir.

(c) Sonuç (b) de Pn = n yaz¬larak Abel K¬smi Toplam¬kullan¬ld¬¼g¬nda

nP
k=1

kak+1 =
nP
k=1

Rk � nRn+1
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elde edilir.

Tan¬¬m 3.2.5 X; l1; c veya co dizi uzaylar¬ndan herhangi birini göstersin.

(i) X� = fa = (ak) :
P1

k=1 jakxkj <1; her x 2 X içing

(ii) X� = fa = (ak) :
P1

k=1 akxk yak¬nsakt¬r, her x 2 X içing

(iii)X
 =

�
a = (ak) : sup

n
j
Pn

k=1 akxkj <1 , her x 2 X için
�

X�, X� ve X
 uzaylar¬na s¬ras¬yla X uzay¬n¬n �� (veya Köthe-Toeplitz),

�� (veya Genelleştirilmi̧s Köthe-Toeplitz) ve 
� dualleri denir. X� �

X� � X
 oldu¼gu kolayca görülebilmektedir. y = �; �; veya 
 olmak üzere

X � Y ise Y y � Xy d¬r.

Teorem 3.2.6.

Rk =
P1

v=k+1 av olmak üzere

(1) (sl1 (�))
� = fa = (ak) :

P1
k=1 k jakj <1g = D1

(2) (sl1 (�))
� = fa = (ak) :

P1
k=1 kak yak¬nsakt¬r,

P1
k=1 jRkj <1g = D2

(3)(sl1 (�))

 =

�
a = (ak) : sup

n
j
Pn

k=1 kakj <1;
P1

k=1 jRkj <1
�
= D3

dir.

·Ispat. (1) Her x 2 sl1 (�) için a 2 D1 ise

1P
k=1

jakxkj =
nP
k=1

k jakj (jxkj =k) <1

dur. (Lemma 3.2.1 den). Buna göre a 2 (sl1 (�))� d¬r.

Her x 2 sl1 (�) için a 2 (sl1 (�))� ise
P1

k=1 jakxkj <1 dur. Böylece

xk =

8<: 0; k = 1

k; k � 2
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al¬n¬rsa

ja1j+
1P
k=1

jakxkj =
1P
k=1

k jakj <1

dur.

(2) a 2 D2 olsun. x 2 sl1 (�) ise bir ve yaln¬z bir y = (yk) 2 l1 vard¬r

(3.2.1 den)

xk = �
Pk

v=1 yv�1; y0 = 0

Buradan

nP
k=1

akxk = �
nP
k=1

ak

�
kP
v=1

yv�1

�
= �

n�1P
k=1

Rkyk +Rn
n�1P
k=1

yk (3.2.3)

yaz¬labilir.
P1

k=1Rkyk mutlak yak¬nsak ve Rn
Pn�1

k=1 yk ! 0 (n!1)

(sonuç (c)) den her x 2 sl1 (�) için
P1

k=1 akxk yak¬nsakt¬r.

Bu ise a 2 (sl1 (�))� oldu¼gunu gösterir.

a 2 (sl1 (�))� ise buradan her x 2 sl1 (�) için
P1

k=1 akxk yak¬nsakt¬r.

xk =

8<: 0; k = 1

k; k > 1

al¬n¬rsa buradan
P1

k=1 kak yak¬nsakt¬r. Bu ise nRn = o (1) oldu¼gunu gös-

terir. (Sonuç (c)) (3.2.3) kullan¬rsak

1P
k=1

akxk = �
nP
k=1

Rkyk

her y 2 l1 için yak¬nsakt¬r. Böylece
P1

k=1 jRkj <1 ve a 2 D2 dir.

(3) (3) ün ispat¬yukar¬dakiyle ayn¬d¬r.

y = �; �; veya 
 için (sl1 (�))y = (sc (�))y oldu¼gunu göstermek kolayd¬r.
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Şimdi kabul edilsin ki E; l1 (�) ; c (�) veya co (�) dizi uzaylar¬ndan biri

olsun.

(sE)y = Ey; y = �; �; veya 
 için

oldu¼gu gösterilebilir.

3.3. Matris Dönüşümleri

E ve F nin her biri l1 ve c dizi uzaylar¬ndan birini göstersin ve E0 ve F0

de l1 (�) ve c (�) dizi uzaylar¬ndan birini göstersin.(X; Y ) de X den Y ye

dönüşüm yapan tüm sonsuz A matrislerinin kümesini göstersin.

Teorem 3.3.1 A 2 (E 0; F ) olmas¬için gerek ve yeter şart

An (k) =
P1

k=1 kank ve R = (rnk) =
�P1

v=k+1 anv
�
olmak üzere

(i) (an1) 2 F; ve (An (k)) 2 F

(ii) R 2 (E;F )

·Ispat. A 2 (E 0; F ) olsun. Buna göre tüm x 2 E 0 ve her n 2 N için

A =

26666666664

a11 a12 a13 :::

a21 a22 a23 :::

::: ::: ::: :::

an1 an2 an3 :::

::: ::: ::: :::

37777777775
ve x =

26666666664

x1

x2

x3

:::

:::

37777777775
al¬n¬rsa

Ax =

26666666664

a11x1 + a12x2 + :::

a21x1 + a22x2 + :::

::::::::::::::::::::

an1x1 + an2x2 + :::

::::::::::::::::::::

37777777775
=

26666666664

P1
k=1 a1kxkP1
k=1 a2kxk

::::::::P1
k=1 ankxk

::::::::

37777777775
=

26666666664

A1 (x)

A2 (x)

::::::

An (x)

:::::

37777777775
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An (x) =
P1

k=1 ankxk serisi yak¬nsak ve (An (x)) 2 F dir.

x yerine x = (1; 0; 0; :::) ve x = (k) yaz¬ld¬¼g¬nda (i) nin sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r.

Üstelik her n 2 N için (Teorem 3.2.6 dan).

1P
k=1

jrnkj <1

olur.

Şimdi x 2 sE 0 � E 0 olsun. y 2 E ve yo = 0 için

xk = �
kP
r=1

yr�1

olmak üzere

An (m;x) =
mP
k=1

ankxk = �
m�1P
k=1

rnkyk + rnm
m�1P
k=1

yk (3.3.1)

buradan her n 2 N için (sonuç (c) den)

lim
m
An (m;x) = An (x) = �

1P
k=1

rnkyk

elde edilir. Böylece her y 2 E için (Rn (y)) = (
P1

k=1 rnkyk) elde edilir.

Bu da R 2 (E;F ) demektir.

Şimdi (i) ve (ii) nin sa¼gland¬¼g¬kabul edilsin

x 2 E 0 ise

xk =

8<: x1; k = 1

x0k; k > 1
x0 = (x0k) 2 sE 0:

(3.3.1) de tekrar yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

An (x) = an1x1 �
1P
k=1

rnkyk
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elde edilir. Bu ise her x 2 E 0 ve A 2 (E 0; F ) için An (x) in varl¬¼g¬n¬gösterir.

Teorem 3.3.2 A 2 (E;F 0) olmas¬için gerek ve yeter şart

B = (bnk) = (ank � an+1;k)

olmak üzere

(i) Her n 2 N için
P1

k=1 jankj <1

(ii) B 2 (E;F )

sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat

Yeterlili¼gin sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r. Gereklilik şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.

(i) A 2 (E;F 0) olsun. Bu durumda her x 2 E için Ax 2 F 0 dür. Böylece

A (x) =
P1

k=1 ankxk < 1 dur.
P1

k=1 ankxk < 1 oldu¼gundan buradan

(ank) 2 E� elde edilir. E� = l1 oldu¼gundan
P1

k=1 jankj <1 dur.

(ii) A 2 (l1; l1 (�)) olsun. Buna göre her x 2 E için Ax 2 F 0 dür.

Ax = (An (x)) = (
P1

k=1 ankxk) 2 F 0 ise (�An (x)) 2 F dir.

(�An (x)) = (An (x)� An+1 (x)) 2 F

=

� 1P
k=1

(ank � an+1;k)xk
�
2 F

=

� 1P
k=1

bnkxk

�
2 F

= Bx 2 F

elde edilir.

Teorem 3.3.3.

(1) l1\c (�) = l1\co (�) =Mo =
n
x = (xk) : x 2 l1; lim

k
(xk � xk+1) = 0

o
(2) (Mo; l1) = (l1; l1)
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(3) A 2 (l1;Mo) olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) sup
n

P1
k=1 jankj <1

(ii) lim
n

P1
k=1 jank � an+1;kj = 0

·Ispat: (1) x 2 l1 \ c (�) olsun. Buna göre x 2 l1 ve x 2 c (�) için

�x yak¬nsakt¬r. (k !1) için xk � xk+1 ! l dir.

Buradan xk � xk+1 = l + "k ("k ! 0; k !1) yaz¬labilir. Buradan,

nX
k=1

xk � xk+1 =
nX
k=1

l + "k

x1 � xn+1 = nl +
nX
k=1

"k

nl = x1 � xn+1 �
nX
k=1

"k

l =
x1
n
� xn+1

n
� 1

n

nX
k=1

"k

d¬r. n!1 için l = 0 d¬r. Bu da x 2 l1 \ co (�) demektir.

(2) ·Ispat aç¬kt¬r.

(3) A 2 (l1; l1) için (i) sa¼glan¬r. Di¼ger k¬s¬mlar¬n sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r.

mo = fx = (xk) : x 2Mo ve xk 2 Rg (R reel say¬lar)

herhangi bir pozitif p tamsay¬s¬ve 0 � n1 < n2 < ::: < np tamsay¬s¬için mo

da

inf
n1;n2;:::;np

sup
k

1

p

pX
i=1

xk+ni = lim sup
k
xk

elde edilir.

Teorem 3.3.4 rnk =
P1

v=k+1 anv olmak üzere e¼ger

A 2 (c; c) ve sup
n

1X
k=1

jrnkj <1 ise A 2 (Mo; c)
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dir.

·Ispat. Her x 2Mo için

Xm

k=1
ankxk = x1

Xm

k=1
ank �

Xm�1

k=1
rnk (xk � xk+1) + (x1 � xm) rnm

lim
m

Xm

k=1
ankxk = An (x) = x1

X1

k=1
ank �

X1

k=1
rnk (xk � xk+1)

d¬r.

sup
n

P1
k=1 jrnkj <1 ve lim

n
rnk mevcut oldu¼gundan bunlar da

R = (rnk) 2 (co; c) ve lim
n

P1
k=1 rnk (xk � xk+1) mevcut oldu¼gunu gösterir.

Bu yüzden A 2 (Mo; c) elde edilir.

Şimdi E ve F dizi uzaylar¬n¬göstersin. Noktasal çarp¬mla

E (F ) = fx : xk = ykzk; y 2 E; z 2 Fg

tan¬mlans¬n.

Ms; sup
n
j
Pn

k=1 xkj < 1 şart¬n¬ sa¼glayan tüm x lerin uzay¬n¬ göstersin.

Ms = fy : yk = xk � xk+1; x 2 l1; xo = 0g yaz¬labildi¼gi kolayca görülür.

E¼ger bir A = (ank) matrisi regüler ve

lim
n!1

1P
k=1

jank � an;k+1j = 0

ise A�ya kuvetli regüler matris denir.

A regüler matris ise tüm x 2 l1 için lim
n
An (y) = lim

n

P1
k=1 ankyk = 0 olmas¬

için gerek ve yeter şart A�n¬n kuvvetli regüler matris olmas¬d¬r.

(Burada yk = xk � xk+1 dir.)

Teorem 3.3.5. A regüler bir matris olsun. Her y 2Ms (Mo) için

lim
n
An (y) = 0 olmas¬için gerek ve yeter koşul A�n¬n kuvvetli regüler matris

olmas¬d¬r.
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·Ispat.Her y 2Ms (Mo) için lim
n
An (y) = 0 ise A 2 (Ms (Mo) ; co) d¬r. Bu ise

A 2 (Ms; co) olmas¬demektir. Buradan

lim
n!1

1P
k=1

jank � an;k+1j = 0

elde edilir.

Şimdi A�n¬n kuvvetli regüler matris oldu¼gu kabul edilsin .y 2 Ms (Mo) ise

yk = akxk d¬r. (Burada a 2Ms ve x 2Mo d¬r.)


n =
nP
k=1

ak;

olmak üzere

mP
k=1

ankyk =
mP
k=1

ank (xk � xk+1) 
k+
mP
k=1

(ank � an;k+1) 
kxk+1+an;m+1
mxm+1

buradan her n 2 N için

lim
m

mP
k=1

ankyk = An (y) =
1P
k=1

ank (xk � xk+1) 
k +
1P
k=1

(ank � an;k+1) 
kxk+1

böylece lim
n
An (y) = 0 elde edilir.

Teorem 3.3.6. A 2 (Ms (Mo) ; c) olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) sup
n

P1
k=1 jankj <1

(ii) Her k 2 N için lim
n
ank mevcuttur.

(iii)
P1

k=1 jank � an;k+1j n�ye düzgün yak¬nsak olmas¬d¬r.
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4. ·IK·INC·I FARK D·IZ·I UZAYLARI

4.1. ·Ikinci Fark Dizi Uzaylar¬

Bu bölümde l1 (�) ; c (�) ve co (�) uzaylar¬biraz daha geni̧sletilerek l1 (�2) ; c (�2)

ve co (�2) dizi uzaylar¬elde edilecektir. Ayr¬ca bu dizi uzaylar¬n¬n baz¬özel-

likleri incelenerek bu uzaylar¬n sürekli dualleri ve Köthe-Toeplitz dualleri

incelenecektir.

l1
�
�2
�
=

�
x = (xk) : �

2x 2 l1
	

c
�
�2
�
=

�
x = (xk) : �

2x 2 c
	

co
�
�2
�
=

�
x = (xk) : �

2x 2 co
	

uzaylar¬yukar¬daki şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada�2x = (�2xk) = (�xk ��xk+1)

dir.

Aç¬kça gözükmektedir ki l1 (�) � l1 (�2), c (�) � c (�2) ve

co (�) � co (�2) dir.

Teorem 4.1.1. l1 (�2) ; c (�2) ve co (�2) dizi uzaylar¬

kxk� = jx1j+ jx2j+


�2x




1 (4.1.1)

normu ile Banach uzay¬d¬rlar.

·Ispat. (xn) dizisi l1 (�2) de Cauchy dizisi olsun.

Her n 2 N için xn = (xni ) = (xn1 ; x
n
2 ; :::) 2 l1 (�

2) olsun. Buna göre

m;n!1 için

kxn � xmk� = jxn1 � xm1 j+ jxn2 � xm2 j+


�2xn ��2xm




1 ! 0
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d¬r. Buradan her k 2 N ve m;n!1 için

jxnk � xmk j ! 0

elde edilir. Buyüzden (xnk) = (x1k; x
2
k; :::) dizisi kompleks say¬lar kümesi

C de bir Cauchy dizisidir. C tam oldu¼gundan her Cauchy dizisi yak¬nsak

olaca¼g¬ndan (xnk) dizisinin de her k 2 N için yak¬nsayaca¼g¬bir xk eleman¬

mevcuttur. Bu yüzden

lim
n
xnk = xk

yaz¬labilir. Her � > 0 için (xn) Cauchy dizisi oldu¼gundan her n;m � N için

kxn � xmk� < � olacak şekilde N = N (�) vard¬r. Bu yüzden

jxn1 � xm1 j < �; jxn2 � xm2 j < �

ve her k 2 N, her n;m � N için���(xnk � xmk )� �xnk+1 � xmk+1��� ��xnk+1 � xmk+1�� �xnk+2 � xmk+2���� < �
dur. Böylece

lim
m
jxn1 � xm1 j = jxn1 � x1j < �

lim
m
jxn2 � xm2 j = jxn2 � x2j < �

lim
m

���(xnk � xmk )� �xnk+1 � xmk+1��� ��xnk+1 � xmk+1�� �xnk+2 � xmk+2����
=
���(xnk � xk)� �xnk+1 � xk+1��� ��xnk+1 � xk+1�� �xnk+2 � xk+2���� < �

elde edilir. Bu ise her n;m � N için kxn � xk� < 3� oldu¼gunu gösterir.

x = (xk) dizisinde n!1 için xn ! x dir.

j�xk ��xk+1j =
���xk ��xNk +�xNk ��xNk+1 +�xNk+1 ��xk+1��

�
���xk ��xNk+1��+ kxn � xk� = O (1)
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oldu¼gundan x 2 l1 (�2) elde edilir. Böylece l1 (�2) Banach uzay¬d¬r.

Benzer şekilde c (�2) ve co (�2) n¬n da (4.1.1) deki norm ile Banach uzaylar¬

oldu¼gu gösterilebilir.

Ayn¬zamanda l1 (�2) ; c (�2) ve co (�2) Banach uzaylar¬sürekli koordi-

natlara sahip oldu¼gundan, yani kxn � xk� ! 0 ise her k 2 N ve n!1 için

jxnk � xkj ! 0 oldu¼gundan bu uzaylar ayn¬zamanda BK-uzaylar¬d¬r. Şimdi

aşa¼g¬daki D operatörü

D : l1
�
�2
�
! l1

�
�2
�

x = (x1; x2; x3; :::) için Dx = (0; 0; x3; x4; :::)

olarak tan¬mlans¬n. Aç¬kça görülmektedir ki D; l1 (�2) de s¬n¬rl¬ lineer

operatördür.

D
�
l1
�
�2
��
= Dl1

�
�2
�
=
�
x = (xk) : x 2 l1

�
�2
�
; x1 = x2 = 0

	

Dl1 (�
2) uzay¬l1 (�2) nin bir alt uzay¬d¬r veDl1 (�2) de kxk� = k�2xk1

dir.

Şimdi

�2 : Dl1
�
�2
�
! l1

�
�2
�
; �2x = y = (�xk ��xk+1) (4.1.2)

�2 lineer homeomor�zmi tan¬mlans¬n..

Buna göre Dl1 (�2) ve l1 (�2) topolojik anlamda denk uzaylard¬r.

�2 ve (�2)
�1 normu korur ve k�2k =




(�2)
�1



 = 1 dir.

l�1 ve [Dl1 (�2)]
� s¬ras¬yla l1 ve Dl1 (�2) nin sürekli duallerini göstersin.

T :
�
Dl1

�
�2
��� ! l�1

f� ! f�0
�
�2
��1

= f
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dönüşümü lineer izometridir. Böylece [Dl1 (�2)]
� uzay¬l�1 uzay¬na denktir.

Benzer yolla Dc (�2) ve c, Dco (�2) ve co topolojik uzay olarak denk uzay-

lard¬r ve l1 = fx = (xk) :
P

k jxkj <1g olmak üzere

[Dc (�2)]
� �= [Dco (�2)]

� �= l1 dir.

4.2. l1 (�2) ve c (�2) nin Dual Uzaylar¬

Bu bölümde l1 (�2) ve c (�2) nin Köthe-Toeplitz Dualleri verilecektir.

Lemma 4.2.1. Aşa¼g¬daki (a) ve (b) koşullar¬denktir.

a) sup
k
j�xk ��xk+1j <1

b) i) sup
k
k�1 j�xkj <1

ii) sup
k

���xk � k (k + 1)�1�xk+1�� <1
·Ispat. Lemma 3.2.1 de xk yerine �xk konuldu¼gunda ispat aç¬kt¬r.

Lemma 4.2 2. sup
k
k�1 j�xkj <1 ise sup

k
k�2 jxkj <1 d¬r.

·Ispat. sup
k
k�1 j�xkj < 1 olsun. Bu yüzden aç¬kt¬r ki sup

k
k�2 j�xkj < 1

dur.

jx1 � xk+1j �
kP
v=1

j�xvj = O
�
k2
�

ve

jxkj � jx1j+ jx1 � xk+1j+ jxk � xk+1j = O
�
k2
�

oldu¼gundan dolay¬sup
k
k�2 jxkj <1 elde edilir.

Lemma 4.2.3. [Dl1 (�2)]
�
= fa = (ak) :

P
k k

2 jakj <1g

d¬r.

·Ispat. U1 = fa = (ak) :
P

k k
2 jakj <1g olsun.
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a 2 U1 ise her x 2 Dl1 (�2) için Lemma 3.2.4 ve Lemma 3.2.5 denP
k

jakxkj =
P
k

k2 jakj
�
k�2 jxkj

�
<1

d¬r. Buradan a 2 [Dl1 (�2)]
� elde edilir.

Şimdi a 2 [Dl1 (�2)]
� olsun. Böylece her x 2 Dl1 (�2) için

P
k jakxkj <1

dur. x = (xk) dizisi

xk =

8<: 0; k = 1; 2

k2; k > 2
(4.1.3)

olarak al¬n¬rsa P
k

k2 jakj = ja1j+ j4a2j+
P
k

jakxkj <1

yaz¬labilir. Bu ise a 2 U1 oldu¼gunu gösterir.

Lemma 4.2.4..[Dl1 (�2)]
�
= [Dc (�2)]

�

·Ispat. Dc (�2) � Dl1 (�2) oldu¼gundan [Dl1 (�2)]
� � [Dc (�2)]

� d¬r.

a 2 [Dc (�2)]
� olsun. Böylece her x 2 Dc (�2) için

P
k jakxkj < 1 dur.

x = (xk) dizisi (4.1.3) de tan¬mland¬¼g¬şekilde al¬n¬rsa o zamanP
k

k2 jakj = ja1j+ j4a2j+
P
k

jakxkj <1

elde edilir. Bu ise a 2 [Dl1 (�2)]
� d¬r.

Lemma 4.2.5.

(i) [l1 (�
2)]

�
= [Dl1 (�

2)]
�

(ii) [c (�2)]
�
= [Dc (�2)]

�

·Ispat. i) Dl1 (�2) � l1 (�2) oldu¼gundan [l1 (�2)]
� � [Dl1 (�2)]

� d¬r.

a 2 [Dl1 (�2)]
� ve x 2 l1 (�2) olsun. Lemma 3.2.4 ve Lemma 3.2.5 denP

k

jakxkj =
P
k

k2 jakj
�
k�2 jxkj

�
<1
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yaz¬labilir. Buradan a 2 [Dl1 (�2)]
� d¬r.

ii) Dc (�2) � c (�2) ise [c (�2)]
� � [Dc (�2)]

� d¬r.

a 2 [Dc (�2)]
� ve x 2 c (�2) olsun. Lemma 3.2.4 ve Lemma 3.2.5 den

her x 2 c (�2) � l1 (�2) içinP
k

jakxkj =
P
k

k2 jakj
�
k�2 jxkj

�
<1

yaz¬labilir. Bu yüzden a 2 [c (�2)]
� d¬r bu da ispat¬tamamlamaktad¬r.

Şimdi temel sonucu verelim.

Teorem 4.2.6. X = l1 veya c için�
X
�
�2
���

=

�
a = (ak) :

P
k

k2 jakj <1
�

d¬r.

Teorem 4.2.7. X = l1 veya c için�
X
�
�2
����

=

�
a = (ak) : sup

k
k�2 jakj <1

�

dur.

·Ispat. U2 =
�
a = (ak) : sup

k
k�2 jakj <1

�
olsun. a 2 U2 ve x 2 [X (�2)]

�

ise P
k

jakxkj =
P
k

k2 jakj k�2 jxkj

�
P
k

k2 jxkj sup
k
k�2 jakj

< 1

dur. Bu yüzden a 2 [X (�2)]
�� d¬r.

Şimdi a 2 [X (�2)]
�� ve a =2 U2 olsun. Böylece

sup
k
k�2 jakj =1
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dur. Bu yüzden burada k (m) pozitif tamsay¬lar¬n¬n

k�2 (m)
��ak(m)�� > m2

olacak şekilde kesin artan bir (k (m)) dizisi vard¬r.

x dizisi aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬rsa

xk =

8<:
��ak(m)���1 ; k = k (m)

0; k 6= k (m)

buradan

P
k

k2 jxkj =
P
m

k2 (m)
��ak(m)���1

�
P
m

m�2

< 1

yaz¬l¬labilir. Böylece x 2 [X (�2)]
� ve

P
k jakxkj =1 dur.

Bu ise a 2 [X (�2)]
�� olmas¬yla çeli̧sir. Bu yüzden a 2 U2 dir.

Sonuç 4.2.8. l1 (�2) ve c (�2) perfect de¼gildir.

4.3. Matris Dönüşümleri

Bu bölümde baz¬matris s¬n¬�ar¬ karakterize edilecektir. G ve H, l1 ve

c dizi uzaylar¬ndan birini göstersin. G (�2) = fx = (xk) : �2x 2 Gg ve

H (�2) = fx = (xk) : �2x 2 Hg olacak şeilde G (�2) ve H (�2) uzaylar¬

tan¬mlans¬n. X dizi uzay¬ndan Y dizi uzay¬na tan¬mlanan tüm matrislerin

kümesi (X; Y ) ile gösterilsin.
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Teorem 4.3.1 A = (ank) 2 (G;H (�2)) olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) Her n 2 N için
P

k jankj <1

(ii) C 2 (G;H) ; burada C = (cnk) = (�ank ��an+1;k)

·Ispat. Yeterlili¼gin sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r.

Gereklilik: A = (ank) matrisi G den H (�2) ye tan¬mlans¬n. Böylece

An (x) =
P
k

ankxk

serisi her n ve her x 2 G için yak¬nsakt¬r ve (An (x)) 2 H (�2) dir. G = l1

veya c için G� = l1 oldu¼gundan (i) nin sa¼gland¬¼g¬görülmektedir. Ayr¬ca

(An (x)) 2 H (�2) oldu¼gundan her x 2 G için

�2An (x) =
P
k

�2ankxk =
P
k

cnkxk = Cn (x)

dir. Bu yüzden Cn (x) 2 H d¬r. Bu da C 2 (G;H) demektir.
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5. m. DERECEDEN BAZI FARK D·IZ·I UZAYLARI

5.1. m. Dereceden Fark Dizi Uzaylar¬:

Bu bölümde l1 (�) ; c (�) ve co (�) dizi uzaylar¬biraz daha geni̧sletilerek

l1 (�
m), c (�m) ve co (�m) dizi uzaylar¬elde edilecek ve bu uzaylar çal¬̧s¬la-

cakt¬r. Örnek olarak m 2 N için l1 (�m) = fx = (xk) : (�mxk) 2 l1g d¬r.

Ayr¬ca bu bölümde tan¬mlanan bu uzaylar¬n baz¬ topolojik özellikleri ve

kapsama ba¼g¬nt¬lar¬verilerek, sürekli ve Köthe-Toeplitz dualleri bulunacak-

t¬r. Bunun yan¬nda bu uzaylar aras¬nda tan¬mlanan matris dönüşümleri için

gerek ve yeter şartlar verilecektir.

5.1.1. Tan¬m.

m 2 N olmak üzere

�0x = (xk)

�x = (xk � xk+1)

�mx = (�mxk) =
�
�m�1xk ��m�1xk+1

�

ve

�mxk =
mP
v=0

(�1)v
�
m

v

�
xk+v

için aşa¼g¬daki uzaylar tan¬mlans¬n.

l1 (�
m) = fx = (xk) : �mx 2 l1g

c (�m) = fx = (xk) : �mx 2 cg

co (�
m) = fx = (xk) : �mx 2 cog

l1 (�
m), c (�m) ve co (�m) uzaylar¬n¬n lineer uzay oldu¼gu aç¬kt¬r.
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Bu uzaylar¬n aşa¼g¬da verilen norma göre normlu uzay olduklar¬n¬göstermek

kolayd¬r.

kxk� =
mP
i=1

jxij+ k�mxk1 (5.1.1)

Teorem 5.1.1. (5.1.1) de tan¬mlanan norm ile l1 (�m), c (�m) ve co (�m)

dizi uzaylar¬Banach Uzay¬d¬rlar.

·Ispat: Her s 2 N için xs = (xsi ) = (xs1; xs2; :::) 2 l1 (�m) olmak üzere (xs)

dizisi l1 (�m) de bir Cauchy dizisi olsun. Böylece s; t!1 için

xs � xt


�
=

mP
i=1

��xsi � xti��+ sup
k

���m
�
xsk � xtk

���! 0

d¬r. Buradan her k 2 N ve s; t!1 için��xsk � xtk��! 0

elde edilir. Bu nedenle (xsk) = (x
1
k; x

2
k; :::) dizisi kompleks say¬lar kümesi olan

C de bir Cauchy dizisidir. C tam oldu¼gundan bu Cauchy dizisi yak¬nsakt¬r.

Bu yüzden her k 2 N için

lim
s
xsk = xk

yaz¬labilir. Her � > 0 için (xs) Cauchy dizisi oldu¼gundan her s; t � N için

kxs � xtk� < � olacak şekilde N = N (�) vard¬r.

Buradan her k 2 N için ve her s; t � N için

mP
i=1

��xsi � xti�� � � ve

���� mP
v=0

(�1)v
�
m

v

��
xsk+v � xtk+v

����� � �
dur. Böylece her s � N için

lim
t

mP
i=1

��xsi � xti�� = mP
i=1

jxsi � xij � �
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ve

lim
t

���m
�
xsk � xtk

��� = j�m (xsk � xk)j � �

dur. Bu ise her s � N için kxs � xk� < 2� demektir. Yani x = (xk) disinde

s!1 a xs ! x dir.

j�mxkj =
���� mP
v=0

(�1)v
�
m

v

�
xk+v

����
=

���� mP
v=0

(�1)v
�
m

v

��
xk+v � xNk+v + xNk+v

�����
�

���� mP
v=0

(�1)v
�
m

v

��
xNk+v � xk+v

�����+ ���� mP
v=0

(�1)v
�
m

v

��
xNk+v

�����
�



xN � x


�
+
���mxNk

�� = O (1)
oldu¼gundan x 2 l1 (�m) elde edilir. Bu nedenle l1 (�m) Banach uzay¬d¬r.

c (�m) ve co (�m) uzaylar¬n¬n l1 (�m) nin kapal¬alt uzay¬olduklar¬göste

rilebilir. Bu yüzden bu uzaylar da (5.1.1) de tan¬mlanan norm ile Banach

uzay¬d¬rlar.

Şimdi bu dizi uzaylar¬ aras¬nda kullan¬lan baz¬ kuvvetli kapsama ba¼g¬n-

t¬lar¬n¬verelim.

Lemma 5.1.2. i) co (�m) � co (�m+1) ;

ii) c (�m) � c (�m+1) ;

iii) l1 (�
m) � l1 (�m+1)

ve bu kapsamalar kesindir.

·Ispat. x 2 co (�m) olsun.

���m+1xk
�� = j�mxk ��mxk+1j

� j�mxkj+ j�mxk+1j ! 0; (k !1)
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oldu¼gundan x 2 co (�m+1) elde edilir. Böylece co (�m) � co (�
m+1) dir.

Bu kapsama x = (km) dizisi için kuvvetlidir, örnek olarak x = (km) dizisi

co (�
m+1) ye aittir, fakat co (�m) ye ait de¼gildir.

ii) ve iii) nin ispat¬da i) nin ispat¬na benzerdir.

Lemma 5.1.3. (i) co (�m) � c (�m)

(ii) c (�m) � l1 (�m)

bu kapsamalar kesindir.

Bunun yan¬nda l1 (�m) ; c (�m) ve co (�m) sürekli koordinatlara sahip Ba-

nach Uzay¬olduklar¬ndan ( her k 2 N için s ! 1 a kxs � xk� ! 0 ise

jxsk � xkj ! 0 d¬r.) ayn¬zamanda BK-uzay¬d¬rlar.

Aç¬klama. l1 (�m) ; c (�m) ve co (�m) uzaylar¬dizi cebiri olmak zorunda

de¼giller. Buna örnek verelim. ·Iyi bilinmektedir ki co dizi cebiridir.

x = (k) ve y = (km�1) olsun. m � 2 için x; y 2 co (�m) ; x:y =2 co (�m) :

Şimdi x = (x1;x2;x3;:::) olmak üzere Dx = (0; 0; :::; xm+1;xm+2;:::) olacak

şekilde aşa¼g¬daki D operatörü tan¬mlans¬n.

D : l1 (�
m)! l1 (�

m)

aç¬kt¬r ki D; l1 (�m) üzerinde s¬n¬rl¬lineer operatördür. Bunun yan¬nda

D [l1 (�
m)] = Dl1 (�

m) = fx = (xk) : x 2 l1 (�m) ; x1 = x2 = x3 = ::: = xm = 0g

kümesi l1 (�m) nin bir alt uzay¬d¬r ve Dl1 (�m) de

kxk� = k�mxk1
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dir.

Şimdi

�m : Dl1 (�
m)! l1; �mx = y =

�
�m�1xk ��m�1xk+1

�
(5.1.2)

�m lineer homeomor�zmdir. Buradan Dl1 (�m) ve l1 topolojik uzay

olarak dektirler. �m ve (�m)�1 normu korurlar ve k�mk =


(�m)�1



 = 1
dir.

l�1 ve [Dl1 (�
m)]� s¬ras¬yla l1 ve Dl1 (�m) nin sürekli duallerini göstersin.

T : [Dl1 (�
m)]� ! l�1

f� ! f� � (�m)�1 = f

olarak tan¬mlanan T dönüşümü lineer izometridir.

Böylece [Dl1 (�m)]� ve l�1 uzaylar¬denktirler.

Benzer şekilde Dc (�m) ve c, Dco (�m) ve co topolojik anlamda denk uzay-

lard¬r. [Dc (�m)]� �= [Dco (�m)]� �= l1 dir. Burada l1 = fx = (xk) :
P

k jxkj <1g d¬r.

5.2. l1 (�m) ve c (�m) nin Dual Uzaylar¬

Bu bölümde l1 (�m) ve c (�m) nin Köthe-Toeplitz dualleri verilecektir.

Ayr¬ca bu uzaylar¬n perfect uzaylar olmad¬¼g¬gösterilecektir.

Lemma 5.2.1.Aşa¼g¬daki (a) ve (b) şartlar¬birbirine denktir.

(a) sup
k
j�m�1xk ��m�1xk+1j <1

(b) i) sup
k
k�1 j�m�1xkj <1

ii) sup
k

���m�1xk � k (k + 1)�1�m�1xk+1
�� <1

·Ispat. Lemma 3.2.1 de xk yerine �m�1xk yaz¬l¬rsa sonuç aşikard¬r.

Lemma 5.2.2. Her i 2 N için sup
k
k�i j�xkj < 1 ise sup

k
k�(i+1) jxkj < 1
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dur.

·Ispat. sup
k
k�i j�xkj <1 olsun. Böylece

jx1 � xk+1j �
kP
v=1

j�xvj = O
�
k(i+1)

�

ve

jxkj � jx1j+ jx1 � xk+1j+ jxk � xk+1j = O
�
k(i+1)

�
:

Buradan sup
k
k�(i+1) jxkj <1 elde edilir.

Lemma 5.2.3. Her i;m 2 N ve 1 � i < m için sup
k
k�i j�m�1xkj < 1 ise

sup
k
k�(i+1)

���m�(i+1)xk
�� <1 dur.

·Ispat. Lemma 5.2.2 de �xk yerine �m�ixk konulursa sonuç aşikard¬r.

Sonuç 5.2.4. sup
k
k�1 j�m�1xkj <1 ise sup

k
k�mxk <1 dur.

Sonuç 5.2.5. x 2 l1 (�m) ise sup
k
k�m jxkj <1 dur.

Lemma 5.2.6. [Dl1 (�m)]� = fa = (ak) :
P

k k
m jakj <1g

·Ispat. U1 = fa = (ak) :
P

k k
m jakj <1g olsun.

a 2 U1 ise böylece her x 2 Dl1 (�m) için sonuç 5.2.5 denP
k

jakxkj =
P
k

km jakj
�
k�m jxkj

�
<1

dur. Buradan a 2 [Dl1 (�m)]� elde edilir.

a 2 [Dl1 (�m)]� olsun. Böylece her x 2 Dl1 (�m) için
P

k jakxkj <1 dur.

x = (xk) dizisi aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬rsa

xk =

8<: 0; k � m

km; k > m
(5.2.1)

P
k

km jakj =
mP
k=1

km jakj+
P
k

jakxkj <1
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yaz¬labilir. Bu ise a 2 U1 oldu¼gunu gösterir.

Lemma 5.2.7. [Dl1 (�m)]� = [Dc (�m)]�.

·Ispat. Dc (�m) � Dl1 (�m) oldu¼gundan [Dl1 (�
m)]� � [Dc (�m)]� dir.

a 2 [Dc (�m)]� olsun. Böylece her x 2 Dc (�m) için
P

k jakxkj < 1 dur.

E¼ger x = (xk) dizisi (5.2.1) de tan¬mland¬¼g¬şekilde al¬n¬rsa böyleceP
k

km jakj =
mP
k=1

km jakj+
P
k

jakxkj <1

yaz¬labilir. Bu da a 2 [Dl1 (�m)]� demektir.

Lemma 5.2.8. (i) [l1 (�m)]� = [Dl1 (�
m)]�

(ii) [c (�m)]� = [Dc (�m)]�.

·Ispat. (i) Dl1 (�
m) � l1 (�

m) oldu¼gundan [l1 (�m)]� � [Dl1 (�
m)]�

d¬r.

a 2 [Dl1 (�m)]� ve x 2 l1 (�m) olsun. Sonuç 5.2.5. denP
k

jakxkj =
P
k

km jakj
�
k�m jxkj

�
<1

oldu¼gu biliniyor buradan a 2 [l1 (�m)]� d¬r.

(ii) Dc (�m) � c (�m) ise [c (�m)]� � [Dc (�m)]� d¬r.

a 2 [Dc (�m)]� ve x 2 c (�m) olsun. Sonuç 5.2.5 den

her x 2 c (�m) � l1 (�m) içinP
k

jakxkj =
P
k

km jakj
�
k�m jxkj

�
<1

oldu¼gu bilinmektedir. Buradan a 2 [c (�m)]� elde edilir. Bu da ispat¬

tamamlamaktad¬r.

Şimdi temel sonuç verilsin.

Teorem 5.2.9. X; l1 veya c den birini göstersin. Böylece

[X (�m)]� =

�
a = (ak) :

P
k

km jakj <1
�
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d¬r.

Sonuç 5.2.10. X = l1 veya c için

[X (�)]� =

�
a = (ak) :

P
k

k jakj <1
�

·Ispat. Teorem 2.10 da m = 1 al¬n¬rsa ispat aşikard¬r.

Sonuç 5.2.11. X = l1 veya c için�
X
�
�2
���

=

�
a = (ak) :

P
k

k2 jakj <1
�

·Ispat. Teorem 2.10 da m = 2 al¬n¬rsa ispat aşikard¬r.

Teorem 5.2.12. X; l1 veya c den birini göstersin. Böylece

[X (�m)]�� =

�
a = (ak) : sup

k
k�m jakj <1

�

·Ispat. U2 =
�
a = (ak) : sup

k
k�m jakj <1

�
olsun. a 2 U2 ve x 2 [X (�)]�

ise böylece

P
k

jakxkj =
P
k

km jxkj k�m jakj �
P
k

km jxkj sup
k
k�m jakj <1

dur. Buradan a 2 [X (�m)]�� d¬r.

Şimdi a 2 [X (�m)]�� ve a =2 U2 oldu¼gu kabul edilsin. Böylece

sup
k
k�m jakj =1

yaz¬labilir. Buradan

[k (i)]�m
��ak(i)�� > im

olacak şekilde pozitif k (i) tamsay¬lar¬n¬n kesin artan (k (i)) dizisi vard¬r.
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x dizisi aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬rsa

xk =

8<:
��ak(i)���1 ; k = k (i)

0; k 6= k (i)

böylece

P
k

km jxkj =
P
i

[k (i)]m
��ak(i)���1 �P

i

i�m <1

oldu¼gu görülür. Buradan x 2 [X (�)]� ve
P

k jakxkj =
P
1 =1 dur.

Bu ise a 2 [X (�m)]�� olmas¬yla çeli̧sir. Buradan a 2 U2 dir.

E¼ger Teorem 5.2.12 de m = 2 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 5.2.13. X = l1 veya c için

�
X
�
�2
����

=

�
a = (ak) : sup

k
k�2 jakj <1

�

Sonuç 5.2.14. l1 (�m) ve c (�m) dizi uzaylar¬perfect de¼gildir.

5.3. Matris Dönüşümleri

Bu bölümde baz¬matris s¬n¬�ar¬ karakterize edilecektir. G ve H; l1 ve

c dizi uzaylar¬ndan birini göstersin. G (�m) = fx = (xk) : �mx 2 Gg ve

H (�m) = fx = (xk) : �mx 2 Hg olmak üzere G (�m) ve H (�m) uzaylar¬

düşünülsün. X dizi uzay¬ndan Y dizi uzay¬na tan¬mlanan tüm matrislerin

kümesi (X; Y ) ile gösterilsin.

Teorem 5.3.1. A = (ank) 2 (G;H (�m)) olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) Her n 2 N için
P

k jankj <1

(ii) C = (cnk) = (�
m�1ank ��m�1an+1;k) olmak üzere C 2 (G;H) d¬r.

·Ispat. Yeterlili¼gin sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r.

Gereklilik : A = (ank) matrisi G den H (�m) ye bir dönüşüm olsun.
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Böylece her n ve her x 2 G; ve (An (x)) 2 H (�m) için

An (x) =
P
k

ankxk

serisi yak¬nsakt¬r. G = l1 veya c için G� = l1 oldu¼gundan (i) elde edilir.

Üstelik (An (x)) 2 H (�m) oldu¼gundan her x 2 G için

�mAn (x) =
P
k

�mankxk =
P
k

cnkxk = Cn (x)

dir. Bu yüzden (Cn (x)) 2 H dir. Buradan C 2 (G;H) elde edilir.

Bu da ispat¬tamamlamaktad¬r.

Son olarak aşa¼g¬daki sonuçlar verilebilir.

Sonuç 5.3.2. A = (ank) 2 (G;H (�)) olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) Her n 2 N için
P

k jankj <1

(ii) C = (cnk) = (ank � an+1;k) olmak üzere C 2 (G;H) d¬r.
·Ispat. Teorem 5.3.1 de m = 1 al¬n¬rsa ispat aşikard¬r.

Sonuç 5.3.3. A = (ank) 2 (G;H (�2)) olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) Her n 2 N için
P

k jankj <1

(ii) C = (cnk) = (�ank ��an+1;k) olmak üzere C 2 (G;H) d¬r.
·Ispat. Teorem 5.3.1 de m = 2 al¬n¬rsa ispat aşikard¬r.
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6. GENELLEŞM·IŞ FARK D·IZ·I UZAYLARI

6.1 Genelleşmi̧s Fark Dizi Uzaylar¬

Bir dizi uzay¬n¬n p��; p�� ve p
� duallerinin tan¬m¬M. Et taraf¬ndan

yap¬lm¬̧st¬r. Bu bölümde X = l1, c ve co için �m
v (X) dizi uzaylar¬n¬n

p�� ve N duallerini ve X = l1, c ve c0 için �m
v (X) dizi uzaylar¬n¬n � ve


 dualleri incelenecektir.

6.1.1. Tan¬m

Tüm skaler dizilerin uzay¬! ile gösterilsin. ! n¬n herhangi bir alt uzay¬

da bir dizi uzay¬d¬r. l1, c ve co ¬n s¬ras¬yla s¬n¬rl¬,yak¬nsak ve s¬f¬ra yak¬n-

sak kompleks terimli x = (xk) dizilerinin lineer uzay¬n¬gösterdi¼gini önceki

bölümlerde belirtilmi̧s ve bu uzaylar için norm

kxk1 = sup
k
jxkj

olarak verilmi̧sti. Bu bölümde X, l1; c veya co uzaylar¬ndan birini göstere-

cektir.

m; negatif olmayan bir tamsay¬olsun. Böylece her k 2 N için

�mxk = �
m�1xk ��m�1xk+1

olmak üzere

�m (X) = fx = (xk) : (�mxk) 2 Xg ;

olarak tan¬mlans¬n.

v = (vk) s¬f¬rdan farkl¬kompleks say¬lar¬n sabit bir dizisi olsun. Et ve Esi

yukar¬daki dizi uzay¬n¬

�m
v (X) = fx = (xk) : (�m

v xk) 2 Xg ;
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dizi uzay¬na genelleştirmi̧slerdir. Burada her k 2 N için

�m
v xk = �

m�1
v xk ��m�1

v xk+1;

�m
v xk =

Pm
i=0 (�1)

i �m
i

�
vk+ixk+i dir.

�m
v (X) dizi uzay¬

kxk� =
mX
i=1

jvixij+ k�m
v xk1

normu ile Banach uzay¬d¬r.

Şimdi

�(m)
v xk =

mX
i=0

(�1)i
�
m

i

�
vk�ixk�i

olarak tan¬mlans¬n.

Sonuç 6.1.2 : (�m
v xk) 2 X olmas¬için gerek ve yeter şart

�
�
(m)
v xk

�
2 X

olmas¬d¬r.

Şimdi x 2 �(m)
v (X) için

kxk�0 = sup
k

���(m)
v xk

��

normu tan¬mlans¬n. Yukar¬da tan¬mlanan norma göre
�
�
(m)
v (X) ; k�k�0

�
BK-uzay¬d¬r. Ayr¬ca kxk� and kxk�0 nomlar¬denktir

x = (x1; x2; :::; xm; :::) için Dx = (0; 0; :::; xm+1; xm+2; :::) olacak şekilde

D : �m
v (X) �! �m

v (X)

operatörü tan¬mlans¬n.

�m
v (X) de D nin s¬n¬rl¬lineer operatör oldu¼gu aç¬kt¬r. Buna ilaveten

D [�m
v (X)] = D�

m
v (X) = fx = (xk) : x 2 �m

v (X) ; x1 = x2 = ::: = xm = 0g
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kümesi �m
v (X) nin bir alt uzay¬d¬r ve D�

m
v (X) de kxk� = k�m

v xk1 dur.

�m
v x = y = (�

m
v xk) olmak üzere �

m
v : D�

m
v (X) �! X (6.1.1)

şeklinde tan¬mlanan �m
v lineer homeomor�zm oldu¼gundan dolay¬

D�m
v (X) ve X topolojik anlamda denk uzaylard¬r. X� ve [D�m

v (X)]
�

s¬ras¬yla X ve D�m
v (X) in sürekli duallerini göstersin.

T : [D�m
v (X)]

� �! X�;

f� �! f� � (�m
v ) = f;

olarak tan¬mlanan T operatörü lineer izometridir. Böylece [D�m
v (X)]

�

uzay¬ile X uzay¬denk uzaylard¬r.

6.2. Dual Uzaylar

Bu bölümde �m
v (X) nin p��; N�; �� ve 
�dualleri verilecektir.

Aşa¼g¬daki sonuçlar bölüm 1 ve bölüm 4 ten elde edilmi̧stir.

M1k
m �

�
m+ k

k

�
�M2k

m, k = 0; 1; 2; (6.2.1)

nP
k=0

�
n+m� k � 1

m� 1

�
=

�
n+m

m

�
=

�
n+m

n

�
; (6.2.2)

x 2 �m
v (`1) ise sup

k
k�m jvkxkj <1; (6.2.3)

Lemma 6.2.1. (pn) pozitif say¬lar¬n sonsuza monoton artan bir dizisi olsun.

(i) supn j
Pn

v=1 pvavj <1; ise supn
��pnP1

k=n+1 ak
�� <1.dur.

(ii)
P

k pkak yak¬nsak ise limn pn
P1

k=n+1 ak = 0 d¬r.
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Tan¬m 6.2.2. E bir dizi uzay¬ve p > 0 olmak üzere aşa¼g¬daki uzaylar

tan¬mlans¬n.

Ep� =

(
a = (ak) :

X
k

jakxkjp <1;8x 2 E
)

Ep� =

(
a = (ak) :

X
k

(akxk)
p yak¬nsakt¬r;8x 2 E

)

Ep
 =

(
a = (ak) : sup

n

�����
nX
k=0

(akxk)
p

����� <1;8x 2 E
)

EN =
n
a = (ak) : lim

k
akxk = 0;8x 2 E

o

Ep�, Ep�, Ep
 and EN uzaylar¬na s¬ras¬yla E nin p��; p��; p
� ve N�

dualleri denir. Ep� � Ep� � Ep
 ve � = p�; p�; p
 için E � F ise F � � E�

dir. p = 1 al¬n¬rsa buradaki tan¬mdan E nin ��; �� and 
� dualleri elde

edilir.

Teorem 6.2.3. 0 < p <1 olsun. Böylece

U1 =

(
a = (ak) :

1X
k=1

kpm
��v�1k ��p jakjp <1

)
;

U2 =

�
a = (ak) : sup

n
k�pm jvkjp jakjp <1

�
;

olmak üzere

(i) [�m
v (l1)]

p� = [�m
v (c)]

p� = [�m
v (co)]

p� = U1

(ii) Up�1 = U2

·Ispat. a 2 U1 ve x 2 �m
v (l1) olsun. Böylece

1X
k=1

jakxkjp =
1X
k=1

kpm
��v�1k ��p jakjp k�pm jvkjp jxkjp

� sup
n
k�pm jvkxkjp

1X
k=1

kpm
��akv�1k ��p <1:

dur. Buradan a 2 [�m
v (l1)]

p� dir.
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Tersine a 2 [�m
v (l1)]

p� ve a =2 U1 oldu¼gunu kabul edelim.

Böylece n1 < n2 < :::; için

ni+1X
k=ni+1

jvkj�p kpm jakjp > ip

olacak şekilde ni pozitif tamsay¬lar¬n¬n kesin artan bir (ni) dizisi vard¬r.

x 2 �m
v (c0) olmak üzere x = (xk) dizisi aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlans¬n.

xk =

8<: 0; 1 � k � n1
kmvksgn

ak
i
; ni � k � ni+1

Böylece

1X
k=1

jakxkjp =

n2X
k=n1+1

jakxkjp + :::+
ni+1X

k=ni+1

jakxkjp

=

n2X
k=n1+1

kpm jvkj�p jakjp + :::+
1

ip

ni+1X
k=ni+1

kpm jvkj�p jakjp

> 1 + 1 + :::

=
1X
i=1

1

= 1

elde edilir. Bu ise a 2 [�m
v (c0)]

p� olmas¬ile çeli̧sir. Bu yüzden a 2 U1 dir.

Bu da (i) nin ispat¬n¬tamamlamaktad¬r.

(ii) a 2 U2 ve x 2 U1 olsun. Böylece
1X
k=1

jakxkjp =
1X
k=1

kpm
��v�1k ��p jakjp k�pm jxkjp jvkjp

� sup
k

�
k�pm jakjp jvkjp

� 1X
k=1

kpm
��v�1k ��p jxkjp

< 1:
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dur. Buradan a 2 Up�1 d¬r.

Şimdi a 2 Up�1 ve a =2 U2 oldu¼gu kabul edilsin. Böylece

sup
k
k�pm jvkjp jakjp =1

elde edilir. Buradan

[k (i)]�pm
��vk(i)��p ��ak(i)��p > im

olacak şekilde k (i) pozitif tamsay¬lar¬n¬n kesin artan bir (k (i)) dizisi vard¬r.

x dizisi

xk =

8<:
��
ak(i)

���p ; k = k(i)
0; k 6= k(i)

biçiminde tan¬mlan¬rsa m � 2 için
1X
k=1

kpm
��v�1k ��p jxkjp =

1X
i=1

[k(i)]pm
��vk(i)���p ��ak(i)���p

�
1X
i=1

i�m

< 1

elde edilir. Buradan x 2 U1 ve
P1

k=1 jakxkj
p =

P1
k=1 1 =1 dur.

Bu ise a 2 Up�1 olmas¬yla çeli̧sir. Bu yüzden a 2 U2 dir.

Teorem 6.2.3 de her k 2 N için vk = 1 al¬nd¬¼g¬nda aşa¼g¬daki sonuç elde

edilir.

Sonuç 6.2.4. 0 < p <1 olsun.

G1 =

(
a = (ak) :

1X
k=1

kpm jakjp <1
)
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G2 =

�
a = (ak) : sup

k
k�pm jakjp <1

�
olmak üzere

(i) [�m (`1)]
p� = [�m (c)]p� = [�m (c0)]

p� = G1

(ii) Gp�1 = G2

dir.

Lemma 6.2.5. x 2 �m
v (c0) ise

�
m+k
k

��1
vkxk ! 0; (k !1) d¬r.

Teorem 6.2.6. m pozitif bir tamsay¬olsun.

M1 (v) = fa = (an) : v�1n nman �! 0; n �!1g

ve

M2 (v) =

�
a = (an) : sup

n

���� nP
k=0

�
n+m�k�1
m�1

�
v�1n an

���� <1�
olmak üzere

[�m
v (`1)]

N = [�m
v (c)]

N =M1 (v) ve [�m
v (c0)]

N =M2 (v)

dir.

·Ispat. [�m
v (`1)]

N = [�m
v (c)]

N = M1 (v) nin ispat¬kolayd¬r. Bu yüzden

sadece [�m
v (c0)]

N =M2 (v) oldu¼gu gösterilecektir.

a 2M2 (v) ve x 2 �m
v (c0) olsun. Böylece Lemma 6.2.5. ve(6.2.2) den

lim
n
anxn =

 
nX
k=0

�
n+m� k � 1

m� 1

�!
v�1n an

 
nX
k=0

�
n+m� k � 1

m� 1

�!�1
vnxn

= 0

elde edilir. Buradan a 2 [�m
v (c0)]

N dir.

Şimdi a 2 [�m
v (c0)]

N oldu¼gu kabul edilsin. Böylece her x 2 �m
v (c0) için

lim
n
anxn = 0
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d¬r. Di¼ger taraftan (6.1.1) ve yukar¬da verilen nottan her x 2 �m
v (c0) için

xn = v�1n

nX
k=1

�
n+m� k � 1

m� 1

�
yk = v

�1
n

nX
k=0

�
n+m� k � 1

m� 1

�
yk = 0;

y0 = 0;

olacak şekilde bir ve yaln¬z bir y = (yk) 2 co vard¬r. Buradan

lim
n
anxn = lim

n

nX
k=0

�
n+m� k � 1

m� 1

�
v�1n anyk = 0; 8y 2 c0

d¬r.

ank =

8<:
�
n+m�k�1
m�1

�
v�1n an; 1 � k � n

0; k > n

al¬n¬rsa

lim
n

1X
k=0

ankyk = lim
n

nX
k=0

�
n+m� k � 1

m� 1

�
v�1n anyk = 0; 8y 2 c0

elde edilir. Buradan A 2 (co; co) d¬r. Böylece

sup
n

nX
k=0

jankj = sup
n

nX
k=0

jankj
�
n+m� k � 1

m� 1

� ��v�1n �� janj <1
dur. Bu da ispat¬tamamlar.

Aşa¼g¬daki teoremler boyunca bk yerine
1P

j=k+1

v�1j aj yaz¬lacakt¬r.

Teorem 6.2.7. (a)

E1(v) =

(
a 2 ! :

1P
k=1

akv
�1
k

k�mP
j=1

�
k�j�1
m�1

�
yak¬nsakt¬r,

1P
k=1

jbkj
k�m+1P
j=1

�
k�j�1
m�2

�
<1

)

al¬n¬rsa

[D�m
v (l1)]

� = E1(v)
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dir.

(b)

E2 (v) =

(
a 2 ! : sup

n

����� nPk=1akv�1k k�mP
j=1

�
k�j�1
m�1

������ <1; 1Pk=1 jbkj k�m+1P
j=1

�
k�j�1
m�2

�
<1

)

al¬n¬rsa

[D�m
v (`1)]


 = E2 (v)

dir.

·Ispat. x 2 D�m
v (`1) ise yeterince büyük k örne¼gin k > 2m için

xk = v
�1
k

k�mX
j=1

�
k � j � 1
m� 1

�
yj; y1�m = y2�m = :::: = y0 = 0

olacak şekilde(6.1.1) den bir ve yaln¬z bir y = (yk) 2 l1 vard¬r.

a 2 E1 (v) ; ve
��1
�1
�
= 1 olsun. (Baz¬eserlerde k < 0 için

�
r
k

�
= 0 kabul

edilir.) Böylece

nX
k=1

akxk =
nX
k=1

ak

 
v�1k

k�mX
j=1

(�1)m
�
k � j � 1
m� 1

�
yj

!

= (�1)m
n�mX
k=1

bk+m�1

kX
j=1

�
k +m� j � 2

m� 2

�
yj (6.2.4)

�bn
n�mX
j=1

(�1)m
0@ n� j � 1

m� 1

1A yj
yaz¬labilir

1X
k=1

jbk+m�1j
kX
j=1

�
k +m� j � 2

m� 2

�
<1

oldu¼gundan
1X
k=1

bk+m�1

kX
j=1

�
k +m� j � 2

m� 2

�
yj
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serisi mutlak yak¬nsakt¬r. Ayr¬ca Lemma 6.2.1(ii) den n �!1 için

bn

n�mX
j=1

�
n� j � 1
m� 1

�
! 0

d¬r. Buradan her x 2 D�m
v (l1) için

1X
k=1

akxk

serisi yak¬nsakt¬r. Böylece a 2 [D�m
v (l1)]

� d¬r.

a 2 [D�m
v (`1)]

� olsun. Böylece her x 2 D�m
v (l1) için

1X
k=1

akxk serisi

yak¬nsakt¬r. x = (xk) dizisi aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬rsa

xk =

8<: 0; k � m

v�1k �
k�m
j=1

�
k�j�1
m�1

�
; k > m

1X
k=1

akv
�1
k

k�mX
j=1

�
k � j � 1
m� 1

�
=

1X
k=1

akxk

yaz¬labilir. Böylece
1X
k=1

akvk

k�mX
j=1

�
k � j � 1
m� 1

�

serisi yak¬nsakt¬r. Bu ise Lemma 6.2.1(ii) den n �!1 için

bn

n�mX
j=1

�
n� j � 1
m� 1

�
! 0

oldu¼gunu gösterir.

Şimdi a 2 [D�m
v (`1)]

� � E1 (v) olsun. Böylece

1X
k=1

jbkj
k�m+1X
j=1

�
k � j � 1
m� 2

�
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¬raksakt¬r. Yani
1X
k=1

jbkj
k�m+1X
j=1

�
k � j � 1
m� 2

�
=1

dur. Her k için ak > 0 veya her k için ak < 0 olmak üzere

xk =

8<: 0; k � m

v�1k �
k�1
i=1 sgnbi�

i�m+1
j=1

�
i�j�1
m�2

�
; k > m

olmak üzere x = (xk) dizisi tan¬mlans¬n. k > m için j�m
v xkj = 1 oldu¼gun-

dan x = (xk) 2 D�m
v (`1) oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece n > m; için

nX
k=1

akxk = �
mX
k=1

bk�1�vxk�1 �
n�mX
k=1

bk+m�1�vxk+m�1 � bnxnvn (6.2.5)

yaz¬labilir. (bnxnvn) 2 co oldu¼gundan n �!1 için (6.2.5) den

1X
k=1

akxk =
1X
k=1

bk+m�1�vxk+m�1

=
1X
k=1

jbk+m�1j
kX
j=1

�
k +m� j � 2

m� 2

�
= 1

elde edilir. Bu ise a 2 [D�m
v (l1)]

� olmas¬yla çeli̧sir. Buradan a 2 E1 (v)

dir.

(b) nin ispat¬da yukar¬daki ispata benzer şekilde Lemma 6.2.1(i) kullan¬larak

yap¬labilir.

Lemma 6.2.8. � = � veya 
 olmak üzere [D�m
v (l1)]

� = [D�m
v (c)]

�

dir.
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Teorem 6.2.9. c+o tüm pozitif s¬f¬ra yak¬nsak dizilerin kümesini göstersin.

(a)

E3 (v) =

(
a 2 ! :

1P
k=1

akv
�1
k

k�mP
j=1

�
k�j�1
m�1

�
uj yak¬nsak ve

1P
k=1

jbkj
k�m+1P
j=1

�
k�j�1
m�2

�
uj <1; 8u 2 c+o

)
olarak al¬n¬rsa

[D�m
v (co)]

� = E3 (v) dir.

(b)

E4 (v) =

(
a 2 ! : sup

n

����� nPk=1akv�1k k�mP
j=1

�
k�j�1
m�1

�
uj

����� <1; 1P
k=1

jbkj
k�m+1P
j=1

�
k�j�1
m�2

�
uj <1; 8u 2 c+o

)

olarak al¬n¬rsa [D�m
v (co)]


 = E4 (v) dir.

Şimdi aşa¼g¬daki sonuçlar verilsin.

Lemma 6.2.10. � = � veya 
 olmak üzere

(i) [�m
v (l1)]

� = [D�m
v (l1)]

�

(ii) [�m
v (c)]

� = [D�m
v (c)]

�

(iii) [�m
v (c0)]

� = [D�m
v (c0)]

�

6.3. Matris Dönüşümleri

Bu bölümde yukar¬da tan¬mlanan �m
v (l1), �

m
v (c) ve �

m
v (co)dizi uzaylar¬

ile l1; c ve co dizi uzaylar¬aras¬nda matris dönüşümü tan¬mlanabilmesi için

gerek ve yeter şartlar incelenecektir.

Şimdi aşa¼g¬daki teoremler verilsin.

Teorem 6.3.1. G = l1 veya c ve H = l1; c veya co olsun. Böylece

bnk =
X1

i=k+1
aniv

�1
i

olmak üzere

A = (ank) 2 (�m
v (G) ; H) olmas¬için gerek ve yeter şart
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(i) (anj)n 2 H (1 � j � m)

(ii)
�P1

k=1 ankvk�1
Pk�m

j=1

�
k�j�1
m�1

�
j�r
�
n
2 H

(iii)
�
bnk
Pk�m+1

j=1

�
k�j�1
m�2

�
j�r
�
2 (G;H)

Teorem 6.3.2. G = l1 veya c ve H = l1; c veya co olsun. Böylece

C = (cnk) = (�
m�1vnank ��m�1vn+1an+1;k) olmak üzere

A = (ank) 2 (G;�m
v (H)) olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) Her n için
1P
k=1

jankj <1

(ii) C 2 (G;H)
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