1. GIRIS

Matematikte 6zellikle fonksiyonel analizde dizilerin biiyiik bir 6nemi vardir.
Uygulamalarda ise dizilerin sinirli ve yakinsak olmasi biiyiik 6nem tagimak-
tadir Bu calismada [, ¢ ve ¢, sirasiyla smirh, yakinsak ve sifira yakin-
sak dizi uzaylarim gostermek iizere bu dizilerin genellestirilmesi, dualleri ve
matris doniisiimleri incelenmistir. [, ¢ ve ¢, dizi uzaylar1 ¢ncelikle Kiz-
maz tarafindan A—dizi uzaylarina genisletilerek I (A), c¢(A) ve ¢, (A)
dizi uzaylar1 elde edilmistir. Bu uzaylar kendileri sinirli veya yakinsak ol-
mamasina ragmen A—simirli veya A—yakinsak dizilerden olusmustur. Bu
uzaylarin a—, f—,~v— ve siirekli dualleri incelenerek genigletilmis bu uza-
ylar arasinda tamimlanabilecek matris doniigiimii icin gerek ve yeter sartlar
anlatilmigtir. Mikail Et tarafindan ise bu A—dizi uzaylar1 tekrar genisletil-
erek I (A?), c(A?) ve ¢, (A?) dizi uzaylan elde edilmistir. Mikail Et ve
Riafat Colak tarafindan bu dizi uzaylar1 tekrar pozitif bir m sayist igin
genellegtirilmig ve [, (A™), ¢ (A™) ve ¢, (A™) dizi uzaylar1 elde edilmistir.
Elde edilen bu dizi uzaylarinin Banach uzay1 oldugu gosterilmis ve birbirleri
arasindaki kapsama bagintilar1 verilmistir. Bu uzaylar arasinda lineer ho-
moeomorfizm ve lineer izometri tanimlanarak topolojik olarak denk uzaylar
elde edilmigtir. [, (A™), ¢ (A™) ve ¢, (A™) uzaylarimn Kothe-Toeplitz du-
alleri incelenmis ve baz1 6nemli sonuglar verilmistir. Iy, ¢, lo (A?), ¢(A?%), I (A™)
ve ¢ (A™) dizi uzaylar arasindaki matris doniigiimii i¢in gerek ve yeter sart-
lar incelenmigtir. Sifirdan farkli kompleks sayilar1 sabit bir v = (vy) dizisi
icin bu uzaylar I, (A™), ¢(A™) ve ¢, (AT) dizi uzaylarima genellestirilerek
bu uzaylar i¢in saglanan bazi temel zellikler verilmis ve pa—, pg3, py ve N
dualleri elde edilerek bu dualler i¢in temel teoremler verilmistir. Genellegtir-
ilmig bu I, (A7), ¢ (A") ve ¢, (A7) uzaylar ile I, ¢ ve ¢, uzaylari arasin-

daki matris doniistimleri i¢in gerek ve yeter sartlar incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda ileriki boliimlerde kullanilacak olan temel tamim ve teoremler
verilecektir.

Tanim 2.1. (Smirh Dizi) : (z,,) dizisi verilmig olsun. Eger Vn € N igin,

|z, < K

olacak gekilde bir K pozitif reel sayisi varsa (z,,) dizisine simrh dizi denir.
Tanim 2.2. (Yakinsak Dizi): (z,,) bir reel say1 dizisi ve x € R olsun.
Ve > 0 igin n > ng oldugunda |z, — x| < € kalacak sekilde ¢ a bagh bir ny

say1st bulunabiliyorsa (z,,) dizisi « e yakinsaktir denir ve
limz, = x veya (z,) — x

seklinde gosterilir.

Bu tanimi su gekilde de vermek miimkiindiir.

(xy,) bir reel say1 dizisi ve € R olsun. Ve > 0 i¢in (x,,) dizisinin sonlu sayi-
daki terimleri hari¢ diger biitiin terimleri bir x reel sayisinin € komgulugunda

bulunuyorsa (z,,) dizisinin limiti = dir denir ve

limz,, = = veya (z,) — x

ile gosterilir.
Tanim 2.3. (Sifira Yakinsak Dizi) : =z = (z,) bir dizi olmak iizere
lim x,, = 0 ise z dizisine sifira yakinsayan dizi denir.

Tanim 2.4. (Cauchy Dizisi) : X bir lineer uzay ve (z,) bu uzayda bir

dizi olsun. Her ¢ > 0 i¢in m,n > ny oldugunda

d(z, —x,) <€



olacak gekilde bir ng = ng(e) says1 varsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir.
Tanim 2.5. (Mutlak Yakinsak Seri) : a = (a,) reel veya kompleks

terimli bir dizi olmak tizere Y -

lan| serisi yakinsak ise ) °  a, serisine
mutlak yakinsak seri denir.

Teorem 2.6. (Abel Kismi Toplami) : = = (z,,) ve y = (y,) reel veya
kompleks terimli herhangi iki dizi olsun. s,, = xy + x5+ ... + x,, olmak iizere

Yoy = >0 8 (Yi — Yir1) + Sn¥na
=1

=1

ifadesine Abel Kismi Toplami denir.
n — oo i¢in bu toplami agagidaki sekilde yazabiliriz:

ii TilYi = Zif:l si (Yi — Yi+1)
Tanim 2.7 (Homeomorfizm) : (X, 7) ve (Y,0) iki topolojik uzay ve
f:(X,7) — (Y,0) fonksiyonu verilsin. f fonksiyonun tersi f~! mevcut, f
ve f~! fonksiyonlarinin her ikisi de siirekli ise f ye (X, 7) dan (Y,0) ya bir
homeomorfizm denir. Bu durumda (X, 7) uzay1 (Y, 0) uzayina homemorfik-
tir denir.
Tanim 2.8 (Izomorfizm) : X ve Y aymi cisim iizerinde iki lineer uzay
ve T': X — Y bir doniisiim olsun. Bu 7" doniisimiit X den Y ye yapiy1
koruyan birebir ve iizerine bir doniigiim ise T ye izomorfizm denir. Mesela

(X,d) ve (Y,d') birer meetrik uzay ise X den Y ye bir T izomorfisi birebir,

tizerine ve uzakligl koruyan bir doniisimdiir. Yani

d(z,y) =d (T (2),T (y))

dir.



Tanim 2.9. (Metrik ve Metrik Uzay) : X bos olmayan bir ciimle
olsun.

d: X xX—=R

fonksiyonu igin,

M1) d(z,y)=0<=z=y

M2) d(xz,y) =d(y,x) (Simetri tzelligi)

M3) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) (Uggen Esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa d ye X de bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay
denir ve genellikle (X, d) veya X, ile gosterilir.

Tanim 2.10. (Tam Metrik Uzay) : X = (X, d) bir metrik uzay olmak
tizere X deki her (z,) Cauchy dizisi yakinsak ise (X, d) metrik uzayma tam
metrik uzay veya kisaca tamdir denir.

Tanim 2.11. (Lineer Uzay) : L bos olmayan bir ciimle ve F, reel veya
kompleks sayilar cismi olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F' iizerinde
lineer uzay veya vektor uzayi denir.

A) L, + iglemine gore degigmeli bir gruptur. Yani,

G1) Her z,y € L i¢in x + y € L dir.
G2) Herz,y,z€ Lignz+ (y+ 2) = (v +y) + z dir.
G3) Her z € L igin x 4+ 0 = 0 4+ = = x olacak sekilde § € L vardir.

G4) Her z € L igin z 4+ (—z) = (—z) + z = 0 olacak sekilde —z € L
. vardir.

G5) Her z,y € Ligin x +y = y + z dir.

B) z,y € L ve a, f € F olmak iizere agagidaki sartlar saglanir.

L1
2

a.x € L dir.

h

)

) a(z+y) =ax+ay dir.
L3) (a+B).x =a.x+ [ dir.
)

)

~

4) (af).x = a.(B.x) dir.

l.x = z dir. (Burada 1, F nin birim elemamdir.)

t~

5



Tanim 2.12.(Alt Uzay) : L, I cismi iizerinde bir lineer uzay ve M C L
olsun. Her a € F' ve her z,y € M icin

HDex+yeM

2) ar € M

sartlar1 saglaniyorsa M ye L nin bir alt uzay1 denir. Bu iki sart, a, § € F
olmak tizere

ar+ By e M

olmasina denktir.

Tanim 2.13. (Normlu Uzay) : N bir lineer uzay olsun.
Il: N —=R

fonksiyonunun = noktasindaki degerini ||z|| ile gosterelim. Bu fonksiyon igin
N1) |z]| =0<=x =10

N2) lox|| = [al[lz] (o€ F)

N3) Jlz -+ yll < 2l + lyll (Uggen Esitsidlig)

sartlar1 saglaniyorsa ||| fonksiyonuna N de (veya N iizerinde) norm denir.
Normlu uzaylar genellikle (N, ||||) ile gosterilir.

Tanim 2.14. (Banach Uzay1) : N normlu lineer uzay olsun. N, norm
metrigine gore tam ise N ye Banach uzay1 denir.

Tanim 2.15. (BK Uzayi) : Bir X dizi uzay: verilmis olsun. Eger X bir

Banach uzay1 ve tiim z € X i¢gin

P X-—-C

siirekli ise X uzayina BK uzay1 denir. Burada koordinatlarin siirekli olmasi



asagidaki sekilde tanimlanir.

X ve Y iki Banach uzay1, T : X — Y, (z,,) X de bir dizi ve z € X olsun.
x, —x iken T (x,)— T ()

dir. BK uzayindaki B ve K harfleri "Banach" ve Almancadaki "Koordinate"
kelimelerinden gelmektedir.

Tanim 2.16. (Operator) : Lineer uzaylarda tamimli doniigiimlere oper-
ator denir.

Tanim 2.17. (Lineer Operator) : L ve L' aym bir F' cismi iizerinde iki
lineer uzay olsun. T : L — L' operatorii asagidaki sartlar1 saghyorsa T' ye
lineer operator denir.

(i) T(x+y) =T x)+T(y)

(i1) T (ax) =aT (z) (a€F)

Tanim 2.18. (Sinirh Lineer Operatér) : N ve N’ normlu uzay ve

T : N — N’ lineer bir operator olsun. Her x € N igin

IT (2)]" < K |||

olacak gekilde bir K > 0 reel sayis1 varsa 1" ye sinirh lineer operator denir.
Tanim 2.19. (Operatoriin Normu) : N ve N’ normlu uzay ve 7' : N —

N’ lineer bir operator olsun. Her x € N i¢in

HTH:sup{M:xEN, :U#H}

]

ifadesine T operatoriiniin normu denir.

Tanim 2.20. : (Topolojik Uzay) : X bos olmayan bir ciimle ve 7, X in
alt ctimlelerinin bir ailesi olsun.

T1) X, @ €7 dur.

T2) 7 ya ait her sonlu sayidaki elemanlarin ara kesiti 7 ya aittir.

T3) 7 ya ait keyfi saydaki ciimlelerin birlegimi yine 7 ya aittir.
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Yukaridaki gsartlar saglaniyorsa 7 ya X igin bir topoloji ve (X, 7) ¢iftine de

topolojik uzay denir.

Tanim 2.21.(a—Dual Uzay) X bir dizi uzay1 olsun.

X = {a = (ag) : Y |agzrg| < 00 her x € X igin}
ko

seklinde tamimlanan X® uzayma X’in a — dual uzay:1 denir. Ayni zamanda
X* uzayma X’in Kothe-Toeplitz dual uzay1 da denir. ¢ C X dir. X C Y
ise Y* C X* dir. Acikca goriilebilir ki X C X**. Eger X = X ise X
e a — uzayr denir. Aym zamanda a—uzayma Kothe-Toeplitz uzay1 veya
perfect dizi uzay1 da denir..

Tanim 2.22. (Regiiler Matris) : Bir A = (a,;) sonsuz matrisi ver-
ilsin. Eger bu A matrisi yakinsak dizileri yakinsak dizilere limiti koruyarak
doniigtiiriiyorsa A ya regiilerdir denir.

Tanim 2.23. (Matris Déniigtimleri) : A = (au), _, kompleks sayilarin

sonsuz bir matrisi ve x = (xy);-, kompleks sayilar bir dizisi olsun. Eger

A, () = ZZ; Ak Th

serisi her n igin yakinsak ise A (x) = (A, (x)) dizisine = (x;) dizisinin A
matris doniigiimii dizisi denir. Eger A, (z) — y ise x = (z}) dizisi y ye A

toplanabilirdir denir.



3. FARK DiZi UZAYLARI

3.1. Fark Dizi Uzaylarinin Tanim

Bu boéliimde [, ¢ ve ¢, uzaylarindan yararlanilarak I, (A), ¢(A) ve ¢, (A)

uzaylar1 tanimlanacak ve bu uzaylarin dualleri (siirekli dual, @ — dual, 8 — dual ve v — dual)
verilecektir. Ayrica, [ (A) veya c¢(A) dan Iy veya ¢ ye bir A matris

doniisiimii icin gerek ve yeter sartlar incelenecektir.

Tanim 3.1.1: [, ¢ ve ¢, sirasiyla kompleks sinirli, yakinsak ve sifira
yakinsak x = () dizilerinin lineer uzayini gostersin. Bu uzaylar i¢in norm

ke N={1,2,3,...} pozitif tamsay1 olmak iizere

2]l = sup ||
k
bi¢iminde ifade edilir. Az = (z}, — zx,1) olmak iizere,
lo (A) = {z=(x): Ax €1}
c(A) = {x=(xg): Az €c}
co(A) = {x=(zg): Az € ¢}

tanimlanabilir. Bu uzaylar

[ella = laa] + Az

normuna gore Banach Uzaylaridir. Ornek olarak agagidaki teoremde [, (A)
nin Banach uzay1 oldugu gosterilmistir.
Teorem 3.1.1 (I (A), ||.|| o) yukarida tanimlanan norma gore Banach uza-

yidir.



Ispat : Her n € N igin 2" = (27) = (27,2%,...) € I (A) olmak tizere

(™) dizisi I« (A) da Cauchy dizisi olsun. Buradan,
[a" = 2™ ||y = |27 = 27" + [[Az" = Aa™[| , — 0 (n,m — o0)

olacaktir. n,m — oo ve her k € N igin |2} — z]*| — 0 elde edilir.
Buradan (z}) = (z,22,...) dizisi C de (kompleks sayilarm kiimesi) bir
Cauchy dizisidir. C nin tamhigindan dolay1 (z}!) dizisinin yakinsadig bir zy,

sayis1 vardir. Yani her £ € N icin

limz) = xp
n

dir.
Ayrica her € > 0 igin & € N ve her n,m > N olacak sekilde N = N (¢)

vardir oyleki

|z} — 2| < g, ‘xzﬂ —ap — (x) — :c};”)| <e

ve her n > N icin
limfa? —af| = |} o] <&
lim [y — oy — (o — )| = Jafs — ma — (o —m)| <
dur.

€, k ya bagh olmadigindan
s [ — s — (o~ )] < <

elde edilir.
Sonug olarak her n > N igin ||z" — x|, < 2¢ olur.

Buradan [, (A) da (n — o0) i¢in 2™ — z elde edilir.



Simdi = € I, (A) oldugu gosterilsin.

n_ N, N__N N
|k = wpa| = o —ay oy —aph ey - T

IN

o =z | + |2 ==l

- o)

dir. Buise z = (z) € lo (A) demektir.

Ustelik /o, (A) Banach Uzay siirekli koordinatlara sahip oldugundan (her
k € Nigin n — oo iken ||z — x|, — 0 ise |2} — x| — 0) aym1 zamanda
bir BK-Uzay1dir.

Simdi

s 1l (A) = 1 (A)

r — sr=y=/(0z923,..)

operatorii tanimlansin. Acikca goriilmektedir ki s, [, (A) iizerinde smirh

lineer operatordiir ve ||s|| = 1 dir. Ayrica

$[loo (A)] = slew (A) ={x = (25) : €l (A), 71 =0} Cls (A)

dir. Yani s[lo (A)], loo (A) nin alt uzayrdir ve sl (A) da

2]l = 1Az]l

dir. Diger yandan

A sl (A) = e

v = (v) —y=(y) = (T — Tpt1)

nmin lineer homeomorfizmi tamimlanabilir.
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Boylece sl (A) ve Iy, topolojik uzay anlaminda denktirler. A ve A~ normu
korurlar ve

Al = A7) =1 dir

I%. ve [sls (A)]" sirasiyla Iy, ve sl (A) min siirekli duallerini gostersin.

Buna gore
T = [sle (A)] — 1%
fa — [=faoA™}

bi¢iminde tanimlanan 7" doniigiimii lineer izometridir.

Boylece [sly (A)]" ve I¥, denk uzaylardir. Benzer yolla sc(A) ve c,

s¢, (A) ve ¢, m da topolojik uzay anlaminda denk olduklari gosterilebilir.
Ayrica buradan

[sc (A)]" = [sc, (A)]" 2= 1} dir. (I; mutlak yakinsak seriler).

3.2. Dual Uzaylar
Bu boliimde sl (A) min a—, S—, ve y—dualleri incelenerek kesin matris

doniisiimlerindeki tanimlamalarda faydali olacak sonuclari elde edilecektir.

Lemma 3.2.1. sup |z, — 2x41| < 0o olmasi igin gerek ve yeter sart
k
(i) supk™!|zx| < oo
k

(ii) sup |zx — k (k + 1)7! Tip1| < 00
k

Ispat. sup |z — 2x41] olsun. Buna gore
k

lzel = |2k — Tppr + T — 31+ 24 (3.2.1)

< we = g + |21 = Trga | + |1

(3.2.1.) esitsizliginde
k

Z (xv - xv—i—l)

v=1

k
|21 — Tppa| = < > |y — 2| = O (K)
v=1

11



oldugundan supk ™! |z;| < oo dur. Dolayisiyla (i) saglanir.
k

’iUk —k (k’ + 1)71 karl’ = ‘k (k + 1)71 (l’k — $k+1> + (lf + 1)71 l’k’ =0 (1)

oldugundan (ii) saglanir.
Simdi ise (i) ve (i) nin saglandigi kabul edilsin. Buna gore
|ZEk —k (lf + 1)_1 ZL'k_;,_l} Z k (]C + 1)_1 |CL’k — Jfk+1| - (k? + 1)_1 |1Ek|

dir. Bu ise sup |ry — 21 1| < 0o oldugunu gosterir.
k

(P,) Pozitif sayilarin sonsuza monoton artan bir dizisi olsun.

Lemma 3.2.2

cn+k 1

sup |Y p_; x| < oo ise sup ( ) < oo dur.
n n

Ispat. Abel kismi toplamu kullamlarak

5o Gkl 5t (i cn+y_1) ( b1 ) (3.2.2)

Ptk Poirn

ve
P, [S &t o)
k=1 Pn+k
elde edilir.
Lemma 3.2.3
Y e ¢k serisi yakinsak ise lim < fnthol > =0 dir.

Ispat. Her k € N igin ‘Zv 1 Cnto—1 (1) oldugundan

(3.2.2) kullanilarak

- ‘ZnJrk 1

i Cntk—1

k=1 Pnitk

b,

=0 (1)
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elde edilir.
Sonuglar.3.2.4. (P,) yukarida tammlandigi gibi kabul edilsin.

(a) sup [>n_; poay| < oo ise sup |P, Y02 ax| < oo dur.
(b) > rei prax yakinsak ise imP, Y ° . ap = 0 dir.

(¢) > pey kay yakmsaktir ancak ve ancak R, = ) ° ., a; olmak iizere

nR, =o(1) icin > ;7 Ry yakinsaktir.

Ispat (a) Lemma 3.2.2 de ¢, yerine Pyyjay41 yazarsak

> = sup (pn

n o0 a/ o0
Y Prt10k41 > Phin@hin Y Ugn
k=1

k=1

sup
n

k=1 Pk+n

n

) <o

< 00 ise sup <pn

buradan da

Yl _p S g =0(1)
k=1 DPn+k k=n+1

elde edilir.

(b) Lemma 3.2.3 de ¢ yerine Py jax. 1 yazilirsa

o0 oo
. . Pk+14n—10k+14n—1
Pri1Gk41 yakinsak ise lim (pn > =0
k=1 n k=1 Pk+4n

lim (pn Z ak—l—n) =0

k=1

o0
lim( n ak) =0
n k=n+1

(¢) Sonug (b) de P, = n yazilarak Abel Kismi Toplami kullanildiginda

elde edilir.

n n
> kap =Y Ry —nRn
k=1 k=1

13



elde edilir.

Tanum 3.2.5 X; [, c veya ¢, dizi uzaylarindan herhangi birini gostersin.
(1) X* ={a = (ag) : D poy lagxy] < co,her x € X icin}

(i) XP = {a = (ax): Y o, axrs, yakinsaktir, her x € X igin}

(i11) X7 = {a = (ag) : sUp 1> i agxy| < oo, herz € X igin}

X X ve X7 uzaylarina sirasiyla X uzaymm a— (veya Kothe-Toeplitz),
B— (veya Genellegtirilmiy Kothe-Toeplitz) ve v— dualleri denir. X< C
X# c X7 oldugu kolayca goriilebilmektedir. + = «, 3, veya v olmak iizere
XCYiseYlC X' dur

Teorem 3.2.6.

Ry =Y, ., a, olmak fizere

(1) (sl (8))" = {0 = (@) : 2 K laa] < o} = Dy

(2) (sl (A)) = {a = (ar) : X532, by yakmsaktr, S35, [Ri] < 00} = Dy
)(st ()" = {a = () s sup [Ty b < o0, S, Il < 0 = Dy

dir.
Ispat. (1) Her 2 € sly (A) igin a € D, ise

D lawak] = >0 K lax| (Jzx] /1K) < o0
k=1 k=1

dur. (Lemma 3.2.1 den). Buna gore a € (sly (A))” dur.

Her x € sle (A) igin a € (sle (A))" ise D oo | |agxs| < oo dur. Boylece
0, k=1
k, E>2

T —
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alinirsa

[ee) [ee]
Jax] + 32 larwr] = >0 klax| < oo
k=1 k=1

dur.
(2) a € Dy olsun. z € sly (A) ise bir ve yalmz bir y = (yx) € lo vardir
(3.2.1 den)

Tr ==y Yo1, Yo =0

n

n k n—1 n—1
Sagry =— > ay < yv_l) =— > Rpyr + Ry D wk (3.2.3)
1 k=1 k=1

k=1 k=1 v=

yazilabilir. S73° Ry, mutlak yakinsak ve R, S 27— yx — 0 (n — 00)
(sonug (c)) den her x € sly (A) igin Y, | agxy yakinsaktir.
Bu ise a € (slo (A))” oldugunu gosterir.

a € (sls (A))? ise buradan her z € sly (A) icin > pe axxy, yakinsaktir.

0, k=1
k, k>1

T =

almirsa buradan >, kaj, yakmsaktir. Bu ise nR, = o(1) oldugunu gos-

terir. (Sonug (c)) (3.2.3) kullanirsak

o0 n
Yoaprr = — > Riye
k=1 =1

her y € I i¢in yakinsaktir. Boylece > 7 |Ry| < 0o ve a € D, dir.
(3) (3) iin ispat1 yukaridakiyle aymidir.
t=a, B, veya v icin (slo (A))' = (sc(A))' oldugunu gostermek kolaydr.
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Simdi kabul edilsin ki E; [, (A), ¢(A) veya ¢, (A) dizi uzaylarindan biri
olsun.

(sB) =Ef,  t=a,B, veya icin

oldugu gosterilebilir.

3.3. Matris Doniistimleri
E ve F nin her biri [, ve ¢ dizi uzaylarindan birini gostersin ve E' ve F’
de Iy (A) ve ¢ (A) dizi uzaylarindan birini gostersin.(X,Y) de X den Y ye

doniigiim yapan tiim sonsuz A matrislerinin kiimesini gostersin.

Teorem 3.3.1 A € (E', F) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Ap (k) =202 kane  ve  R=(ru) = (3,241 @no) olmak iizere
(1) (an) € F,ve (An (k) € F

(i1) Re (E,F)

Ispat. A € (E', F) olsun. Buna gore tiim 2 € E’ ve her n € N icin

apn a2 @iz ... I
21 Q92 A3 ... )
A = i e e | Ve =| x5 | alnrsa

ap1 QAp2 Ap3

a11T1 + A2 + ... 220:1 A1,Tf A1 (ZL’)

a91T1 + Qa3 + ... Y pe | Q2T Ay ()
Az = | = = ...

Ap1X1 + ApaXa + Y peq OnkT A, ()

16



A, (z) =77 angxy, serisi yakinsak ve (A, (x)) € F dir.

x yerine z = (1,0,0,...) ve x = (k) yazldiginda (7) nin saglandig1 agiktir.

Ustelik her n € N i¢in (Teorem 3.2.6 dan).

(e o]
D k] <00
k=1

olur.
Simdi x € sE' C E' olsun. y € F ve y, = 0 i¢in

k

olmak iizere

m m—1 m—1
An (m7 CL’) = Z Ak = — Z TnkYk + Tom Z Yk
k=1 k=1 k=1

buradan her n € N i¢in (sonug (c) den)

limA, (m,z) = A, () = — > "tk
m k=1

(3.3.1)

elde edilir. Boylece her y € E icin (R, (y)) = (3_pe; nkYk) €lde edilir.

Buda R € (E, F') demektir.
Simdi (4) ve (4¢) nin saglandigr kabul edilsin
r € F ise

X, k=1

T = ' = (x)) € sE'.
o, k>1

(3.3.1) de tekrar yerine yazildiginda

A, (T) = @11 — Y Tk
k=1
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elde edilir. Buise her z € E' ve A € (E', F) i¢in A, (z) in varhigim gosterir.

Teorem 3.3.2 A € (E, F’) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

B = (bnk) - (ank - an-l—l,k)

olmak {izere

(i) Her n € Nigin Y77 |ank| < o0

(i) B € (E, F)

saglanmasidir.

ispat

Yeterliligin saglandigy aciktir. Gereklilik sartlarinin saglandigini gosterelim.
(1) A € (E,F') olsun. Bu durumda her = € F i¢in Az € F’ diir. Boylece
Ax) = Y02 appxy < 0o dur. Y oo anexr < oo oldugundan buradan

(an) € EP elde edilir. EP =1, oldugundan > 27 | |aux| < oo dur.
(17) A € (loos loo (A)) olsun. Buna gore her x € F i¢in Az € F’ diir.
Az = (A, () = Q02 ankxy) € F' ise (AA, (x)) € F dir.

(AA, (z)) = (An(7) = Appi(z) €F

= < (i — an+1k)$k> er
k=1

- () e

= BxeF

M8A

elde edilir.

Teorem 3.3.3.

(1) lecNe (A) = loNe, (A) = M, = {x = (14) 1 @ € loo, hin (T — Tpp1) = O}
(2) (Mo, loo) = (lo loo)
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(3) A € (I, M,) olmasi igin gerek ve yeter sart
(6) sup 352, fank| < o0

(16 b 52y [ — 4] = 0

Ispat: (1) = € I Nc(A) olsun. Buna gore 2 € Iy, ve 2 € c(A) igin
Ax yakinsaktir. (k — o00) igin z — x4 — [ dir.

Buradan xy — x5 =l + ¢ (6 — 0, k — o0) yazilabilir. Buradan,

n n
E T — Ty = § [+ ey
k=1 k=1

Ty — Tpy1 = nl—i—g Ek

n
nl = $1—$n+1—5 Ek
k=

dir. n — oo igin [ = 0 dir. Buda = € I, N¢, (A) demektir.
(2) Ispat agiktir.

(3) A € (oo, loo) icin (4) saglamir. Diger kisimlarin saglandigr agiktir.

me = {z = (zx) : x € M, ve x;, € R} (R reel sayilar)

herhangi bir pozitif p tamsayisi ve 0 < ny < ng < ... < n, tamsayisi i¢gin m,

da

inf  sup— ka+n = lim supxk

ni,n2z,...;Np L p
elde edilir.

Teorem 3.3.4 7, = ) .~ ., G, olmak iizere eger

oo
A€ (cc) ve supz |7k < 00 ise A € (M,,c)
" k=1
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dir.
Ispat. Her x € M, icin

m m m—1
Do k=) G = > Tar (@~ Tasn) + (@1 T) T

k=1

. m o0 o0
11771211 Zk:l ankTr = Ap (T) = 21 Zk—l Ank — Zk:l Tk (Th — Thy1)

dir.

SUp D ooy |Tnk| < 00 ve 1i7?1rnk mevcut oldugundan bunlar da

Rn: (rak) € (o, ¢) ve li;Ln Y pey Tk (T, — Tpp1) meveut oldugunu gosterir.
Bu yiizden A € (M,, ¢) elde edilir.

Simdi E ve F' dizi uzaylarini gostersin. Noktasal carpimla

EF)={zx: 2y =y, ye E, z€ F}

tanimlansin.

M, sup|d ,_; x| < oo sartim saglayan tiim x lerin uzayimm gostersin.
M, = {Z CYp = T — Tra1, T € loo, T, = 0} yazilabildigi kolayca goriiliir.
Eger bir A = (an;) matrisi regiiler ve

lim Z |6Lnk - an7k+1| =0

o0 k=1

ise A’ ya kuvetli regiiler matris denir.

A regiiler matris ise tiim = € [, igin liTanAn (y) = liin > re | Anpyr = 0 olmasi
icin gerek ve yeter sart A'nin kuvvetli regiiler matris olmasidir.

(Burada y = xp, — x5 dir.)

Teorem 3.3.5. A regiiler bir matris olsun. Her y € M, (M,) igin

liinAn (y) = 0 olmast i¢in gerek ve yeter kogul A’nin kuvvetli regiiler matris

olmasidur.
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Ispat.Her y € M, (M,) icin limA, (y) = 0 ise A € (M, (M,),c,) dir. Bu ise

A € (M, ¢,) olmasi demektir. Buradan

oo
lim 37 [ane — a1 =0
N0 f

elde edilir.
Simdi A'nin kuvvetli regiiler matris oldugu kabul edilsin .y € M, (M,) ise

yr = agzy dir. (Burada a € M, ve x € M, dir.)
Tn = Z A,
k=1

olmak iizere

m m m

o kY = Y nk (T — Ti1) Y+ DL (Qnk — Qnt1) VeZh+1+Cnmt1YmTm+1
k=1 k=1 k=1

buradan her n € N igin

m ) aneyr = An (Y) = D @k (06 — Tpa1) Vi + D (Gnk — Angt1) VaTrat
mop—=1 k=1 k=1

boylece limA,, (y) = 0 elde edilir.

Teorem 3.3.6. A € (M, (M,),c) olmas i¢in gerek ve yeter sart

() sup > iy |ank| < oo
n
(77) Her k € N i¢in lima,,; mevcuttur.
n

(i) > poy |@nk — @y 41| n'ye diizgiin yakinsak olmasidir.
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4. IKINCIi FARK DiZi UZAYLARI

4.1. ikinci Fark Dizi Uzaylar:

Bu boliimde I, (A), ¢ (A) ve ¢, (A) uzaylan biraz daha genisletilerek I, (A?), ¢ (A?)
ve ¢, (A?) dizi uzaylan elde edilecektir. Ayrica bu dizi uzaylarinin bazi 6zel-

likleri incelenerek bu uzaylarin siirekli dualleri ve Kothe-Toeplitz dualleri

incelenecektir.

loo (AQ) = {x = (x3) : A’z € loo}
c(A?) = {z=(x): A%z ec}
Co (A2) = {x = (73) : A%z € co}

uzaylan yukaridaki sekilde tamimlanmigtir. Burada A%z = (A%x,) = (Azp — Azpy)
dir.

Agikca goziikmektedir ki lo, (A) C Iy (A?), ¢ (A) C ¢ (A?) ve

o (A) C ¢, (A?) dir.

Teorem 4.1.1. [, (A?), ¢(A?) ve ¢, (A?) dizi uzaylan

normu ile Banach uzayidirlar.
Ispat. (z") dizisi I, (A?) de Cauchy dizisi olsun.

Her n € N igin 2" = (27) = (27,25, ...) € ls (A?) olsun. Buna gore

m,n — oo i¢in

|2 — 2™\ = |2z} — 2| + |25 — 25| + HA%” — AmeHoo — 0

22



dir. Buradan her £ € N ve m,n — oo i¢in

xy — x| =0

elde edilir. Buyiizden (2}) = (z},?%,...) dizisi kompleks sayilar kiimesi
C de bir Cauchy dizisidir. C tam oldugundan her Cauchy dizisi yakinsak
olacagindan (z}) dizisinin de her & € N igin yakinsayacag bir zj eleman
mevcuttur. Bu yiizden

limz) = xp
yazilabilir. Her ¢ > 0 i¢in (2") Cauchy dizisi oldugundan her n,m > N i¢in

|z™ — 2™]| , < € olacak gekilde N = N (e) vardir. Bu yiizden

|27 — 21| <e |75 — ay'| < e

ve her k£ € N, her n,m > N icin

H(J?Z —ay) - ($Z+1 - 3‘3211)] - [(kaLH - 37211) - (xZH - 332”+2)]| <€

dur. Boylece

lim [z} — 27| = |27 — 21| <€

m

lim |2 — ah'| = |2h — 29| <€

m

h,,ﬂn |[(2f =) = (o — o) ] = [(2h — 2) = (270 — o) ]|

= [ = 20) = (@ = @en)] = (@ = 20) = (20 —wri2) ]| <€

elde edilir. Bu ise her n,m > N icin ||z" — z||, < 3¢ oldugunu gosterir.

x = (z}) dizisinde n — oo igin 2" — =z dir.

Az — Azjy| = |Azy — Az + Azy) — Az + Azl — Az |

IN

‘Axk - Axl]cVJrl‘ +[la" —af[, =0(1)
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oldugundan x € I, (A?) elde edilir. Boylece I, (A?) Banach uzayidir.
Benzer sekilde ¢ (A?) ve ¢, (A?) nin da (4.1.1) deki norm ile Banach uzaylar
oldugu gosterilebilir.

Ayni zamanda [, (A?), c¢(A?) ve ¢, (A?) Banach uzaylan siirekli koordi-
natlara sahip oldugundan, yani ||z — z||, — 0ise her £ € N ve n — o0 igin
|z} — x| — 0 oldugundan bu uzaylar ayn zamanda BK-uzaylaridir. Simdi

asagidaki D operatorii

Dl (A) — 1 (A2)

r = (x1,x9,x3,...) i¢cin Dz = (0,0, x3, x4, ...)

olarak tammmlansim. Agikca goriilmektedir ki D, I (A?) de simurh lineer

operatordiir.

D [loo (A%)] = Dl (A2) = {& = (a0) € lno (A%) 21 = 2 = 0}

Dl (A?) uzayl loo (A?) nin bir alt uzayidir ve Dl (A?) de ||z]|, = || A%z,
dir.
Simdi

A?: Dl (AQ) — I (A2) , A’z =y = (Azp — Azpyy) (4.1.2)
A? lineer homeomorfizmi tanimlansin..

Buna gore Dl (A?%) ve I (A?) topolojik anlamda denk uzaylardir.
A? ve (A%)~" normu korur ve ||A2]| = ’ (A2)7H| =1 dir.

1%, ve [Dly (A?)]" srasiyla o, ve Dl (A?) nin siirekli duallerini gostersin.
T : [Dis (AQ)}* — 15
fa = fa ()=
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doniigtimii lineer izometridir. Boylece [Dl., (A%)]" uzay1 I, uzayna denktir.
Benzer yolla Dc (A?) ve ¢, Dec, (A?) ve ¢, topolojik uzay olarak denk uzay-
lardir ve [; = {z = (zx) : )_,, |z < oo} olmak tizere

[De (A2)]* = [De, (A%)]* = 1, dir.

4.2. I, (A?%) ve c¢(A?) nin Dual Uzaylar:
Bu boliimde I, (A?) ve ¢ (A?) nin Kothe-Toeplitz Dualleri verilecektir.

Lemma 4.2.1. Asagidaki (a) ve (b) kosullar1 denktir.
a) sup |Azy — Azpyq] < 00
k
b) i) supk™! |Axy| < oo
k

i) sup | Az, — k (k + I Azpiq| < 00
k
Ispat. Lemma 3.2.1 de z, yerine Az, konuldugunda ispat aciktir.

Lemma 4.2 2. supk™! |Azy| < oo ise supk ™2 |z;| < oo dir.
k k
Ispat. supk~!|Az;| < co olsun. Bu yiizden aciktir ki supk=2 |Az;| < oo
k k
dur.

k
|21 — 2| < X0 |Az,| = O (K?)

v=1

ve

’xk’ < ’£C1| + |~’U1 - karl‘ + \:Uk — xk+1| =0 (k2)

oldugundan dolay1 supk™2 |z;| < co elde edilir.
k

Lemma 4.2.3. [Dl, (A%)]" ={a = (ax) : >, k? |ax| < 0o}
dir.
Ispat. U, = {a = (a) : 3., k? |ax| < 0o} olsun.
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a € Uy ise her x € Dl (A?) i¢in Lemma 3.2.4 ve Lemma 3.2.5 den

> lagae] = 30 K Jag] (K72 ]zx]) < oo
k k

dir. Buradan a € [Dl,, (A?)]” elde edilir.
Simdi a € [Dly (A?%)]” olsun. Boylece her x € Dl (A?) igin Y, |axzy| < 00

dur. x = (zy) dizisi

Ty = (4.1.3)

olarak alinirsa

SE Jag| = a1| + |dag| + 3 |agzi| < oo
k k

yazilabilir. Bu ise a € U; oldugunu gosterir.

Lemma 4.2.4..[Dl.. (A2)]° = [De (A2)]"

Ispat. Dc(A?) C Dl (A?) oldugundan [Dl., (A?)]* C [Dc(A?)]” dir.

a € [Dc(A?)] olsun. Boylece her x € Dc(A?) igin Y, |apzi| < oo dur.

x = (xy) dizisi (4.1.3) de tamimlandigr sekilde alinirsa o zaman

Zk2 |ak] = |CL1‘ + |4CL2| + Z |akxk\ < 0
k k

elde edilir. Bu ise a € [Dly, (A?)]" dir.
Lemma 4.2.5.

(i) [l (A%)]" = [Dl (A?)]"

(ii) [c(A?)]" = [De (A?)]

Ispat. i) Diy (A?) C Iy (A?) oldugundan [l (A?)]" C [Dly (A?)]" dir.
a € [Dly (A?)]" ve z € o, (A?) olsun. Lemma 3.2.4 ve Lemma 3.2.5 den

O lanae| = Y0k |ag| (K72 |os) < o0
k k
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yazilabilir. Buradan a € [Dl, (A?)]" dir.

ii) Dc(A?) C c(A?) ise [c(AH)]" C [Dc(A?)]” dir.

a € [Dc(A?)]” ve z € c(A?) olsun. Lemma 3.2.4 ve Lemma 3.2.5 den
her z € ¢ (A?) C Iy (A?) igin

O lanae| = Y0 k2 |ag| (K72 |os) < oo
k k

yazilabilir. Bu yiizden a € [c(A?)]” dir bu da ispati1 tamamlamaktadar.
Simdi temel sonucu verelim.

Teorem 4.2.6. X =, veya c i¢in

X (89)" = fa = () SR on] < o0}

dir.

Teorem 4.2.7. X =, veya c i¢in

0 (89)" = {a = (o) suph o] <

dur.
Ispat. U, = {a = (ag) : supk ™2 |ay| < oo} olsun. a € U, ve z € [X (A%)]"
k

ise

D larze] = DK |ax k7 oy

k k

< YK || supkT? |y
k k

< o0

dur. Bu yiizden a € [X (A?)]" dir.
Simdi a € [X (A?)]* ve a ¢ Uy olsun. Boylece

supk 2 |ag| = oo
k
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dur. Bu yiizden burada k (m) pozitif tamsayilarimin

k72 (m) |agm)| > m?

olacak gekilde kesin artan bir (k (m)) dizisi vardir.

x dizisi agagidaki sekilde tanimlanirsa

||~k =k (m)
T =

buradan

SR e = SR (m) agom|
k m

yazililabilir. Boylece = € [X (A?)]* ve Y, |axzy| = oo dur.

Bu ise a € [X (A?)]* olmasiyla celisir. Bu yiizden a € Us dir.
Sonug 4.2.8. [, (A?) ve ¢ (A?) perfect degildir.

4.3. Matris Doniistimleri

Bu boliimde bazi matris siniflar1 karakterize edilecektir. G ve H, [, ve
¢ dizi uzaylarindan birini gostersin. G (A?) = {z = (z;) : A%z € G} ve
H(A?) = {z = (x;) : A%zr € H} olacak seilde G (A?) ve H (A?) uzaylan
tanimlansin. X dizi uzayindan Y dizi uzayma tanimlanan tiim matrislerin

kiimesi (X, Y) ile gosterilsin.
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Teorem 4.3.1 A = (a,) € (G, H (A?)) olmas1 igin gerek ve yeter sart
(i) Her n € Nigin >, |a,,] < 00
(i1) C € (G, H), burada C = (cpr) = (Aapp — Aapi1k)

Ispat. Yeterliligin saglandig aciktir.
Gereklilik: A = (a,;) matrisi G den H (A?) ye tanimlansim. Boylece

A () = anry,
k

serisi her n ve her z € G igin yakmsaktir ve (A, (z)) € H (A?) dir. G =l
veya c icin G = [; oldugundan (i) nin saglandigi goriilmektedir. Ayrica

(A, (x)) € H (A?) oldugundan her z € G igin

A2A, (2) = Aapry, = 3. cppar = Cy ()
k k

dir. Bu yiizden C,, (z) € H dir. Buda C € (G, H) demektir.
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5. m. DERECEDEN BAZI FARK DiZi UZAYLARI

5.1. m. Dereceden Fark Dizi Uzaylar::

Bu boliimde I, (A), ¢(A) ve ¢, (A) dizi uzaylan biraz daha genigletilerek
loo (A™), ¢ (A™) ve ¢, (A™) dizi uzaylar elde edilecek ve bu uzaylar ¢aligila-
caktir. Ornek olarak m € N igin Iy, (A™) = {x = (1) : (A™a}) € loo} dir.
Ayrica bu boliimde tamimlanan bu uzaylarin baz topolojik 6zellikleri ve
kapsama bagintilar: verilerek, siirekli ve Kothe-Toeplitz dualleri bulunacak-
tir. Bunun yaninda bu uzaylar arasinda tanimlanan matris doniigtimleri i¢in
gerek ve yeter sartlar verilecektir.

5.1.1. Tanim.

m € N olmak iizere

Az = (a)
Ar = (zp — Try1)

Ax = (AMxy) = (Amflxk — Amilxk_i'_l)

ve
m o [T
A"z = > (—1) (U)x,m

icin agagidaki uzaylar tanimlansin.

lo (A™) = Hz = (z1) : A"z € I}
c(A™) = {x=(xg): ATz € ¢}
Co (A™) = {x=(zp): A"z € ¢}

loo (A™), ¢ (A™) ve ¢, (A™) uzaylarinin lineer uzay oldugu agiktir.
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Bu uzaylarin agagida verilen norma gore normlu uzay olduklarini gostermek
kolaydir.
l#lla = 2 Joil + 1A ]l (5.1.1)
1=

Teorem 5.1.1. (5.1.1) de tanimlanan norm ile I, (A™), ¢ (A™) ve ¢, (A™)
dizi uzaylar1 Banach Uzayidirlar.

Ispat: Her s € N icin 2® = () = (25,23, ...) € l (A™) olmak iizere (z°)

dizisi I, (A™) de bir Cauchy dizisi olsun. Boylece s,t — 0o i¢in

s tH
H$ LN

= i ‘xf—xﬂ +sup|Am (xi—x}i)‘ — 0
i=1 k

dir. Buradan her £ € N ve s5,t — o0 icin

|1:Z—$}2} — 0

elde edilir. Bunedenle (z§) = (z}, z%, ...) dizisi kompleks sayilar kiimesi olan
C de bir Cauchy dizisidir. C tam oldugundan bu Cauchy dizisi yakinsaktir.
Bu yiizden her k£ € N igin

liinxz = Ty,

yazilabilir. Her € > 0 i¢in (2*) Cauchy dizisi oldugundan her s,¢ > N igin
|z® — at|| o < € olacak gekilde N = N (¢) vardur.

Buradan her £ € N igin ve her s, > N igin

S t
S lap —al| <e ve
i=1

dur. Boylece her s > N igin

m m
lignz |of —al| =3 |of —m| < e
i=1 1

1=
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ve

11?1 |A™ (zf — af)| = |A™ (zf —ay)| < €

dur. Buise her s > N i¢in ||2® — z||, < 2¢ demektir. Yani z = () disinde

s — 00 ax® — x dir.

N I (B

IA
NIE

0 () (@i - o)

v=0

IN

|l = [y +[A"2| = 0 (1)

oldugundan = € I, (A™) elde edilir. Bu nedenle [, (A™) Banach uzayidir.
c(A™) ve ¢, (A™) uzaylarmin [, (A™) nin kapali alt uzay: olduklar: goste
rilebilir. Bu yiizden bu uzaylar da (5.1.1) de tammlanan norm ile Banach
uzayidirlar.

Simdi bu dizi uzaylar1 arasinda kullanilan bazi kuvvetli kapsama bagin-
tilarini verelim.

Lemma 5.1.2. i) ¢, (A™) C ¢, (A™) |

i) ¢ (A™) C ¢ (A™)]

011) loo (A™) C loo (A™T1)

ve bu kapsamalar kesindir.

Ispat. 2 € ¢, (A™) olsun.
|Am+1$k‘ = |Aml’k — Am$k+1|
< |A™m| + A" 2| — 0, (K — 00)
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oldugundan z € ¢, (A™) elde edilir. Boylece ¢, (A™) C ¢, (A™") dir.

co (A™H1) ye aittir, fakat c, (A™) ye ait degildir.

i1) ve 7i1) nin ispat1 da 7) nin ispatina benzerdir.

Lemma 5.1.3. (i) ¢, (A™) C ¢(A™)
(i1) ¢(A™) C ly (A™)

bu kapsamalar kesindir.

Bunun yaninda I, (A™), ¢ (A™) ve ¢, (A™) siirekli koordinatlara sahip Ba-
nach Uzay1 olduklarindan ( her £ € N icin s — oo a ||2° —z||, — 0 ise

|z; — x| — 0 dir.) aym zamanda BK-uzayidirlar.

Acgiklama. [, (A™), ¢(A™) ve ¢, (A™) uzaylar: dizi cebiri olmak zorunda
degiller. Buna 6rnek verelim. Iyi bilinmektedir ki ¢, dizi cebiridir.

v = (k) vey = (k™) olsun. m > 2 icin x,y € ¢, (A™), x.y & ¢, (A™) .

Simdi © = (x1,2323...) olmak tizere Dx = (0,0, ..., Zp41 Tyto,...) Olacak

sekilde agsagidaki D operatorii tanimlansin.

D il (A™) — 1o (A™)

agiktir ki D, [, (A™) iizerinde sinirh lineer operatordiir. Bunun yaninda

Dloo (A™)] = Do (A™) ={z = (24) : v € loo (A™), 21 =29 =23 = ... = T, = 0}

kiimesi lo, (A™) nin bir alt uzayidir ve Dl (A™) de
[zl a = 1A 2]
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dir.
Simdi

A" Dl (A™) = I, ATz =y= (Amflxk — Amflxkﬂ) (5.1.2)

A™ lineer homeomorfizmdir. Buradan Dl (A™) ve [, topolojik uzay
olarak dektirler. A™ ve (A™)™" normu korurlar ve ||A™|| = |(A™)~ H =1
dir.

I, ve [Dls (A™)]" sirasiyla I, ve Dly, (A™) nin siirekli duallerini gostersin.

T (Dl (A™)] — It
fa = fao(A™)Th=f

olarak tanimlanan 7' doniistimii lineer izometridir.

Boylece [Dly, (A™)]* ve I*, uzaylar denktirler.

™)
Benzer gekilde Dc (A™) ve ¢, Dec, (A™) ve ¢, topolojik anlamda denk uzay-
lardir. [De (A™)]" 2 [De, (A™)]" = 1y dir. Buradaly = {z = (xy) : Y, |zx] < oo} dur.

5.2. I, (A™) ve ¢(A™) nin Dual Uzaylari
Bu boliimde Iy, (A™) ve ¢(A™) nin Kothe-Toeplitz dualleri verilecektir.

Ayrica bu uzaylarin perfect uzaylar olmadig1 gosterilecektir.

Lemma 5.2.1.Asagidaki (a) ve (b) sartlar1 birbirine denktir.
(a) sup |A™ toy — A™ hpy ] < o0
k
(b) 4) supk™t A"z | < 00
k

it) sup [A™ oy — k (k+1) 7 A Ly | < oo
k
Ispat. Lemma 3.2.1 de z;, yerine A™ ', yazihirsa sonuc asikardir.

Lemma 5.2.2. Her i € N igin supk™ |Azy| < oo ise supk~ D 14| < o0
k k
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dur.

Ispat. supk~"|Az;| < co olsun. Boylece
k

k )
21 — 2| < Y Az, | = O (K0HY)
v=1

ve
lzk| < o1 + |21 — 2pga| + |op — 24| = O (k?(iﬂ)) .
Buradan supk~(*V |z,| < oo elde edilir.
k
Lemma 5.2.3. Her i,m € Nve 1 < i < m icin supk™ |A™ 12, < oo ise
k
supk~(HD |AM =g | < 00 dur.
k
Ispat. Lemma 5.2.2 de Az, yerine A™ z;, konulursa sonu¢ asikardir.
Y

Sonug 5.2.4. supk~ |[A™ 1z, | < oo ise supk ™z < oo dur.
k k

Sonug 5.2.5. = € [, (A™) ise supk™" |zx| < oo dur.
k

Lemma 5.2.6. [Dly (A™)]" ={a = (ax) : Y_, k™ |ax| < 0o}
Ispat. U, = {a = (ax) : 3., k™ |ax| < oo} olsun.
a € U; ise boylece her x € Dl (A™) i¢in sonug 5.2.5 den

S lagze| = D0 K™ |ag] (k_m |xk|) < 00
% %

dur. Buradan a € [Dly, (A™)]" elde edilir.
a € [Dls (A™)]" olsun. Boylece her x € Dl (A™) igin ), |axzy| < oo dur.

xr = (xy) dizisi agagidaki gekilde tanimlanirsa

0, E<m
Ty = (5.2.1)
K™ k>m

Yok ag| = D0 K™ ag| + Y |arw] < o0
k k=1 k
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yazilabilir. Bu ise a € U; oldugunu gosterir.

Lemma 5.2.7. [Dly, (A™)]" = [Dec(A™)]".

Ispat. Dc(A™) C Dl (A™) oldugundan [Diy, (A™)]* C [De(A™)])* dir.
a € [De(A™)]* olsun. Boylece her x € De(A™) igin Y, |agzi| < oo dur.
Eger x = (x) dizisi (5.2.1) de tamimlandigy gekilde alimirsa boylece

m

Yok ag| = D2 K™ ag| + Y2 |agwr] < oo
k k=1 k

yazilabilir. Bu da a € [Dl, (A™)]" demektir.

Lemma 5.2.8. (i) [l (A™)]" = [Dly (A™)]*

(i) e (A™)]" = [De (A"

Ispat. (i) Diy (A™) C Iy (A™) oldugundan [l (A™)]* C [Diy (A™)]*
dir.

a € [Dls (A™)]* ve x € I, (A™) olsun. Sonug 5.2.5. den

> laae| = 20 K™ |ax| (K7 ae]) < oo
k k

oldugu biliniyor buradan a € [l (A™)]" dir.

(i1) Dc(A™) C c(A™) ise [c(A™)]" C [De (A™)]* dir.
a € [Dc(A™)]* ve z € ¢(A™) olsun. Sonug 5.2.5 den
her z € ¢ (A™) C l (A™) igin

> lawae| = 20 K™ |ag] (K7 a]) < oo
k k

oldugu bilinmektedir. Buradan a € [c(A™)]" elde edilir. Bu da ispati
tamamlamaktadir.
Simdi temel sonug verilsin.

Teorem 5.2.9. X, [, veya c den birini gostersin. Boylece
(X (A™)]* = {a = (ag) : DK™ |ag| < oo}
k
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duir.
Sonug 5.2.10. X = [, veya c icin

X (@) = {a= @) : Skla < oo}

Ispat. Teorem 2.10 da m = 1 almirsa ispat agikardur.

Sonug 5.2.11. X = [, veya c i¢in

X (89" = o= (@) S#2a <

Ispat. Teorem 2.10 da m = 2 almirsa ispat agikardir.

Teorem 5.2.12. X, [, veya c¢ den birini gostersin. Boylece

(P = fa = (o) supk ™ ] < oo

Ispat. U, = {a = (ay) : supk™™ |ay| < oo} olsun. a € Uy ve z € [X (A)]”
k

ise boylece

Solakxk| = > K™ x| K7 ag] < D0 E™ |ak sipk’m lag| < 0o
% % A

dur. Buradan a € [X (A™)]" dur.
Simdi a € [X (A™)]* ve a ¢ U oldugu kabul edilsin. Boylece

supk™™ |ag| = 00
k

yazilabilir. Buradan

[k @™ |ax| > "

olacak gekilde pozitif & (i) tamsayilarinin kesin artan (k (7)) dizisi vardir.
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x dizisi agagidaki gibi tanimlanirsa

lakw| . k= k(i)
0,  k£k()

T —

boylece

m Nym -1 —m
2K el = 20 [k (0) |ane| <300 <00
oldugu goriiliir. Buradan x € [X (A)]” ve >, |agzy| =Y 1 = oo dur.
Bu ise a € [X (A™)]* olmasiyla geligir. Buradan a € U, dir.

Eger Teorem 5.2.12 de m = 2 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.2.13. X = [, veya c igin

0 (89)" = fa = (on) suph o] <

Sonug 5.2.14. [, (A™) ve ¢ (A™) dizi uzaylar perfect degildir.

5.3. Matris Doniistimleri

Bu boéliimde bazi matris simiflar1 karakterize edilecektir. G ve H, [, ve
¢ dizi uzaylarindan birini gostersin. G (A™) = {x = (x) : A"z € G} ve
H(A™) = {z = (x}) : A™z € H} olmak iizere G (A™) ve H (A™) uzaylar
diistiniilsiin. X dizi uzaymdan Y dizi uzayina tamimlanan tiim matrislerin

kiimesi (X, Y) ile gosterilsin.

Teorem 5.3.1. A = (a,;) € (G, H (A™)) olmas: i¢in gerek ve yeter sart
(¢) Her n € Nigin >, |a,i] < 00

(ii) C = (cor) = (A™ta,, — A™La, 1 1) olmak tizere C' € (G; H) dur.
Ispat. Yeterliligin saglandig aciktir.

Gereklilik : A = (a,,) matrisi G den H (A™) ye bir doniistim olsun.
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Boylece her n ve her x € G, ve (A4, (z)) € H (A™) i¢in

An () = anpry
k

serisi yakinsaktir. G = [, veya ¢ i¢gin G* = [; oldugundan (i) elde edilir.

Ustelik (A, (z)) € H (A™) oldugundan her z € G igin

AT A, (2) = AT appzr = > i, = C, ()
k k

dir. Bu yiizden (C,, (z)) € H dir. Buradan C € (G, H) elde edilir.
Bu da ispat1 tamamlamaktadir.

Son olarak agagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 5.3.2. A = (au) € (G, H (A)) olmasi igin gerek ve yeter sart
(i) Her n € Nigin >, |ani] < 00
(i1) C = (cnk) = (Ank — Gny1x) olmak iizere C € (G; H) dur.

Ispat. Teorem 5.3.1 de m = 1 alimirsa ispat agikardur.

Sonug 5.3.3. A = (a,) € (G, H (A?%)) olmasi igin gerek ve yeter sart
(¢) Her n € Nigin >, |a,i] < 00

(17) C = (cur) = (Atpk — Aapi1) olmak tizere C € (G; H) dur.
Ispat. Teorem 5.3.1 de m = 2 alimirsa ispat agikardur.
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6. GENELLESMIS FARK DIiZi UZAYLARI

6.1 Genellesmis Fark Dizi Uzaylar:

Bir dizi uzaymin pa—, pf— ve py— duallerinin tanimi M. Et tarafindan
yapilmigtir. Bu bolimde X = I, ¢ ve ¢, igin A (X) dizi uzaylarinin
pa— ve N duallerini ve X = I, ¢ ve ¢g igin A" (X) dizi uzaylarinm S ve
~ dualleri incelenecektir.

6.1.1. Tanim

Tiim skaler dizilerin uzay1 w ile gosterilsin. w nin herhangi bir alt uzayi
da bir dizi uzayidir. [, ¢ ve ¢, 1n sirasiyla sinirh,yakinsak ve sifira yakin-
sak kompleks terimli x = (xy) dizilerinin lineer uzayim gosterdigini onceki

boliimlerde belirtilmis ve bu uzaylar i¢cin norm

. = sup

olarak verilmisti. Bu boliimde X, [, ¢ veya ¢, uzaylarindan birini gostere-
cektir.

m, negatif olmayan bir tamsay1 olsun. Boylece her k£ € N i¢in

Amxk = Amildik — Amill’lﬁ_l

olmak {izere

A" (X) =1z = (zp) : (A™zy) € X},

olarak tanimlansin.
v = (vg) sifirdan farkli kompleks sayilarin sabit bir dizisi olsun. Et ve Esi

yukaridaki dizi uzayini
AP (X) =A{z = (z) - (A)'2x) € X},
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dizi uzayina genellestirmiglerdir. Burada her £ € N i¢in
A;"xk = AT‘lxk — Agl_laik+1,
Az, =30 (—1)i (T)vk+ixk+i dir.
AT (X)) dizi uzay:
s =D il + 1AT 2]

=1

normu ile Banach uzayidir.

Simdi

olarak tanimlansin.

Sonug 6.1.2 : (A”x;) € X olmasi icin gerek ve yeter sart (Af}m)xk) eX
olmasidir.

Simdi z € AT (X) icin

ol = sup [ A7

normu tanimlansin. Yukarida tanimlanan norma goére (ASJ”) (X)), [|]] A,>
BK-uzayidir. Ayrica ||z]|, and ||z| o, nomlar1 denktir

T = (T1,%2, .cey Tpy, ...) i¢in Dz = (0,0, ..., Tpyi1, Timao, -..) oOlacak sekilde

DA™ (X) — A™(X)

operatorii tanimlansin.

A" (X)) de D nin smirh lineer operator oldugu agiktir. Buna ilaveten

D[AT (X)) = DAY (X) ={z = (x) 12 € AV (X), 21 =23 = ... =z, = 0}
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kiimesi A7" (X) nin bir alt uzayidir ve DAY (X) de ||z]|, = ||A'z||, dur.
AV'r =y = (A)'x) olmak tizere A" : DAY (X) — X (6.1.1)

seklinde tanimlanan A}’ lineer homeomorfizm oldugundan dolay:
DA™ (X) ve X topolojik anlamda denk uzaylardir. X* ve [DA™ (X)]"

sirastyla X ve DA (X) in siirekli duallerini gostersin.
T : [DAT(X)]" — X*¥,

fa — fao(A)) =/,

olarak tamimlanan T operatorii lineer izometridir. Boylece [DA™ (X)]*

uzayi ile X uzay1 denk uzaylardir.

6.2. Dual Uzaylar
Bu boliimde A" (X) nin pa—, N—, f— ve y—dualleri verilecektir.

Asagidaki sonuclar boliim 1 ve boliim 4 ten elde edilmistir.

Mkm < <mZ k) < Myk™ k=012, (6.2.1)

i n+m-—k—1\ (n+m\ (n+m (6.2.2)

= m—1 N m N n )’ o

€ A" ({y) ise supk™™ |vgxy| < 00, (6.2.3)
k

Lemma 6.2.1. (p,) pozitif sayilarin sonsuza monoton artan bir dizisi olsun.

(i) sup, [>_1_, pyay,| < 00, ise sup, |pn ZZin+1 ak| < oo.dur.

(43) >, prar yaksak ise limy, p, > 72 4 ap = 0 dir.
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Tanmim 6.2.2. F bir dizi uzay1 ve p > 0 olmak iizere asagidaki uzaylar

tanimlansin.

Ere = {a: a) 'Z|akxk|p<oo,‘v’$€E}

EPP { (akxk)p yakimsaktir, Vo € E}

EPY { sup Z (apzy)’| < 0o, Vz € E}
k=0

EN {a hmakxk =0,Vzx € E}

Ere EPB. EPY and EN uzaylarina sirasiyla E nin pa—, pB—, py— ve N—
dualleri denir. EP* C EP? ¢ EPY ven = pa, pf3, pyicin E C Fise F" C E"
dir. p = 1 alinirsa buradaki tanmimdan E nin a—, f— and v— dualleri elde
edilir.
Teorem 6.2.3. 0 < p < oo olsun. Boylece
U, = {a = (ax) : kam o7 lal” < oo} :
k=1

Uy, = {a = (ag) : supk ™" |op|? |ag|" < oo},

olmak tizere
(1) [AT (L) = [AT (o))" = [AT (c0)]™ = Uh

(ZZ) Ufa - U2

Ispat. a € U; ve x € A™ (Iy,) olsun. Boylece

[o.¢] o0
Z|akxk|p _ kam}Uk—1|p|ak’pk—pm‘vk|p|xk|p
k=1 k=1
o0
< supk P |vga|” kam vt |” < oo
" k=1

dur. Buradan a € [A”" ()] dir.
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Tersine a € [A” (Io)]"* ve a ¢ U; oldugunu kabul edelim.
Boylece ny < ny < ..., igin

Ni+1

> okl PRl >

k=n;+1

olacak gekilde n; pozitif tamsayilarinin kesin artan bir (n;) dizisi vardir.

z € A" (¢p) olmak iizere x = (x)) dizisi agagidaki sekilde tanmimlansin.

0, 1 S k S 1
T =
kmMugsgn®e, ng <k <nijg
Boylece
%) no Tit1
Z lapzif = Z lagzel” + ... + Z lapzr|”
k=1 k=n1+1 k=n;+1
ng 1 Mi41
- > B ol ™ Jael” + 4 — >R o 7P faxl”
k=n1+1 v k=n;+1
> 141+

=1

elde edilir. Bu ise a € [A” (¢)]”" olmast ile geligir. Bu yiizden a € U, dir.
Bu da (7) nin ispatim1 tamamlamaktadir.

(i7) a € Uy ve x € U; olsun. Boylece
[e.@] o0
Z|aksz|p — kam‘U’;l‘P|ak|pk—pm|$k|p|vk|p
k=1 k=1

(o]

< sup (k—Pm |ak|p |vk|p) kam |Uk—1{p |xk|p
k _
< 0. =
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dur. Buradan a € U7 dir.

Simdi a € U ve a ¢ U, oldugu kabul edilsin. Boylece

supk """ [vg|” |ay|" = oo
k

elde edilir. Buradan

k(] |k |” |aw | > @™

olacak gekilde k (i) pozitif tamsayilariin kesin artan bir (k (7)) dizisi vardur.
x dizisi

v "5 k= k(0)

0, k # k(i)

Ty =

bi¢iminde tanimlanirsa m > 2 igin

o0

kam|”1;1|p|xk|p = Z[k(i)}pm‘Uk(i)\_p\ak(i)\_p
o ;

=1

o0
>
i=1

IN

elde edilir. Buradan = € Uy ve > o |agzg|” =D 1o 1 = oo dur.

Bu ise a € U olmasiyla geligir. Bu yiizden a € Uy dir.

Teorem 6.2.3 de her £ € N icin v, = 1 alindiginda asagidaki sonug elde
edilir.

Sonug 6.2.4. 0 < p < oo olsun.

Gy = {a = (a) : Zk:pm lag|” < oo}

k=1
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Gy = {a = (ay) : sgpk“pm lag|” < oo}

olmak {izere

(i) [A™ (lec)]™ = [A™ (c)]"" = [A™ (c0)]™ = G4
(ii) GY" = Gy

dir.

Lemma 6.2.5. z € A" (¢) ise (m;k)_lvkxk — 0, (k— oo) dir.

Teorem 6.2.6. m pozitif bir tamsay1 olsun.

M (v) = {a = (a,) : v,'n™a, — 0,n — oo}

ve

Me(0) = {a= (@) ssup

olmak iizere

n
) (i T

-~}

My (0) ve [A] (co)] = Mz (v)

>
<3
=
8
=
I
>
3
=
Tz
I

dir.

ispat. [A™ (0)]Y = [A™ (¢)]Y = M, (v) nin ispat: kolaydir. Bu yiizden
sadece [A™ ()] = Ms (v) oldugu gosterilecektir.

a € My (v) ve x € A" (¢g) olsun. Boylece Lemma 6.2.5. ve(6.2.2) den

1
" /n+m—k—1 " /n+m—k—1

lima,x, = Z( )) v;lan (Z( )) UnTn,

n (k:o m—1 — m—1

=0
elde edilir. Buradan a € [A” (¢o)]" dir.

Simdi a € [A™ (¢o)]" oldugu kabul edilsin. Boylece her # € A™ (¢q) icin

lima,z, =0
n
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dir. Diger taraftan (6.1.1) ve yukarida verilen nottan her x € A" (¢p) igin

B = (n+m-—k—1 B = (n+m-—k—1 B
xn_vnz( m! )yk_vnz( R A
k=1 k=0
Yo = 0,

olacak gekilde bir ve yalmz bir y = (yx) € ¢, vardir. Buradan

k: -1
hmanxn = hmz (n tm= )Uglanyk =0, V, €

dir.

alinirsa

k -1
hmZankyk = hmz <n tme )Uglanyk =0, V,€c

elde edilir. Buradan A € (c,, ¢,) dir. Boylece

sup2|ank|:sup2|ank|(n—i—z_l ) ‘v,:l‘|an|<oo
" k=0 " k=0

dur. Bu da ispat1 tamamlar.

Asgagidaki teoremler boyunca by, yerine vj’laj yazilacaktir.
j=k+1
Teorem 6.2.7. (a)
Ei(v) = {a Cw: Y ap,! Z (*~7~") yakmsaktir, > |bk| Z (k < oo}
k=1 j=1 k=1 j=1

aliirsa

(DA ()] = Ei(v)
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dir.
(b)
Ey(v) = {a Ew: Sup

ZZ: g(kjl)

< o0, 3|h N < “}

=1 j=1

aliirsa

[DA} (lso)]” = E2 (v)

dir.

Ispat. © € DA ({,,) ise yeterince bityiik k 6rnegin k > 2m icin

k—j7—1
xk—vklz< m—1 )%; Yi-m = Yo-m = ... = Yo =10

olacak sekilde(6.1.1) den bir ve yalmz bir y = (y) € lo vardir.

a € Ey(v), ve ({}) = 1 olsun. (Baz1 eserlerde k < 0 icin (}) = 0 kabul

edilir.) Boylece

n n k—m
E apTi = ak Uy 1 Yj
k=1 =

yazilabilir
- E+m -2
Z’bk+m 1‘2( _; )<OO
k=1 j=1
oldugundan
) k
k+m — j -2
R 3 LRl 11
k=1 J=1
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serisi mutlak yakisaktir. Ayrica Lemma 6.2.1(ii) den n — oo igin

dir. Buradan her x € DA

<3
=
g
<)
=

serisi yakinsaktir. Boylece a € [DA™ (1.)]” dur.

a € [DA™ (€))7 olsun. Boylece her z € DA™ (l) igin Zakxk serisi
k=1

yakinsaktir. x = (zy) dizisi agagidaki gekilde tanimlanirsa
0, kE<m

lzk m(k] 1) E>m

m—1

T =

00 k—m 00
Zakv ! < —J- 1) Zakm

k=1 7j=1 k=1

yazilabilir. Boylece

S ()

serisi yakinsaktir. Bu ise Lemma 6.2.1(ii) den n — oo i¢in

oldugunu gosterir.

Simdi a € [DA™ ({4,)]” — E; (v) olsun. Boylece

S ()
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wraksaktir. Yani

Sl S (’“‘j_l)
= 00
k=1 ’ j=1 m—2

dur. Her k i¢in a; > 0 veya her £ ic¢in a; < 0 olmak {izere

0, E<m

—1vk—1 i—m41 (i—j—1
(I SV SgnbiE}:TJr (lmj—2)’ k>m

T =

olmak iizere x = (zy) dizisi tammmlansin. k& > m igin |A'z;| = 1 oldugun-
dan = = (zx) € DA} ({) oldugu agiktir. Boylece n > m, igin
Zakxk = _Zbk—lAvmk—l - Zbk—&—m—lAvmk—o—m—l - bnxnvn (625)

k=1 k=1

k=1

yazilabilir. (b,z,v,) € ¢, oldugundan n — oo igin (6.2.5) den

Zakxk = Zbk+m—1Avl‘k+m—1
1 =1
> " k+m j—2
o Z’bk+mllz< m—9 )
k=1 j=1
=

elde edilir. Bu ise a € [DA (I.)]” olmasiyla celigir. Buradan a € Ey (v)
dir.

(b) nin ispat1 da yukaridaki ispata benzer sekilde Lemma 6.2.1(i) kullanilarak
yapilabilir.

Lemma 6.2.8. 7 = [ veya 7 olmak iizere [DA" (I,.)]" = [DA™ (¢)]”
dir.
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Teorem 6.2.9. ¢ tiim pozitif sifira yakinsak dizilerin kiimesini gostersin.

(a)
— —m+1 .
E;(v)=<Ra€cw: Z&kv Z (k 7 Mu; yakmsak ve Z \bk\ > (k_]__l)uj < 00, Yu € cj}

m—2
olarak alimirsa

[DA™ (¢,)]” = F5 (v) dir.

n k—m+1
E4(v) = {a € w:sup Z aRvy Z (k T Nuy| < oo, Z be| > (km] Suy < oo, Vu € c*}
n k=1 j=1 k=1 j=1

olarak alinirsa [DAT (¢,)]” = Ey4 (v) dir.

Simdi asagidaki sonuglar verilsin.

Lemma 6.2.10. n =  veya vy olmak iizere
() (AT (lo)]" = [DAT (Is0)]"

(@) [AY ()]" = [DAT (o))

(ii1) [AT (co)]" = [DAT (co)]”

6.3. Matris Doniistimleri

Bu boliimde yukarida tanimlanan A™ (1), A” (¢) ve A (¢,)dizi uzaylar
ile I, ¢ ve ¢, dizi uzaylar1 arasinda matris doniisiimii tanimlanabilmesi i¢in
gerek ve yeter gsartlar incelenecektir.

Simdi agagidaki teoremler verilsin.

Teorem 6.3.1. G =, veya c ve H = I, ¢ veya ¢, olsun. Boylece

= Qi V-
nk ikl ni Vs

olmak {izere

A = (anx) € (A" (G), H) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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() (@), € H (1< j < m)
(12) <Zk Lot ooy (5 )neH
(i) (b I (575)57) € (GLH)

Teorem 6.3.2. G = [, veya ¢ ve H = |, ¢ veya ¢, olsun. Boylece
C = (cur) = (A™ Mpan, — A™ M4 1a041,) olmak iizere

A = (anx) € (G, A" (H)) olmas i¢in gerek ve yeter sart

(i) Her n i¢in i |ank| < 00

(ii) C e (G H)
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