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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

ASIMPTOTIK iSTATISTIKSEL DENK DiZiLER

Bekir SOYTURK

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Fatih NURAY

Bu tez bes boltimden olusmaktadir. Birinei boliim, gerekli olan temel tamm ve
teoremlere ayrilmustir. Ikinci béliimde, istatistiksel yakinsaklik ve A-istatistiksel
yakinsaklik kavramlari gézden gegirilmis ve istatistiksel yakinsaklik ile A-istatistiksel
yakmsaklik arasindaki iliski ve ilgili teoremler incelenmistir. Uciincii boliimde,
asimptotik denk ve istatistiksel limit tanimlarimin dogal kombinasyonu olan asimptotik
istatistiksel denk dizi tammi verilmis ve ilgili teoremler incelenmisti. Dérdiincii
boliimde, (o-A)-asimptotik istatistiksel denk dizi tanimi verilmis ve A-istatistiksel
yakinsakhk ile ilgili teoremlerin benzerleri (c-A)-asimptotik istatistiksel denklik tanimi
kullamilarak verilmis ve ispatlar incelenmistir. Besinci bélimde ise Lacunary dizi
tammu verilerek, lacunary istatistiksel yakinsaklik ve asimptotik lacunary istatistiksel
denk diziler tanimlanmis ve A-istatistiksel yakinsaklik ile ilgili teoremlerin benzerleri ve
bazi kapsama teoremleri lacunary istatistiksel yakinsaklik ve asimptotik lacunary

istatistiksel denklik tanimlan kullanilarak incelenmistir.

2007, 57 sayfa

Anahtar kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik, A-istatistiksel yakinsaklik, Asimptotik
denk diziler, Asimptotik istatistiksel denk diziler, Lacunary istatistiksel yakinsaklik ve

Asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

ASYMPTOTICALLY STATISTICAL EQUIVALENT SEQUENCES

Bekir SOYTURK

Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Basic Science Subdavision of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Fatih NURAY

This thesis consist of five section. First section has been assigned for basic
definitions and theorems which are necessary. In second part, it has been looked
over the concept of “A-statistical convergence” and has been examined the
relationship between “statistical convergence” and “A- statistical convergence”
with theorems. In third section, has been presented the definition of the
asymptotically statistical equivalent which is a natural combination of the
definition for Asyptotically equivalnet and statistically limit, and has been studied
basic theorems which is interested in asymptotically statistically. The definition of
S, ;-asymptotically equivalnet has been presented in four section and using this
definition has been proved S, -asymptotically equivalent analogues of A-statistical
convergent theorems. In fifth section have been defined the folloving definations,
lacunary sequence, lacunary istatistiksel convergence and oc-asiymptotically
lacunary statistical equivalent sequences and using this definition have been also
proved some inclusion theorems and lacunary istatistiksel convergence and o-

asiymptotically lacunary statistical equivalent analogues of  A- statistical

convergent theorems.

2007, 57 pages
Keywords: Statistical convergence, A- statistical convergence, Asymptotically

equivalent sequences, Asymptotically statistical equivalent sequences, Lacunary

statistical convergence and Asymptotically lacunary statistical equivalent

sequences
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

N Dogal Sayilar Kiimesi

R Reel Sayilar Kiimesi

Kompleks (Karmasik) sayilar kiimesi
|K] Dogal sayilar kiimesinin bir X alt kiimesinin eleman sayisi

| Lineer uzay tizerinde bir norm

o(K) K kiimesinin dogal yogunlugu
S Biitiin istatistiksel yakisak dizilerin kiimesi
So Sifira istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
S, A — istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
., Sl dizilerin kiimesi
c Yakinsak dizilerin kiimesi
i Hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesi
[€] Kuvvetli hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesi
(VA De la Valée-Pousin yontemi ile toplanabilen diziler kiimesi
De la Valée-Pousin yontemi ile kuvvetli toplanabilen diziler
[V.A] _
kiimesi
R x n. dereceden Remeinder dizi
X~y Asimptotik denk diziler
l’ L katli asimptotik istatistiksel denk diziler
X~y P
Vsl Kuvvetli invariant yakinsak dizilerin kiimesi
xS: ¥ Sy-asimptotik denk diziler
St . . ..
X~y S,.2-asimptotik denk diziler
[ . . . .
x{ i y Kuvvetli (c,1)-asimptotik denk diziler
1: ¥ Hemen hemen asimptotik istatistiksel denk diziler
\l ¥ Hemen hemen A-asimptotik istatistiksel denk diziler
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I . ” ; 5,
. Kuvvetli hemen hemen A-asimptotik denk diziler

X~y
8 = {k.} Lacunary dizisi

\f I Asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler

" fi’_[’ y Kuvvetli asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler
XS,':” y c-asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler

" N_‘:‘” ¥ Kuvvetli c-asimptotik lacunary denk diziler
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1 GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik kavramu ilk olarak Fast (1951) tarafindan caligilda.
Daha sonra 1959 da Schoenberg tarafindan istatistiksel yakinsalkhgin bazi
temel ozellikleri verilerek istatistiksel yalkinsalk dizi uzaymun bir lineer uzay
oldugu gosterildi. 1985 de Fridy tarafindan istatistiksel Cauchy dizi tammu

verilerek istatistiksel yakinsaklik bir regiiler toplanabilme metodu gibi galigild.

Mursaleen (2000) tarafindan (V) A)-toplanabilirlik kullamlarak istatistiksel ya-
kinsaklik kavranu genellegtirilerek A—istatistiksel yalansaklik tamimland ve L
ye kuvvetli (V, A)—toplanabilir ve biitiin istatistiksel yakmsak dizi kiimeleri
ile A\—istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligki incelenmis ve pozitif sayilarin
sonsuza giden A,.1 < A, ve Ay =1 olacak gekilde biitiin A = (An) azalmayan

diziler kiimesi A ile gosterilmek tizere agagidaki teoremler verilerek ispatlar

yaptlmisgtir.

Teorem : A € A igin
(i) zp — L[V, A] = o — L(S,) ve [V, A] € S, kapsamasi kesindir.
(ii) Eger ¢ € (o ve x; — L(S)) ise x = (zx) olmak gartiyla
x; — L[V, A] ve buradan 2z, — L(C, 1) dir. Burada z = (x1) sabit degildir.
(iii) Sa N o = [V, A] Nl dur.

Teorem :5) € S olmas: i¢in gerek ve yeter sart

A |
lim inf— >0
n—od n

olmasidir.

Asimptotik denk dizi ve asimptotik regiiler matris tammlar Pobyvanets (1980)
tarafindan verildi. Marouf (1993) tarafindan asimptotik denk diziler arasm-
daki iligki ve bu denklik ile ilgili diziden diziye matris déniigiimleri incelendi.
2003 te Pobyvanets’ in tanunlarma benzer olarak L kath asimptotik istatis-
tiksel denk dizi ve asimptotik istatistiksel regiiler matris tanimlar1 Patterson

tarafindan verildi ve L kath asimptotik istatistiksel denldigin matris donfiglim{i



ile korunmasimin saglanmast igin gerek ve yeter kogullar ile toplanabilir bir A
matrisinin asimptotik istatistiksel regiiler olmas: igin gerek ve yeter sartlar
gosterildi.
o, pozitif tamsayilarda tanimh (0™ (n) = o (6™ (n)),m = 1,2, ...) biciminde
birebir esleme olsun. /, tizerindeki stirekli lineer ¢ fonksiyoneli agagidaki tzel-
likleri saghyorsa invariant ortalama veya o—ortalamadir.

(1) ¢(z) > 0, her n i¢in z, > 0 (z = (z,))

(2) dle) =1, e=(1,1,..)

(3) ¢ (To(m)) = ¢(zn), her z € £
o eslemesinin bir cesidi olarak, ¢ invariant ortalama yakmsak dizi uzayl c

tizerinde limit fonksiyoneline genisletilebilir. Bir anlamda;
Vz € cigin ¢(z) = lim 2 tir.

Savag ve Basarir (2006), o eslemesi kullamilarak tammlanan ¢—yakinsaklik
ve A—istatistiksel yakinsaklik tammlarimin dogal bir kombinasyonu olan
(o, A)—istatistiksel yakinsaklik, L kath o—asimptotik istatistiksel denk, L kath
(o, A)—asimptotik istatistiksel denk, kuvvetli (¢, A\)—asimptotik denk, I kath
hemen hemen asimptotik istatistiksel denk, L katli hemen hemen A—asimptotik
istatistiksel denk, L kath kuvvetli hemen hemen A—asimptotik denk dizi tanim-
larm verdiler ve asagidaki teoremi ispatladilar.
Teorem : A € A olmak iizere
& Vl’v\ . S:r,)\
i)z ~ yisex ~y,
ke [¢,1]

SU . g,
(ii) Egerz € o ve z <y ise ¢ NA] y ve buradan z '~ y,

(iii) SJ,,\ Nl = [VU,)\] N Ly dir.

Lacunary dizi tanimi ve kuvvetli lacunary yakinsaklik kavram Freedman, Sem-
ber ve Raphael (1978) tarafindan tamimlandi. Bunlar takiben Fridy ve Orhan
(1993) lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramim tamimlayarak agagidaki teo-

remi verdiler.

Teorem : 6 = {k,} bir lacunary dizisi olmak tizere

(1) (a) zr — L(INp) ise zx — L(Sy),



(b) Ny, Sp mn dzalt kiimesidir.
(ii) = € € ve z, — L(Sp) ise z — L(Np),
(iii) Sp N{e = Ny N Ly, dir.

Patterson ve Savag, Savas ve Bagarir'in tanunlarina benzer olarak Lacunary
dizisi ve kuvvetli lacunary yakinsaklik tammlarindan faydalanarak; L kath
asimptotik lacunary istatistiksel denk, L katl kuvvetli asimptotik lacunary
denk, L kath o—asimptotik lacunary istatistiksel denk, L kath kuvvetli o —asimp-
totik lacunary istatistiksel denk dizi tamimlarimi vererek agagidaki teoremi
verdiler.
Teorem: 6 = {k.} bir lacunary dizisi olmak iizere

(i) = £ y ise z " y dir.

(ii) z €l vez - Yy ise T 65 y dir.

Se N, :
(iii) 7 yNle =2 < yN iy dir



2. GENEL BILGILER
Bu boliimde ¢aligmaya esas olan bazi tamim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1 (Dizi): Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi
denir. Diziler deger kiimelerine gore cesitli adlar alirlar. Eger dizinin deger
kiimesi R reel sayilar kiimesi ise diziye reel terimli dizi, @ rasyonel sayilar
kiimesi olan diziye rasyonel terimli dizi adi verilivr ve 2 = (z;) : N — R

bigiminde gosterilir(Baler 1999).
Tanim 2.2 (Simrh Dizi): (z,) dizisi verilmig olsun. Eger ¥V & € N igin
,‘ch| < .4

olacak sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa () dizisine siirh dizi denir(Bale

1999).

Tamm 2.3 (Yakinsak Dizi):(z;) bir reel say: dizisi ve s € R olsun.
Ve > 01icin, k > kg oldugunda |z, — s| < £ olacak sekilde € a baglh bir kg sayist

bulunabiliyorsa (zy) dizisi s ye yakinsaktir denir ve
limz, = s veya (z) — 8
seklilnde gosterilir(Baler 1999).
Teorem 2.1:Yakinsak bir dizinin bir tek limiti vardir(Balei 1999).
Teorem 2.2:Yakinsak her dizi simirhdir(Bale: 1999).

Tamm 2.4: (x;) dizisi verilmis olsun.

1) vk € N igin z) < T4 ise diziye monoton artan dizi

2) Yk € N igin z;, < 241 Ise diziye genis anlamda monoton artan veya
azalmayan dizi

3) Vk € N igin @) > Tg4 ise diziye monoton azalan dizi

4) Yk € N igin 2 > 24 ise diziye genig anlamda monoton azalan veya

artmayan dizi denir(Balc1 1999).



Tanum 2.5 (Cauchy Dizisi): (&) bir reel say1 dizisi olsun. (a) bir Cauchy

dizisidir& Ve > 0 icin bir Ay € N vardr dyleki m, k& > ky i¢in
| — 2] < .

(Baler 1999).

Teorem 2.3: Her Cauchy dizisi simrhdir(Bale:r 1999).

Tanim 2.5 (Metrik Uzay): X bos olmayan bir kiime olsun.
d: X xX =R

fonksivonu V z,y, z € X i¢in,
Ml) d(z,y) =0 x=y
M2) d(x,y) = d(y, )
M3) d(z,y) < d(z,y) + d(y, z)
sartlarmu saghiyorsa d ye X de bir metrik ve d ile birlikte X' e metrik uzay

denir ve genellikle (X, d) veya X, ile gosterilir(Bayraktar 2000).

Tanim 2.6 (Lineer Uzay): L bog olmayan bir kiime ve F' reel veya kompleks
terimli bir cisim olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye [’ cismi iizerinde
lineer uzay veya vektor uzay: denir.
A) L kiimesi + iglemine gore degismeli gruptur.
G1) Vz,y € L igin x + y € L dir.
G2) Vz,y,z € Ligina + (y+2) = (v +y) + = dir.
(3) Vz € L igin @ + @ = 0 + = x olacak sekilde § € L vardur.
G4) Vz € L igin @ + (—z) = (—2) + 2 = 0 olacak gekilde —z € L vardur.
G5) Yo,y € L igin z +y = y + 2 dir.
B) z,y € L ve a, 8 € F olmalk tizere agafidaki gartlar saglamr..
Ll) a.xz € L dir.
L2) a.(z+y) = ax+ ay dir.
L3) (a+ B).x = ax + B.x dir.
L4) (a.f).x = a.(f.x) dir.



L5) 1.z = = (Burada 1, F' nin birim elemam) dir(Bayraktar 2000).
Tamim 2.7 (Normlu Uzay): N bir lineer uzay olsun.

I:N—=R

fonksiyonunun = noktasmdaki degerini ile gosterelim. Bu fonksiyon igin,

Nl |iz| =0 a2=0

z

N2) flaz]l = ol llz] (a € F)
N3) |z +yll < 2l + llyll (tggen esitsizligi)
sartlar: saglamyorsa ||| fonksiyonuna N {izerinde bir norm denir ve genellikle

(N, ||) ile gosterilir(Bayraktar2000).

Tanim 2.8 (Tam Uzay): X normlu uzaymdaki her (z;) Cauchy dizisi X
fizerinde tamml norm metrigine gore yakinsak ve yakinsadigi deger X in bir
elemani ise yani z;, — = € X ise (X, ||||) normlu uzayma tamdir denir.

Tanmim 2.9 (Banach Uzay1): Tam normlu uzaylara Banach uzay1 denir.

Tanim 2.10 (Toplanabilme): [ bir kompleks say1 olmak tizere,

(s w]
An(x) = Z (kT
k=0

serileri her n i¢in yakimsak ve

lim A, (z) =1

n—0od
ise  dizisi [ sayisina A—toplanabilirdir denir ve 2 — [(A) ile gosterilir. Bu

aym zamanda adi toplanabilme tanumidr.

A = (an.) kompleks terimli bir sonsuz matris ve x = (x) bir dizi olsun.
Eper A, (z) = Y i, @ity meveut ise, Azr 1= (A,(z)) dizisine, 2y dizisinin
A matrisi ile elde edilen dénisiim dizisi denir. X ve Y reel ya da kompleks
terimli dizilerden olugan iki dizi uzay1 ve A = (an) sonsuz matris olsun. Eger
her z € X icin (A, (z)) doniisiim dizisi meveut ve (An(z)) € Y ise A== lwge)
matrisi X den Y icine bir matris doniigiimii tammlar denir ve X den Y icine

tamuml biitiin matrislerin simfi (X, Y) ile gosterilir. Bger A, X den Y igine bir

6



matris doniigiimii ise, A € (X, Y") seklinde yazilir. (XY p) ile toplam ya da
limiti koruyan matrislerin simifi gosterilir. Ornegin, A € (¢, ¢;p) olmasi 2, — L
oldugunda A,(z) — L olmasi demektir. Bu tip matrislere Regiiler matris ach
verilir. A € (¢,c¢;p) olmas: igin gerek ve yeter kosgullar Silverman-Toeplitz

teoremi vermektedir. Bu teoremi ispatsiz verecegiz.

Teorem 2.4: A(ay:) toplanabilme matrisinin regiiler olmas: igin gerek ve
yeter sart

(i) Her k= 1,2, ... igin lim an; = 0,

n—oo
oo
(i) lim > ane =1,
'Il—*DOk:l

oC
(iii) Pozitif bir M sayist igin sup | |ans| < M < o0,

n k=1
olmasidir.
Ornek :
1 0 00 1000
1100 0100
C'1=%%%O ve I=100120
SRR 0001

ile verilen C; Cesdro matrisi ve I birim matrisi Teorem 2.4 {in kogullarim

sagladig icin her ikiside regiilerdir.

Tamm 2.11 (Banach Limiti): D((zy)) = (2441) olmak iizere, efer (w
tizerinde tammli L lineer fonksiyoneli agagidaki sartlar saghyorsa L ye bir
Banach Limiti denir.

(i) 2 > O ise L(z) > 0

(i) Tim x € £y i¢in L(Dx) = L(x)
ve

(iii) e = (1, 1,1, ...) olmak iizere L(e) = 1.

Tanim 2.12 (Hemen Hemen Yakmsak Dizi): Tim Banach limitleri

calasik olan @ € (o dizisine hemen hemen yalansak dizi denir.

7



Teorem 2.5: Bir z = (z;,) dizisinin L ye hemen hemen yakinsak olmasi icin
gerek ve yeter sart n ye gore diizgiin olarak

m

. 1
lim — E Tan = L
m—aoc 171

k=1

olmasidir(Lorentz 1948).



3. ISTATISTIKSEL ve A\-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde ilk once istatistiksel yakinsaklik kavrami tammlanarak ilgili teo-
remler verilecek ve daha sonra istatistiksel yakisaklik kavram tizerine genelles-
tirilen A\—istatistiksel yakinsaklik kavrami tammlanarak ilgili teoremler ince-

lenecektir.

3.1 Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda yogunluk, istatistiksel yakisaklik ve toplanabilirlik kavramlart
tamumlanarak, bu kavramlarla ilgili olarak tamm ve teoremler gozden gegirile-

cektir.

Fast 1951 de genel dizisel limit kavramim genigleterek inceledi ve istatistik-
sel yakinsakllk kavramim tammladi. 1959 da Schoenberg taralindan istatis-
tiksel yakinsakhigin baz temel dzellikleri verildi ve istatistiksel yakinsaklik bir
toplanabilme metodu olarak incelendi. 1985 te Fridy tarafindan ise istatistiksel
Cauchy dizisi tammlanarak, istatistiksel yalkinsaklik bir regiiler toplanabilme

metodu gibi ¢alisild

Istatistiksel yakmsakhk tammmm vermeden once adi yakmsak dizilerin
tammuim hatirlayarak istatistiksel yakinsaklik fikrinin nereden kaynaklandignm
gorelim. Bilindigi gibi, adi yakmsaklik ta @ reel say1 dizisi L yakinsak ise L nin
her bir £ komsulugu diginda dizinin ancak sonlu say1da eleman kalabilir. Simdi
bu kavrami biraz daha genellestirerek L noktasimun her bir & komsulugu diginda
dizinin sonlu sayida degil, sonsuz sayida da elemammin kalabileceginin kabul
edelim. Fakat boyle elemanlarm sayis: dizinin tiim elemanlarimn sayisina gore
cok azdr. Yani dizinin "hemen hemen" tiim elemanlary, L nin & komsulugu
igerisindedir. Bu durumda @ dizisinin L noktasma "hemen hemen" yaln-
sak oldugu sonucunu ¢ikarabiliriz. istatistiksel yalansakhlk kavramu bu flri
matematiksel olarak kesin ifade eden kavramlardan biridir. Burada L nok-
tasin ¢ komsulugu diginda kalan elemanlarim sayisinin "az" olmasi, boyle

elemanlarm dogal yogunlugunun sifir olmasi ile ifade edilir (Aytar 2001).
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N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesinin eleman sayisi (kardinali) |/] ile

gosterilsin, yani [I| := card\’ olsun.

Tamm 3.1.1: K € Nve K, = {k<n:ke K} olsun. Buna gore X

kiimesinin sirasiyla alt ve {ist yogunlugu;

§(K) = lim inf M’g(ﬁ-) e ey s |_f\7_1|
n

n—oo n n—oo

ey

n

dizisinin limitinin var olmasi durumunda bu limite K

olarak verilir.

kiimesinin dogal yogunlugu denir ve ¢ (/) ile gosterilir. Yani
§(K) =8(K) = 0(K)
ise I C N kiimesinin dogal yogunlugu;

Ir‘:l . -
O(H) = lim ] = lim : Hk<n:ke K}

n—oo 1 n—oc 1l

dir (Niven and Zuckerman and Montgomery 1991).

Dogal yogunluk kavramimn daha iyi anlagilmas: i¢in Giirdal (2004) de verilen

agagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 3.1.1: K = {1, 4,5,6, 13,14,..,24, 49,50,...,96, 193,194, ...} sek-
linde verilsin. K indeks kiimesi icin l‘:—;‘ ifadesini olugturalim.
(a) ‘—2—' ifadesinin tist limitini (limsup) olusturan alt dizi,

4 16 64

1 2
162006 3

(b) “—T‘:l ifadesinin alt limitini (supinf) olugturan alt dizi,

1 4 16 04 E
3712°48'192°7 3
seklindedir. Dolaysiyla bu 6rnek i¢in

, ) N
M) = 1 f— =2
AR =
N |Kn 2
) = ??151010 sup —= = ¢

oldugundan §(K) # §(K) dir. Bu nedenle K kiimesinin dogal yogunlugu yok-

tur. Bu ornekten de anlagilacag gibi alt ve iist yogunlugu olmasina ragmen
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dogal yogunlugu olmayan kiimeler de vardir. § (i) veya § (N\A) yogunluk-
larindan herhangi biri meveut ise § () = 1 — ¢ (N\K) dir. Eger K kiimesi

sonlu elemanh bir kiime ise § (K) = 0, yani dogal yogunlugu sifirdir.

Tanim 3.1.2: © = (z;) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir kiime harig
diger biitiin & lar igin bir P 6zelligini saghyorsa, (vx) dizisi hemen hemen
her k icin P 6zelligini saghyor denir ve "h.h.k" seklinde gosterilir. (Fridy
1985)

Simdi istatistiksel yakinsaklik tammum hatirlayalim.
Tanim 3.1.3: z = (z;) bir dizi olsun. Eger her € > 0 saysi i¢in

1
lim —|{k <n:lz,—L| >e}=0

n—sooT)
vani h.h.k igin |zx — L| < € ise & = (z;) dizisi L say1sina istatistiksel yakin-
saktir denir ve st — limz = L veya z;; — L(S) bi¢iminde yazilir. Burada S

biitiin istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini gostermektedir (Fridy 1985).

L = 0 olmas: durumunda Sp, yani sifira yakinsak dizilerin uzay1 elde edilir.

1
g = {’E = (zp) : lim = [{k <n:lz, — L 2 e} = U}

n—oa
1
So=<a=(z): lim=|{k<n:l|>e}=0

n—oo
acikca goriilebilir ki yalansak her dizi aym zamanda istatistiksel yakinsak bir
dizidir. Ama tersi dogru degildir. Ciinki = dizisi L yaknsak ise her € > 0 icin
K = {k: |zx — L| > e} kiimesi sonlu sayida eleman icerdiginden yogunlugu
sifirdir. (6(K) = 0) Yaknsak dizi siurl olmasma ragmen, istatistiksel yalin-

sak dizi sl olmayabilir.  Agagidaki drneklerden goriilebilecegi gibi sirh

raksak ya da smirsiz raksak bazi diziler de istatistiksel yalinsak olabilirler.

Ornek 3.1.2:
1 =0 (n=12..)

0, ks#nd

T, =

11



seklinde tanimlanan @ = () dizisini giz oniime alalim. Her ¢ > 0 i¢in
Hek<n:l|zg| el <{hk<n:ap#0} < In

oldugundan

1 Y
iy - [Th st ] 2 DR 2 T 20— frm—

n—oo T, n—oo 1 n—00 TL2

=0

elde edilir. Bu ise st — limz = 0 demektir. Diger taraftan (. ile S uzaylar

arasinda bir kapsama bagintis1 yoktur.

Ornek 3.1.3:
Vi, k=n%(n=12,.)

89, R#+u’

seklinde tamimlanan x = () dizisi i¢in st — lima = 2 ve x¢ (o dur. Ayrica

Ty =

z=(1,0,1,0,...) dizisi siurhdir fakat istatistiksel yakinsal degildir.

Teorem 3.1.1: st—limz = L; , st—limy = Ls ve a € R olsun. Bu durumda,
i) st — limz = Ly ise st — lim (az) = aly
ii) st —lim (z +y) = L1+ Ls

dir (Schoenberg 1959).

(i)-(ii) den istatistiksel yakimsak diziler nzaynm lineer uzay oldugu anlagilir.

Tamm 3.1.4: z = (z;,) bir dizi olsun. Her £ > 0 ve A1k igin |o —an] <€

olacak gekilde bir N = N(g) sayis1 var ise yani

1
lim = [{k <n:|z.—ay| = e} =0

n—oo 7l

ise z = (z;,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir(Fridy 1985).

Teorem 3.1.2: Istatistiksel yakmsak her dizi bir istatistiksel Cauchy
dizisidir (Fridy 1985).

ispat: Bu teoremin ispatinda "yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir" teorem-
inin ispatina benzer bir yol izlenecektir.

z = (zp) dizisi istatistiksel yakinsak ise st — limz = L dir. Bu durumda her
e >0 ve h.h.k icin

lzx — L] <

L2l ™

12



dir. Eger N, [vy — L] < § olacak sekilde segilirse ,
|z —an| = |z — L+ L—an| <|opy— L]+ |zny — L]

< <€ (h.h.k. icin)

elde edilir.

Istatistiksel yakinsaklik ile klasik toplanabilme motodlar arasindaki iligki

Schoenberg (1959) ve Iridy (1985) tarafindan incelenmistir.

Hicbir matris toplanabilme metodu istatistiksel yalansaklik metodu icermez.
Yani her € S igin A — limz = st — lima = L olacak sekilde bir A matrisi
yoktur (Fridy 1985).
Tanim 3.1.5: A = (a,,) negatif olmayan regiiler bir matris ve & C N olsun.
5a(8) = Jim 3 s = i (A
kel
limiti meveut ise 6 4 (/) sayisima K kiimesinin A—yogunlugu denir(Freedman

and Sember 1981).

S4(K) veya § 4(N\K') yogunluklarmdan herhangi biri mevcut ise
{5‘4(.[() =1- 5,1(N\I() dir.

Eger K kiimesi sonlu elemanl bir kiime ise her A negatif olmayan regiiler
matrisi igin & kiimesinin A—yogunlugu sifiedir (04(/) = 0). Burada K
sonlu bir kiime ise onun karakteristik dizisi y; sonlu 1 lere sahiptir. Bdylece

lim (g )n = 0 ve A regiiler oldugundan lim (Ay ), = 0 dir.

1
n—oo

Ornek 3.1.4:

Upk =

0. Fstn
seklinde tammlanan A = (an,) matrisini goz oniine alalim. Bu durumda,
K = {k=n?:n €N} kiimesi i¢in 64(K) = 1 ve K = {k#n*:neN}

kiimesi i¢in 04 (K') = 0 dur.
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Tanim 3.1.6: A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Her ¢ > 0

sayst igin {k € N : |z, — L| > =} kiimesinin A—yogunlugu sifir yani,
da{keN:|zy—L|>e})=0

ise x = () dizisi L sayisina A—istatistiksel yakinsaktir denir ve

Sy —limz = L ile gosterilir(Connor 1989).

Eger A = () alimirsa istatistiksel yakinsakhgim tamm elde edilir.

Sayet bir z dizisi L ye yakinsak ise her £ > 0 i¢in {k : |z, — L| > £} sonlu kiime
olup bu kiimenin A—yogunlugu sifirdir. Boylece her negatif olmayan regiiler

A matrisi icin A—istatistiksel yakinsaklik regiiler toplanabilme metodudur.

Ornek 3.1.5:

=
=
=
o
=
o

]

L= 13—
O

Lal— o=

]

o

geklinde tammlansin ve z = (1,0,1,0,...) olsun. Burada z dizisi istatistik-
sel yakmsak olmamasina ragmen, sifira A—istatistiksel yakinsaktir. Dikkat
edilirse; £ > 1 i¢in

K={k:|w, -0 >c}=¢

olup bu kiimenin A—yogunlugu sifirdir. Eger 0 <& < 1 ise
K={k:|zp—0| =€} ={1,3,5,7..}

dir. Burada ¥, = (1,0,1,0,...), Ay, = (0,0,0,...) ve 54(K) =0 dir. O halde
her € > 0 siys1 igin 6 4({k : |z — 0] > €}) = 0 dur.

Ornek 3.1.6:

L, b=, (=120

0, k#nt

Qnk =

seklinde tanumlanan negatif olamyan regtiler A = (ay,) matrisini ve

. B=n? (r=13%.)

L
5
1, k#n°

L=

14



seklinde tammmlanan z = (xy) dizisini gz oniine alalim.

Her € > 0 igin K = {A eN: |:':,:C - é| > 5} olmak tizere
d4() = lim(Ax;)n =0

oldugundan Sy —lima = l) dir.

3.2. \—Istatistiksel Yakinsaklik

Mursaleen (2000) (V, A)-toplanabilirligi kullanarak istatiksel yakinsaklik kav-
ramum genellegtirdi. Bu yeni metoda A—istatiksel yakimsalklik denildi ve A—is-
tatistiksel yakimsaklik dizilerin kiimesi Sy ile gosterildi. (C,1)— toplanabilir-
lik ve (V,A)— toplanabilirligin istatiksel yalisakhk ile iligkisi incelendi. Bu
boliimde istatistiksel yakinsaklik kavramu iizerine genellestirilen A—istatistiksel
yakinsaklik kavrami tammlanip caligilacak, ayrica L ye kuvvetli (V. A)—topla-
nabilir dizilerin uzay: [V, A] ile biitiin istatistiksel yakinsak = = (x;.) dizilerinin

uzay1 S ile iligkisi verilecektir.

Tamim 3.2.1: A = (), pozitif reel sayilarin sonsuza giden azalmayan bir
dizisi ve A1 =1, A1 < Ay + 1 olsun.

tn ('7") = __'zfl"lc, I, = [’I’L w5+ 1:’”’}
T kEIn

ifadesine Genellestirilmis de la Vallée-Pousin Ortalamas: denir.

Tamm 3.2.2: z = (z) dizisi icin eger, n — co  iken ¢, (x) — L olacak
sekilde bir L says1 varsa @ = (z;.) dizisine (V, \)—toplanabilir denir (Leindler
1965).

Eger A, = n ise 0 zaman (V, A)—toplanabilirlik (C’, 1)—topla nabilirlige dontigiir.

De la Vallée Ortalama metodu ile kuvvetli toplanabilen dizi kiimeleri igin

1
[V, \] == {'1: = (2x) AL € R, lim = | — L[ = 0}

n keln
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yazabiliriz. Ozel olarak n = 1,2,3... i¢cin \, = n dwumunda [V, A] kiimesi
[C, 1]—toplanabilmeye indirgenebilir ve

1 k3
[C,1] = {7: = (zx): 3L € R, lim —Z |z, — L| = D}
k=1

n—oa T,

ile tammlanir.
Tanim 3.2.3: Her ¢ > 0 icin

1
lim \— |{A € In : |‘TI'\‘ - L[ Z EH =0

n—oo Ap

ise z = (z,) dizisine L ye A— istatistiksel yakinsaktir veya Sy— yakimsak-
tir denir.
Bu durumda Sy — limz = L veya x;, — L(S)) yazilir ve
Sy:={z:3LeR, S)—limz=1L}
dir(Mursaleen2000).

Uyari: (i) Eger A, = n ise 0 zaman Sy, S ile aymdur.

(ii) A— istatistiksel yakinsaklik, eger matris A el

1 s
Ko k = In.
0, k¢,

lni =

alimirsa A— istatistiksel yalkinsakhgin ézel bir durumudur.

Sy ile [V;A\] wve (C,1) metodlar arasmndaki bagnti Mursaleen (2000)

tarafindan bulunmugtur.
Sonsuza giden App1 < Ay, ve A =1 olacak sekilde pozitif sayilar biitiin

A = (\n) azalmayan diziler kiimesi A ile gosterilsin.

Teorem 3.2.1: A € A olsun. O zaman

(i) zx — L[V, A] = 2, — L(Sy) ve [V, A] € S, kapsamasi kesindir.

(ii) Eger © € lec ve z; — L(S)) lsex = (x,.) sabit olmamak sartiyla
z; — L[V, ] ve buradan zy, — L(C, 1) dir.

(i) Sy N leo = [V, A] N Loo dir(Mursaleen 2000).
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ispat:

(i) € > 0 ve &, — L[V, ] olsun.

Slze—Ll > > |ee— Ll zel{k €l |z — L] = €}

keln | fﬂelr‘?
J:k—L >e

yazilir. Boylece z, — L[V, A] = o — L(S)) dir.
Agagidaki ornekte Sy & [V, A] dir.
@ = (x,) dizisini

k. n-— [\/}\n] +1<k<n icin

0, aksi takdirde.

I =

ile tammlayalim. Bu durumda x¢ (o olur ve her £ (0 < £ < 1) i¢in

/\n
. I{A €Ly |uy— 0| 2 e}| = @

yani x, — 0(Sy) olur. Diger taraftan,

yani x; - 0 [V, A] dir.
(ii) zr — L(S)) ve z € {y oldugunu kabul edelim.

|z, — L| < M diyelim. & > 0 verilsin,

—0 , n-—oo iken

Tiim & lar icin

o Z|TA—L| = g Z \M—LH— Y lee— L

Tl

' kel keln keln
| —L|z= "'k*"“<5
M
2 _HJI' ely: |, — Ll >¢e}|+e

yazilir, bu z;; — L[V, A] olmasim gerektirir. Ayrica

n n An

=1 " kel

n#)\n

< —ijr,#L!—F Z|’Ek—

“IEIH

< *Z |t~

/nf(_’l
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yazilr. z, — L[V, A] oldugundan zp — L(C, 1) dir.

(iii) Bu kismun ispat1 (i) ve (ii) den hemen ¢ikar.

Tiim A lar i¢in Sy € S oldugunu gostermek kolaydir, ¢iinkit A,/n, 1 ile sir-

hdir.
Teorem 3.2.2: S C S, olmasi i¢in gerek ve yeter sart

/\n
lim inf — >0 (3.2.1)

n—0oo 7

olmasidir(Mursaleen 2000).

Ispat: Verilen £ > 0 igin
{k<n:|lzp—Ll2e}D{kel,:|zx— L| 2 €}
dir. Bundan dolay:

1 1
;|{k§n:|mk—L|25}| s E|{kefn:|mk#L|2£}|

Ay 1

=
n A,

[k € It [ — L] 2 €}
olur. n — oo iken limiti almir ve (3.2.1) kullanilirsa
x, — L(S) = a2, — L(5))

elde edilir.
Tersine olarak, lim inf ’\7" = 0 oldugunu kabul edelim. % < % olacak sekilde
n—0o0 1(;

bir (n(j))72, alt dizisini secebiliriz. Bir z = (x;) dizisini

1, ie€elyyisej=123,..

T; =
0, diger durumlarda

seklinde tammlayalim. Bu durumda o € [C, 1] ve buradan, Connor (1988) den
z € S dir. Fakat diger taraftan = ¢ [V, ] ve teorem 3.2.1 (ii) , 2 € Sy 1

gerektirir. Bu yiizden (3.2.1) gereklidir.
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4. ASIMPTOTIK ISTATISTIKSEL DENK DIZIiLER

Bu béliimde asimptotik istatistiksel denk ve istatistiksel limit tanmimlarinin
dogal kombinasyonu olan L kath asimptotik istatistiksel denk dizilerin tanimi

verilecek ve ilgili teoremler ispatlanacaktir.

4.1 Asimptotik Denk Diziler

1980 de Pobyvanets tarafindan asimptotik denk dizi ve asimptotik regiiler ma-
tris tammlar verildi. 1993 te asimptotik denk diziler arasindaki iligki ve bu
denklik ile ilgili RpAx =3, [(Az),| ve p, Az := supys, [(Az),| biciminde
ifade edilen R,Az/R,Ay ve p,Azr/n,Ay oranlan ile verilen diziden diziye
A matris doniigiimlerinin iki varyasyonu Marouf tarafindan incelendi. Patter-
son tarafindan da 2003 te Pobyvanets’in tanunlarinin istatistiksel benzerleri

verildi.

(, da, P,, Py ve P dizi kitmelerini tarumlayalim.

oo
=< a: Z [ e e
k=1
oG
dq =< a:lim Z (tn T Meveut.
n

k=1

Ps = {Her k i¢in 0 < 6 < a4, ozellikli reel say dizilerinin kiimesi}
Py = {En fazla sonlu sayida terimi sifir olan negatif olmayan dizi}
P={z: x>0, her k igin}

olsun.

Tanim 4.1.1: £ deki her z = (z) dizisine

oluyor ise n. dereceden Remeinder Dizi (Rz) denir(Fridy 1978).
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Tamim 4.1.2: Negatif olmayan x = (z;) ve y = (yx) dizilerine

. Iy
lim— =1
k Yi:

ise "asimptotik denk diziler" denir ve © ~ y biciminde gosterilir(Pobyvanets

1980).

Teorem 4.1.1: Negatif olmayan A matrisine "Asimptotik regiiler matris"

denmesi icin gerek ve yeter sart

olmasidir. Baska bir ifadeyle, z = (z), y = (yx) negatif olmayan diziler ve

A Asimptotik regiiler matris ise 2 ~ y iken Az ~ Ay dir(Pobyvanets 1980).

Teorem 4.1.2: A, matrisinin ¢g — ¢y matrisi olmas icin gerek ve yeter sart
i) lim, anr = 0, her & =1,2, ... igin ve
ii) Her n igin Y 4| |ank] < M ozelliginde bir A1 sayis: vardir.

olmasidir.

Teorem 4.1.3: A, negatif olamayan ¢y — ¢y matrisi, & = (z1) ve y = () s

z ~ y ve baz1 § > 0 igin z, y € Ps olacak gekilde simirh diziler ise bu takdirde
Az ~ pAy

dir(Marouf 1993).

ispat: = ~ y oldugundan baz z sifiv dizileri i¢in z, = (1 + z,) yazabiliriz.

Her bir n icin

oo
sup (Axy)  sup)_agiT;

(pAz),  k2n _ k>ni=0

M — -

(uAy), o (Aye) SUP D ki Yi
- k>ni=0

o
sup Yty (Yi + ¥izi)

k>ni=0

oo
sup Z QriYi

k>ni=0
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oc
SUPY il |z

k>ni=0

IA

1+ =
SUP Y (i

k>ni=0

o0
SUPY il |2l
k>ni=0

< i+

oo
OSUpPY | i

k>ni=0

y pozitif suurl bir dizi, z bir sifir dizisi ve A, ¢o — ¢ matrisi oldugundan

o
lim E ariyi |2 =0
T

i=0

olur ve bundan dolay

olur. Benzer sekilde

Az
T (l‘LAy)'n
elde edilehilir ve buradan
no | (nAy),

olur. Yani pAz ~ pAy dir.

Teorem 4.1.4: A, (., smrh dizilerini ¢ ye doniigtiiren negatif clmayan toplan-
abilme matrisi ise agagidaki ifadeler denktir.
i) ¢ = (z) vey = (yx), © ~y veban d>0igin y = (y,) € Fs olacak sekilde

sirh dizileri ise bu takdirde

RAx ~ RAy.

ii) Her m igin
2 e O
i o — I
lim Sek=n =1
L Zk:n Zj:[) kg

dir(Marouf 1993).
Ispat: [(ii) = (i)] Hipotezden & ~ y olmasi i¢in her & > 0 i¢in bir J sayisi

vardir oyleki & > J i¢in ’(f}f) - 1‘ < ¢ dur. Bundan dolay: her & > J 1¢in
(I-e)ye <o <(1+&)yn (4.1)
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dir. Tlk olarak

oo J-—1
R,Ax = E AL s KL E E gl + E E Qi T
k=n 3=0 k=njy=J

ve (4.1) den

J-1 fa'e} oo oo
R Az = Zz:j Z({{l}léw_l(t;\ + (14 :“)ZZ(LM@/_,-
1=0 h=n k=nj=J
elde edilir. Buradan
J—1 oo
1y max

= G il i

A 00 oo

R,Ay 5 Z Zakj
k=nj=0

dir. Iddia edelim ki

o0
(Eogme)] |

n—oo Z Z”I‘

=nj3=0

olsun. (ii) y1 kullanarak J sonsuz iken

J-1 (Zfﬂkj)
i_ =1

Z ZG’M

k=nj=

~

.
1l
o

elde ederiz. Buradan

%O‘( max n,j)>

. (,vl__ 0<3<J-1
0> lim 4

n—0o0 00 22
2. 2
k=nj=0
olur. A negatif olmayan bir matris oldugundan iddiay1 ispatlar ve agagidali

sonucu elde ederiz

lim sup (f;njil) <1+e. (4.2)
n n J

Tldinci olarak, R,Az/R, Ay i¢in bir alt sir aragtiralim;

R, Az = ZZGM"L > Z ngbl 1(!;‘] Z’L +ZZ(L/\ &y

fk=n j=0 k=n he=n j=0
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oldugunu goz Ontine alalim. (4.1) egitsizligini tekrar kullanarak

oo J-1
RnAz = (Z%) Zﬂ D<51}<151 IGAJ z_;uz—gﬂu y; — (1 —¢) ;;Gkﬂj
elde edilir. Bu yiizden
Jz—:l 5
R, Az j=0 d ,|§](0<1;ﬂ<1? 1(”3)
R, Ay = SUpy; +(1-€)
T i J Z Zakj
k=nj=0
7 ~
(1—¢) 2 v :
;gu'J ,\Z (0<m<t;x i )
0
Z Z”RJ
k=nj=
dir. Onceki iddia kullamlarak,
R, A:
lim inf ( k T) >1—c¢ (4.3)
T n.-"iy

elde edilir. (4.2) ve (4.3) den dolay1 RAz ~ RAy oldugunda hm (R o “) =1

4;;
oldugu sonucuna variriz.
(i) in (ii) yi gerektirdigini gostermek icin, m pozitif tamsayi sabitini segelim ve

z = (x1),y = (yx) dizilerini agagidaki gibi tanimlayalim;

(ye) : =1, her k icin
0, k<mise

(o) = =

1, k>mise

z = (z) ve y = (y) dizileri icin (i) deki sartn saglandifr agiktur.

o0 m

oo oo o0 o0 o0 o0
R,Ax = E E QpjT; = E E gy = E E Gty — E E Bl

k=n j=0 k=nj=m-1 hk=nj=0 k=nj=0

oldugunu gozoniine alahm. Burada

Z Zakj
(R,,,/—‘im) i k=nj=0

A & =
er U Z Z“‘fﬁj .Uf

k=nj=0




dir. A min negatif olmayan bir matris olmasi hipotezinden

(R,,;’—l.’f) (];1(1[‘,;[?1)
—_— ) <]l - | =

Rn-Ay Z Z (ij

k=ny=0

dir ve bundan dolay:

A Y
n \ RpAy n—co i i
apj
k=nj=0
olur. (i) den elde ederiz ki;
oo
Z Qg
sup oI:”T =),
I opore
h=nj=0

dir ve A negatif olmayan matris oldugundan

( Z akm)
k>n -0

7].111’1 oC 00
n—00
Z g
0

k=nj=

dir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

4.2. Asimptotik Istatistiksel Denk Diziler

1980 de Pobyvanets asimptotik denk dizi ve asimptotik regiiler matris tanim-

larim verdi. Ayrica bu tammlar: kullanarak asimptotik denk diziler igin Silver-

man Toeplitz tipi bir karakterizasyon yapti. Bunlara benzer olarak Patterson

(2003) asimptotik istatistiksel denk dizi ve asimptotik istatistiksel regiler ma-

tris tammlarim verdi. Bu tammlar asimptotik istatistiksel denk dizilerin matris

karalterizasyonunda kullanild.

Asimptotik denk denk dizi ve istatistiksel yakinsakhk tammlarimmn dogal kom-

binasyonundan agagidaki tanmim elde edilir.
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Tanim 4.2.1: Negatif olmayan = = (z,) ve y = (y) dizilerine, her ¢ > 0

{!{: S

oluyorsa L kath asimptotik istatistiksel denk diziler denir ve z - Y

icin
1
lim— =0
non

T
= . L‘ > 5}
Y

bigiminde gosterilir. L = 1 ise basitce "asimptotik istatistiksel denk diziler"

denir(Patterson 2003).

Tanim 4.2.2: x = (z) ve y = (), * = iy, © = (z1) € Fy ve baz1 § > 0 igin
y = (yx) € Ps olacak sekilde diziler iken Ax % Ay oluyorsa A toplanabilme

matrisine asimptotik istatistiksel regiiler matris denir(Patterson 2003).

Teorem 4.2.1: Toplanabilir A matrisinin asimptotik istatistiksel regiiler ol-

masi i¢in gerck ve yeter kosul her pozitif &y sabit katsayisi icin

i)

ko
5 an; ler n icin simirl,
i=1
ii)

ko

: 1 j—1 Uni s .

lim— ¢k < n: Zﬁgl > &, kpsabiti vee > 0icin p| =0

n zi:l (y

olmasidir(Patterson 2003).
Ispat: Bu teoremin gerek sart: bir onceki teoremin gerek sartia benzer olarak

yapilir.
: G B St
Teoremin yeter gartiun gosterilmesi i¢in, € > 0, @ Sy, x= () € By ve

bazi § > 0 i¢in y = (yx) € Ps olsun. Bu durumda
(L — &) ¥Yira € Tita £ (L+8) Yite , hDi. vea =12, .. i¢in (4.4)

elde edilir. Kabul edelim ki,

(Az), Doii®nilit Y a1 G

(‘4y)n - Z?:l (n 1 Yi T Zin—i—l Qn il

o X oo .
Z'=l An,ils El:c\"la‘ﬂ.l‘l'i
=] - = -
Zl=ﬂ-|-l @n il Zi:u.“ n, il

Z;Dz| Ay ,ilh + l

S an,ilth

Lar=n-f-1

o
fadn



olsun. (4.4) esitsizliginden

Y i B
] f n,idq
hnlL

— =k . W, i
nY icast Onili

= (1) € Ry, y=(yx) € Fs ve (ii) den

%
lim D i1 On,ii

= =0, hhn ign
T Z-i:a—H (n il

ve

[0
. Z': Qn il .
limS=l—"— =0, hhn ic¢n
n Zi:a+l Uil

olur. Buradan

(Azx),

lim—=2 =L, hhn icgn

I (“il’y)-n_ B
olur. Bu da gosterir ki, = y, x=(rx) € Pyvebazi o > 0icin y = () € Ps

. S . .
iken Az ~ Ay dir. Bu da ispat: tamamlar.

Asgagidaki teorem toplanabilme matrisi terimlerinin verilen bir dizi i¢in L kath
asimptotik istatistiksel denkligin matris déniigiimii ile korunmasini saglanmasi

icin gerekli gerek ve yeter kogullar: verir.

Teorem 4.2.2: Eger A, [, smurh dizilerini ¢ ye déniisttiren negatif olmayan
toplanabilme matrisi ise asagidaki ifadeler denktir.
i) v = (z) vey = (y).x & y, © = (xx) € Py ve baz1 § > 0 igin

y = (yx) € Ps olacak sekilde diziler ise bu takdirde
R, (Ax) i R, (Ay) .
ii)

D iz Gim
o0

ko
{ ‘ D ik 220:1 Cip

dir(Patterson 2003).

= 0.

liml

> ¢ her bir mvee >0 ig:in}
non

Ispat: L kath asimptotik istatistiksel denklik tammu h.A.i. igin

&L
i

< &




olarak yorumlanabilir. Bu da gosterir ki
(L—e)yi<z; < (L+e)y, hhi (4.5)
dir. Kabul edelim ki,
R, (Ax) _ i Yo, mao<j<1 {as}
Ry (Ay) ~ D ien Dget Giflj

+ Z?in Z?G:J i T j
Z?in Zj’c:)l By

(4.5) denklemini kullanarak

J=1 oo - " 2
R, (Az) < Zj:l Zi:;;om&htlfjg.pl{aw} +(L+¢), hhn.
R, (Ay) 0D i D e i

elde ederiz.

(i1) den
Rﬂ xz
Iimsup*(fi2 < (L+e), h.hn.

n Rn (Aij)

ve (4.5) esitsizliginden faydalanarak

.. Ry (Ax)
liminf————= > (L —¢) , h.hn.
n ' (Ay) o ( )

elde edilir. Buradan
R (Az) % R, (Ay)

olur.
Teoremin 2. boliimii igin agagidaki iki diziyi goz ¢niine alalim.

0, egerp < K ) o .
Tp = I pozitif bir sabit
1, diger durumlarda
ve
yp = 1, her p icin.
Bu diziler gosterir ki,
o0

R, (Az) =) (Az),

k=n

oo o

=}, 2

k=np=K+1

2%



20 00 o0 oo
= E E ELJ\‘,p_ 5 E C".f.tgp

k=np=1 k=np=K

dir. Bundan dolay:

Az S A
lim infR”( v) < 1—limsup D Jimn B

no iy (Ay) n Dien Dpel Gip

elde edilir. Sabit olmayan her bir eleman i¢in son egitsizligin sifira istatistiksel

limiti vardir. Buiradan
R, (Ax
lim G0

n Ry (Ay )

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

=1,hhn

]
oo



5. (0, \) ASIMPTOTIK ISTATISTIKSEL DENK DiZILER

Bu boliimde A—istatistiksel yakinsaklik ve o—yakinsaklik tammlarinim dogal
bir kombinasyonu olan (o, A\) —asimptotik istatistiksel denk dizilerin tanmm,
ve boliim 3 deki A—istatistiksel vakinsallik ile ilgili teoremlerin benzerleri ver-

ilecektir.

1948 de hemen hemen yakinsaklik kavrami ilk olarak Lorentz tarafindan verildi.

1967 de ise kuvvetli hemen hemen yakmsak dizi uzay:1 [¢] Maddox tarafindan

m—oon + 1 4
i=0

m
[ = {T € fo: lim = Z |y — L| = 0, n ye gore diizgiin mevcut}

seklinde tanmmlanmigtir.
o, pozitif tamsayilarda tammh (6™ (n) = o (6™ ! (n)),m = 1,2, ..) biciminde
birebir esleme olsun. £, tizerindeki siirekli lineer ¢ fonksiyoneli agagidaki tzel-
likleri saghyorsa invariant ortalama veya o—ortalamadir.

(1) ¢(z) > 0, her n igin =, > 0 (v = (z,))

2)ple)=1, e= (1,1, )

(3) & (;r.g(n)) = ¢(zp), her z € U
o eslemesinin bir egidi olaralk, ¢ invariant ortalama yakinsak dizi uzayimda (c)

limit fonksiyoneline genisletilebilir. Bir anlamda;Va € ¢ i¢in ¢(x) = lim 2 tir,

Tanim 5.1: z = (x;) smirh dizisi igin

. 1
im
m—oon + 1

m

Z Tyign) = L, n ye gore diizgiin (5.1)
i=0

ise v = (z) dizisi L ye invariant yakimsaktir denir ve ¢ — limz = L
biciminde gosterilir(Schaefer 1972).
Invariant ortalamalar! esit olan biitiin siurh dizileri V; ile gosterirsek
e c Vi
dir.
Hemen hemen yakmsaklik kavrammdan kuvvetli hemen hemen yakinsaklik

kavramima ulagilabildigi gibi invariant yakimsaklk kavramimndan kuvvetli in-

variant yakinsallik kavramima ulagilabilir.
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Tanim 5.2: x = (x;) simrh dizisi icin n ye gore diizgiin olarak

m
n’lagl(};o]n+ Z{;‘Tm(n B =

ise x = (z3) dizisi L ye kuvvetli invariant yakinsaktir denir(Mursaleen

1983). Kuvvetli invariant yakinsak dizilerin kiimesini [V;] ile gostererek kuvvetli

hemen hemen yakinsaklik ile benzerligini inceleyelim.

o eslemesinin,
0*(n) = o (a(n))
o*(n) = o (o?

durarak o(n) = n + 1 seqilirse;

2(n) = o (a(n) = aln+1) = n + 2
a3(n) = (c%(n)) =0 (o (c(n))) =n+3

(n)) = o (o (g(n))) bigiminde oldugunu gtz iiniinde bulun-

o'(n) =c (¢ Y (n)) = o (o (o...(n)...)) = n +i olur ki buradan
(Vo] = [€] elde ederiz. Yani kuvvetli invariant yakmsaklik, kuvvetli hemen

hemen yalinsakhik kavramina genellestirilebilir. Burada |V,| C V,, C (,, dir.

Marouf, 1993 te asimptotik denk dziler ve asimptotik regiiler mstrisler i¢in
tamimlar verdi. Patterson bu kavramlan, asimptotik istatistiksel denk tanimu
ve begatif olmayan toplanabilir matrisler icin dogal regiilerlik sartini vererek
2003 te genigletti. Savas (Baskida) asimptotik denk ve A—istatistiksel yakin-
sakhlk igin bu tanmmlarin dogal kombinasyonlarim verdi. Burada L katli S, ,—
asimptotik denklik tanimlanacak ve cahgilacaktir. Bu tamimlara ek olarak baz

kapsama bagintilan da verilecektir.
Tanim 5.3:Her ¢ > 0 i¢in m ye gore diizgiin
li:rni Hl., €ly: ’.’L'Uk(m) — L| > s}[ =0
n /\n -

ise z = (x;) dizisine L ye S, \—yakinsak denir. S,y —limz = L veya

xp — L(S,.,) biciminde gosterilir ve
Syr={z:3LER, S, —limz =L}
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yazilir(Savag and Basarir 2006).

Tanim 5.4: Her £ > 0 icin m = 1,2, 3, ... ye gore diizgiin olarak

{kgn: 25}

ise negatif olmayan @ = (xy) ve y = (i) dizilerine L kath S,—asimptotik

Lk (m)

1
lim — L =0

no7

Yok (m)
denk diziler denir ve 2 % y ile gosterilir. L = 1 ise basit¢e "S,—asimptotik
denk diziler" denir(Savag and Bagarir 2006).

Tanim 5.5: Her e > 0 igcin m = 1,2, 3, ... ye gore diizgiin olarak

Lok (m)
{ren: [yl

Yok (m)
ise negatif olmayan z = (z) ve y = (y)) dizilerine L katli S, y—asimptotik

lim i =0

n

T

denk diziler denir ve z ~" y ile goisterilir. L = 1 ise basit¢e "5, y—asimptotik

diziler" denk denir(Savag and Bagarwr 2006).
Tanim 5.6: Her ¢ > 0 igin m = 1,2, 3, ... ye gore diizgiin olarak

lim —
T
" kel

.’l‘gi:(m) _ Ll s 1
Yok (m)

ise negatif olmayan = = (z1) ve y = (yi) dizilerine L kath kuvvetli (o, A)—
Vo, . . . .
asimptotik denk diziler denir ve z NA} y ile gosterilir. L = 1 ise basitce

"(g, A) —asimptotik denk diziler" denir(Savag and Bagarir 2006).

o(n) = n + 1 olmast durumunda yukaridaki tammlar agagidaki tannnlara in-

dirgenebilir.

Tanmim 5.7: Her £ > 0 icin m = 1,2, 3, ... ye gore diizgiin olarak

{A:gn:

ise negatif olmayan z = (25) ve y = (y;) dizilerine L katli hemen hemen

1
lim —
n on

2z o

Yh+m

e . o0 ; 5w
asimptotik istatistiksel (S—asimptotik) denk diziler denir ve x~ y ile
gosterilir. L = 1 ise basit¢e "hemen hemen asimptotik istatistiksel (S —asimp-

totik) denk diziler" denir(Savag and Bagarir 2006).
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Tanim 5.8: Her £ > 0 icin m = 1,2, 3, ... ye gore diizgiin olarak

{E: el,:

ise negatif olmayan z = (z,) ve y = (y) dizilerine L katli hemen hemen

1
lim —

mn n

Ty
k+m _L’ ZE}‘ -0
YUr+m

A—asimptotik istatistiksel (S’ y—asimptotik) denk diziler denir ve
x~ y ile gosterilir. L = 1 ise basit¢e "hemen hemen A—asimptotik istatistiksel

(Sy—asimptotik) denk diziler" denir(Savag and Basarir 2006).
Tanim 5.9: Her £ > 0 icin m = 1,2,3, ... ye gore diizgiin olarak

|
lim .
n ke In

Yk+m

ise negatif olmayan = = (x;) ve y = (yi) dizilerine L kath kuvvetli hemen
. 1%

hemen )\—asimptotik(p/,\] —asimptotik) denk diziler denir ve z ,\3] Y

ile gosterilir. L = 1 ise basit¢e "kuvvetli hemen hemen A—asimptotik ([i’:\] —

asimptotik) denk diziler" denir(Savag and Bagarir 2006).

Bu yeni tammlar dogroltusunda Teorem 3.2.1 in benzerini inceleyelim.
Sonsuza giden A1 < A, +1 ve A =1 olacak sekilde pozitif sayilar: biitiin

A = (\,) azalmayan diziler kiimesi A ile gosterilsin.

Teorem 5.1: A € A olsun. Ovleyse

. 1('7»/\ i Sa..\
(i) z "~ yisex ~ y,
S, Vs, o
(ii) BEger z € {c ve z <y ise z [ N\] y ve buradan z B Y,
(iii) Sy r Nloo = [Vo,] N Lo

dur(Savag and Bagarir 2006).

Vo]

Ispat: (i): Egere >0vex ~ yise

Lak(m) Lok (m) .
Z Yok _LI —>— Z ljak(m) L’
kel (7750 keln & 25 g5
ya'(m) -
Tk
> s {L-EI.”: L P 25}‘.
Yot ()

Vor| .
Bundan dolay1 2 =~ "y dir.



(ii): Kabul edelim ki; x = (x
Oyleyse
:I'lrrk(m)

Yok (m)

dir. Verilen € > 0 i¢in

. . Sa,,\
i)y = () smurh diziler ve . ~ y olsun.

— L{ < M, her &k ve m icin

i Lok(m) L} _ Z Tak(m) I
/\n el Yo (m) "\ﬂ x n Yok (m)
1 kel & o (m) _Lze
Yok (m)
1 1"0"'5(171)
o
" keln & - Zettm) _y o %k(m)
Ygy ©(m)
M Tk
< —{k:EIn: UW}—L‘EE} A4 g,
An Yok (m)
) Vea]
Boylece x ~ ~ " g dir.
Ayrica;
1o [ @ 1722 7 1 Ty
_Z(U(m)_L> =_Z<o’m )+_Z(a(m)_L)
n 1 Yak (m) n el Yok (m) n kel y(rk(m)
1 e k( 1 Lk
£ = Lo Lak(m) ‘+ . ( ak(m) L)
An g Yok (m) An f; Yot (m)
2 &
< = av{m) )
o ’\ Zf (Jrr" (m)
(Cvl) yia R %
Bundan dolay1 x '~ y ve boylece x ~ ~ " y dir.

(iii): (1) ve (2) den kolayca gosterilir.
Bir sonraki teoremde takip eden iligkiyi inceleyecegiz

Teorem 5.2:

1
liminf — >0

i3
ise

Sg Srr,,\ . )
x ™y, © ~ y y1 gerektirir

(Savag and Bagarir 2006).
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Ispat: Verilen e > 0 igin

]. :Ecr"n
—{izénr &_L‘ZF} {!, €T, |-
n yak(Tn.)

Tok(m) _ L’ > E}
Yeate(m)

béylece
l{h‘ﬁn M_ng} > {AEI Tak(m) _ }_E]
n Yok (m) n Yok (m)
Ap 1 m
Z —= {’T"'Efn- () 25
n ’\n Yok (m)

n — oo iken limit alimirsa (5.1) i kullanarak istenilen sonug elde edilir. Bu da
ispat1 tamamlar.

a(n) = n + 1 olursa, yukandaki sonu¢ hemen hemen yvakinsaklik sonucuna

indirgenebilir.
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6. LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAK VE
c—ASIMPTOTIK LACUNARY ISTATISTIKSEL DENK DIZIiLER

Bu boliimde; asimptotik denk, istatistiksel limit, lacunary dizileri ve o-yakinsak-
Lik tanmmlarnnin dogal kombinasyonu olan L kath o-asimptotik lacunary ista-
tistiksel denk dizi tanim verilecek ve bu tamimdan faydalanarak o-asimptotik
lacunary istatistiksel yakmsaklik ile ilgili teoremler ispatlarn ile birlikte verile-

celctir.

6.1 Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde; lacunary dizisi, kuvvetli lacunary yakmsak, lacunary istatistiksel
vakinsaklik kavramlar tanmimlanarak istatistiksel yakisaklik ile kuvvetli lacu-
nary vakinsaklik ve istatistiksel yakinsalklik ile lacunary istatistiksel yalkansak-

ik arasindaki kapsama teoremleri verilecektir.

Tanim 6.1.1: Pozitif tamsayilarm artan bir dizisi # = {k;} olsun. Eger ky =0
olmak iizere r — oo icin hy. = k, — k,_; — oo ise § = {k.} dizisine lacunary

dizisi denir(Freedman, Sember and Raphael 1978).

0 = {k} = {2}, (r > 0) veya {k.} = {r!} dizileri birer lacunary dizileridir.
Burada 8 = {%,} lacunary dizisi tarafindan belirlenen araliklar I, = (ky_1, k]
I

ile, ﬁ orani ise ¢, ile gosterilecektir.

Tanim 6.1.2: Herhangi bir = {k,} dizisi icin
e — > o= L[ =0
im — xp — Ll =
r By :
kel
olacak sekilde bir L sayist varsa z dizisi L sayisina kuvvetli lacunary yakin-

saktir denir ve kuvvetli lacunary yakimsak dizilerin kiimesi

1
Ny = {a; = (%) ; hr‘n}— § |z — Bl = D}

T ]‘,:,.

ile gosterilir(Freedman, Sember and Raphael 1978).



Tamim 6.1.3: 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. Her £ > 0 igin
ok
llmFHk el:|lzx—L|>e}=0

ise z = (zy,) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir (Sp—yakin-
sak) denir ve Sy — limz = L veya x, — L(Sp) ile gosterilir(Fridy and Orhan
1993).

Lacunary istatistiksel yakinsak dizi uzaylary;
1
By = 4 & = (D) & hmj— Hkel :|lzp,—L| =€} =0
-
bigiminde Sy ile gosterilir.

Teorem 6.1.1: 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda
(i) (a) zr — L(Nyg) ise zp — L(Sp),
(b) Ny, Sp mun ozalt kiimesidir.
(ii) z € (e ve 2, — L(Sp) ise xp — L(Np),
(iii) SpNleo = No Nl
dur.(Fridy and Orhan 1993).

Ispat: (i) (a) € > 0 ve 3 — L(Ng)olsun. Bu durumda

Slae—Ll= > |m—Ll>e

kel kelr
|z —L]2e

{kel :|a—L| =€},

yazabiliriz ki buradan (a) gerceklegir.
(b) N, C Sp kapsamasi kesindir. # = {k,} bir lacunary dizisi olsun.
x = (zp) dizisini [, arahfmda ilk [ h,| tamsayilarinda 1,2,3,...,[\/hr ,diger

durumlarda 0 olarak tanimlayalim. Bu dizi suurh degildir. Her £ > 0 igin

g

ke o~ 0] 2 e} = K = 0.(r—0)

dir. Yani (zy) dizisi igin 2 — 0(Sp) dir. Diger taraftan

b he| +1 1
%Z|ﬁ:k*0|=%[ﬁ]([}2/—] )—7‘5750

ki ’CEfr'

oldugundan x;, - 0 (Ng) dir.
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(ii) zx — L (S5p) ve x€ [ oldugunu kabul edelim. Her & € N igin
|z, — L] < M olsun. Verilen ¢ > 0 i¢in

! 1
EZM—Ll = > |:L‘;;—L|+£rj S© Ja— I

kel " kel T kel
|z —L|=e |zp—L|<e

M
< T kel |v.— Ll =ze}|+e

oldugundan z; — 0 (Np) dir.

(iii) (i) ve (ii) nin sonucudur.

Lemma 6.1.2: Herhangi bir 8 = {4, } lacunary dizisi icin S € Sy olmasi igin

gerek ve yeter sart liminf, ¢, > 1 olmasidir(Fridy and Orhan 1993).

Lemma 6.1.3: Herhangi bir # = {k,.} lacunary dizisi i¢in Sy C S olmasi i¢in
gerek ve yeter sart limsup, ¢ < oo olmasidir(Fridy and Orhan 1993).

Lemma 6.1.2 ve Lemma 6.1.3 iin birlestirilmesi ile agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 6.1.4: § = {k.} bir lacunary dizisi olsun. 5 = Sy olmasl i¢in gerek ve

yeter sart 1 < liminf, ¢, < limsup, ¢, < oo olmasidir(Fridy and Orhan 1993).

0 = {k.} ={2"},r > 0 lacunary dizisi Teorem 6.1.4 iin sartlaruu saglar.

lacunary dizileri icin Sp—limitlerinin farkli oldugunu gormek igin agagidaki

diziyi gtz oniine alalim.

0, :=1
zi=4 0, Cn—N<i<@n)l, n=1,2,3,..
1, Cn)l<i<(2n+1)!

6 = {(2r)!} lacunary dizisi i¢in,

e>1 ise

1

r+1)1—(2r)! :
(_;%;T% D<e<1 ise

1
—— k€ L1 il > e} =
41

dir. Buradan z; — 0(Sp) dur.
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0' = {(2r + 1)!} lacunary dizisi igin,

1 0, g1 ise
Hk €@y :|zi—1] =} =

AL g<e<l ise

hr—i—l
(2r+1)!'—(2r-1)!

elde edilir. O halde xz; — 1(Sy) dir.

Biitiin yakinsak, hemen hemen yakinsak ve kuvvetli hemen hemen yakinsak
dizi uzaylarim sirasiyla ¢, ¢ ve [¢] ile gostermek tizere ¢ C [¢] C é C £ oldugunu
biliyoruz(Maddox 1978). Ayrica her 8 lacunary dizisi i¢in [¢] C Ny ve [¢] = NNy
dir(Freedman,Sember and Raphael 1978).

Teorem 6.1.5: Biitiin lacunary dizilerinin kiimesi £ ile gosterilmek {izere

le]:= £ (02550>

dir(Fridy and Orhan 1993).
ispat: [¢] € Ny ve Teorem 6.1.2 (i) de belirtildigi gibi Ny C Sy oldugundan

herhangi bir # lacunary dizisi i¢in [¢] C Sy dir. ¢ C [¢] C ¢ C { oldugundan
[6] €l (UQESG) (6.1)
ve Teorem 6.1.1 (ii) den Sy N €y C Ny elde edilir. [¢] = NNy oldugundan

s N ( N Sg) C [é] (6.2)

el

olur ki (6.1) ve (6.2) den

elde edilir.

6.2 o—Asimptotik Lacunary istatistiksel Denk Diziler

Tanim 6.2.1: 0 bir lacunary dizisi olsun. Negatif olmayan = = (z;) ve

y = (y.) dizilerine her £ > 0 i¢in,

{fc el :

1
lim — =10

T 1 r

2 )
Yr
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oluyorsa L kath asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler denir ve
Sk c .. - . . . . F S
z ~ y biciminde gosterilir. L = 1 ise basitge "asimptotik lacunary istatistiksel

denk diziler" denir(Patterson and Savag in press).

Tamim 6.2.2: 6 bir lacunary dizisi olsun. Negatif olmayan = = (z;) ve

y = (yx) dizilerine

oluyorsa L kath kuvvetli asimptotik lacunary denk diziler denir ve
NL
x ~ y biciminde gosterilic. L = 1 ise basit¢e "kuvvetli asimptotik lacunary

denk diziler" denir(Patterson and Savag in press).

Bu sonuclan takiben, L kath S,—asimptotik denk,L kath S;g—asimptotik
denk ve L kathi kuvvetli c—asimptotik denk tanimlar verilecek ve bu tammlar
kullamlarak 1. kisimdaki S, —asimptotik denklik ile ilgili teoremlerin benzerleri

verilecektir.

Tamm 6.2.3: 4 bir lacunary dizisi olsun. Negatif olmayan =z = (x1) ve

y = (y) dizilerine her e > 0 igin, m = 1,2, 3, ...ye gore diizgiin olarak

> ]

. " . n P Sa,ﬁ o 5
ise oluyorsa L katli S, y—asimptotik denk diziler denir vex ~ y bi¢iminde

=0

{A el - ‘igak(m) o

ok (m)

gosterilir. L = 1 ise basitge "5, g—asimptotik denk diziler" denir(Savas and

Patterson 2006).

Tamm 6.2.4: 0 bir lacunary dizisi olsun. Negatif olmayan z = (z3) ve

y = (y) dizilerine her £ > 0 igin,

1
lim —

7 }?,7. Yl

=0

ok (m)
oluyorsa L katl kuvvetli s—asimptotik lacunary denk diziler denir ve
& e y biciminde gosterilir. L = 1 ise basitce "kuvvetli o—asimptotik lacu-

nary denk diziler" denir(Savag and Patterson 2006).
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Teorem 6.2.1: 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun.

. Nog . Sa,0 .
(i)z ~ yisex ~ ydir

4 Se . Nooo ;
(i) z €l ver ~ yisex ~ y dir

No g

e SU. '
(iii) = 2y Nile =2 3" y Nl dur(Savag and Patterson 2006).

i Ng ;
Ispat: (i) e > 0vex < yise

Z Tok(m) . > Z ‘Zok(m) ~F

kel & Zakim) g,
yak(m)

e
2 £ ]LEIT JR('H’I)_L ZE

S .
Bundan dolay: z ="y dir.

e SU.U . . .
(ii) z = (a1), y = (yr)elos ve 2 ~ y olsun. Farzedelim ki, her & ve m icin

olacak sekilde bir M vardir. Verilen € > 0 sayis1 i¢in

i Lk (m) 7l = i z : Lgk(m) o 5
iz e | Yoy By - Yoy
kel & |2 _pi>e
Jak(nz)
.l Z Lk (m) 7,
r T p Jak(nl)
kelr & |22 _pl<e
Jrfk(m)
M Lok
< —|{ker SO o Lo| e g b
17 yak(m)

Ny .o ;
dir. Bundan dolay1 & ~" y dir.

(iii) (i) ve (ii) elde edilir.

Lemma 6.2.2: Her £ > 0 iken,verilen bir £, > 0 say1s1 ve her n = ng, m = mo
igin

1 Lak(m)
“R0<k<n—-1:|——=—-L|ze;p| <&

& ya""(m)

. ; By . i
olacak sekilde ng ve mq var ise  ~ y dir(Savag and Patterson 2006).
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Ispat: &; verilmis olsun. Her ¢ > 0 iken her n > n} ve m > myq igin

i £
— nggn—l:ﬂ—L >e o
n ya’;(n:) 2
olacak gekilde nj ve mg secelim.
Her n > ng* ve 0< m < myq igin
T gktsy
- Ogﬂrg'ﬂ—l:M—L > el <er
" ?ja k()

. R o 5 . . -
olacak sekilde bir ny"~ in var oldugunu gostermek ispat i¢in yeterlidir.

(6.3)

. 1,17 . . . , "
Eger ny = max {né, ngy } secersek her n > ng ve her m i¢in (6.4) dogru olur.

Ik olarak myg secilsin. 1mg sabit oldugundan

fL'cJ" m
0<hk<n—1:|22" _rl>ell=nm
ya"“(m)
dir.
Simdi 0 < m < mg ve n > my alirsak,
1 Lokim
—O0<kEL<n—-1: i()—L > e
n Y ko
< 1 0<k<m #I'M—L>
< - <E<mg : >¢
n Yok
tdme<kgn—1: |2 _p)>
mo<k<n-—1: > e
ynk(m)
T S N T, P s S R
n o n Yooy
M ¢
< =+ ((6.4) den)
' n

elde ederiz.

Yeterince bilyiik bir n i¢in

M E1
L e — B
T n

Lgk(m)

y(,k

L

n

{Ogﬁcgn—l:

2

olur ki bu da (6.4) ii saglar. Boylece ispat tamamlanur.

()
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Patterson 2006).
iSpat: r € Spp olsun.L kath S, g—asimptotik denk dizi tanimindan verilen

bire; >0iginr > rgve m = k,_; + 1 + u, (u > 0) iken

1
—{!L‘EL.: 25}<£1
h,

olacak sekilde bir L ve € > 0 vardir.
n>hy.olsun. 0 <t < h,.vei€ Zigin n = ih, +t yazahm.

Tok(m) .

ak (m)

Buradan n > h, ve ¢ > 0 olur. Béylece

1 m
— 1k 0<k<n—-1: dal e Li>e
" yu'k(m)
1 Uk (n)
< =40k < (4 1)h —1 Ll >e
n ;o
ak(m)
1 i ] Es ak{m)
= = jhe <k <G+ Dh—1: |2 —L| >¢
" J:I yck(rn)
< Mal
n
2ih,. . o
< “51, (z > 1 igin)
n
elde edilir.
hy

iy
— <1 igin o < 1 olur.

n n
> E}

olur. Buradan ve Lemma 6.2.2 ye gore S, 9 C S, olur.

Bundan dolay:

1

[z

Lak(m)

L < 2e4

{OSA?<H—1:

yn k= {m)

Her 6 = {k, }igin S, C Sy oldugu agiktir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 6.2.4: § = {k.}, liminf, ¢ > 1 6zellikli bir lacunary dizisi ve = % Yy
ise = o y dir(Savag and Patterson 2006).

ispat: Farz edelim ki liminf, ¢, > 1 olsun. Oyleyse yeterince biiyiik bir 7 igin
g, > 1 + 0 olacak sekilde ?— > #56 esitsizligini saglayan bir § > 0 vardir. Eger
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z =~ y ise her € > 0 ve yeterince biiyiik bir r icin

Tok(m 1 Bok(m
o {kgk,.: all O 25} > - {A«.ef,,.: AT e , 25}
i ok (m) (i ygk(m)
)— ]- Lgk
° - ki lh(")ﬁL >
1+dh, Y, eoms

elde ederiz. Bu da ispat1 tamamlar,

Teorem 6.2.5: 0 = {k.}, limsup,q. < oo dzellikli bir lacunary dizisi ve
SC" . a 1

e = yise x 2 y dir(Savas and Patterson 2006).

Ispat: Eger limsupg, < oo ise her » > 1 icin ¢ < B olacak sekilde bir B > 0

Sa, " . 5 s
sayisi vardir. x ' y ve g1 > 0 olsun. Boylece her j > R icin
Lk () _I

1
ke Ij : >e
yﬂ"’(m)

44] 5.
olacak gekilde R > 0 ve ¢ > 0 vardir. Ayrica her j = 1,2,3,... i¢in 4; < K

< g1, (her m igin)

- hj

olacak sekilde K > 0 sayis1 bulabiliriz. Simdi n, » > R iken k. < n < &,

olacak sekilde hir tamsay olsun. Oyleyse

1 Lok(m
— A:gn:L—L >
n yak(m)
Tgk(m
< 2 W p<h |5 g5,
Jli:-..- -1 ylcr k (m)

1 ak(m
+... + kel : ™ _Li>e
‘l;f‘?'—l yr,.l.(ﬂl)
v Tak(m
. S P S Y cal oW ) P
'li:T_]'lﬂl a®{m)
kg — kl Lgk(m)
4+ Khkel,:|———-L| >¢
k-{-_l (A'Q - 'l(]) { yak(m)
= — Kp_ .'I:DJ»' "
k]‘—l (IJR - k‘.Rfl) yu-"‘(m)
A’JT = ii),-_l Lak(m)
o kel : — k| &
llUr—l ("'ﬂr - k‘!‘—l) { ’ ok (m)
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}ifl nIC-Q — .lifl .’IifR — A:Hfl

= A Ap+ ..+ ———A
gi:]'—] ! 'li:!'—] : + krfl !
l‘{?R+1 — ]ﬂR A.'.,. - JliI,-_l
—Apa .+ —A,
ke Ret o F Kr_1
k k.- —k
< {suij} . DS {Sllp Aj} -
i>1 k1 i>1 kr_1
k
< K= 1¢B.
l*{31"—1

olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 6.2.6: 6 = {k.}, 1 < inf,q. < supg.- < oo dzellikli bir lacunary
dizisi ise

So',() . Sg
T o~ Y=~y

dir{Savag and Patterson 2006).

Ispat: Sonuc Teorem 6.2.4 ve Teorem 6.2.5 ten kolayca goritliir.

44



7. KAYNAKLAR

Aytar, S., 2001, "Yogunluk Kavram ve Istatistiksel Yalimsaklik", Yiiksek

Lisans Tezi, Isparta.
Balci, M., 1999, "Analiz-1", Ankara.
Bayraktar, M.,2000, "Fonksiyonel Analiz", Uludag Universitesi

Connor, J. S.,1988, "The Statistical and Strong p-Cesdro Convergence of

Sequences", Analysis 8, pp. 47-63.

Connor, J. S.,1989, "On Strong Matrix Summability with Respect to a
Modulus and Statistical Convergence", Canad. Math. Bull., 32, pp.
194-198.

Fast, H., 1951, "Sur la Convergence Statistique", Collog. Math.,Vol. 2, pp.
241-244.

Freedman, A. R. and Sember, J. J. 1981, "Densitis and Summability", Pacific

J. Math. 95, 293-305.

Freedman, A. R., Sember, J. J. and Raphael, M., 1978, "Some Cesdro Type
Summability Spaces", Proc. London Math. Soc. 37, pp. 508-520.

Fridy, J. A.,1985, "On Statistical Convergence", Analysis 5, pp. 301-313.

Fridy, J. A.,1978, ""Minimal Rates of Summability", Can. J. Math.,
Vol. 30(4), pp. 808-816.

Fridy, J. A. and Orhan, C., 1993, "Lacunary Statistical Convergence", Pacific.
J. Math.,Vol. 160(1), pp. 43-51.

Giirdal, M., 2004, "Baz Yakinsakhk Tipleri", Doktota tezi, Isparta.

45



Leindler, L.,1965, "Uber die de la Vallée Pounsinsche Summierbarkeit
Allgemeiner Orthogonalreichen", Acta. Math. Acad. Sci. Hungar. 16,
pp. 375-387.

Lorentz, G. G., 1948, "A Contribution to the Theory of Divergent Sequences",
Acta Math., 80, pp. 167-190.

Maddox, 1. J., 1967, "Spaces of Strongly Summable Sequences", Quoart. J.
Math. 18, pp. 345-355.

Marouf, M., 1993, "Asymptotic Equivalence and Summability", Int. J. Math.
Sci., Vol. 16(4), pp. 755-762.

Mursaleen, 2000, "A—Statistical Convergence", Math. Slovaca, Vol. 50(1), pp.
111-114.

Mursaleen, 1983, "Matrix Transformations Between Some New Sequence Spaces”,

Houston J. Math.,Vol. 9, pp. 505-509.

Niven, I., Zuckerman, H. S. and Montgomery, H. L.,1991, "An Introduction to

the theory of nmumbers", Fifth Edition of J. Wiley and Jons, Inc., 529.

!

Patterson, R. F., 2003, "On Asymptotically Statistically Equivalent Sequences”,
Demonstratio Math., Vol. 36(1), pp. 149-153.

Patterson, R. F. and Savas, E., (Baskida), "On Asymptotically Lacunary

Statistically Equivalent Sequences".

Pobyvanets, L. P., 1980, "Asyptotic Equivalence of Some Lineer Transformation
Defined by a Nonnegative Matrix and Reduced to Generalized Equivalence

in the Sense of Cesdro and Abel", Math. Fiz. 28, pp. 83-87, 123.
Savag, E., (Baskida), "On Asymptotically A\—Statistical Equivalent Sequences".

Savas, R. and Bagarir, M., 2006, "(c, A)—Asiymptotically Statistical

46



Equivalent Sequences", Faculty of Sci. and Math. Uni. of Nis, 20(1), pp.
35-42.

Savag, E. and Patterson, R. F., 2006, "o— Asiymptotically Lacunary Statistical
Equivalnet Sequences", Central European J. of Math., Vol. 4(4), pp.
648-655.

Schaefer, P., 1972, "Infinite Matrices and Invariant Means", Proc. Amer.

Math. Soc. 36, pp. 104-110.

Schoenberg, L. J., 1959, "The Integrability of Certain Functions and Related
Summability Methods", Amer. Math. Monthly 66, pp. 361-375.



8. OZGECMIS

Ad1 Soyadi
Dogum Yeri
Dogum Tarihi
Medeni Hali
Yabanci Dili

Lise

Lisans

2002-2003
2003-2005
2005-

Bekir SOYTURK
Afyonkarahisar
16.01.1977

Evli

Ingilizce — Almanca

Egitim Durumu (Kurum ve Yil)

Izmir Mithatpasa Anadolu Meslek Lisesi,1991-1995
Hacettepe Universitesi, Egitim Fakiiltesi, Fen
Bilimleri Boliimii, Matematik Ogretmenligi Egitimi,
1996-2002

Calistigi Kurumlar ve Y1l araligt

Matematik Ogretmeni, Ozel Fatih Dershanesi, lzmir
Matematik Ogretmeni, Patnos Anadolu Lisesi, Agr
Matematik Ogretmeni, Suhut Imam Hatip Lisesi ve

Anadolu Imam Hatip Lisesi, Afyonkarahisar

48



