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1. G·IR·IŞ

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel

analizde önemli bir yer tutmaktad¬r. 1951 de Steinhaus ve Fast ¬n reel say¬

dizilerinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n¬tan¬mlamas¬ndan bu yana bu kavram¬n

uygulamalar¬ ve birkaç genelleştirmesi Salat (1980), J. A. Fridy (1985), J.

A. Fridy ve M. K. Khan (1998), H. I. Miller (1995), P. Kostyrko-T. Salat

ve W. Wilczynski (2000/2001), F. Nuray ve W. H. Ruckle (2000) taraf¬ndan

araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smada fonksiyon dizilerinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n¬n birkaç yeni çeşidi

(I� yak¬nsakl¬ktan daha genel) verilmi̧stir. Steinhaus (1951) ve Fast (1951)

¬n orjinal �kirleri geni̧sletilerek, reel de¼gerli ölçülebilir fonksiyonlar üzerinde

önemle durulmuştur. Özellikle Egorov ve Riesz in; ölçülebilir fonksiyonlar¬n

istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬nda kulland¬klar¬klasik teoremlerin benzerleri ele al¬n-

m¬̧st¬r.

Bu sebeple çal¬̧smam¬zda öncelikle temeli pozitif tamsay¬lar¬n do¼gal yo¼gunlu¼gu

kavram¬na dayanan istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬verilmi̧s ve bu kavramlarla

ilgili olarak tan¬m, notasyon ve teoremlere gerekti¼gi kadar¬yla de¼ginilmi̧stir.

Daha sonra I�yak¬nsakl¬k kavram¬ve özellikleri verilerek istatistiksel yak¬n-

sakl¬k kavram¬genelleştirilmi̧stir. Ayr¬ca istatistiksel limit noktalar¬ve ista-

tistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n benzerleri olan I�limit ve I�y¬¼g¬lma noktalar¬

verilmi̧s ve ek olarak I�yak¬nsakl¬¼g¬koruyan fonksiyonlara de¼ginilmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n son bölümünde fonksiyonlar için I�yak¬nsakl¬k çeşitleri

verilmi̧stir. Bununla birlikte ölçüm teorisinin klasik bir sonucu olan Egorov

teoreminin istatistiksel bir versiyonu verilmi̧s ve büyük bir küme üzerinde

bir dizinin denk istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ verilerek bunun düzgün istatistik-

sel yak¬nsakl¬kla yer de¼gi̧stiremeyece¼gi gösterilmi̧stir. Daha sonra ölçüme göre

I�yak¬nsakl¬k tan¬m¬verilmi̧s ve klasik Riesz teoreminin istatistiksel versiy-

onunun do¼gru olup olmad¬¼g¬incelenmi̧stir. Son olarak ölçüme göre istatistiksel

yak¬nsakl¬¼g¬n iki çeşidi (d¬̧s ve iç) verilmi̧s ve bu çeşitlerin hangi şartlar alt¬nda

birbirini gerektirdi¼gi verilmi̧stir.

1



2. GENEL B·ILG·ILER

Bu bölümde çal¬̧smam¬zda gerek duyulan baz¬tan¬mlar ve teoremler verilecek-

tir.

Tan¬m 2.1 (Fonksiyon): A ve B iki küme olsun. A dan B ye olan bir f

ba¼g¬nt¬s¬,

(i) 8x 2 A için (x; y) 2 f olacak şekilde 9y 2 B var,

(ii) (x; y) 2 f ve (x; z) 2 f ise y = z.

özelliklerine sahipse f ye A dan B ye bir fonksiyondur denir.

Tan¬m 2.2 (Dizi): Tan¬m kümesi N do¼gal say¬lar kümesi olan fonksiyona dizi

denir.

Diziler de¼ger kümelerine göre çeşitli adlar al¬rlar. E¼ger dizinin de¼ger kümesi R

reel say¬lar kümesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel say¬lar kümesi olan

diziye rasyonel terimli dizi ad¬ verilir. Dizi x = (xk) : N ! R biçiminde

gösterilir.

Tan¬m 2.3 (Alt Dizi): x : N! R; x(n) = xn dizisi verilmi̧s olsun.

k : N! N; k(n) = kn

fonksiyonu (dizisi) bir artan dizi olmak üzere

(xok) : N! R

bileşke fonksiyonuna x dizisinin bir alt dizisi ad¬verilir ve

(xok)(n) = x(k(n)) = x(kn) = xkn

şeklinde gösterilir (Balc¬, 1999).

Tan¬m 2.4 (Komşuluk): " > 0 ve a 2 R olsun. K = fx : jx�aj < "; x 2 Rg

kümesine a n¬n " komşulu¼gu denir.

2



Tan¬m 2.5 (Yak¬nsak Dizi): (xn) bir reel say¬dizisi ve a 2 R olsun. 8" > 0

için, n > n0 oldu¼gunda jxn � aj < " olacak şekilde " na ba¼gl¬bir n0 say¬s¬

bulunabiliyorsa (xn) dizisi a ya yak¬nsakt¬r denir ve

limxn = a veya (xn)! a

şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2.6 (S¬n¬rl¬Dizi): Her n 2 N için jxnj � M olacak şekilde bir M

pozitif reel say¬s¬varsa (xn) dizisine s¬n¬rl¬dizi denir.

Tan¬m 2.7 (Cauchy Dizisi): (xn) bir reel terimli dizi olsun. 8" > 0 için

m;n � n0 oldu¼gunda jxm � xnj < " olacak şekilde bir n0 2 N varsa (xn)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.1 (Cauchy Yak¬nsakl¬k Testi): (xn) bir reel terimli dizi olsun.

(xn) dizisinin yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart Cauchy dizisi olmas¬d¬r.

Tan¬m 2.8 (Y¬¼g¬lma Noktas¬): (xn) � R ve a 2 R olsun. a noktas¬n¬n

her �� komşulu¼gunda (xn) dizisinin a dan farkl¬en az bir eleman¬varsa bu a

noktas¬na (xn) dizisinin bir y¬¼g¬lma noktas¬denir.

Tan¬m 2.9 (Limit Noktas¬): (xnk), (xn) dizisinin bir alt dizisi olsun. (xnk)

yak¬nsak ve limiti s ise, bu s noktas¬na (xn) dizisinin bir limit noktas¬denir.

Tan¬m 2.10 (Süreklilik): A � R; f : A! R bir fonksiyon ve a 2 A olsun.

Her " > 0 için jx� aj < � oldu¼gunda jf(x)� f(a)j < " olacak şekilde bir � > 0

varsa f fonksiyonu a noktas¬nda süreklidir denir.

Tan¬m 2.11 (Düzgün Süreklilik): A � R ve f : A! R bir fonksiyon olsun.

Her " > 0 için jx� tj < � eşitsizli¼gini sa¼glayan 8x; t 2 A için jf(x)� f(t)j < "

olacak şekilde 9� > 0 varsa f fonksiyonu A üzerinde düzgün süreklidir denir.
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Tan¬m 2.12 (Fonksiyon Dizisi): A � R ve F (A) da A üzerinde tan¬ml¬,

reel de¼gerli fonksiyonlar¬n kümesi olsun.

s : N!F (A)

şeklinde tan¬mlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi ad¬verilir (Balc¬, 1997).

Tan¬m 2.13 (Noktasal Yak¬nsakl¬k): Her " > 0 ve her bir x 2 A için

n > n0 oldu¼gunda jfn(x)� f(x)j < " olacak şekilde 9n0 2 N varsa (fn) dizisi

A üzerinde f fonksiyonuna noktasal yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 2.14 (Düzgün Yak¬nsakl¬k): Her " > 0 ve her x 2 A için

n � n0 oldu¼gunda jfn(x)� f(x)j < " olacak şekilde 9n0 2 N varsa (fn) dizisi

f fonksiyonuna A üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 2.15 (Metrik Uzay): X 6= ; olsun. d : X �X ! R fonksiyonu için,

M1) d(x; y) = 0, x = y

M2) d(x; y) = d(y; x)

M3) d(x; y) � d(x; y) + d(y; z)

şartlar¬sa¼glan¬yorsa d ye X de bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay

denir. Bu genellikle (X; d) veya Xd ile gösterilir (Bayraktar, 2000).

Tan¬m 2.16 (Örtü, Aç¬k Örtü, Sonlu Örtü, Alt Örtü): X bir metrik

uzay olsun. X kümesinin alt kümelerinden oluşan bir (Ai)i2I ailesi verilsin.

E¼ger

X �
[
i2I
Ai

ise, (Ai)i2I ailesine X kümesinin bir örtüsü denir. E¼ger her i 2 I için, Ai

kümeleri X kümesinin aç¬k alt kümeleri ise, (Ai)i2I ailesine X kümesinin bir

aç¬k örtüsü denir. E¼ger J � I sonlu ise, X kümesinin (Ai)i2J örtüsüne, X

kümesinin sonlu örtüsü denir. E¼ger (Ai)i2I ailesinin bir alt ailesi, X kümesini

örterse, bu alt aileye, X kümesinin bir alt örtüsü denir (Yüksel, 2002).

Tan¬m 2.17 (Kompakt Metrik Uzay): (X; d) metrik uzay¬verilsin. E¼ger

X kümesinin her aç¬k örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa , (X; d) metrik

uzay¬na kompakt metrik uzay denir (Yüksel, 2002).
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Tan¬m 2.18 (Cauchy Dizisi ve TamMetrik Uzay): (X; d) bir metrik uzay

ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Verilmi̧s herhangi bir " > 0 için m;n > n0

oldu¼gunda,

d(xm; xn) < "

olacak şekilde bir n0 = n0(") say¬s¬varsa (xn) dizisine Cauchy dizisi denir. X

deki her (xn) Cauchy dizisi bir x 2 X noktas¬na yak¬nsak ise yani xn ! x 2 X

ise (X; d) metrik uzay¬na tam metrik uzay veya k¬saca tam denir.

Tan¬m 2.19 (Aç¬k Yuvar): (a1; a2; :::; an);Rn de bir sabir nokta ve " > 0

olsun.

D(a; ") = fx 2 Rn : d(x; a) < "g

kümesine a merkezli "� yar¬çapl¬aç¬k yuvar ad¬verilir.

Tan¬m 2.20 (Ayr¬k Kümeler): A \ B = ; ise A ile B kümeleri ayr¬kt¬r

denir.

Tan¬m 2.21 (��Cebiri): X bir küme olsun. X in bir A s¬n¬f¬için,

(i) X 2 A

(ii) Her E 2 A için Ec = XnE 2 A

(iii) Her n 2 N için En 2 A )
1[
n=1

En 2 A

özellikleri sa¼glan¬rsa bu A s¬n¬f¬na X üzerinde bir ��cebiri denir (Balc¬, 1998).

Tan¬m 2.22 (Ölçülebilir uzay): X bir küme ve A da X üzerinde bir

��cebiri olsun. (X;A) ikilisine bir ölçülebilir uzay, A daki her bir kümeye

de ölçülebilir küme denir (Balc¬, 1998).
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Tan¬m 2.23 (Ölçü Fonksiyonu, Sonlu Ölçü, Olas¬l¬k Ölçüsü): (X;A)

bir ölçülebilir uzay olsun. A üzerinde tan¬ml¬geni̧sletilmi̧s reel de¼gerli bir �

fonksiyonu

(i) �(;) = 0

(ii) Her A 2 A için �(A) = 0

(iii) Her ayr¬k (An) dizisi için �

 1[
n=1

An

!
=

1X
n=1

�(An)

özelliklerini sa¼glarsa bu fonksiyona bir ölçü fonksiyonu veya k¬saca ölçü ad¬

verilir.

E¼ger her A 2 A için �(A) <1 ise � ye bir sonlu ölçü ad¬verilir.

E¼ger �(X) = 1 ise bu ölçüye olas¬l¬k ölçüsü ad¬verilir (Balc¬, 1998).

Tan¬m 2.24 (D¬̧s Ölçüm, ·Iç Ölçüm): ·Ilkel bir A kümesinin ölçümü m0
(A)

ile gösterilsin. Buna göre, Pk dikdörtgenlerinin herhangi ikisi kesi̧smemek

üzere, A =
[
k

Pk ise,

(i): m
0
(A) � 0 ve

(ii): m
0
(A) =

P
k

m(Pk)

d¬r.

* Burada,

inf
X
A�[Pk

m(Pk)

say¬s¬na, A kümesinin d¬̧s ölçümü denir ve bu ��(A) ile gösterilir.

* Ayr¬ca 1 � ��(EnA) say¬s¬na, A kümesinin iç ölçümü denir ve bu iç ölçüm,

��(A) ile gösterilir. Buna göre, bir kümenin iç ve d¬̧s ölçümü aras¬nda,

��(A) = 1� ��(EnA)

ili̧skisi vard¬r. A kümesinin iç ölçümünü bir önceki tan¬ma benzer olarak,

��(A) = sup
X
A�[Pk

m(Pk)

şeklinde de tan¬mlanabilir (Dönmez, 2001).
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Tan¬m 2.25 (Ölçülebilir Küme): Bir A kümesi için ��(A) = ��(A) ise,

yani

inf
X
A�[Pk

m(Pk) = sup
X
A�[Pk

m(Pk)

ise A kümesine ölçülebilirdir veya Lebesgue anlam¬nda ölçülebilirdir denir

(Dönmez, 2001).

Tan¬m 2.26 (Ölçülebilir Fonksiyon): E; ölçülebilir bir küme ve f(x) de

E kümesi üzerinde tan¬ml¬ ve gerçel de¼gerli bir fonksiyon olsun. E¼ger her

K gerçel say¬s¬ için, f(x) > K şart¬n¬ sa¼glayan x 2 E de¼gerlerinin kümesi

ölçülebilirse, f fonksiyonu E kümesinde Lebesgue eanlam¬nda ölçülebilirdir

veya k¬saca ölçülebilirdir denir. Bazen bu tan¬m¬"� ölçülebilir" kelimesi ile

ifade ederiz (Dönmez, 2001).

Başka bir ölçülebilir fonksiyon tan¬m¬da aşa¼g¬daki gibidir.

* (X;A) bir ölçülebilir uzay olsun. 8� 2 R için

f�1(]�;+1[) = fx 2 X : f(x) > �g 2 A

ise f : X ! R fonksiyonu ölçülebilirdir (Balc¬, 1998).

Teorem 2.2 (Egorov Teoremi): (fn(x)); n = f1; 2; :::g bir E kümesinde

sonlu, ölçülebilir ve tüm E de sonlu f(x) = lim
n!1

fn(x) limiti olan fonksiyonlar

dizisi verildi¼ginde, her � > 0 için, mE� > mE � � olacak biçimde öyle bir

E� � E kümesi vard¬r ki E� da fn(x) dizisi f(x) fonksiyonuna düzgün yak¬nsar

(Hac¬saliho¼glu vd., 2000).
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3. ·ISTAT·IST·IKSEL VE ·IDEAL YAKINSAKLIK

Bu bölümde ilk olarak yo¼gunluk ve istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬verilecek,

daha sonra istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ndan daha genel olan I� yak¬nsak-

l¬k kavram¬verilerek bu kavramlarla ilgili ihtiyaç duyuldu¼gu oranda tan¬m ve

teoremlere de¼ginilecektir. Ayr¬ca I�limit ve I�y¬¼g¬lma noktalalar¬kavramlar¬

verilip ek olarak I�yak¬nsakl¬¼g¬koruyan fonksiyonlara de¼ginilecektir.

3.1 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬vermeden önce bu kavram¬n ortaya ç¬kmas¬na

neden olan yo¼gunluk kavram¬n¬verelim.

Bir K � N kümesinin eleman say¬s¬n¬jKj ile gösterelim. Yani jKj := cardK

olsun.

Tan¬m 3.1.1: K � N ve Kn := fk � n : k 2 Kg olsun. Buna göre K

kümesinin alt ve üst yo¼gunlu¼gu s¬ras¬yla

�(K) = lim
n!1

inf
jKnj
n
; �(K) = lim

n!1
sup

jKnj
n

olarak verilir. jKnj
n
dizisinin limitinin var olmas¬(�(K) = �(K)) durumunda

bu limite K kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu denir ve � (K) ile gösterilir. Yani,

� (K) = �(K) = �(K)

ise K � N kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu;

�(K) = lim
n!1

jKnj
n

= lim
n!1

1

n
jfk � n : k 2 Kgj

dir (Niven vd., 1991).

Başka bir yo¼gunluk kavram¬tan¬m¬da aşa¼g¬daki gibidir.
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Tan¬m 3.1.2: N = f1; 2; :::g olsun. A � N ve j 2 N için,

dj(A) =
card(A \ f1; 2; :::; jg)

j

ifadesine A n¬n j: k¬smi yo¼gunlu¼gu denir. E¼ger varsa,

d(A) = lim
j!1

dj(A)

limitine A � N nin yo¼gunlu¼gu denir (Balcerzak vd., bas¬mda).

* Burada dj operatörünün j 2 f1; 2; :::; jg ile P (N) üzerinde bir olas¬l¬k ölçümü

oldu¼guna dikkat edelim.

Do¼gal yo¼gunluk kavram¬n¬n daha iyi anlaş¬lmas¬için Gürdal taraf¬ndan 2004

de verilen aşa¼g¬daki örne¼gi inceleyelim.

Örnek 3.1.1: K = f1; 4; 5; 6; 13; 14; :::; 24; 49; 50; :::; 96; 193; 194; :::g şek-

linde verilsin. K indeks kümesi için jKj
n
ifadesini oluştural¬m.

(a) jKj
n
ifadesinin üst limitini (lim sup) oluşturan alt dizi,

1

1
;
4

6
;
16

24
;
64

96
; :::! 2

3

şeklindedir.

(b) jKj
n
ifadesinin alt limitini (lim inf) oluşturan alt dizi,

1

3
;
4

12
;
16

48
;
64

192
; :::! 1

3

şeklindedir. Dolay¬s¬yla bu örnek için

�(K) = lim
n!1

inf jKnj
n
= 1

3

�(K) = lim
n!1

sup jKnj
n
= 2

3

oldu¼gundan �(K) 6= �(K) dir. Bu nedenle K kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu yok-

tur. Bu örnekten de anlaş¬laca¼g¬gibi alt ve üst yo¼gunlu¼gu olmas¬na ra¼gmen

do¼gal yo¼gunlu¼gu olmayan kümeler de vard¬r. � (K) veya � (NnK) yo¼gunluk-

lar¬ndan herhangi biri mevcut ise � (K) = 1 � � (NnK) d¬r. E¼ger K kümesi

sonlu elemanl¬bir küme ise � (K) = 0; yani do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r.
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Tan¬m 3.1.3: x = (xk) dizisinin terimleri s¬f¬r yo¼gunluklu bir küme hariç

di¼ger bütün k lar için bir P özelli¼gini sa¼gl¬yorsa, (xk) dizisi hemen hemen her

k için P özelli¼gini sa¼gl¬yor denir ve "h.h.k." şeklinde gösterilir (Gürdal, 2004).

Şimdi istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬verebiliriz.

Tan¬m 3.1.4: x = (xk) bir dizi olsun. E¼ger her " > 0 say¬s¬için

lim
n!1

1

n
jfk � n : jxk � Lj � "gj = 0

ise yani

K := K(") := jfk 2 N : jxk � Lj > "gj

kümesinin yo¼gunlu¼gu s¬f¬r ise x = (xk) dizisi L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r

denir ve

st� limx = L

biçiminde yaz¬l¬r (Steinhaus 1951, Fast 1951, Fridy 1985).

Adi anlamda yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n tan¬m¬n¬hat¬rlayarak istatistiksel yak¬n-

sakl¬k �krinin nereden kaynakland¬¼g¬n¬aç¬klamaya çal¬̧s¬p bu iki kavram aras¬n-

daki ba¼glant¬y¬kurmaya çal¬̧sal¬m. Bilindi¼gi gibi, adi yak¬nsakl¬kta x reel say¬

dizisi L ye yak¬nsak ise, L nin her bir " komşulu¼gu d¬̧s¬nda dizinin ancak sonlu

say¬da eleman¬kalabilir. Şimdi bu kavram¬biraz daha genelleştirerek L nok-

tas¬n¬n her bir " komşulu¼gu d¬̧s¬nda dizinin sonlu say¬da de¼gil, sonsuz say¬da da

eleman¬n¬n kalabilece¼ginin kabul edelim. Fakat böyle elemanlar¬n say¬s¬dizinin

tüm elemanlar¬n¬n say¬s¬na göre çok daha azd¬r. Yani dizinin "hemen hemen"

tüm elemanlar¬, L nin " komşulu¼gu içerisindedir. Bu durumda x dizisinin L

noktas¬na "hemen hemen" yak¬nsak oldu¼gu sonucunu ç¬karabiliriz. ·Istatistiksel

yak¬nsakl¬k kavram¬bu �kri matematiksel olarak kesin ifade eden kavramlar-

dan biridir. Burada L noktas¬n¬n " komşulu¼gu d¬̧s¬nda kalan elemanlar¬n¬n

say¬s¬n¬n "az" olmas¬, böyle elemanlar¬n¬n do¼gal yo¼gunlu¼gunun s¬f¬r olmas¬ile

ifade edilir (Pehlivan, 2001).

10



S bütün istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesini göstermek üzere, yukar¬daki

tan¬mda L = 0 olmas¬durumunda S0 uzay¬elde edilir.

S =

�
x = (xk) : lim

n!1

1

n
jfk � n : jxk � Lj � "gj = 0

�

S0 =

�
x = (xk) : lim

n!1

1

n
jfk � n : jxkj � "gj = 0

�

Teorem 3.1.1: st � limx = L olmas¬için gerek ve yeter koşul �(K) = 1 ve

lim
k!1

xnk = L olacak şekilde bir K = fn1 < n2 < :::g � N kümesinin mevcut

olmas¬d¬r (Salat 1980, Fridy 1985, Miller 1995).

Adi anlamda yak¬nsak olan her dizinin istatistiksel yak¬nsak bir dizi oldu¼gunu

söyleyebiliriz. Çünkü x dizisi L ye yak¬nsak ise her " > 0 içinK = fk : jxk � Lj � "g

kümesi sonlu say¬da eleman içerdi¼ginden yo¼gunlu¼gu s¬�rd¬r. Yani �(K) = 0

d¬r: Fakat bu ifadenin tersi do¼gru olmayabilir. Yani istatistiksel yak¬nsak her

dizi adi anlamda yak¬nsak olmayabilir.

Yak¬nsak dizi s¬n¬rl¬olmas¬na ra¼gmen, istatistiksel yak¬nsak dizi s¬n¬rl¬olmaya-

bilir.

Örnek 3.1.2:

xk =

8<: 1; k = n3; (n = 1; 2; :::)

0; k 6= n3

şeklinde tan¬mlanan x = (xk) dizisini göz önüme alal¬m. Her " > 0 için

jfk � n : jxkj � "gj � jfk � n : xk 6= 0gj � 3
p
n

oldu¼gundan,

lim
n!1

1

n
jfk � n : jxkj 6= 0gj � lim

n!1

3
p
n

n
= lim

n!1

1
3
p
n2
= 0

elde edilir. Bu ise st� limx = 0 demektir.
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Örnek 3.1.3:

xk =

8<:
p
k; k = n2; (n = 1; 2; :::)

2 ; k 6= n2

şeklinde tan¬mlanan x = (xk) dizisi için st� limx = 2 dir.

Ayr¬ca x = (1; 0; 1; 0; :::) dizisi s¬n¬rl¬d¬r fakat istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Şimdi de Fridy taraf¬ndan 1985 te verilen istatistiksel Cauchy dizisi tan¬m¬n¬

verelim.

Tan¬m 3.1.5: x = (xk) bir dizi olsun. Her " > 0 için

lim
n!1

1

n
jfk � n : jxk � xN j � "gj = 0

olacak şekilde veya h.h.k için jxk� xN j < " olacak şekilde bir N = N(") say¬s¬

varsa x = (xk) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy, 1985)

Teorem 3.1.2: ·Istatistiksel yak¬nsak her dizi bir istatistiksel Cauchy

dizisidir (Fridy, 1985).

·Ispat: Bu teoremin ispat¬nda "yak¬nsak her dizi bir Cauchy dizisidir"

teoreminin ispat¬na benzer bir yol izlenecektir.

x = (xk) dizisi istatistiksel yak¬nsak ise st � limx = L dir. Bu durumda her

" > 0 ve h.h.k. için

jxk � Lj <
"

2

dir. E¼ger N; jxk � Lj < "
2
olacak şekilde seçilirse,

jxk � xN j = jxk � L+ L� xN j � jxk � Lj+ jxN � Lj

� "
2
+ "

2
< " (h.h.k. için)

elde edilir.
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Şimdi reel terimli diziler için, bir dizinin y¬¼g¬lma noktalar¬ve limit noktalar¬

kavramlar¬n¬n istatistiksel benzerleri olan istatistiksel y¬¼g¬lma ve istatistiksel

limit noktalar¬n¬n temel özellikleri verilerek, bu noktalar ile dizinin adi anlamda

limit noktalar¬aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lara de¼ginilecektir.

x = (xk) dizisinin de¼ger kümesi fxk : k 2 Ng ile gösterilir. fxk(j)g1j=1; x = (xk)

dizisinin bir alt dizisi ve K := fk(j) : j 2 Ng olarak tan¬mlan¬rsa, fxk(j)g1j=1
yerine fxgK yaz¬labilir. �(K) = 0 ise fxgK dizisine seyrek alt dizi veya s¬f¬r

yo¼gunlu¼ga sahip bir alt dizi denir. �(K) > 0 ise veyaK kümesi do¼gal yo¼gunlu¼ga

sahip de¼gilse fxgK dizisine seyrek olmayan alt dizi veya s¬f¬r yo¼gunlu¼ga sahip

olmayan alt dizi denir (Fridy, 1993).

Şimdi seyrek olmayan alt dizi ile ilgili bir örnek verelim.

Örnek 3.1.4 : x = (xk) = f1; 2; 3; 4; 5; :::g dizisini alal¬m;

K = f1; 4; 7; :::g = f1 + 3k : k = 0; 1; 2; :::g

K 0 = f2; 5; 8; :::g = f2 + 3k : k = 0; 1; 2; :::g

K 00 = f3; 6; 9; :::g = f3 + 3k : k = 0; 1; 2; :::g

indeks kümeleri için jKnj = jK 0
nj = jK 00

nj = jfk � n : k 2 Kj = k+1 dir. Buna

göre,

�(K) = lim
n!1

jKnj
n
= lim

n!1
k+1
1+3k

= 1
3

�(K 0) = lim
n!1

jK0
nj
n
= lim

n!1
k+1
2+3k

= 1
3

�(K 00) = lim
n!1

jK00
n j
n
= lim

n!1
k+1
3+3k

= 1
3

dir. �(K) = �(K 0) = �(K 00) = 1
3
> 0 oldu¼gundan yukar¬daki indeks kümelerine

göre oluşturulan alt diziler x dizisinin seyrek olmayan alt dizileridir (Pehlivan,

2001)

Bilindi¼gi gibi, bir x dizisinin L say¬s¬na yak¬nsayan bir alt dizisi varsa L say¬s¬x

dizisinin bir adi limit noktas¬d¬r. Bir alt dizinin yo¼gunlu¼gu gözönüne al¬narak

istatistiksel limit noktas¬Fridy taraf¬ndan 1993 de verilmi̧stir.
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Tan¬m 3.1.6: Bir x = (xk) dizisinin � 2 X say¬s¬na yak¬nsayan seyrek olmayan

(yani �(K) > 0) bir alt dizisi varsa, � say¬s¬na x dizisinin bir istatistiksel limit

noktas¬denir. Yani K = fn1 < n2 < ::: < nk < :::g ve �(K) 6= 0 olmak üzere

k !1 için (xnk)! � ise �; x in bir istatistiksel limit noktas¬d¬r (Fridy, 1993).

Bir x = (xk) say¬ dizisinin adi limit noktalar¬n¬n kümesi Lx ile istatistiksel

limit noktalar¬n¬n kümesi ise �x ile gösterilir.

Örnek 3.1.5:

xk =

8<: 1; k = n2; (n = 1; 2; :::)

0; k 6= n2

şeklinde tan¬mlanan x = (xk) dizisini göz önüme alal¬m. Bu dizi için

Lx = f0; 1g ve �x = f0g d¬r .

Herhangi bir x dizisi için �x � Lx oldu¼gu aç¬kt¬r. Çünkü � 2 �x olmas¬,

(xnk)! � olacak şekilde bir (xnk) alt dizisinin mevcut olmas¬anlam¬na gelir.

Bu da � 2 Lx oldu¼gunu verir.

Biz x dizisinin L limit noktas¬"L merkezli her aç¬k aral¬k x dizisinin sonsuz

çoklukta terimini içerir" ifadesi ile karakterize edilebilir. Bu ifadenin istatis-

tiksel benzeri Fridy taraf¬ndan 1993 de verilmi̧stir.

Tan¬m 3.1.7: Her " > 0 için fk 2 N : jxk � j < "g kümesi s¬f¬r yo¼gunlu¼ga

sahip de¼gilse  say¬s¬na x dizisinin bir istatistiksel y¬¼g¬lma noktas¬denir (Fridy,

1993).

Bir x dizisinin tüm istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi �x ile gösterilir.

Herhangi bir x dizisi için �x � Lx oldu¼gu aç¬kt¬r. Genelde adi limit noktalar¬

ile ilgili bilgilerimiz bize �x ve �x kümelerinin denk olaca¼g¬n¬ düşündürür.

Fakat durumun böyle olmad¬¼g¬n¬Fridy 1993 de ispatlam¬̧st¬r. ·Istatistiksel limit

noktas¬ile istatistiksel y¬¼g¬lma noktas¬aras¬ndaki kapsama ba¼g¬nt¬s¬aşa¼g¬daki

önerme ile verilmektedir.
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Önerme 3.1.1: Herhangi bir x say¬dizisi için �x � �x dir (Fridy, 1993).

Buradan st � limx = � ise �x = �x = f�g oldu¼gu aç¬kt¬r. Fakat kaŗs¬t¬n¬n

do¼gru olmad¬¼g¬n¬Fridy 1993 de aşa¼g¬daki örnekte göstermi̧stir.

Örnek 3.1.6: x = (xk) =
��
1 + (�1)k

�
k
	
= f0; 4; 0; 8; 0; 12; 0; 16; 0; :::g

dizisini alal¬m. Bu dizinin iki tane alt dizisi

x2k = (4; 8; 12; 16; :::)!1

ve

x2k�1 = (0; 0; 0; 0; :::)! 0

dir. �(1; 3; 5; :::) = 1
2
ve �(2; 4; 6; :::) = 1

2
oldu¼gundan, �x = �x = f0g olup

st� limx mevcut de¼gildir (Fridy, 1993).

·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬ndan, verilen bir x dizisinin istatistiksel yak¬n-

sak olmas¬veya istatistiksel yak¬nsak olmamas¬n¬n, x dizisinin bir seyrek alt

dizisinin de¼gerlerinin de¼gi̧stirmesine ba¼gl¬olmad¬¼g¬n¬söyleyebiliriz. Bu özel-

li¼gin istatistiksel limit noktalar¬ve istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬içinde geçerli

oldu¼gu Fridy taraf¬ndan 1993 te gösterilmi̧stir.

Teorem 3.1.3: x ve y hemen hemen her k için xk = yk olacak şekilde diziler

ise �x = �y ve �x = �y dir (Fridy, 1993).
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3.2 I� Yak¬nsakl¬k

I�yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n tan¬m¬n¬vermeden önce ideal ve süzgeç tan¬mlar¬n¬

hat¬rlayal¬m.

Tan¬m 3.2.1: X 6= ; olsun. E¼ger X in alt kümelerinin bir I � 2X ailesi

(i) ; 2 I

(ii) Her A;B 2 I için A [B 2 I

(iii) Her A 2 I ve B � A için B 2 I

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa I ailesine bir ideal denir (Kuratowski, 1966).

Örnek 3.2.1: I� = fA � N : �(A) = 0g formlar¬N nin alt kümelerinin bir

idealidir.

Tan¬m 3.2.2: X 6= ; olsun. E¼ger X in alt kümelerinin bir F � 2X ailesi

(i) ; =2 F

(ii) Her A;B 2 F için A \B 2 F

(iii) Her A 2 F ve A � B � X için B 2 F

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa F kümeler ailesine X kümesinde bir süzgeç denir (Nagata,

1974).

Tan¬m 3.2.3: I 6= ; ve X =2 I ise I idealine gerçek ideal denir (Gürdal, 2004).

·Ideal ile süzgeç aras¬ndaki önemli ba¼g¬nt¬aşa¼g¬daki gibidir:

* I � 2X idealinin bir gerçek ideal olmas¬için gerek ve yeter şart

F(I) = fM � X : 9A 2 I :M = XnAg

kümeler ailesinin X kümesinde bir süzgeç olmas¬d¬r (Gürdal, 2004).

Tan¬m 3.2.4: I � 2X bir gerçek ideal olsun. E¼ger her x 2 X için fxg 2 I ise

I idealine uygun ideal denir (Kostyrko vd., 2000).

Elbette I� = fA � N : �(A) = 0g ideali bir uygun idealdir.

Bu hat¬rlatmalardan sonra I�yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬verebiliriz.
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Tan¬m 3.2.5: I � 2N bir gerçek ideal ve (X; �) bir metrik uzay olsun. E¼ger

her " > 0 için,

A(") = fn 2 N : �(xn; �) � "g 2 I

ise (xn) 2 X dizisi � 2 X e I�yak¬nsakt¬r denir (Kostyrko vd., 2000).

Bu ifade

I � lim
n!1

xn = �

ile gösterilir. Burada � 2 X eleman¬na x = (xn) dizisinin I�limiti denir.

I � 2N olmak üzere Kostyrko taraf¬ndan 2000 de tan¬mlanan baz¬gerçek uygun

ideal örnekleri verelim.

Örnek 3.2.2:

a. N nin tüm sonlu alt kümelerinin If s¬n¬f¬, I ideali olarak al¬n¬rsa o zaman

If gerçek uygun bir idealdir ve If� yak¬nsakl¬k X de � metri¼gine göre al¬̧s¬lm¬̧s

yak¬nsakl¬k ile çak¬̧s¬r.

b. �(A) = 0 şart¬n¬sa¼glayan tüm A � N kümelerinin s¬n¬f¬I� ile gösterilsin.

I ideali olarak I� al¬n¬rsa o zaman I� gerçek uygun idealdir ve I��yak¬nsakl¬k

istatistiksel yak¬nsakl¬kla çak¬̧s¬r.

Uyar¬: Burada If � I� � I d¬r.

Uyar¬: E¼ger I bir uygun ideal ise,X de al¬̧s¬lm¬̧s yak¬nsakl¬kX de I�yak¬nsakl¬¼g¬

gerektirir .

Şimdi yak¬nsakl¬¼g¬n hangi aksiyomlar¬n¬n I� yak¬nsakl¬k için de sa¼gland¬¼g¬n¬

verelim. En iyi bilinen yak¬nsakl¬k aksiyomlar¬aşa¼g¬dad¬r.

(i) Her f�; �; �; :::; �; :::g sabit dizisi � ye yak¬nsar.

(ii) Her bir yak¬nsak dizinin limiti tek olarak belirlidir.

(iii) E¼ger x = (xn) dizisinin limiti � ise, bu dizinin bütün alt dizilerinin limiti

de ayn¬d¬r.

(iv) E¼ger x = (xn) dizisinin tüm alt dizileri � ye yak¬nsak ise o zaman x de �

ye yak¬nsar.
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Önerme 3.2.1: X in en az iki noktas¬oldu¼gunu kabul edelim. I � 2X bir

uygun ideal olsun.

a. I�yak¬nsakl¬k (i), (ii) ve (iv) yi sa¼glar.

b. E¼ger I sonsuz bir küme içeriyorsa, o zaman I�yak¬nsakl¬k (iii) yi sa¼glamaz

(Kostyrko vd., 2000).

Uyar¬: E¼ger I sonsuz küme içermeyen bir uygun ideal ise, o zaman I�yak¬nsakl¬k

genel yak¬nsakl¬kla çak¬̧s¬r ve (iii) nin sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r.

Tan¬m 3.2.6: Bir (xn) 2 X dizisinin,

lim
k!1

�(xmk
; �) = 0

olacak şekilde bir alt dizisinin indeks kümesi

M = fm1 < m2 < ::: < mk < :::g; M 2 F(I)

(yani NnM 2 I) var ise, (xn) 2 X dizisi � 2 X ye I��yak¬nsakt¬r denir

(Kostyrko vd., 2000).

Önerme 3.2.2: I bir uygun ideal olsun. E¼ger

I� � lim
n!1

xn = � ise I � lim
n!1

xn = �

dir (Kostyrko vd., 2000).

·Ispat : Önermenin ifadesinden,

lim
k!1

xmk
= � (1)

olmak üzere

M = NnH = fm1 < m2 < ::: < mk < :::g

olacak şekilde bir H 2 I kümesi vard¬r.

" > 0 olsun. (1) den dolay¬her k > k0 için �(xmk
; �) < " olacak şekilde k0 2 N

vard¬r.
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Dolay¬s¬yla;

A(") = fn 2 N : �(xn; �) � "g � H [ fm1 < m2 < ::: < mk < :::g (2)

d¬r. I uygun ideal oldu¼gundan (2) nin sa¼g¬ndaki küme I ya aittir. O halde

A(") 2 I d¬r.

Tan¬m 3.2.7: I bir uygun ideal olsun. E¼ger K := fn(j) : j 2 Ng olmak üzere

K 2 I ise fxgK alt dizisine I�seyrek alt dizi denir. E¼ger K =2 I ise fxgK
dizisine x = (xn) dizisinin I�seyrek olmayan alt dizi denir (Gürdal, 2004).

* E¼ger (xn) in xnk ! x olacak şekilde bir I�seyrek olmayan alt dizisi varsa o

zaman biz xn !I� x deriz (Balcerzak vd., bas¬mda).

Teorem 3.2.1: (X; �) bir metrik uzay ve I � 2N bir uygun ideal olsun.

(i) E¼ger X in y¬¼g¬lma noktas¬yoksa, X de I�yak¬nsakl¬k ve I��yak¬nsakl¬k

çak¬̧s¬kt¬r.

(ii) E¼ger �; X in bir y¬¼g¬lma noktas¬ise; yani X in bir y¬¼g¬lma noktas¬varsa,

I� lim
n!1

xn = � fakat I�� lim
n!1

xn mevcut olmayacak şekilde bir (xn) 2 X dizisi

ve bir uygun I � 2N ideali vard¬r (Kostyrko vd., 2000).

Tan¬m 3.2.8: I � 2N bir uygun ideal olsun. E¼ger i 6= j; (i; j = 1; 2; :::) için

Ai \Aj = ; ve Ai 2 I ise, her i 2 N için Ai�Bi sonlu küme ve B =
1[
i=1

Bi 2 I

olacak şekilde Bi kümeleri mevcut ise I ideali (AP ) koşulunu sa¼glar denir

(Kostyrko vd., 2000).

Burada I� = fA � N : �(A) = 0g idealinin (AP ) şart¬n¬sa¼glad¬¼g¬aç¬kt¬r.

Ayr¬ca bir de (AP 0) şart¬vard¬r ki bu (AP 0) şart¬(AP ) ye benzer fakat burada

An kümelerinin iki̧serli ayr¬k olmas¬gerekli de¼gildir.

Teorem 3.2.2: I � 2N (AP ) özelli¼gine sahip bir uygun ideal, (X; �) key� bir

metrik uzay ve x = (xn) 2 X olsun. I � lim
n!1

xn = � olmas¬için gerek ve yeter

şart lim
k!1

�(xpk ; �) = 0 olacak şekilde P = fp1 < p2 <; ::: < pk < :::g; P 2 F(I)

kümesinin mevcut olmas¬d¬r (Gürdal, 2004).
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Teorem 3.2.3: I bir uygun ideal olsun.

(i) E¼ger (X; �) key� bir metrik uzay ve I ideali (AP ) özelli¼gine sahipse, o

zaman key� bir (xn) 2 X dizisi için I � lim
n!1

xn = � olmas¬I� � lim
n!1

xn = �

olmas¬n¬gerektirir.

(ii) (X; �) en az bir y¬¼g¬lma noktas¬na sahip olsun. Key� bir (xn) 2 X dizisi

ve her � 2 X için I � lim
n!1

xn = � ise I� � lim
n!1

xn = � dur ve o zaman I; (AP )

özelli¼gindedir (Kostyrko vd., 2000).

Tan¬m 3.2.9: Her (An) 2 I dizisi ve her n 2 N için AnnA1 sonlu olacak

şekilde bir A1 2 I varsa I � P (N) idealine bir P ideal denir (Balcerzak vd.,

bas¬mda).

Aşa¼g¬daki önerme yukar¬daki tan¬mlarda verilen özellikler aras¬ndaki ili̧skileri

aç¬klamaktad¬r.

Önerme 3.2.3: I � P (N) bir uygun ideal olsun. Aşa¼g¬daki şartlar denktir:

(i) I bir P ideal dir.

(ii) I (AP 0) şart¬n¬sa¼glar.

(iii) I (AP ) şart¬n¬sa¼glar (Balcerzak vd., bas¬mda).

·Ispat : (i)) (ii): n 2 N için An 2 I olsun. (i) deki kabulümüzden, her n 2 N

için AnnA1 sonlu olmak üzere bir A1 2 I seçelim. n 2 N için Bn = An \A1
şeklinde ifade edelim. O zaman her n için

Bn�A1 = BnnA1

olur ve [
n2N

Bn � A1 2 I

olur.

(ii)) (iii): Aç¬kt¬r.

20



(iii)) (i): Her n 2 N için An 2 I olsun.

A�1 = A ve A
�
n = An

[
j<n

Aj; (n > 1)

şeklinde ifade edelim. O zaman her n 2 N için
n[
i=1

A�i =
n[
i=1

Ai

olmas¬ndan dolay¬A�n ler I daki iki̧serli ayr¬k kümelerdir. (iii) kabulümüzden

her n için Bn�A�n sonlu ve

B =
[
n2N

Bn 2 I

olacak şekilde Bn seçelim. O zaman her n için

AnnB �
n[
i=1

A�i nB �
n[
i=1

(A�i nBi)

olur. Sonuç olarak AnnB sonludur.

Sonuç 3.2.1: (X; �) key�bir metrik uzay ve I � P (N) bir uygun ideal olsun.

E¼gerX bir y¬¼g¬lma noktas¬na sahipse o zaman I�yak¬nsakl¬k ve I��yak¬nsakl¬¼g¬n

çak¬̧smas¬için gerek ve yeter şart I n¬n (AP ) şart¬n¬sa¼glamas¬d¬r (Balcerzak

vd., bas¬mda).

Şimdi I�Cauchy dizisi kavram¬n¬verelim.

Tan¬m 3.2.10: (X; �) bir metrik uzay ve I � 2N bir uygun ideal olsun. E¼ger

her " > 0 için

A(") = fn 2 N : �(xn; xN) � "g 2 I

olacak şekilde N = N(") mevcut ise (xn) 2 X dizisine X üzerinde I�Cauchy

dizisi denir (Gürdal, 2004).

* I�Cauchy şart¬n¬n olas¬formülleştirilmesinden biri de aşa¼g¬daki gibidir.

(8" > 0)(9D 2 I)(8m;n 2 NnD)�(xm; xn) < "

oldu¼gu zaman (xn) 2 X dizisi I�Cauchy şart¬n¬sa¼glar denir (Balcerzak vd.,

bas¬mda).
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Örnek 3.2.3: Her " > 0 ve N = N(") indeksi için

K := K(") = fn 2 N : �(xn; xN) � "g

kümesini tan¬mlayal¬m. I ideali olarak;

If = fM � N : M sonlu) ideali al¬n¬rsa If�Cauchy dizisi ile adi anlamda

Cauchy dizisi,

I� = fM � N : �(M) = 0g ideali al¬n¬rsa I��Cauchy dizisi ile ·Istatistiksel

Cauchy dizisi kavramlar¬çak¬̧s¬r.

Teorem 3.2.4: I � 2N bir uygun ideal, I� � lim
n!1

xn = � ve x = (xn) 2 X

olsun. Bu durumda x dizisi I�Cauchy dizisidir (Gürdal 2004).

Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.2 den aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.2.2: I � 2N (AP ) özelli¼gini sa¼glayan bir uygun ideal ve I� lim
n!1

xn = �

olsun. Bu durumda (xn) 2 X dizisi I�Cauchy dizisidir (Gürdal 2004).

Aşa¼g¬daki önerme, her P�ideal I için bir I�seyrek olmayan alt dizinin al¬̧s¬lm¬̧s

Cauchy şart¬ve I�Cauchy şart¬aras¬ndaki denkli¼gi verir.

Önerme 3.2.4: I � P (N) uygun bir ideal olsun. (X; �) metrik uzay¬ndaki

noktalar¬n bir (xn) dizisi için iki durum dikkate al¬n¬r;

(i) (xn); I�Cauchy şart¬n¬sa¼glar.

(ii) Al¬̧s¬lm¬̧s Cauchy şart¬n¬ sa¼glayan bir I�seyrek olmayan (xnk) alt dizisi

vard¬r.

O zaman (ii), (i) yi gerektirir. E¼ger I bir P�ideal ise o zaman (i), (ii) yi

gerektirir (Balcerzak vd., bas¬mda).
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3.2.1 I�Limit ve I�Y¬¼g¬lma noktalar¬

Bu k¬s¬mda metrik uzaylarda I�limit noktas¬ve I�y¬¼g¬lma noktalar¬kavram-

lar¬n¬verece¼giz. Ayr¬ca I�limit noktas¬ve I�y¬¼g¬lma noktalar¬kümeleri aras¬n-

daki kapsama ba¼g¬nt¬lar¬n¬inceleyece¼giz.

Tan¬m 3.2.1.1: I bir uygun ideal olsun. x = (xn) ve y = (yn) dizileri için

fn 2 N : xn 6= yng 2 I

ise x ve y dizileri I ya göre hemen hemen her n için eşittir denir ve "I�h.h.n:

için xn = yn" yazabiliriz (Gürdal, 2004).

Tan¬m 3.2.1.2: (X; �) bir metrik uzay ve (xn) 2 X olsun.

(a). M =2 I ve lim
n!1

xnk = � olacak şekilde M = fm1 < m2 < :::g � N kümesi

var ise � 2 X eleman¬na x in I�limit noktas¬denir.

(b). E¼ger her " > 0 için fn 2 N : �(xn; �) < "g =2 I ise � 2 X eleman¬na x in

I�y¬¼g¬lma noktas¬denir (Kostyrko vd., 2000).

x dizisinin tüm I�limit noktalar¬kümesini I(�x) ile, x dizisinin tüm I�y¬¼g¬lma

noktalar¬kümesini I(�x) ile ve x dizisinin tüm adi limit noktalar¬kümesini de

Lx ile gösterece¼giz.

Herhangi bir x dizisi için I(�x) � Lx oldu¼gu aç¬kt¬r. Çünkü � 2 I(�x) olmas¬,

limxnk = � anlam¬na gelir. Bu da � 2 Lx oldu¼gunu gösterir.

Önerme 3.2.1.1 : I bir uygun ideal olsun. Bu durumda her x = (xn) 2 X

dizisi için I(�x) � I(�x) dir (Kostyrko vd., 2000).

·Ispat : � 2 I(�x) olsun. O zaman

lim
k!1

�(xmk
; �) = 0 (*)

olacak şekilde M = fm1 < m2 < :::g =2 I kümesi vard¬r. � > 0 alal¬m. (*) a

göre k > k0 için �(xmk
; �) < � olacak şekilde k0 2 N vard¬r.

23



Buradan

fn 2 N : �(xn; �) < �g �Mnfm1;m2; :::;mk0 ; :::g

d¬r ve böylece

fn 2 N : �(xn; �) < �g =2 I

d¬r. Yani � 2 I(�x) dir.

Önerme 3.2.1.2: I bir uygun ideal olsun. Herhangi bir x = (xn) 2 X dizisi

için I(�x) � Lx dir (Gürdal, 2004).

·Ispat : � 2 I(�x) olsun. Bu durumda her " > 0 için

fn 2 N : �(xn; �) < "g =2 I

d¬r. Her n 2 N için

Kn = fn 2 N : �(xn; �) <
1

n

olsun. fKng1n=1;N nin sonsuz alt kümelerinin azalan dizisidir. Böylece

lim
k!1

�(xnk ; �) = 0

olacak şekilde K = fn1 < n2 < :::g =2 I kümesi mevcuttur. O halde � 2 Lx
dir.

Teorem 3.2.1.1: I bir uygun ideal, (X; �) key�metrik uzay ve x = (xn) 2 X;

y = (yn) 2 X olsun. I�h.h.n için xn = yn ise I(�x) = I(�y) ve I(�x) = I(�y)

dir (Gürdal, 2004).

Teorem 3.2.1.2: I (AP ) özelli¼gini sa¼glayan bir uygun ideal ve (X; �) key�

bir metrik uzay olsun. Herhangi bir x = (xn) 2 X dizisi için I � lim
n
xn = � ise

I(�x) = I(�x) = f�g dir (Gürdal, 2004).
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3.2.2 I� Yak¬nsakl¬¼g¬Koruyan Fonksiyonlar

Tan¬m 3.2.2.1: (X; �) bir metrik uzay ve I � 2N bir uygun ideal olsun. E¼ger

her � 2 X ve her (xn) 2 X dizisi için

I � lim
n!1

xn = � iken I � lim
n!1

g(xn) = g(�)

oluyorsa g : X ! X fonksiyonu X de I�yak¬nsakl¬¼g¬koruyor denir (Kostyrko

vd., 2000).

Böylece aşa¼g¬daki ifadeyi tahmin etmek zor de¼gildir.

Önerme 3.2.2.1: I � 2N key� bir uygun ideal olsun. g : X ! X fonksiy-

onununX de I�yak¬nsakl¬¼g¬korumas¬için gerek ve yeter şart g ninX üzerinde

sürekli olmas¬d¬r (Kostyrko vd., 2000).

·Ispat : ((): I � lim
n!1

xn = � olsun. g sürekli ise, her � > 0 için x 2 B(�; �)

olacak şekilde � > 0 vard¬r ve

g(x) 2 B(g(�); �)

d¬r. Fakat,

C(�) = fn 2 N : �(xn; �) < �g � fn 2 N : �(g(xn); g(�)) < �g = D(�)

dir ve C(�) 2 F(I) oldu¼gundan D(�) 2 F(I) d¬r. Bundan dolay¬

I � lim
n!1

g(xn) = g(�)

dir.

()): Baz¬� 2 X noktalar¬nda g sürekli de¼gilse, o zaman lim
n!1

xn = � ve n 2 N

için �(g(xn); g(�)) � � olacak şekilde bir (xn) 2 X dizisi ve bir � > 0 say¬s¬

vard¬r. Bundan dolay¬g herhangi bir I ideali için I� yak¬nsakl¬¼g¬korumaz.
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4. FONKS·IYON D·IZ·ILER·IN·IN ·ISTAT·IST·IKSEL ve ·IDEAL

YAKINSAKLI¼GI

Bu bölümde fonksiyon dizilerinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n¬n birkaç yeni çeşidi

(I� yak¬nsakl¬ktan daha genel) verilecektir. Steinhaus ve Fast ¬n orjinal �kir-

leri geni̧sletilerek reel de¼gerli ölçülebilir fonksiyonlar üzerinde önemle duru-

lacakt¬r. Özellikle bu bölümde Egorov ve Riesz in ölçülebilir fonksiyonlar¬n

istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬nda kulland¬klar¬klasik teoremlerin benzerleri ele al¬-

nacakt¬r.

4.1 Fonksiyonlar ·Için I�Yak¬nsakl¬k Çeşitleri

Do¼gal olarak dizilerin I�yak¬nsakl¬¼g¬kavram¬n¬fonksiyon dizilerinin I�yak¬nsakl¬¼g¬

kavram¬na geni̧sletebiliriz.

I � P (N) bir uygun ideal ve (Y; �) bir metrik uzay olsun. Kabul edelim ki

X 6= ; ve f : X ! Y , fn : X ! Y , n 2 N fonksiyonlar¬verilsin. ·Ilk olarak

fonksiyonlar için I�noktasal yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 4.1.1: E¼ger her bir x 2 X için (Y; �) metrik uzay¬nda

fn(x)!I f(x)

oluyorsa (fn); f e X üzerine I�noktasal yak¬nsakt¬r denir. Bu

(8x 2 X)(8" > 0)(9M 2 I)(8n =2M) �(fn(x); f(x)) < "

formülü ile verilebilir (Balcerzak vd., bas¬mda).

Tan¬m 4.1.2: Her x 2 X için

I � lim
n!1

fn(x) = f(x)

ifadesi sa¼glan¬yorsa fn : X ! Y n 2 N fonksiyon dizisi f : X ! Y fonksiy-

onuna I�yak¬nsakt¬r denir.

26



Burada f fonksiyonuna, (fn) fonksiyon dizisinin I�limit fonksiyonu denir ve

f = I � lim
n!1

fn

şeklinde gösterilir (Kostyrko vd., 2000).

Bundan sonra X üzerinde (fn) in f e I� düzgün yak¬nsakl¬¼g¬na girece¼giz. O

fn �I f olarak yaz¬l¬r ve

(8" > 0)(9M 2 I)(8n =2M)(8x 2 X) �(fn(x); f(x)) < "

formülü ile verilir (Balcerzak vd., bas¬mda).

fn �I f ) fn !I f (4.1)

ve

fn �I f , sup
x2X

�(fn(x); f(x))!I 0 (4.2)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Elbette fn � f (al¬̧s¬lm¬̧s düzgün yak¬nsakl¬k) olmas¬fn �I f olmas¬n¬gerek-

tirir.

Şimdi I; (Y; �) metrik uzay¬nda noktalar¬n dizisinin I�yak¬nsakl¬¼g¬, al¬̧s¬lm¬̧s

yak¬nsakl¬ktan tam manas¬yla daha genel olacak şekilde olsun. Böylece

yn !I y 2 Y fakat yn 6! y olacak şekilde bir yn 2 Y; n 2 N vard¬r. x 2 X ve

n 2 N için fn(x) = yn ve f(x) = y şeklinde ifade edilirse; fn �I f fakat fn 6� f

olur. Bu durumda XY de fonksiyon dizilerinin I�düzgün yak¬nsakl¬¼g¬al¬̧s¬lm¬̧s

yak¬nsakl¬ktan daha genel olur. Bu nedenle (4.2) den I�düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n

birkaç özelli¼gini kolayca elde edebiliriz. Örnek olarak; her (fn) I�düzgün

yak¬nsak dizi, düzgün yak¬nsak bir alt dizi içerir. Bu bir metrik uzaydan

bir metrik uzaya tan¬ml¬fonksiyonlar için I�düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n süreklili¼gi

korudu¼gu anlam¬na gelir.
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Standart bir düşünce ile; e¼ger fn ler [a; b] üzerinde Riemann anlam¬nda in-

tegrallenebilir olmak üzere, [a; b] üzerinde fn �I f ise o zaman f de [a; b]

üzerinde Riemann anlam¬nda integrallenebilirdir ve

bZ
a

fn !I

bZ
a

f

dir. Özel bir durumda (4.1) in tersi için olanakl¬olan klasik bir sonucun bir

modi�kasyonunu verelim.

Önerme 4.1.1: I � P (N) bir uygun ideal ve (X; �) ve (Y; �) metrik uzaylar

olsun. Kabul edelim ki fn : X ! Y; (n 2 N) X üzerinde denk sürekli ve

f : X ! Y olmak üzere, X üzerinde fn !I f olsun. O zaman X üzerinde f

süreklidir ve e¼ger X kompakt ise o zaman X üzerinde fn �I f dir (Balcerzak

vd., bas¬mda).

·Ispat : ·Ilk olarak f in süreklili¼gini kan¬tlayal¬m. x0 2 X ve " > 0 olsun. fn

ler denk sürekli olduklar¬ndan 8n 2 N ve x 2 B(x0; �) için

�(fn(x); fn(x0)) <
"

3

olacak şekilde � > 0 vard¬r. x 2 B(x0; �) olsun. fn !I f oldu¼gundan,n
n 2 N : �(fn(x0); f(x0)) >

"

3

o
[
n
n 2 N : �(fn(x); f(x)) >

"

3

o
kümesi I ya aittir ve N den farkl¬d¬r. Bu nedenle,

�(fn(x0); f(x0)) <
"

3
ve �(fn(x); f(x)) <

"

3

olacak şekilde n 2 N vard¬r. Buradan,

�(f(x0); f(x)) 6 �(f(x0); fn(x0)) + �(fn(x0); fn(x)) + �(fn(x); f(x))

<
"

3
+
"

3
+
"

3
= "

dur ve böylece f nin süreklili¼gi elde edilir.
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Şimdi fn �I f oldu¼gunu gösterece¼giz. " > 0 olsun. X kompakt oldu¼gundan

f düzgün süreklidir ve fn ler X üzerinde denk-düzgün süreklidir. Bu nedenle

�(x; x0) < � olmak üzere 8x; x0 2 X için

�(fn(x); fn(x
0)) <

"

3
ve �(f(x); f(x0)) <

"

3

olacak şekilde � > 0 seçelim. X in kompaktl¬¼g¬ndan, X in fB(x; �)g örtüsün-

den sonlu bir B(x1; �); :::; B(xk; �) alt örtüsünü seçelim. fn !I f oldu¼gundan

bütün n =2M ve i 2 f1; 2; :::kg için

�(fn(xi); f(xi)) <
"

3

olacak şekilde bir M 2 I seçelim. n =2 M ve x 2 X olsun. Böylece baz¬

i 2 f1; 2; :::kg için x 2 B(xi; �) olur. Buradan,

�(fn(x); f(x)) 6 �(fn(x); fn(xi)) + �(fn(xi); f(xi)) + �(f(xi); f(x))

<
"

3
+
"

3
+
"

3
= "

olur ki bu X üzerinde fn �I f oldu¼gunu kan¬tlar.

E¼ger I = Id ise o zaman !I ve �I s¬ras¬yla noktasal istatistiksek yak¬nsak-

l¬k ve düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬k anlam¬na gelir. Şimdi biz !Idve �Id

aras¬nda yer alan bir yak¬nsakl¬k çeşidini verece¼giz.

Tan¬m 4.1.3: 8" > 0 için,

gj;"(x) = dj (fn 2 N : �(fn(x); f(x)) > "g) ; x 2 X

ile verilen gj;" : X ! R fonksiyonlar¬n¬n (gj;") dizisi X üzerinde s¬f¬r fonksiy-

onununa düzgün yak¬nsak ise o zaman (fn) dizisi f e denk-istatistiksel yak¬n-

sakt¬r denir ve bu

fn �Id f

şeklinde yaz¬l¬r (Balcerzak vd., bas¬mda).
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Böylece fn �Id f olmas¬için gerek ve yeter koşul

(8"; � > 0)(9k 2 N)(8j > k)(8x 2 X) dj (fn 2 N : �(fn(x); f(x)) > "g) < �

olmas¬d¬r (Balcerzak vd., bas¬mda).

Tan¬mlamadan, fn !Id f olmas¬için gerek ve yeter şart¬n,

(8x 2 X)(8"; � > 0)(9k 2 N)(8j > k) dj (fn 2 N : �(fn(x); f(x)) > "g) < �

olmas¬gerekti¼gi aç¬kt¬r. Böylece fn �Id f olmas¬fn !Id f olmas¬n¬gerektirir.

Başka bir deyi̧sle fn �Id f olmas¬fn �Id f olmas¬n¬gerektirir.

Gerçekten, fn �Id f oldu¼gunu farzedelim. " > 0 olsun. O zaman bütün

n =2 M ve x 2 X için �(fn(x); f(x) < " olacak şekilde bir M 2 Id kümesi

bulabiliriz. M 2 Id oldu¼gundan bütün j > k için dj(M) < " olacak şekilde

k 2 N seçebiliriz. x 2 X ve n 2 N olsun. Böylece �(fn(x); f(x)) > " olmas¬

n 2M olmas¬n¬gerektirir. Buradan bütün j > k için,

dj (fn 2 N : �(fn(x); f(x)) > "g) 6 dj(M) < "

dur ki bu fn �Id f oldu¼gunun kan¬t¬d¬r.

Örnek 4.1.1: x 2 [0; 1] için, f : [0; 1]! R; f(x) = 0 ve fn : [0; 1]! R; n 2 N;

fn = �f1=ng ile tan¬mlans¬n. O zaman fn �Id f fakat fn 6�Id f olur. Gerçekten,

" > 0 olsun ve 1
k
< " olacak şekilde k 2 N alal¬m. O zaman her j > k ve

x 2 [0; 1] için,

dj (fn 2 N : jfn(x)� f(x)j > "g) 6
1

j
6 1

k
< "

olur. Buradan [0; 1] de fn �Id f olur. Kabul edelim ki fn �Id f olsun.

Böylece bütün n =2 M ve x 2 [0; 1] için jfn(x)j = jfn(x) � f(x)j < 1 olacak

şekilde bir M 2 Id kümesi vard¬r. k =2M seçelim. O zaman fk s¬f¬r fonksiyonu

olmal¬d¬r. *Çeli̧ski*
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Örnek 4.1.2: x 2 [0; 1] için, f(x) = 0 ve fn : [0; 1]! R; n 2 N olmak üzere

fn(x) =

8>>><>>>:
2n+1(x� 1

2n
) ; x 2

�
1
2n
; 1
2n�1 �

1
2n+1

�
için

�2n+1(x� 1
2n�1 ) ; x 2

�
1

2n�1 �
1

2n+1
; 1
2n�1

�
için

0 ; aksi takdirde

sürekli fonksiyonlar¬n¬tan¬mlayal¬m. O zaman fn �Id f dir. Çünkü 8x 2 [0; 1]

için

card fn 2 N : fn(x) 6= 0g < 1

dir. Başka bir deyi̧sle 8n 2 N için

sup
x2[0;1]

jfn(x)� f(x)j = 1

oldu¼gundan (fn) in hiçbir alt dizisi düzgün yak¬nsak de¼gildir.

Yukar¬daki ilginç örne¼ge ra¼gmen, aşa¼g¬daki teoremde gösterildi¼gi gibi denk-

istatistiksel yak¬nsakl¬k süreklili¼gi korur.

Teorem 4.1.1: (X; �) ve (Y; �) metrik uzaylar olmak üzere, n 2 N için

f : X ! Y ve fn : X ! Y olsun. x0 2 X alal¬m. E¼ger X üzerinde fn �Id f

ve bütün fn fonksiyonlar¬ x0 da sürekli ise o zaman f de x0 da süreklidir

(Balcerzak vd., bas¬mda).

·Ispat : " > 0 olsun. fn �Id f oldu¼gundan her x 2 X için

dk

�n
n 2 N : �(fn(x); f(x)) >

"

3

o�
<
1

2

olacak şekilde bir k 2 N say¬s¬bulabiliriz.

E(x) =
n
n 6 k : �(fn(x); f(x)) <

"

3

o
; x 2 X

şeklinde ifade edelim. dk; k 2 f1; :::; kg ile P (N) üzerinde bir olas¬l¬k ölçümü

oldu¼gundan k n¬n seçiminden bütün x 2 X ler için

dk (E(x)) >
1

2

oldu¼gu anlaş¬l¬r.
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f1; :::; fk lar¬n x0 da süreklili¼ginden her i 2 f1; :::; kg ve x 2 B(x0; �) için,

�(fi(x); fi(x0)) <
"

3

olacak şekilde X de bir B(x0; �) yuvar¬vard¬r. Biz her x 2 B(x0; �) için,

�(f(x); f(x0)) < "

oldu¼gunu gösterece¼giz.

x 2 B(x0; �) olarak belirleyelim.

dk (E(x)) >
1

2
ve dk (E(x0)) >

1

2

oldu¼gundan

p 2 E(x) \ E(x0)

bulabiliriz. Böylece,

�(f(x); f(x0)) 6 �(f(x); fp(x)) + �(fp(x); fp(x0)) + �(fp(x0); f(x0))

<
"

3
+
"

3
+
"

3
= "

olur.

x 2 [0; 1] için fn(x) = xn olsun. O zaman (fn); "1" noktas¬nda süreksiz olan

bir f fonksiyonuna noktasal yak¬nsakt¬r. Bu yüzden teorem 4.1.1 den fn 6�Id f

dir.
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4.2 ·Istatistiksel Egorov Teoremi

Bu k¬s¬mda Egorov teoremin istatistiksel bir versiyonu verilecektir. Ayr¬ca

büyük bir küme üzerinde bir dizinin denk-istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬verile-

cek ve bunun düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬k ile yer de¼gi̧stiremeyece¼gi göster-

ilecektir.

Kabul edelim ki (X;M; �) bir ölçüm uzay¬olsun. X üzerinde hemen hemen

her yerde tan¬ml¬reel de¼gerli ölçülebilir fonksiyonlar¬gözönüne alaca¼g¬z. Bu

e¼ger gerekliyse X üzerinde her yerde tan¬ml¬ve ölçümü s¬f¬r olan bir küme

üzerinde sonsuz de¼gere sahip fonksiyonlar¬ele almam¬z¬sa¼glar.

Teorem 4.2.1: Kabul edelim ki (X;M; �) sonlu bir ölçüm uzay¬olsun.

f; fn(n 2 N) X üzerinde hemen hemen her yerde tan¬ml¬ölçülebilir reel de¼gerli

fonksiyonlar ve (fn); X üzerinde hemen hemen her yerde f e noktasal ista-

tistiksel yak¬nsak olsun. O zaman her " > 0 için �(XnA) < " ve (fnjA); A

üzerinde f jA ya denk-istatistiksel yak¬nsak olacak şekilde bir A 2 M vard¬r

(Balcerzak vd., bas¬mda).

·Ispat : Genelli¼gi kaybetmeksizin biz bütün f; fn(n 2 N) fonksiyonlar¬n¬X

üzerinde her yerde tan¬ml¬ve her x 2 X için fn(x) !Id f(x) kabul edebiliriz.

p; j 2 N olsun.

H =

�
x 2 X : dj

��
n 2 N : jfn(x)� f(x)j >

1

p

��
<
1

p

�
kümesinin ölçülebilir oldu¼guna dikkat edelim. Gerçekten, her bir n 2 N için

gn(x) = jfn(x)� f(x)j; x 2 X

fonksiyonu ölçülebilirdir ve böylece,

Bn = g
�1
n

��
1

p
;1
��

2M

dir.

33



Her x 2 X için x 2 H olmas¬için gerek ve yeter şart�
1

j

� jX
n=1

�Bn(x) <
1

p

olmas¬d¬r.

h =

�
1

j

� jX
n=1

�Bn(x)

fonksiyonu ölçülebilir oldu¼gundan,

H = h�1
��
�1; 1

p

��
2M

dir. k 2 N için,

Ep;k =

�
x 2 X : (8j > k) dj

��
n 2 N : jfn(x)� f(x)j >

1

p

��
<
1

p

�
olarak ifade edilsin. Önceki incelemelerimizden biz Ep;k 2M sonucuna var¬r¬z.

Ayn¬ zamanda X üzerinde fn !Id f oldu¼gundan bütün k 2 N ler için

Ep;k � Ep;k+1 ve

X =
1[
k=1

Ep;k

d¬r. Sonuç olarak

�(x) = lim
n!1

�(Ep;k)

d¬r.

" > 0 olsun. 8p 2 N için

�(XnEp;k(p)) <
"

2p

olacak şekilde k(p) 2 N seçelim.

A0 =
1[
p=1

�
XnEp;k(p)

�
şeklinde ifade edelim. O zaman,

�(A0) 6
1X
p=1

�(XnEp;k(p)) < "

olur.
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A = XnA0 =
1\
p=1

Ep;k(p)

şeklinde ifade edelim. O zaman

�(XnA) = �(A0) < "

dur ve buradan,

(8p 2 N)(8j > k(p))(8x 2 A)dj
��
n 2 N : jfn(x)� f(x)j >

1

p

��
<
1

p

elde ederiz ki bu,

fnjA �Id f jA

anlam¬na gelir.

Sonuç 4.2.1: Kabul edelim ki (X;M; �) sonlu bir ölçüm uzay¬ olsun.

f; fn(n 2 N) X üzerinde hemen hemen her yerde tan¬ml¬ölçülebilir reel de¼gerli

fonksiyonlar olsun. O zaman X üzerinde hemen hemen her yerde fn !Id f

olmas¬için gerek ve yeter şart her k için Ak üzerinde fnjAk !Id f jAk olacak

şekilde M deki kümelerin bir (Ak) dizisi vard¬r ve

�

�
Xn [

k2N
Ak

�
= 0

d¬r (Balcerzak vd., bas¬mda).

·Ispat : ()) : Teorem 4.2.1 de " = 1
k
; k 2 N oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa ispat

aç¬kt¬r.

(() : k 2 N için,

(fnjAk �Id f jAk)) (fnjAk !Id f jAk)

olmas¬ndan istenen elde edilir.
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Balcerzak vd. taraf¬ndan verilen aşa¼g¬daki örnek denk-istatistiksel yak¬nsak-

l¬¼g¬n Teorem 4.2.1 de düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬kla yer de¼gi̧stiremeyece¼gini

gösterir. Verilen örnek mümkün olan en kolay örnek de¼gildir. Fakat verilen

örnek teorem 4.2.1 in de¼gi̧stirilmi̧s versiyonunun gerçekten geçerli olmaktan

çok uzak oldu¼gunu gösterir.

Örnek 4.2.1: N 2 N için,

SN =

(
n 2 N :

N�1X
k=1

k < n 6
NX
k=1

k

)

olsun. Böylece S1 = f1g ; S2 = f2; 3g ; S3 = f4; 5; 6g ; S4 = f7; 8; 9; 10g ;... dir.

SN kümeleri iki̧serli ayr¬kt¬r, [
N2N

SN = N

ve SN tam olarak N elemana sahiptir.

n 2 N için n 2 SN(n) olacak şekilde N(n) 2 N olsun. N(n) <
p
2n + 1 dir.

SN in elemanlar¬0 dan başlayarak her N 2 N için ba¼g¬ms¬z olarak büyük-

lüklerine göre numaraland¬r¬ls¬n. SN in en büyük eleman¬N � 1 numaras¬na

sahipken, en küçük eleman¬0 numaras¬na sahiptir. r(n) 2 f0; 1; :::; N(n)� 1g ;

n 2 SN(n) e tahsis edilen numara olsun. Her x 2 [0; 1); xN 2 f0; 1; :::; N � 1g

olmak üzere,
1X
N=1

xN
N !

toplam¬olarak verilebilir. Bu gösterim, e¼ger sonsuz çokluktaki N ler için

xN 6= N � 1 oldu¼gunu kabul edersek tektir. N 2 N ve r 2 f0; 1; :::; N � 1g için

xN = xN(x), x in tek olarak gösterilmesinde yukar¬da belirlendi¼gi gibi olmak

üzere,

ANr = fx 2 [0; 1) : xN = rg

tan¬mlayal¬m. ANr kümeleri aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir;
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* ANr aral¬klar¬n bir birleşimidir. Daha kesin olarak,

ANr =
[

r12f0g;r22f0;1g;
r32f0;1;2g;:::;

rN�12f0;1;2;:::;N�2g;
rN=r

"
NX
k=1

rk
k!
;
1

N !
+

NX
k=1

rk
k!

!

* Her N 2 N için AN0 ; AN1 ; :::; ANN�1 kümeleri iki̧serli ayr¬kt¬r ve

N�1[
r=0

ANr = [0; 1)

dir.

* ��Lebesgue ölçümü olmak üzere �(ANr ) = 1
N
dir.

Üstelik, e¼ger N1; N2; :::; Nk 2 N iki̧serli farkl¬ ve i = 1; 2; :::; k için

ri 2 f0; 1; :::; Ni � 1g ise o zaman

�

 
k\
i=1

ANiri

!
= � (fx 2 [0; 1) : xNi = ri; i = 1; 2; :::; k içing)

=
kY
i=1

1
Ni
=

kY
i=1

�
�
ANiri

�

olur.

Şimdi fn : [0; 1] ! R; (n 2 N) ve f : [0; 1] ! R fonksiyonlar¬n¬tan¬mlamaya

haz¬r¬z. Her N 2 N ve r 2 f0; 1; :::; N � 1g için BNr ;

�
�
ANr nBNr

�
<

1

N2N

olacak şekilde Int(ANr ) in kapal¬ bir alt kümesi olsun. (O zaman

�

�
[0; 1]n

N�1
[
r=0

BNr

�
< 2�N dir). BNr kümeleri kapal¬aral¬klar¬n sonlu birleşim-

leri olarak seçilmi̧s olabilir.

Şimdi n 2 N için fn : [0; 1] ! R; x =2 AN(n)r(n) için fn(x) = 0 ve x 2 BN(n)r(n)

için fn(x) = N(n) olacak şekilde herhangi sürekli fonksiyonlar olsun.

BNr kümeleri kapal¬aral¬klar¬n sonlu birleşimleri oldu¼gundan fn fonksiyonlar¬

piecewise-lineer olarak seçilmi̧s olabilir. [0; 1] de f � 0 olarak tan¬mlayal¬m.
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Şimdi [0; 1] de fn �Id f oldu¼gunu gösterece¼giz. Başka bir deyi̧sle, e¼ger

A � [0; 1], Lebesgue ölçümüne göre bir s¬f¬r-küme de¼gilse o zaman 8C 2 R için

fn 2 N : (9x 2 A); jfn(x)� f(x)j > Cg

kümesinin yo¼gunlu¼gunun 1 e eşit oldu¼gunu kan¬tlayaca¼g¬z.

Bu şart¬n fnjA 6�Id f jA dan daha güçlü oldu¼guna dikkat edelim.

* "[0; 1] de fn �Id f" in ispat¬:

" > 0 olarak belirleyelim. x 2 [0; 1] ve j 2 N için,

gj(x) = dj (fn 2 N : jfn(x)� f(x)j � "g)

şeklinde ifade edelim. Her j 2 N için;

gj(x) � dj (fn 2 N : fn(x) 6= f(x)g)

= 1
j
card (fn � j : fn(x) 6= f(x)g)

� 1
j

N(j)X
N=1

card (fn 2 SN : fn(x) 6= f(x)g)

� 1
j

N(j)X
N=1

card
�n
n 2 SN : x 2 ANr(n)

o�
� 1

j
N(j)

� 1
j
(
p
2j + 1)

dir.

Bundan dolay¬ (gj) s¬f¬r fonksiyonuna [0; 1] üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r ve

fn �Id f dir.

* "E¼ger A � [0; 1] bir s¬f¬r-küme de¼gilse o zaman 8C 2 R için,

d (fn 2 N : (9x 2 A)jfn(x)� f(x)j � Cg) = 1" in ispat¬:

A � [0; 1] bir s¬f¬r-küme olmas¬n. O zaman baz¬N0 2 N ler için A n¬n d¬̧s

Lebesgue ölçümü ��(A) > 2�N0 eşitsizli¼gini sa¼glar.
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N 2 N için,

KN = fr 2 f0; 1; 2; :::N � 1g : A \BNr 6= ?g

olsun. O zaman N 2 N için,

A \
N�1[
r=0

BNr �
[
r2KN

BNr

ve

A \
\
N>N0

N�1[
r=0

BNr �
\
N>N0

[
r2KN

BNr �
\
N>N0

[
r2KN

ANr

dir.

0 < ��(A)� 2�N0 = ��(A)�
X
N>N0

2�N < ��(A)�
X
N>N0

�

 
[0; 1]n

N�1[
r=0

BNr

!

� ��(A)� �
 
[0; 1]n

\
N>N0

N�1[
r=0

BNr

!
� ��

 
A \

\
N>N0

N�1[
r=0

BNr

!

� �

 \
N>N0

[
r2KN

ANr

!
=
Y
N>N0

�

 [
r2KN

ANr

!
=
Y
N>N0

card(KN )
N

dir.

N > N0 için
card(KN )

N
2 [0; 1] say¬s¬n¬n sonucu pozitiftir. Bu

lim
N!1

card(KN)

N
= 1

oldu¼gu anlam¬na gelir.

Şimdi belirlenmi̧s bir C 2 R için,

d (fn 2 N : (9x 2 A)jfn(x)� f(x)j � Cg)

ifadesini hesaplamaya haz¬r¬z.

C 0 � C olacak şekilde C 0 2 N olsun.
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N(j) > C 0 yü sa¼glayan j için (yani j > C0(C0+1)
2

için);

1 � dj (fn 2 N : (9x 2 A)jfn(x)� f(x)j � Cg)

� dj

�n
n 2 N : A \BN(n)r(n) 6= ? ve N(n) � C

o�
= dj

��
n 2 N : r(n) 2 KN(n) ve N(n) � C

	�
= 1

j
card

��
n � j : r(n) 2 KN(n) ve N(n) � C

	�
� 1

j

N(j)�1X
N=C0

card (fn 2 SN : r(n) 2 KNg)

= 1
j

N(j)�1X
N=C0

card(KN)

=

N(j)�1X
k=C

0

j

N(j)�1X
N=C0

N
N(j)�1X
k=C0

k

card(KN )
N

!
j!1

1

dir.

Son sat¬rdaki yak¬nsakl¬k Toeplitz teoremi yard¬m¬yla,

lim
j!1

0@N(j)�1X
k=C0

k

1A
j

= 1

den anlaş¬l¬r.0BBBB@N 2 N için lim
N!1

card(KN )
N

= 1;

N(j)�1X
N=C0

N
N(j)�1X
k=C0

k

= 1 ve lim
j!1

N
N(j)�1X
k=C0

k

= 0 oldu¼guna dikkat edelim

1CCCCA
Sonuç olarak,

d (fn 2 N : (9x 2 A)jfn(x)� f(x)j � Cg) = 1

dir ve istenen elde edilir.
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4.3 Ölçüme göre I�Yak¬nsakl¬k

I � P (N) bir uygun ideal ve (X;M; �) bir ölçüm uzay¬olsun. L0 ile biz X

üzerinde hemen hemen her yerde tan¬ml¬reel de¼gerli ölçülebilir fonksiyonlar

uzay¬n¬gösterelim. f 2 L0 ve fn 2 L0; n 2 N olsun.

8� > 0 için

� (fx 2 X : jfn(x)� f(x)j � �g) ; n 2 N

reel say¬dizisi 0 a yak¬ns¬yorsa (fn) in f e ölçüme göre yak¬nsak oldu¼gunu

bunun fn
�! f ile gösterildi¼gini hat¬rlayal¬m.

Tan¬m 4.3.1: 8� > 0 için

� (fx 2 X : jfn(x)� f(x)j � �g) ; n 2 N

dizisi 0 a I�yak¬nsak oluyorsa (fn), f e ölçüme göre I�yak¬nsakt¬r denir (Bal-

cerzak vd., bas¬mda).

Bu yak¬nsakl¬k fn
�!I f ile gösterilir.

Böylece fn
�!I f olmas¬r = � ve/veya örnek olarak � = 1

p
; p 2 N al¬nd¬¼g¬

zaman,

(8r > 0)(8� > 0) fn 2 N : �(fx 2 X : jfn(x)� f(x)j � �g) � rg 2 I

şart¬na denktir (Balcerzak vd., bas¬mda).

Uyar¬(�): Elbette

(fn
�! f)) (fn

�!I f)

dir.

E¼ger, reel say¬dizilerinin I�yak¬nsakl¬¼g¬tam anlam¬yla al¬̧s¬lm¬̧s yak¬nsakl¬ktan

daha genelse, yukar¬daki ifadenin tersinin (6(;)) elde edilemeyece¼gini kolayca

gösterebiliriz.
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Ayn¬zamanda

(fn �I f)) (fn
�!I f)

dir.

Gerçekten, fn �I f oldu¼gunu farzedelim ve � > 0 olsun. O zaman bütün

n =2 M ve x 2 M için jfn(x) � f(x)j < � olacak şekilde bir M 2 I vard¬r.

Böylece,

fn 2 N : �(fx 2 X : jfn(x)� f(x)j � �g) � rg

� fn 2 N : fx 2 X : jfn(x)� f(x)j � �g 6= ;g �M 2 I

d¬r ki bu fn
�!I f anlam¬na gelir.

I = Id olmas¬durumunda ölçüme göre I�yak¬nsakl¬k Steinhaus (1951) ve Fast

(1951) de çal¬̧s¬ld¬ve asimtotik istatistiksel yak¬nsakl¬k olarak adland¬r¬ld¬. Biz

onu ölçüme göre d¬̧s istatistiksel yak¬nsakl¬k olarak adland¬r¬r¬z (Bir di¼ger çeşit,

ölçüme göre iç istatistiksel yak¬nsakl¬k olarak adland¬r¬ld¬ki biz ileriki bölümde

onu ele alaca¼g¬z). Steinhaus (1951) ve Fast (1951) de aşa¼g¬daki sonuç elde

edildi.

Teorem 4.3.1: (X;M; �) sonlu bir ölçüm uzay¬ve f; fn 2 L0 (n 2 N) olsun.

E¼ger, X üzerinde hemen hemen her yerde f !Id f ise o zaman f
�!Id f

dir. Tersine, e¼ger aşa¼g¬daki (�) şart¬sa¼glan¬yorsa o zaman f �!Id f olmas¬X

üzerinde hemen hemen heryerde f !Id f olmas¬n¬gerektirir.

(9D 2 M; �(D) = �(X))(8x 2 D)(9�j & 0) (*)

d
��
n 2 N : jfn(x)� f(x)j � �j

	�
var.

·Ileriki bölümde biz teorem 4.3.1 in ilk k¬sm¬n¬n yeni bir ispat¬n¬ verece¼giz.

Ayr¬ca teorem 4.3.1 in ikinci k¬sm¬içinde biz (�) şart¬n¬n ihmal edilemeyece¼gini

gösterece¼giz.

Şimdi Balcerzak vd. (2000) taraf¬ndan verilen aşa¼g¬daki örne¼gi inceleyelim.
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Örnek 4.3.1: [0; 1) üzerinde Lebesgue anlam¬nda ölçülebilir fonksiyonlar¬n

bir dizisinin iyi bilinen örne¼gi dikkate al¬n¬rsa; o ölçüme göre yak¬nsakt¬r fakat

[0; 1) üzerinde hiç bir noktada limite sahip de¼gildir.

Yani f1; f2; f3; ::: �[0; 1
2
]; �[ 1

2
;1]; �[0; 1

4
]; �[ 1

4
; 1
2
]; �[ 1

2
; 3
4
]; �[0; 1

8
]; :::. fonksiyonlar¬n bir

dizisi olsun.

Bizim yeni dizimiz g1; g2; g3; ::: ayn¬biçimde s¬ral¬, ayn¬fonksiyonlardan oluşsun

fakat herbir fn fonksiyonu 2n�1 kez tekrar etsin. (gn) in [0; 1) de 0 fonksiyonuna

ölçümde yak¬nsak oldu¼gu aç¬kt¬r. Ancak (gn(x)) hiçbir x 2 [0; 1) noktas¬nda

0 a istatistiksel yak¬nsak de¼gildir. Gerçekten, n 2 N için

jn =
nX
j=1

2j�1 = 2n�1

olarak tan¬mlans¬n. x 2 [0; 1) olsun ve

M = fm 2 N : gm(x) = 1 ve gm+1(x) = 0g

şeklinde ifade edilsin. S¬ra gittikçe artt¬¼g¬ için, bu küme sonsuzdur ve

(jkn); (jn) in bir alt dizisidir. 8n 2 N için,

djkn (fm 2 N : gm(x) = 1g) �
2kn�1

2kn � 1 �
1

2

dir. Bu da istenildi¼gi gibi

dj (fm 2 N : jgm(x)j � 1g) 6! 0

oldu¼gunu gösterir.

Klasik Riesz teoremine göre, L0 daki f 2 L0 a ölçüme göre yak¬nsak olan her

(fn) fonksiyon dizisi hemen hemen her yerde f e yak¬nsak olan bir alt dizi içerir.

Bu gerçe¼gin istatistiksel versiyonunun do¼gru olup olmad¬¼g¬n¬sormak do¼gald¬r.

Ölçüme göre d¬̧s istatistiksel yak¬nsak olan her dizi hemen hemen her yerde

yak¬nsak (al¬̧s¬lm¬̧s anlamda) bir alt dizi içerdi¼ginden cevap "evet" dir. Bu

teorem 4.3.1 in kullan¬lmas¬Hartman taraf¬ndan 1951 de ispatlanm¬̧st¬r.

Şimdi bir P�ideal I için, ölçüme göre I�yak¬nsakl¬¼g¬n � ya göre I�yak¬nsakl¬¼ga

denk oldu¼gunu gösterece¼giz.
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Teorem 4.3.2: I � P (N) bir P� ideal ve f; fn 2 L0 olsun.

Aşa¼g¬daki şartlar denktir.

(i) (fn), f e ölçümde I� yak¬nsakt¬r.

(ii) Herbir p 2 N için, �
�n
x 2 X : jfn(x)� f(x)j � 1

p

o�
; dizisi 0 a

I�yak¬nsakt¬r.

(iii) Her bir p 2 N için, k !1 iken �
�n
x 2 X : jf

n
(p)
k
(x)� f(x)j � 1

p

o�
! 0

olacak şekilde bir
�
n
(p)
k

�
I�seyrek olmayan dizisi vard¬r.

(iv) Her bir p 2 N için, k ! 1 iken �
�n
x 2 X : jfnk(x)� f(x)j � 1

p

o�
! 0

olacak şekilde bir (nk) I�seyrek olmayan dizisi vard¬r.

(v) (fnk); f e ölçüme göre yak¬nsak olacak şekilde bir (nk) I�seyrek olmayan

dizisi vard¬r.

(vi) �(fn; f)!I 0 d¬r (Balcerzak vd., bas¬mda).

·Ispat : (i) , (ii) ve (iv) , (v) denklikleri, ölçümde yak¬nsakl¬k ve ölçümde

I� yak¬nsakl¬k tan¬mlar¬ndan elde edilir. (ii), (iii) ve (v), (vi) denklikleri;

teorem 3.2.1, sonuç 3.2.1 ve � nun özelliklerinden elde edilir. (iv)) (iii) olmas¬

aç¬kt¬r. (iii)) (iv) ifadesini göstermek için,

Mp = Nn
n
n
(p)
k : k 2 N

o
; p 2 N

şeklinde ifade edelim. I bir P�ideal oldu¼gundan, her p için MpnM1 sonlu

olacak şekildeM1 2 I seçelim. Artan bir (nk) dizisi olarak NnM1 saptayal¬m.

E¼ger sonlu kümeleri görmezlikten gelirsek, bu dizi her
�
n
(p)
k

�
; p 2 N nin bir

alt dizisidir. Böylece (iv) şart¬elde edilir.

(L0; �) nun taml¬¼g¬n¬kullan¬larak baz¬denklikleri formülleştirebiliriz.

Teorem 4.3.3: I � P (N) bir P� ideal ve n 2 N için fn 2 L0 olsun. Aşa¼g¬daki

şartlar denktir.

(i) (fn); f e ölçüme göre I� yak¬nsak olacak şekilde bir f 2 L0 vard¬r.

(ii) (fn); � ya göre I� Cauchy şart¬n¬sa¼glar.

(iii) � ya göre Cauchy şart¬n¬sa¼glayan bir (fnk) I�seyrek olmayan alt dizi

vard¬r (Balcerzak vd., bas¬mda).
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·Ispat : (i)) (ii) : Teorem 4.3.2 de, (i) ifadesi �(fn; f)!I 0 olmas¬na denktir

ve bu (ii) olmas¬n¬gerektirir. (ii)) (iii) ifadesi önerme 3.2.4 den elde edilir.

(iii) ) (i) : (Y; �) nun taml¬¼g¬ndan, baz¬f 2 L0 lar için �(fnk ; f) !I 0 elde

ederiz. Bundan dolay¬teorem 3.2.1 ve sonuç 3.2.1 den �(fn; f)!I 0 d¬r ki bu

teorem 4.3.2 yard¬m¬yla (i) nin sa¼gland¬¼g¬anlam¬na gelir.

Sonuç 4.3.1: I � P (N) bir P� ideal olsun. O zaman, bir f 2 L0 a ölçüme

göre I� yak¬nsak olan L0 daki fonksiyonlar¬n her (fn) dizisi hemen hemen her

yerde f e yak¬nsak bir alt dizi içerir (Balcerzak vd., bas¬mda).

·Ispat : Teorem 4.3.2 de (i) ) (v) gerektirmesinden, f e ölçümde yak¬nsak

olan bir (fnk) alt dizisini gözönüne alal¬m. O zaman Riesz teoremi yard¬m¬yla,

hemen hemen her yerde f e yak¬nsak bir alt dizi seçilebilir.
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4.4 Ölçüme Göre ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬n ·Iki Çeşidi

(X;M; �) bir ölçüm uzay¬olsun. Önceki bölümdeki tan¬mlamalara göre L0

daki fonksiyonlar¬n bir (fn) dizisinin bir f 2 L0 a ölçüme göre d¬̧s istatistiksel

yak¬nsakl¬¼g¬, j !1 iken,

(8�; r > 0) dj (fn 2 N : � (fx 2 X : jfn(x)� f(x)j � �g) � rg)! 0

formülü ile verilir. Burada bu yak¬nsakl¬k (fn
�!Id f ile önceden gösterildi)

fn
(d;�)! f olarak gösterilecektir. Yukar¬daki formülde e¼ger dj ve � operatör-

lerinin s¬ras¬n¬de¼gi̧stirirsek o zaman (fn) in f e ölçümde iç istatistiksel yak¬n-

sakl¬¼g¬n¬elde ederiz. Bu fn
(�;d)! f olarak gösterilip, j !1 iken

(8�; r > 0)� (fx 2 X : dj (fn 2 N : jfn(x)� f(x)j � �g) � rg)! 0

formülü ile verilir (Balcerzak vd., bas¬mda).

Aşa¼g¬daki teorem yak¬nsakl¬¼g¬n bu iki çeşidi aras¬ndaki ili̧ski hakk¬nda do¼gal

bir soruya cevapt¬r.

Teorem 4.4.1 : (X;M; �) bir ölçüm uzay¬ve f; fn 2 L0 olsun. O zaman

(i)
�
fn

(d;�)! f
�
)
�
fn

(�;d)! f
�
;

(ii) �(X) < 1 olmak şart¬yla
�
fn

(�;d)! f
�
)
�
fn

(d;�)! f
�
dir (Balcerzak

vd., bas¬mda).

Teorem 4.4.1 in (ii) ifadesindeki �(X) < 1 varsay¬m¬zorunludur. Gerçek-

ten, R üzerinde ��Lebesgue ölçümü göz önüne al¬ns¬n. f; R üzerinde s¬f¬r

fonksiyonu ve fn = �[n;n+1); n 2 N olsun. O zaman her � > 0 ve x 2 X için,

cardfn 2 N : jfn(x)� f(x)j � �g < 1

oldu¼gundan fn
(�;d)! f dir. Ancak, 8n 2 N için

�(fx 2 R : jfn(x)� f(x)j � 1g) = 1

oldu¼gundan fn
(d;�)

6! f dir.
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Teorem 4.4.1 e göre sonlu ölçüm uzaylar¬için do¼gal türlerin her ikisi (iç ve d¬̧s)

birbirine denk oldu¼gundan ölçümdeki istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n bir notasyonu

verilebilir. Şimdi Egorov un Teoremini kullanarak Teorem 4.3.1 in ilk k¬sm¬

için yeni bir ispat verelim.

* (X;M; �) sonlu bir ölçüm uzay¬ve f; fn 2 L0 (n 2 N) olsun. Kabul edelim

ki X üzerinde hemen hemen her yerde fn !Id f olsun. fn
(�;d)! f oldu¼gunu

gösterece¼giz.

� > 0 ve " > 0 olsun. Teorem 4.2.1 e göre fnjA �Id f jA ve �(XnA) < " olacak

şekilde bir A 2M vard¬r. Her j � k ve x 2 A için

dj(fn 2 N : jfn(x)� f(x)j � �g) < �

olacak şekilde bir indeks k 2 N seçelim. Böylece

(8j � k)fx 2 X : dj(fn 2 N : jfn(x)� f(x)j � �g) � �g � XnA

d¬r. Sonuç olarak,

(8j � k)�(fx 2 X : dj(fn 2 N : jfn(x)� f(x)j � �g) � �g < "

olup istenen elde edilir.

Yukar¬daki sonuçlardan aç¬kça görülüyor ki Teorem 4.4.1 kullan¬larak Bölüm

4.3 de Uyar¬(�) daki benzer düşünce alt¬nda (fn �Id f) ) (fn
(�;d)! f) olmas¬,

(fn �Id f) ) (fn
�!Id f) olmas¬n¬içerir. Başka bir deyi̧sle Örnek 4.3.1 deki

dizi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda (fn
(�;d)! f) 6) (fn !Id f) dir. Sonuç olarak �� sonlu

ölçülebilir uzay için hemen hemen her yerde fn !Id f olmas¬(fn) dizisinin f

e ölçüme göre iç istatistiksel yak¬nsak olmas¬n¬gerektirmez. Dolay¬s¬yla bu

durumda Teorem 4.3.1 in ilk k¬sm¬n¬veremeyiz.

� � �
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