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1. GIRIS

Istatistiksel ~yakinsaklik kavrami toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel
analizde onemli bir yer tutmaktadir. 1951 de Steinhaus ve Fast 1 reel say1
dizilerinin istatistiksel yakinsakligini tanimlamasindan bu yana bu kavramin
uygulamalar1 ve birka¢ genellegtirmesi Salat (1980), J. A. Fridy (1985), J.
A. Fridy ve M. K. Khan (1998), H. I. Miller (1995), P. Kostyrko-T. Salat
ve W. Wilczynski (2000/2001), F. Nuray ve W. H. Ruckle (2000) tarafindan
aragtirilmigtir.

Bu ¢alismada fonksiyon dizilerinin istatistiksel yakinsakliginin birkag yeni cesidi
(I— yakisakliktan daha genel) verilmistir. Steinhaus (1951) ve Fast (1951)
in orjinal fikirleri genisletilerek, reel degerli olgiilebilir fonksiyonlar tizerinde
onemle durulmustur. Ozellikle Egorov ve Riesz in; olciilebilir fonksiyonlarin
istatistiksel yakinsakliginda kullandiklar: klasik teoremlerin benzerleri ele alin-
migtr.

Bu sebeple calismamizda oncelikle temeli pozitif tamsayilarin dogal yogunlugu
kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik kavrami verilmis ve bu kavramlarla
ilgili olarak tanim, notasyon ve teoremlere gerektigi kadariyla deginilmistir.
Daha sonra [—yakinsaklik kavrami ve ¢zellikleri verilerek istatistiksel yakin-
saklik kavrami genellegtirilmigtir. Ayrica istatistiksel limit noktalar1 ve ista-
tistiksel yigilma noktalarinin benzerleri olan /—limit ve [—yigilma noktalari
verilmis ve ek olarak [—yakinsakligi koruyan fonksiyonlara deginilmistir.

Bu tez calismasinin son boliimiinde fonksiyonlar icin I—yakinsaklik cesitleri
verilmigtir. Bununla birlikte 6l¢tim teorisinin klasik bir sonucu olan Egorov
teoreminin istatistiksel bir versiyonu verilmis ve biiyiik bir kiime iizerinde
bir dizinin denk istatistiksel yakinsakligi verilerek bunun diizgiin istatistik-
sel yakinsaklikla yer degistiremeyecegi gosterilmistir. Daha sonra olgiime gore
I —yakinsaklik tanimi verilmig ve klasik Riesz teoreminin istatistiksel versiy-
onunun dogru olup olmadigi incelenmigtir. Son olarak 6lgiime gore istatistiksel
yakinsaklhigin iki gesidi (dig ve ig) verilmis ve bu gesitlerin hangi sartlar altinda

birbirini gerektirdigi verilmistir.



2. GENEL BIiLGIiLER

Bu boliimde calismamizda gerek duyulan bazi1 tanimlar ve teoremler verilecek-

tir.

Tanim 2.1 (Fonksiyon): A ve B iki kiime olsun. A dan B ye olan bir f
bagintisi,
(1) Yz € Aigin (z,y) € f olacak sekilde Jy € B var,

(1) (x,y) € f ve (z,2) € fisey = z.
ozelliklerine sahipse f ye A dan B ye bir fonksiyondur denir.

Tanim 2.2 (Dizi): Tanmim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi
denir.

Diziler deger kiimelerine gore cesitli adlar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi R
reel sayilar kiimesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayilar kiimesi olan
diziye rasyonel terimli dizi adi verilir. Dizi x = (z) : N — R bigiminde

gosterilir.
Tanim 2.3 (Alt Dizi): 2 : N — R, 2(n) = z,, dizisi verilmis olsun.
kE:N—N, k(n) =k,

fonksiyonu (dizisi) bir artan dizi olmak tizere

(xok) : N — R
bileske fonksiyonuna z dizisinin bir alt dizisi ad1 verilir ve

(zok)(n) = z(k(n)) = z(kn) = z,

seklinde gosterilir (Balci, 1999).

Tanim 2.4 (Komsuluk): ¢ >0vea € Rolsun. K ={z: |z —a| <e,z € R}

kiimesine a nin € komgulugu denir.



Tanim 2.5 (Yakinsak Dizi): (z,) bir reel say1 dizisi ve a € R olsun. Ve > 0
icin, n > ng oldugunda |z, —a| < e olacak sekilde € na bagh bir ny sayist

bulunabiliyorsa (z,,) dizisi a ya yakinsaktir denir ve
limz, = a veya (z,,) — a
seklinde gosterilir.

Tamm 2.6 (Sinirh Dizi): Her n € N i¢in |z,| < M olacak sekilde bir A

pozitif reel sayisi varsa (z,) dizisine simirh dizi denir.

Tanim 2.7 (Cauchy Dizisi): (x,) bir reel terimli dizi olsun. Ve > 0 igin
m,n > ng oldugunda |z, —x,| < ¢ olacak sekilde bir ny € N varsa (z,)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.1 (Cauchy Yakinsaklik Testi): (z,) bir reel terimli dizi olsun.

(x,) dizisinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart Cauchy dizisi olmasidir.

Tanim 2.8 (Yigilma Noktasi): (z,) C R ve a € R olsun. a noktasinin
her 06— komgulugunda (x,,) dizisinin a dan farkli en az bir eleman varsa bu a

noktasina (x,) dizisinin bir yigilma noktasi denir.

Tanmim 2.9 (Limit Noktasi): (z,, ), (z,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (x,,)

yakinsak ve limiti s ise, bu s noktasina (x,,) dizisinin bir limit noktas: denir.

Tanim 2.10 (Siireklilik): A C R, f : A — R bir fonksiyon ve a € A olsun.
Her ¢ > 0 i¢in |z — a| < 6 oldugunda |f(x) — f(a)| < € olacak sekilde bir 6 > 0

varsa f fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir.

Tamim 2.11 (Diizgiin Siireklilik): A C Rve f : A — R bir fonksiyon olsun.
Her ¢ > 0 i¢in |z — t] < § esitsizligini saglayan Vz,t € A igin |f(z) — f(t)] < e

olacak gekilde 36 > 0 varsa f fonksiyonu A iizerinde diizgiin siireklidir denir.



Tanim 2.12 (Fonksiyon Dizisi): A C R ve F(A) da A iizerinde tamml,

reel degerli fonksiyonlarin kiimesi olsun.
s:N—F(A)
seklinde tammimlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi ad1 verilir (Balci, 1997).

Tanmim 2.13 (Noktasal Yakinsaklik): Her ¢ > 0 ve her bir x € A igin
n > ng oldugunda |f,(z) — f(z)| < e olacak sekilde Iny € N varsa (f,,) dizisi

A iizerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir.

Tanim 2.14 (Diizgiin Yakinsaklik): Her ¢ > 0 ve her z € A igin
n > ng oldugunda |f,(x) — f(z)| < e olacak sekilde Iny € N varsa (f,) dizisi

f fonksiyonuna A iizerinde diizgiin yakinsaktir denir.

Tamm 2.15 (Metrik Uzay): X # () olsun. d : X x X — R fonksiyonu i¢in,
M1) d(z,y) =0 az=y
M2) d(x,y) = d(y, z)
M3) d(z,y) < d(z,y) + d(y, 2)

sartlar1 saglaniyorsa d ye X de bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay

denir. Bu genellikle (X, d) veya X, ile gosterilir (Bayraktar, 2000).

Tanim 2.16 (Ortii, Acik Ortii, Sonlu Ortii, Alt Ortii): X bir metrik
uzay olsun. X kiimesinin alt kiimelerinden olugan bir (A;);c; ailesi verilsin.
Eger

xclJa

ise, (A;)iesr ailesine X kiimesinin bir ortiisii denir. Eger her i € [ igin, A;
kiimeleri X kiimesinin agik alt kiimeleri ise, (A;);c; ailesine X kiimesinin bir
agik ortiisii denir. Eger J C [ sonlu ise, X kiimesinin (A;);c; oOrtiisiine, X
kiimesinin sonlu ortiisii denir. Eger (A;);c; ailesinin bir alt ailesi, X kiimesini

orterse, bu alt aileye, X kiimesinin bir alt ¢rtiisti denir (Yiiksel, 2002).

Tanim 2.17 (Kompakt Metrik Uzay): (X, d) metrik uzay: verilsin. Eger
X kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa , (X, d) metrik

uzayina kompakt metrik uzay denir (Yiiksel, 2002).
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Tanim 2.18 (Cauchy Dizisi ve Tam Metrik Uzay): (X, d) bir metrik uzay
ve (r,) bu uzayda bir dizi olsun. Verilmig herhangi bir € > 0 igin m,n > ng
oldugunda,

d(Tpm, x,) < €

olacak gekilde bir ny = ng(e) sayist varsa (z,,) dizisine Cauchy dizisi denir. X
deki her (z,) Cauchy dizisi bir z € X noktasina yakinsak ise yani z,, — = € X

ise (X, d) metrik uzaymna tam metrik uzay veya kisaca tam denir.

Tanim 2.19 (Acik Yuvar): (ay,as,...,a,), R” de bir sabir nokta ve £ > 0
olsun.

D(a,e) ={z € R" : d(x,a) < &}

kiimesine a merkezli e— yaricapl agik yuvar adi verilir.

Tamm 2.20 (Ayrik Kiimeler): AN B = () ise A ile B kiimeleri ayriktir

denir.

Tanim 2.21 (0—Cebiri): X bir kiime olsun. X in bir A smifi igin,

(i) X e A

(i7) Her E € Aigin E=X\F e A

(i4i) Her n € N igin E,, € A= GEnGA

ozellikleri saglanirsa bu A smlflr:: 1X iizerinde bir o—cebiri denir (Balci, 1998).
Tanim 2.22 (Olgiilebilir uzay): X bir kiime ve A da X iizerinde bir
o—cebiri olsun. (X, .A) ikilisine bir 6l¢iilebilir uzay, .4 daki her bir kiimeye
de olciilebilir kiime denir (Balci, 1998).



Tanim 2.23 (Olgii Fonksiyonu, Sonlu Olgii, Olasihik Olgiisii): (X, .A)
bir olgiilebilir uzay olsun. A iizerinde tanmimh genigletilmis reel degerli bir
fonksiyonu

(1) p(@) =0

(¢7) Her A € Aicin p(A) =0

(7ii) Her ayrik (A,) dizisi i¢in u G An> = f:,u(An)

ozelliklerini saglarsa bu fonksiyong:llair olcii fno:nlksiyonu veya kisaca olgii adi

verilir.
Eger her A € A igin p(A) < oo ise p ye bir sonlu 6lgii ad1 verilir.
Eger u(X) =1 ise bu 6lgiiye olasilik 6lgiisii ad1 verilir (Balci, 1998).

Tanim 2.24 (Dig Olgiim, I¢ Olgiim): ilkel bir A kiimesinin 6l¢timii m'(A)
ile gosterilsin. Buna gore, P dikdortgenlerinin herhangi ikisi kesigmemek

iizere, A = U P, ise,
k
(1). m'(A) >0 ve

(17). m'(A) = zk:m(Pk)
dir.

* Burada,

inf Z m(Py)

ACUPy

sayisina, A kiimesinin dig 6lgiimii denir ve bu p*(A) ile gosterilir.

* Ayrica 1 — p*(E\A) sayisina, A kiimesinin i¢ 6lgiimii denir ve bu i¢ 6l¢iim,

1, (A) ile gosterilir. Buna gore, bir kiimenin ig ve dig 6l¢iimii arasinda,

e (A) =1 = p*(E\A)

iligkisi vardir. A kiimesinin i¢ 6l¢iimiinii bir énceki tanmima benzer olarak,

seklinde de tamimlanabilir (Dénmez, 2001).



Tanmm 2.25 (Olgiilebilir Kiime): Bir A kiimesi icin p,(A) = p*(A) ise,

yani

inf Z (Py) = sup Z m(Py)

ACUPy ADUP;

ise A kiimesine olciilebilirdir veya Lebesgue anlaminda olgiilebilirdir denir

(Doénmez, 2001).

Tanim 2.26 (Olgiilebilir Fonksiyon): E. olciilebilir bir kiime ve f(z) de
E kiimesi iizerinde tanimlhi ve gercel degerli bir fonksiyon olsun. Eger her
K gercel sayist igin, f(zr) > K sartim saglayan x € E degerlerinin kiimesi
olciilebilirse, f fonksiyonu F kiimesinde Lebesgue eanlaminda olgiilebilirdir

veya kisaca olciilebilirdir denir. Bazen bu tanimi " olgiilebilir" kelimesi ile

ifade ederiz (Doénmez, 2001).
Baska bir 6lciilebilir fonksiyon tanimi da asagidaki gibidir.
*(X,.A) bir olgiilebilir uzay olsun. Yo € R igin

f o, +oo)) ={z € X : f(x) >a} € A
ise f: X — R fonksiyonu olgiilebilirdir (Balci, 1998).

Teorem 2.2 (Egorov Teoremi): (f,(z)), n = {1,2,...} bir £ kiimesinde
sonlu, dlgiilebilir ve tiim E de sonlu f(x) = nhj& fn(z) limiti olan fonksiyonlar
dizisi verildiginde, her 0 > 0 icin, mEs > mFE — 0 olacak bicimde 6yle bir
Es C E kiimesi vardir ki Fs da f,,(x) dizisi f(z) fonksiyonuna diizgiin yakinsar
(Hacisalihoglu vd., 2000).



3. ISTATISTIKSEL VE IDEAL YAKINSAKLIK

Bu boliimde ilk olarak yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik kavrami verilecek,
daha sonra istatistiksel yakinsaklik kavramindan daha genel olan /— yakinsak-
lik kavrami verilerek bu kavramlarla ilgili ihtiya¢ duyuldugu oranda tanim ve
teoremlere deginilecektir. Ayrica I—limit ve [ —yigilma noktalalar: kavramlar:

verilip ek olarak I—yakinsakligi koruyan fonksiyonlara deginilecektir.
3.1 Istatistiksel Yakinsakhik

Istatistiksel yakinsaklik tanimini vermeden énce bu kavramin ortaya cikmasina,

neden olan yogunluk kavramini verelim.

Bir K C N kiimesinin eleman saywisin |K| ile gosterelim. Yani | K| := card K

olsun.

Tanim 3.1.1: K C N ve K,, :== {k<n:ke K} olsun. Buna gore K

kiimesinin alt ve st yogunlugu sirasiyla

K - K.
0(K) = lim infM, §(K) = lim sup|—n|
n— o0 n n— oo n
olarak verilir. %2l dizisinin limitinin var olmas: (8(K) = 3(K)) durumunda

n

bu limite K kiimesinin dogal yogunlugu denir ve 6 (K) ile gosterilir. Yani,
5 (K) = 8(K) = 3(K)
ise K C N kiimesinin dogal yogunlugu;
(5(K):nli_>r{.10|fi—n’:nh_>r£10%|{k§n:k€K}|

dir (Niven vd., 1991).

Bagka bir yogunluk kavrami tanimi da asagidaki gibidir.



Tanim 3.1.2: N={1,2,...} olsun. A C N ve j € N igin,

card(AN{1,2,....5})
J

d;(A) =
ifadesine A nin j. kismi yogunlugu denir. Eger varsa,

d(A) = lim d;(A)

J—o0

limitine A C N nin yogunlugu denir (Balcerzak vd., basimda).

* Burada d; operatoriiniin j € {1,2, ..., j} ile P(N) tizerinde bir olasilik 6l¢timii

olduguna dikkat edelim.

Dogal yogunluk kavraminin daha iyi anlagilmasi i¢in Giirdal tarafindan 2004

de verilen agsagidaki ¢rnegi inceleyelim.

Ornek 3.1.1: K = {1, 4,5,6, 13,14,...,24, 49,50,...,96, 193,194, ..} sek-
linde verilsin. K indeks kiimesi i¢in |n£| ifadesini olusturalim.

(a) |n£| ifadesinin iist limitini (limsup) olugturan alt diz,

1 4 16 64

LR L
1767247 96’ 3

seklindedir.

(b) % ifadesinin alt limitini (liminf) olusturan alt dizi,

1 4 16 64 1
— ==, —— . — =
37127487192’ 3
seklindedir. Dolayisiyla bu 6rnek icin
5(K) = Jm imftl=jy
MWEK) = nli_}nolosup@ =2

oldugundan §(K) # §(K) dir. Bu nedenle K kiimesinin dogal yogunlugu yok-
tur. Bu ornekten de anlagilacagi gibi alt ve iist yogunlugu olmasina ragmen
dogal yogunlugu olmayan kiimeler de vardir. § (K) veya 0 (N\K) yogunluk-
larindan herhangi biri mevcut ise 0 (K) = 1 — § (N\K) dir. Eger K kiimesi

sonlu elemanl bir kiime ise § (K) = 0, yani dogal yogunlugu sifirdir.
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Tamim 3.1.3: = = (x}) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir kiime harig
diger biitiin & lar i¢in bir P 6zelligini saghyorsa, (xy) dizisi hemen hemen her

k igin P ozelligini sagliyor denir ve "h.h.k." seklinde gosterilir (Giirdal, 2004).
Simdi istatistiksel yakinsaklik kavramini verebiliriz.
Tanim 3.1.4: x = (x}) bir dizi olsun. Eger her £ > 0 sayisi igin

1
lim—|{k<n:|z,—L| >¢c}| =0

n—oo

ise yani

Ki=K():=|{keN: |, — L| > ¢}|

kiimesinin yogunlugu sifir ise = = () dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktur
denir ve

st —limx =L

bigiminde yazilir (Steinhaus 1951, Fast 1951, Fridy 1985).

Adi anlamda yakinsaklik kavraminin tanimini hatirlayarak istatistiksel yakin-
saklik fikrinin nereden kaynaklandigim aciklamaya ¢alisip bu iki kavram arasin-
daki baglantiy1 kurmaya caligalim. Bilindigi gibi, adi yakinsaklikta x reel say1
dizisi L ye yakinsak ise, L nin her bir ¢ komgulugu diginda dizinin ancak sonlu
sayida eleman kalabilir. Simdi bu kavrami biraz daha genellestirerek L nok-
tasinin her bir € komsgulugu diginda dizinin sonlu sayida degil, sonsuz sayida da
elemaninin kalabileceginin kabul edelim. Fakat boyle elemanlarin sayisi dizinin
tiim elemanlarinin sayisina gore ¢ok daha azdir. Yani dizinin "hemen hemen"
tiim elemanlari, L nin € komsgulugu icerisindedir. Bu durumda z dizisinin L
noktasia "hemen hemen" yakinsak oldugu sonucunu cikarabiliriz. Istatistiksel
yakinsaklik kavrami bu fikri matematiksel olarak kesin ifade eden kavramlar-
dan biridir. Burada L noktasinin ¢ komsulugu disinda kalan elemanlarinin

sayisinin "az" olmasi, boyle elemanlarinin dogal yogunlugunun sifir olmasi ile

ifade edilir (Pehlivan, 2001).
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S biitiin istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini gostermek {iizere, yukaridaki

tanimda L. = 0 olmas1 durumunda Sy uzay: elde edilir.

S:{x:(xk) Jim ~ L <n: \xk—L\>5}\—0}

Soz{w:(xk) hm |{k:<n |xk|>5}|—0}

Teorem 3.1.1: st — limz = L olmasi igin gerek ve yeter kosul §(K) = 1 ve
lim z,, = L olacak sekilde bir K = {n; < ny < ...} C N kiimesinin mevcut

k—o00

olmasidir (Salat 1980, Fridy 1985, Miller 1995).

Adi anlamda yakinsak olan her dizinin istatistiksel yakinsak bir dizi oldugunu
soyleyebiliriz. Ciinkii x dizisi L ye yakinsak ise her e > O igin K = {k : |xy — L| > ¢}
kiimesi sonlu sayida eleman icerdiginden yogunlugu sifirdir. Yani §(K) = 0
dir. Fakat bu ifadenin tersi dogru olmayabilir. Yani istatistiksel yakinsak her

dizi adi anlamda yakinsak olmayabilir.
Yakinsak dizi sinirli olmasina ragmen, istatistiksel yakinsak dizi sinirli olmaya-
bilir.

Ornek 3.1.2:
1, k=n3(n=1,2,..)

0, k #n3

T —
seklinde tanimlanan x = (xy) dizisini goz oniime alahm. Her ¢ > 0 igin
{k<n ol > e} < [{k<n: oy £0} < ¥

oldugundan,

hm |{/<; <n:

elde edilir. Bu ise st — lim z = 0 demektir.
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Ornek 3.1.3:
VE, k=n%(n=1,2,.)
2, k # n?

T =
seklinde tanmimlanan x = (x) dizisi i¢in st — limz = 2 dir.
Ayrica z = (1,0, 1,0, ...) dizisi simrhdir fakat istatistiksel yakinsak degildir.

Simdi de Fridy tarafindan 1985 te verilen istatistiksel Cauchy dizisi tanimin

verelim.
Tanim 3.1.5: 2 = () bir dizi olsun. Her £ > 0 igin

1
lim—|{k<n:|z,—ay| >} =0

n—oo M,

olacak sekilde veya h.h.k igin |z}, — x| < € olacak gekilde bir N = N(¢g) sayis
varsa © = (xy) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy, 1985)

Teorem 3.1.2: Istatistiksel yakinsak her dizi bir istatistiksel Cauchy
dizisidir (Fridy, 1985).

Ispat: Bu teoremin ispatinda "yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir"
teoreminin ispatina benzer bir yol izlenecektir.

xr = (xy) dizisi istatistiksel yakinsak ise st — limx = L dir. Bu durumda her
€ >0 ve h.h.k. igin

€
|Ik — L| < §
dir. Eger N, |z, — L| < § olacak sekilde segilirse,

|z —an| = oy — L+ L —ay| <l|zg — L] + |y — L

+5<e  (hhk igin)

elde edilir.
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Simdi reel terimli diziler i¢in, bir dizinin yigilma noktalar1 ve limit noktalar:
kavramlarinin istatistiksel benzerleri olan istatistiksel yigilma ve istatistiksel
limit noktalarinin temel 6zellikleri verilerek, bu noktalar ile dizinin adi anlamda

limit noktalar1 arasindaki bagintilara deginilecektir.

r = (x1,) dizisinin deger kiimesi {w}, : k € N} ile gosterilir. {z4(;)}32,, 2 = (1)
dizisinin bir alt dizisi ve K := {k(j) : j € N} olarak tammlanirsa, {zy;}52,
yerine {z}x yazilabilir. §(K) = 0 ise {z}x dizisine seyrek alt dizi veya sifir
yogunluga sahip bir alt dizi denir. §(K) > 0ise veya K kiimesi dogal yogunluga

sahip degilse {z} dizisine seyrek olmayan alt dizi veya sifir yogunluga sahip

olmayan alt dizi denir (Fridy, 1993).
Simdi seyrek olmayan alt dizi ile ilgili bir 6rnek verelim.
Ornek 3.1.4 : = = (z3) = {1,2,3,4,5, ...} dizisini alalim;

K = {1,4,7,.Y={1+3k:k=0,1,2,...}
K' = {2,5,8,.}={2+43k:k=0,1,2,..}
K" = {3,6,9,.}={3+3k:k=0,1,2,...}

indeks kiimeleri i¢in |K,| = |K/| = |K]!| = {k <n:k € K| = k+1 dir. Buna

gore,

iy [Enl O |
§(K) = lim Eel — iy £l — 1
143k — 3

n—oo n—oo
im LEnl cy kL 1
S(K) = lim Eal = Jjm 2L =1
2+3k ~ 3

n—oo n—oo
" s K7 okl 1
S(K") = lim =2 = lim 2252 = =
e el N

dir. 6(K) = 0(K') = 0(K") = 1 > 0 oldugundan yukaridaki indeks kiimelerine
gore olusturulan alt diziler x dizisinin seyrek olmayan alt dizileridir (Pehlivan,
2001)

Bilindigi gibi, bir  dizisinin L sayisina yakinsayan bir alt dizisi varsa L sayisi x
dizisinin bir adi limit noktasidir. Bir alt dizinin yogunlugu gozoniine alinarak

istatistiksel limit noktas1 Fridy tarafindan 1993 de verilmigtir.
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Tanmim 3.1.6: Bir x = () dizisinin A € X sayisina yakinsayan seyrek olmayan
(yani §(K) > 0) bir alt dizisi varsa, A sayisina z dizisinin bir istatistiksel limit
noktasy denir. Yani K = {n; < ns < ... <ng < ...} ve 6(K) # 0 olmak iizere

k — oo igin (z,,) — Aise A, z in bir istatistiksel limit noktasidir (Fridy, 1993).

Bir x = (z) say1 dizisinin adi limit noktalarinin kiimesi L, ile istatistiksel

limit noktalarinin kiimesi ise A, ile gosterilir.

Ornek 3.1.5:
1, k=n?(n=1,2,..)

0, k # n?

T —

seklinde tammlanan z = (xj) dizisini goz oniime alalm. Bu dizi igin

L,={0,1} ve A, = {0} dur .

(2n,) — A olacak sekilde bir (x,, ) alt dizisinin mevcut olmas: anlamina gelir.

Bu da A € L, oldugunu verir.

Biz x dizisinin L limit noktas1 "L merkezli her acik arabk x dizisinin sonsuz
coklukta terimint icerir” ifadesi ile karakterize edilebilir. Bu ifadenin istatis-

tiksel benzeri Fridy tarafindan 1993 de verilmistir.

Tamm 3.1.7: Her € > 0 icin {k € N : |z, — 7| < e} kiimesi sifir yogunluga
sahip degilse v sayisina x dizisinin bir istatistiksel yigilma noktas: denir (Fridy,

1993).

Bir = dizisinin tiim istatistiksel yigilma noktalarinin kiimesi I', ile gosterilir.
Herhangi bir z dizisi i¢in I', C L, oldugu agiktir. Genelde adi limit noktalar:
ile ilgili bilgilerimiz bize A, ve ', kiimelerinin denk olacagim diisiindiiriir.
Fakat durumun boyle olmadigimi Fridy 1993 de ispatlamustir. Istatistiksel limit
noktasi ile istatistiksel yigilma noktas1 arasindaki kapsama bagintisi agagidaki

onerme ile verilmektedir.
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Onerme 3.1.1: Herhangi bir  say1 dizisi i¢in A, C T, dir (Fridy, 1993).

Buradan st — limx = X ise A, = I, = {\} oldugu agiktir. Fakat kargitinin
dogru olmadigim Fridy 1993 de asagidaki 6rnekte gostermistir.

Ornek 3.1.6: =z = () = {(1+ (-1*)k} = {0,4,0,8,0,12,0,16,0,...}

dizisini alalim. Bu dizinin iki tane alt dizisi
xor = (4,8,12,16,...) — 00

ve

Tok—1 = (0,0,0,0, ) —0

dir. §(1,3,5,...) = 3 ve §(2,4,6,...) = 3 oldugundan, A, = T, = {0} olup

st — lim « mevcut degildir (Fridy, 1993).

Istatistiksel yakinsakligin tanimimdan, verilen bir z dizisinin istatistiksel yakin-
sak olmasi veya istatistiksel yakinsak olmamasinin, = dizisinin bir seyrek alt
dizisinin degerlerinin degistirmesine baglh olmadigini soyleyebiliriz. Bu 6zel-
ligin istatistiksel limit noktalar1 ve istatistiksel y1gilma noktalar i¢inde gegerli

oldugu Fridy tarafindan 1993 te gosterilmigtir.

Teorem 3.1.3: x ve y hemen hemen her k icin z;, = y; olacak sekilde diziler

ise A, = A, ve I', =T, dir (Fridy, 1993).
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3.2 I— Yakinsaklik

I —yakinsaklik kavraminin tanimini vermeden 6nce ideal ve siizge¢ tanimlarini

hatirlayalim.

Tamm 3.2.1: X # () olsun. Eger X in alt kiimelerinin bir I C 2% ailesi
(1)0el

(17) Her A, B e ligin AUB e[

(1) Her A€ I ve BC Aigin B € [

sartlarim saghyorsa I ailesine bir ideal denir (Kuratowski, 1966).

Ornek 3.2.1: I; = {A C N: §(A) = 0} formlar1 N nin alt kiimelerinin bir

idealidir.

Tamm 3.2.2: X # () olsun. Eger X in alt kiimelerinin bir F C 2% ailesi

(i) 0 ¢ F

(ii) Her A,Be Ficihn ANBeF

(i4i) Hor Ac Fve ACBC X igin Be F

sartlarii sagliyorsa F' kiimeler ailesine X kiimesinde bir stizge¢ denir (Nagata,

1974).
Tanim 3.2.3: [ # () ve X ¢ [ ise I idealine gercek ideal denir (Giirdal, 2004).
Ideal ile siizgec arasindaki 6nemli bagimt1 asagidaki gibidir:

* ] C 2% idealinin bir gercek ideal olmas icin gerek ve yeter sart

FI)y={McCcX:3Ael: M=X\A}
kiimeler ailesinin X kiimesinde bir siizgeg olmasidir (Giirdal, 2004).

Tanim 3.2.4: [ C 2% bir gercek ideal olsun. Eger her z € X icin {x} € I ise
I idealine uygun ideal denir (Kostyrko vd., 2000).

Elbette Is = {A C N: §(A) = 0} ideali bir uygun idealdir.

Bu hatirlatmalardan sonra [—yakinsaklik tanimini verebiliriz.
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Tanim 3.2.5: [ C 2" bir gercek ideal ve (X, p) bir metrik uzay olsun. Eger
her £ > 0 igin,
Ale) ={neN:p(z,§) 2} €1

ise (x,) € X dizisi £ € X e I—yakinsaktur denir (Kostyrko vd., 2000).

Bu ifade

I — limx, =¢

n—oo

ile gosterilir. Burada ¢ € X elemanina x = (z,,) dizisinin /—limiti denir.

I C 2" olmak tizere Kostyrko tarafindan 2000 de tanimlanan baz1 gercek uygun

ideal ornekleri verelim.

Ornek 3.2.2:

a. N nin tim sonlu alt kiimelerinin I; simifi, I ideali olarak almirsa o zaman
Iy gercek uygun bir idealdir ve /¢— yakinsaklik X de p metrigine gore aligilmig
yakinsaklik ile cakigir.

b. §(A) = 0 sartim saglayan tiim A C N kiimelerinin simfi [ ile gosterilsin.
I ideali olarak I alinirsa o zaman 5 gercek uygun idealdir ve [5—yakinsaklik

istatistiksel yakinsaklikla ¢akigir.
Uyar1 : Burada Iy C I; C I dir.

Uyari1: Eger [ bir uygun ideal ise, X de alisilmig yakinsaklik X de [ —yakinsakligi

gerektirir .

Simdi yakinsakligin hangi aksiyomlarimin /— yakinsaklik i¢in de saglandigini

verelim. En iyi bilinen yakinsaklik aksiyomlar: agagidadir.

(1) Her {&,&,¢&, ..., &, ...} sabit dizisi £ ye yakinsar.

(77) Her bir yakinsak dizinin limiti tek olarak belirlidir.

(1ii) Eger x = (x,,) dizisinin limiti £ ise, bu dizinin biitiin alt dizilerinin limiti
de aymidir.

(1v) Eger x = (x,,) dizisinin tiim alt dizileri £ ye yakinsak ise o zaman z de &

ye yakinsar.
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Onerme 3.2.1: X in en az iki noktas: oldugunu kabul edelim. I C 2¥ bir
uygun ideal olsun.

a. [—yakinsaklik (7), (ii) ve (iv) yi saglar.

b. Eger I sonsuz bir kiime igeriyorsa, o zaman I —yakinsaklik (i7i) yi saglamaz

(Kostyrko vd., 2000).

Uyari: Eger [ sonsuz kiime icermeyen bir uygun ideal ise, o zaman [ —yakinsaklik

genel yakisaklikla gakigir ve (i) nin saglandig1 aciktir.
Tanim 3.2.6: Bir (z,,) € X dizisinin,
Jim p(zp,, §) =0
olacak sekilde bir alt dizisinin indeks kiimesi
M={m <mg<..<mp<..}, MeF(I)

(yani N\M € I) var ise, (z,) € X dizisi £ € X ye I*—yakinsaktir denir
(Kostyrko vd., 2000).

Onerme 3.2.2: I bir uygun ideal olsun. Eger
I'— limzx, =¢ise I — limx, =¢

dir (Kostyrko vd., 2000).
Ispat : Onermenin ifadesinden,
R P = & W

olmak iizere

M=N\H={m; <mp <..<m<..}

olacak sekilde bir H € I kiimesi vardir.
e > 0 olsun. (1) den dolay1 her k > kg icin p(z,,,,€) < € olacak sekilde ky € N

vardir.
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Dolayisiyla;
A({;‘) = {n eN: P(ffn,f) > 5} CHU {m1 <M < ... <mg < } (2)

dir. I uygun ideal oldugundan (2) nin sagidaki kiime / ya aittir. O halde
A(e) € I dur.

Tanim 3.2.7: ] bir uygun ideal olsun. Eger K := {n(j) : j € N} olmak tizere
K € I ise {x}f alt dizisine I—seyrek alt dizi denir. Eger K ¢ I ise {z}g

dizisine = = (x,,) dizisinin I—seyrek olmayan alt dizi denir (Giirdal, 2004).

* Eger (x,) in z,, — x olacak sekilde bir /—seyrek olmayan alt dizisi varsa o

zaman biz x,, —« = deriz (Balcerzak vd., basimda).

Teorem 3.2.1: (X, p) bir metrik uzay ve I C 2% bir uygun ideal olsun.

(1) Eger X in yigilma noktas1 yoksa, X de [—yakinsaklik ve I*—yakinsaklik
cakigiktar.

(17) Eger £, X in bir yigilma noktasi ise; yani X in bir yigilma noktas: varsa,
I — lim x,, = £ fakat I* — lim x,, mevcut olmayacak sekilde bir (x,,) € X dizisi

n—oo n—oo

ve bir uygun I C 2V ideali vardir (Kostyrko vd., 2000).

Tanim 3.2.8: I C 2" bir uygun ideal olsun. Eger i # j, (i,7 = 1,2,...) icin
A;NA; =0ve A; € ise, her i € Nigin A;AB; sonlu kiime ve B = U B, el

i=1
olacak gekilde B; kiimeleri mevcut ise I ideali (AP) kosulunu saglar denir

(Kostyrko vd., 2000).
Burada I; = {A C N: §(A) = 0} idealinin (AP) sartin sagladig agiktir.

Ayrica bir de (AP') sart1 vardir ki bu (AP’) sart1 (AP) ye benzer fakat burada

A, kiimelerinin ikigerli ayrik olmasi gerekli degildir.

Teorem 3.2.2: [ C 2V (AP) ozelligine sahip bir uygun ideal, (X, p) keyfi bir
metrik uzay ve x = (z,,) € X olsun. [ — lim x,, = £ olmasi i¢in gerek ve yeter

sart klim p(xp,, €) = 0 olacak sekilde P = {p; <p2 <,... <pp < ..}, P e F(I)

kiimesinin mevcut olmasidir (Giirdal, 2004).
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Teorem 3.2.3: [ bir uygun ideal olsun.

(1) Eger (X, p) keyfi bir metrik uzay ve I ideali (AP) ozelligine sahipse, o
zaman keyfi bir (z,) € X dizisi igin [ — nh_{& x, = £ olmasi I* — 71113;0 T, =&
olmasini gerektirir.

(77) (X, p) en az bir yigilma noktasina sahip olsun. Keyfi bir (z,) € X dizisi
ve her £ € X icin [ — nh_}IIOlol'n =¢ise [* — nlinolox" = ¢ dur ve o zaman I, (AP)

ozelligindedir (Kostyrko vd., 2000).

Tanim 3.2.9: Her (A,) € I dizisi ve her n € N igin A, \ A sonlu olacak
sekilde bir A, € I varsa I C P(N) idealine bir P ideal denir (Balcerzak vd.,

basimda).

Asgagidaki onerme yukaridaki tanimlarda verilen 6zellikler arasindaki iligkileri

aciklamaktadir.

Onerme 3.2.3: I ¢ P(N) bir uygun ideal olsun. Asagidaki sartlar denktir:
(7) I bir P ideal dir.

(17) I (AP') sarti saglar.

(1ii) I (AP) sartim saglar (Balcerzak vd., basimda).

Ispat : (i) = (ii). n € Nigin A, € I olsun. (i) deki kabuliimiizden, her n € N
i¢in A, \ A sonlu olmak iizere bir A, € I secelim. n € N igin B, = A, N A

seklinde ifade edelim. O zaman her n igin
B,AA, = B,\Aw

olur ve

UBnCAOOGI

neN

olur.

(17) = (idi). Agiktir.
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(¢4i) = (7). Her n € N icin A,, € I olsun.

Af=Ave Ay = A\ 4;,(n>1)

j<n

seklinde ifade edelim. O zaman her n € N icin

-0
i=1 i=1

olmasindan dolayr A? ler I daki ikigerli ayrik kiimelerdir. (iii) kabuliimiizden

her n icin B,AA? sonlu ve

B:UBnGI

neN

olacak gekilde B,, secelim. O zaman her n icin
A\B C | JANB c | JAn\B)
i=1 i=1
olur. Sonug olarak A, \B sonludur.

Sonug 3.2.1: (X p) keyfi bir metrik uzay ve I C P(N) bir uygun ideal olsun.
Eger X bir yig1lma noktasina sahipse o zaman [ —yakinsaklik ve I*—yakinsakligin
cakigmasi igin gerek ve yeter sart I nin (AP) sartim saglamasidir (Balcerzak

vd., basimda).
Simdi /—Cauchy dizisi kavramini verelim.

Tanim 3.2.10: (X, p) bir metrik uzay ve I C 2" bir uygun ideal olsun. Eger
her € > 0 i¢in
Ale) ={n e N: p(x,,xn) > et el

olacak sekilde N = N(e¢) mevcut ise (z,) € X dizisine X iizerinde I— Cauchy
dizisi denir (Giirdal, 2004).

* [—Cauchy sartinin olasi formiillegtirilmesinden biri de agagidaki gibidir.
(Ve > 0)(3D € I)(Ym,n € N\D)p(Tp, x,) < €

oldugu zaman (z,) € X dizisi /— Cauchy sartini saglar denir (Balcerzak vd.,

basimda).
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Ornek 3.2.3: Her ¢ > 0 ve N = N(e) indeksi igin
K:=K()={neN:p(z,,zn) > e}

kiimesini tanimlayalim. [ ideali olarak;

Iy = {M C N : M sonlu) ideali alinirsa /;—Cauchy dizisi ile adi anlamda
Cauchy dizisi,

Is = {M C N : §(M) = 0} ideali ahnirsa I;—Cauchy dizisi ile Istatistiksel

Cauchy dizisi kavramlar ¢akigir.

Teorem 3.2.4: [ C 2" bir uygun ideal, [* — limz, = { ve v = (z,) € X

n—oo

olsun. Bu durumda z dizisi /—Cauchy dizisidir (Giirdal 2004).
Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.2 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.2: I C 2" (AP) 6zelligini saglayan bir uygun ideal ve [ — lim z,, = &

n—oo

olsun. Bu durumda (z,) € X dizisi /—Cauchy dizisidir (Giirdal 2004).

Agagidaki 6nerme, her P—ideal I igin bir [ —seyrek olmayan alt dizinin aligilmig

Cauchy sart1 ve I—Cauchy sart1 arasindaki denkligi verir.

Onerme 3.2.4: T C P(N) uygun bir ideal olsun. (X,p) metrik uzaymdaki
noktalarin bir (x,) dizisi i¢in iki durum dikkate alinir;

(1) (z), [—Cauchy sartin saglar.

(i7) Algilmig Cauchy sartimi saglayan bir I—seyrek olmayan (z,,) alt dizisi

vardir.

O zaman (i7), (7) yi gerektirir. Eger I bir P—ideal ise o zaman (i), (i) yi

gerektirir (Balcerzak vd., basimda).
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3.2.1 /—Limit ve [—Y1g1lma noktalari

Bu kisimda metrik uzaylarda [—limit noktasi ve [ —yigilma noktalar1 kavram-
larini verecegiz. Ayrica [ —limit noktasi ve I —yigilma noktalar: kiimeleri arasin-

daki kapsama bagintilarini inceleyecegiz.

Tanim 3.2.1.1: [ bir uygun ideal olsun. =z = (z,,) ve y = (y,,) dizileri igin

{neN:z,#y,} el

ise = ve y dizileri I ya gore hemen hemen her n ig¢in esittir denir ve "I—h.h.n.

icin x,, = y,," yazabiliriz (Giirdal, 2004).

Tanim 3.2.1.2: (X, p) bir metrik uzay ve (z,) € X olsun.

(a). M & I ve 7111_>n(>10xnk = ¢ olacak sekilde M = {m; < my < ...} C N kiimesi
var ise £ € X elemanina x in [—limit noktas: denir.

(b). Eger her ¢ > 0 icin {n € N: p(z,,,§) < e} ¢ I ise £ € X elemanina z in
I—y1gilma noktasi denir (Kostyrko vd., 2000).

x dizisinin tiim /—limit noktalar1 kiimesini 7(A;) ile, x dizisinin tiim /—y1g1lma
noktalar1 kiimesini I(T',) ile ve z dizisinin tiim adi limit noktalar1 kiimesini de

L, ile gosterecegiz.

Herhangi bir z dizisi i¢in I(A,) C L, oldugu agiktir. Ciinkii £ € I(A,) olmast,

lim z,, = £ anlamina gelir. Bu da € L, oldugunu gosterir.

Onerme 3.2.1.1 : I bir uygun ideal olsun. Bu durumda her z = (z,) € X
dizisi i¢in I(A,) C I(T',) dir (Kostyrko vd., 2000).

Ispat : ¢ € I(A,) olsun. O zaman

lim p(xp,, . &) =0 (*)

k—oo

olacak sekilde M = {m; < mqy < ..} ¢ I kiimesi vardir. 6 > 0 alahm. (*) a

gore k > ko igin p(x,,,, &) < 0 olacak sekilde kg € N vardr.
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Buradan

{n € N:p(x,,&) <5} D M\{mq,ma,...,mky, ...}

dir ve boylece

{neN:p(x,,&) <} &1

dir. Yani € € I(I',) dir.

Onerme 3.2.1.2: I bir uygun ideal olsun. Herhangi bir = = (z,,) € X dizisi
icin I(T,) C L, dir (Giirdal, 2004).

Ispat : ¢ € I(T,) olsun. Bu durumda her ¢ > 0 igin

{neN:p(z,,§) <e} ¢

dir. Her n € N i¢in
1
K,={neN:p(z,,§ < -

olsun. {K,}°°,,N nin sonsuz alt kiimelerinin azalan dizisidir. Boylece
Jim p(z,,€) = 0

olacak sekilde K = {n; < ny < ...} ¢ I kiimesi mevcuttur. O halde ¢ € L,
dir.

Teorem 3.2.1.1: [ bir uygun ideal, (X, p) keyfi metrik uzay ve x = (z,,) € X,
y = (yn) € X olsun. I—h.h.n i¢in x,, =y, ise I(I'y) = I(Ty) ve I(A;) = I(A,)
dir (Giirdal, 2004).

Teorem 3.2.1.2: [ (AP) ozelligini saglayan bir uygun ideal ve (X, p) keyfi
bir metrik uzay olsun. Herhangi bir x = (z,,) € X dizisi i¢in [ — limz,, = £ ise

I(A,) = I(T,) = {¢} dir (Giirdal, 2004).
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3.2.2 |- Yakinsakligi Koruyan Fonksiyonlar

Tanim 3.2.2.1: (X, p) bir metrik uzay ve I C 2 bir uygun ideal olsun. Eger
her £ € X ve her (x,) € X dizisi igin

I — limz, =¢ iken I — lim g(z,) = g(§)

n—oo n—oo

oluyorsa g : X — X fonksiyonu X de I—yakinsaklige koruyor denir (Kostyrko
vd., 2000).

Boylece asagidaki ifadeyi tahmin etmek zor degildir.

Onerme 3.2.2.1: T C 2V keyfi bir uygun ideal olsun. ¢ : X — X fonksiy-
onunun X de [ —yakinsaklig1 korumasi icin gerek ve yeter sart ¢ nin X {izerinde

stirekli olmasidir (Kostyrko vd., 2000).

Ispat : («<). I — limz, = & olsun. g siirekli ise, her n > 0 icin 2 € B(£,0)

olacak sekilde 6 > 0 vardir ve

g(x) € B(g(&),n)

dir. Fakat,

C(0) ={n € N: p(z,,§) <6} C {n € N:p(g(zn),9(§)) <n} = D(n)

dir ve C(6) € F(I) oldugundan D(n) € F(I) dir. Bundan dolay1

= lim g(z,) = g(¢)

n—oo

dir.
(=). Baz1 £ € X noktalarinda g siirekli degilse, o zaman limz,, = ve n € N

icin p(g(z,),9(&)) > n olacak sekilde bir (z,) € X dizisi ve bir n > 0 sayis

vardir. Bundan dolay1 g herhangi bir [ ideali i¢in /— yakinsakligi korumaz.
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4. FONKSIiYON DIZIiLERININ iSTATISTIKSEL ve IDEAL
YAKINSAKLIGI

Bu boliimde fonksiyon dizilerinin istatistiksel yakinsakliginin birkag yeni cesidi
(I— yakisakliktan daha genel) verilecektir. Steinhaus ve Fast in orjinal fikir-
leri genisletilerek reel degerli olgiilebilir fonksiyonlar iizerinde énemle duru-
lacaktir. Ozellikle bu boliimde Egorov ve Riesz in olciilebilir fonksiyonlarim
istatistiksel yakinsakliginda kullandiklar1 klasik teoremlerin benzerleri ele ah-

nacaktir.
4.1 Fonksiyonlar I¢in /—Yakimsaklik Cesitleri

Dogal olarak dizilerin I —yakinsakligi kavramini fonksiyon dizilerinin I —yakinsakligi

kavramina genisletebiliriz.

I ¢ P(N) bir uygun ideal ve (Y, p) bir metrik uzay olsun. Kabul edelim ki
X#Qvef: X =Y, f,: X - Y ,n € N fonksiyonlar verilsin. Ilk olarak

fonksiyonlar i¢in /—noktasal yakinsaklik tanimini verelim.
Tanmim 4.1.1: Eger her bir x € X igin (Y, p) metrik uzayinda
fnl@) =1 f(2)
oluyorsa (f,), f e X tizerine I —noktasal yakinsaktir denir. Bu
(Ve e X)(Ve > 0)(IM € I)(¥n ¢ M) p(fulz), f(z)) <€
formiilii ile verilebilir (Balcerzak vd., basimda).

Tanmim 4.1.2: Her x € X igin

[ = lim fo(2) = f(2)

n—o0

ifadesi saglaniyorsa f,, : X — Y n € N fonksiyon dizisi f : X — Y fonksiy-

onuna [ —yakinsaktir denir.
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Burada f fonksiyonuna, (f,,) fonksiyon dizisinin /—limit fonksiyonu denir ve
f=1-limf,
seklinde gosterilir (Kostyrko vd., 2000).

Bundan sonra X iizerinde (f,) in f e I— diizgiin yakinsakhigina girecegiz. O

fn =1 f olarak yazilir ve
(Ve > 0)(IM € I)(Vn & M)(Vx € X) p(fulz), f(z)) <€

formiilii ile verilir (Balcerzak vd., basimda).

ve
o= f e sg;p(fn(w% f(x)) =10 (4.2)

oldugu agiktir.

Elbette f, = f (alsilmig diizgiin yakimsaklik) olmas: f,, =2; f olmasini gerek-

tirir.

Simdi 7, (Y, p) metrik uzaymda noktalarin dizisinin /—yakimsakligi, aligilmig
yakinsakliktan tam manasiyla daha genel olacak sekilde olsun. Boylece
vy, —1y €Y fakat y, /4 y olacak sekilde bir y, € Y, n € N vardir. z € X ve
n € Nigin f,(z) = y, ve f(x) = y seklinde ifade edilirse; f,, = f fakat f,, & f
olur. Bu durumda XY de fonksiyon dizilerinin I —diizgiin yakmsakhig aligilmis
yakinsakliktan daha genel olur. Bu nedenle (4.2) den [—diizgiin yakinsakligin
birkag ozelligini kolayca elde edebiliriz. Ornek olarak; her (f,) I—diizgiin
yakinsak dizi, diizgiin yakinsak bir alt dizi icerir. Bu bir metrik uzaydan
bir metrik uzaya tanimh fonksiyonlar i¢in /—diizgiin yakinsakligin siirekliligi

korudugu anlamina gelir.
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Standart bir diigiince ile; eger f, ler [a,b] iizerinde Riemann anlaminda in-
tegrallenebilir olmak iizere, [a,b] {izerinde f, =3; f ise o zaman f de |[a, b

tizerinde Riemann anlaminda integrallenebilirdir ve

b b
[ [

dir. Ozel bir durumda (4.1) in tersi igin olanakl olan klasik bir sonucun bir

modifikasyonunu verelim.

Onerme 4.1.1: I ¢ P(N) bir uygun ideal ve (X, ) ve (Y, p) metrik uzaylar
olsun. Kabul edelim ki f, : X — Y,(n € N) X iizerinde denk siirekli ve
f X — Y olmak iizere, X iizerinde f, —; f olsun. O zaman X iizerinde f
stireklidir ve eger X kompakt ise o zaman X iizerinde f,, =; f dir (Balcerzak

vd., basimda).

Ispat : Ilk olarak f in siirekliligini kamtlayahm. zq € X ve € > 0 olsun. f,

ler denk siirekli olduklarindan Vn € N ve x € B(x,0) icin

p(fu(x), fu(20)) <

Wl M

olacak gekilde § > 0 vardir. x € B(xg,d) olsun. f, —; f oldugundan,

{n e N: p(fu(wo), flx0)) = %} U {n e N:p(fu(z), f(x)) > %}

kiimesi [ ya aittir ve N den farklidir. Bu nedenle,

plfalao). fla0)) < 2 ve plfula), f(@)) < 5

olacak gekilde n € N vardir. Buradan,

p(f (o), f(x)) < p(f(x0), fulwo)) + p(ful0), fu(2)) + p(ful(2), f(2))

< E+€+€—€
3 3 3

dur ve boylece f nin siirekliligi elde edilir.
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Simdi f, =; f oldugunu gosterecegiz. € > 0 olsun. X kompakt oldugundan
f diizgiin siireklidir ve f,, ler X iizerinde denk-diizgiin siireklidir. Bu nedenle
o(z,x’") < § olmak iizere Vx,z' € X igin

pUa(a). Ju(a) < 5 ve p(f(2). (@) <

Wl ™

olacak sekilde § > 0 segelim. X in kompakthgindan, X in {B(z, )} ortiisiin-
den sonlu bir B(zx1,9), ..., B(zk,d) alt ortiisiinii segelim. f,, —; f oldugundan

biitiin n ¢ M ve i € {1,2,...k} i¢in

p(fu(:), f(2:)) <

| ™

olacak sekilde bir M € I segelim. n ¢ M ve z € X olsun. Boylece bazi
i€{1,2,..k} i¢gin x € B(x;,0) olur. Buradan,

p(fu@), [(2)) < p(ful@), o) + p(ful@i), f(20) + p(f (23), f(2))

< g—l—s—i—gfg
3 3 3

olur ki bu X iizerinde f, =; f oldugunu kanitlar.

Eger I = I, ise o zaman —; ve =3 sirasiyla noktasal istatistiksek yakinsak-
Ik ve diizgiin istatistiksel yakinsaklik anlamina gelir. Simdi biz —j,ve =,

arasinda yer alan bir yakinsaklik ¢esidini verecegiz.

Tamm 4.1.3: Ve > 0 igin,

gie(®) =d; ({n € N: p(fulx), f(x)) > €}), z€ X

ile verilen g;. : X — R fonksiyonlarmn (g;.) dizisi X iizerinde sifir fonksiy-
onununa diizgiin yakinsak ise o zaman (f,,) dizisi f e denk-istatistiksel yakin-

saktir denir ve bu
fn H'>Id f

seklinde yazilir (Balcerzak vd., basimda).
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Boylece f,, =1, f olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(Ve,0 > 0)Bk e N)(Vj = k) (Ve € X) d; ({n e N: p(fu(), f(2)) Z €}) <o
olmasidir (Balcerzak vd., basimda).
Tanmimlamadan, f, —7, f olmasi igin gerek ve yeter sartin,

(Vz € X)(Ve,0 >0)(3k e N)(Vj =2 k) dj ({n e N:p(fu(2), f(z)) 2 ¢€}) <o

olmasi gerektigi agiktir. Boylece f,, =, f olmasi f,, —, f olmasini gerektirir.

Bagka bir deyisle f,, =, f olmasi f,, =, f olmasini gerektirir.

Gercekten, f, =2, f oldugunu farzedelim. ¢ > 0 olsun. O zaman biitiin
n ¢ M vex € X icin p(f.(z), f(x) < e olacak gekilde bir M € I, kiimesi
bulabiliriz. M € I; oldugundan biitiin j > k i¢in d;(M) < ¢ olacak sekilde
k € N segebiliriz. © € X ve n € N olsun. Boylece p(f,(z), f(z)) > ¢ olmasi

n € M olmasini gerektirir. Buradan biitiin j > £ igin,
di ({n € N: p(fulx), f(2)) > €}) < dj(M) < e
dur ki bu f,, -, f oldugunun kamtidir.

Ornek 4.1.1: 2 € [0,1] icin, f:[0,1] = R, f(z) =0ve f, : [0,1] = R,n € N,
fn = X{1/ny 1le tammlansimn. O zaman f, —, f fakat f, 7, f olur. Gergekten,
e > 0 olsun ve % < ¢ olacak gekilde £ € N alahm. O zaman her j > k ve

z € [0,1] igin,
& ({n €N fulw) — f@)] 2 eh) < £ <

olur. Buradan [0,1] de f, —, f olur. Kabul edelim ki f, =27, f olsun.
Boylece biitiin n ¢ M ve x € [0,1] i¢in |f.(x)| = |fu(z) — f(z)] < 1 olacak
sekilde bir M € I, kiimesi vardir. k& ¢ M secelim. O zaman f, sifir fonksiyonu
olmahdir. *Celigki*
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Ornek 4.1.2: = € [0,1] i¢in, f(z) =0 ve f, : [0,1] — R,n € N olmak iizere

27 (z — L) 5w € [, 5y — 5] igin
z) = Condl(.. 1 X 11 1 .
on— - -
fn( ) 2 (x n 1) ) x E |:2'n 1 on+15 9n 1] lgln

0 ; aksi takdirde
stirekli fonksiyonlarini tanmmmlayalim. O zaman f,, =, f dir. Qiinkii Vo € [0, 1]
icin
card{n e N: f,(z) #0} < 1

dir. Bagka bir deyisle Vn € N i¢in

sup [fn(z) = f(z)| =1

z€[0,1]
oldugundan (f,,) in higbir alt dizisi diizgiin yakinsak degildir.

Yukaridaki ilging ¢rnege ragmen, asagidaki teoremde gosterildigi gibi denk-

istatistiksel yakinsaklik siirekliligi korur.

Teorem 4.1.1: (X,0) ve (Y,p) metrik uzaylar olmak iizere, n € N igin
f: X —=Yvef,: X —=Yolsun. g € X alahm. Eger X ftizerinde f, —1, f
ve biitiin f, fonksiyonlar1 xy da siirekli ise o zaman f de zy da siireklidir

(Balcerzak vd., basimda).

Ispat : ¢ > 0 olsun. f, —; , [ oldugundan her z € X icin

a ({n e N (o), f0)) > ) < 5

olacak sekilde bir £ € N sayis1 bulabiliriz.

B(x) = {n<k:p(fule), @) < S} € X

seklinde ifade edelim. dy, k € {1,...,k} ile P(N) iizerinde bir olasilik 6lgiimii

oldugundan k nin se¢iminden biitiin x € X ler icin
dy, (E(z)) >

oldugu anlagilir.
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fi, -, fr larin zq da siirekliliginden her ¢ € {1, ..., k} ve x € B(xg, ) igin,

p(fi(x), fi(wo)) <

Wl ™

olacak gekilde X de bir B(zy,d) yuvar: vardir. Biz her z € B(x,d) igin,

p(f(x), f(w0)) < e

oldugunu gosterecegiz.

x € B(xy,d) olarak belirleyelim.

oldugundan

bulabiliriz. Boylece,

p(f(x), f(wo)) < p(f(2), fol@)) + p(fp(2), folw0)) + p(fo(0), f (o))

olur.

z € [0,1] i¢gin f,(z) = 2™ olsun. O zaman (f,), "1" noktasinda siireksiz olan
bir f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir. Bu ytizden teorem 4.1.1 den f,, /41, f
dir.
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4.2 istatistiksel Egorov Teoremi

Bu kisimda Egorov teoremin istatistiksel bir versiyonu verilecektir. Ayrica
biiyiik bir kiime {iizerinde bir dizinin denk-istatistiksel yakinsakhig: verile-
cek ve bunun diizgiin istatistiksel yakinsaklik ile yer degistiremeyecegi goster-

ilecektir.

Kabul edelim ki (X, 9, 1) bir 6lgiim uzay1 olsun. X iizerinde hemen hemen
her yerde taniml reel degerli dlgiilebilir fonksiyonlar1 gozoniine alacagiz. Bu
eger gerekliyse X iizerinde her yerde tamimli ve olgiimii sifir olan bir kiime

iizerinde sonsuz degere sahip fonksiyonlar: ele almamizi saglar.

Teorem 4.2.1: Kabul edelim ki (X, 1) sonlu bir ol¢iim uzay: olsun.
f, fa(n € N) X iizerinde hemen hemen her yerde tanimh 6lgiilebilir reel degerli
fonksiyonlar ve (f,), X iizerinde hemen hemen her yerde f e noktasal ista-
tistiksel yakinsak olsun. O zaman her ¢ > 0 i¢in pu(X\A) < € ve (fnla), A
tizerinde f|4 ya denk-istatistiksel yakinsak olacak sekilde bir A € 9t vardir
(Balcerzak vd., basimda).

Ispat : Genelligi kaybetmeksizin biz biitiin f, f,(n € N) fonksiyonlarmi X
tizerinde her yerde tanmimh ve her z € X i¢in f,(z) —;, f(x) kabul edebiliriz.

p, 7 € N olsun.

H:{:z:eX:dj<{neN:]fn(x)—f(:v)|>l}> <1}

p p

kiimesinin olgiilebilir olduguna dikkat edelim. Gergekten, her bir n € N igin

gn(x) = | fulz) — f(2)], 2 € X
fonksiyonu olciilebilirdir ve boylece,

dir.
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Her x € X i¢in z € H olmasi i¢in gerek ve yeter sart

1\ & 1

- X Tr) < —

(j)z ) <
olmasidir. .
1 J

= (5) Xve )
n=1

fonksiyonu o6lgiilebilir oldugundan,

dir. £ € N igin,

By = {weX:<w>k> d ({neN: fule) = f(@)] = 1}) <1}

p p

olarak ifade edilsin. Onceki incelemelerimizden biz E,; € 9 sonucuna variriz.
Aynmi zamanda X tizerinde f, —, f oldugundan biitin £ € N ler igin

Epr C Eppir ve
oo
X = U Epp
k=1

dir. Sonug olarak

() = lim p(E, )

dir.

g > 0 olsun. Vp € N i¢in
€
HXA\Ep k) < o5

o

olacak gekilde k(p) € N segelim.

Ag = U (X\Ep,k:(p))
p=1
seklinde ifade edelim. O zaman,

u(Ag) < u(X\Eprp) < &

p=1

olur.
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A=X\4 = ﬂ By k(p)
p=1
seklinde ifade edelim. O zaman
u(X\A) = p(Ao) < e

dur ve buradan,

(tp € N3 > ki) (v € A)ds ({n € oo - f0) > 2} ) <2

elde ederiz ki bu,

fala =1, fla
anlamina gelir.
Sonug 4.2.1: Kabul edelim ki (X, 9, 1) sonlu bir olgiim uzay1 olsun.
[, fu(n € N) X iizerinde hemen hemen her yerde tanimli 6lgiilebilir reel degerli
fonksiyonlar olsun. O zaman X iizerinde hemen hemen her yerde f, —;, f

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her k icin A tizerinde f,|a, —1, f|a, olacak

sekilde 9t deki kiimelerin bir (Ay) dizisi vardir ve
(01 g, 40) =0
dir (Balcerzak vd., basimda).

ispat : (=) : Teorem 4.2.1 de ¢ = %, k € N oldugu goz oniine alinirsa ispat
aciktir.
(<) : k € Nigin,

(fn|Ak I f’Ak) = (fn|Ak Iy f|Ak)

olmasindan istenen elde edilir.
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Balcerzak vd. tarafindan verilen asagidaki ornek denk-istatistiksel yakinsak-
ligin Teorem 4.2.1 de diizgiin istatistiksel yakinsaklikla yer degistiremeyecegini
gosterir. Verilen 6rnek miimkiin olan en kolay ornek degildir. Fakat verilen
ornek teorem 4.2.1 in degistirilmis versiyonunun gercekten gecerli olmaktan

¢ok uzak oldugunu gosterir.

Ornek 4.2.1: N € N icin,

N—-1 N
SNz{neN:Zk;<n< k:}
k=1

k=1

olsun. Boylece S; = {1},5, = {2,3},53 = {4,5,6},5, = {7,8,9,10} ,... dir.
Sy kiimeleri ikigerli ayriktir,

U Sv =N

NeN
ve Sy tam olarak N elemana sahiptir.
n € Nicin n € Sy, olacak sekilde N(n) € N olsun. N(n) < V2n +1 dir.
Sy in elemanlar1 0 dan baglayarak her N € N icin bagimsiz olarak biiyiik-
likklerine gore numaralandirilsin. Sy in en biiyiik eleman1t N — 1 numarasina
sahipken, en kiigiik elemani 0 numarasina sahiptir. r(n) € {0,1,..., N(n) — 1},
n € Sy e tahsis edilen numara olsun. Her z € [0,1), zy € {0,1,..., N — 1}

olmak iizere,
(o @]
TN

N!
N=1
toplami olarak verilebilir. Bu gosterim, eger sonsuz cokluktaki N ler icin
zy # N — 1 oldugunu kabul edersek tektir. N € Nver € {0,1,...,N — 1} igin
zy = zy(z), x in tek olarak gosterilmesinde yukarida belirlendigi gibi olmak

lzere,

AN ={rc0,1):any =1}

tammmlayalim. AY kiimeleri agagidaki 6zelliklere sahiptir;
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* AN araliklarin bir birlesimidir. Daha kesin olarak,

N o1 Ny
k k
Y Sl
" " N! k!

7‘16{0},7‘26{0,1}, k=1 k=1

T36{07172}7"'7

ry_1€{0,1,2,...,.N—2},
TN=T

* Her N € Nigin A), AV, ..., AY_| kiimeleri ikigerli ayriktir ve

N—1
U Ay =11
r=0

dir.

*

A—Lebesgue 6l¢iimii olmak tizere A(AY) = + dir.
Ustelik, eger Ny, No,..,N, € N ikigserli farkh ve 4 = 1,2,...k icin

r; €4{0,1,..., N; — 1} ise o zaman

k
A (ﬂ Ai\h) = AM{zx€[0,1):zn, =r;,i =1,2,...,k igin})
i=1

olur.

Simdi f, : [0,1] - R, (n € N) ve f :[0,1] — R fonksiyonlarim1 tanimlamaya
haziriz. Her N € Nve r € {0,1,..., N — 1} i¢in BY,

1
AMANBY) < 1w
olacak sekilde Int(AY) in kapali bir alt kiimesi olsun. (O zaman
A [0, 1]\ ]:[gol BN ) < 27N dir). BY kiimeleri kapali araliklarin sonlu birlegim-
leri olarak ;egilmi§ olabilir.
Simdi n € Nigin f, : [0,1] = R, = ¢ Ai\gg) icin f,(z) = 0vez € Bi\(]f:)l)
icin f,(x) = N(n) olacak gekilde herhangi siirekli fonksiyonlar olsun.
BX kiimeleri kapali araliklarin sonlu birlegimleri oldugundan f,, fonksiyonlari

piecewise-lineer olarak segilmis olabilir. [0,1] de f = 0 olarak tanimlayalim.
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Simdi [0,1] de f, —, f oldugunu gosterecegiz. Bagka bir deyisle, eger

A C [0, 1], Lebesgue olgiimiine gore bir sifir-kiime degilse o zaman YC' € R igin
{neN:(EFreA)[fulr) - f(z)] = C}

kiimesinin yogunlugunun 1 e egit oldugunu kanitlayacagiz.

Bu sartin f,|4 721, f|a dan daha giiglii olduguna dikkat edelim.

*10,1] de f,, =, f" in ispaty:

e > 0 olarak belirleyelim. z € [0,1] ve j € N igin,
9i(x) = d;j ({n € N: | fu(z) = f(z)] = €})

seklinde ifade edelim. Her j € N igin;

gi(x) < dj({neN: fu(z) # f(2)})
= seard({n < j: fu(x) # f(2)})

N(@)

< % Z card ({n € Sy : fu(z) # f(2)})
N=1
N()

< %Z card ({n c€Sy:x¢€ A%m})
N=1

< N()

<

J(V2j+1)
dir.

Bundan dolay1 (g;) sifir fonksiyonuna [0, 1] tizerinde diizgiin yakinsaktir ve

fn =1, [ dir.

*"Eger A C [0,1] Dbir sifir-kiime degilse o zaman VC € R igin,
d{neN: 3z € A)|f.(z) — f(z)| > C}) =17 in ispat1:

A C [0,1] bir sifir-kiime olmasin. O zaman baz Ny € N ler i¢in A min dig

Lebesgue olciimii \*(A) > 270 egitsizligini saglar.
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N € N icin,
Ky={re{0,1,2,..N -1} : An BY # &}

olsun. O zaman N € N igin,

N-1
AnJBNc | BY
r=0

T‘EKN
ve

AnAUB <N Uscn U a

N>Np r=0 N>No reKy N>No reKy

dir.

0 < M) -2 M =X - Y 27V <) - 3 Ao, U B,{V>

N>Ny N>Np r=0
N-1 N-1
< M(A) = A ([0,1]\ N U Bﬁ) <\ (Aﬂ N U BjV)
N>Ngy r=0 N>Ngy r=0
< A(ﬂ U Aiv): H A(U Af,V): H card]SIKN)
N>NoreKy N>No  \reKy N>Np
dir.
N > Ny igin cardjstN ) € [0, 1] sayisimn sonucu pozitiftir. Bu
. card(Ky)
TN

oldugu anlamina gelir.
Simdi belirlenmis bir C' € R igin,
d({n e N: 3z € A)|fu(z) — f(z)| = C})

ifadesini hesaplamaya haziriz.

C'" > C olacak gekilde C’ € N olsun.
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N(j) > C" yii saglayan j icin (yani j > w igin);

—_
v

dj({n € N: Bz € A)|fu(z) = f(z)] = C})
a ({neN:ANBYY # @ ve N(n) >
d; ({n € N:r(n) € Ky ve N(n) > C})
%card ({n<j:r(n) € Knmy ve N(n) > C})

N(j)—1

: Z card ({n € Sy :7(n) € Kn})
N=C"
N(j)-1

— % Z card(Ky)

N=C"
N(j)-1

v

~—

v

N(j)-1
— = N card(Ky)
- j Z NG)-1 N 1

! J=00
N=C E k

k=C’

dir.

Son satirdaki yakinsaklik Toeplitz teoremi yardimiyla,

N(j)—1
>k
k=C"
lim : =1
J—00 ]
den anlagilir.
N(j)—1

NeN i(;in]}im % =1, E oo = 1 ve lim 25— = 0 olduguna dikkat edelim
—00 j—00
N=¢' g k E k
k=C' k=C’
Sonug olarak,

d({neN: 3z € A)|fu(z) - f(2)] = C}) =1

dir ve istenen elde edilir.
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4.3 Olciime gore I—Yakinsaklik

I c P(N) bir uygun ideal ve (X, 9, i) bir olgiim uzay1 olsun. L£° ile biz X
tizerinde hemen hemen her yerde taniml reel degerli olgiilebilir fonksiyonlar

uzaym gosterelim. f € L% ve f, € L% n € N olsun.

Vn > 0 icin
p({z e X |fulz) — f@)l = n}),neN

reel say1 dizisi 0 a yakimsiyorsa (f,,) in f e 6lgiime gore yakinsak oldugunu

bunun f, 5 f ile gosterildigini hatirlayalim.

Tanim 4.3.1: Vn > 0 icin

p({z e X o |fulr) = f(x)] = n}),neN

dizisi 0 a I—yakinsak oluyorsa (f,,), f e olglime gore [ —yakimsaktir denir (Bal-
cerzak vd., basimda).

Bu yakimsaklik f, %, f ile gosterilir.

Boylece f, -, f olmasi r = 7 ve/veya ornek olarak 7 = %,p € N alindigi

zaman,
(Vr > 0)(¥n > 0) {n € N: u({w € X : |fula) — f(@)| = n}) =1} €1
sartina denktir (Balcerzak vd., basimda).

Uyar1®): Elbette

dir.
Eger, reel say1 dizilerinin [ —yakinsakligi tam anlamiyla aligilmig yakinsakliktan
daha genelse, yukaridaki ifadenin tersinin (¢; =) elde edilemeyecegini kolayca

gosterebiliriz.
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Aym zamanda
(fo =1 £) = (fo =1 1)
dir.
Gergekten, f, =5 f oldugunu farzedelim ve n > 0 olsun. O zaman biitiin

n ¢ M vex € M icin |f,(x) — f(z)| < n olacak gekilde bir M € [ vardir.
Boylece,

{neN:u({z e X:|fulx) = fx)] Zn}) =7}
C{neN:{zeX:|fulx)—f(z)|>nt#0}CcMel

dir ki bu f, %, f anlamia gelir.

= I, olmasi durumunda 6lgiime gore [ —yakinsaklik Steinhaus (1951) ve Fast
(1951) de caligild1 ve asimtotik istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirildi. Biz
onu ol¢iime gore dug istatistiksel yakinsaklik olarak adlandiririz (Bir diger ¢esit,
ol¢iime gore i¢ istatistiksel yakinsakhk olarak adlandirildi ki biz ileriki boliimde
onu ele alacagiz). Steinhaus (1951) ve Fast (1951) de agagidaki sonug elde
edildi.

Teorem 4.3.1: (X, 9M, i) sonlu bir &l¢iim uzay1 ve f, f, € £° (n € N) olsun.
Eger, X {izerinde hemen hemen her yerde f —;, f ise o zaman f iqd f
dir. Tersine, eger agagidaki (*) sart1 saglaniyorsa o zaman f -5, f olmasi X

tizerinde hemen hemen heryerde f —;, f olmasim gerektirir.

(3D € M, u(D) = p(X))(Vz € D)(In; \, 0) (*)
d({neN:|fu(x) = f(z)| =n;})

var.

Ileriki boliimde biz teorem 4.3.1 in ilk kisminin yeni bir ispatmi verecegiz.
Ayrica teorem 4.3.1 in ikinci kismi iginde biz () sartinin ihmal edilemeyecegini

gosterecegiz.

Simdi Balcerzak vd. (2000) tarafindan verilen agagidaki 6rnegi inceleyelim.
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Ornek 4.3.1: [0,1) iizerinde Lebesgue anlaminda 6lgiilebilir fonksiyonlarin
bir dizisinin iyi bilinen 6rnegi dikkate alinirsa; o ¢lgiime gore yakinsaktir fakat
[0, 1) iizerinde hig bir noktada limite sahip degildir.

Yani f1, fo, f3, ... X[0,4]> X[2,1» X[0, 11> X2, 15 X[2,3] X[0,1] -+ fonksiyonlarin bir

11
472
dizisi olsun.

Bizim yeni dizimiz g1, go, g3, ... ayni bigimde sirali, ayni fonksiyonlardan olugsun
fakat herbir f, fonksiyonu 2"~! kez tekrar etsin. (g,) in [0, 1) de 0 fonksiyonuna

olgiimde yakinsak oldugu agiktir. Ancak (g,(z)) hi¢bir x € [0,1) noktasinda
0 a istatistiksel yakinsak degildir. Gercekten, n € N igin

o= i 9j—1 _ gn-1
j=1

olarak tamimlansin. z € [0,1) olsun ve
M = {m € N: gu(2) = 1 ve gas() = 0}

seklinde ifade edilsin. Sira gittikce arttigr igin, bu kiime sonsuzdur ve
(Jk,), (Jn) in bir alt dizisidir. Vn € N igin,
2kn—1

i, ({m € N g(2) = 1}) 25—

1
>
-2

dir. Bu da istenildigi gibi
dj ({m € N: |gm(x)] = 1}) # 0

oldugunu gosterir.

Klasik Riesz teoremine gore, £° daki f € LY a dlclime gore yakinsak olan her
(fn) fonksiyon dizisi hemen hemen her yerde f e yakinsak olan bir alt dizi igerir.
Bu gergegin istatistiksel versiyonunun dogru olup olmadigini sormak dogaldir.
Olciime gore dis istatistiksel yakinsak olan her dizi hemen hemen her yerde
yakinsak (aligilmis anlamda) bir alt dizi igerdiginden cevap "evet" dir. Bu

teorem 4.3.1 in kullanilmas1 Hartman tarafindan 1951 de ispatlanmigtir.

Simdi bir P—ideal [ i¢in, 6lgiime gore I —yakinsaklhigin p ya gore [ —yakinsakliga

denk oldugunu gosterecegiz.
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Teorem 4.3.2: I C P(N) bir P— ideal ve f, f,, € £° olsun.

Asgagidaki sartlar denktir.

(1) (fn), [ e olgiimde I— yakinsaktir.

(i1) Herbir p e N igin, pu ({x € X :|fulz) = flx)] > %}) , dizisi 0 a
I —yakinsaktir.

(73i) Her bir p € N igin, k — oo iken p ({x € X: ]fnép)(x) — f(z)] > %}) — 0
olacak sekilde bir (n,(f )> I —seyrek olmayan dizisi V&I"dlI\

(iv) Her bir p € N icin, k¥ — oo iken p ({x € X :|fu(z)— flx)] > %}) — 0
olacak gekilde bir (ny) [—seyrek olmayan dizisi vardir.

(v) (fun.), f e olciime gore yakinsak olacak sekilde bir (ny) I—seyrek olmayan
dizisi vardir.

(vi) p(fn, f) —1 0 dir (Balcerzak vd., basimda).

Ispat : (i) < (i) ve (iv) < (v) denklikleri, dlgiimde yakinsaklik ve lgiimde
I— yakinsaklik tanimlarindan elde edilir. (i7) < (iii) ve (v) < (vi) denklikleri;
teorem 3.2.1, sonug 3.2.1 ve p nun dzelliklerinden elde edilir. (iv) = (7i7) olmasi

agiktir. (iii) = (iv) ifadesini gostermek igin,
Mp:N\{ng):k‘EN},peN

seklinde ifade edelim. I bir P—ideal oldugundan, her p igin M,\ M, sonlu
olacak gekilde M, € I segelim. Artan bir (ny) dizisi olarak N\ M, saptayalim.
Eger sonlu kiimeleri gormezlikten gelirsek, bu dizi her <n,(€p )) , p € N nin bir

alt dizisidir. Boylece (iv) sart1 elde edilir.
(£°, p) nun tamhgimi kullamlarak bazi denklikleri formiillegtirebiliriz.

Teorem 4.3.3: [ C P(N) bir P— ideal ve n € N igin f,, € L° olsun. Asagidaki
sartlar denktir.

(i) (fn), f e olgiime gore I— yakinsak olacak sekilde bir f € £° vardir.

(13)  (fn),p ya gore I— Cauchy sartin saglar.

(i4i) p ya gore Cauchy sartini saglayan bir (f,, ) [—seyrek olmayan alt dizi

vardir (Balcerzak vd., basimda).
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Ispat : (i) = (ii) : Teorem 4.3.2 de, (i) ifadesi p(f,, f) —1 0 olmasina denktir
ve bu (ii) olmasim gerektirir. (i) = (ii7) ifadesi 6nerme 3.2.4 den elde edilir.
(iit) = (i) : (Y, p) nun tamhgmdan, baz1 f € £° lar i¢in p(f,,, f) —1 0 elde
ederiz. Bundan dolay1 teorem 3.2.1 ve sonug 3.2.1 den p(f,,, f) —1 0 dir ki bu

teorem 4.3.2 yardimiyla (7) nin saglandigi anlamina gelir.

Sonug 4.3.1: I C P(N) bir P— ideal olsun. O zaman, bir f € £° a 6l¢iime
gore I— yakinsak olan £° daki fonksiyonlarmn her (f,,) dizisi hemen hemen her

yerde f e yakinsak bir alt dizi igerir (Balcerzak vd., basimda).

Ispat : Teorem 4.3.2 de (i) = (v) gerektirmesinden, f e ol¢iimde yakisak
olan bir (f,, ) alt dizisini gbzoniine alalim. O zaman Riesz teoremi yardimiyla,

hemen hemen her yerde f e yakinsak bir alt dizi secilebilir.
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4.4 Olciime Gore Istatistiksel Yakinsakhgin ki Cesidi

(X, 9M, 1) bir olciim uzay1 olsun. Onceki boliimdeki tanimlamalara gore £°
daki fonksiyonlarn bir (f,) dizisinin bir f € £° a 6lgiime gore dig istatistiksel

yakinsakligi, ;7 — oo iken,

(Vn,r>0) di({fn e N:p({we X |fulz) - f(z)| Zn}) =2 r}) =0

formiilii ile verilir. Burada bu yakmsakhk (f, %, f ile énceden gosterildi)

fn (%) f olarak gosterilecektir. Yukaridaki formiilde eger d; ve p operator-

lerinin sirasmi degistirirsek o zaman (f,,) in f e 6lgiimde ig istatistiksel yakin-

sakligini elde ederiz. Bu f, () f olarak gosterilip, 7 — oo iken

(V7> 0)p({zr € X :d; ({n € N: |fu(z) = f(2)] = n}) = 7}) =0
formiilii ile verilir (Balcerzak vd., basimda).

Agagidaki teorem yakinsaklhigin bu iki ¢esidi arasindaki iligki hakkinda dogal

bir soruya cevaptir.

Teorem 4.4.1 : (X, M, u) bir slgiim uzay1 ve f, f, € L° olsun. O zaman
@ ()= (")
) w(X) < oo olmak sartiyla ( fn (i) f) = < fn () f)dir (Balcerzak

vd., basimda).

Teorem 4.4.1 in (i7) ifadesindeki p(X) < oo varsayim zorunludur. Gergek-
ten, R iizerinde A—Lebesgue ol¢iimii gbz 6niine alinsin.  f, R iizerinde sifir

fonksiyonu ve f, = Xj, ,41), 7 € N olsun. O zaman her n > 0 ve 2 € X igin,
card{n € N: |f,(x) — f(x)| >n} <1
o (Ad) . ..
oldugundan f, — f dir. Ancak, Vn € N igin
Mz eR:|fulz) = flz)| 2 1}) =1

(d,\)
oldugundan f, /4 f dir.
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Teorem 4.4.1 e gore sonlu 6lgiim uzaylar: i¢in dogal tiirlerin her ikisi (ig ve dig)
birbirine denk oldugundan ¢lgiimdeki istatistiksel yakinsakligin bir notasyonu
verilebilir. Simdi Egorov un Teoremini kullanarak Teorem 4.3.1 in ilk kism
icin yeni bir ispat verelim.

* (X, 9, 1) sonlu bir 6lgiim uzay1 ve f, f, € L% (n € N) olsun. Kabul edelim
ki X iizerinde hemen hemen her yerde f, —;, f olsun. f, () f oldugunu
gosterecegiz.

n > 0vee > 0 olsun. Teorem 4.2.1 e gore f,|a —1, f|a ve u(X\A) < € olacak
sekilde bir A € 9 vardir. Her j > k ve x € A igin

di({n € N:[fu(x) = f(2)] Zn}) <7
olacak sekilde bir indeks k£ € N segelim. Boylece
(Vi 2z k){ze X :di({neN:|fu(z) - f(z)| 2 n}) 2 n} C X\A
dir. Sonug olarak,

(Vj = k)p({z € X 1 d;({n e N: |ful2) — f(2)| = n}) 2 n} <e
olup istenen elde edilir.

Yukaridaki sonuglardan acik¢a goriiliiyor ki Teorem 4.4.1 kullanmilarak Boliim
4.3 de Uyan® daki benzer diisiince altinda (f, —»7, f) = (fa () f) olmas,
(fo =1, f) = (fu 51, f) olmasmi icerir. Bagka bir deyisle Ornek 4.3.1 deki
dizi gozoniine alindiginda (f,, i f) # (fn —1, f) dir. Sonug olarak o— sonlu
ol¢iilebilir uzay i¢in hemen hemen her yerde f, —;, f olmasi (f,,) dizisinin f

e Olclime gore i¢ istatistiksel yakinsak olmasimi gerektirmez. Dolayisiyla bu

durumda Teorem 4.3.1 in ilk kismini veremeyiz.
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