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Bu calismada, k— kez tekrarlanan (% operatoriinii

k
O]E = |:(B:r1 + Bm2 + ...+ Bxp)2 - (Bﬂcp+1 +. Tt pr+q>2i|

seklinde tanimlayarak Bessel Diamond operatorii olarak adlandirdik. Burada,
82 21}1' 0

1 .
20, = 205 + 1, oy > —5, » >0, i = 1,2,..n, By, = 5 + — ,
ox; T; 0x;

p+q=n, k negatif olmayan bir tam say1 ve n, R} nmin boyutudur. ilk olarak,



Bessel Diamond operatoriiniin elementer ¢oziimiinii calistik. Daha sonra, ele-
menter ¢oziimlerin ve onlarin B—konvoliisyonlarinin Fourier Bessel doniigtim-
lerini caligtik.

Diger yandan, [ r—kez tekrarlanan Bessel ultra-hiperbolik operator, f bir
genellegmig fonksiyon, u herhangi bir fonksiyon, z € R} ve ¢, sabit olmak

lizere
m

> eOpu(e) = f(2)

r=0

seklindeki bilegik Bessel ultra-hiperbolik denklemi ele aldik. Daha sanra Bessel
Diamond operatorii seklindeki bu denklemin u(x) zayif ¢6ziimiinii ve bu ¢oziimiin
tekligini caligtik.

Son boliimde, (¥ operatsriiniin elementer ¢oziimiinii Riesz’in Bessel Diamond
cekirdegi olarak adlandirdik ve bu elementer ¢oziimiin B—konvoliisyonunu
calistik.
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In this study, the operator % is introduced and named as the Bessel Diamond
operator iterated k—times and is defined by

k
<>]1€B - [(Ban + Boy + ... + Bmp)Q - (B%Jrl Tt BI””)Q}

82 2’Ui 0
ox?  x; Oy
1,2,...,n, k is a nonnegative integer and n is the dimension of the R. Firstly,

where p+q=n, B, = ,2vi:2ai+1,ai>—%,xi>0,i:

we study the elementary solution of the Bessel Diamond operator. After, we



study the Fourier Bessel transform of the elementary solution and also the
Fourier Bessel transform of their convolution.
On the other hand, we have studied the compound Bessel ultra-hyperbolic

equation of the form
> aDpu(e) = f(x)
r=0

where [ is the Bessel ultra-hyperbolic type operator iterated r—times, f is
a given generalized function, u is any function, 2 € R} and ¢, is a constant.
After, we study the weak solution u(z) of above the equation which is of the
form Bessel Diamond operator and moreover, such a solution is unique.

In the last chapter, the elementary solution of the operator (% is called the
Bessel diamond kernel of Riesz. Then we study the B—convolution of this

elementary solution.
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1. GIRIS
Bugiin Fizikte, Elektrik miihendisliginde, klasik Analizde tanimli olmayan
ve hig¢ bir gercege uymayan, ideal kavramlar1 simgeleyen, boylece reel olay-
larin ige yarar bir gosterimine olanak veren kavramlar kullanilmaktadir. Bu
gesit fonksiyonlara ¢rnek olarak, Singiiler(Tekil) fonksiyonlar adi verilen
fonksiyonlar1 veya bir zaman noktasinda darbe seklinde etkileyen impuls
(Delta) fonksiyonunu verebiliriz.
Singiiler fonksiyonlar kavrami, klasik fonksiyonlar yardimiyla tanimlana-
mamaktadir. Bununla birlikte bugiin genellestirilmis fonksiyonlar teorisi
Matematigin bir ¢ok boliimlerine yayilmis ve gelisme i¢indedir.
Ideal fiziksel kavramlar1 aciklayan ve kullamish sekle sokan Matematiksel
yontemleri ilk kez S. L. Sobolev 1936 da ortaya koymustur. Sobolev, Hiper-
bolik diferensiyel denklem i¢in Cauchy probleminin ¢oziimiiniin tekliginin
aragtirilmasinda genellegtirilmis fonksiyonlar: kullanmigtar.
Daha sonra L. Schwartz 1945 de "Distribution Teorisi" adi altinda eski lite-
ratiirleri de dikkate alarak sistematik bir gsekilde genellestirilmis fonksiyonlar
teorisini olugsturmustur. Onun simirlamalar1 Lineer-Topolojik uzay teorisine
yaklagmakta ve 6nemli sonuclar elde edilmektedir.
Dagilim, klasik fonksiyonlar kavraminmi da icermekte olup, onlarin genel sek-
lini vermektedir. Bu nedenle Dagilim’a genellestirilmig fonksiyon denilmek-
tedir.
Dagilim klasik Matematigin bazi giicliiklerini, érnegin aslinda tiiretilmeyen
fonksiyonlar1 ortadan kaldirir.
S. L. Sobolev adi fonksiyonlar i¢in bilinen tiirev kavramindan daha genig
bir tiirev tanimini agagidaki sekilde vermistir:
Q) bolgesinde k. mertebeden siirekli tiirevlere sahip (k — 1) mertebeden tiim
tiirevleri sifir ve € da smirli olan fonksiyonlar ciimlesi M®)(Q) ile tanim-

lansin. u(z) ve v(x), Q iizerinde integrallenebilir fonksiyonlar olmak iizere,



herhangi bir ¢ € M®)(Q) fonksiyonu icin

"¢ .
U dr = (=1)" [ vodx
Oz .0xs?...0xkm

Q Q

egitligi saglansin. Bu durumda, v fonksiyonuna {2 da u fonksiyonunun k.
mertebeden genellestirilmig tiirevi denir. Genel olarak, genellestirilmis tiirev

Ok

- k1 ka2 ko
Oxi'.0xy>...0xkr

v(z)

esitligi ile ifade edilir. Burada adi tiirevli her fonksiyonun genellegtirilmis
tirevi vardir ancak tersi dogru degildir.

Ornegin, Q = (—1,1) olsun. u(z) = |z| fonksiyonunun x = 0 noktasinda adi
tiirevi yoktur. Ancak bu u(z) = |z| fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi
var ve bu genellestirilmig tiirev «'(x) = sgnx seklindedir. Gergekten de,
¢ € MW(—=1,1) olsun. O halde ¢(z) fonksiyonu [—1, 1] kapal araliginda
stirekli diferensiyellenebilir ve ¢(—1) = ¢(1) = 0 dur.

/1\331 ¢ (v)dx = —/Ox¢’(a:)dm + /1:U¢’(x)dx.

-1

Bu esitligin sagindaki iki integrale kismi integrasyon metodu uygulanirsa,

/1!$|¢'(fr)dfr = /0<b(fv)dfv—/1¢($)dﬂf

0

elde edilir. Dolayisiyla, u(z) = |z| fonksiyonunun v(x) = sgnz genellestiril-
mis tiirevi bulunur.

Klasik analizde belirli bir sayr bolgesindeki her bir x say1 degerine,
y = f(z) kuraliyla bagka bir say1 degerlerinin bolgesi karsihk getirilir.
Fizikte, degisken fiziksel biiyiikliigiin degerleri, s6z gelimi bir elektrik ge-

rilimi gibi, her bir z zaman noktasina y = f(x) say1 degerleri belirlenir



ve olciiliir. Gergekte olciilecek nedir? Bu fiziksel biiyiikliigiin kendisi ol-
may1p onun Sl¢iim aletine olan etkisidir. Bunun bir ¢(z) test fonksiyonu ile
verilebilecegi diisiiniilmektedir.

Bir Matematiksel Fizik probleminin c¢oziimiinde singiiler fonksiyonlar veya

5(x) = 0 ,x#0

oo =0

seklinde tanimlanmig 0 — (Dirac-delta) fonksiyonu genel olarak ara hesaplarda
goziikmektedir. Sonuglarda ise singiiler fonksiyonlar ya tamamen ortadan
kaybolmus ya da integral isareti altinda bir test fonksiyonu(yeterince iyi
fonksiyon) ile ¢arpilmig olarak goriiniir. Bu bakimdan singiiler fonksiyonla-
rin ne olduklarina cevap aramak gereksinmemektedir. Yalnizca bir singiiler
fonksiyonun bir test fonksiyonu ¢(x) ile ¢arpiminin ne gosterdigini bilmek
yeterli olmaktadir.

Ornegin, 6—fonksiyonunun ne oldugundan ¢ok, bir () test fonksiyonu ile

diizenlenen

/ 5(z — 20)p(x)dzx = (o)

esitliginin varligini gostermek yeterli olmaktadir.

Diger bir deyisle, yukaridaki integralde goriildiigii gibi d—fonksiyonu igin,
@(x) test fonksiyonun ¢(xy) degerini bilmek yeterli olmaktadur.

Operator metodu, cesitli yontemlerle bulunmus sonuglar: daha basit hesapla-
malarla elde etmektedir. Bunlarin en 6nemli ve genis bir smifim Integral
Donitigtimleri olugturmaktadir. Bunlar arasinda Laplace, Mellin-Henkel,
Riesz, Fourier, Fourier-Bessel doniigiimleri bagta gelir.

Bir f fonksiyonu iizerinde yapilan doniisiimler ile F' elde ediliyor ise bu bir

fonksiyonel doniistimdiir. Islem
Fplf]=F

seklinde gosterilir. Bu ifade de f iizerine bir Fz doniigiimii uygulanarak F

elde ediliyor demektir. Fig, f yi F' ye gotiiren bir operatordiir.
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Fglf] = F doniigiimii ¢(x) = y fonksiyonuna benzemektedir. z,y degigken-
leri sirasiyla f, F' roliinii oynamaktadir. f, F fonksiyonlar: iki soyut uzayin
noktalar ctimlesi olarak diisiiniiliirse Fp doniisiimii, f uzaymin F' uzayina
tasviri olarak geometrik bir anlam tagir. f ye (ana)original fonksiyon ve F
ye de goriintii fonksiyonu denir.

Dogada basit periyodik olaylar, matematiksel olarak siniis ve kosiniis fonksi-
yonlari ile gosterilebilir. Ornegin, bir sarkacin kiiciik genliklerle(amplitiidlerle)
salinimi, bir diyapozanin titresimleri ve buna benzer bir ¢ok fiziksel olay gibi.

Eger olay saniyede n defa tekrarlaniyorsa basit titresimleri gosteren fonksiyon:
Asin2mnt veya Acos2mnt

den biridir. Burada t saniye ile ¢lgiilen zamani, A Amplitiid, w = 27n de
titresim hareketinin agisal hiz1 veya Piilsasyonudur. Basit siniis ve kosiniis
fonksiyonlari ile belirtilen olaylara Basit Harmonik Titresim denir.

Bu bakimdan periyodik fonksiyonlar: bir Trigonometrik seri ile gosterme
geregi duyulmustur. Boyle bir seri Fourier serisidir. Fourier serisi Elektro-
magnetik teorisinde, Akustik, Is1 akiminda ve Matematik-Fizigin bir ¢ok
dallarinda vazgegilmeyacek sekilde tnemlidir.

Fourier serileri, Dirichlet kogullarin1 saglayan periyodik fonksiyonlarin il-
gilendigi cesitli, problemlerin incelenmesinde giiclii bir ara¢ olmaktadir. Bir
cok pratik problemlerde periyodik fonksiyonlar bulunmaz. Bu gesit prob-
lemlerde (Mekanik-Elektrik sistemleri v.s) etken kuvvet veya voltaj peri-
yotsuz olabilir. Ornegin, bir kez meydana gelen ve tekrarlanmayan Plus
gibi. Bu tiir fonksiyonlar icin Fourier serisini kullanamayiz. Fakat verilen
bir periyodik fonksiyonun periyodu sonsuza gittiginde, serinin yaklagtig
limiti(sayet varsa) inceleyerek, periyodik olmayan fonksiyonlarim uygun bir
¢oziimiinii elde etmek icin Fourier yontemi olusturulmustur.

Sobolev ilk olarak 1936 da genellestirilmis fonksiyonlari gbzoniine alarak, li-
neer hiperbolik denklemler i¢in Cauchy probleminin ¢oziimlerini incelemistir

(S.L. Sobolev, 1936). 1958 yilinda, L herhangi bir lineer operator olmak
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iizere, Gelfand ve Shilov

9 0
L (8_1:1’ e 8_1:”> W(T1, ooy Ty) = 0(T1, ooy Tyy)

seklindeki L operatorii ile olusmus Laplace, 151 ve dalga denklemlerinin

¢oziimlerini genellestirilmis fonksiyonlar i¢in ¢aligmiglardir (Gelfand and

Shilov 1958). Daha sonra Kananthai 1999 da, Gelfand ve Shilov’un tanim-

lamig oldugu bu operatorii

RV PN\ [ » \1"

OF = [(8_a:%+8_x§+‘”+a_xg> - (@++M> ] , n=Dp+q

seklinde k-kez tekrarlanan yeni bir operator olarak yeniden tanimlamig ve di-

amond operatorii adini vermigtir. Daha sonra bu operator yardimiyla olus-

turulan denklemin c¢oziimlerini aragtirarak, elde ettigi c¢oziimlerin Fourier

doniigtimlerini incelemigtir (Kananthai 1997, 1999, 2000).

Bu galigmalar gozoniine alindiginda klasik diamond operatoriiniin daha farklh

sekillerde tanimlanmas1 miimkiin miidiir sorusu akla gelebilir. Bu tezde, bu

soruya soyle bir cevabin verilecegini aragtirdik:

reR ={v:2=(v1,....,2,), ¥1 >0,...,0, >0}, v, >0, i =1,n ve

9% 2 0

4+ =
Ox; x; 0x;

B,, =

Bessel operatorii olmak {iizere k-kez tekrarlanan diamond operatoriinii

k
Q% - |:(B$1 + Bo, + ...+ B%)Q o (szﬂrl e BIP+Q)2:|  Pre=n

seklinde tammladik ve Q% operatoriinii k—defa tekrarlanan Bessel diamond

operatorii olarak adlandirdik. Ayrica,
D% = (Bm + B:cz + .+ Bxp - B:cp+1 e T B:cp+q)k7 p + qg=mn
ve

A} =(By +Byy+..+ By + By, +..+ B, ) p+qg=n

5



olmak tizere

0% — Tyl
seklindedir. Burada (g ve Apg operatorleri sirasiyla Bessel ultra-hiperbolik
operatorii ve Laplace Bessel operatorii olarak adlandirilmigtir.
Ik olarak, Op ve Ap operatorleri ile olusmus denklemlerin ¢oziimlerini
elde ettik. Elde ettigimiz bu ¢oziimler ve B-konvoliisyonlarin o¢zellikleri

yardimiyla,

Ohu(z) =Y 0h6, 0R6 =0
r=0

seklindeki denklemin elementer ¢oziimiinii genellestirilmis fonksiyonlar icin
aragtirdik. Daha sonra bu son denklem icin elde ettigimiz elementer ¢oziim-
lerinin Fourier Bessel doniigiimlerini ve bu ¢oziimleri yeni bir ¢ekirdek olarak

tanimlayarak bu g¢ekirdek ile olusmus operatoriin 6zelliklerini aragtirdik.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan tanim, teorem, bazi esitlikler ve
temel 6zellikler verilecektir. Gerekli goriilenler icin ispatlar yapilarak birer
ornek verilecektir.

Tamim 2.1(Kompakt Destek). Bir f fonksiyonunun kompakt destegi(supportu)

suppf = {x : f(z) # 0}

olarak tanimlanir(Schwartz 1996).

Tamim 2.2. Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan doniigiimlere fonk-
siyonel denir.

Tamim 2.3. Fonksiyonlar ciimlesini fonksiyonlar ciimlesine doniistiiren
doniisiime operator denir.

Tanim 2.4 (Test fonksiyonu). R" iizerinde siirh bir bolge disinda sifir
olan sonsuz diferensiyellenebilir p(z) = ¢(z1, z9, ..., x,) fonksiyonuna test
fonksiyonu denir (Gelfand and Shilov 1958).

Test fonksiyonlar uzayr H olmak {izere,

p— a2

e -2 | r<a

<p(a:,a) =

0 , r>a

fonksiyonu kompakt destege sahip ve sonsuz diferensiyellenebilir oldugun-
dan bir test fonksiyonudur.

Tanmim 2.5. Her ¢ € H icin < f, ¢ > asagidaki sartlar saghyorsa f ye H
tizerinde stirekli lineer fonksiyonel denir.

a) ¢y, Py € H ve ay, ay reel sayilar igin

< fionp Faspy > = a1 < fop > Han < fp >

dir.
b) ©1, P9,y @y, .. H da sifira yakinsiyor ise < f,¢; >, < f,py >, ..,
< f,p, >, ... stfira yakinsar (Gelfand and Shilov 1958).
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Tanim 2.6 (Genellestirilmis fonksiyon). H iizerinde siirekli lineer fonk-
siyonellere genellestirilmis fonksiyon veya Dagilim denir (Gelfand and Shilov
1958).

Ornegin; f, : R — R olmak iizere

|
El
A
|

fn($> =

0 lz| > —
n

seklinde (f,,) dizisi verilmig olsun. Burada (f,,) dizisi lokal integrallenebilir
ve —+ ve = diginda stireklidir. (f,,) dizisi sifir diginda heryerde sifira noktasal
yakinsak oldugundan ( f,,) dizisi bir genellegtirilmig(dagilim) fonksiyonudur.
Lokal integrallenebilen her bir fonksiyon bir genellegtirilmig(dagilim) fonk-
siyonudur.

Tanmim 2.7. f integrallenebilen bir fonksiyon ve ¢ € H igin
<fio> = [ flo)plx)dx

seklinde yazilabiliyorsa, f ye H iizerinde regiiler genellestirilmis fonksiyon
denir. Benzer olarak # € RT, v > 0 ve 2Vdx agirlikli Lebesgue olciimiine
gore,

< fio> = ?f(m)go(x)ﬁ”dm (2.1)
seklinde yazilabiliyorsa f ye H iizerinde regiiler genellestirilmis fonksiyon
denir. Bunun digindaki tiim genellestirilmis fonksiyonlara singiiler genelles-
tirilmis fonksiyon denir.
Tanmim 2.8 (S, Schwartz Uzayi). R iizerinde C* simifina ait olan
ve tiim tiirevleri keyfi polinom ile carpildiginda sinirh kalan fonksiyonlar

uzayina Schwartz uzay1 denir ve S, ile gosterilir. Yani,

Rf = {x:2=(v1,29,....0,), x1>0,...,2, >0}

n

olmak tizere,

S, = {f : sup |a:BDaf (:U)‘ <00, a=(ag,q,..,a,) ve = (5,0,

mGR;‘{



oM +ag+...+an

dir. Burada D = 2 9207 Do VC 2? = o] :1352. ah dir (Schwartz
1 2 e n
1966).

Tanim 2.9 (Soniimlii Dagilim). S, uzaymin dualine séniimlii dagilim
uzay1 denir ve S, ile gosterilir (Schwartz 1945).

Tamim 2.10. H’, H nin duali olmak {izere

H, ={f € H'(R): suppf C[0,00)}

uzayma Schwartz dagilm uzay1 denir (Schwartz 1945).

Tamim 2.11 (Gamma Fonksiyonu). Gamma fonksiyonu, n > 0 i¢in

o0
o n—1_—x
—/x e Tdx
0

ile tanimlanir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonun bazi
onemli ozelliklerini soyle siraliyabiliriz.

i. '(n+1) =nl(n) =n!

ii. T(3) = vm

iii. f—dw— pI(l—p) =45 0<p<l
iv. 22” 'T(n)T'(n+ 3) = /7l'(2n).
Tanim 2.12.
A — “
P ox?

operatoriine R" de Laplace operatorii denir.
Tanim 2.13. G, R™ nin agik ve irtibath alt ciimlesi ve u(z) = u(zy, 29, ..., ;)

da G de tanimh n-degigkenli bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

denklemine Laplace denklemi veya potansiyel denklem denir. Bu denklemin
¢oziimlerine potansiyel fonksiyonlar veya temel harmonik fonksiyonlar denir.

Tanim 2.14 (Bessel Operatorii).

d? 2v d
B, = —+—, 0 0
d’r’2+rdr v r=

9



seklinde ifade edilen B, operatoriine Bessel operatéri denir.
Tanim 2.15. z; > 0, ¢ = 1,...,n olmak tizere, v > 0 parametreli Laplace-

Bessel operatorii,

seklinde tanimlanir.

Simdi agagidaki baglangic deger problemini ele alalim.

—Bau = \u
u(0) =1
w(0) = 0, (A>0).
Problemde goriilen 3273 + 27”3—? + M = 0 denklemine u = r™w doéniisiimiinii
uygularsak,
du o dw 4 el
— = " —+mr"w
dr dr
d’u m d?w I 2
a2 = 7 W%—er %—l-m(m—l)r w

olacagindan denklem,

= 0

dr? r dr

d2w N 2(m+v)dw N {m (m _:2) + 2vm N /\2} N

seklini alir. Eger m = % —vvem(m—1)+2vm = s?ise, s = + (v = %)

bulunur. Simdi x = Ar doniisiimiinii altinda dz = Adr olacagindan,

Pw  Ndw T M52
PRI P L =
dz?  x dr | x? }w 0
(2.2)
Pw  ldw [ s?
e e e

s. mertebeden Bessel denklemini elde ederiz. x = 0 noktasi1 bu denklemin

diizgiin aykiri(diizgiin tekil) noktasidir. O halde, (2.2) denkleminin

10



o0
w o= > az™"
n=0

seklinde bir seri ¢oziimiinii arayabiliriz. Bu durumda

dw o0

- — m-+n—1

= nz::O (m+n)a,x

2 o

d_:; = Y (m+n)(m+n-—1)a,zm "2
n=0

esitliklerini 22 ile garpip (2.2) denkleminde yerlerine yazarsak,

Yo (m+n)(m+n—1)axz™™ 4+ > (m+n)a,z™™
n=0

n=0

o o
+ 3 az™t Tt — N S2a,amt =0

bulunur. Bu sonsuz toplamlari n ve z in kuvvetlerine gore diizenlersek,

[m (m = 1) +m = s aga™ + [m (m + 1) + (m + 1) — 5% azz™+*
+§2([(m—|—n)+(m—l—n) (m+n—1)— s an + ap_g) 2™ = 0

(m? — %) apz™ + [(m + 1) — s*] apz™ 4

S ([(m+ 1) = ] an + n_2) 2™ = 0

n=2

elde edilir. Buradaki son esitligin saglanmas: i¢in katsayilarla ilgili olarak,
(m? — s%) ag = 0
[(m+ 1)% — s?la; = 0
ve
[(m + n)? — s?lap+ans = 0 (n>2)
esitlikleri olmalhdir. ay # 0 oldugundan, m; = +s ve my = —s bulunur.

Ikinci denklemin saglanmasi icin a; = 0 olmaldir. m; = s degeri iiciincii

denklemde yerine yazilirsa,
n(n+2s)a, = a2 (n>2)

11



katsayilar bagintisi elde edilir. Buradan a; = a3 = ... = 0 olup,

—1
2 = S@129)"
—1
a4y = ——a
! 4(4+425) 2
—1
g = ——a
6 6(6+2s) *7
-1
gy, = ————————Qop_
2 2 (2n+2s) 7
dir. Bu katsayilar taraf tarafa carpilarak,
—-1)"
Ao, = (=1) ag (n>1)

2l (s+1)(s+2)...(s+n)

bulunur. O halde birinci bagimsiz ¢oziim,

) (-1)"
wy (x) = agx® + 21 2nn! (s 4+ 1) (s +2) ... (s +n)

_ (1" (5)™
- [HZH‘(HU (s +n)

elde edilir. Eger,
1

2T (s + 1)

seklinde secilirse, s. basamaktan birinci gesit Bessel fonksiyonu olarak bili-

ag =

iy = & UG

mon! T (s+n+1)

fonksiyonu bulunur. Burada,

L(s+1) =

I'(s+k+1)
(s+1)(s+2)...(s+k)

formiilii kullanilmigtir. O halde s = v — % alirsak bu durumda,

foyon = 3 CUA0)

n—o n!T’ (n + v+ %) (2:3)

bulunur.
Tanmim 2.16 (Bessel fonksiyonu). v pozitif bir say1 olmak iizere Bessel

fonksiyonu,

1 T —1iT CoS &
Jy () = FOT el )bfe sin?” (a) da

12



seklindedir. Burada T (v) = Te‘””:c“_ldx dir.
Tanim 2.17 (Genelle§tiri(imi§ Oteleme). T°f(t) = F(s,t) seklinde
tanimlanan 6teleme operatorii asagidaki ozellikleri sagliyorsa, bu operatore
genellestirilmis dteleme operatori denir.
i. T operatorii lineerdir.
ii. Tf(t) = f(t), f€C(R)
i, TIT () = T L), TP = s, t)
iv. Herhangi bir f € C igin, F(s,t) = T°f(t) fonksiyonu (s,?) nok-
tasinda stireklidir (Levitan 1962).
Tanim 2.18. TYf(z) = f(x + y) ile gosterilen x noktasim x + y noktasina
oteleyen operatore R de adi 6teleme denir. Adi 6teleme (—oo, 00) araliginda

tanimhidir. Dolayisiyla 7' : R — R dir. Bu sekildeki adi 6teleme kismi tiirev
operatorii ile iligkilidir. Yani, adi tteleme operatorii
ou (x,y) ou (x,y)
ox dy
w(@y)ly—y = f(@)
baglangic deger probleminin ¢oziimiidiir.

R* daki genellestirilmis 6teleme

i@ = rogrd ! Ve B o,

seklinde tanimlanir. Bu 6teleme operatorii

B,u = Byu
u(z,0) = f(x)
uy (z,0) = 0

baglangi¢ deger probleminin ¢oziimiidiir. Bu ifade de 70 f (z) = f () oldugu
agikardir. TV operatoriiniin agagidaki 6zellikleri vardir (Levitan 1951 ve

Yildirim 1995).
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1. Lineerlik Ozelligi:

Ty {af (x) +bg(2)} = aT}f (x)+0TYg (x)

dir.

2. Pozitiflik Ozelligi: Eger f (v) > 0ise T¢f (z) > 0 dur.

3. 7Y (1) = 1 dir.

4. Eger x > a, icin f () = 0 ise bu durumda |z —y| > a i¢in TYf (z) =0
dur.

5. TY operatorii siireklidir: Eger f, (x) siirekli fonksiyonlar dizisi her
sonlu aralkta f (r) fonksiyonuna yakinsak ise, bu durumda iki degiskenli
fonksiyonlar dizisi TY f,, (x) her sonlu bolgede TY f (x) fonksiyonuna yakin-
sar.

6. TY operatorii sinirhidir: f (x), RT da simirh fonksiyon ise 7Y f (x) de
sinirhdir.

7. TY operatoriiniin yer degistirme o6zelligi:
nTyf(r) = TITYf (x)

dir.

8. Degisme 06zelligi:
Tf (x) = T;TYf (2)

dir.

9. Eslenik 6zelligi: Eger siirekli f (x) fonksiyonu igin

[a2|f (@) dr < oo
0

ve g (), tiim x > 0 i¢in siirekli ve simirh fonksiyon ise,

o0

JTf (x)g(y)y*rHidy =

0

fy) Tl (z)y*"tdy

dir.
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10.

T,0f () = TYf(x)

dir.

11.
JTYf (x)2*de = [ f(x)a*dx
0 0

dir.

Tanim 2.19 (Dirac Fonksiyon). z € R" olmak iizere,

0 ,z#0

i(z) = 7
oo =0

seklinde tamimlanan ¢ fonksiyonuna Dirac fonksiyonu denir (Schwartz 1966 ).

Burada ?*dz Lebesgue 6lciimiine bagh olarak,

Rff(x)xz”dx =1, @ﬁé(m)gp(w)x%daj = (0)

[T (z)p(x)a*dr = [6(z)T0(x)x?dx = ¢(a)
R+ R+
dir. Bu egitlikler i¢in ¢ fonksiyonunu

5.(2) 0 , X > €
€Tr) =
) 24l < r<e
€2v+1 9

seklinde tanimlayalim. Buradan

limo.(z) = §(z)

e—0

dir. Buna gore

g
[oc(x)z*dx = [ 622?:11 x?dx
R+ 0

€
=1
0

2041 g2vtl
g2v+1 2941

elde edilir.
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Simdi ¢(z) test fonksiyonu orijininin komgulugunda siirekli olsun. O halde

<d.(x),0(x) > = f(S Yz*dx

dc(z Yz?dx + f§ o(z)r*dx

I
O —n

g
= fﬁj—ﬁllfgo(x)x%dx
0

olur. Son integrale, integral hesabin ortalama deger teoremini uygulayalim.

0 < ¢ <1 olmak iizere ortalama deger teoremi geregince,

jgo(a:)xzvd:c = cp(fs)fex%da:
0 0

2v+1

= Srrel&e)

dir. Boylece
/55 Yr*dr = p(Ee), 0<¢E<1
0

olur. ¢ — 0 icin
/5 Yx2dx = ¢(0)

elde edilir.

Benzer yontemle

[T (x)p(z)z*de = f(S z)x?'dxr = p(a)

R+
elde edilir.

Regiiler ve singiiler genellestirilmis fonksiyonlar icin sirasiyla birer 6érnek
verelim.

Ornek 2.20. f(x) = C seklinde sabit fonksiyonu ve ¢ € D icin
<C,p> = C[p(x)z*de

esitligi yazlabildiginden, f(z) = C' bir regiiler genellestirilmis fonksiyondur.

16



” 0 z#0
Ornek 2.21. §(x) = 7 Dirac delta fonksiyonunu goézoniine
oo =0

alahm.
<T"0(wo), p(x) > = ¢(x0)
seklinde tanimlanan 7%§(x) delta fonksiyonu bir singiiler fonksiyondur.

Kabul edelim ki ¢ € D icin
[ f@)e(z)a*de = ¢(0) (2.4)
R+

olacak sekilde lokal integrallenebilen bir f fonksiyonu vardir. Bundan dolay1

e -2  p<la
p(z,0) = ,
0 , T>a
fonksiyonu igin
[ H@otaa)tds = p0.0) = ¢ (25)
R+

olur. Diger yanda ¢(x,a) fonksiyonunun tanimindan

Rf+ f(@)o(x,a)x?de =

O —>=s

f(x)o(z,a)r*dr + ?f(ﬁ)g&(a:, a)r?dx

(2.6)
= ff(x)e_%x%dx
0
olur. Buradan son integralinde a — 0 iken (2.5) ifadesi e™!, (2.6) ifadesi
ise 0 yakinsayacagindan (2.4) ile gosterilen integral gosteriminin her za-
man yazilamiyacagim gosterir. Dolayisiyla d(z) fonksiyonu bir singiiler
genellestirilmis fonksiyondur.

Tamim 2.22. ¢ € R

n

a > 0 ic¢in f(ax) = o*f(x) ise f ye A dereceden

homogen dagilim denir. Bu tanim genellestirilmig fonksiyonlar anlaminda

< fl@),o(5) > = o < f(r), () >
esitligine denktir.
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Teorem 2.23. Genellestirilmis f fonksiyounun A. dereceden homogen ol-

masi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun

Euler denkleminin saglamasidir (Gelfand and Shilov 1958).
Tamim 2.24 (B—Konvoliisyon). Mutlak integrallenebilen f ve g fonksi-

yonlari i¢in

(4 9)@) =Co [ 1w T2 L")y

integraline B—konvoliisyonu denir.

Tanim 2.25 (B—Konvoliisyon Cebiri). H! Schwartz dagihm uzay1 ol-
mak iizere f,g € H' ise f* g € H! dir. B— konvoliisyon operatorii H',
uzayinda birlesme ve degisme o6zelligine sahip ise H', ya B—konvoliisyon
cebiri denir. Ayrica her hangi bir f igin § * f = f dir. Benzer sekilde
D herhangi bir diferensiyel operator olmak tizere Dd x f = D f dir. Diger

yandan B—konvoliisyonlarin tiirevi igin

D(f*g)=Df*g=fxDg

dir (Schwartz 1945).
Tanmim 2.26 (Fourier Bessel doniisiimii). j, _ 1 (xy;) (2.3) ile verilen
Bessel fonksiyonu olmak iizere, Fourier Bessel doniisiimii ve ters Fourier

Bessel doniigiimii

3

(iCiyi) Z/?W) dy

1
h 2
=1

(Faf)(z) = cz{ f(y)( Jui—

(F5'f) (@) = (Fpf) (—2)

seklindedir. Burada

" -1
C, = <H 2vaT <vi + %))
i=1

dir (Kipriyanov 1964, 1967). Fourier Bessel doniigiimii igin

18



Fgé(x)=1 wve Fgp(fx*g)(x)=Fpf(x).Fpg(z)

esitlikleri dogrudur. Simdi Fé () = 1 esitliginin dogru oldugunu gostere-
lim:
¢(x;), z; € RT test fonksiyonunun Fourier Bessel doniigiimiinii

1

Palplw)) = G- [ oladi,y () a dn = o(w)

0

ile gosterelim. Burada C = 2v—2T (vi + 1) dir.
f(z;) mutlak integrallenebilen bir fonksiyon ve F(y;) de onun Fourier Bessel

doniistimii

Falf(e)] = g [ £y ) e do = Fy)
Y 0

olsun. Her ¢(x;) test fonksiyonu igin

< fip> = f(:cl)np(xz)xf“dxl

®1r1 % . v v
= O] | TPy o) o] ol an

0 C': 0
* F ]‘ s - 2’1}1' 21)1'
= G [P | G [ty (o) aivdn o d
0 v 0

= C¢ [ F(y)o(yi)y:" dy;
0

= Oy < F(y),o(yi) >

elde edilir. Bu esitlige Parseval esitligi denir. Buradan da

< Fly). 6() >= o < oo > 2.7

dir.
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f keyfi fonksiyon ve ¢ test fonksiyonu olmak tizere Fourier Bessel doniigtimii

icin (2.7) Parseval esitligine denk olan
< Fpf,p>=<f,Fpp > (2.8)
esitligini ele alalim. Simdi (2.8) esitliginin sag tarafindan hareketle

< f,Fple(z)l > = < foy) >
= bf Fly)o(y:)yi” dy;

0 1 % . v; v;
= 10 | & Tetainy G a2 i
0 0

v

I

1 0 . U, Vs
{—* S -1 (ziys) y; Zdyz} p(wi)a;" du;
v 0

N ZOFB Lf (i) Sﬁ(xi)ﬁwdﬂfi
= [ P)p(w)a? de,

0
= < F,p>

yazilir. Boylece
<[, 0(yi) >=<F, o >

veya

<f>FBSO>:<FBfa90>

elde edilir.

F5! ters Fourier Bessel doniigiimii icin (2.7) esitligi
< FZ'[F], o >=Cf < F,Fgp >

yazilir.

Simdi (2.7) esitliginde f yerine § y1 alirsak,

C*

v

1 1
< Fo,p(ys) >= == < d,p >= = (0)
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olur. Buradan ¢(0), ¢(y) nin ters Fourier Bessel doniigtimii oldugundan,

0

O(yi) v dy; =< 1,6(y;) >

I

olur. Buradan da

Fpo =1

elde edilir. Diger yandan dagilim anlaminda

2111

FB[f*g] = <f*gv jvi——< zyz)yz

1 < 2v
= f (f*9) (i ]vq—l (ziyi) v dy;
0

*
v

1 o _ . . 2
— [ f(z)T7g(y))z! Zdzz-l Jo—t (@) ;" dy;
v 0

1ee [1° N N
= = [ 1z) |7 S T79W) - (@) v} Zdyz-] Z"dz
v 0 L~v 0
L% [ % 2 - U, 2111
= — [ f(=) Yo S g(y:) T (]vif% (a:z-yi)> dy| z;""dz;
v 0 L~v 0
I % [ I . 2v 2v;
= & LG & L 9Wde -y (i) G,y (i) g dy | 27 d=
v 0 L~v 0
L% [ I - 2v; . 2v
= = ff(Zz) Cr fg<yi).]vi—% (ziyi) y; " dy Jvi—1 (zizi) ;" dz
v 0 L~v O
= Fpg(x; —*f (2:2;) 22 dz;
v 0
= Fpf.Fpy.

elde edilir. Burada T3 (juf% (xlyl)> = Ju 1 (x:y:) Jui-t (x;2;) ozelligi kul-
lamlmigtir[Levitan 1951].
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Tamim 2.27 (B—konvoliisyonun 6zellikleri). f ve g mutlak integral-
lenebilen iki fonksiyon olmak iizere, B—konvoliisyonun asagidaki czellikleri
vardir.

i. (f*xg)(z) = (g f)(x) dir. Bu esitligi su sekilde gosterebiliriz. TY

operatoriiniin eglenik 6zelliginden

(fxg9)(z) = C, ff )T g( )(Hyz”’)

= O, [ g)TVf(a )(H?f”’)

R+

= (g% f)(=)
elde edilir. Elde edilen bu esitlik Fz doniisimii yardimiyla dogrudan gos-
terilebilir. Simdi bu soyledigimz teknigi agsagidaki ozellikte kullanalim.

ii. (f*g)(@)*h(z) = f(x)* (g% h)(x) dir. Fp(f=*g)(xr)=Fpf(r).Fpg(r)

ozelliginden,

Fp((f*g)*h](x) = Fg(fx*g)(z)Fph(x)
= Fpf(x).Fpg(x).Fph(z)
= Fpf(z).Fg(g*h)(x)

= Fplf*(g+h)](z)

olur. Buradan da son esitligin her iki tarafinin ters Fourier Bessel doniistimiinii

uygularsak verilen esitlik elde edilir.
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ili. < fxg, h>=<f, g*h > dir. TY operatoriiniin eglenik 6zelliginden,

<frg h> = [(f*)@h@)([]22)d

Rj{ =1

= [ hla) |Cu ] T2f)gw)(TT vy | ([T 22"

]R'r-t i=1

- {h(az C. | f)ra @)1 )dy | ([T 22"

= [ £0) |G, [ ) Tg(@)(TT a2 )de | (1T 5" )dy

R i=1 i=1

= [ W) |Cy [ g@)TrR()(IT 22 | (1T 42" )dy

R i RI i=1 i=1

= ff (g h)( )(Hy%)

= <f, gxh>

bulunur.

f(z) ve g(y) siirekli fonksiyonlar olmak iizere direkt garpimi

h(z) = f(x) x g(y)

seklinde tamimlanmir. Direkt carpim ozellikle ¢, (z) ve @,(y) fonksiyon-

larinin ¢arpimi olan o(z,y) seklindeki basit bir fonksiyondur. Dolayisiyla
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genellestirilmis fonksiyon tanimindan

< f(z) x g(y), e1(x)pa(y) > = < f(x), <g(y), e1(x)pa(y) >>

< fla), / 90 er(@)oa() (1T v2%)dy >

i=1

n

- / / F@ow)en@)ea )T a2 (1] 2" )dady

=1

= [1@enta) | st dTa] (i

=1

_ / F@)e1(@) < (), ea(y) > ([]22)da

yazilir. Ayrica direkt carpimin

f(x) xg(y) = g(y) x f(x)

f(x) x{g(y) x h(2)} = {f(z) x g(y)} x h(z)

seklinde degisme ve birlesme 6zelligi vardir. Diger yandan f ve g mutlak

integrallenebilen iki fonksiyon ve h(r) = f(z) * g(x) olmak iizere T} = T
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ozelliginden,

< h(z), p(x) >

yazilir. Boylece,

kullanilirsa,

< o(x)* f(z), p(z) >

olur. Boylece dagilm anlaminda 6(x) *

tiirev operatorii olmak tizere DJ(z) *

< f(x) =

9(x), (x) >=< f(r) x

vardir. Buradan da < §(z), T e(y) >=< d(x), T{p(z) >=

_ (IT vi")dy

| (1T o2y

XHﬁU@M

'L 1

x g(y), T¢o(x) >

< flx) x 6(y), Tjely) >

x), () >

9(y), T, e(y) >

o(y) ozelligi

< f(x), <d(y), Typ(y) >>

= f(x) dir. Benzer gekilde D

— 3(x) * Df(x)

= Df(x) dur.

Teorem 2.28. Her homogen dagilim bir séniimlii dagilimdir (Donoghue,

1969).



Tanim 2.29. f olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere,

Lr = L[P(R") = {f [ 1f (@) dz < o, 1<p<oo}

Rn

seklinde tammlanan L? (R™) uzayi, mutlak degerinin p. kuvvetleri integral-
lenebilen fonksiyonlarin ciimlesidir.

Tanim 2.30. R} = {z:2=(r1,22,...,2,), x, >0} olmak iizere, v
pozitif bir parametre ve 1 < p < oo igin, L, , uzay1 asagidaki sekilde tanim-

lanir.
1

Lpy = §f@):lf( (f|f )P 2“dx> < o0

Tanim 2.31 (Diferensiyel Denklemlerin Simiflandirilmasi). Ikinci

mertebeden verilen

0%u 0%u 0%u 6u du

diferensiyel denklem (¢, 79) noktasinda;

Al@,y) 5

=0 (2.9)

i. B*(z,y)—A(x,y)C(z,y) > 0 ise verilen (2.9) denklemi (zo, yo) noktasinda
Hiperboliktir.

ii. B*(z,y) — A(z,y)C(z,y) = 0 ise verilen (2.9) denklemi (g, o) nok-
tasinda Paraboliktir.

iii. B%*(z,y) — A(z,y)C(z,y) < 0 ise verilen (2.9) denklemi (zg,yo) nok-
tasinda Eliptiktir.

Eger verilen denklemler tanimli oldugu bélgenin tiim noktalarinda saglaniliy-
orsa bolgenin tamaminda hiperbolik, parabolik veya eliptiktir denir.

Simdi v = wu(xy,xs,...,2,) ikinci mertebeden diferensiyellenebilir ve
a;j = a;;(z1, 2, ..., z,) olsun. Bu durumda

9?2 92y
a118$2 + a1z 8z18uac tot al"@xlam

g1 g T a2 5 ot Gongige (2.10)

92u 2u v
t0n15, 507 0rn0T1 + a”28:c Ozo +.t a””@x% - f
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sistemine karsilik gelen katsayilarin simetrik matrisi

ayj; a1 ... QAip

91 Q29 ... QAgpn
A=

Ap1 Ap2 ... Qpp

seklindedir. Burada simetrik matrisi kanonik forma doniigtiirelim. Bunun

icin ilk olarak,

ajl — /\ a12 .o Q1p

a Qo — A ... Qo
det(A—XD)=| = % - —0

anl anQ a/nn — )\

determinantin ¢oziimiinden A 6zdegerleri elde edilir. Buradan da

& d2u 92u

o7 06,06, T 06,06, A 0O .0

Pu_ Pu o%u

de06 o8 v Ggoe, | |0 A2 e O iy

92%u 52u 92u
| 9,06, 06,06, T 9€2 1L 0O 0 ... A\, |

matrisi elde edilir. Boylece verilen (2.10) denkleminin kanonik formu

82 82 2
€2+)\2 52+ R W

"og2

seklinde olur. Bu durumda
i. A larin hepsi pozitif veya negatif ise verilen (2.10) denklemi Eliptiktir.
ii. A larmm en az biri negatif ise verilen (2.10) denklemi hiperboliktir.
iii. A larin yarisi negatif yarisi pozitif ise verilen (2.10) denklemi ultra-
hiperboliktir.
iv. A larin en az biri sifir ise verilen (2.10) denklemi paraboliktir.
Ornek 2.32.

0?u Pu  u

2 p—
0x? + 0xdy + Oy? 0
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denklemini alalim. Bu denklemin kat sayilar matrisi

11
A p—
11
dir. Buradan da
1—X 1
det(A — \I) = =0
1 1—A

determinantindan \; = 0 ve Ay = 2 oldugundan verilen denklem parabolik-

tir.
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3. BESSEL DIAMOND OPERATORUNUN COZUMLERI
0? 0? 0?
= 8_(13% + 8_$% + ...+ a_:L’%
seklindeki klasik Laplace operatoriine bagh denklemlerin cesitli temel ¢oziim-
leri bir ¢ok yazar tarafindan ¢aligilmigtir (6rnegin, Gelfan ve Shilov 1958,

Kananthai 1997, 1999, 2000). Laplace operatorii yardimiyla elde edilen
A"y = f
ve
L (aixl, s %) w1y ooy ) = 0(21, .oy Tyy)

denklemlerinin ¢oziimleri ilk olarak Gelfand ve Shilov tarafindan ele alin-

mistir. Buna ilaveten, Kananthai bu L operatoriinii

o2 o2 o2 2 o2 o2 2
o= (ga*aa o) (oot ram) e

seklinde tamimlayarak Gelfand ve Shilov'un coziimleri yardimiyla klasik ¢

diamond operatoriine bagh denklemlerin ¢oziimlerini daha detayli olarak
incelemis ve bu ¢oziimlerin Fourier doéniisiimlerini ele almistir. Yukarida
bahsettigimiz yazarlarin ¢aligmalar: incelendiginde daha genel bir operator
tanimlanabilir mi ve ¢oziimleri arastirilabilir mi sorusu akla gelebilir. Bu
boliimde , igste boyle bir soruya cevap verecegiz.
reRF v; >0 i=1,n ve
92 2u; 0

4+ =
ox; x; 0x;

B,, =

Bessel operatorii olmak iizere, klasik diamond operatoriinii

Op = (Buy + By + .+ By))” = (Bupur + -+ B, ), pHq=n

seklinde tamimlayarak bu (g operatoriinii Bessel diamond operatorii olarak
adlandirdik. Daha genel olarak k—defa tekrarlanan Bessel diamond opera-

tori

k
O% - |:(Bu’61 + Bm2 +o Tt Bxp)2 B (BxP‘H e Bxp+q)2:| pra=n

(3.1)
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seklinde ifade edildi. Burada Bessel diamond operatorii i¢in yapilan ad-

landirmalar ve tanimlamalar tarafimizdan yapilmigtir.

0% =(Byy +Boy+ o+ Byy — By, — . — By )", p+qg=n (32)
ve

Ay =(By +Byy+..+ By, + By ., +..+ B, )" p+qg=n (3.3)

olmak iizere

r k
k P 2 p+q ?
<>B - Z Bwi - Z B-'Ei
=1 i=p+1
I p p+q i p ptq g
= Z Bl“i - Z Bﬂci Z Bﬂfi + Z Bm‘
| i=1 i=p+1 i=1 i=p+1
~ Dhah

seklindedir. Burada (g ve Apg operatorleri sirasiyla Bessel ultra-hiperbolik
operatorii ve Laplace Bessel operatorii olarak adlandirilir.

Bu boliimde
Ohu(r) = ORd, 0%5=10 (3.4)
r=0

seklinde tamimlamig oldugumuz denklemin elementer ¢oziimiinii arastira-
cagliz. Bunun icin Fourier Bessel doniisiimiinii, B-konvoliisyonunu, genel-
lestirilmis fonksiyonlari, genellestirilmisg fonksiyonlarin ve konvoliisyonlarin
ozelliklerine bagl olarak bunlarin Fourier Bessel doniisiimlerini kullanacagiz.

Lemma 3.1. 0 < o < n + 2 |v| olmak {izere,

o nt-2Jv| 20 n+2|v —a a1, a—n—2l
Fp (2] %) = 2°% r(—’2| )[r(ﬂ} ]2

esitligi dagilim anlaminda gecerlidir.

Ispat. Lemmanin ispatim gostermek icin
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n+2|v| _‘y‘Q
) e >0 ,r,y e RY

Fy () () = (@n)

esitliginin var oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Bundan dolayn,

P () ) = € f ettt (10, o™ ) di

Ry}

2

= Cvfe_””%Jv (mlyl 23y .. fe‘“nJ xnyn) 2on .,
0

Un—

dir. Buradaki herbir integral i¢in Gray(Gray 1931) tarafinda ispati verilen

. 2
. I'(v; + iy =
/e_mgjy-—l(xiyi)x?vldxi = <—12)€ 4r
vz 2rvits
0

esitligi ve (), 'niin degerini gozoniinde bulundurursak,

n+2\u|) 7y|2
2 e 4r

Fp (e ) () = (2n)
oldugunu goriiriiz. Genellegtirilmig(Dagilim) fonksiyonlarinin Fourier Bessel

doniisiimleri i¢in bilinen

<FBf790> = <f7FB90>

esitliginden,
[ertmnto) (M) e = [Fertoo) (o) a
Ry - Ry -
n+2|v| z|? n
- e [ () a
Ri =1

yazilir. Elde edilen bu son esitligin her iki yanini r2 ! ile carparak r ye gore

0 dan oo a kadar integraller ve integrallerin sirasini degistirirsek,
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R 0
= [e@ | [rren B e ar ) (o) o
Rt 9 =1

oldugunu goriiriiz. Diger yandan / r#~te~*dx = T' () oldugundan,

0

r(3) / 2|~ Fie (2) (13[1 x2) dz

n v|—2a 2 - n
=1

Ry
yazmak kolaydir. Bu egitlik i¢in, genellestirilmis fonksiyon taniminmi kulla-

narak,

—a n+2|v|—2a n+2 vV — (0% -1 a—n—2|v
(Falel " p) = (2280 (P20 (0(3)) har )

esitligini elde ederiz. genellestirilmis fonksiyon anlaminda iki fonksiyonun
esit olmasi tanimini kullanirsak,

n v|—2a 2 — -1
Fgla|™® = 27571 nt2p-a r( B
2 2

sonucuna variriz. Bu da lemmanin ispatidir.
Lemma 3.2. z € R} icin

ApE(x) =19 (3.5)
denklemi verilmis olsun. Bu durumda,

nt2lv|-4 n+2Jv|—2
27 2 F(
2 2—n—2|v|
]

[zt e )

SQ(I) =

olmak {izere



esitligi ile verilen E(z), (3.5) denkleminin bir elementer ¢oziimiidiir.
Ispat: (3.5) denkleminin her iki tarafinina Fourier Bessel déniigiimiinii
uygularsak

FyARE = Fé (3.7)
olur. (3.7) esitliginin sag tarafi Fgd = 1 dir. Diger yandan (3.7) esitliginin

sol tarafl

FpApE(x) = C, [ (AsE(y)) (ﬂjui—; (%yz)yfv> dy

R

n 2E " .
= o f (ST (s o) o
Rf \i=1 Y i=1

)

+ C, [ < —$> (H Jv;—1 (i) 7 ) dy

ri \i=1 Yi i=1
olur. Bu son egitligin sag tarafindaki ilk integrale kismi integrasyon meto-

dunu uygular ve E(y) € S olusunu dikkate alirsak,

’F E
aay;wdy =dv igin 88—;?) =0
ve
. ; . . 2UZ aj’l)i—l (xzyl) 205
() Yy = —J, 1 () + —=— |y "dy; = d
Juo—t (@ays) ;" = u igin (yz- wimt (i) + 0, y;"dy; = du
doniisiimleri altinda
n 2?}7; 8E LL v
Fate(e) = ~C, f (£ 2020 (11, st ) ay
g+ \i=1 Yi dy; i=1 2

+ O, f (an ﬁag(y)) (f[jm_; (%%)ﬁ”) dy

Ry \i=1 i Yi 1=1
yazilir. Buradan da
" 0E(y) 0 [ .
FadnB(e) = ~Co [ £ XD (T, i) dy
gt i=1 OUi y; \i=i ?



olur. Bu son integral icin tekrar kismi integrasyon uygulanirsa,

FadnB(e) = Co [ B0) |58, (i (o) oo

R}

elde edilir. Bu integral ayni zamanda

FaduB(e) = Co [ E0) |8, (T s o)) ) do

R}

= C, (f E(y)B,, (lfllj_ (ziys) yf”’) dy + ...

R

+ [ E(y)B,, (ilf[ljm_; (xiyz)yf“) dy)

R

yazilir. Diger yandan Levitan (Levitan 1962)

/E(y)ByJw_; (vays) Y2 dy; = —a /E Y)do—1 (ziys) y: " dy;
0 0

egitliginin dogrulugunu gostermistir. Bu esitlik yardimiyla elde edilen son

esitlik,

FpApE(z) = —(2?+ 22+ .. +22)C, f E(y (H Jus1 (a:lyl) yf”z) dy

R+

= —|z|* FpE(x).
seklinde yazlabilir. Dolayisiyla (3.7) esitligi kisaca
FpApE(x) = — |z|> FgE(x) = 1

olur. Bu ise,

FpE(z) = —|a|

dir. Lemma 3.1 ve ters Fourier-Bessel doniigtimii yardimiyla,

n+2lv|—4 n+2|v|—2
P (e
2 2—n—2|v|
|z

E(ZE) — T B
H Vi3] (Ui + %)
=1
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elde edilir. Bu da lemmanin ispatidir.

Lemma 3.3. z € R i¢in

Aku(z) =9 (3.9)
denklemi verilmis olsun. Bu durumda,

o T2l k1, (n+2\v\72k)
Son(w) = 5 = [of (3.10)
[[1 VT2 (UZ' + 5) F(l{?)

olmak iizere
u(z) = (—1)" S ()

esitligi ile verilen u(x), (3.9) denkleminin bir elementer ¢oziimiidiir.

Ispat. k =1 icin Lemma 3.2 den
Apu(z) = —F5' |z)* Fpu(z)
oldugunu biliyoruz. k = 2 igin FpF5' = I oldugunu gozoniine alirsak,

Aju(r) = Ap(Apu(r))
= Ap (—F]§1|a7|2FBu(x))
= (—1)2Fg" |z FpFg" |2|” Fpu(x)

= (-1)’F5' [2|" Fpu(x)
dir. Benzer sekilde devam edilerek,

Abu(z) = Ap (Al u(z))
= (~DF5 Jaf® Fp(=1)" " Fg' 27" Fpu(x)

= (~DFF5 | Fpu(x)
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yazilir. Yine burada Fgd = 1 olusu kullanilirsa,
Fpu(z) = (=1)" |2

esitligi elde edilir. Lemma 3.1 ve ters Fourier Bessel doniisiimiinden

2n+2\g|—4k r <n+2|v|f2k>
2 2k—n—2v|
||

[T2° 3T (v + 3) T(h)

=1

ule) = (~1)

olur.

Lemma 3.4.

_ 2 2 2 2 2
Vizg)=ai+ay+ .. +a, =2, — . — Ty,

ve
vely ={zeR}: 21>0,22>0,..,2, > 0ve V(z) > 0}
icin
Ohu(z) =6 (3.11)
denklemi verilmis olsun. Bu durumda

LS TE <2+2k7n*2|v|) N (1*2’“) ' (2k)

2 2

K (2k) = 2+42k—p—2[o| +2[v| 2k (3.12)
(g r (=)
icin
(Qk—n—2|1)|) 2 2 2 2 2 (2k7n72|v|)
R (x):V7z :(xl—l—:v2+...+xp—xp+1—...—mp+q) 2
2" K, (2k) K, (2k)
(3.13)

olmak tizere u(z) = Rox(z), (3.11) denkleminin bir elementer ¢ziimiidiir.

Ispat. k& = 1 icin (3.11) denklemi

Opu(x) = (By, + Byy + ... + By, — B — B, Ju(x) =46

Tp+1

olur. Bu denklem i¢in, Lemma 3.2 ve Fourier Bessel doniisiimiinii gézoniine
alirsak,
- B

FpOpu(x) = Fp(Bs + By, +...+B,, — B Ju(x) = Fd

Tpt1 Tp+q

= —(@i4+a3+. +a -, — .. —a, ) Fu(r) =1
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yazilir. Yine bu elde edilen esitlik i¢cin Lemma 3.1 ve ters Fourier Bessel

doniisiimii kullanilirsa,
V(z)=a? + 22+ ... +m§—x§+1 - .. —xﬁﬂ

olmak iizere,

n+2v|—4 _
9" == <n+2\2v| 2

u(zr) = —— )V(a:)
{241 (o + 1)

2—n—2|v|
2

N

yazilir. Burada Gamma fonksiyonunun 6zellikleri kullanilirsa,

242—p—2|v v|—
F( +2 5 2| |> r <p+2|2| 2) o
V(z) 2

L <47n72|v|) T (2k)

u(zr) =

2
elde edilir.
k =1 i¢in
Opu(z) = —F§1V(a:)FBu(x)

oldugunu biliyoruz.

k=2 ic¢in FpF5' = I oldugunu gozoniine alirsak,

Dhu(r) = Op(Opu(r))
= Op (—F5'V(2)Fpu(z))
= (=1)2F;'V(2)FgFy'V(z)Fpu(z)

= (-1)*F5'V?(2)Fpu(z)
olur. Benzer sekilde devam edilerek,

Dhu(z) = Op (O 'u(z))
= (-1)F'V(2)Fs(=1)* " Fg'V* ! (2) Fpu(z)

= (=1)F5'V¥(z)Fpu(z)
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yazilir. Burada Fgd = 1 olugu kullanilirsa,

§ = (-DFFZ'VF(2) Fpu(x)
1 = (=1)kV*(z)Fpu(x)

(=D)"V™¥(x) = Fpu(z)

elde edilir. Buradan da (—1)*V~*(z) = Fpu(z) esitliginde Lemma 3.1 ve

Gamma fonksiyonunun 6zellikleri gézoniine alindiginda,

2+2k—p—2|v]| +2|v]|—2k
(gl ) ()

ﬂ_%l—x <2+2k—n—2\v\) T (2](7)

2k—n—2|v|
2

V(z)

u(r) =
2
elde edilir.
Lemma 3.5. Rox(z) ve Sop(x), (2k — n — 2|v|). mertebeden homogen
dagilimlardir.
Ispat. Ry(z) ve Sor(x) nin (2k — n — 2|v|). mertebeden homogen dagihim

olmasi i¢in

k=0 =2 Rale) = Y e

=1

" 98
(2k —n —2[o))Su(z) = Y 5Zi”“°>

7

Il
—
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esitlikleri ile verilen Euler denklemlerini saglamalar1 yeterlidir. Buna gore

Zﬁ;xza}?ifx) _ an%) inl xi@ii (@3 +a3+ .. Fal—al, — .. —al)
S TR R NN

X (x%—i—x%—i—...quf,—xiH—...—x22)+q)
(2K ;(:(Z_k)z [vD (x3+ a3+ . +a2—al, — .. —a2 )

= (2k —n — 2|v|)Rox().

olur. Boylece Rok(x), (2k — n — 2|v|). mertebeden homogen dagilimdir.
Benzer sekilde Soi(z) de (2k —n — 2 |v|). mertebeden homogen dagilimdir.
Lemma 3.6. Ra(z) ve Sgi(x) birer soniimlii dagilimdirlar.

Ispat. K kompakt bir kiime olmak iizere suppRo, = K C T geklinde
segelim. O halde (Donoghue 1969) den Ry, bir kompakt destekli(supportlu)
soniimlii dagihmdir. Dolayisiyla Soi(x) * Rox(z) da var ve Sox(z) * Rog(x)
bir sonimli dagilimdir.

Lemma 3.7. (SoOniimlii dagilimlarin B—konvoliisyonlar1) (3.10) ile

tanimlanan Sox(z) ve So,,(x) fonksiyonlari igin,

Sgk(l‘) * ng(.%') = Sgk+2m(l‘) (314)

dir.

Ispat. Lemma 3.1 ve Lemma 3.2 den
FpSop(x) = — |2| 7" ve FSym(z) = — |z| 7"
olduklarim biliyoruz. Boylece B-konvoliisyonu Fourier Bessel doniigiimii i¢in

Fg(f xg)(x) = Fpf(x).Frg()
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ozelligi kullanilirsa,

FB (Sgk<l’) * ng(x)) = FBSQk(JI)FBSQm(ZL')

—2k—2m
= ||

yazilir. Buradan da ters Fourier Bessel doniisiimiinii yardimiyla,

Sop(x) * Som(z) = Fgtla| 272"
_ C(U, m’ k', n) |x’72k72m7n72|v|

= 52k+2m($ )

elde edilir. Burada

n+2|v|—4(m+k) _
o PERInER) F( n+2v| 22(m—0—k) )

C(v,m,k,n) =

(2

2v= 3D (v; + 1)
=1

seklindedir.
m =k = 1ig¢in (3.8) ve (3.14) esitliklerinden,

E(x)x E(z) = (=S (x))* (—Sa(z))
= (=1)*Sy2(x)

= S4($)

olur. Bu doniigiim altinda tiimevarim metodu kullanilarak,

E(z) « E(z)*..x E(x) = (—1)*Sop ()

~
k—kez

elde edilir.
Lemma 3.8. z € R} icin

Abu(z) =6
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denklemi verilmis olsun. Bu durumda (3.10) esitligi ile tanimlanan So(x)

fonksiyonu i¢in
u(w) = (=1)"Su(2)

esitligi ile verilen u(x), (3.16) denkleminin bir elementer ¢oziimiidiir.

Ispat. A%u(x) = § denklemini § * u(z) = u(x) oldugundan
AbSsu(r) =0 (3.17)

seklinde yazabiliriz. E(x) fonksiyonunu, (3.17) esitliginin her iki tarafina

B—konvoliisyon olarak uygularsak,

E(z) « [Abdxu(z)] = E(z)*6

(E(x)* Ab§) xu(z) = FE(x)
olur. Buradan da
(ApE(x) * A’f{lé) xu(r) = E(x)
yazilir. AgpE(x) =6 oldugundan
(6 AE16) % u(z) = E(x)
dir. Boylece
(A} 10) * u(z) = E(x)

olur. Yukardaki iglemi F/(z) fonksiyonunun kendisiyle k—1 kez B—konvoliisyona
tabi tutulursa

k—times

yazilir. Buradan da
u(@) = (=1)"San(2)

oldugun goriiliir.
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Asagidaki teoremlerin ispatina gegmeden 6nce yukarda elde ettigimiz Ro ()
ve (—1)* Sy () fonksiyonlarinin B—konvoliisyonlarini yeniden tanimlayalim.

2k > n + 2 |v| olmasi durumunda,

R ( ) V(%%_ZM) (‘T% + JI% + ...+ ZE% - 3;12;4_1 e J]g_‘_q)(%i';lel)
xr) = et

2 K, (2k) K, (2k)

ve

”+2‘;‘_4k (n+2\v\72k>

2 —n—2v

SQk(fE) = — : ’x‘Qk 2[v|
H 20i—5 T (Ui + %) F(]f)

=1

seklinde tanimlamlanan Ry (x) ve (—1)*Sy(x) analitik fonksiyonlar olup

bu fonksiyonlarin,

(—1)"Sap() * R () (3.18)

B—konvoliisyonu vardir. Diger yandan 2k < n + 2 |v| olmasi durumunda
Lemma 3.6 dan Ry (z) ve (—1)kSy(z) birer soniimlii dagihmlardar.

K bir kompakt kiime ve Iy, 'y nin kapams olmak iizere K C ', olsun.
suppRor(r) = K olarak segilsin. Bu durumda suppRay(x) kompakt(kapali

ve smurl) olur. Dolayisiyla
(—1)*Sor(z) * Rop ()

B—konvoliisyonu var ve Lemma 3.6 dan bu konvoliisyon bir sontimlii dagilimdir.

Teorem 3.1. x € R i¢in

ku(zr) =6 (3.19)

denklemi verilmis olsun. Bu durumda
u(z) = (—1)*Sor () * Rop(2),

esitligi ile verilen u(x), (3.19) denkleminin bir tek elementer ¢ziimiidiir.

Ispat. (3.19) denklemini

Opu(r) = OpAfu(z) =0
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seklinde yazabiliriz. Burada n ¢ift (p ¢ift ve ¢ ¢ift veya p tek ve ¢ tek) igin
Aku(z) = Rop() (3.20)

oldugundan, Ryy,(z) fonksiyonu [I% operatoriiniin bir tek elementer ¢oziimiidiir.

Boylece (3.20) denklemi B—konvoliisyon metodu ile
ARG x u(r) = Rop(2)

seklinde yazilir. Bu son esitliginin her iki tarafim (—1)*So () fonksiyonu

ile B—konvoliisyona tabi tutarsak,
(—1)"Sar(x) * (ARG * u(x)) = (—1)"Sax () * Rap(x)
olur. Buradan da
((—1)"San(2) * AES) #u(z) = (~1) Sou(z) # Rap(2)

veya
AL (1) Sop(@)) * u(@) = (—1) Sop(@) * Ry ()
olur. Lemma 3.8 den A%, ((—1)¥Sy(z)) = § oldugundan

u(z) = (—1)"Sop(x) * Rop()

elde edilir.

Teorem 3.2. 0 < r < k icin

O ((=1)"Sak(x) * Rop(x)) = (—=1)* " Sop_g,(2) * Rop—ar(x)

ve k S m lgln
0% ((=1)"Sar(2) * Rox(x)) = OF "6

dir.
Ispat. Teorem 3.1 den
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dir. Boylece
O 0% ((—1)"Sar() * Rax()) =0
veya

O 76 % O ((—1)" Sk (@) * Rax(w)) =6 (3.21)

yazilir. (3.21) esitliginin her iki tarafina (—1)*"So_o, () * Ro_o,(z) fonk-

siyonunu B—konvoliisyonu anlaminda uygularsak,

[(—1)F 7" Sop_op () * Rop—ar(2)] * [0 70 % O ((—1)FSok(2) * Roy())]

= [(=1)" " Sop_ar(x) * Rop_op(2)] %6

yazilir. Buradan da

O " [(=1)%" Sk () * Rop—ap(2)] * O [(=1)*Sax() * Rox(x)]

= [(=1)" " Sgp_ar(x) * Rop_op(2)] %0

olur. Teorem 3.1 den
8% O [(=1)"Sak(x) * Rop(z)] = [(=1)* 7" Sop_a,(2) * Rop—r(2)]
dir. Boylece 0 < r < k igin
O [(—1)"Sar(2) * Rox()] = (=1)""Sap—2r() * Rop—o,()

elde edilir. Diger yandan yine Teorem 3.1 den £ < m igin

OB ((—1)FSo(x) * Rop(x)) = OB 0% [(—1)*Sax(x) * Rox()]

= 01 ks
elde edilir.

Teorem 3.3. n tek (p tek ve ¢ ¢ift) veya n ¢ift (p tek ve ¢ tek), ¢, sabit, §

Dirac-deltas: ve 0%5 = ¢ olmak tizere
Ohu(r) =Y 050 (3.22)
r=0
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lineer denklemi verilmig olsun. O halde (3.22) denkleminin ¢oziimleri k ve
m degerleri arasindaki iligkiye bagh olacak sekilde agsagida verilmigtir:

(1). m <kvem=0ise
u(r) = co(—1)"Sop(x) * Rop()

ile verilmis u(z), (3.22) denkleminin bir elementer ¢oziimii olup 2k < n+2 |v|
icin bir adi fonksiyondur.

(2). 0 <m < kise

u(w) =Y [(—=1)F " Sap oy () * Rop—op(x)]

r=1
ile verilmis u(z), (3.22) denkleminin bir ¢oziimii olup 2k — 2r > n + 2|v|
icin bir adi fonksiyon ve 2k — 2r < n + 2|v| igin de bir soniimlii dagilimdur.
B). m>kvek<n+2Jv| <M ise

M

u(z) = Z O ko

r=k
ile verilmis u(z), (3.22) denkleminin bir ¢6ziimii olup bu ¢oziim bir singiiler
dagilimdir.
Ispat. (1) m =0 icin
Ohu(x) = cod

dir. Teorem 3.1 den
U(Qf) = Co(—l)kSQk(.ZU) k ng(x)

dir. 2k > n+ 2|v| igin (—1)¥Sy(z) ve Rox(x) birer dagihmdir. Ayrica
(—1)*Sox () * Rop(z) seklindeki B—konvoliisyonu var ve bu konvoliisyon da
bir dagilimdir.

2k > n + 2 v| igin (—1)"Sy(x) * Rax(x) nin bir adi fonksiyon oldugunu
biliyoruz. Lemma 3.6 den 2k < n + 2|v| i¢in (—1)*Sy(x) * Rop(z) bir
soniimlii dagihmdir. Dolayisiyla co(—1)%Sa(z) * Ror(z) var ve bu da bir

sontimlii dagilimdir.
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(2). 0 < m <k igin
Ohu(z) = 106 + c20%0 + ... + QRS (3.23)

yazilir. Buradan da (3.23) esitliginin her iki tarafina (—1)*So(z) * Rox(7)

fonksiyonunu B-konvoliisyon anlaminda uygularsak,

Ok, [(—l)kS%(x) * Rzk(x)] xu(r)) = 0B [(—1)k52k(x) * ng(x)}
+ 02023 [(—1)k52k($) * RQ}C(:C)}

elde edilir. Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 den

w(x) = c1(=1)F 1Sy _o(z) * Rop_o(x)
+ CQ<—1)k_ZSQk_4($) * ng_4(l’)

4+ (=1 Sokom () * Rog—om ()

m

= Z Cr [(—1)k_T5’2k—2r(x) * R2k—2r<x)]

r=1
esitligi kolayca yazilir.

(3). m>kvek <m< M igin
Ohu(r) = 0% + 1 OB™0 4 .. + e O (3.24)

dir. Buradan da (3.24) esitliginin her iki tarafina (—1)*So(z) * Rap(z)

fonksiyonunu B-konvoliisyon anlaminda uygularsak,

+ Ck+1<>%+1 [(—1)k82k($) X ng(l‘)}
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elde edilir. Son olarak, Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 den

u(r) = 0+ cp1Opd+ ...+ cMOg_k(S

M
= Z Cr<>rB_k5

r=k

elde edilir.
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4. BESSEL DIAMOND OPERATORUNUN COZUMLERININ
FOURIER BESSEL DONUSUMLERI
Bu boliimde, Bessel operatorii yardimiyla tanimladigimiz Bessel diamond
operatoriiniin ve coziimlerinin Fourier Bessel doniigiimlerini ele alacagiz.
Lemma 4.1(0%J nin Fourier Bessel Déniisiimii). z € R} igin

|z = (2 + a3+ ... + xi)% olsun. Bu durumda
| Fp030] < Cy [l]|* (4.1)

. . LA . ! e Ty .s - ey .
esitsizligi vardir. Yani, FpQ%d, S  soniimlii dagihm uzay: tizerinde sirh

ve siireklidir. Ayrica ters Fourier-Bessel doniisiimii igin
k
O%d = CuFg" | (3 + a3+ +22)" = (a2, 4+ o+ 22,)]

dir.

Ispat. g(y) = 0%6(y) olmak iizere, Fourier Bessel doniisiimii yardimyla,

R i=

= ¢, A5 ( Ty )™ ) dy

R

Ri
= Fp(Akg) (x)
dir. ke Nve f e S, igin
Fp(AR)f = (=1 |a|* Fpf
dir (Yildirim ve Sarikaya 2001). Boylece

FpOho(z) = Cu(~1)F|z|* Fpg(x)

= Cy(=D* (@2 + ...+ 22)" FyOko(2)
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yazilir. Buraya kadar yapilanlara benzer olarak,
FpOfo(z) = Cp(—1)F (2 + ... + T =T — xf,Jrq)k Fgé(x)

elde edilir. Fd(z) =1 oldugundan,

FpOhi(x) = C’U(—I)Qk(x%+...+xi)k (x%—l—...—}—xz—xf)ﬂ—...—x§+q)k
2 2)2 2 2 \2]*
= Co|(@ o+ a2) = (4 ady)]
(4.2)
yazilir. Buradan da
|Fp0hd| = Cy (a2 4 .+ 22|22+ a2 — a2y — o — a2, )

< Oy (|22 + ...+ 22)*
= C,llz)*

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, Fp0kd, S;L tizerinde simirh ve stireklidir.

(4.2) esitligine ters Fourier Bessel doniigiimiinii uygularsak,

k
Oho = C,Fgt [(m?+m% + .. +x12))2 — ($;27+1 +o+a2? )2]

pt+q

elde edilir.
Teorem 4.1((—1)*Sy(z) * Ror(z) nin Fourier Bessel Doniisiimii).

r € R olmak iizere
Fp [(=1)"Sa(2) * Rox(2)] < C.M

dir. Burada M pozitif reel bir sabittir. Yani, Fj, S:r sontimlii dagilim uzay1
tizerinde siirl ve siireklidir.

Ispat. Lemma 3.8 den
ok [(—1)k52k(:1c) * Rop(z)] =6

veya

(0%0) * [(—1)FSap(x) * Rop(z)] =6 (4.3)
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yazilir. (4.3) esitliginin her iki tarafinin Fourier Bessel doniigiimiinii alirsak,
Fg [(00) * [(—1)*Sa(2) * Rox(z)]] = Fpd(x)

< (O%0) * [(—1)"San(2) * Rox(x Hyv_, ray) Yt >=1

elde ederiz. Buradan da B—konvoliisyonun ozelhklerlnden

n

< (0%5)7 < [(_1)k52k($) * ng(l')} ) H]Uz Zzyz yfvl H]vsz ’Lyz 21}1 >>=1

i=1

n

Cv < [(_1)ks2k<x) * ng(ﬁlf)] , val (Zlyl) y?”v >< <>B H]U o Zyl yfuz >—1

1
olur. Lemma 4.1 den

F [(—1)k82k($) * R2k<x)] [(x% + l‘g + ...+ 1'12))2 _ ( T + ...+ xp+q)2:|k =C,

yazilir. Buradan da

Cy

Fp [(—1)*So(x) * Rox(x)] =

z
[(m% + 22+ ...+ x§)2 — (22 + ..+ xf,ﬂ)?}

elde edilir. Boylece x = (21, ...,2,) € '} i¢in

C
22+ a3+ .+ 22| |2t 4+ a2 -l — . — 22,
(4.4)
olur. Dolaywsiyla (23 + ...+ 22— a2, — ... — 22, ) > 0 oldugundan yete-

rince biiyiik x; ler ve yeterince biiyiik k igin (4.4) esitliginin sag tarafi sifira
gider. Boylece (4.4) pozitif bir M sayisi ile simirhdir. Buda Fp nin S;L
soniimlii dagilim uzay1 uzerinde sinirl ve siirekli olugunu verir.

Teorem 4.2. k ve m negatif olmayan tam sayilar ve Fjp, S; sonimlii
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dagilim uzay1 uzerinde siirli ve siirekli olmak iizere

Fp H(—l)kSgk(x) * RQk(l')} * [(—1)"Som () * RZm(“")”

- CLUFB [(—1)"Sor(2) * Rog(x)] Fip [(—1)™Som(z) * Rom(x)]

Cy

<(x2+x2+ +a2)’ = (a2, + .+ 22 )2>k+m
2 a2 4. 4 22 2 2,

dir.

ispat. Sor(z) ve Rar(x) nin kompakt supporta sahip soniimlii dagihm

oluglar1 gozoniine alinir ve Lemma 3.6 ve Lemma 3.7 kullanilirsa

[(—1)"Soi(x) % Rog()] * [(—1)™Som(x) % Rom ()]
= (=M™ [Sor(x) x Som ()] * [Rox () * Rop ()] (4.5)

= (=D So0e1m) (%) * Rogem)(2)

yazilir. Buradan da (4.5) esitliginin her iki tarafinin Fourier Bessel doniigtimiinii

alir ve Teorem 4.2 kullanirsak,

Fp [(=1)*Sar(2) * Row(x)] * [(=1)"™Som(2) * Rom ()]

Cy

[(m2+a72+ +:1c2)2—(x2 + .t a? )Q]Hm
Doy AR S

1 Cy

Co [(a:% + 23+ ..+ xf,)z — (a2 + .+ x?,ﬂ)?]

k

Cy
[(x% +ai+ .+ x%)Q — (a2 + .+ w12,+q)2]m

= C%FB [(—1)%Sap () * Rag(2)] Fig [(—1)™Som(2) * Rom(z)]
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elde edilir. (—=1)*"™ Sy (2) * Rogermy(z) € S’ ve Teorem 2.2 den Fp

sinirh ve Sjr lizerinde stireklidir.
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5. BILESIK BESSEL ULTRA-HIiPERBOLIK
DENKLEMLERININ ZAYIF COZUMU

r € RF ve
0% = (Byy + Boy + .+ By, — By — . — By, )F
olmak tiizere genellestirilmis f fonksiyon i¢in

Ohu(z) = f(2) (5.1)

denklemini gozoniine alalim.

C. sabiti ile birlikte (5.1) denklemini
S C () = fo), Du(z) = u() (5.2)
r=0

seklinde tammlayalim. (5.2) denklemine bilesik Bessel ultra-hiperbolik denk-
lem ve bu denklemin ¢oziimlerine zayif ¢oziimler denir. Burada genelles-
tirilmis fonksiyonlar i¢in B-konvoliisyonlarin 6zelliklerini kullanarak (5.2)
denkleminin zayif ¢oziimlerini elde edecegiz.

Lemma 5.1(S6niimlii Dagilimlarin B-konvoliisyonlari).

a) u(x) herhangi bir soniimlii dagilim olmak iizere,
(O%0) * u(z) = Dhu(x) (5.3)

dir.
b) Rox(z) ve Rypn(z), (3.13) deki gibi tanimh fonksiyonlar olsun. Bu du-

rumda

Rop () * Rop ()

B-konvoliisyonu var ve bu konvoliisyon bir séniimlii dagilimdir.
c) Roi(x) ve Rop(x), (3.13) deki gibi tanimh fonksiyonlar olsun. Bu du-

rumda k ve m negatif olmayan tamsayilar olmak iizere

ng(l’) * R2m<I) = R2k+2m(ZL’)
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dir.
d) Roi(x) ve Rom(x), (3.13) deki gibi tanimh fonksiyonlar olsun. Eger

Roy(z) * Rop(z) =6
ise bu durumda H' , B—konvoliisyon cebirinde Ra;(x), Ray'nin tersidir ve
Rop(z) = Ry, (@)

ile tammlanir. Ayrica R, (z) tektir.

Ispat. a) Ilk olarak k = 1 icin (5.3) esitliginin oldugunu gosterelim.

P02 2u; 96 o2 (0% 2v; 06
DB&<I>_Z<3_x§+x_i@mi)_ Z <a—x?+x—ja—%>>p+q—n

=1 j=p+1

ve ¢(x), S4 Schwartz uzayinda bir test fonksiyonu olsun. Bu durumda

B—konvoliisyonun 6zellikleri ve < d(y), T%¢(y) >= ¢(x) den,

<Opd xu(z),o(x) > = <u(z)*x0Opd, p(r) >

= <u(z),<0Opd(y), TVp(x) >>

= <u(z),<d(y),0pTYp(x) >>

= < U(I)7 < 5(y)’Ty (DBQO) (aj) >>

= <u(z),0pp(zr) >

= < UOpu(z),p(z) >

elde edilir. Buradan da
Opd * u(x) = Opu(zx)
yazilir. Benzer sekilde her hangi bir £ € N igin
%6+ u(z) = Ofhu(x)
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elde edilir.

b) Lemma 3.5 den Ry, ve Ra, birer sontimlii dagilimdir. ., 'y nin ka-
panist ve K kompakt bir kiime olmak iizere suppRs, = K C T, olarak
segelim. (Donoghue, 1969) dan Ry, kompakt destekli soniimlii dagilim olup

Ror () * Rap(x) var ve bu konvoliisyonda bir soniimlii dagilimdir.

c)

Ok mu(z) =6
denklemini gozoniine alalim. Lemma 3.4 den
u(r) = Rogrom(x)
yazilir. Her hangi bir negatif olmayan m tam sayisi i¢in
Ofrmu(z) = 0E0%u(z) = 6

dir. Lemma 3.4 den

OFu(x) = Rog(x) (5.4)

olur. Buradan da (5.4) esitliginin her iki tarafimi Rs,(x) fonksiyonu ile

B—konvoliisyonuna tabi tutulursa,
Rop(z) x OFu(z) = Rox () * Rop ()

veya

OF Rom(x) *x u(z) = Ror(z) * Rap(2)
elde edilir. Boylece Lemma 3.4 den ('} Ry, (z) = 6 oldugu gozoniine alinirsa,
dxu(x) = Rop() * Rop(2)

olur. Bu da,

u(z) = Rox () * Rom ()
demektir. u(z) = Rogiom(z) oldugundan

ng(l’) * R2m<I) = R2k+2m(l’)
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elde edilir.
d) Rox(z) ve Ryp(z) kompakt supportlu soniimlii dagilim olduklarindan,

Rak(x) ve Rop(x) H! uzaymin elemanlaridir. O halde
Rop(x) % Rop(z) =6

oldugundan Zemanain(Zemanain 1965) den Ry (z) = R, () bir tek ters-
tir.
Lemma 5.2. Ry (z) ve K, ,(2k) sirasiyla (3.13) ve (3.12) ile tanimlanmig

olsun. Bu durumda

a)
Koo(2k+2) = 2k(2k +2 — 1 — 2 [v]) K, (2K)

dir.

b) k ve m negatif olmayan tamsayilar olmak iizere
D%Rzm(l’) = Ropm—ar(7)

dir.

c) k negatif olmayan tamsay:1 olmak {iizere
R_o(z) = OK6(x)

dir.
Ispat. a) (3.12) den

n T (M) T (252 T (2K +2)

4+42k—p—2|v| +2]v|—2k—2
r (g ()

Kn,(2k+2) =

n+42|v|—1 —n—2lv —n—2lv _ —
A= 2ok - 2ol p (2+2k - 2| |> 1+§kr (1 22k) 2k(2k + 1)T (2k)

2+2k—p—2|v|r 2+4+2k—p—2|v] 2 T p+2|v|—2k
2 2 p2[]—2k—2 2

= 2k(2k+2—n— 2[v])K,.(2k)

elde edilir.
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b) Lemma 5.1 in (c¢) kismu yardimiyla

0 * R2m($) = Rzk(w) * Rom—ok
D%ng(ﬂﬁ) * Rgm(l') = RQk(fB) * Rop—ok

Rop(x) * Of Ryp(x) = Rop(x) * Rom—ok
olur. Buradan da Fourier Bessel doniisiimii yardimiyla

% Ry (1) = Rom—ok

esitligi yazilir.

c) m = k i¢gin Lemma 5.2 nin (b) kismu yardimiyla
% Rop(z) = Ry, 0= Ry
yazilir. m = 0 i¢in Lemma 5.2 nin (b) kismi yardimiyla
%Ry = R_o()

veya

%6 = R_oi ()

elde edilir.

Teorem 5.1. € R, f bir soniimlii dagihm, n tek ve C, sabit olmak iizere

> CTutz) = f(x) (55)

bilesik Bessel ultra-hiperbolik denklemi verilmig olsun. Bu durumda

v V2
w(m) = Cm—l + Cm_g— + Cm_g + ...
2(4—n—2|v|) 2.4(4—n—2|v|)(6—n—2|v|)

mel
+ Co :
2.4.6...2(m—1)(4—n—2|v|)(6—n—2|v|)...(2m—n—2|v|)

(5.6)

_ 2 .2 2_ .2 .2
V=xita+..+ta, -2, — ... — T,
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ve (CpRo(z) * w(z)Ra(2)) ™, CpuRo(z) *w(z)Ry(z) nin tersi olmak iizere,
u(x) = f(2) * Ro () * (CruRo(@) * w(@) Ry ()" (5.7)

seklindeki u(x) fonksiyonu (5.5) denkleminin bir tek zayif ¢oziimiidiir.

Ispat. Lemma 5.1 in (a) kismu yardimiyla, (5.5) demklemini
(CruOB6 + Cra 0516 + .. 4+ C10p0 + Cod) *u = f(x) (5.8)

seklinde yazabiliriz. (5.8) denkleminin her iki tarafi Ry, (x) fonksiyonu ile

B—konvoliisyonu anlaminda igleme tabi tutarsak,
(CngRQm + C’m_lD’g_lem + ...+ C’1DBR2m + CoRQm) * U = f($) *x Rgm
yazilir. Lemma 3.4 ve Lemma 5.2 nin (c¢) kismi yardimiyla

(Cm5 + Cm,1R2($) + Cm,2R4({E) + ...+ Cle(mfl)CU) + CoRQm($))*u = f(aﬁ)*Rgm

(5.9)
olur. Lemma 5.2 nin (a) kismindan
V47n72|'u|
2
@ = ga
V
= R
Ty p— Yy Gy
dir. Benzer sekilde
6—n—2|v|
VT
Vv
= R
AT YR
V2
= R
T Y P ey Y
V3
Rs(z) = Ra(z)

246(4—n—-2Ww))(6—n—2v))(8—n—2|v|)

Rom(@) = Rl 5o 6 —n = 20D B — 1 =2 o)) @m — =2 o))

o8



elde edilir. Boylece (5.6) daki w(z) fonksiyonu elde edilir. Buradan da n
nin tek olmasi durumunda, w(x) siirekli ve sonsuz diferensiyellenebilirdir.
Ry(x) kompakt destekli soniimlii dagilim oldugundan, w(z)Ry(x) de kom-

pakt destekli soniimlii dagilim ve dolayisiyla
CnRo(x) * w(x)Re(x)

konvoliisyonu vardir. Lemma 5.1(d) den C,, Ry(z) * w(x)Ry(x) nin bir tek
tersi var ve bu ters (CyRo() * w(z)Ry(x))* ™" dur.
(5.9) esitligi

(CrnRo(z) * w(z)Ro(x)) * u(x) = f(x) * Ram(z), Ro =19 (5.10)

seklinde yazilir. Buradan da (5.10) denkleminin her iki tarafi (C,, Ry () % w(z) Ry())* ™"

ile B—konvoliisyona tabi tutulursa,
u(z) = f(x) % Rap * (Coy Ro() % w (@) Ry()) ™"

elde edilir.
Bu esitlikte Ry, (z) bir tek, Lemma 5.1(d) den (Cy,Ro(x) % w(z)Ry(x))*
de bir tek ve n tek boyutlu oldugundan, u(x) zayif ¢6ziimii de bir tektir.
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6. RIESZ BESSEL DiAMOND CEKiRDEGININ
B-KONVOLUSYONU

Birinci boliimde, ¢%u(z) = § denkleminin ¢oziimleri olan u(z) = (—1)*Sox(x)*

Ror () konvoliisyonunu
Ti(z) = (=1)%Sop () * Rop(x) (6.1)

seklinde tanmimlayalim ve Ty (x) i Riesz Bessel diamond ¢ekirdegi olarak ad-

landirilir. Bu boliimde, tanimlanan Ty (x) gekirdegi igin
Ty (x) * Tp,(x)

konvoliisyonunun var oldugu ve bununla birlikte 7 (z) nin tersinin 7} '
oldugu elde edilecek.

Teorem 6.1. Tj(z), (6.1) ile tanimh Riesz Bessel diamond ¢ekirdegi olsun.
Bu durumda Tj(z) sontimlii dagihm ve negatif olmayan r i¢in r < k olmak
lzere

Ti(x) = Ty (x) x T, ()
dir. Bununla birlikte eger ¢ = k —r, n =r ise, { +n = k i¢in
Topn(x) = Ty(x) * Tp(x)

dir.

Proof. Lemma 3.5 den
Ti(z) = (—=1)*Sor(x) * Rop(z)
bir sontimlii dagihmdir. Boylece, O%Ty(x) = § den r < k igin
5OE Te(r) =0
yazilir. Teorem 3.1 den

O T () = (—1)" S () * Rop() (6.2)
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yazilir. (6.2) esitliginin her iki tarafi (—1)*"Sy;,_o.(2 )% Ra_o, () ile B—konvoliisyona

tabi tutulursa,

[(—1)57" Sop_op () * Roj—ar(2)] % O T ()

= [(=1)" " Sgp_ar(x) * Rog_gp(2)] * [(=1)7Sap () * Ry ()]

veya

O [(—1)F " Sop_ap () * Rop—or(2)] * Ty()

= (=1)" [Sap—2p(2) * Sor(2)] * [Rop—ar(x) * Rop(x)]

olur. So(z) ve Roi(x) soniimlii dagihm ve H', uzayimin elemanlaridir.

Lemma 3.3 ve Teorem 3.1 den

§* Ti(z) = (—=1)*Sop(x) * Rop(z)

Ti(x) = (=1)kSon(x) * Rop(w)

olur. (6.3) den
Tk(l‘) = Tk_r<l’) * TT(JI)

elde edilir. Simdi, ¢/ = k —r, n = r alirsa,
Ty(x) * To(x) = Tign(x) = Ti(2)

elde edilir.
Teorem 6.2. Ti(z), (6.1) ile tanimh Riesz Bessel diamond gekirdegi olsun.

Bu durumda 7,,(x), H/ nin elemamdir ve

T(2)« T, =T+ Tp(z) =6

m

olacak sekilde T, (z) nin 7! tersi vardir.

Ispat. Lemma 3.5 den
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bir sontimlii dagilimdir. Dolayisiyla Sox(z) ve Ror(z) kompakt destekli-
lerdir. Buradan da Sy;(x) ve Rgp(x) fonksiyonlar: H' nin elemanlaridir.

Lemma 5.1 in (c) kismu yardimiyla
To(x)« T, =T ' +Tp(z) =6

m

olacak sekilde T, (x) nin bir tek 7, tersi vardir.
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EKLER

1. Bessel diamond ve Bessel ultra-hiperbolik operatorlerinin tanimlar: bu
calismada ilk olarak ifade edilmistir.

2. Sirasiyla iigiincii ve dordiincii boliimlerde

2 21k
Ok = [(Bx1 + By + ...+ By))" = (Byysy + -+ By } . ptqg=n
operatorii yardimiyla elde edilen denklemlerin ve bu denklemlerin Fourier
Bessel doniisiimleri ile ilgili yapilan calismalar "Proceedings of the Indian
Academy of Sciences — Mathematical Sciences” isimli dergide yayimlan-
migtir.

3. Besinci boliimde
> COpu(x) = f(z), Opulz) = u(x)
r=0

tipindeki bilegik Bessel ultra-hiperbolik denklemin zayif ¢oziimleri {izerine
yapilan calisma "Applied Mathematics and Computation” isimli dergide
yaymlanmigtir.

4. Altinci boliimde
Te(z) = (—1)k52k(x) * Ry ()

Riesz Bessel diamond ¢ekirdeginin B—konvoliisyonu ile ilgil yapilan ¢aligma

yayin icin gonderilmigtir.
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