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Bu çal¬̧smada, k� kez tekrarlanan �kB operatörünü

�kB =
h�
Bx1 +Bx2 + :::+Bxp

�2 � �Bxp+1 + :::+Bxp+q�2ik
şeklinde tan¬mlayarak Bessel Diamond operatörü olarak adland¬rd¬k. Burada,

2vi = 2�i + 1, �i > �1
2
; xi > 0; i = 1; 2; :::; n; Bxi =

@2

@x2i
+
2vi
xi

@

@xi
;

p+ q = n, k negatif olmayan bir tam say¬ve n; R+n n¬n boyutudur. ·Ilk olarak,
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Bessel Diamond operatörünün elementer çözümünü çal¬̧st¬k. Daha sonra, ele-

menter çözümlerin ve onlar¬n B�konvolüsyonlar¬n¬n Fourier Bessel dönüşüm-

lerini çal¬̧st¬k.

Di¼ger yandan, �rB r�kez tekrarlanan Bessel ultra-hiperbolik operatör, f bir
genelleşmi̧s fonksiyon, u herhangi bir fonksiyon, x 2 R+n ve cr sabit olmak

üzere
mX
r=0

cr�rBu(x) = f(x)

şeklindeki bileşik Bessel ultra-hiperbolik denklemi ele ald¬k. Daha sanra Bessel

Diamond operatörü şeklindeki bu denklemin u(x) zay¬f çözümünü ve bu çözümün

tekli¼gini çal¬̧st¬k.

Son bölümde, �kB operatörünün elementer çözümünü Riesz�in Bessel Diamond
çekirde¼gi olarak adland¬rd¬k ve bu elementer çözümün B�konvolüsyonunu

çal¬̧st¬k.
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In this study, the operator �kB is introduced and named as the Bessel Diamond

operator iterated k�times and is de�ned by

�kB =
h�
Bx1 +Bx2 + :::+Bxp

�2 � �Bxp+1 + :::+Bxp+q�2ik
where p + q = n; Bxi =

@2

@x2i
+
2vi
xi

@

@xi
; 2vi = 2�i + 1, �i > �1

2
; xi > 0; i =

1; 2; :::; n; k is a nonnegative integer and n is the dimension of the R+n . Firstly,

we study the elementary solution of the Bessel Diamond operator. After, we
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study the Fourier Bessel transform of the elementary solution and also the

Fourier Bessel transform of their convolution.

On the other hand, we have studied the compound Bessel ultra-hyperbolic

equation of the form
mX
r=0

cr�rBu(x) = f(x)

where �rB is the Bessel ultra-hyperbolic type operator iterated r�times, f is
a given generalized function, u is any function, x 2 R+n and cr is a constant.

After, we study the weak solution u(x) of above the equation which is of the

form Bessel Diamond operator and moreover, such a solution is unique.

In the last chapter, the elementary solution of the operator �kB is called the
Bessel diamond kernel of Riesz. Then we study the B�convolution of this

elementary solution.
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1. G·IR·IŞ

Bugün Fizikte, Elektrik mühendisli¼ginde, klasik Analizde tan¬ml¬olmayan

ve hiç bir gerçe¼ge uymayan, ideal kavramlar¬simgeleyen, böylece reel olay-

lar¬n i̧se yarar bir gösterimine olanak veren kavramlar kullan¬lmaktad¬r. Bu

çeşit fonksiyonlara örnek olarak, Singüler(Tekil) fonksiyonlar ad¬ verilen

fonksiyonlar¬ veya bir zaman noktas¬nda darbe şeklinde etkileyen impuls

(Delta) fonksiyonunu verebiliriz.

Singüler fonksiyonlar kavram¬, klasik fonksiyonlar yard¬m¬yla tan¬mlana-

mamaktad¬r. Bununla birlikte bugün genelleştirilmi̧s fonksiyonlar teorisi

Matemati¼gin bir çok bölümlerine yay¬lm¬̧s ve geli̧sme içindedir.

·Ideal �ziksel kavramlar¬ aç¬klayan ve kullan¬̧sl¬ şekle sokan Matematiksel

yöntemleri ilk kez S. L. Sobolev 1936 da ortaya koymuştur. Sobolev, Hiper-

bolik diferensiyel denklem için Cauchy probleminin çözümünün tekli¼ginin

araşt¬r¬lmas¬nda genelleştirilmi̧s fonksiyonlar¬kullanm¬̧st¬r.

Daha sonra L. Schwartz 1945 de "Distribution Teorisi" ad¬alt¬nda eski lite-

ratürleri de dikkate alarak sistematik bir şekilde genelleştirilmi̧s fonksiyonlar

teorisini oluşturmuştur. Onun s¬n¬rlamalar¬Lineer-Topolojik uzay teorisine

yaklaşmakta ve önemli sonuçlar elde edilmektedir.

Da¼g¬l¬m, klasik fonksiyonlar kavram¬n¬da içermekte olup, onlar¬n genel şek-

lini vermektedir. Bu nedenle Da¼g¬l¬m�a genelleştirilmi̧s fonksiyon denilmek-

tedir.

Da¼g¬l¬m klasik Matemati¼gin baz¬güçlüklerini, örne¼gin asl¬nda türetilmeyen

fonksiyonlar¬ortadan kald¬r¬r.

S. L. Sobolev adi fonksiyonlar için bilinen türev kavram¬ndan daha geni̧s

bir türev tan¬m¬n¬aşa¼g¬daki şekilde vermi̧stir:


 bölgesinde k: mertebeden sürekli türevlere sahip (k� 1) mertebeden tüm

türevleri s¬f¬r ve 
 da s¬n¬rl¬olan fonksiyonlar cümlesi M(k)(
) ile tan¬m-

lans¬n. u(x) ve v(x), 
 üzerinde integrallenebilir fonksiyonlar olmak üzere,
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herhangi bir � 2M(k)(
) fonksiyonu içinZ



u
@k�

@xk11 :@x
k2
2 :::@x

km
m

dx = (�1)k
Z



v�dx

eşitli¼gi sa¼glans¬n. Bu durumda, v fonksiyonuna 
 da u fonksiyonunun k:

mertebeden genelleştirilmi̧s türevi denir. Genel olarak, genelleştirilmi̧s türev

v(x) =
@ku

@xk11 :@x
k2
2 :::@x

km
m

eşitli¼gi ile ifade edilir. Burada adi türevli her fonksiyonun genelleştirilmi̧s

türevi vard¬r ancak tersi do¼gru de¼gildir.

Örne¼gin, 
 = (�1; 1) olsun. u(x) = jxj fonksiyonunun x = 0 noktas¬nda adi

türevi yoktur. Ancak bu u(x) = jxj fonksiyonunun genelleştirilmi̧s türevi

var ve bu genelleştirilmi̧s türev u0(x) = sgnx şeklinded¬r. Gerçekten de,

� 2 M(1)(�1; 1) olsun. O halde �(x) fonksiyonu [�1; 1] kapal¬aral¬¼g¬nda

sürekli diferensiyellenebilir ve �(�1) = �(1) = 0 d¬r.

1Z
�1

jxj�0(x)dx = �
0Z

�1

x�0(x)dx+

1Z
0

x�0(x)dx:

Bu eşitli¼gin sa¼g¬ndaki iki integrale k¬smi integrasyon metodu uygulan¬rsa,

1Z
�1

jxj�0(x)dx =

0Z
�1

�(x)dx�
1Z
0

�(x)dx

= �
1Z

�1

�(x)sgnxdx

elde edilir. Dolay¬s¬yla, u(x) = jxj fonksiyonunun v(x) = sgnx genelleştiril-

mi̧s türevi bulunur.

Klasik analizde belirli bir say¬ bölgesindeki her bir x say¬ de¼gerine,

y = f(x) kural¬yla başka bir say¬ de¼gerlerinin bölgesi kaŗs¬l¬k getirilir.

Fizikte, de¼gi̧sken �ziksel büyüklü¼gün de¼gerleri, söz gelimi bir elektrik ge-

rilimi gibi, her bir x zaman noktas¬na y = f(x) say¬ de¼gerleri belirlenir
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ve ölçülür. Gerçekte ölçülecek nedir? Bu �ziksel büyüklü¼gün kendisi ol-

may¬p onun ölçüm aletine olan etkisidir. Bunun bir '(x) test fonksiyonu ile

verilebilece¼gi düşünülmektedir.

Bir Matematiksel Fizik probleminin çözümünde singüler fonksiyonlar veya

�(x) =

8<: 0 ; x 6= 0

1 x = 0

şeklinde tan¬mlanm¬̧s ��(Dirac-delta) fonksiyonu genel olarak ara hesaplarda

gözükmektedir. Sonuçlarda ise singüler fonksiyonlar ya tamamen ortadan

kaybolmuş ya da integral i̧sareti alt¬nda bir test fonksiyonu(yeterince iyi

fonksiyon) ile çarp¬lm¬̧s olarak görünür. Bu bak¬mdan singüler fonksiyonla-

r¬n ne olduklar¬na cevap aramak gereksinmemektedir. Yaln¬zca bir singüler

fonksiyonun bir test fonksiyonu '(x) ile çarp¬m¬n¬n ne gösterdi¼gini bilmek

yeterli olmaktad¬r.

Örne¼gin, ��fonksiyonunun ne oldu¼gundan çok, bir '(x) test fonksiyonu ile

düzenlenen
1Z
�1

�(x� x0)'(x)dx = '(x0)

eşitli¼ginin varl¬¼g¬n¬göstermek yeterli olmaktad¬r.

Di¼ger bir deyi̧sle, yukar¬daki integralde görüldü¼gü gibi ��fonksiyonu için,

'(x) test fonksiyonun '(x0) de¼gerini bilmek yeterli olmaktad¬r.

Operatör metodu, çeşitli yöntemlerle bulunmuş sonuçlar¬daha basit hesapla-

malarla elde etmektedir. Bunlar¬n en önemli ve geni̧s bir s¬n¬f¬n¬·Integral

Dönüşümleri oluşturmaktad¬r. Bunlar aras¬nda Laplace, Mellin-Henkel,

Riesz, Fourier, Fourier-Bessel dönüşümleri başta gelir.

Bir f fonksiyonu üzerinde yap¬lan dönüşümler ile F elde ediliyor ise bu bir

fonksiyonel dönüşümdür. ·I̧slem

FB[f ] = F

şeklinde gösterilir. Bu ifade de f üzerine bir FB dönüşümü uygulanarak F

elde ediliyor demektir. FB; f yi F ye götüren bir operatördür.
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FB[f ] = F dönüşümü '(x) = y fonksiyonuna benzemektedir. x; y de¼gi̧sken-

leri s¬ras¬yla f; F rolünü oynamaktad¬r. f; F fonksiyonlar¬iki soyut uzay¬n

noktalar cümlesi olarak düşünülürse FB dönüşümü, f uzay¬n¬n F uzay¬na

tasviri olarak geometrik bir anlam taş¬r. f ye (ana)original fonksiyon ve F

ye de görüntü fonksiyonu denir.

Do¼gada basit periyodik olaylar, matematiksel olarak sinüs ve kosinüs fonksi-

yonlar¬ile gösterilebilir. Örne¼gin, bir sarkac¬n küçük genliklerle(amplitüdlerle)

sal¬n¬m¬, bir diyapozan¬n titreşimleri ve buna benzer bir çok �ziksel olay gibi.

E¼ger olay saniyede n defa tekrarlan¬yorsa basit titreşimleri gösteren fonksiyon:

A sin 2�nt veya A cos 2�nt

den biridir. Burada t saniye ile ölçülen zaman¬, A Amplitüd, ! = 2�n de

titreşim hareketinin aç¬sal h¬z¬veya Pülsasyonudur. Basit sinüs ve kosinüs

fonksiyonlar¬ile belirtilen olaylara Basit Harmonik Titreşim denir.

Bu bak¬mdan periyodik fonksiyonlar¬ bir Trigonometrik seri ile gösterme

gere¼gi duyulmuştur. Böyle bir seri Fourier serisidir. Fourier serisi Elektro-

magnetik teorisinde, Akustik, Is¬ ak¬m¬nda ve Matematik-Fizi¼gin bir çok

dallar¬nda vazgeçilmeyacek şekilde önemlidir.

Fourier serileri, Dirichlet koşullar¬n¬ sa¼glayan periyodik fonksiyonlar¬n il-

gilendi¼gi çeşitli, problemlerin incelenmesinde güçlü bir araç olmaktad¬r. Bir

çok pratik problemlerde periyodik fonksiyonlar bulunmaz. Bu çeşit prob-

lemlerde (Mekanik-Elektrik sistemleri v.s) etken kuvvet veya voltaj peri-

yotsuz olabilir. Örne¼gin, bir kez meydana gelen ve tekrarlanmayan Plus

gibi. Bu tür fonksiyonlar için Fourier serisini kullanamay¬z. Fakat verilen

bir periyodik fonksiyonun periyodu sonsuza gitti¼ginde, serinin yaklaşt¬¼g¬

limiti(̧sayet varsa) inceleyerek, periyodik olmayan fonksiyonlar¬n uygun bir

çözümünü elde etmek için Fourier yöntemi oluşturulmuştur.

Sobolev ilk olarak 1936 da genelleştirilmi̧s fonksiyonlar¬gözönüne alarak, li-

neer hiperbolik denklemler için Cauchy probleminin çözümlerini incelemi̧stir

(S.L. Sobolev, 1936). 1958 y¬l¬nda, L herhangi bir lineer operatör olmak
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üzere, Gelfand ve Shilov

L

�
@

@x1
; :::;

@

@xn

�
u(x1; :::; xn) = �(x1; :::; xn)

şeklindeki L operatörü ile oluşmuş Laplace, ¬s¬ ve dalga denklemlerinin

çözümlerini genelleştirilmi̧s fonksiyonlar için çal¬̧sm¬̧slard¬r (Gelfand and

Shilov 1958). Daha sonra Kananthai 1999 da, Gelfand ve Shilov�un tan¬m-

lam¬̧s oldu¼gu bu operatörü

�k =
"�

@2

@x21
+
@2

@x22
+ :::+

@2

@x2p

�2
�
�

@2

@x2p+1
+ :::+

@2

@x2p+q

�2#k
; n = p+q

şeklinde k-kez tekrarlanan yeni bir operatör olarak yeniden tan¬mlam¬̧s ve di-

amond operatörü ad¬n¬vermi̧stir. Daha sonra bu operatör yard¬m¬yla oluş-

turulan denklemin çözümlerini araşt¬rarak, elde etti¼gi çözümlerin Fourier

dönüşümlerini incelemi̧stir (Kananthai 1997, 1999, 2000).

Bu çal¬̧smalar gözönüne al¬nd¬¼g¬nda klasik diamond operatörünün daha farkl¬

şekillerde tan¬mlanmas¬mümkün müdür sorusu akla gelebilir. Bu tezde, bu

soruya şöyle bir cevab¬n verilece¼gini araşt¬rd¬k:

x 2 R+n = fx : x = (x1; :::; xn); x1 > 0; :::; xn > 0g ; vi > 0; i = 1; n ve

Bxi =
@2

@x2i
+
2vi
xi

@

@xi

Bessel operatörü olmak üzere k-kez tekrarlanan diamond operatörünü

�kB =
h�
Bx1 +Bx2 + :::+Bxp

�2 � �Bxp+1 + :::+Bxp+q�2ik ; p+ q = n
şeklinde tan¬mlad¬k ve �kB operatörünü k�defa tekrarlanan Bessel diamond
operatörü olarak adland¬rd¬k. Ayr¬ca,

�kB = (Bx1 +Bx2 + :::+Bxp �Bxp+1 � :::�Bxp+q)k; p+ q = n

ve

�k
B = (Bx1 +Bx2 + :::+Bxp +Bxp+1 + :::+Bxp+q)

k; p+ q = n
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olmak üzere

�kB = �kB�k
B

şeklindedir. Burada �B ve �B operatörleri s¬ras¬yla Bessel ultra-hiperbolik

operatörü ve Laplace Bessel operatörü olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r.

·Ilk olarak, �B ve �B operatörleri ile oluşmuş denklemlerin çözümlerini

elde ettik. Elde etti¼gimiz bu çözümler ve B-konvolüsyonlar¬n özellikleri

yard¬m¬yla,

�kBu(x) =
mX
r=0

�rB�; �0B� = �

şeklindeki denklemin elementer çözümünü genelleştirilmi̧s fonksiyonlar için

araşt¬rd¬k. Daha sonra bu son denklem için elde etti¼gimiz elementer çözüm-

lerinin Fourier Bessel dönüşümlerini ve bu çözümleri yeni bir çekirdek olarak

tan¬mlayarak bu çekirdek ile oluşmuş operatörün özelliklerini araşt¬rd¬k.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çal¬̧smam¬z için gerekli olan tan¬m, teorem, baz¬eşitlikler ve

temel özellikler verilecektir. Gerekli görülenler için ispatlar yap¬larak birer

örnek verilecektir.

Tan¬m 2.1(Kompakt Destek). Bir f fonksiyonunun kompakt deste¼gi(supportu)

suppf = fx : f(x) 6= 0g

olarak tan¬mlan¬r(Schwartz 1996).

Tan¬m 2.2. Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan dönüşümlere fonk-

siyonel denir.

Tan¬m 2.3. Fonksiyonlar cümlesini fonksiyonlar cümlesine dönüştüren

dönüşüme operatör denir.

Tan¬m 2.4 (Test fonksiyonu). Rn üzerinde s¬n¬rl¬bir bölge d¬̧s¬nda s¬f¬r

olan sonsuz diferensiyellenebilir '(x) = '(x1; x2; :::; xn) fonksiyonuna test

fonksiyonu denir (Gelfand and Shilov 1958).

Test fonksiyonlar uzay¬H olmak üzere,

'(x; a) =

8>>><>>>:
e
� a2

a2�r2 ; r < a

0 ; r � a

; r = jxj =

vuut nX
i=1

x2i

fonksiyonu kompakt deste¼ge sahip ve sonsuz diferensiyellenebilir oldu¼gun-

dan bir test fonksiyonudur.

Tan¬m 2.5. Her ' 2 H için < f; ' > aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa f ye H

üzerinde sürekli lineer fonksiyonel denir.

a) '1; '2 2 H ve �1; �2 reel say¬lar¬için

< f; �1'1 + �2'2 > = �1 < f; '1 > +�2 < f; '2 >

d¬r.

b) '1; '2; :::; 'v; ::: H da s¬f¬ra yak¬ns¬yor ise < f; '1 >;< f; '2 >; :::;

< f; 'v >; ::: s¬f¬ra yak¬nsar (Gelfand and Shilov 1958).
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Tan¬m 2.6 (Genelleştirilmi̧s fonksiyon). H üzerinde sürekli lineer fonk-

siyonellere genelleştirilmi̧s fonksiyon veya Da¼g¬l¬m denir (Gelfand and Shilov

1958).

Örne¼gin; fn : R! R olmak üzere

fn(x) =

8>>>><>>>>:
n

2
jxj < 1

n

0 jxj � 1

n

şeklinde (fn) dizisi verilmi̧s olsun. Burada (fn) dizisi lokal integrallenebilir

ve� 1
n
ve 1

n
d¬̧s¬nda süreklidir. (fn) dizisi s¬f¬r d¬̧s¬nda heryerde s¬f¬ra noktasal

yak¬nsak oldu¼gundan (fn) dizisi bir genelleştirilmi̧s(da¼g¬l¬m) fonksiyonudur.

Lokal integrallenebilen her bir fonksiyon bir genelleştirilmi̧s(da¼g¬l¬m) fonk-

siyonudur.

Tan¬m 2.7. f integrallenebilen bir fonksiyon ve ' 2 H için

< f; ' > =
1R
�1

f(x)'(x)dx

şeklinde yaz¬labiliyorsa, f ye H üzerinde regüler genelleştirilmi̧s fonksiyon

denir. Benzer olarak x 2 R+; v > 0 ve x2vdx a¼g¬rl¬kl¬Lebesgue ölçümüne

göre,

< f; ' > =
1R
0

f(x)'(x)x2vdx (2.1)

şeklinde yaz¬labiliyorsa f ye H üzerinde regüler genelleştirilmi̧s fonksiyon

denir. Bunun d¬̧s¬ndaki tüm genelleştirilmi̧s fonksiyonlara singüler genelleş-

tirilmi̧s fonksiyon denir.

Tan¬m 2.8 (S+ Schwartz Uzay¬). R+n üzerinde C1 s¬n¬f¬na ait olan

ve tüm türevleri key� polinom ile çarp¬ld¬¼g¬nda s¬n¬rl¬ kalan fonksiyonlar

uzay¬na Schwartz uzay¬denir ve S+ ile gösterilir. Yani,

R+n = fx : x = (x1; x2; :::; xn) ; x1 � 0; :::; xn � 0g

olmak üzere,

S+ =

(
f : sup

x2R+n

��x�D�f (x)
�� <1; � = (�1; �2; :::; �n) ve � = (�1; �2; :::; �n)

)
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dir. Burada D� =
@�1+�2+:::+�n

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

ve x� = x
�1
1 x

�2
2 :::x

�n
n dir (Schwartz

1966).

Tan¬m 2.9 (Sönümlü Da¼g¬l¬m). S+ uzay¬n¬n dualine sönümlü da¼g¬l¬m

uzay¬denir ve S 0+ ile gösterilir (Schwartz 1945).

Tan¬m 2.10. H 0; H nin duali olmak üzere

H 0
+ = ff 2 H 0(R) : suppf � [0;1)g

uzay¬na Schwartz da¼g¬l¬m uzay¬denir (Schwartz 1945).

Tan¬m 2.11 (Gamma Fonksiyonu). Gamma fonksiyonu, n > 0 için

�(n) =

1Z
0

xn�1e�xdx

ile tan¬mlan¬r. Bu integral n > 0 için yak¬nsakt¬r. Gamma fonksiyonun baz¬

önemli özelliklerini şöyle s¬ral¬yabiliriz.

i. �(n+ 1) = n�(n) = n!

ii. �(1
2
) =

p
�

iii.
1R
0

xp

1+x
dx = �(p)�(1� p) = �

sin p�
; 0 < p < 1

iv. 22n�1�(n)�(n+ 1
2
) =

p
��(2n):

Tan¬m 2.12.

� =
nX
k=1

@2

@x2k

operatörüne Rn de Laplace operatörü denir.

Tan¬m 2.13. G, Rn nin aç¬k ve irtibatl¬alt cümlesi ve u(x) = u(x1; x2; :::; xn)

da G de tan¬ml¬n-de¼gi̧skenli bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

�u =
nX
k=1

@2u

@x2k
= 0

denklemine Laplace denklemi veya potansiyel denklem denir. Bu denklemin

çözümlerine potansiyel fonksiyonlar veya temel harmonik fonksiyonlar denir.

Tan¬m 2.14 (Bessel Operatörü).

Br =
d2

dr2
+
2v

r

d

dr
; v > 0 r > 0

9



şeklinde ifade edilen Br operatörüne Bessel operatörü denir.

Tan¬m 2.15. xi > 0; i = 1; :::; n olmak üzere, v > 0 parametreli Laplace-

Bessel operatörü,

�B =
nP
i=1

�
@2

@x2i
+
2v

xi

@

@xi

�
şeklinde tan¬mlan¬r.

Şimdi aşa¼g¬daki başlang¬ç de¼ger problemini ele alal¬m.

�Bru = �2u

u (0) = 1

u�(0) = 0; (� > 0) :

Problemde görülen d2u
dr2
+ 2v

r
du
dr
+ �2u = 0 denklemine u = rm! dönüşümünü

uygularsak,

du

dr
= rm

d!

dr
+mrm�1!

d2u

dr2
= rm

d2!

dr2
+ 2mrm�1

d!

dr
+m (m� 1) rm�2!

olaca¼g¬ndan denklem,

d2!

dr2
+
2 (m+ v)

r

d!

dr
+

�
m (m� 1) + 2vm

r2
+ �2

�
! = 0

şeklini al¬r. E¼ger m = 1
2
� v ve m (m� 1) + 2vm = s2 ise, s = �

�
v � 1

2

�
bulunur. Şimdi x = �r dönüşümünü alt¬nda dx = �dr olaca¼g¬ndan,

�2
d2!

dx2
+
�2

x

d!

dx
+

�
�2 � �

2s2

x2

�
! = 0

d2!

dx2
+
1

x

d!

dx
+

�
1� s2

x2

�
! = 0

(2.2)

s: mertebeden Bessel denklemini elde ederiz. x = 0 noktas¬bu denklemin

düzgün ayk¬r¬(düzgün tekil) noktas¬d¬r. O halde, (2.2) denkleminin
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! =
1P
n=0

anx
m+n

şeklinde bir seri çözümünü arayabiliriz. Bu durumda

d!

dr
=

1P
n=0

(m+ n) anx
m+n�1

d2!

dr2
=

1P
n=0

(m+ n) (m+ n� 1) anxm+n�2

eşitliklerini x2 ile çarp¬p (2.2) denkleminde yerlerine yazarsak,
1P
n=0

(m+ n) (m+ n� 1) anxm+n +
1P
n=0

(m+ n) anx
m+n

+
1P
n=0

anx
m+n+2 �

1P
n=0

s2anx
m+n = 0

bulunur. Bu sonsuz toplamlar¬n ve x in kuvvetlerine göre düzenlersek,

[m (m� 1) +m� s2] a0xm + [m (m+ 1) + (m+ 1)� s2] a1xm+1

+
1P
n=2

([(m+ n) + (m+ n) (m+ n� 1)� s2] an + an�2)xm+n = 0

(m2 � s2) a0xm +
�
(m+ 1)2 � s2

�
a1x

m+1+

1P
n=2

��
(m+ n)2 � s2

�
an + an�2

�
xm+n = 0

elde edilir. Buradaki son eşitli¼gin sa¼glanmas¬için katsay¬larla ilgili olarak,

(m2 � s2) a0 = 0�
(m+ 1)2 � s2

�
a1 = 0

ve �
(m+ n)2 � s2

�
an + an�2 = 0 (n � 2)

eşitlikleri olmal¬d¬r. a0 6= 0 oldu¼gundan, m1 = +s ve m2 = �s bulunur.
·Ikinci denklemin sa¼glanmas¬için a1 = 0 olmal¬d¬r. m1 = s de¼geri üçüncü

denklemde yerine yaz¬l¬rsa,

n (n+ 2s) an = an�2 (n � 2)
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katsay¬lar ba¼g¬nt¬s¬elde edilir. Buradan a1 = a3 = ::: = 0 olup,

a2 =
�1

2 (2 + 2s)
a0 ;

a4 =
�1

4 (4 + 2s)
a2 ;

a6 =
�1

6 (6 + 2s)
a4 ;

a2n =
�1

2n (2n+ 2s)
a2n�2

dir. Bu katsay¬lar taraf tarafa çarp¬larak,

a2n =
(�1)n

2nn! (s+ 1) (s+ 2) ::: (s+ n)
a0 (n � 1)

bulunur. O halde birinci ba¼g¬ms¬z çözüm,

w1 (x) = a0x
s +

1P
n=1

(�1)n

2nn! (s+ 1) (s+ 2) ::: (s+ n)
a0x

2n+s

= a0x
s

"
1 +

1P
n=1

(�1)n
�
x
2

�2n
n! (s+ 1) ::: (s+ n)

#
elde edilir. E¼ger,

a0 =
1

2s� (s+ 1)

şeklinde seçilirse, s. basamaktan birinci çeşit Bessel fonksiyonu olarak bili-

nen,

js (x) =
1P
n=0

(�1)n
�
x
2

�2n
n!� (s+ n+ 1)

fonksiyonu bulunur. Burada,

� (s+ 1) =
� (s+ k + 1)

(s+ 1) (s+ 2) ::: (s+ k)

formülü kullan¬lm¬̧st¬r. O halde s = v � 1
2
al¬rsak bu durumda,

jv� 1
2
(�r) =

1P
n=0

(�1)n �2n
�
r
2

�2n
n!�

�
n+ v + 1

2

� (2.3)

bulunur.

Tan¬m 2.16 (Bessel fonksiyonu). v pozitif bir say¬olmak üzere Bessel

fonksiyonu,

Jv (x) =
1

�
�
1
2

�
�
�
v + 1

2

� 1R
0

e�ix cos� sin2v (�) d�

12



şeklindedir. Burada � (v) =
1R
0

e�xxv�1dx dir.

Tan¬m 2.17 (Genelleştirilmi̧s Öteleme). T sf(t) = F (s; t) şeklinde

tan¬mlanan öteleme operatörü aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa, bu operatöre

genelleştirilmiş öteleme operatörü denir.

i. T s operatörü lineerdir.

ii. T 0f(t) = f(t); f 2 C(R)

iii. T rs T
sf(t) = T st T

rf(t) ; T st f(t) = F (s; t)

iv. Herhangi bir f 2 C için, F (s; t) = T sf(t) fonksiyonu (s; t) nok-

tas¬nda süreklidir (Levitan 1962).

Tan¬m 2.18. T yf(x) = f(x+ y) ile gösterilen x noktas¬n¬x+ y noktas¬na

öteleyen operatöre R de adi öteleme denir. Adi öteleme (�1;1) aral¬¼g¬nda

tan¬ml¬d¬r. Dolay¬s¬yla T : R! R dir. Bu şekildeki adi öteleme k¬smi türev

operatörü ile ili̧skilidir. Yani, adi öteleme operatörü

@u (x; y)

@x
=

@u (x; y)

@y

u (x; y)jy=0 = f (x)

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümüdür.

R+ daki genelleştirilmi̧s öteleme

T yx f (x) =
� (p+ 1)

�
�
p+ 1

2

�
�
�
1
2

� �R
0

f
hp
x2 + y2 � 2xy cos'

i
sin2p 'd'

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu öteleme operatörü

Bxu = Byu

u (x; 0) = f (x)

uy (x; 0) = 0

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümüdür. Bu ifade de T 0xf (x) = f (x) oldu¼gu

aşikard¬r. T yx operatörünün aşa¼g¬daki özellikleri vard¬r (Levitan 1951 ve

Y¬ld¬r¬m 1995).
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1. Lineerlik Özelli¼gi:

T yx faf (x) + bg (x)g = aT yx f (x) + bT
y
x g (x)

dir.

2. Poziti�ik Özelli¼gi: E¼ger f (x) � 0 ise T yx f (x) � 0 d¬r.

3. T yx (1) = 1 dir.

4. E¼ger x � a, için f (x) � 0 ise bu durumda jx� yj � a için T yx f (x) � 0

d¬r.

5. T yx operatörü süreklidir: E¼ger fn (x) sürekli fonksiyonlar dizisi her

sonlu aral¬kta f (x) fonksiyonuna yak¬nsak ise, bu durumda iki de¼gi̧skenli

fonksiyonlar dizisi T yx fn (x) her sonlu bölgede T
y
x f (x) fonksiyonuna yak¬n-

sar.

6. T yx operatörü s¬n¬rl¬d¬r: f (x) ; R+ da s¬n¬rl¬fonksiyon ise T yx f (x) de

s¬n¬rl¬d¬r.

7. T yx operatörünün yer de¼gi̧stirme özelli¼gi:

T yxT
z
xf (x) = T zxT

y
x f (x)

dir.

8. De¼gi̧sme özelli¼gi:

T zy T
y
x f (x) = T zxT

y
x f (x)

dir.

9. Eşlenik özelli¼gi: E¼ger sürekli f (x) fonksiyonu için

1R
0

x2p+1 jf (x)j dx < 1

ve g (x), tüm x � 0 için sürekli ve s¬n¬rl¬fonksiyon ise,
1R
0

T yx f (x) g (y) y
2p+1dy =

1R
0

f (y) :T yx g (x) y
2p+1dy

dir.
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10.

T�yx f (x) = T yx f (x)

dir.

11.
1R
0

T yf (x)x2pdx =
1R
0

f (x)x2pdx

dir.

Tan¬m 2.19 (Dirac Fonksiyon). x 2 Rn olmak üzere,

�(x) =

8<: 0 ; x 6= 0

1 x = 0

şeklinde tan¬mlanan � fonksiyonunaDirac fonksiyonu denir (Schwartz 1966).

Burada x2vdx Lebesgue ölçümüne ba¼gl¬olarak,R
R+
�(x)x2vdx = 1;

R
R+
�(x)'(x)x2vdx = '(0)

R
R+
T a�(x)'(x)x2vdx =

R
R+
�(x)T a'(x)x2vdx = '(a)

d¬r. Bu eşitlikler için � fonksiyonunu

�"(x) =

8<: 0 ; x > "

2v+1
"2v+1

; 0 < x < "

şeklinde tan¬mlayal¬m. Buradan

lim
"!0
�"(x) = �(x)

d¬r. Buna göre R
R+
�"(x)x

2vdx =
"R
0

2v+1
"2v+1

x2vdx

= 2v+1
"2v+1

x2v+1

2v+1

���"
0
= 1

elde edilir.
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Şimdi '(x) test fonksiyonu orijininin komşulu¼gunda sürekli olsun. O halde

< �"(x); '(x) > =
R
R+
�"(x)'(x)x

2vdx

=
"R
0

�"(x)'(x)x
2vdx+

1R
"

�"(x)'(x)x
2vdx

= 2v+1
"2v+1

"R
0

'(x)x2vdx

olur. Son integrale, integral hesab¬n ortalama de¼ger teoremini uygulayal¬m.

0 � � � 1 olmak üzere ortalama de¼ger teoremi gere¼gince,
"R
0

'(x)x2vdx = '(�")
"R
0

x2vdx

= "2v+1

2v+1
'(�")

d¬r. Böylece
1Z
0

�"(x)'(x)x
2vdx = '(�"); 0 � � � 1

olur. "! 0 için
1Z
0

�(x)'(x)x2vdx = '(0)

elde edilir.

Benzer yöntemleR
R+
T a�(x)'(x)x2vdx =

R
R+
�(x)T a'(x)x2vdx = '(a)

elde edilir.

Regüler ve singüler genelleştirilmi̧s fonksiyonlar için s¬ras¬yla birer örnek

verelim.

Örnek 2.20. f(x) = C şeklinde sabit fonksiyonu ve ' 2 D için

< C;' > = C
R
'(x)x2vdx

eşitli¼gi yaz¬labildi¼ginden, f(x) = C bir regüler genelleştirilmi̧s fonksiyondur.
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Örnek 2.21. �(x) =

8<: 0 x 6= 0

1 x = 0
Dirac delta fonksiyonunu gözönüne

alal¬m.

< T x�(x0); '(x) > = '(x0)

şeklinde tan¬mlanan T x�(x0) delta fonksiyonu bir singüler fonksiyondur.

Kabul edelim ki ' 2 D içinR
R+
f(x)'(x)x2vdx = '(0) (2.4)

olacak şekilde lokal integrallenebilen bir f fonksiyonu vard¬r. Bundan dolay¬

'(x; a) =

8>>><>>>:
e
� a2

a2�x2 ; x < a

0 ; x � a

;

fonksiyonu için Z
R+

f(x)'(x; a)x2vdx = '(0; a) = e�1 (2.5)

olur. Di¼ger yanda '(x; a) fonksiyonunun tan¬m¬ndanR
R+
f(x)'(x; a)x2vdx =

aR
0

f(x)'(x; a)x2vdx+
1R
a

f(x)'(x; a)x2vdx

=
aR
0

f(x)e
� a2

a2�x2 x2vdx

(2.6)

olur. Buradan son integralinde a ! 0 iken (2.5) ifadesi e�1, (2.6) ifadesi

ise 0 yak¬nsayaca¼g¬ndan (2.4) ile gösterilen integral gösteriminin her za-

man yaz¬lam¬yaca¼g¬n¬ gösterir. Dolay¬s¬yla �(x) fonksiyonu bir singüler

genelleştirilmi̧s fonksiyondur.

Tan¬m 2.22. x 2 R+n ; � > 0 için f(�x) = ��f(x) ise f ye � dereceden

homogen da¼g¬l¬m denir. Bu tan¬m genelleştirilmi̧s fonksiyonlar anlam¬nda

< f(x); '( x
�
) > = ��+n+2jvj < f(x); '(x) >

eşitli¼gine denktir.
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Teorem 2.23. Genelleştirilmi̧s f fonksiyounun �: dereceden homogen ol-

mas¬için gerek ve yeter şart f fonksiyonunun

nX
i=1

xi
@f

@xi
= �f

Euler denkleminin sa¼glamas¬d¬r (Gelfand and Shilov 1958).

Tan¬m 2.24 (B�Konvolüsyon). Mutlak integrallenebilen f ve g fonksi-

yonlar¬için

(f � g)(x) = Cv
Z
R+n

f(y)T yx g(x)(

nY
i=1

y2vii )dy

integraline B�konvolüsyonu denir.

Tan¬m 2.25 (B�Konvolüsyon Cebiri). H 0
+ Schwartz da¼g¬l¬m uzay¬ol-

mak üzere f; g 2 H 0
+ ise f � g 2 H 0

+ d¬r. B� konvolüsyon operatörü H 0
+

uzay¬nda birleşme ve de¼gi̧sme özelli¼gine sahip ise H 0
+ ya B�konvolüsyon

cebiri denir. Ayr¬ca her hangi bir f için � � f = f d¬r. Benzer şekilde

D herhangi bir diferensiyel operatör olmak üzere D� � f = Df d¬r. Di¼ger

yandan B�konvolüsyonlar¬n türevi için

D(f � g) = Df � g = f �Dg

d¬r (Schwartz 1945).

Tan¬m 2.26 (Fourier Bessel dönüşümü). jvi� 1
2
(xiyi) (2.3) ile verilen

Bessel fonksiyonu olmak üzere, Fourier Bessel dönüşümü ve ters Fourier

Bessel dönüşümü

(FBf) (x) = Cv
R
R+n

f(y)

�
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy

�
F�1B f

�
(x) = (FBf) (�x)

şeklindedir. Burada

Cv =

 
nY
i=1

2vi�
1
2�

�
vi +

1

2

�!�1
d¬r (Kipriyanov 1964, 1967). Fourier Bessel dönüşümü için
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FB� (x) = 1 ve FB(f � g)(x) = FBf(x):FBg(x)

eşitlikleri do¼grudur. Şimdi FB� (x) = 1 eşitli¼ginin do¼gru oldu¼gunu göstere-

lim:

'(xi); xi 2 R+ test fonksiyonunun Fourier Bessel dönüşümünü

FB['(xi)] =
1

C�v

1Z
0

'(xi)jvi� 1
2
(xiyi)x

2vi
i dxi = �(yi)

ile gösterelim. Burada C�v = 2
vi� 1

2�
�
vi +

1
2

�
dir.

f(xi) mutlak integrallenebilen bir fonksiyon ve F (yi) de onun Fourier Bessel

dönüşümü

FB[f(xi)] =
1

C�v

1Z
0

f(xi)jvi� 1
2
(xiyi)x

2vi
i dxi = F (yi)

olsun. Her '(xi) test fonksiyonu için

< f; ' > =
1R
0

f(xi)'(xi)x
2vi
i dxi

= C�v

1R
0

�
1

C�v

1R
0

F (yi)jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i dyi

�
'(xi)x

2vi
i dxi

= C�v

1R
0

F (yi)

�
1

C�v

1R
0

'(xi)jvi� 1
2
(xiyi)x

2vi
i dxi

�
y2vii dyi

= C�v

1R
0

F (yi)�(yi)y
2vi
i dyi

= C�v < F (yi); �(yi) >

elde edilir. Bu eşitli¼ge Parseval eşitli¼gi denir. Buradan da

< F (yi); �(yi) >=
1

C�v
< f; ' > (2.7)

d¬r.
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f key�fonksiyon ve ' test fonksiyonu olmak üzere Fourier Bessel dönüşümü

için (2.7) Parseval eşitli¼gine denk olan

< FBf; ' >=< f; FB' > (2.8)

eşitli¼gini ele alal¬m. Şimdi (2.8) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndan hareketle

< f; FB ['(xi)] > = < f; �(yi) >

=
1R
0

f(yi)�(yi)y
2vi
i dyi

=
1R
0

f(yi)

�
1

C�v

1R
0

'(xi)jvi� 1
2
(xiyi)x

2vi
i dxi

�
y2vii dyi

=
1R
0

�
1

C�v

1R
0

f(yi)jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i dyi

�
'(xi)x

2vi
i dxi

=
1R
0

FB [f(yi)]'(xi)x
2vi
i dxi

=
1R
0

F (xi)'(xi)x
2vi
i dxi

= < F ; ' >

yaz¬l¬r. Böylece

< f; �(yi) >=< F ; ' >

veya

< f; FB' >=< FBf; ' >

elde edilir.

F�1B ters Fourier Bessel dönüşümü için (2.7) eşitli¼gi

< F�1B [F ] ; ' >= C�v < F ; FB' >

yaz¬l¬r.

Şimdi (2.7) eşitli¼ginde f yerine � y¬al¬rsak,

< FB�; �(yi) >=
1

C�v
< �; ' >=

1

C�v
'(0)
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olur. Buradan '(0); �(y) nin ters Fourier Bessel dönüşümü oldu¼gundan,

< FB�; �(yi) > = 1
C�v
C�v

1R
0

�(yi)jvi� 1
2
(0yi) y

2vi
i dyi

=
1R
0

�(yi)y
2vi
i dyi =< 1; �(yi) >

olur. Buradan da

FB� = 1

elde edilir. Di¼ger yandan da¼g¬l¬m anlam¬nda

FB[f � g] = < f � g; jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i >

=
1

C�v

1R
0

(f � g) (yi)jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i dyi

=
1

C�v

1R
0

�
1

C�v

1R
0

f(zi)T
zig(yi)z

2vi
i dzi

�
jvi� 1

2
(xiyi) y

2vi
i dyi

=
1

C�v

1R
0

f(zi)

�
1

C�v

1R
0

T zig(yi)jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i dyi

�
z2vii dzi

=
1

C�v

1R
0

f(zi)

�
1

C�v

1R
0

g(yi)T
zi

�
jvi� 1

2
(xiyi)

�
y2vii dy

�
z2vii dzi

=
1

C�v

1R
0

f(zi)

�
1

C�v

1R
0

g(y)jvi� 1
2
(xiyi) jvi� 1

2
(xizi) y

2vi
i dy

�
z2vii dz

=
1

C�v

1R
0

f(zi)

�
1

C�v

1R
0

g(yi)jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i dy

�
jvi� 1

2
(xizi) z

2vi
i dz

= FBg(xi)
1

C�v

1R
0

f(zi)jvi� 1
2
(xizi) z

2vi
i dzi

= FBf:FBg:

elde edilir. Burada T ziyi

�
jvi� 1

2
(xiyi)

�
= jvi� 1

2
(xiyi) jvi� 1

2
(xizi) özelli¼gi kul-

lan¬lm¬̧st¬r[Levitan 1951].
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Tan¬m 2.27 (B�konvolüsyonun özellikleri). f ve g mutlak integral-

lenebilen iki fonksiyon olmak üzere, B�konvolüsyonun aşa¼g¬daki özellikleri

vard¬r.

i. (f � g)(x) = (g � f)(x) d¬r. Bu eşitli¼gi şu şekilde gösterebiliriz. T yx
operatörünün eşlenik özelli¼ginden

(f � g)(x) = Cv
R
R+n

f(y)T yx g(x)(
nQ
i=1

y2vii )dy

= Cv
R
R+n

g(y)T yx f(x)(
nQ
i=1

y2vii )dy

= (g � f)(x)

elde edilir. Elde edilen bu eşitlik FB dönüşümü yard¬m¬yla do¼grudan gös-

terilebilir. Şimdi bu söyledi¼gimz tekni¼gi aşa¼g¬daki özellikte kullanal¬m.

ii. (f � g)(x) � h(x) = f(x) � (g � h)(x) d¬r. FB(f � g)(x) = FBf(x):FBg(x)

özelli¼ginden,

FB [(f � g) � h] (x) = FB(f � g)(x)FBh(x)

= FBf(x):FBg(x):FBh(x)

= FBf(x):FB(g � h)(x)

= FB [f � (g � h)] (x)

olur. Buradan da son eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n ters Fourier Bessel dönüşümünü

uygularsak verilen eşitlik elde edilir.
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iii. < f � g; h >=< f; g � h > d¬r. T yx operatörünün eşlenik özelli¼ginden,

< f � g; h > =
R
R+n

(f � g)(x)h(x)(
nQ
i=1

x2vii )dx

=
R
R+n

h(x)

"
Cv
R
R+n

T yx f(x)g(y)(
nQ
i=1

y2vii )dy

#
(
nQ
i=1

x2vii )dx

=
R
R+n

h(x)

"
Cv
R
R+n

f(y)T yx g(x)(
nQ
i=1

y2vii )dy

#
(
nQ
i=1

x2vii )dx

=
R
R+n

f(y)

"
Cv
R
R+n

h(x)T yx g(x)(
nQ
i=1

x2vii )dx

#
(
nQ
i=1

y2vii )dy

=
R
R+n

f(y)

"
Cv
R
R+n

g(x)T xy h(x)(
nQ
i=1

x2vii )dx

#
(
nQ
i=1

y2vii )dy

=
R
R+n

f(y) (g � h) (y)(
nQ
i=1

y2vii )dy

= < f; g � h >

bulunur.

f(x) ve g(y) sürekli fonksiyonlar olmak üzere direkt çarp¬m¬

h(z) = f(x)� g(y)

şeklinde tan¬mlan¬r. Direkt çarp¬m özellikle '1(x) ve '2(y) fonksiyon-

lar¬n¬n çarp¬m¬olan '(x; y) seklindeki basit bir fonksiyondur. Dolay¬s¬yla
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genelleştirilmi̧s fonksiyon tan¬m¬ndan

< f(x)� g(y); '1(x)'2(y) > = < f(x); < g(y); '1(x)'2(y) >>

= < f(x);

Z
g(y)'1(x)'2(y)(

nQ
i=1

y2vii )dy >

=

Z Z
f(x)g(y)'1(x)'2(y)(

nQ
i=1

x2vii )(
nQ
i=1

y2vii )dxdy

=

Z
f(x)'1(x)

�Z
g(y)'2(y)(

nQ
i=1

y2vii )dy

�
(
nQ
i=1

x2vii )dx

=

Z
f(x)'1(x) < g(y); '2(y) > (

nQ
i=1

x2vii )dx

= < f(x); '1(x) < g(y); '2(y) >>

= < f(x); '1(x) >< g(y); '2(y) >

yaz¬l¬r. Ayr¬ca direkt çarp¬m¬n

f(x)� g(y) = g(y)� f(x)

ve

f(x)� fg(y)� h(z)g = ff(x)� g(y)g � h(z)

şeklinde de¼gi̧sme ve birleşme özelli¼gi vard¬r. Di¼ger yandan f ve g mutlak

integrallenebilen iki fonksiyon ve h(x) = f(x) � g(x) olmak üzere T yx = T xy
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özelli¼ginden,

< h(x); '(x) > =

Z
h(x)'(x)(

nQ
i=1

x2vii )dx

=

Z
(f � g) (x)'(x)(

nQ
i=1

x2vii )dx

=

Z
(g � f) (x)'(x)(

nQ
i=1

x2vii )dx

=

Z
g(y)

�Z
'(x)T xy f(y)(

nQ
i=1

x2vii )dx

�
(
nQ
i=1

y2vii )dy

=

Z
g(y)

�Z
f(x)T xy '(y)(

nQ
i=1

x2vii )dx

�
(
nQ
i=1

y2vii )dy

=

Z Z
f(x)g(y)T xy '(y)(

nQ
i=1

x2vii )(
nQ
i=1

y2vii )dydx

= < f(x)� g(y); T yx'(x) >

yaz¬l¬r. Böylece,

< f(x) � g(x); '(x) >=< f(x)� g(y); T xy '(y) >

vard¬r. Buradan da < �(x); T xy '(y) >=< �(x); T yx'(x) >= '(y) özelli¼gi

kullan¬l¬rsa,

< �(x) � f(x); '(x) > = < f(x)� �(y); T xy '(y) >

= < f(x); < �(y); T xy '(y) >>

= < f(x); '(x) >

olur. Böylece da¼g¬l¬m anlam¬nda �(x) � f(x) = f(x) d¬r. Benzer şekilde D

türev operatörü olmak üzere D�(x) � f(x) = �(x) �Df(x) = Df(x) d¬r.

Teorem 2.28. Her homogen da¼g¬l¬m bir sönümlü da¼g¬l¬md¬r (Donoghue,

1969).
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Tan¬m 2.29. f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere,

Lp = Lp (Rn) =

�
f :
R
Rn
jf (x)jp dx <1; 1 � p <1

�
şeklinde tan¬mlanan Lp (Rn) uzay¬, mutlak de¼gerinin p. kuvvetleri integral-

lenebilen fonksiyonlar¬n cümlesidir.

Tan¬m 2.30. R+n = fx : x = (x1; x2; :::; xn) ; xn � 0g olmak üzere, v

pozitif bir parametre ve 1 � p <1 için, Lp;v uzay¬aşa¼g¬daki şekilde tan¬m-

lan¬r.

Lp;v =

8<:f (x) : kf (x)kp;v =
 R
R+n

jf (x)jp x2vn dx
! 1

p

<1

9=;
Tan¬m 2.31 (Diferensiyel Denklemlerin S¬n¬�and¬r¬lmas¬). ·Ikinci

mertebeden verilen

A(x; y)
@2u

@x2
+ 2B(x; y)

@2u

@x@y
+ C(x; y)

@2u

@y2
+D(x; y; u;

@u

@x
;
@u

@y
) = 0 (2.9)

diferensiyel denklem (x0; y0) noktas¬nda;

i. B2(x; y)�A(x; y)C(x; y) > 0 ise verilen (2.9) denklemi (x0; y0) noktas¬nda

Hiperboliktir.

ii. B2(x; y) � A(x; y)C(x; y) = 0 ise verilen (2.9) denklemi (x0; y0) nok-

tas¬nda Paraboliktir.

iii. B2(x; y) � A(x; y)C(x; y) < 0 ise verilen (2.9) denklemi (x0; y0) nok-

tas¬nda Eliptiktir.

E¼ger verilen denklemler tan¬ml¬oldu¼gu bölgenin tüm noktalar¬nda sa¼glan¬l¬y-

orsa bölgenin tamam¬nda hiperbolik, parabolik veya eliptiktir denir.

Şimdi u = u(x1; x2; :::; xn) ikinci mertebeden diferensiyellenebilir ve

aij = aij(x1; x2; :::; xn) olsun. Bu durumda

a11
@2u
@x21
+ a12

@2u
@x1@x2

+ :::+ a1n
@2u

@x1@xn

+a21
@2u

@x2@x1
+ a22

@2u
@x22
+ :::+ a2n

@2u
@x2@xn

...

+an1
@2u

@xn@x1
+ an2

@2u
@xn@x2

+ :::+ ann
@2u
@x2n

= f

(2.10)
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sistemine kaŗs¬l¬k gelen katsay¬lar¬n simetrik matrisi

A =

26666664
a11 a12 ::: a1n

a21 a22 ::: a2n
...

... :::
...

an1 an2 ::: ann

37777775
şeklindedir. Burada simetrik matrisi kanonik forma dönüştürelim. Bunun

için ilk olarak,

det(A� �I) =

������������

a11 � � a12 ::: a1n

a21 a22 � � ::: a2n
...

... :::
...

an1 an2 ::: ann � �

������������
= 0

determinant¬n çözümünden � özde¼gerleri elde edilir. Buradan da26666664
@2u
@�21

@2u
@�1@�2

::: @2u
@�1@�n

@2u
@�2@�1

@2u
@�22

::: @2u
@�2@�n

...
... :::

...
@2u

@�n@�1

@2u
@�n@�2

::: @2u
@�2n

37777775 :
26666664
�1 0 ::: 0

0 �2 ::: 0
...

... :::
...

0 0 ::: �n

37777775 = f

matrisi elde edilir. Böylece verilen (2.10) denkleminin kanonik formu

�1
@2u

@�21
+ �2

@2u

@�22
+ :::+ �n

@2u

@�2n
= f

şeklinde olur. Bu durumda

i. � lar¬n hepsi pozitif veya negatif ise verilen (2.10) denklemi Eliptiktir.

ii. � lar¬n en az biri negatif ise verilen (2.10) denklemi hiperboliktir.

iii. � lar¬n yar¬s¬ negatif yar¬s¬ pozitif ise verilen (2.10) denklemi ultra-

hiperboliktir.

iv. � lar¬n en az biri s¬f¬r ise verilen (2.10) denklemi paraboliktir.

Örnek 2.32.
@2u

@x2
+ 2

@2u

@x@y
+
@2u

@y2
= 0
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denklemini alal¬m. Bu denklemin kat say¬lar matrisi

A =

24 1 1

1 1

35
d¬r. Buradan da

det(A� �I) =

������ 1� � 1

1 1� �

������ = 0
determinant¬ndan �1 = 0 ve �2 = 2 oldu¼gundan verilen denklem parabolik-

tir.
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3. BESSEL D·IAMOND OPERATÖRÜNÜN ÇÖZÜMLER·I

� =
@2

@x21
+
@2

@x22
+ :::+

@2

@x2n

şeklindeki klasik Laplace operatörüne ba¼gl¬denklemlerin çeşitli temel çözüm-

leri bir çok yazar taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (örne¼gin, Gelfan ve Shilov 1958,

Kananthai 1997, 1999, 2000). Laplace operatörü yard¬m¬yla elde edilen

�mu = f

ve

L

�
@

@x1
; :::;

@

@xn

�
u(x1; :::; xn) = �(x1; :::; xn)

denklemlerinin çözümleri ilk olarak Gelfand ve Shilov taraf¬ndan ele al¬n-

m¬̧st¬r. Buna ilaveten, Kananthai bu L operatörünü

� =
�
@2

@x21
+
@2

@x22
+ :::+

@2

@x2p

�2
�
�

@2

@x2p+1
+ :::+

@2

@x2p+q

�2
; n = p+ q

şeklinde tan¬mlayarak Gelfand ve Shilov�un çözümleri yard¬m¬yla klasik �
diamond operatörüne ba¼gl¬ denklemlerin çözümlerini daha detayl¬ olarak

incelemi̧s ve bu çözümlerin Fourier dönüşümlerini ele alm¬̧st¬r. Yukar¬da

bahsetti¼gimiz yazarlar¬n çal¬̧smalar¬incelendi¼ginde daha genel bir operatör

tan¬mlanabilir mi ve çözümleri araşt¬r¬labilir mi sorusu akla gelebilir. Bu

bölümde , i̧ste böyle bir soruya cevap verece¼giz.

x 2 R+n ; vi > 0; i = 1; n ve

Bxi =
@2

@x2i
+
2vi
xi

@

@xi

Bessel operatörü olmak üzere, klasik diamond operatörünü

�B =
�
Bx1 +Bx2 + :::+Bxp

�2 � �Bxp+1 + :::+Bxp+q�2 ; p+ q = n
şeklinde tan¬mlayarak bu �B operatörünü Bessel diamond operatörü olarak
adland¬rd¬k. Daha genel olarak k�defa tekrarlanan Bessel diamond opera-

törü

�kB =
h�
Bx1 +Bx2 + :::+Bxp

�2 � �Bxp+1 + :::+Bxp+q�2ik ; p+ q = n
(3.1)
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şeklinde ifade edildi. Burada Bessel diamond operatörü için yap¬lan ad-

land¬rmalar ve tan¬mlamalar taraf¬m¬zdan yap¬lm¬̧st¬r.

�kB = (Bx1 +Bx2 + :::+Bxp �Bxp+1 � :::�Bxp+q)k; p+ q = n (3.2)

ve

�k
B = (Bx1 +Bx2 + :::+Bxp +Bxp+1 + :::+Bxp+q)

k; p+ q = n (3.3)

olmak üzere

�kB =

24� pP
i=1

Bxi

�2
�
 

p+qP
i=p+1

Bxi

!235k

=

"
pP
i=1

Bxi �
p+qP
i=p+1

Bxi

#k "
pP
i=1

Bxi +
p+qP
i=p+1

Bxi

#k

= �kB�k
B

şeklindedir. Burada �B ve �B operatörleri s¬ras¬yla Bessel ultra-hiperbolik

operatörü ve Laplace Bessel operatörü olarak adland¬r¬l¬r.

Bu bölümde

�kBu(x) =
mX
r=0

�rB�; �0B� = � (3.4)

şeklinde tan¬mlam¬̧s oldu¼gumuz denklemin elementer çözümünü araşt¬ra-

ca¼g¬z. Bunun için Fourier Bessel dönüşümünü, B-konvolüsyonunu, genel-

leştirilmi̧s fonksiyonlar¬, genelleştirilmi̧s fonksiyonlar¬n ve konvolüsyonlar¬n

özelliklerine ba¼gl¬olarak bunlar¬n Fourier Bessel dönüşümlerini kullanaca¼g¬z.

Lemma 3.1. 0 < � < n+ 2 jvj olmak üzere,

FB
�
jxj��

�
= 2

n+2jvj�2�
2 �

�
n+ 2 jvj � �

2

�h
�
��
2

�i�1
jxj��n�2jvj

eşitli¼gi da¼g¬l¬m anlam¬nda geçerlidir.

·Ispat. Lemman¬n ispat¬n¬göstermek için
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FB

�
e�rjxj

2
�
(y) = (2r)�(

n+2jvj
2 ) e�

jyj2
4r ; r > 0 ; x; y 2 R+n

eşitli¼ginin var oldu¼gunu göstermek yeterli olacakt¬r. Bundan dolay¬,

FB

�
e�rjxj

2
�
(y) = Cv

R
R+n

e�r(x
2
1+x

2
2+:::+x

2
n)

�
nQ
i=1

Jvi� 1
2
(xiyi)x

2vi
i

�
dx

= Cv
1R
0

e�rx
2
1Jv1� 1

2
(x1y1)x

2v1
1 dx1:::

1R
0

e�rx
2
nJvn� 1

2
(xnyn)x

2vn
n dxn

d¬r. Buradaki herbir integral için Gray(Gray 1931) taraf¬nda ispat¬verilen

1Z
0

e�rx
2
i Jvi� 1

2
(xiyi)x

2vi
i dxi =

�(vi +
1
2
)

2rvi+
1
2

e
�
y2i
4r

eşitli¼gi ve Cv �nün de¼gerini gözönünde bulundurursak,

FB

�
e�rjxj

2
�
(y) = (2r)�(

n+2jvj
2 ) e�

jyj2
4r

oldu¼gunu görürüz. Genelleştirilmi̧s(Da¼g¬l¬m) fonksiyonlar¬n¬n Fourier Bessel

dönüşümleri için bilinen

hFBf; 'i = hf; FB'i

eşitli¼ginden,

Z
R+n

e�rjxj
2

FB' (x)

�
nQ
i=1

x2vii

�
dx =

Z
R+n

FBe
�rjxj2' (x)

�
nQ
i=1

x2vii

�
dx

= (2r)�
n+2jvj

2

Z
R+n

e�
jxj2
4r ' (x)

�
nQ
i=1

x2vii

�
dx

yaz¬l¬r. Elde edilen bu son eşitli¼gin her iki yan¬n¬r
�
2
�1 ile çarparak r ye göre

0 dan 1 a kadar integraller ve integrallerin s¬ras¬n¬de¼gi̧stirirsek,
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Z
R+n

FB' (x)

0@ 1Z
0

r
�
2
�1e�rjxj

2

dr

1A� nQ
i=1

x2vii

�
dx

=

Z
R+n

' (x)

0@ 1Z
0

r
�
2
�1 (2r)�(

n+2jvj
2 ) e�

jxj2
4r dr

1A� nQ
i=1

x2vii

�
dx

oldu¼gunu görürüz. Di¼ger yandan

1Z
0

x��1e�xdx = � (�) oldu¼gundan,

�
��
2

�Z
R+n

jxj�� FB' (x)
�

nQ
i=1

x2vii

�
dx

= 2
n+2jvj�2�

2 �

�
n+ 2 jvj � �

2

�Z
R+n

' (x) jxj��n�2jvj
�

nQ
i=1

x2vii

�
dx

yazmak kolayd¬r. Bu eşitlik için, genelleştirilmi̧s fonksiyon tan¬m¬n¬kulla-

narak,



FB jxj�� ; '

�
=

�
2
n+2jvj�2�

2 �

�
n+ 2 jvj � �

2

��
�
��
2

���1
jxj��n�2jvj ; '

�
eşitli¼gini elde ederiz. genelleştirilmi̧s fonksiyon anlam¬nda iki fonksiyonun

eşit olmas¬tan¬m¬n¬kullan¬rsak,

FB jxj�� = 2
n+2jvj�2�

2 �

�
n+ 2 jvj � �

2

�h
�
��
2

�i�1
jxj��n�2jvj

sonucuna var¬r¬z. Bu da lemman¬n ispat¬d¬r.

Lemma 3.2. x 2 R+n için

�BE(x) = � (3.5)

denklemi verilmi̧s olsun. Bu durumda,

S2(x) =
2
n+2jvj�4

2 �
�
n+2jvj�2

2

�
nQ
i=1

2vi�
1
2�
�
vi +

1
2

� jxj2�n�2jvj

olmak üzere

E(x) = �S2(x) (3.6)
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eşitli¼gi ile verilen E(x), (3.5) denkleminin bir elementer çözümüdür.

·Ispat: (3.5) denkleminin her iki taraf¬n¬na Fourier Bessel dönüşümünü

uygularsak

FB�BE = FB� (3.7)

olur. (3.7) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬FB� = 1 d¬r. Di¼ger yandan (3.7) eşitli¼ginin

sol taraf¬

FB�BE(x) = Cv
R
R+n

(�BE(y))

�
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy

= Cv
R
R+n

�
nP
i=1

@2E(y)

@y2i

��
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy

+ Cv
R
R+n

�
nP
i=1

2vi
yi

@E(y)

@yi

��
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy

olur. Bu son eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ilk integrale k¬smi integrasyon meto-

dunu uygular ve E(y) 2 S+ oluşunu dikkate al¬rsak,
@2E(y)

@y2i
dy = dv için

@E(y)

@yi
= v

ve

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i = u için

 
2vi
yi
Jvi� 1

2
(xiyi) +

@jvi� 1
2
(xiyi)

@yi

!
y2vii dyi = du

dönüşümleri alt¬nda

FB�BE(x) = �Cv
R
R+n

�
nP
i=1

2vi
yi

@E(y)

@yi

��
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy

� Cv
R
R+n

nP
i=1

@E(y)

@yi

@

@yi

�
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy

+ Cv
R
R+n

�
nP
i=1

2vi
yi

@E(y)

@yi

��
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy

yaz¬l¬r. Buradan da

FB�BE(x) = �Cv
R
R+n

nP
i=1

@E(y)

@yi

@

@yi

�
nQ
i=1

Jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy
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olur. Bu son integral için tekrar k¬smi integrasyon uygulan¬rsa,

FB�BE(x) = Cv
R
R+n

E(y)

�
nP
i=1

Byi

�
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi)

��
y2vii dy

elde edilir. Bu integral ayn¬zamanda

FB�BE(x) = Cv
R
R+n

E(y)

�
nP
i=1

Byi

�
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi)

�
y2vii

�
dy

= Cv

 R
R+n

E(y)By1

�
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy + :::

+
R
R+n

E(y)Byn

�
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy

!

yaz¬l¬r. Di¼ger yandan Levitan (Levitan 1962)

1Z
0

E(y)Byijvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i dyi = �x2i

1Z
0

E(y)jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i dyi

eşitli¼ginin do¼grulu¼gunu göstermi̧stir. Bu eşitlik yard¬m¬yla elde edilen son

eşitlik,

FB�BE(x) = �(x21 + x22 + :::+ x2n)Cv
R
R+n

E(y)

�
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy

= � jxj2 FBE(x):

şeklinde yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla (3.7) eşitli¼gi k¬saca

FB�BE(x) = � jxj2 FBE(x) = 1

olur. Bu ise,

FBE(x) = � jxj�2

d¬r. Lemma 3.1 ve ters Fourier-Bessel dönüşümü yard¬m¬yla,

E(x) = �
2
n+2jvj�4

2 �
�
n+2jvj�2

2

�
nQ
i=1

2vi�
1
2�
�
vi +

1
2

� jxj2�n�2jvj (3.8)
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elde edilir. Bu da lemman¬n ispat¬d¬r.

Lemma 3.3. x 2 R+n için

�k
Bu(x) = � (3.9)

denklemi verilmi̧s olsun. Bu durumda,

S2k(x) =
2
n+2jvj�4k

2 �
�
n+2jvj�2k

2

�
nQ
i=1

2vi�
1
2�
�
vi +

1
2

�
�(k)

jxj2k�n�2jvj (3.10)

olmak üzere

u(x) = (�1)kS2k(x)

eşitli¼gi ile verilen u(x); (3.9) denkleminin bir elementer çözümüdür.

·Ispat. k = 1 için Lemma 3.2 den

�Bu(x) = �F�1B jxj2 FBu(x)

oldu¼gunu biliyoruz. k = 2 için FBF�1B = I oldu¼gunu gözönüne al¬rsak,

�2
Bu(x) = �B (�Bu(x))

= �B

�
�F�1B jxj2 FBu(x)

�
= (�1)2F�1B jxj2 FBF�1B jxj2 FBu(x)

= (�1)2F�1B jxj4 FBu(x)

d¬r. Benzer şekilde devam edilerek,

�k
Bu(x) = �B

�
�k�1
B u(x)

�
= (�1)F�1B jxj2 FB(�1)k�1F�1B jxj2k�2 FBu(x)

= (�1)kF�1B jxj2k FBu(x)
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yaz¬l¬r. Yine burada FB� = 1 oluşu kullan¬l¬rsa,

FBu(x) = (�1)k jxj�2k

eşitli¼gi elde edilir. Lemma 3.1 ve ters Fourier Bessel dönüşümünden

u(x) = (�1)k
2
n+2jvj�4k

2 �
�
n+2jvj�2k

2

�
nQ
i=1

2vi�
1
2�
�
vi +

1
2

�
�(k)

jxj2k�n�2jvj

olur.

Lemma 3.4.

V (x) = x21 + x
2
2 + :::+ x

2
p � x2p+1 � :::� x2p+q

ve

x 2 �+ =
�
x 2 R+n : x1 > 0; x2 > 0; :::; xn > 0 ve V (x) > 0

	
için

�kBu(x) = � (3.11)

denklemi verilmi̧s olsun. Bu durumda

Kn(2k) =
�
n+2jvj�1

2 �
�
2+2k�n�2jvj

2

�
�
�
1�2k
2

�
� (2k)

�
�
2+2k�p�2jvj

2

�
�
�
p+2jvj�2k

2

� (3.12)

için

R2k(x) =
V (

2k�n�2jvj
2

)

Kn(2k)
=
(x21 + x

2
2 + :::+ x

2
p � x2p+1 � :::� x2p+q)(

2k�n�2jvj
2

)

Kn(2k)
(3.13)

olmak üzere u(x) = R2k(x); (3.11) denkleminin bir elementer çözümüdür.

·Ispat. k = 1 için (3.11) denklemi

�Bu(x) = (Bx1 +Bx2 + :::+Bxp �Bxp+1 � :::�Bxp+q)u(x) = �

olur. Bu denklem için, Lemma 3.2 ve Fourier Bessel dönüşümünü gözönüne

al¬rsak,

FB�Bu(x) = FB(Bx1 +Bx2 + :::+Bxp �Bxp+1 � :::�Bxp+q)u(x) = FB�

= �(x21 + x22 + :::+ x2p � x2p+1 � :::� x2p+q)FBu(x) = 1
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yaz¬l¬r. Yine bu elde edilen eşitlik için Lemma 3.1 ve ters Fourier Bessel

dönüşümü kullan¬l¬rsa,

V (x) = x21 + x
2
2 + :::+ x

2
p � x2p+1 � :::� x2p+q

olmak üzere,

u(x) = �
2
n+2jvj�4

2 �
�
n+2jvj�2

2

�
nQ
i=1

2vi�
1
2�
�
vi +

1
2

� V (x) 2�n�2jvj2

yaz¬l¬r. Burada Gamma fonksiyonunun özellikleri kullan¬l¬rsa,

u(x) =
�
�
2+2�p�2jvj

2

�
�
�
p+2jvj�2

2

�
�
n+2jvj�1

2 �
�
4�n�2jvj

2

�
� (2k)

V (x)
2�n�2jvj

2

elde edilir.

k = 1 için

�Bu(x) = �F�1B V (x)FBu(x)

oldu¼gunu biliyoruz.

k = 2 için FBF�1B = I oldu¼gunu gözönüne al¬rsak,

�2Bu(x) = �B (�Bu(x))

= �B
�
�F�1B V (x)FBu(x)

�
= (�1)2F�1B V (x)FBF

�1
B V (x)FBu(x)

= (�1)2F�1B V 2(x)FBu(x)

olur. Benzer şekilde devam edilerek,

�kBu(x) = �B
�
�k�1B u(x)

�
= (�1)F�1B V (x)FB(�1)k�1F�1B V k�1(x)FBu(x)

= (�1)kF�1B V k(x)FBu(x)
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yaz¬l¬r. Burada FB� = 1 oluşu kullan¬l¬rsa,

� = (�1)kF�1B V k(x)FBu(x)

1 = (�1)kV k(x)FBu(x)

(�1)kV �k(x) = FBu(x)

elde edilir. Buradan da (�1)kV �k(x) = FBu(x) eşitli¼ginde Lemma 3.1 ve

Gamma fonksiyonunun özellikleri gözönüne al¬nd¬¼g¬nda,

u(x) =
�
�
2+2k�p�2jvj

2

�
�
�
p+2jvj�2k

2

�
�
n+2jvj�1

2 �
�
2+2k�n�2jvj

2

�
� (2k)

V (x)
2k�n�2jvj

2

elde edilir.

Lemma 3.5. R2k(x) ve S2k(x); (2k � n � 2 jvj): mertebeden homogen

da¼g¬l¬mlard¬r.

·Ispat. R2k(x) ve S2k(x) nin (2k � n� 2 jvj): mertebeden homogen da¼g¬l¬m

olmas¬için

(2k � n� 2 jvj)R2k(x) =
nX
i=1

xi
@R2k(x)

@xi

(2k � n� 2 jvj)S2k(x) =
nX
i=1

xi
@S2k(x)

@xi

38



eşitlikleri ile verilen Euler denklemlerini sa¼glamalar¬yeterlidir. Buna göre

nP
i=1

xi
@R2k(x)

@xi
=

1

Kn(2k)

nP
i=1

xi
@

@xi
(x21 + x

2
2 + :::+ x

2
p � x2p+1 � :::� x2p+q)(

2k�n�2jvj
2

)

=
(2k � n� 2 jvj)

Kn(2k)
(x21 + x

2
2 + :::+ x

2
p � x2p+1 � :::� x2p+q)(

2k�n�2jvj
2

�1)

� (x21 + x
2
2 + :::+ x

2
p � x2p+1 � :::� x2p+q)

=
(2k � n� 2 jvj)

Kn(2k)
(x21 + x

2
2 + :::+ x

2
p � x2p+1 � :::� x2p+q)(

2k�n�2jvj
2

)

= (2k � n� 2 jvj)R2k(x):

olur. Böylece R2k(x); (2k � n � 2 jvj): mertebeden homogen da¼g¬l¬md¬r.

Benzer şekilde S2k(x) de (2k � n� 2 jvj): mertebeden homogen da¼g¬l¬md¬r.

Lemma 3.6. R2k(x) ve S2k(x) birer sönümlü da¼g¬l¬md¬rlar.

·Ispat. K kompakt bir küme olmak üzere suppR2k = K � ��+ şeklinde

seçelim. O halde (Donoghue 1969) den R2k bir kompakt destekli(supportlu)

sönümlü da¼g¬l¬md¬r. Dolay¬s¬yla S2k(x) � R2k(x) da var ve S2k(x) � R2k(x)

bir sönümlü da¼g¬l¬md¬r:

Lemma 3.7. (Sönümlü da¼g¬l¬mlar¬n B�konvolüsyonlar¬) (3.10) ile

tan¬mlanan S2k(x) ve S2m(x) fonksiyonlar¬için,

S2k(x) � S2m(x) = S2k+2m(x) (3.14)

d¬r.

·Ispat. Lemma 3.1 ve Lemma 3.2 den

FBS2k(x) = � jxj�2k ve FBS2m(x) = � jxj�2m

olduklar¬n¬biliyoruz. BöyleceB-konvolüsyonu Fourier Bessel dönüşümü için

FB(f � g)(x) = FBf(x):FBg(x)
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özelli¼gi kullan¬l¬rsa,

FB (S2k(x) � S2m(x)) = FBS2k(x)FBS2m(x)

= jxj�2k�2m

yaz¬l¬r. Buradan da ters Fourier Bessel dönüşümünü yard¬m¬yla,

S2k(x) � S2m(x) = F�1B jxj�2k�2m

= C(v;m; k; n) jxj�2k�2m�n�2jvj

= S2k+2m(x)

elde edilir. Burada

C(v;m; k; n) =
2
n+2jvj�4(m+k)

2 �(n+2jvj�2(m+k)
2

)
nQ
i=1

2vi�
1
2�(vi +

1
2
)

şeklindedir.

m = k = 1 için (3.8) ve (3.14) eşitliklerinden,

E(x) � E(x) = (�S2(x)) � (�S2(x))

= (�1)2S2+2(x)

= S4(x)

olur. Bu dönüşüm alt¬nda tümevar¬m metodu kullan¬larak,

E(x) � E(x) � ::: � E(x)| {z }
k�kez

= (�1)kS2k(x) (3.15)

elde edilir.

Lemma 3.8. x 2 R+n için

�k
Bu(x) = � (3.16)
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denklemi verilmi̧s olsun. Bu durumda (3.10) eşitli¼gi ile tan¬mlanan S2k(x)

fonksiyonu için

u(x) = (�1)kS2k(x)

eşitli¼gi ile verilen u(x); (3.16) denkleminin bir elementer çözümüdür.

·Ispat. �k
Bu(x) = � denklemini � � u(x) = u(x) oldu¼gundan

�k
B� � u(x) = � (3.17)

şeklinde yazabiliriz. E(x) fonksiyonunu, (3.17) eşitli¼ginin her iki taraf¬na

B�konvolüsyon olarak uygularsak,

E(x) �
�
�k
B� � u(x)

�
= E(x) � �

(E(x) ��k
B�) � u(x) = E(x)

olur. Buradan da

(�BE(x) ��k�1
B �) � u(x) = E(x)

yaz¬l¬r. �BE(x) = � oldu¼gundan

(� ��k�1
B �) � u(x) = E(x)

d¬r. Böylece

(�k�1
B �) � u(x) = E(x)

olur. Yukardaki i̧slemiE(x) fonksiyonunun kendisiyle k�1 kezB�konvolüsyona

tabi tutulursa

� � u(x) = E(x) � E(x) � ::: � E(x)| {z }
k�times

yaz¬l¬r. Buradan da

u(x) = (�1)kS2k(x)

oldu¼gun görülür.
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Aşa¼g¬daki teoremlerin ispat¬na geçmeden önce yukarda elde etti¼gimizR2k(x)

ve (�1)kS2k(x) fonksiyonlar¬n¬nB�konvolüsyonlar¬n¬yeniden tan¬mlayal¬m.

2k � n+ 2 jvj olmas¬durumunda,

R2k(x) =
V (

2k�n�2jvj
2

)

Kn(2k)
=
(x21 + x

2
2 + :::+ x

2
p � x2p+1 � :::� x2p+q)(

2k�n�2jvj
2

)

Kn(2k)

ve

S2k(x) =
2
n+2jvj�4k

2 �
�
n+2jvj�2k

2

�
nQ
i=1

2vi�
1
2�
�
vi +

1
2

�
�(k)

jxj2k�n�2jvj

şeklinde tan¬mlamlanan R2k(x) ve (�1)kS2k(x) analitik fonksiyonlar olup

bu fonksiyonlar¬n,

(�1)kS2k(x) �R2k(x) (3.18)

B�konvolüsyonu vard¬r. Di¼ger yandan 2k < n + 2 jvj olmas¬durumunda

Lemma 3.6 dan R2k(x) ve (�1)kS2k(x) birer sönümlü da¼g¬l¬mlard¬r.

K bir kompakt küme ve ��+, �+ nin kapan¬̧s¬olmak üzere K � ��+ olsun.

suppR2k(x) = K olarak seçilsin. Bu durumda suppR2k(x) kompakt(kapal¬

ve s¬n¬rl¬) olur. Dolay¬s¬yla

(�1)kS2k(x) �R2k(x)

B�konvolüsyonu var ve Lemma 3.6 dan bu konvolüsyon bir sönümlü da¼g¬l¬md¬r.

Teorem 3.1. x 2 R+n için

�kBu(x) = � (3.19)

denklemi verilmi̧s olsun. Bu durumda

u(x) = (�1)kS2k(x) �R2k(x);

eşitli¼gi ile verilen u(x); (3.19) denkleminin bir tek elementer çözümüdür.

·Ispat. (3.19) denklemini

�kBu(x) = �kB�k
Bu(x) = �
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şeklinde yazabiliriz. Burada n çift (p çift ve q çift veya p tek ve q tek) için

�k
Bu(x) = R2k(x) (3.20)

oldu¼gundan, R2k(x) fonksiyonu�kB operatörünün bir tek elementer çözümüdür.
Böylece (3.20) denklemi B�konvolüsyon metodu ile

�k
B� � u(x) = R2k(x)

şeklinde yaz¬l¬r. Bu son eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬(�1)kS2k(x) fonksiyonu

ile B�konvolüsyona tabi tutarsak,

(�1)kS2k(x) �
�
�k
B� � u(x)

�
= (�1)kS2k(x) �R2k(x)

olur. Buradan da

�
(�1)kS2k(x) ��k

B�
�
� u(x) = (�1)kS2k(x) �R2k(x)

veya

�k
B

�
(�1)kS2k(x)

�
� u(x) = (�1)kS2k(x) �R2k(x)

olur. Lemma 3.8 den �k
B

�
(�1)kS2k(x)

�
= � oldu¼gundan

u(x) = (�1)kS2k(x) �R2k(x)

elde edilir.

Teorem 3.2. 0 < r < k için

�rB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
= (�1)k�rS2k�2r(x) �R2k�2r(x)

ve k � m için

�mB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
= �m�kB �

d¬r.

·Ispat. Teorem 3.1 den

�kB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
= �
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d¬r. Böylece

�k�rB �rB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
= �

veya

�k�rB � � �rB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
= � (3.21)

yaz¬l¬r. (3.21) eşitli¼ginin her iki taraf¬na (�1)k�rS2k�2r(x) �R2k�2r(x) fonk-

siyonunu B�konvolüsyonu anlam¬nda uygularsak,�
(�1)k�rS2k�2r(x) �R2k�2r(x)

�
�
�
�k�rB � � �rB

�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

��
=
�
(�1)k�rS2k�2r(x) �R2k�2r(x)

�
� �

yaz¬l¬r. Buradan da

�k�rB

�
(�1)k�rS2k�2r(x) �R2k�2r(x)

�
� �rB

�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
=
�
(�1)k�rS2k�2r(x) �R2k�2r(x)

�
� �

olur. Teorem 3.1 den

� � �rB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
=
�
(�1)k�rS2k�2r(x) �R2k�2r(x)

�
d¬r. Böylece 0 < r < k için

�rB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
= (�1)k�rS2k�2r(x) �R2k�2r(x)

elde edilir. Di¼ger yandan yine Teorem 3.1 den k � m için

�mB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
= �m�kB �kB

�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
= �m�kB �

elde edilir.

Teorem 3.3. n tek (p tek ve q çift) veya n çift (p tek ve q tek), cr sabit, �

Dirac-deltas¬ve �0B� = � olmak üzere

�kBu(x) =
mX
r=0

cr�rB� (3.22)
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lineer denklemi verilmi̧s olsun. O halde (3.22) denkleminin çözümleri k ve

m de¼gerleri aras¬ndaki ili̧skiye ba¼gl¬olacak şekilde aşa¼g¬da verilmi̧stir:

(1). m < k ve m = 0 ise

u(x) = c0(�1)kS2k(x) �R2k(x)

ile verilmi̧s u(x); (3.22) denkleminin bir elementer çözümü olup 2k < n+2 jvj

için bir adi fonksiyondur.

(2). 0 < m < k ise

u(x) =

mX
r=1

�
(�1)k�rS2k�2r(x) �R2k�2r(x)

�
ile verilmi̧s u(x); (3.22) denkleminin bir çözümü olup 2k � 2r � n + 2 jvj

için bir adi fonksiyon ve 2k � 2r < n+ 2 jvj için de bir sönümlü da¼g¬l¬md¬r.

(3). m � k ve k � n+ 2 jvj �M ise

u(x) =
MX
r=k

cr�r�kB �

ile verilmi̧s u(x); (3.22) denkleminin bir çözümü olup bu çözüm bir singüler

da¼g¬l¬md¬r.

·Ispat. (1) m = 0 için

�kBu(x) = c0�

d¬r. Teorem 3.1 den

u(x) = c0(�1)kS2k(x) �R2k(x)

d¬r. 2k � n + 2 jvj için (�1)kS2k(x) ve R2k(x) birer da¼g¬l¬md¬r. Ayr¬ca

(�1)kS2k(x) �R2k(x) şeklindeki B�konvolüsyonu var ve bu konvolüsyon da

bir da¼g¬l¬md¬r.

2k � n+ 2 jvj için (�1)kS2k(x) � R2k(x) nin bir adi fonksiyon oldu¼gunu

biliyoruz. Lemma 3.6 den 2k < n + 2 jvj için (�1)kS2k(x) � R2k(x) bir

sönümlü da¼g¬l¬md¬r. Dolay¬s¬yla c0(�1)kS2k(x) � R2k(x) var ve bu da bir

sönümlü da¼g¬l¬md¬r.
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(2). 0 < m < k için

�kBu(x) = c1�B� + c2�2B� + :::+ cm�mB � (3.23)

yaz¬l¬r. Buradan da (3.23) eşitli¼ginin her iki taraf¬na (�1)kS2k(x) � R2k(x)

fonksiyonunu B-konvolüsyon anlam¬nda uygularsak,

�kB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
� u(x)) = c1�B

�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
+ c2�2B

�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
...

+ cm�mB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
elde edilir. Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 den

u(x) = c1(�1)k�1S2k�2(x) �R2k�2(x)

+ c2(�1)k�2S2k�4(x) �R2k�4(x)
...

+ cm(�1)k�mS2k�2m(x) �R2k�2m(x)

=
mP
r=1

cr
�
(�1)k�rS2k�2r(x) �R2k�2r(x)

�
eşitli¼gi kolayca yaz¬l¬r.

(3). m � k ve k � m �M için

�kBu(x) = ck�kB� + ck+1�k+1B � + :::+ cM�MB � (3.24)

d¬r. Buradan da (3.24) eşitli¼ginin her iki taraf¬na (�1)kS2k(x) � R2k(x)

fonksiyonunu B-konvolüsyon anlam¬nda uygularsak,

�kB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
� u(x) = ck�kB

�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
+ ck+1�k+1B

�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
...

+ cM�MB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
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elde edilir. Son olarak, Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 den

u(x) = ck� + ck+1�B� + :::+ cM�M�k
B �

=
MP
r=k

cr�r�kB �

elde edilir.
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4. BESSELD·IAMONDOPERATÖRÜNÜNÇÖZÜMLER·IN·IN

FOUR·IER BESSEL DÖNÜŞÜMLER·I

Bu bölümde, Bessel operatörü yard¬m¬yla tan¬mlad¬¼g¬m¬z Bessel diamond

operatörünün ve çözümlerinin Fourier Bessel dönüşümlerini ele alaca¼g¬z.

Lemma 4.1(�kB� nin Fourier Bessel Dönüşümü). x 2 R+n için

kxk = (x21 + x22 + :::+ x2n)
1
2 olsun. Bu durumda��FB�kB��� � C� kxk2k (4.1)

eşitsizli¼gi vard¬r. Yani, FB�kB�; S
0
+ sönümlü da¼g¬l¬m uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬

ve süreklidir. Ayr¬ca ters Fourier-Bessel dönüşümü için

�kB� = C�F�1B
h�
x21 + x

2
2 + :::+ x

2
p

�2 � �x2p+1 + :::+ x2p+q�2ik
d¬r.

·Ispat. g(y) = �kB�(y) olmak üzere, Fourier Bessel dönüşümü yard¬m¬yla,

FB�kB�(x) = Cv
R
R+n

�kB�(y)
�

nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy

= Cv
R
R+n

�k
B�kB�(y)

�
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy

= Cv
R
R+n

�k
Bg(y)

�
nQ
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i

�
dy

= FB
�
�k
Bg
�
(x)

d¬r. k 2 N ve f 2 S+ için

FB(�
k
B)f = (�1)k jxj

2k FBf

d¬r (Y¬ld¬r¬m ve Sar¬kaya 2001). Böylece

FB�kB�(x) = Cv(�1)k jxj2k FBg(x)

= Cv(�1)k (x21 + :::+ x2n)
k
FB�kB�(x)
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yaz¬l¬r. Buraya kadar yap¬lanlara benzer olarak,

FB�kB�(x) = Cv(�1)k
�
x21 + :::+ x

2
p � x2p+1 � :::� x2p+q

�k
FB�(x)

elde edilir. FB�(x) = 1 oldu¼gundan,

FB�kB�(x) = Cv(�1)2k (x21 + :::+ x2n)
k �
x21 + :::+ x

2
p � x2p+1 � :::� x2p+q

�k
= Cv

h�
x21 + :::+ x

2
p

�2 � �x2p+1 + :::+ x2p+q�2ik
(4.2)

yaz¬l¬r. Buradan da��FB�kB��� = Cv
�
jx21 + :::+ x2nj

��x21 + :::+ x2p � x2p+1 � :::� x2p+q���k
� Cv (jx21 + :::+ x2nj)

2k

= Cv kxk4k

oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla, FB�kB�; S
0
+ üzerinde s¬n¬rl¬ve süreklidir.

(4.2) eşitli¼gine ters Fourier Bessel dönüşümünü uygularsak,

�kB� = C�F�1B
h�
x21 + x

2
2 + :::+ x

2
p

�2 � �x2p+1 + :::+ x2p+q�2ik
elde edilir.

Teorem 4.1((�1)kS2k(x) � R2k(x) nin Fourier Bessel Dönüşümü).

x 2 R+n olmak üzere

FB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
� C�M

d¬r. BuradaM pozitif reel bir sabittir. Yani, FB; S
0
+ sönümlü da¼g¬l¬m uzay¬

üzerinde s¬n¬rl¬ve süreklidir.

·Ispat. Lemma 3.8 den

�kB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
= �

veya

(�kB�) �
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
= � (4.3)
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yaz¬l¬r. (4.3) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n Fourier Bessel dönüşümünü al¬rsak,

FB
�
(�kB�) �

�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

��
= FB�(x)

Cv < (�kB�) �
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
;

nY
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i >= 1

elde ederiz. Buradan da B�konvolüsyonun özelliklerinden

Cv < (�kB�); <
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
;

nY
i=1

jvi� 1
2
(ziyi) y

2vi
i

nY
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i >>= 1

Cv <
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
;

nY
i=1

jvi� 1
2
(ziyi) y

2vi
i >< (�kB�);

nY
i=1

jvi� 1
2
(xiyi) y

2vi
i >= 1

FB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

� 1
Cv
FB(�kB�) = 1

olur. Lemma 4.1 den

FB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

� h�
x21 + x

2
2 + :::+ x

2
p

�2 � �x2p+1 + :::+ x2p+q�2ik = Cv
yaz¬l¬r. Buradan da

FB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
=

C�h�
x21 + x

2
2 + :::+ x

2
p

�2 � �x2p+1 + :::+ x2p+q�2ik
elde edilir. Böylece x = (x1; :::; xn) 2 �+ için��FB �(�1)kS2k(x) �R2k(x)��� = Cv

jx21 + x22 + :::+ x2nj
k
��x21 + :::+ x2p � x2p+1 � :::� x2p+q��k

(4.4)

olur. Dolay¬s¬yla
�
x21 + :::+ x

2
p � x2p+1 � :::� x2p+q

�
> 0 oldu¼gundan yete-

rince büyük xi ler ve yeterince büyük k için (4.4) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬s¬f¬ra

gider. Böylece (4.4) pozitif bir M say¬s¬ ile s¬n¬rl¬d¬r. Buda FB nin S
0
+

sönümlü da¼g¬l¬m uzay¬uzerinde s¬n¬rl¬ve sürekli oluşunu verir.

Teorem 4.2. k ve m negatif olmayan tam say¬lar ve FB; S
0
+ sönümlü

50



da¼g¬l¬m uzay¬uzerinde s¬n¬rl¬ve sürekli olmak üzere

FB
��
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
� [(�1)mS2m(x) �R2m(x)]

�
=

1

C�
FB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
FB [(�1)mS2m(x) �R2m(x)]

=
C���

x21 + x
2
2 + :::+ x

2
p

�2 � �x2p+1 + :::+ x2p+q�2�k+m
d¬r.

·Ispat. S2k(x) ve R2k(x) nin kompakt supporta sahip sönümlü da¼g¬l¬m

oluşlar¬gözönüne al¬n¬r ve Lemma 3.6 ve Lemma 3.7 kullan¬l¬rsa�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
� [(�1)mS2m(x) �R2m(x)]

= (�1)k+m [S2k(x) � S2m(x)] � [R2k(x) �R2m(x)]

= (�1)k+mS2(k+m)(x) �R2(k+m)(x)

(4.5)

yaz¬l¬r. Buradan da (4.5) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n Fourier Bessel dönüşümünü

al¬r ve Teorem 4.2 kullan¬rsak,

FB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
� [(�1)mS2m(x) �R2m(x)]

=
C�h�

x21 + x
2
2 + :::+ x

2
p

�2 � �x2p+1 + :::+ x2p+q�2ik+m

=
1

C�

C�h�
x21 + x

2
2 + :::+ x

2
p

�2 � �x2p+1 + :::+ x2p+q�2ik

� C�h�
x21 + x

2
2 + :::+ x

2
p

�2 � �x2p+1 + :::+ x2p+q�2im

=
1

C�
FB
�
(�1)kS2k(x) �R2k(x)

�
FB [(�1)mS2m(x) �R2m(x)]
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elde edilir. (�1)k+mS2(k+m)(x) � R2(k+m)(x) 2 S 0+ ve Teorem 2.2 den FB

s¬n¬rl¬ve S 0+ üzerinde süreklidir.
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5. B·ILEŞ·IK BESSEL ULTRA-H·IPERBOL·IK

DENKLEMLER·IN·IN ZAYIF ÇÖZÜMÜ

x 2 R+n ve

�kB = (Bx1 +Bx2 + :::+Bxp �Bxp+1 � :::�Bxp+q)k

olmak üzere genelleştirilmi̧s f fonksiyon için

�kBu(x) = f(x) (5.1)

denklemini gözönüne alal¬m.

Cr sabiti ile birlikte (5.1) denklemini

mX
r=0

Cr�rBu(x) = f(x); �0Bu(x) = u(x) (5.2)

şeklinde tan¬mlayal¬m. (5.2) denklemine bileşik Bessel ultra-hiperbolik denk-

lem ve bu denklemin çözümlerine zay¬f çözümler denir. Burada genelleş-

tirilmi̧s fonksiyonlar için B-konvolüsyonlar¬n özelliklerini kullanarak (5.2)

denkleminin zay¬f çözümlerini elde edece¼giz.

Lemma 5.1(Sönümlü Da¼g¬l¬mlar¬n B-konvolüsyonlar¬).

a) u(x) herhangi bir sönümlü da¼g¬l¬m olmak üzere,

(�kB�) � u(x) = �kBu(x) (5.3)

d¬r.

b) R2k(x) ve R2m(x); (3.13) deki gibi tan¬ml¬fonksiyonlar olsun. Bu du-

rumda

R2k(x) �R2m(x)

B-konvolüsyonu var ve bu konvolüsyon bir sönümlü da¼g¬l¬md¬r.

c) R2k(x) ve R2m(x); (3.13) deki gibi tan¬ml¬fonksiyonlar olsun. Bu du-

rumda k ve m negatif olmayan tamsay¬lar olmak üzere

R2k(x) �R2m(x) = R2k+2m(x)
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d¬r.

d) R2k(x) ve R2m(x); (3.13) deki gibi tan¬ml¬fonksiyonlar olsun. E¼ger

R2k(x) �R2m(x) = �

ise bu durumda H 0
+; B�konvolüsyon cebirinde R2k(x); R2m�n¬n tersidir ve

R2k(x) = R
�1
2m(x)

ile tan¬mlan¬r. Ayr¬ca R�12m(x) tektir.

·Ispat. a) ·Ilk olarak k = 1 için (5.3) eşitli¼ginin oldu¼gunu gösterelim.

�B�(x) =
pX
i=1

�
@2�

@x2i
+
2vi
xi

@�

@xi

�
�

p+qX
j=p+1

�
@2�

@x2j
+
2vj
xj

@�

@xj

�
; p+ q = n

ve '(x); S+ Schwartz uzay¬nda bir test fonksiyonu olsun. Bu durumda

B�konvolüsyonun özellikleri ve < �(y); T x'(y) >= '(x) den,

< �B� � u(x); '(x) > = < u(x) ��B�; '(x) >

= < u(x); < �B�(y); T y'(x) >>

= < u(x); < �(y);�BT y'(x) >>

= < u(x); < �(y); T y (�B') (x) >>

= < u(x);�B'(x) >

= < �Bu(x); '(x) >

elde edilir. Buradan da

�B� � u(x) = �Bu(x)

yaz¬l¬r. Benzer şekilde her hangi bir k 2 N için

�kB� � u(x) = �kBu(x)
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elde edilir.

b) Lemma 3.5 den R2k ve R2m birer sönümlü da¼g¬l¬md¬r. ��+; �+ n¬n ka-

pan¬̧s¬ ve K kompakt bir küme olmak üzere suppR2k = K � ��+ olarak

seçelim. (Donoghue, 1969) dan R2k kompakt destekli sönümlü da¼g¬l¬m olup

R2k(x) �R2m(x) var ve bu konvolüsyonda bir sönümlü da¼g¬l¬md¬r.

c)

�k+mB u(x) = �

denklemini gözönüne alal¬m. Lemma 3.4 den

u(x) = R2k+2m(x)

yaz¬l¬r. Her hangi bir negatif olmayan m tam say¬s¬için

�k+mB u(x) = �kB�mBu(x) = �

d¬r. Lemma 3.4 den

�mBu(x) = R2k(x) (5.4)

olur. Buradan da (5.4) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬R2m(x) fonksiyonu ile

B�konvolüsyonuna tabi tutulursa,

R2m(x) ��mBu(x) = R2k(x) �R2m(x)

veya

�mBR2m(x) � u(x) = R2k(x) �R2m(x)

elde edilir. Böylece Lemma 3.4 den�mBR2m(x) = � oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa,

� � u(x) = R2k(x) �R2m(x)

olur. Bu da,

u(x) = R2k(x) �R2m(x)

demektir. u(x) = R2k+2m(x) oldu¼gundan

R2k(x) �R2m(x) = R2k+2m(x)
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elde edilir.

d) R2k(x) ve R2m(x) kompakt supportlu sönümlü da¼g¬l¬m olduklar¬ndan,

R2k(x) ve R2m(x) H 0
+ uzay¬n¬n elemanlar¬d¬r. O halde

R2k(x) �R2m(x) = �

oldu¼gundan Zemanain(Zemanain 1965) den R2k(x) = R�12m(x) bir tek ters-

tir.

Lemma 5.2. R2k(x) ve Kn;v(2k) s¬ras¬yla (3.13) ve (3.12) ile tan¬mlanm¬̧s

olsun. Bu durumda

a)

Kn;v(2k + 2) = 2k(2k + 2� n� 2 jvj)Kn;v(2k)

d¬r.

b) k ve m negatif olmayan tamsay¬lar olmak üzere

�kBR2m(x) = R2m�2k(x)

d¬r:

c) k negatif olmayan tamsay¬olmak üzere

R�2k(x) = �kB�(x)

d¬r.

·Ispat. a) (3.12) den

Kn;v(2k + 2) =
�
n+2jvj�1

2 �
�
4+2k�n�2jvj

2

�
�
��1�2k

2

�
� (2k + 2)

�
�
4+2k�p�2jvj

2

�
�
�
p+2jvj�2k�2

2

�

=
�
n+2jvj�1

2
2+2k�n�2jvj

2
�
�
2+2k�n�2jvj

2

�
�2
1+2k

�
�
1�2k
2

�
2k(2k + 1)� (2k)

2+2k�p�2jvj
2

�
�
2+2k�p�2jvj

2

�
2

p+2jvj�2k�2�
�
p+2jvj�2k

2

�

= 2k(2k + 2� n� 2 jvj)Kn;v(2k)

elde edilir.
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b) Lemma 5.1 in (c) k¬sm¬yard¬m¬yla

� �R2m(x) = R2k(x) �R2m�2k

�kBR2k(x) �R2m(x) = R2k(x) �R2m�2k

R2k(x) ��kBR2m(x) = R2k(x) �R2m�2k

olur. Buradan da Fourier Bessel dönüşümü yard¬m¬yla

�kBR2m(x) = R2m�2k

eşitli¼gi yaz¬l¬r.

c) m = k için Lemma 5.2 n¬n (b) k¬sm¬yard¬m¬yla

�kBR2k(x) = R0 ; � = R0

yaz¬l¬r. m = 0 için Lemma 5.2 n¬n (b) k¬sm¬yard¬m¬yla

�kBR0 = R�2k(x)

veya

�kB� = R�2k(x)

elde edilir.

Teorem 5.1. x 2 R+n ; f bir sönümlü da¼g¬l¬m, n tek ve Cr sabit olmak üzere
mX
r=0

Cr�rBu(x) = f(x) (5.5)

bileşik Bessel ultra-hiperbolik denklemi verilmi̧s olsun. Bu durumda

w(x) = Cm�1 + Cm�2
V

2(4�n�2jvj)
+ Cm�3

V 2

2:4(4�n�2jvj)(6�n�2jvj)
+ ::::

+ C0
V m�1

2:4:6::::2(m�1)(4�n�2jvj)(6�n�2jvj):::(2m�n�2jvj)
;

(5.6)

V = x21 + x
2
2 + :::+ x

2
p � x2p+1 � :::� x2p+q
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ve (CmR0(x) � w(x)R2(x))��1 ; CmR0(x)�w(x)R2(x) nin tersi olmak üzere,

u(x) = f(x) �R2m(x) � (CmR0(x) � w(x)R2(x))��1 (5.7)

şeklindeki u(x) fonksiyonu (5.5) denkleminin bir tek zay¬f çözümüdür.

·Ispat. Lemma 5.1 in (a) k¬sm¬yard¬m¬yla, (5.5) demklemini�
Cm�mB � + Cm�1�m�1B � + :::+ C1�B� + C0�

�
� u = f(x) (5.8)

şeklinde yazabiliriz. (5.8) denkleminin her iki taraf¬R2m(x) fonksiyonu ile

B�konvolüsyonu anlam¬nda i̧sleme tabi tutarsak,�
Cm�mBR2m + Cm�1�m�1B R2m + :::+ C1�BR2m + C0R2m

�
� u = f(x) �R2m

yaz¬l¬r. Lemma 3.4 ve Lemma 5.2 n¬n (c) k¬sm¬yard¬m¬yla�
Cm� + Cm�1R2(x) + Cm�2R4(x) + :::+ C1R2(m�1)(x) + C0R2m(x)

�
�u = f(x)�R2m
(5.9)

olur. Lemma 5.2 n¬n (a) k¬sm¬ndan

R4(x) =
V

4�n�2jvj
2

Kn(4)

= R2(x)
V

2(4� n� 2 jvj)Kn(2)

d¬r. Benzer şekilde

R6(x) =
V

6�n�2jvj
2

Kn(6)

= R4(x)
V

4(6� n� 2 jvj)

= R2(x)
V 2

2:4(4� n� 2 jvj)(6� n� 2 jvj)

R8(x) = R2(x)
V 3

2:4:6(4� n� 2 jvj)(6� n� 2 jvj)(8� n� 2 jvj)
::: ::: ::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

R2m(x) = R2(x)
V m�1

2:4:6(4� n� 2 jvj)(6� n� 2 jvj)(8� n� 2 jvj)::::(2m� n� 2 jvj)
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elde edilir. Böylece (5.6) daki w(x) fonksiyonu elde edilir. Buradan da n

nin tek olmas¬durumunda, w(x) sürekli ve sonsuz diferensiyellenebilirdir.

R2(x) kompakt destekli sönümlü da¼g¬l¬m oldu¼gundan, w(x)R2(x) de kom-

pakt destekli sönümlü da¼g¬l¬m ve dolay¬s¬yla

CmR0(x) � w(x)R2(x)

konvolüsyonu vard¬r. Lemma 5.1(d) den CmR0(x) � w(x)R2(x) n¬n bir tek

tersi var ve bu ters (CmR0(x) � w(x)R2(x))��1 d¬r:

(5.9) eşitli¼gi

(CmR0(x) � w(x)R2(x)) � u(x) = f(x) �R2m(x); R0 = � (5.10)

şeklinde yaz¬l¬r. Buradan da (5.10) denkleminin her iki taraf¬(CmR0(x) � w(x)R2(x))��1

ile B�konvolüsyona tabi tutulursa,

u(x) = f(x) �R2m � (CmR0(x) � w(x)R2(x))��1

elde edilir.

Bu eşitlikte R2m(x) bir tek, Lemma 5.1(d) den (CmR0(x) � w(x)R2(x))��1

de bir tek ve n tek boyutlu oldu¼gundan, u(x) zay¬f çözümü de bir tektir.
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6. R·IESZ BESSEL D·IAMOND ÇEK·IRDE¼G·IN·IN

B-KONVOLÜSYONU

Birinci bölümde, �kBu(x) = � denkleminin çözümleri olan u(x) = (�1)kS2k(x)�
R2k(x) konvolüsyonunu

Tk(x) = (�1)kS2k(x) �R2k(x) (6.1)

şeklinde tan¬mlayal¬m ve Tk(x) i Riesz Bessel diamond çekirde¼gi olarak ad-

land¬r¬l¬r. Bu bölümde, tan¬mlanan Tk(x) çekirde¼gi için

Tk(x) � Tm(x)

konvolüsyonunun var oldu¼gu ve bununla birlikte Tk(x) n¬n tersinin T�1k

oldu¼gu elde edilecek.

Teorem 6.1. Tk(x); (6.1) ile tan¬ml¬Riesz Bessel diamond çekirde¼gi olsun.

Bu durumda Tk(x) sönümlü da¼g¬l¬m ve negatif olmayan r için r < k olmak

üzere

Tk(x) = Tk�r(x) � Tr(x)

d¬r. Bununla birlikte e¼ger ` = k � r; n = r ise, `+ n = k için

T`+n(x) = T`(x) � Tn(x)

d¬r.

Proof. Lemma 3.5 den

Tk(x) = (�1)kS2k(x) �R2k(x)

bir sönümlü da¼g¬l¬md¬r. Böylece, �kBTk(x) = � den r < k için

�rB�k�rB Tk(x) = �

yaz¬l¬r. Teorem 3.1 den

�k�rB Tk(x) = (�1)rS2r(x) �R2r(x) (6.2)
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yaz¬l¬r. (6.2) eşitli¼ginin her iki taraf¬(�1)k�rS2k�2r(x)�R2k�2r(x) ileB�konvolüsyona

tabi tutulursa,�
(�1)k�rS2k�2r(x) �R2k�2r(x)

�
� �k�rB Tk(x)

=
�
(�1)k�rS2k�2r(x) �R2k�2r(x)

�
� [(�1)rS2r(x) �R2r(x)]

(6.3)

veya

�k�rB

�
(�1)k�rS2k�2r(x) �R2k�2r(x)

�
� Tk(x)

= (�1)k [S2k�2r(x) � S2r(x)] � [R2k�2r(x) �R2r(x)]

olur. S2k(x) ve R2k(x) sönümlü da¼g¬l¬m ve H 0
+ uzay¬n¬n elemanlar¬d¬r.

Lemma 3.3 ve Teorem 3.1 den

� � Tk(x) = (�1)kS2k(x) �R2k(x)

Tk(x) = (�1)kS2k(x) �R2k(x)

olur. (6.3) den

Tk(x) = Tk�r(x) � Tr(x)

elde edilir. Şimdi, ` = k � r; n = r al¬rsa,

T`(x) � Tn(x) = T`+n(x) = Tk(x)

elde edilir.

Teorem 6.2. Tk(x); (6.1) ile tan¬ml¬Riesz Bessel diamond çekirde¼gi olsun.

Bu durumda Tm(x); H 0
+ n¬n eleman¬d¬r ve

Tm(x) � T�1m = T�1m � Tm(x) = �

olacak şekilde Tm(x) nin T�1m tersi vard¬r.

·Ispat. Lemma 3.5 den

Tk(x) = (�1)kS2k(x) �R2k(x)
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bir sönümlü da¼g¬l¬md¬r. Dolay¬s¬yla S2k(x) ve R2k(x) kompakt destekli-

lerdir. Buradan da S2k(x) ve R2k(x) fonksiyonlar¬H 0
+ n¬n elemanlar¬d¬r.

Lemma 5.1 in (c) k¬sm¬yard¬m¬yla

Tm(x) � T�1m = T�1m � Tm(x) = �

olacak şekilde Tm(x) nin bir tek T�1m tersi vard¬r.
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EKLER

1. Bessel diamond ve Bessel ultra-hiperbolik operatörlerinin tan¬mlar¬bu

çal¬̧smada ilk olarak ifade edilmi̧stir.

2. S¬ras¬yla üçüncü ve dördüncü bölümlerde

�kB =
h�
Bx1 +Bx2 + :::+Bxp

�2 � �Bxp+1 + :::+Bxp+q�2ik ; p+ q = n
operatörü yard¬m¬yla elde edilen denklemlerin ve bu denklemlerin Fourier

Bessel dönüşümleri ile ilgili yap¬lan çal¬̧smalar "Proceedings of the Indian

Academy of Sciences � Mathematical Sciences" isimli dergide yay¬nlan-

m¬̧st¬r.

3. Beşinci bölümde

mX
r=0

Cr�rBu(x) = f(x); �0Bu(x) = u(x)

tipindeki bileşik Bessel ultra-hiperbolik denklemin zay¬f çözümleri üzerine

yap¬lan çal¬̧sma "Applied Mathematics and Computation" isimli dergide

yay¬nlanm¬̧st¬r.

4. Alt¬nc¬bölümde

Tk(x) = (�1)kS2k(x) �R2k(x)

Riesz Bessel diamond çekirde¼ginin B�konvolüsyonu ile ilgil yap¬lan çal¬̧sma

yay¬n için gönderilmi̧stir.
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