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Bu çal¬̧smada, zaman skalas¬nda
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şeklindeki Hardy-Knopp tipli integral eşitsizli¼gi ve
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şeklindeki 2-boyutlu Hardy-Knopp tipli integral eşitsizli¼gi elde edilmi̧stir. Daha

sonra zaman skalas¬nda birden fazla fonksiyon içeren Hardy integral eşitsizli¼gi

ifade ve ispat edilmi̧stir.

Son bölümde, zaman skalas¬nda Young, Hölder, Minkowski ve Jensen eşit-

sizlikleri ilk olarak r-türev, daha sonra ��-türev kullan¬larak elde edilmi̧stir.
Dolay¬s¬yla ��-türev kullanarak elde edilen Young, Hölder, Minkowski ve Jensen
eşitsizlikleri zaman skalas¬nda yeni genelleştirmelerdir.
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In this study we obtained Hardy-Knopp-type integral inequality
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and two-dimensional Hardy-Knopp-type integral inequality
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on time scales. Then we stated and proved that Hardy integral inequality

involving several functions on time scales.

In the last part we study Young�s inequality, Hölder�s inequality, Minkowski�s

inequality and Jensen�s inequality �rst using nabla integral and later diamond-

� integral on time scales. Consequently we obtained new generalizations of

Young, Hölder, Minkowski and Jensen inequalities using ��-derivative on time
scales.
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1. G·IR·IŞ

Son zamanlar¬n dikkat çeken yeni çal¬̧smalar¬ndan birisi de zaman skalas¬

teosidir. Zaman skalas¬1988 y¬l¬nda Stefan Hilger taraf¬ndan ortaya at¬lm¬̧st¬r.

Stefan Hilger diskret analiz ile sürekli analizi bir çat¬alt¬nda birleştirmek

amac¬yla bu teoriyi ortaya atm¬̧st¬r. Bunun için de her ikisini kapsayan bir

küme alm¬̧st¬r ve bu kümeye zaman skalas¬demi̧stir. Daha sonra da örnek-

lerde görece¼giz ki zaman skalas¬n¬reel say¬lar ald¬¼g¬m¬zda sürekli analiz ile,

tam say¬lar ald¬¼g¬m¬zda ise diskret analiz ile çak¬̧smaktad¬r.

Reel say¬lar¬n boştan farkl¬kapal¬alt kümesine zaman skalas¬denir ve T ile

gösterilir. R, Z, N, N0; Cantor kümesi gibi R nin kapal¬alt kümeleri birer

zaman skalas¬d¬r. Fakat, Q, R=Q, C, (0; 1) birer zaman skalas¬ de¼gildir.

Hemen akl¬m¬za neden �kapal¬alt kümeler�diye bir soru gelebilir. Bunun

sebebi reel say¬lar¬n aç¬k alt kümelerinin y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n hepsini içer-

memesidir.

Sürekli analizdeki ve diskret analizdeki hemen hemen her şey örne¼gin süreklilik,

türev, integral, s¬n¬r de¼ger problemi ve tümevar¬m gibi kavramlar zaman

skalas¬nda tekrar tan¬mlanm¬̧st¬r. Buradan da anlaş¬laca¼g¬gibi zaman skalas¬

bildiklerimizi daha genele taş¬m¬̧st¬r. Yani zaman skalas¬nda T = R ve

T = Z birer özel haldir. K¬saca s¬çrama operatörlerinin tan¬mlar¬ ile bu

durumlar¬örneklendirebiliriz. T bir zaman skalas¬olsun. � : T! T bir

operatör ve t 2 T; t < maxT için �(t) := inf fs 2 T : s > tg ile � ileri

s¬çrama operatörü tan¬mlan¬r. � : T! T bir operatör ve t 2 T; t > minT

için �(t) := sup fs 2 T : s < tg ile � geri s¬çrama operatörü tan¬mlan¬r. E¼ger

t < �(t) ise t noktas¬na sa¼g-yay¬lm¬̧s nokta, e¼ger �(t) = t ise t noktas¬na sa¼g-

yo¼gun nokta, e¼ger �(t) < t ise t noktas¬na sol-yay¬lm¬̧s nokta, e¼ger �(t) = t

ise t noktas¬na sol-yo¼gun nokta denir. E¼ger burada özel olarak; T = R

al¬n¬rsa, her t 2 T için �(t) = t = �(t) olur. Di¼ger yandan, her t 2 T için

T = Z al¬n¬rsa, �(t) = t+ 1 ve �(t) = t� 1 olur.

Zaman skalas¬ diferensiyel ve fark denklemlerini birlikte ifade etmemizi
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sa¼glar. R de tan¬ml¬diferensiyel denklemler veya Z de tan¬ml¬ fark den-

klemleri için bir sonuç vermek yerine, reel say¬lar kümesinin kapal¬bir alt

kümesi olan T zaman skalas¬nda tan¬mlanan genel bir dinamik denklem göz

önüne al¬nabilir. Bu nedenle zaman skalas¬sadece R ve Z için de¼gil ayn¬

zamanda mümkün di¼ger uzaylar için de sonuç verme imkan¬ sa¼glar. Son

zamanlarda qN0 da tan¬mlanan q-fark denklemlerine dikkat çekilmi̧stir.

Dinamik denklemler üzerine odaklanm¬̧s olan zaman skalas¬çal¬̧smalar¬n¬n

ço¼gunda, başlang¬ç de¼ger problemlerini çözmek için Laplace dönüşümümetodu

kullan¬lm¬̧st¬r. Z için Z-dönüşümü ile R için Laplace dönüşümü Hilger

taraf¬ndan zaman skalas¬nda ortak bir dönüşümle birleştirilmi̧stir. Fakat bu

dönüşüm çok özel zaman skalalar¬için geçerlidir. Bu zaman skalalar¬n¬kul-

lanmak oldukça zordur. Daha sonra M. Bohner ve A. Peterson bu dönüşümü

geli̧stirerek zaman skalalar¬nda daha geni̧s kullan¬m alanlar¬sa¼glam¬̧slard¬r.

M. Bohner ve G. Guseinnov, zaman skalas¬nda genelleştirilmi̧s integraller

ve iki katl¬integraller üzerinde yapm¬̧s olduklar¬tan¬mlamalarla bu alanda

çal¬̧sma imkan¬n¬geni̧sletmi̧slerdir.

·Integral eşitsizlikleri analiz ve uygulamalar¬nda önemli bir rol oynar. Bu

integral eşitsizliklerinden biri de Hardy integral eşitsizli¼gidir. M. Bohner

ve A. Peterson taraf¬ndan baz¬temel integral eşitsizliklerinin zaman skalas¬

versiyonlar¬elde edilmi̧stir. Zaman skalas¬nda elde edilen Gronwall, Hölder,

Minkowski, Jensen, Opial ve Lyapunov eşitsizlikleri dinamik eşitsizlikler

başl¬¼g¬alt¬na al¬nm¬̧st¬r. Bu eşitsizliklerle ilgili zaman skalas¬nda bir çok

çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r.

Hardy integral eşitsizli¼gi analiz ve uygulamalar¬nda önemli bir role sahip-

tir. Hardy integral eşitsizli¼gi, 1920 y¬l¬nda G. H. Hardy taraf¬ndan ifade

ve ispat edilmi̧stir. Zaman skalas¬nda Hardy integral eşitsizli¼gi, Pavel µRe-

hák taraf¬ndan 2004 y¬l¬nda ispatlanm¬̧s ve ayn¬ zamanda bu eşitsizli¼gin

yar¬-lineer dinamik denklemlere uygulamalar¬ verilmi̧stir. Özellikle 1988

y¬l¬ndan sonra Hardy integral eşitsizli¼gi ile ilgili çal¬̧smalar yo¼gunlaşm¬̧st¬r.
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B. Yang taraf¬ndan Hardy integral eşitsizli¼ginin yeni genelleştirmeleri elde

edilmi̧stir. 2003 y¬l¬nda, A. µCiµzme�ija, J. Peµcaríc ve L.-E. Persson taraf¬ndan

kuvvetlendirilmi̧s Hardy integral eşitsizli¼gi ifade ve ispat edilmi̧stir.

Bu çal¬̧smada zaman skalas¬nda kuvvetlendirilmi̧s Hardy integral eşitsizli¼gi

ifade ve ispat edildi. Ayr¬ca 2005 y¬l¬nda S. Kaijser taraf¬ndan ifade ve

ispat edilen n -boyutlu Hardy integral eşitsizli¼ginin zaman skalas¬versiyonu

2-boyutlu olarak; 2006 y¬l¬nda L. Bougo¤a taraf¬ndan elde edilen birden

fazla fonksiyon içeren Hardy integral eşitsizli¼gi zaman skalas¬nda ifade ve

ispat edildi.

Tezin son bölümünde ise zaman skalas¬nda Young, Hölder, Minkowski, Jensen

eşitsizlikleri ilk olarak r-türev, daha sonra ��-türev kullanarak elde edildi.
��-türev, � ve r türevlerin lineer kombinasyonu olarak tan¬mlanm¬̧st¬r.

Dolay¬s¬yla ��-türev kullanarak elde edilen Young, Hölder, Minkowski, Jensen
eşitsizlikleri zaman skalas¬nda yeni genelleştirmelerdir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çal¬̧smam¬z için gerekli olan tan¬mlar, teoremler, baz¬eşitsiz-

likler ve temel özellikler verilecektir.

Tan¬m 2.1: Reel say¬lar¬n boş olmayan kapal¬ bir alt kümesine zaman

skalas¬denir ve T ile gösterilir.

Tan¬m 2.2: T bir zaman skalas¬olsun. t 2 T için

�(t) := inf fs 2 T : s > tg

şekinde tan¬ml¬� : T! T operatörüne ileri s¬çrama operatörü denir.

Tan¬m 2.3: T bir zaman skalas¬olsun. t 2 T için

�(t) := sup fs 2 T : s < tg

şekinde tan¬ml¬� : T! T operatörüne geri s¬çrama opetatörü denir.

Tan¬m 2.4: T bir zaman skalas¬olsun. t 2 T için

�(t) := �(t)� t ve �(t) := t� �(t)

fonksiyonlar¬na graininess fonksiyonu denir.

Tan¬m 2.5: E¼ger �(t) > t ise t noktas¬na sa¼g-yay¬lm¬̧s nokta, e¼ger �(t) < t

ise t noktas¬na sol-yay¬lm¬̧s nokta denir. E¼ger bir nokta hem sa¼g-yay¬lm¬̧s

hemde sol-yay¬lm¬̧s ise o noktaya izole nokta denir. E¼ger t < supT ve

�(t) = t ise t noktas¬na sa¼g-yo¼gun nokta, e¼ger t > inf T ve �(t) = t ise

t noktas¬na sol-yo¼gun nokta denir. E¼ger bir nokta hem sa¼g-yo¼gun hem de

sol-yo¼gun ise o noktaya yo¼gun nokta denir. Bu nokta tan¬mlar¬ şekillerle

aşa¼g¬daki gibi gösterilir.

���� ����� t1; sol-yo¼gun ve sa¼g-yo¼gun bir noktad¬r.

t1

���� � � t2; sol-yo¼gun ve sa¼g-yay¬lm¬̧s bir noktad¬r.

t2

� ����� t3; sol-yay¬lm¬̧s ve sa¼g-yo¼gun bir noktad¬r.

t3
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� � � t4; sol-yay¬lm¬̧s ve sa¼g-yay¬lm¬̧s bir noktad¬r.

t4

Dolay¬s¬yla t1 noktas¬yo¼gun, t4 ise izole bir noktad¬r.

Tan¬m 2.6: f : T! R fonksiyonunun T de sa¼g-yo¼gun noktalarda sa¼g

limiti mevcut, sol-yo¼gun noktalarda sol limiti mevcut ise f fonksiyonuna

düzgündür(regulated) denir.

Tan¬m 2.7: f : T! R bir fonksiyon ve t0 2 T olsun. Bu durumda t0
sol-yo¼gun noktas¬nda f nin sol limiti mevcut ve t0 sa¼g-yo¼gun noktas¬nda f

sürekli ise f fonksiyonuna t0 noktas¬nda sa¼g-yo¼gun süreklidir denir.

E¼ger f : T! R fonksiyonu T nin her noktas¬nda sa¼g-yo¼gun sürekli ise bu

fonksiyona sa¼g-yo¼gun sürekli fonksiyon denir.

Sa¼g-yo¼gun sürekli fonksiyonlar¬n kümesi

Crd = Crd(T) = Crd(T;R)

ile gösterilir.

Örnek 2.1:

T := f0g [
�
1

n
: n 2 N

�
[ f2g [

�
2� 1

n
: n 2 N

�
olsun. f : T!f0; 1g olmak üzere

f(t) :=

8<: t; t 6= 2

0; t = 2

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda f fonksiyonu T nin izole noktalar¬nda

süreklidir. 0 sa¼g-yo¼gun noktas¬n¬göz önüne al¬rsak, 0 noktas¬nda f fonksiy-

onunun sa¼g limiti mevcut ve f(0) a eşittir. Böylece 0 noktas¬nda f fonksiy-

onu süreklidir. 2 sol-yo¼gun noktas¬nda ise f fonksiyonu sürekli de¼gilken 2

noktas¬nda f fonksiyonunun sol limiti mevcutur. Dolay¬s¬yla f fonksiyonu

sürekli olmamas¬na ra¼gmen sa¼g-yo¼gun süreklidir.

Tan¬m 2.8: T� kümesi

T� :=

8<: T�fmg , e¼ger T sol-yay¬lm¬̧s maksimum m noktas¬na sahipse;

T, di¼ger durumlarda

5



şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Baz¬ fonksiyonlar¬n zaman skalas¬ türevi, tüm zaman skalalar¬üzerindeki

her noktada özellikle zaman skalas¬n¬n sonlu en küçük üst s¬n¬r noktas¬nda

tan¬ml¬ olmayabilir. Bununla birlikte, T� n¬n tüm noktalar¬nda zaman

skalas¬türevi tan¬ml¬d¬r. Aşa¼g¬daki tan¬mda zaman skalas¬nda türev için

T� kümesine ihtiyac¬m¬z oldu¼gunu görece¼giz.

Tan¬m 2.9: f : T! R bir fonksiyon ve t 2 T� olsun. Bu durumda her

" > 0 için � > 0 olmak üzere t nin bir U = (t� �; t+ �)\T komşulu¼gundaki

her s eleman¬için

��f(�(t))� f(s)� f�(t)[�(t)� s]�� � " j�(t)� sj
olacak şekilde bir f�(t) say¬s¬mevcut ise bu say¬ya f fonksiyonunun t nok-

tas¬ndaki delta türevi(�-türevi) denir. Bununla beraber, her t 2 T� için

f�(t) mevcut ise f ye T� da diferensiyellenebilirdir denir. f� : T�! R

fonksiyonuna f nin T� daki �-türevi denir.

Örnek 2.2: E¼ger f : T! R fonksiyonu her t 2 T� için f(t) = t2 ile tan¬ml¬

ise f�(t) = t+ �(t) dir. " > 0 için, her s 2 (t� "; t+ ") olmak üzere��f(�(t))� f(s)� f�(t)[�(t)� s]�� � j(�2(t)� s2)� (t+ �(t))(�(t)� s)j

= j(�(t)� s)j j�(t) + s� (t+ �(t))j

� j(�(t)� s)j js� tj � " j�(t)� sj

yaz¬l¬r.

Teorem 2.1: f : T! R bir fonksiyon ve t 2 T� olsun. Bu durumda

aşa¼g¬dakiler geçerlidir.

i: E¼ger f fonksiyonu t noktas¬nda �-diferensiyellenebilir ise f fonksiyonu t

noktas¬nda süreklidir.

ii: E¼ger f fonksiyonu t noktas¬nda sürekli ve t noktas¬sa¼g-yay¬lm¬̧s nokta

ise f fonksiyonunun t noktas¬ndaki �-diferensiyeli

f�(t) =
f(�(t))� f(t)

�(t)
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dir.

iii: E¼ger t sa¼g-yo¼gun nokta ise f fonksiyonunun t noktas¬nda�-diferensiyellenebilir

olmas¬için gerek ve yeter şart

lim
s!t

f(t)� f(s)
t� s

limitinin mevcut ve sonlu olmas¬d¬r. Bu durumda bu limit f�(t) eşittir.

iv: E¼ger f , t noktas¬nda �-diferensiyellenebilir ise

f(�(t)) = f(t) + �(t)f�(t)

dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].

Teorem 2.2: f; g : T! R; t 2 T� noktas¬nda �-diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olsun. Bu durumda;

i: f + g : T! R toplam¬t noktas¬nda �-diferensiyellenebilirdir ve

(f + g)� (t) = f�(t) + g�(t)

dir.

ii: � 2 R için �f : T! R; t noktas¬nda �-diferensiyellenebilirdir ve

(�f)� (t) = �f�(t)

dir.

iii: fg : T! R çarp¬m¬t noktas¬nda �-diferensiyellenebilirdir ve

(fg)� (t) = f�(t)g(�(t)) + f(t)g�(t) = f�(t)g(t) + f(�(t))g�(t)

dir.

iv: E¼ger g(t)g(�(t)) 6= 0 ise f
g
; t noktas¬nda �-diferensiyellenebilirdir ve

�
f

g

��
(t) =

f�(t)g(t) + f(t)g�(t)

g(t)g(�(t))

dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].
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Teorem 2.3: g : R! R sürekli, g : T! R , T� üzerinde�-diferensiyellenebilir ve f :

R! R sürekli diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda [t; �(t)]

reel aral¬¼g¬nda

(f � g)�(t) = f 0(g(c))g�(t)

olacak şekilde bir c say¬s¬mevcuttur [Bohner M. ve Peterson A. 2001].

Teorem 2.4: f : T! R ve g : T! T iki fonksiyon olsun. Bu durumda;

i: E¼ger f sürekli ise sa¼g-yo¼gun süreklidir.

ii: E¼ger f sürekli ve g düzgün ise f � g düzgündür.

iii:E¼ger f sürekli ve g sa¼g-yo¼gun sürekli ise f � g sa¼g-yo¼gun süreklidir

[Bohner M. ve Peterson A. 2001].

Tan¬m 2.10: T� kümesi

T� :=

8<: T�fmg , e¼ger T sa¼g-yay¬lm¬̧s minimum m noktas¬na sahipse;

T, di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Tan¬m 2.11: f : T! R bir fonksiyon ve t 2 T� olsun. Bu durumda her

" > 0 için � > 0 olmak üzere t nin bir U = (t� �; t+ �)\T komşulu¼gundaki

her s eleman¬için

��f(�(t))� f(s)� fr(t)[�(t)� s]�� � " j�(t)� sj
olacak şekilde bir fr(t) say¬s¬mevcut ise bu say¬ya f fonksiyonunun t nok-

tas¬ndaki nabla türevi(r-türevi) denir. Bununla beraber, her t 2 T� için

fr(t) mevcut ise f ye T� da diferensiyellenebilirdir denir. fr : T�! R

fonksiyonuna f nin T� daki r-türevi denir.

Teorem 2.5: f : T! R bir fonksiyon ve t 2 T� olsun. Bu durumda

aşa¼g¬dakiler geçerlidir.

i: E¼ger f , t noktas¬nda r-diferensiyellenebilir ise f , t noktas¬nda süreklidir.

ii: E¼ger f , t noktas¬nda sürekli ve t noktas¬sol-yay¬lm¬̧s nokta ise f in t

noktas¬ndaki r-diferensiyeli
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fr(t) =
f(�(t))� f(t)

�(t)

dir.

iii: E¼ger t sol-yo¼gun ise f fonksiyonunun t noktas¬ndar-diferensiyellenebilir

olmas¬için gerek ve yeter şart

lim
s!t

f(t)� f(s)
t� s

limitinin mevcut ve sonlu olmas¬d¬r. Bu durumda bu limit fr(t) eşittir.

iv: E¼ger f , t noktas¬nda diferensiyellenebilir ise

f(�(t)) = f(t) + �(t)fr(t)

dir [At¬c¬F.M. ve Guseinov G.Sh. 2002].

Teorem 2.6: f; g : T! R; t 2 T� noktas¬nda r-diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olsun. Bu durumda;

i: f + g : T! R toplam¬t noktas¬nda r-diferensiyellenebilir ve

(f + g)r (t) = fr(t) + gr(t)

dir.

ii: � 2 R için �f : T! R; t noktas¬nda r-diferensiyellenebilir ve

(�f)r (t) = �fr(t)

dir.

iii: fg : T! R çarp¬m¬t noktas¬nda r-diferensiyellenebilir ve

(fg)r (t) = fr(t)g(�(t)) + f(t)gr(t) = fr(t)g(t) + f(�(t))gr(t)

dir.

iv: E¼ger g(t)g(�(t)) 6= 0 ise f
g
; t noktas¬nda r-diferensiyellenebilir ve

�
f

g

�r
(t) =

fr(t)g(t) + f(t)gr(t)

g(t)g(�(t))
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dir [At¬c¬F.M. ve Guseinov G.Sh. 2002].

Teorem 2.7: E¼ger f : T! R fonksiyonu T� üzerinde�-diferensiyellenebilir

ve f�, T� üzerinde sürekli ise f fonksiyonu T� üzerinder-diferensiyellenebilir

ve her t 2 T� için

fr(t) = f�(�(t))

yaz¬l¬r [At¬c¬F.M. ve Guseinov G.Sh. 2002].

Teorem 2.8: E¼ger f : T! R fonksiyonu T� üzerinder-diferensiyellenebilir

ve fr, T� üzerinde sürekli ise f fonksiyonu T� üzerinde�-diferensiyellenebilir

ve her t 2 T� için

f�(t) = fr(�(t))

yaz¬l¬r [At¬c¬F.M. ve Guseinov G.Sh. 2002].

Tan¬m 2.12: T bir zaman skalas¬, f fonksiyonu T üzerinde � ve r diferen-

siyellenebilir olsun. Bu durumda 0 � � � 1 olmak üzere, t 2 T için f ��(t)

diamond-� dinamik türev

f ��(t) = �f4(t) + (1� �)f5(t)

şeklinde tan¬ml¬d¬r [Sheng Q., Fadag M., Henderson J. ve Davis J.M. 2006].

Böylece f fonksiyonunun diamond-� dinamik diferensiyellenebilir olmas¬

için gerek ve yeter şart, f fonksiyonunun � ve r diferensiyellenebilir ol-

mas¬d¬r. � = 1 için diamond-� dinamik türev standart �-türeve, � = 0

için standart r-türeve dönüşür. � 2 (0; 1) için diamond-� dinamik türev

"a¼g¬rl¬kl¬dinamik türev" i gösterir.

Teorem 2.9: f; g : T ! R fonksiyonlar¬ t 2 T noktas¬nda diamond-�

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda

i: f + g : T ! R fonksiyonu t 2 T noktas¬nda diamond-� diferensiyel-

lenebilir ve

(f + g)��(t) = f ��(t) + g��(t)

dir.
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ii: c herhangi bir sabit olmak üzere, cf : T! R fonksiyonu t 2 T noktas¬nda

diamond-� diferensiyellenebilir ve

(cf)��(t) = cf ��(t)

dir.

iii: fg : T! R fonksiyonu t 2 T noktas¬nda diamond-� diferensiyellenebilir

ve

(fg)��(t) = f ��(t)g(t) + �f�(t)g�(t) + (1� �)f�(t)gr(t)

dir.

iv: E¼ger g(t)g(�(t))g(�(t)) 6= 0 ise f
g
; t noktas¬nda ��diferensiyellenebilir ve

�
f

g

���
(t) =

1

g(t)g(�(t))g(�(t))
(f ��(t)g�(t)g�(t)� �f�(t)g�(t)g�(t)

�(1� �)f�(t)g�(t)gr(t))

dir [Sheng Q., Fadag M., Henderson J. ve Davis J.M. 2006].

Tan¬m 2.13: a, b 2 T ve a < b olmak üzere T bir zaman skalas¬olsun.

[a; b] aral¬¼g¬

a = t0 < t1 < : : : < tn = b; ti 2 T

özelli¼gini sa¼glayan t1; t2; : : : ; tn�1 noktalar¬ yard¬m¬yla n tane alt aral¬¼ga

bölelim.

P := ft0; t1; t2; : : : ; tng

kümesine [a; b] aral¬¼g¬n¬n bir parçalanmas¬denir.

[t0; t1) \ T; [t1; t2) \ T; : : : ; [tn�2; tn�1) \ T; [tn�1; tn] \ T

aral¬klar¬na [a; b]\T nin P parçalanmas¬na kaŗs¬l¬k gelen alt aral¬klar¬denir.

Bu parçalanmalar¬n s¬n¬f¬}(a; b) ile gösterilir.

Tan¬m 2.14: � > 0 olsun. (ti�1; ti)\T 6= ; olmak üzere her i 2 f1; 2; : : : ; ng

için

ti � ti�1 � �

11



ise a = t0 < t1 < : : : < tn = b ile verilen P 2 }(a; b) parçalan¬̧s¬�-parçalan¬̧s¬

olarak adland¬r¬l¬r. Bu parçalan¬̧s }�(a; b) ile gösterilir.

Tan¬m 2.15: f : [a; b] \ T! R s¬n¬rl¬bir fonksiyon ve P 2 }(a; b) olsun.

ti�1 � � i � ti olmak üzere � i 2 T için

S :=

nX
i=1

f(� i)(ti � ti�1)

toplam¬na P ye kaŗs¬l¬k gelen Riemann �-toplam¬denir.

" > 0 için

jS � Ij < "

olacak sekilde � > 0 vard¬r öyleki herhangi bir P 2 }(a; b) ye kaŗs¬l¬k gelen

f nin Riemann �-toplam¬için I mevcut ise, f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda

Riemann �-integrallenebilirdir. f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda Riemann �-

integrali
bZ
a

f(t)�t

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.16: f : T ! R bir fonksiyon olsun. Bu durumda her t 2 T�

için F�(t) = f(t) olmak üzere F : T ! R fonksiyonuna f fonksiyonunun

�-integrali denir ve t 2 T için

tZ
a

f(�)�� = F (t)� F (a)

şeklinde gösterilir.

Örnek 2.3: a, b 2 T ve 0 � a < b � 1 olmak üzere T bir zaman skalas¬

ve f : T! R, f(t) = 1
t�(t)

bir fonksiyon olsun. Bu durumda

bZ
a

�t

t�(t)
= �1

t

����b
a

=
1

a
� 1
b

dir.
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Teorem 2.10: E¼ger f : T ! R sa¼g-yo¼gun sürekli bir fonksiyon ve t 2 T�

ise
�(t)Z
t

f(�)�� = �(t)f(t)

dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].

Teorem 2.11: E¼ger a; b; c 2 T, � 2 R ve f; g : T ! R sa¼g-yo¼gun sürekli

fonksiyonlar ise

i:

bZ
a

[f(t) + g(t)]�t =

bZ
a

f(t)�t+

bZ
a

g(t)�t

ii:

bZ
a

�f(t)�t = �

bZ
a

f(t)�t

iii:

bZ
a

f(t)�t = �
aZ
b

f(t)�t

iv:

bZ
a

f(t)�t =

cZ
a

f(t)�t+

bZ
c

f(t)�t

v:

bZ
a

f(� (t))g�(t)�t = (fg)(b)� (fg)(a)�
bZ
a

f�(t)g(t)�t

vi:

bZ
a

f(t)g�(t)�t = (fg)(b)� (fg)(a)�
bZ
a

f�(t)g(� (t))�t

vii:

aZ
a

f(t)�t = 0

dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].

Tan¬m 2.17: f : T ! R bir fonksiyon olsun. Bu durumda her t 2 T�
için Fr(t) = f(t) olmak üzere F : T ! R fonksiyonuna f fonksiyonunun

r-integrali denir ve her t 2 T için

tZ
a

f(�)r� = F (t)� F (a)

ile gösterilir.
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Teorem 2.12: E¼ger f : T ! R sol-yo¼gun sürekli bir fonksiyon ve t 2 T�
ise

tZ
�(t)

f(�)r� = �(t)f(t)

dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].

Teorem 2.13: E¼ger a; b; c 2 T, � 2 R ve f; g : T ! R sol-yo¼gun sürekli

fonksiyonlar ise

i:

bZ
a

[f(t) + g(t)]rt =
bZ
a

f(t)rt+
bZ
a

g(t)rt

ii:

bZ
a

�f(t)rt = �
bZ
a

f(t)rt

iii:

bZ
a

f(t)rt = �
aZ
b

f(t)rt

iv:

bZ
a

f(t)rt =
cZ
a

f(t)rt+
bZ
c

f(t)rt

v:

bZ
a

f(� (t))gr(t)rt = (fg)(b)� (fg)(a)�
bZ
a

fr(t)g(t)rt

vi:

bZ
a

f(t)gr(t)rt = (fg)(b)� (fg)(a)�
bZ
a

fr(t)g(� (t))rt

vii:

aZ
a

f(t)rt = 0

dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].

Teorem 2.14:  : T ! R artan bir fonksiyon ve ~T = (T) bir zaman

skalas¬olsun. ~T üzerinde tan¬ml¬delta türev ~� ile gösterilsin. Kabul edelim

ki T nin her sonlu aral¬¼g¬nda f : T ! R fonksiyonu �-integrallenebilir,

 fonksiyonu �-diferensiyellenebilir ve �; T nin her sonlu alt aral¬¼g¬nda

�-integrallenebilir olsun. Bu durumda f � �-integrallenebilir ve a; b 2 T

14



için
bZ
a

f(t)�(t)�t =

(b)Z
(a)

�
f � �1

�
(s) ~�s

dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].

Tan¬m 2.18: a; t 2 T; ve h : T ! R bir fonksiyon olsun. Bu durumda

0 � � � 1 olmak üzere, h nin a dan t ye diamond-� integrali

tZ
a

h(�)��� = �
tZ

a

h(�)�� + (1� �)
tZ

a

h(�)r�

dir.

��-integral, � ve r integrallerin lineer birleşimidir. Burada dikkat edilme-

lidir ki t 2 T için 0@ tZ
a

h(�)���

1A��

= h(t)

eşitli¼gi geçerli de¼gildir [Sheng Q., Fadag M., Henderson J. ve Davis J.M.

2006].

Teorem 2.15: a; b; t 2 T ve c 2 R olsun. Bu durumda

i:
tR
a

[f(�) + g(�)]��� =
tR
a

f(�)��� +
tR
a

g(�)��� ;

ii:
tR
a

cf(�)��� = c
tR
a

f(�)��� ;

iii:
tR
a

f(�)��� = �
aR
t

f(�)��� ;

iv:
tR
a

f(�)��� =
bR
a

f(�)��� +
tR
b

f(�)��� ;

v:
aR
a

f(�)��� = 0
dir [Sheng Q., Fadag M., Henderson J. ve Davis J.M. 2006].

Teorem 2.16: T�� := T�\T� olsun. Bu durumda t 2 T�� ve f; g : T ! R

fonksiyonlar olmak üzere

i:
�(t)R
t

f(�)��� = �(t) (�f(t) + (1� �)f�(t)) ;

ii:
tR

�(t)

f(�)��� = �(t) (�f�(t) + (1� �)f(t))
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dir [Sheng Q., Fadag M., Henderson J. ve Davis J.M. 2006].

Tan¬m 2.19: T1 ve T2 zaman skalalar¬verilsin.

�(x) := inf fs 2 T1 : s > xg ve �(y) := inf ft 2 T2 : t > yg

şekinde tan¬ml¬ � : T1! T1 ve � : T2! T2 operatörlerine ileri s¬çrama

opetatörleri denir [Ahlbrandt C. D. ve Morian C. 2002].

Tan¬m 2.20: a; b 2 T1ve c; d 2 T2 olmak üzere T1 ve T2 zaman skalalar¬

verilsin. R = [a; b)� [c; d) = f(t; s) : t 2 [a; b); s 2 [c; d)g şeklinde tan¬ml¬R

� T1�T2 bölgesine bir dikdörtgen bölge denir [Ahlbrandt C. D. ve Morian

C. 2002].

Tan¬m 2.21: f : T1 � T2 ! R bir fonksiyon olsun. E¼ger her " > 0 için t1
in bir Ut1 komşulu¼gundaki her s 2 Ut1 için��f(�1(t1); t2)� f(s; t2)� f�1(t1; t2)(�1(t1)� s)�� � " j�1(t1)� sj
olacak şekilde bir f�1(t1; t2) say¬s¬mevcut ise bu say¬ya f fonksiyonunun

(t1; t2) 2 T1 � T2 noktas¬nda �1 k¬smi türevi denir.

E¼ger her " > 0 için t2 in bir Ut2 komşulu¼gundaki her l 2 Ut2 için��f(t1; �2(t2))� f(t1; l)� f�2(t1; t2)(�2(t2)� l)�� � " j�2(t2)� lj
olacak şekilde bir f�2(t1; t2) say¬s¬mevcut ise bu say¬ya f fonksiyonunun

(t1; t2) 2 T1 � T2 noktas¬nda �2 k¬smi türevi denir [Ahlbrandt C. D. ve

Morian C. 2002].

Tan¬m 2.22: f : T1 � T2 ! R bir fonksiyon olsun. E¼ger her �1 2 T1 için

f(�1; t2) fonksiyonu T2 de sa¼g-yo¼gun sürekli ise, f fonksiyonu t2 noktas¬nda

sa¼g-yo¼gun süreklidir. E¼ger her �2 2 T2 için f(t1; �2) fonksiyonu T1 de sa¼g-

yo¼gun sürekli ise, f fonksiyonu t1 noktas¬nda sa¼g-yo¼gun süreklidir.

Tan¬m 2.23: T1�T2 üzerinde tan¬ml¬f(t1; t2) fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬CCrd
ile gösterilir ve f(t1; t2) fonksiyon¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

i: f fonksiyonu t1 noktas¬nda sa¼g-yo¼gun süreklidir.

ii: f fonksiyonu t2 noktas¬nda sa¼g-yo¼gun süreklidir.
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iii: x1 ve x2 sa¼g-yo¼gun veya maksimum noktalar olmak üzere, e¼ger (x1; x2) 2

T1 � T2 ise f fonksiyonu (x1; x2) noktas¬nda süreklidir.

iv: E¼ger x1 ve x2 noktalar¬n¬n her ikiside sol-yo¼gun noktalar ise (x1; x2)

noktas¬(t1; t2) noktas¬na yaklaş¬rken f(t1; t2) fonksiyonunun limiti

RLL(x1; x2) = f(t1; t2) : t1 2 [a; x1] \ T1, t2 2 [c; x2] \ T2g

bölgesinin herhangi bir k¬sm¬nda mevcuttur.

Tan¬m 2.24: f : R � T1 � T2 ! R bir fonksiyon, A�1 = f; B�2 = A ve�
B�2

��1 = f olsun. Bu durumda a � t � b ve c � s � d olmak üzere
dR
c

bR
a

f(t; s)�1t�2s :=
dR
c

(A(b; s)� A(a; s))�2s

= B(b; d)�B(b; c)�B(a; d) +B(a; c)

dir [Ahlbrandt C. D. ve Morian C. 2002].

Tan¬m 2.25: f : R � T1 � T2 ! R bir fonksiyon, C�2 = f; D�1 = C ve�
D�1

��2 = f olsun. Bu durumda a � t � b ve c � s � d olmak üzere
bR
a

dR
c

f(t; s)�2s�1t :=
bR
a

(C(t; d)� C(t; c))�2s

= D(b; d)�D(a; d)�D(b; c) +D(a; c)

dir [Ahlbrandt C. D. ve Morian C. 2002].

Teorem 2.17: f s¬n¬rl¬ve R = [a; b) � [c; d) de delta integrallenebilir bir

fonksiyon ve her t 2 [a; b) için

I(t) =

dZ
c

f(t; s)�2s

integrali mevcut olsun. Bu durumda

bR
a

I(t)�1t =
bR
a

�1t
dR
c

f(t; s)�2s

integrali mevcuttur ve

RR
R

f(t; s)�1t�2s =
bR
a

�1t
dR
c

f(t; s)�2s
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eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Burada t ve s nin rolleri de¼gi̧stirilebilir. Bu durumda her s 2 [c; d) için

K(s) =

bZ
a

f(t; s)�1t

integrali mevcuttur. Böylece

dR
c

K(s)�2s =
dR
c

�2s
bR
a

f(t; s)�1t

ve RR
R

f(t; s)�1t�2s =
dR
c

�2s
bR
a

f(t; s)�1t

dir. Dolay¬s¬yla

bR
a

�1t
dR
c

f(t; s)�2s =
dR
c

�2s
bR
a

f(t; s)�1t

elde edilir [Bohner M. ve Guseinov G. Sh. 2005].

Teorem 2.18: f : R � T1 � T2 ! R bir fonksiyon olsun. Bu durumda iki

katl¬integraller için k¬smi integrasyon formülleri

dR
c

bR
a

f(� (t) ; s)g�1(t; s)�1t�2s

= �
dR
c

bR
a

f�1(t; s)g(t; s)�1t�2s+
dR
c

f(b; s)g(b; s)�2s�
dR
c

f(a; s)g(a; s)�2s

ve

bR
a

dR
c

f(t; � (s))g�2(t; s)�2s�1t

= �
bR
a

dR
c

f�2(t; s)g(t; s)�2s�1t+
bR
a

f(t; d)g(t; d)�1t�
bR
a

f(t; c)g(t; c)�1t

şeklindedir [Ahlbrandt C. D. ve Morian C. 2002].

Teorem 2.19: f ve g s¬n¬rl¬, R = [a; b) � [c; d) de delta integrallenebilir

fonksiyonlar olsun. Bu durumda �; � 2 R olmak üzere �f + �g fonksiyonu

da R bölgesinde delta integrallenebilirdir veZZ
R

[�f(t; s) + �g(t; s)]�1t�2s = �

ZZ
R

f(t; s))�1t�2s+�

ZZ
R

g(t; s)�1t�2s

18



yaz¬l¬r.

E¼ger f ve g s¬n¬rl¬, R = [a; b)� [c; d) de delta integrallenebilir fonksiyonlar

ise fg çarp¬m¬da R de delta integrallenebilirdir [Bohner M. ve Guseinov G.

Sh. 2005].

Teorem 2.20: R = [a; b)� [c; d) dikdirtgen bölgesi R1 = [a1; b1)� [c1; d1)

ve R2 = [a2; b2) � [c2; d2) gibi iki dikdötrgen bölgenin birleşimi olsun. Bu

durumda f fonksiyonuR1 veR2 üzerinde delta integrallenebilir ise f fonksiy-

onu R de delta integrallenebilirdir veZZ
R

f(t; s)�1t�2s =

ZZ
R1

f(t; s))�1t�2s+

ZZ
R2

f(t; s)�1t�2s

yaz¬l¬r [Bohner M. ve Guseinov G. Sh. 2005].

Teorem 2.21 (Jensen eşitsizli¼gi): a; b 2 T ve c; d 2 R olsun. E¼ger

g : [a; b]! (c; d) fonksiyonu sa¼g-yo¼gun sürekli ve F : (c; d)! R fonksiyonu

sürekli ve konveks ise

F

0BBB@
bR
a

g(t)�t

b� a

1CCCA �

bR
a

F (g(t))�t

b� a

d¬r [Bohner M. ve Peterson A. 2001].
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3. HARDY ·INTEGRAL EŞ·ITS·IZL·IKLER·I

Bu bölümde zaman skalas¬nda Hardy-Knopp tipli integral eşitsizli¼gi ve 2-

boyutlu Hardy-Knopp tipli integral eşitsizli¼gi elde edilmi̧stir. Daha sonra

zaman skalas¬nda birden fazla fonksiyon içeren Hardy integral eşitsizli¼gi

ifade ve ispat edilmi̧stir. Bu bölümde verilecek sonuçlar¬ ifade etmeden

önce Hardy integral eşitsizliklerini k¬saca tan¬tal¬m.

G. Hardy 1920 y¬l¬nda aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi vermi̧stir.

E¼ger a > 0, p > 1, f(x) � 0 ve 0 <
1R
a

fp(x)dx <1 ise,

1R
a

�
1

x

xR
a

f(t)dt

�p
dx �

�
p
p�1

�p 1R
a

fp(x)dx (3.1)

dir. 1925 y¬l¬nda ise aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi ifade ve ispat etmi̧stir.

E¼ger p > 1, f(x) � 0 ve 0 <
1R
0

fp(x)dx <1 ise,

1R
0

�
1

x

xR
0

f(t)dt

�p
dx <

�
p
p�1

�p 1R
0

fp(x)dx (3.2)

Burada
�

p
p�1

�p
sabiti mümkün olan en iyi sabittir.

Hardy integral eşitsizli¼gi olarak adland¬r¬lan bu eşitsizlik üzerine bir çok

çal¬̧smalar yap¬lm¬̧s ve yeni genelleştirmeleri elde edilmi̧stir.

Bu çal¬̧smalardan biri de Kaijser taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. f pozitif fonksiyon

ve �, (0;1) üzerinde tan¬ml¬konvesk fonksiyon olmak üzere,
1R
0

�

�
1

x

xR
0

f(t)dt

�
dx

x
�

1R
0

� (f(x))
dx

x
(3.3)

dir. Bu eşitsizlik Hardy-Knopp integral eşitsizli¼gi olarak adland¬r¬lm¬̧s ve

Hardy integral eşitsizli¼ginin Hardy-Knopp integral eşitsizli¼ginin bir özel du-

rumu oldu¼gu ifade edilmi̧stir. Burada özel olarak �(u) = up seçilirse, Hardy

eşitsizli¼ginin bir özel hali

1R
0

�
1

x

xR
0

f(t)dt

�p
dx

x
�

1R
0

fp(x)
dx

x
, p > 1; (3.4)

şeklinde yaz¬l¬r. g(x) = f(x
p�1
p )x�

1
p olmak üzere (3.4) eşitsizli¼gi

1R
0

�
1

x

xR
0

g(t)dt

�p
dx �

�
p
p�1

�p 1R
0

gp(x)dx, p > 1; (3.5)
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şeklinde yeniden ifade edilebilir.

Daha sonra µCiµzme�ija taraf¬ndan kuvvetlendirilmi̧s Hardy integral i̧sitsizli¼gi

aşa¼g¬daki şekilde ifade edilmi̧stir.

Kabul edelim ki 0 < b � 1 ve (0; b) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬yerel integrallenebilir

x! u(x)
x2
fonksiyonu için u : (0; b)! R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.

Ayr¬ca v fonksiyonu

v(t) = t

bZ
t

u(x)

x2
dx, t 2 (0; b)

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda �1 � a � c � 1 olmak üzere, e¼ger �;

(a; c) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬reel de¼gerli konveks bir fonksiyon ise, her x 2 (0; b)

için f(x) 2 (a; c) olacak şekilde f : (0; b)! R integrallenebilir fonksiyonlar¬
bR
0

u(x)�

�
1

x

xR
0

f(t)dt

�
dx
x

�
bR
0

v(x)� (f(x)) dx
x

(3.6)

eşitsizli¼gini sa¼glar. Dolay¬s¬yla (3.6) eşitsizli¼gi (3.3) Hardy-Knopp tipli in-

tegral eşitsizli¼ginin genelleştirilmesidir.

n-boyutlu Hardy-Knopp tipli integral eşitsizli¼gi Kaijser taraf¬ndan aşa¼g¬daki

şekilde ifade edilmi̧stir.

i = 1; 2; : : : ; n (n 2 Z+) olmak üzere 0 < bi � 1, �1 � a < c � 1 ve

�; [a; c] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬pozitif bir fonksiyon olsun. E¼ger � konveks bir

fonksiyon ise, a < f(x) < c olacak şekilde (0; b) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬her f

fonksiyonu için

b1R
0

: : :
bnR
0

�

�
1

x1:::xn

x1R
0

: : :
xnR
0

f(t1; : : : ; tn)dt1 : : : dtn

�
dx1:::dxn
x1:::xn

�
b1R
0

: : :
bnR
0

� (f(x1; : : : ; xn))
�
1� x1

b1

�
: : :
�
1� xn

bn

�
dx1:::dxn
x1:::xn

(3.7)

dir.

E¼ger � konkav bir fonksiyon ise

b1R
0

: : :
bnR
0

�

�
1

x1:::xn

x1R
0

: : :
xnR
0

f(t1; : : : ; tn)dt1 : : : dtn

�
dx1:::dxn
x1:::xn

�
b1R
0

: : :
bnR
0

� (f(x1; : : : ; xn))
�
1� x1

b1

�
: : :
�
1� xn

bn

�
dx1:::dxn
x1:::xn
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dir.

Biz bu eşitsizli¼gi key� zaman skalalar¬üzerinde 2-buyutlu olarak elde ettik.

Birden fazla fonksiyon içeren Hardy integral eşitsizli¼gi ise Bougo¤a taraf¬n-

dan 2006 y¬l¬nda ifade edilmi̧stir:

a � 0 ve f1; f2; : : : ; fn negatif olmayan fonksiyonlar olsun. k = 1; 2; : : : ; n

olmak üzere Fk(t) :=
tR
0

fk(s)ds şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda

1R
0

�
F1(t)F2(t) : : : Fn(t)

tn

� p
n

dt <
�

p
np�n

�p 1R
0

(f1(t) + f2(t) + : : :+ fn(t))
p dt

(3.8)

dir. Bu eşitsizlik zaman skalas¬nda bölümün sonunda ifade ve ispat edilmi̧stir.

Zaman skalas¬nda Hardy integral eşitsizli¼gi ile ilgili ilk çal¬̧sma 2004 y¬l¬nda

µRehák taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada elde edilen sonuç aşa¼g¬daki

teorem ile verilmi̧stir.

Teorem 3.1: p > 1 ve negatif olmayan f fonksiyonu için
1R
a

(f(s))p�s

integrali mevcut ve sonlu olsun. F (t) :=
tR
a

f(s)�s şeklinde tan¬mlanmak

üzere f � 0 ise,

1R
a

�
F �(t)

�(t)

�p
�t <

�
p
p�1

�p 1R
a

(f(t))p�t (3.9)

dir. E¼ger t ! 1 için �(t)
t
! 0 ise,

�
p
p�1

�p
sabiti mümkün olan en iyi

sabitttir[ µRehák P. 2005].

·Ispat: Kabuledelim ki f(a) > 0 ve '(t) = F (t)
t�a olsun. Bu durumda t � a

için

('�)p � p
p�1 ('

�)p�1 f = ('�)p � p
p�1 ('

�)p�1 ((t� a)')�

= ('�)p � p
p�1 ('

�)p�1 '� � p
p�1 ('

�)p�1 (t� a)'�

= � 1
p�1 ('

�)p � p
p�1 (t� a) ('

�)p�1 '�

(3.10)

yaz¬l¬r. [('(t))p]� = p (�(t))p�1 '�(t) olacak şekilde '(t) ve '�(t) aras¬nda

�(t) mevcuttur. �(t)sgn'�(t) = sgn ('�(t)� '(t)) ve ' negatif olamayan

bir fonksiyon oldu¼gundan t � a için, p ('�(t))p�1 '�(t) � p (�(t))p�1 '�(t) =
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[('(t))p]
� dir. Bu yaklaş¬m ve (3.10) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

('�)p � p
p�1 ('

�)p�1 f � � 1
p�1 ('

�)p � 1
p�1 ('

p)� (t� a)

= � 1
p�1 ((t� a)'

p)�

yaz¬l¬r. Bu eşitsizlik her t � a için sa¼gland¬¼g¬ndan bu eşitsizli¼gin her iki

taraf¬n¬n integrali al¬n¬rsa,

tZ
a

('�(s))p�s� p

p� 1

tZ
a

('�(s))p�1 f(s)�s � � 1

p� 1 (t� a) ('(t))
p � 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla t � a için zaman skalas¬nda Hölder eşitsizli¼ginden

tR
a

('�(s))p�s � p
p�1

tR
a

('�(s))p�1 f(s)�s

� p
p�1

�
tR
a

(f(s))p�s

� 1
p
�

tR
a

('�(s))p�s

� 1
q

(3.11)

dir. (3.11) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki son çarpan

ile bölünür ve p. kuvveti al¬n¬rsa, t � a için

tR
a

('�(s))p�s �
�

p
p�1

�p tR
a

(f(s))p�s (3.12)

bulunur. "<" yerine "�" olmas¬ihmal edilirse
1R
a

('�(t))p�t sonlu oldu¼gun-

dan t ! 1 için (3.9) eşitsizli¼gi elde edilir. f � 0 olmamas¬durumunda

(3.9) eşitsizlili¼ginin sadece "<" için sa¼gland¬¼g¬gösterilmelidir. (3.11) eşitsi-

zli¼ginde t yerine 1 yaz¬l¬rsa

1R
a

('�(s))p�s � p
p�1

1R
a

('�(s))p�1 f(s)�s

� p
p�1

�1R
a

(f(s))p�s

� 1
p
�1R
a

('�(s))p�s

� 1
q

bulunur. C , t ye ba¼gl¬bir çarpan olmak üzere t � a için f(t) 6= C'�(t)

oldu¼gunda yani fp ve ('�)p orant¬l¬olmad¬kça eşitsizlik kesin olarak küçük-

tür. Bu durumda C = 1 oldu¼gu gösterilmelidir. E¼ger a sa¼g-yay¬lm¬̧s ise,

'�(a) =
F �(a)

�(a)� a =
� (a)F (a)

� (a)
= f(a);
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e¼ger a sa¼g-yo¼gun ise,

'�(a) = '(a) = lim
t!a

F (t)

t� a = lim
t!a+

f(t) = f(a)

d¬r. f = C'� ve f(a) 6= 0 oldu¼gundan C = 1 bulunur. Bu ise sadece f

fonksiyonunun sabit olmas¬ile mümkündür. Fakat f fonksiyonunun s¬f¬rdan

farkl¬ bir sabit fonksiyon olmas¬
1R
a

(f(s))p�s integralinin yak¬nsakl¬¼g¬ ile

çeli̧sir. Dolay¬s¬yla, (3.11) eşitsizli¼ginden (3.12) eşitsizli¼ginin elde edildi¼gi

gibi

1R
a

('�(s))p�s < p
p�1

�1R
a

(f(s))p�s

� 1
p
�1R
a

('�(s))p�s

� 1
q

(3.13)

eşitsizli¼ginden (3.9) elde edilir.

t!1 için �(t)
t
! 0 oldu¼gunda

�
p
p�1

�p
sabitinin mümkün olan en iyi sabit

oldu¼gunu göstermek için a < a0 < b olmak üzere

f(t) =

8>>><>>>:
0 for t 2 [a; a0) ,

(t� a)�
1
p for t 2 [a0; b] ,

0 for t 2 (b;1) ,

al¬n¬rsa,
1Z
a

(f(t))p�t =

�(b)Z
a0

�t

t� a

ve t 2 [a0; b] olmak üzere

F �(t) =
�(t)R
a

f(s)�s

=
�(t)R
a0
(s� a)�

1
p �s

�
tR
a0
(s� a)�

1
p ds

=
�

p
p�1

� h
(t� a)

p�1
p � (a0 � a)

p�1
p

i
elde edilir. Dolay¬s¬yla

F �(t)

t� a �
�

p
p�1

�"
1�
�
a0�a
t�a

� p�1
p

(t�a)
1
p

#
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yaz¬l¬r. Buradan �
F �(t)

t� a

�p
�

�
p
p�1

�p 1� t
t� a ,

dir. Sonuç olarak b!1 için �b ! 0 olmak üzere

1R
0

�
F �(t)

�(t)� a

�p
�t =

�(b)R
a0

�
F �(t)

t+ �(t)� a

�p
�t

�
bR
a0

�
F �(t)

t� a

�p�
t� a

t� a+ �(t)

�p
�t

=
bR
a0

�
F �(t)

t� a

�p�
1

1 + �(t)= (t� a)

�p
�t

�
�

p
p�1

�p
(1� �b)

1R
a

(f(t))p�t

elde edilir. Dolay¬s¬yla � > 0 için
1R
a

�
F �(t)

�(t)� a

�p
�t <

�
p
p�1

�p
(1� �)

1R
a

(f(t))p�t

tipindeki herhangi bir eşitsizlik f yukar¬daki gibi ve b yeterince büyük

seçilirse sa¼glanmaz. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Şimdi bizim elde etti¼gimiz sonuçlar¬göz önüne alal¬m.

Burada amaç Hardy-Knopp tipli integral eşitsizliklerini key�zaman skalalar¬

üzerinde ifade etmektir. Bu sonuçlar¬elde etmek için Fubini teoreminden

ve Jensen eşitsizli¼ginden yararlan¬lm¬̧st¬r. Bölümün son k¬sm¬nda ise birden

fazla fonksiyon içeren Hardy integral eşitsizli¼gi ifade edilmi̧stir.

3.1 Kuvvetlendirilmi̧s Hardy ·Integral Eşitsizli¼gi

a, b 2 T ve 0 � a < b � 1 olmak üzere T bir zaman skalas¬olsun.

Teorem 3.2:
bR
t

u(x)
(x�a)(�(x)�a)�x delta integrali mevcut ve sonlu olmak üzere, u 2

Crd([a; b);R) olsun. Ayr¬ca v fonksiyonu

v(t) = (t� a)
bZ
t

u(x)

(x� a) (�(x)� a)�x, t 2 [a; b)

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda c; d 2 R olmak üzere, e¼ger � : (c; d) !

R fonksiyonu sürekli ve konveks ise, f(x) 2 (c; d) olacak şekilde her f 2

Crd([a; b);R) delta integrallenebilir fonksiyonlar¬
bR
a

u(x)�

 
1

�(x)�a

�(x)R
a

f(t)�t

!
�x
x�a �

bR
a

v(x)� (f(x)) �x
x�a (3.14)
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eşitsizli¼gini sa¼glar.

·Ispat: f : [a; b) ! R sa¼g-yo¼gun sürekli bir fonksiyon olsun. Jensen eşitsi-

zli¼gi ve Fubini teoreminden

bR
a

u(x)�

 
1

�(x)�a

�(x)R
a

f(t)�t

!
�x
x�a �

bR
a

u(x)

 
�(x)R
a

�(f(t))�t

!
�x

(x�a)(�(x)�a)

=
bR
a

�(f(t))
bR
t

u(x)
(x�a)(�(x)�a)�x�t

=
bR
a

v(t)� (f(t)) �t
t�a

elde edilir.

Şimdi Teorem 3.1 in baz¬uygulamalar¬n¬verelim.

Sonuç 3.1: E¼ger u a¼g¬rl¬k fonksiyonu u(x) � 1 şeklinde seçilirse,

v(x) =

8><>: (x� a)
bR
x

�t
(t�a)(�(t)�a) = 1�

x�a
b�a ; b <1

1; b =1

olur. Bu durumda b <1 için

bR
a

�

 
1

�(x)�a

�(x)R
a

f(t)�t

!
�x
x�a �

bR
a

�
1� x�a

b�a
�
� (f(x)) �x

x�a (3.15)

yaz¬l¬r. Ayr¬ca b =1 için

1R
a

�

 
1

�(x)�a

�(x)R
a

f(t)�t

!
�x
x�a �

1R
a

� (f(x)) �x
x�a (3.16)

d¬r.

Sonuç 3.2: p > 1, f negatif olmayan bir fonksiyon,
bR
a

fp(x) �x
x�a integrali

mevcut ve sonlu olsun. E¼ger � konveks fonksiyonu �(x) = xp şeklinde

seçilirse, f � 0 olmak üzere

bR
a

 
1

�(x)�a

�(x)R
a

f(t)�t

!p
�x
x�a �

bR
a

�
1� x�a

b�a
�
fp(x) �x

x�a (3.17)

yaz¬l¬r.

Sonuç 3.3: f negatif olmayan bir fonksiyon,
bR
a

f(x) �x
x�a integrali mevcut ve

sonlu olsun. E¼ger � konveks fonksiyonu �(x) = ex şeklinde seçilir ve f(x)
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yerine ln f(x) yaz¬l¬rsa, f � 0 olmak üzere

bR
a

exp

 
1

�(x)�a

�(x)R
a

ln f(t)�t

!
�x
x�a �

bR
a

f(x) �x
x�a (3.18)

elde edilir.

3.2 2-Boyutlu Hardy ·Integral Eşitsizli¼gi

i. a; b 2 T1 ve 0 � a < b olmak üzere T1 bir zaman skalas¬,

ii. c; d 2 T2 ve 0 � c < d olmak üzere T2 bir zaman skalas¬,

iii. R = [a; b)� [c; d) = f(t; s) : t 2 [a; b); s 2 [c; d)g olmak üzere

R � T1 � T2 bir dikdörtgen bölge olsun.

Sonuçlar¬m¬z¬ vermeden önce ihtiyac¬m¬z olan aşa¼g¬daki teoremi ifade ve

ispat edelim.

Teorem 3.3 (Jensen eşitsizli¼gi): t; s 2 R ve �1 � m < n � 1 olsun.

E¼ger f 2 CC1rd(R; (m;n)) ve � : (m;n)! R konveks bir fonksiyon ise,

�

0BBB@
bR
a

dR
c

f(t; s)�1t�2s

bR
a

dR
c

�1t�2s

1CCCA �

bR
a

dR
c

� (f(t; s))�1t�2s

bR
a

dR
c

�1t�2s

(3.19)

dir.

·Ispat: � konveks bir fonksiyon oldu¼gundan her t 2 (m;n) için � 2 R

mevcuttur öyleki x0 2 (m;n) için �(x)� �(x0) � �(x� x0) dir.

x0 =

bR
a

dR
c

f(u; v)�1u�2v

bR
a

dR
c

�1u�2v

olsun. Böylece

bR
a

dR
c

� (f(t; s))�1t�2s�
�

bR
a

dR
c

�1t�2s

�
�

0@ bR
a

dR
c
f(u;v)�1u�2v

bR
a

dR
c
�1u�2v

1A
=

bR
a

dR
c

� (f(t; s))�1t�2s�
�

bR
a

dR
c

�1t�2s

�
�(x0)

27



=
bR
a

dR
c

f� (f(t; s))� �(x0)g�1t�2s

� �
bR
a

dR
c

(f(t; s)� x0)�1t�2s

= �

�
bR
a

dR
c

f(t; s)�1t�2s� x0
bR
a

dR
c

�1t�2s

�
= 0

elde edilir.

Teorem 3.4: f fonksiyonu R � T1 � T2 üzerinde integrallenebilir bir

fonksiyon ve �1 < � < f(t; s) < � < 1 olmak üzere f 2 CC1rd(R;R)

olsun. E¼ger � fonksiyonu (�; �) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬konveks ve pozitif bir

fonksiyon ise,

bR
a

dR
c

�

 
1

(�(x)�a)(�(y)�c)

�(x)R
a

�(y)R
c

f(t; s)�1t�2s

!
�1x�2y

(x�a)(y�c)

�
bR
a

dR
c

� (f(t; s))
�
1� t�a

b�a
� �
1� s�c

d�c
�

�1t�2s
(t�a)(s�c)

(3.20)

dir.

·Ispat: � konveks bir fonksiyon olsun. Jensen eşitsizli¼gi ve Fubini teore-

minden

bR
a

dR
c

�

 
1

(�(x)�a)(�(y)�c)

�(x)R
a

�(y)R
c

f(t; s)�1t�2s

!
�1x�2y

(x�a)(y�c)

�
bR
a

dR
c

 
�(x)R
a

�(y)R
c

� (f(t; s))�1t�2s

!
�1x�2y

(x�a)(�(x)�a)(y�c)(�(y)�c)

=
bR
a

dR
c

� (f(t; s))

�
bR
t

dR
s

�1x�2y
(x�a)(�(x)�a)(y�c)(�(y)�c)

�
�1t�2s

=
bR
a

dR
c

� (f(t; s))
�
1� t�a

b�a
� �
1� s�c

d�c
�

�1t�2s
(t�a)(s�c)

elde edilir.

Sonuç 3.4: p > 1 bir sabit ve f fonksiyonu R de pozitif bir fonksiyon olsun.

E¼ger � konveks fonksiyonu �(u) = up olarak seçilirse, f � 0 olmak üzere

bR
a

dR
c

 
1

(�(x)�a)(�(y)�c)

�(x)R
a

�(y)R
c

f(t; s)�1t�2s

!p
�1x�2y

(x�a)(y�c)

�
bR
a

dR
c

fp(t; s)
�
1� t�a

b�a
� �
1� s�c

d�c
�

�1t�2s
(t�a)(s�c) .

(3.21)

28



dir.

Sonuç 3.5: f fonksiyonu R de pozitif bir fonksiyon olsun. E¼ger � konveks

fonksiyonu �(u) = eu şeklinde seçilir ve f(x) yerine ln f(x) yaz¬l¬rsa, f � 0

olmak üzere
bR
a

dR
c

exp

 
1

(�(x)�a)(�(y)�c)

�(x)R
a

�(y)R
c

ln f(t; s)�1t�2s

!
�1x�2y

(x�a)(y�c)

�
bR
a

dR
c

f(t; s)
�
1� t�a

b�a
� �
1� s�c

d�c
�

�1t�2s
(t�a)(s�c) .

(3.22)

dir.

3.3. Birden Çok Fonksiyon ·Içeren Hardy ·Integral Eşitsizli¼gi

Bu bölümde amac¬m¬z zaman skalas¬nda birden fazla fonksiyon içeren Hardy

integral eşitsizli¼gini elde etmektir.

Teorem 3.4: a � 0 ve f1; f2; : : : ; fn fonksiyonlar¬negatif olmayan delta

integrallenebilir fonksiyonlar olsun. k = 1; 2; : : : ; n olmak üzere, Fk(t) :=
tR
a

fk(s)�s şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda

1R
a

�
F �1 (t)F

�
2 (t) : : : F

�
n (t)

(�(t)� a)n
� p

n

�t <
�

p
np�n

�p 1R
a

(f1(t) + f2(t) + : : :+ fn(t))
p�t

(3.23)

d¬r.

·Ispat: Jensen eşitsizli¼ginden

(F �1 (t)F
�
2 (t) : : : F

�
n (t))

1
n �

nP
k=1

F�k (t)

n
(3.24)

yaz¬l¬r. Buradan

(F �1 (t)F
�
2 (t) : : : F

�
n (t))

p
n �

�
nP
k=1

F�k (t)

�p
np

(3.25)

d¬r. Eşitsizli¼gin her iki taraf¬(�(t)� a)p ile bölünür ve t � a için integral

al¬n¬rsa
1R
a

�
F�1 (t)F

�
2 (t):::F

�
n (t)

(�(t)�a)n
� p
n
�t � 1

np

1R
a

�
F�1 (t)+F

�
2 (t)+:::+F

�
n (t)

�(t)�a

�p
�t (3.26)

elde edilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na (3.9) eşitsizli¼gi uygulan¬rsa,

1R
a

�
F �1 (t)F

�
2 (t) : : : F

�
n (t)

(�(t)� a)n
� p

n

�t <
�

p
np�n

�p 1R
a

(f1(t) + f2(t) + : : :+ fn(t))
p�t

bulunur.
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4. D·INAM·IK ·INTEGRAL EŞ·ITS·IZL·IKLER·I

Bu bölümde amaç; Young, Hölder, Minkowski, Jensen eşitsizliklerini ilk

olarak r-türev, daha sonra ��-türev kullanarak zaman skalas¬nda elde et-
mektir. Young, Hölder, Minkowski, Jensen eşitsizlikleri Wong taraf¬ndan

�-türev kullan¬larak elde edilmi̧stir. Dolay¬s¬yla ��-türev kullanarak elde
edilen eşitsizlikler, Young, Hölder, Minkowski, Jensen eşitsizliklerinin za-

man skalas¬nda yeni genelleştirmeleridir. Bu bölüm boyunca, a < b ve

a; b 2 T olmak üzere T bir zaman skalas¬olarak al¬nm¬̧st¬r.

Teorem 4.1: � 2 C1ld(T;R) azalan bir fonksiyon ve T̂ =�(T) bir zaman

skalas¬olsun. E¼ger f 2 Cld(T;R) ise, a; b 2 T için,

bZ
a

f(x)�r(x)rx =
�(b)Z
�(a)

f(��1(y))ry

dir.

·Ispat: Fr = f�r olsun. f�r sa¼g-yo¼gun sürekli bir fonksiyon oldu¼gundan

bR
a

f(x)�r(x)rx =
bR
a

Fr(x)rx

= F (b)� F (a)

= (F � ��1) (�(b))� (F � ��1) (�(a))

=
�(b)R
�(a)

(F � ��1)br (y)bry
=

�(b)R
�(a)

�
Fr � ��1

�
(y)(��1)

br(y)bry
=

�(b)R
�(a)

�
(f�r) � ��1

�
(y)(��1)

br(y)bry
=

�(b)R
�(a)

f(��1(y))
h
(�r � ��1)(��1)bri (y)bry

=
�(b)R
�(a)

f(��1(y))bry
elde edilir.

Teorem 4.2: c > 0 olmak üzere, g 2 Cld([0; c];R) azalan bir fonksiyon
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olsun. E¼ger g(0) = 0, a 2 [0; c] ve b 2 [0; g(c)] ise,

ab �
aR
0

g�(x)rx+
bR
0

(g�1)
�
(y)ry (4.1)

dir.

·Ispat: �(x) � x ve g�1 azalan bir fonksiyon oldu¼gundan

bR
0

(g�1)
�
(x)rx �

bR
0

(g�1) (x)rx (4.2)

yaz¬l¬r. Teorem 4.1. de �(x) = g(x) ve f(x) = x al¬rsak,

g�1(b)R
0

gr(x)xrx =
g(g�1(b))R
g(0)

g�1(y)ry =
bR
0

(g�1) (y)ry (4.3)

elde edilir. Buradan

g�1(b)R
0

gr(x)xrx = (g(x)x)jg
�1(b)
0 �

g�1(b)R
0

g(� (x))rx

= bg�1(b)�
g�1(b)R
0

g� (x)rx

yaz¬l¬r. Bu eşitsizlik ile birlikte (4.2) ve (4.3) göz önüne al¬n¬rsa,

aR
0

g�(x)rx+
bR
0

(g�1)
�
(y)ry � bg�1(b) +

aR
g�1(b)

g� (x)rx (4.4)

elde edilir.

I. Durum : a � g�1(b) olsun. Bu durumda g azalan bir fonksiyon oldu¼gun-

dan
aR

g�1(b)

g� (x)rx �
aR

g�1(b)

g(�(g�1 (b)))rx

�
aR

g�1(b)

g(g�1 (b))rx

= ab� bg�1(b)

elde edilir. Bu eşitsizlik (4.4) eşitsizli¼ginde kullan¬l¬rsa

aR
0

g�(x)rx+
bR
0

(g�1)
�
(y)ry � ab

bulunur.
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II. Durum : a � g�1(b) ve h = g�1 olsun. Bu durumda a � h(b) d¬r. g�1

fonksiyonu da azalan olaca¼g¬ndan h�1(a) � b dir. Dolay¬s¬yla I. durumdan,

ab �
bR
0

h�(x)rx+
aR
0

(h�1)
�
(y)ry

=
bR
0

(g�1)
�
(x)rx+

aR
0

g�(y)ry

bulunur. I. ve II. durumlar¬birlikte göz önüne al¬n¬rsa, (4.1) eşitsizli¼gi elde

edilir.

Sonuç 4.1: 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere, p > 1 ve q > 1 olsun. E¼ger a � 0 ve

b � 0 ise,

ab �
aR
0

(�(x))p�1rx+
bR
0

(�(y))q�1ry (4.5)

dir.

·Ispat: [0;1) üzerinde g(x) = xp�1 ve g�1(y) = yq�1 olarak al¬rsak, Teorem

4.2 den (4.5) eşitsizli¼gi elde edilir.

Lemma 4.1: m 2 N ve � bir sabit olsun. Bu durumda;

i: f(t) = (t� �)m ile tan¬ml¬f fonksiyonu için

fr(t) =
m�1P
k=0

(�(t)� �)k (t� �)m�1�k,

ii: (t��) (�(t)� �) 6= 0 olmak üzere, g(t) = (t��)�m ile tan¬ml¬g fonksiy-

onu için

gr(t) = �
m�1P
k=0

1

(�(t)� �)m�k (t� �)k+1

dir.

Sonuç 4.2: 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere, p > 1 ve q > 1 olsun. E¼ger a � 0, b � 0

ve t� �(t); [0;1) aral¬¼g¬nda bir sabit ise,

ab � (�(a))p

p
+ (�(b))q

q
� (�(0))p

p
� (�(0))q

q

dir.

·Ispat: f(t) = tp

p
olsun. �(t) = t� �(t) bir sabit oldu¼gundan ve Lemma 4.1

den ispat aç¬kt¬r.
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Sonuç 4.2 de T = R al¬n¬rsa,

ab � ap

p
+ bq

q
(4.6)

elde edilir.

Teorem 4.3 ( Hölder eşitsizli¼gi I): p > 1 olmak üzere, 1
p
+ 1

q
= 1 ve

f; g; h 2 Cld([a; b];R) ise,�
bR
a

jh(x)j jf(x)jprx
� 1

p
�

bR
a

jh(x)j jg(x)jqrx
� 1

q

�
bR
a

jh(x)j jf(x)g(x)jrx

(4.7)

dir.

·Ispat. [a:b] üzerinde

A(t) =
jh(t)j

1
p jf(t)j�

bR
a

jh(x)j jf(x)jprx
� 1

p

ve B(t) =
jh(t)j

1
q jg(t)j�

bR
a

jh(x)j jg(x)jqrx
� 1

q

al¬n¬rsa, (4.6) eşitsizli¼ginden

bR
a

A(t)B(t)rt �
bR
a

h
Ap(t)
p
+ Bq(t)

q

i
rt

� 1
p

bZ
a

jh(t)jjf(t)jp
bR
a

jh(x)jjf(x)jprx

rt+ 1
q

bZ
a

jh(t)jjf(t)jq
bR
a

jh(x)jjf(x)jqrx

rt

= 1
p
+ 1

q
= 1

elde edilir.

Özel olarak, (4.7) eşitsizli¼ginde p = q = 2 al¬n¬rsa, Cauchy-Schwarz eşitsi-

zli¼gi elde edilir.

Teorem 4.4 (Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi): a; b 2 T olsun. f; g : [a; b]!

R r- integrallenebilir fonksiyonlar¬için,

bR
a

jh(x)j jf(x)g(x)jrx �

s�
bR
a

jh(x)j jf(x)j2rx
��

bR
a

jh(x)j jg(x)j2rx
�

dir.
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Teorem 4.5 ( Hölder eşitsizli¼gi II). p < 0 veya q < 0 olmak üzere,
1
p
+ 1

q
= 1 ve f; g; h 2 Cld([a; b];R) ise,

�
bR
a

jh(x)j jf(x)jprx
� 1

p
�

bR
a

jh(x)j jg(x)jqrx
� 1

q

�
bR
a

jh(x)j jf(x)g(x)jrx

(4.8)

dir.

·Ispat: Kabuledelim ki p < 0 olsun. P = �p
q
; Q = 1

q
al¬n¬rsa, P > 1 ve

Q > 1 olmak üzere 1
P
+ 1

Q
= 1 bulunur. (4.7) eşitsizli¼ginde f(x) = F (x) ve

g(x) = G(x) al¬n¬rsa,�
bR
a

jh(x)j jF (x)jP rx
� 1

P
�

bR
a

jh(x)j jG(x)jQrx
� 1

Q

�
bR
a

jh(x)j jF (x)G(x)jrx

elde edilir. Bu eşitsizlikte F (x) = f�q(x) ve G(x) = f q(x)gq(x) yerine

yaz¬l¬rsa�
bR
a

jh(x)j jf(x)jprx
� 1

p
�

bR
a

jh(x)j jg(x)jqrx
� 1

q

�
bR
a

jh(x)j jf(x)g(x)jrx

elde edilir.

Şimdi Hölder eşitsizli¼gini kullanarak zaman skalas¬nda Minkowski eşitsi-

zli¼gini ifade ve ispat edelim.

Teorem 4.6 (Minkowski eşitsizli¼gi): p > 1 olmak üzere, f; g; h 2

Cld([a; b];R) ise,�
bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jprx
� 1

p

�
�

bR
a

jh(x)j jf(x)jprx
� 1

p

+

�
bR
a

jh(x)j jg(x)jprx
� 1

p

(4.9)

dir.
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·Ispat: Teorem 4.3 den

bR
a

jh(x)j j(f(x) + g(x))jprx

=
bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jp�1 (jf(x) + g(x)j)rx

�
bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jp�1 (jf(x)j+ jg(x)j)rx

=
bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jp�1 jf(x)jrx+
bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jp�1 jg(x)jrx

�
�

bR
a

jh(x)j
�
jf(x) + g(x)jp�1

�qrx� 1
q
�

bR
a

jh(x)j jf(x)jprx
� 1

p

+

�
bR
a

jh(x)j
�
jf(x) + g(x)jp�1

�qrx� 1
q
�

bR
a

jh(x)j jg(x)jprx
� 1

p

=

�
bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jprx
� 1

q

(�
bR
a

jh(x)j jf(x)jprx
� 1

p

+

�
bR
a

jh(x)j jg(x)jprx
� 1

p

)

elde edilir. Bu eşitsizli¼gin her iki taraf¬
�

bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jprx
� 1

q

ile

bölünür ve 1� 1
p
= 1

q
eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

�
bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jprx
� 1

p

�
�

bR
a

jh(x)j jf(x)jprx
� 1

p

+

�
bR
a

jh(x)j jg(x)jprx
� 1

p

elde edilir.

Lemma 4.2: f 2 C((c; d);R) bir konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

her t 2 (c; d) olmak üzere tüm s 2 (c; d) ler için f(s) � f(t) � at(s � t)

olacak şekilde at 2 R mevcuttur. E¼ger f tam olarak konveks ise, yukar¬daki

eşitsizlikte "�" yerine ">" yaz¬l¬r.

Teorem 4.7 (Jensen eşitsizli¼gi): a; b 2 T ve c; d 2 R olmak üzere,
bR
a

jh(x)jrx > 0 için h 2 Cld([a; b];R) ve g 2 Cld([a; b]; (c; d)) olsun. E¼ger

f 2 C((c; d);R) konveks bir fonksiyon ise,

f

0@ bR
a
jh(x)jg(x)rx

bR
a
jh(x)jrx

1A �
bR
a
jh(x)jjf(g(x))jrx

bR
a
jh(x)jrx

(4.10)
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dir. E¼ger f tam olarak konveks ise, (4.10) eşitsizli¼ginde "�" yerine "<"

al¬n¬r.

·Ispat: f konveks oldu¼gundan her t 2 (c; d) için, at 2 R mevcuttur öyleki

tüm s 2 (c; d) ler için f(s)� f(t) � at(s� t) dir. Bu durumda

t =

bR
a

jh(x)j g(x)rx

bR
a

jh(x)jrx

olsun. Böylece,

bR
a

jh(x)j f (g(x))rx�
�

bR
a

jh(x)jrx
�
f

0@ bR
a
jh(x)jg(x)rx

bR
a
jh(x)jrx

1A
=

bR
a

jh(x)j f (g(x))rx�
�

bR
a

jh(x)jrx
�
f(t)

=
bR
a

jh(x)j ff (g(x))� f(t)grx

� at
bR
a

jh(x)j fg(x)� tgrx

= at

�
bR
a

jh(x)j g(x)rx� t
bR
a

jh(x)jrx
�

= at

�
bR
a

jh(x)j g(x)rx�
bR
a

jh(x)j g(x)rx
�

= 0

elde edilir.

Teorem 4.7 de T = R veya T = Z al¬n¬rsa, s¬ras¬yla aşa¼g¬daki iki sonuç elde

edilir.

Sonuç 4.3:
bR
a

jh(x)j dx > 0 olmak üzere g; h : [a; b] ! R integrallenebilir

fonksiyonlar olsun. E¼ger f 2 C((c; d);R) konveks ise, g([a; b]) � (c; d) olmak

üzere

f

0@ bR
a
jh(x)jg(x)dx

bR
a
jh(x)jdx

1A �
bR
a
jh(x)jjf(g(x))jdx

bR
a
jh(x)jdx

dir.

Sonuç 4.4: f konveks olsun. Bu durumda herhangi bir x1; x2; : : : ; xn ve

36



nP
k=1

ck > 0 olmak üzere c1; c2; : : : ; cn 2 Z için ,

f

0B@
nP
k=1

ckxk

nP
k=1

ck

1CA �

nP
k=1

ckf(xk)

nP
k=1

ck

dir.

Yukar¬da verilen eşitsizlikler, zaman skalas¬nda diamond-� integral gözönüne

al¬narak aşa¼g¬daki şekilde ifade edilir.

Teorem 4.8 ( Hölder eşitsizli¼gi I): p > 1 olmak üzere, 1
p
+ 1

q
= 1 ve

f; g; h : [a; b]! R ��-integrallenebilir fonksiyonlar ise,�
bR
a

jh(x)j jf(x)jp ��x
� 1

p
�

bR
a

jh(x)j jg(x)jq ��x
� 1

q

�
bR
a

jh(x)j jf(x)g(x)j��x

(4.11)

dir.

·Ispat: [a:b] üzerinde

A(t) =
jh(t)j

1
p jf(t)j�

bR
a

jh(x)j jf(x)jp ��x
� 1

p

ve B(t) =
jh(t)j

1
q jg(t)j�

bR
a

jh(x)j jg(x)jq ��x
� 1

q

al¬n¬rsa, (4.6) eşitsizli¼ginden

bR
a

A(t)B(t)��t �
bR
a

h
Ap(t)
p
+ Bq(t)

q

i
��t

� 1
p

bZ
a

jh(t)jjf(t)jp
bR
a

jh(x)jjf(x)jp��x

��t+ 1
q

bZ
a

jh(t)jjf(t)jq
bR
a

jh(x)jjf(x)jq��x

��t

= 1
p
+ 1

q
= 1

elde edilir.

(4.11) eşitsizli¼ginde � = 1 al¬n¬rsa (1.2) eşitsizli¼gi, � = 0 al¬n¬rsa (4.7)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Özel olarak, (4.11) eşitsizli¼ginde p = q = 2 al¬n¬rsa, Cauchy-Schwarz eşitsi-

zli¼gi elde edilir.
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Teorem 4.9 (Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi): a; b 2 T olsun. f; g : [a; b]!

R ��-integrallenebilir fonksiyonlar¬için

bR
a

jh(x)j jf(x)g(x)j��x �

s�
bR
a

jh(x)j jf(x)j2 ��x
��

bR
a

jh(x)j jg(x)j2 ��x
�

dir.

Teorem 4.10 ( Hölder eşitsizli¼gi II): f; g; h : [a; b]! R ��-integrallenebilir
fonksiyonlar ve p < 0 veya q < 0 olmak üzere 1

p
+ 1

q
= 1 ise,

�
bR
a

jh(x)j jf(x)jp ��x
� 1

p
�

bR
a

jh(x)j jg(x)jq ��x
� 1

q

�
bR
a

jh(x)j jf(x)g(x)j��x

(4.12)

dir.

·Ispat: Kabuledelim ki p < 0 olsun. P = �p
q
; Q = 1

q
al¬n¬rsa, P > 1 ve

Q > 1 olmak üzere 1
P
+ 1

Q
= 1 bulunur. (4.11) eşitsizli¼ginde f(x) = F (x)

ve g(x) = G(x) al¬n¬rsa,�
bR
a

jh(x)j jF (x)jP ��x
� 1

P
�

bR
a

jh(x)j jG(x)jQ ��x
� 1

Q

�
bR
a

jh(x)j jF (x)G(x)j��x

elde edilir. Bu eşitsizlikte F (x) = f�q(x) ve G(x) = f q(x)gq(x) yerine

yaz¬l¬rsa�
bR
a

jh(x)j jf(x)jp ��x
� 1

p
�

bR
a

jh(x)j jg(x)jq ��x
� 1

q

�
bR
a

jh(x)j jf(x)g(x)j��x

elde edilir.

(4.12) eşitsizli¼ginde � = 1 al¬n¬rsa (1.3) eşitsizli¼gi, � = 0 al¬n¬rsa (4.8)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Teorem 4.11 (Minkowski eşitsizli¼gi): f; g; h : [a; b]! R ��-integrallenebilir
fonksiyonlar ve p > 1 ise,�

bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jp ��x
� 1

p

�
�

bR
a

jh(x)j jf(x)jp ��x
� 1

p

+

�
bR
a

jh(x)j jg(x)jp ��x
� 1

p

(4.13)

dir.
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·Ispat: Teorem 4.8 den

bR
a

jh(x)j j(f(x) + g(x))jp ��x

=
bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jp�1 (jf(x) + g(x)j)��x

�
bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jp�1 (jf(x)j+ jg(x)j)��x

=
bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jp�1 jf(x)j��x+
bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jp�1 jg(x)j��x

�
�

bR
a

jh(x)j
�
jf(x) + g(x)jp�1

�q ��x� 1
q
�

bR
a

jh(x)j jf(x)jp ��x
� 1

p

+

�
bR
a

jh(x)j
�
jf(x) + g(x)jp�1

�q ��x� 1
q
�

bR
a

jh(x)j jg(x)jp ��x
� 1

p

=

�
bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jp ��x
� 1

q

(�
bR
a

jh(x)j jf(x)jp ��x
� 1

p

+

�
bR
a

jh(x)j jg(x)jp ��x
� 1

p

)

elde edilir. Bu eşitsizli¼gin her iki taraf¬
�

bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jp ��x
� 1

q

ile

bölünür ve 1� 1
p
= 1

q
eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

�
bR
a

jh(x)j jf(x) + g(x)jp ��x
� 1

p

�
�

bR
a

jh(x)j jf(x)jp ��x
� 1

p

+

�
bR
a

jh(x)j jg(x)jp ��x
� 1

p

elde edilir.

(4.13) eşitsizli¼ginde � = 1 al¬n¬rsa (1.4) eşitsizli¼gi, � = 0 al¬n¬rsa (4.9)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Teorem 4.12 (Jensen eşitsizli¼gi): a; b 2 T ve c; d 2 R olmak üzere,
bR
a

jh(x)j��x > 0 için h : [a; b] ! R ve g : [a; b] ! (c; d) ��-integrallenebilir
fonksiyonlar olsun. E¼ger f 2 C((c; d);R) konveks bir fonksiyon ise,

f

0@ bR
a
jh(x)jg(x)��x

bR
a
jh(x)j��x

1A �
bR
a
jh(x)jjf(g(x))j��x

bR
a
jh(x)j��x

(4.14)

dir.

E¼ger f tam olarak konveks ise, (4.14) eşitsizli¼ginde "�" yerine "<" al¬n¬r.
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·Ispat: f konveks oldu¼gundan her t 2 (c; d) için, at 2 R mevcuttur öyleki

tüm s 2 (c; d) ler için f(s)� f(t) � at(s� t) dir. Bu durumda

t =

bR
a

jh(x)j g(x)��x

bR
a

jh(x)j��x

olsun. Böylece,

bR
a

jh(x)j f (g(x))��x�
�

bR
a

jh(x)j��x
�
f

0@ bR
a
jh(x)jg(x)��x

bR
a
jh(x)j��x

1A
=

bR
a

jh(x)j f (g(x))��x�
�

bR
a

jh(x)j��x
�
f(t)

=
bR
a

jh(x)j ff (g(x))� f(t)g��x

� at
bR
a

jh(x)j fg(x)� tg��x

= at

�
bR
a

jh(x)j g(x)��x� t
bR
a

jh(x)j��x
�

= at

�
bR
a

jh(x)j g(x)��x�
bR
a

jh(x)j g(x)��x
�

= 0

elde edilir.

(4.14) eşitsizli¼ginde � = 1 al¬n¬rsa (1.5) eşitsizli¼gi, � = 0 al¬n¬rsa (4.10)

eşitsizli¼gi elde edilir.
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EKLER

1. Üçüncü bölümde, zaman skalas¬nda

bR
a

u(x)�

 
1

�(x)�a

�(x)R
a

f(t)�t

!
�x
x�a �

bR
a

v(x)� (f(x)) �x
x�a

şeklindeki Hardy-Knopp tipli integral eşitsizli¼gi ve

bR
a

dR
c

�

 
1

(�(x)�a)(�(y)�c)

�(x)R
a

�(y)R
c

f(t; s)�1t�2s

!
�1x�2y

(x�a)(y�c)

�
bR
a

dR
c

� (f(t; s))
�
1� t�a

b�a
� �
1� s�c

d�c
�

�1t�2s
(t�a)(s�c)

şeklindeki 2-boyutlu Hardy-Knopp tipli integral eşitsizli¼gi ifade ve ispat

edilmi̧stir. Ayr¬ca zaman skalas¬nda birden fazla fonksiyon içeren Hardy

integral eşitsizli¼gi elde edilmi̧stir. Bu bölümde yap¬lan çal¬̧smalar "Dynamic

Systems and Applications" isimli dergide yay¬na kabul edilmi̧stir.

2. Dördüncü bölümde, zaman skalas¬nda Young, Hölder, Minkowski ve

Jensen eşitsizlikleri ilk olarak r-türev, daha sonra ��-türev kullan¬larak
elde edilmi̧stir. Dolay¬s¬yla ��-türev kullanarak elde edilen Young, Hölder,
Minkowski ve Jensen eşitsizlikleri zaman skalas¬nda yeni genelleştirmel-

erdir. Bu bölümde elde edilen sonuçlar "Applied Mathematics Letters" isimli

dergide yay¬na kabul edilmi̧stir.
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