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OZET

CS-MODULLER VE BAZI GENELLEMELERI

Hatice TUFAN

Afyon Kocatepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Do¢. Dr. Hasan OGUNMEZ

Modiil teorinin amaci halkalar1 daha iyi karakterize etmektir. Ozellikle injektif
modiiller yardimiyla QF-halkalar karakterize edilmektedir ki QF halkalar modiil
teorisinde ¢ok oOnemli yer tutar. CS-modiller injektif modillerin bir
genellemesidir. Bu da aklimiza CS-modiiller yardimiyla halkalar1 karakterize
edebilir miyiz sorusunu akla getirir. Bu soru literatiirde son 10 yilda cevap

bulmugtur. Daha sonra CS-modiiller C,, -modiiller ve zayif CS-modiiller olarak

genellestirilmistir. En son olarak Tercan CLS-modiilleri tamimlayarak, oncelikle
bu modiil ile diger modiiller arasindaki iligkiyi ele almistir. Kisaca CLS-modiiller,
CS-modiillerin en son genellemesi olarak literatiirde yer almigtir. Tezin ilk
boélimiinde, konunun kavranmasi igin gerekli tanmimlar ve teoremler verilmistir.
Tezin ikinci bolimiinde, CS-modiiller ve 6zelliklerinden bahsedildi. Tezin son

bolimiinde de CLS-modiiller ve 6zellikleri incelendi.

2008, 37 sayfa



ABSTRACT

CS-MODULES AND SOME GENERATIONS

Hatice TUFAN

Afyon Kocatepe University

Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Hasan OGUNMEZ

The aim of module theory is to better characterize the rings. Especially with the
help of the injective modules, QF-rings; which hold an important place in the
module theory; can be characterized. CS modules are the generalization of the
injective modules. This makes us to think whether we can characterize the rings
with the help of the CS-modules. This question got an answer in the literature in
the last 10 years. Later on, the CS-modules are generalized as C-modules and
weak CS-modules. Finally Tercan defined the CLS-modules and investigated the
relation of CLS-modules with the the other modules. Shortly, the CLS-modules
got its place in the literature as the latest generalization os CS-modules. In the first
part of the thesis, the necessary definitions and theries are explained for clarifying
the topic. In the second part of the thesis, the properties of the CS-modules are
explained. In the last part of the thesis, the CLS-modules and its properties are

investigated.

2008, 37 pages



TESEKKUR

Bu calismanin her sathasinda, degerli goriislerini, yardimlarmi ve
desteklerini benden esirgemeyen degerli hocalarim Dog¢. Dr. Hiiseyin YILDIRIM,
Yrd. Dog. Dr. Tamer KOSAN ve damismanim Yrd. Dog. Dr. Hasan OGUNMEZ’e
tesekkiirlerimi sunmay1 bir borg bilirim.

Hatice TUFAN



SIMGELER

R Birimli Halka

WMo Sol(sag) R-modiil

S, Altmodiil

S, Esasli altmodiil

S Komplement altmodiil

Sy eeeeennanans Diktoplanan altmodiil

D e Tamammen degismez altmodiil
T Burulmal1 modiil

> B Diktoplam

EndM)........M modiilii tizerindeki endomorfizmalar
Cvereeeenennn Tamsayilar kiimesi
Cek(f).........., homomorfizmasinin ¢ekirdegi

Soc(M)......... M nin minimal altmodiillerinin toplami



I. BOLUM

GIRIS

Modiil teori iizerinde 6nemli kavramlar vardir. Bunlar C,,- modiil ve CLS-

modiillerdir. Bu kavramlar1 verebilmek i¢in Oncelikle su alt kavramlara
ihtiyacimiz var; esasl alt modiil, komplement alt modiil, kapali alt modiil ve dik
toplanan modiiller.

M bir sag R -modiill ve N <M, olsun. M, nin sifirdan farkli her K
alt modiilii igin NN K #0 oluyorsa N ye M, de esasl alt modiil, M , ye ise
N nin esasl genislemesi denir ve N <, M , bi¢iminde gosterilir.

M bir sag R -modiil ve K<, M, olsun. K nmn M, icinde 6z
(proper) esasli (essential) genislemesi yoksa, K ya M, de kapali (closed) alt
modiil denir. Yani K<, L<M, iken K=L oluyorsa, K alt modili M, de

kapal1 alt modiil olur.

M bir sag R -modiill ve A<M, olsun. AnB=0 olmas1 ozelligine
gore maksimal olan B<M, ye A nin M, deki komplementi (complement)

denir ve B<, M, ile gosterilir.

Ayrica; M, nin her kapali alt modiilii M, de diktoplanan oluyorsa M,
ye (Cl)-modiil ((CS ) /extending modiil) denir.

M bir sag R —modiil olsun. Eger M nin her alt modiilii M nin dik toplanani
olan bir komplemente sahipse, yani M nin her bir N alt modiili icin M nin bir

K dik toplanani vardir ki K da M i¢inde N nin komplementi ise M modiiliine
(C,,)-modiil denir.

CS-modiiller iyi bilinen modiillerdir. 1954-1970 yillar1 arasmnda C,, -

modiilleri M.Miiller kitabinda ilk olarak vermesine karsin F. Smith Patrick 1990



da bu konuyu ele aldi ve yeniden inceledi. Daha sonra F. Smith Patrick ve
ogrencisi Adnan Tercan konuyu ayrintilariyla incelediler ve su 6nemli sonuglari

cikardilar.

M bir sag R—modiil olsun. M bir (C,,;) modiil olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul NNL=0 olan biitin N ve L alt modilleri icin L<K ve
NNK =0 olacak sekilde M nin K dik toplanani var olmasidir. Ustelik bu

durumda N ® K da M nin esash alt modiiludir.

Bir M sag R—modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.
(I) M bir (C,,) modiildiir.
(2) M nin herhangi bir komplement L alt modiilii i¢in M nin bir K dik
toplanani vardir dyle ki K, M i¢inde L nin bir komplementidir.
(3) M nin herhangi bir N alt modiilii i¢in, M nin bir K dik toplanami vardir
ki NnK=0ve N® K, M nin esasl bir alt modilidir.
(4) M nin herhangi bir komplement L alt modiilii i¢in, M nin bir K dik

toplanani vardir 6yle ki LN K =0 ve L® K, M ’nin esasl bir alt modiiliidiir.

(C,,) modillerin herhangi dik toplami da (C,,) dir. (C,) modillerin
herhangi dik toplami da (C,,) dir. Uniform modiillerin herhangi dik toplami
(C,,) dir.

Sonug olarak tiniform modiil tanimimi verelim. Her alt modiilii esasli olan

modiile iiniform modiil denir.

Tercan ile Birkenmier daha once agik kalan su soru iizerinde diistindiiler.

C,, -modiiliin ne zaman alt modili C,, -modiildiir? Bunu incelerken de su

sonuglara ulastilar.



M bir C,,-modiil ve. X de M nin bir alt modiilii olsun. Eger M nin

herhangi bir dik toplanani ile X in kesisimi, X in bir dik toplanan1 ise, o zaman

X bir C|,-modiildiir.

M bir C,,-modiil olsun.

(i) Eger M distiributive ise, o zaman M nin her alt modiilii C, dir.

(ii) Biitiin e* = e € End(M ) elemanlari igin X, M nin bir alt modiilii dyle
ki eX € X ise, o zaman X bir C,, -modiildiir. Ozellikle, M nin
tamamen degismez her alt modiilii bir C,, -modiildiir.

(iii) Eger M SIP e sahipse, 0 zaman M nin her dik toplanan1 C,, e sahiptir.

M,, M nin alt modiilii iken, M =M, @ M, olsun. O zaman M C,, e sahiptir
ancak ve ancak M, ve M, nin her ikisi de C,, e sahiptir.
M Dbir C;, modiil ve X, M nin tamamen degismez (fully invariant) bir alt

modiilii olsun. O zaman X <M olacak sekilde M = M| ® M, parcalanis1 vardir.

ess

Dabhasi,

(i) Eger Z,(M,) bir C,, ise M, de C,, dir.

(i) Eger Z,(M,) bir C,, ise M, de C,, dir.

(iii) M,,M nin tamamen degismez bir alt modiilii (6rnegin, Z,(M)< M) ise
M, ve M, nin ikisi de C|,-modiildiir.

(iv) Eger Z,(M)<M, ise M, ve M, nin ikisi de C,,-modiildiir.

Bu c¢aligmalara bagli olarak Adnan Tercan CS-modiillerin bir bagka
genellemesi olan CLS-modiilleri 1995 tarihli makalesinde ele almigtir. Simdi de

CLS-modiilleri taniyalim. Bunun i¢inde 6nce kapali* alt modiil tanim1 verelim.

M bir modiil ve N, M nin bir altmodiilii olsun. Eger M%\f tekil olmayan

ise N ye M nin kapali* alt modiilii (closed* alt modiilii) denir.



Bu tanimin 6nce verdigimiz tanimlarla iligkisi ise;
M bir sag R -modiil olsun.
(1) Her kapali* alt modiil bir kapali alt modiildiir.
(i1) Eger M tekil olmayan ise her kapali alt modiil bir kapali* alt
modiildiir.

onteoreminde gosterilmistir.

Bu tanimdan sonra CLS-modiilii verelim. M bir modiil olsun. Eger her
kapali* alt modiilii M nin bir dik toplanant ise M modiiliine CLS-modiil denir.

Bu tanimin iizerine de su sonuglar elde edildi.

(i) Her CS-modiil bir CLS modiildiir.

(i1) Her tekil olmayan CLS-modiil bir CS-modiildiir.

Ayrica bir CLS-modiiliin herhangi bir dik toplanani1 da CLS-modiildiir.

Buraya kadar tarihsel gelisimiyle bahsedilen ¢aligmalar goz Oniine alinarak su iki
problem bu tezde ¢aligildi.

1. CLS-modillerin alt modiilii ne zaman CLS olur?

2. Cezmi Celik, Abdullah Harmanci ve Patrick Smith 1995 de CS-modiillerin
bir bagka genellemesi olan CESS-modiilleri tanimladilar ve {izerine
calistilar.

Sonra Cezmi Celik Turkish of Math. 1-22-1998 (69-75) yayininda CESS-
modiillerin ¢esitli modiillerini elde etti. Biz de bu CLS-modiilleri acaba CLSS-

modiil yapabilir miyiz?



II. BOLUM

TANIM VE TEMEL TEOREMLER

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde gerekli olacak bazi temel tanim ve

teoremler verildi.

2.1 Cebirsel Yapilar

Asagida verilen Tanim2.1.1 ile Tanim 2.4.1 arasindaki tanim ve teoremler

Anderson-Fuller ve Wishbauer’ in kaynak kitaplarindan alinmistir.

Tanmm 2.1.1 ( Modiil ) R bir halka olsun. -:Rx M — M c¢arpimu ile birlikte

(M ,+) degismeli grubu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa R iizerinde bir sol

modiildir denir.

(1) Her meM i¢in l,m=m
(2) Her r€R ve her mneM igin r-(m+n)=r-m+r-n
(3) Her r,seR ve her meM icin (r+s)-m=r-m+s-m

(4) Her r,seR ve her meM igin (r-s)-m=r-(s-m)

Genellikle -  yazilmaz ve sadece rm yazilir. R Tizerinde bir sag modiil
mr g¢arpimi ile benzer yolla tanimlamr. M sol R -modilii ,M yazilimi ile

gosterilir.

Tanimdan da goriilecegi iizere; bir halka {izerindeki modiil kavrami vektor
uzayinin bir genellemesidir (bir vektdr uzayinda skalerler bir cisim {izerinden
alinirken modiilde halkadan alinirlar). Bu da modil teoride vektdr uzaymin

sagladigl baz1 onemli Ozellikleri saglatma amacini giider. Ne yazik ki bu her



zaman olumlu sonuglanmaz. Ornegin tiim modiiller vektdr uzaylar1 gibi bir tabana

sahip degildirler.

Ornek: Eger V bir F cismi iizerinde vektdr uzayi ise ¥ vektorlerdeki toplama
islemi altinda degismeli bir gruptur. Skalerle ¢arpma islemlerinden Tanim 2.1.1 in
ozellikleri de sagladig1 gozlemlenirse kolaylikla goriilecektir ki V' ayn1 F' cismi
(dolayisiyla halkasi) tlizerinde bir modiildiir.

Ornek: Her degismeli grup bir c-modiildiir. (< tam sayilar kiimesi)

Coziim: M bir degismeli grup olsun. Asagidaki doniistimleri tanimlayalim:
XM > M ,(m,a) > ma
+MxM->M, (x,x)ox+xve (x+x,x)>(x+x)+x
ile taniml1 olsun. O zaman , her n,n ,n, e ve her m,m,,m, e M igin,
(1) n(m, +m,)=nm, +nm,:

n(m, +m,)=(m, +m,)+(m, +m,)+...+(m, + m,)

n—tane

=(m, +m, +...+m)+(m, +m, +...+m,)

n—tane n—tane

=nm, +nm,

(2) (n, +n,) m=nm+n,m:

(n,+n,) m=m+m+..+m
%/—J

n;+n,—tane

=(m+m+..+m)+(m+m+...+ m)

n —tane n,—tane

=nm+n,m

(3) (nyny)m=n,(n,m):

nn,)m=m+m+..+m
172 \ /

nn,—tane

=(m+m+...+m)+(m+m+..+m)+...+(m+m+...+m)

n,—tane n,—tane n,—tane

n —tane

=n,(n,m)



Tanim 2.1.2 ( Alt Modiil ) R bir halka, M bir sol R-modiil ve N de M nin
bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger N, M nin toplamsal alt grubu ve her
reR ve neN igin,rne N ise N ye M nin sol R —alt-modiilii ya da

sadece alt modiili denir.

Aciktir ki {O} kiimesi ve M nin kendisi yine M nin alt modiilleridir.

Onteorem 2.1.3 M bir sol R-modiil ve K< M olsun. O zaman K, ,M
nin bir alt modiilii olmas1 i¢in gerek ve yeter sart, her x, y € K ve her r € R i¢in,

x—yeK ve xre K olmasidir.

Tamim 2.1.4 ( Uretilmis Alt Modiil ) X, R iizerinde bir M modiiliiniin bir alt
kiimesi olsun. M nin X i kapsayan biitiin alt modiillerinin arakesitine X ile
tiretilmig alt modiil (generated alt modiilii) denir. Eger X sonlu ve bir N alt
modiiliinii {iretiyorsa, o zaman N modiiliine sonlu iiretilmis alt modiil (finitely

generated alt modiil) denir.

Tamim 2.1.5 ( Devirli Alt Modiil ) m e M ise, Rm kiimesini Rm = {rm:r € R}
olarak tanmimlayabiliriz. Bu kiimeye m ile dretilmis devirli (cyclic) alt modiil

denir. Eger M = Rm ise, M modiiliine devirlidir denir.

Tanmm 2.1.6 ( Basit Modiil ) Eger M sifirdan farkli bir modiil ve M nin alt

modiilleri sadece 0 ve M ise M modiiliine basit ( simple ) denir.

Asagidaki onteorem kiimeler kuraminda Zorn dnteoremi olarak bilinen 6zelligin

modiiller i¢in bir uygulamasidir.

Onteorem 2.1.7 X bir M modiiliiniin herhangi bir alt kiimesi olsun. N n.X =0
olan M nin herhangi bir alt modiilii bu 6zellige gore maksimal olan bir alt modiil

de kapsanr.



Tanim 2.1.8 ( Maksimal Alt Modiil ) M bir R-modiill ve N,K da M nin alt
modiilleri olsun. Eger N<K <M iken N=K veya K=M ise, N yc M

nin maksimal alt modiilii denir.

Onteorem 2.1.9 M bir sol R -modiill ve N <M olsun. O zaman M%\f basittir

gerek ve yeter sart N maksimaldir.

Ispat : (=) M%\f basit modiil ve. N <K <M olsun. O zaman I%\f modiili
M%\f modiiliiniin alt modiiliidiir. M%\f basit modiil oldugundan, I%\,:M%\,
veya I%V:O olmalidir. Eger I%V:O ise, o zaman K =N dir. Eger
I%\,:M%\, ise, 0 zaman K = M dur.

(«<) Kabul edelim ki, M%\f basit modiil degildir. O zaman orada N < X ile
M%\f nin bir )%\7 alt modiilii vardir. N <X <M saglanir. N de M nin
maksimal alt modiili oldugundan, N=X veya X =M dir. Bu ise M%\f nin

basitligi ile geligir.

Tanim 2.1.10 ( Modiil Homomorfizmasi ) M ve N iki sol R-modiiller olsun.

Eger f:M — N doniisimi asagidaki sartlar1 saglarsa bir modiil
homomorfizmast adinm alir.

(1) Her m,m €M igin, f(m+m')=f(m)+ f(m)

(2)Her reR ve meM igin, f(rm)=rf(m)

Eger f homomorfizmasi, bijection (birebir ve orten) ise izomorfizmasidir.



Teorem 2.1.11 ( Modiiller i¢cin 1. izomorfizma Teoremi ) M, N R -modiiller
ve f:M — N bir 6rten modiil homomorfizmas: olsun. O zaman f doniisiimii

icin

M ek =N
dir.

Teorem 2.1.12 ( Modiiller I¢in 2. izomorfizma Teoremi ) M bir R -modiil,

A,B de M nin alt modiilleri ve A< B olsun. O zaman

M=) )

dir.

Teorem 2.1.13 ( Modiiller I¢in 3. izomorfizma Teoremi ) M bir R -modiil

ve A,B de M nin alt modiilleri olsun. O zaman

%AmB);(AJFB%

dir.

Tanim 2.1.14 ( Annihilatér ) M bir sol-modiil olsun.
ann(M)={reR:rm=0, her reR icin}

kiimesine M nin annihilatorii denir. Eger me M ise, m nin annihilatori
ann(m)z{reR:rsz} kiimesidir. Ayrica ann(m) bir sol idealdir ama
ann(M) bir idealdir. Eger r € R ise, 0 zaman ann,(r) = {s €R:sr= 0}, sol ideal
ve ann, (r)= {s eR:rs =O}, sag ideal tanimlarma sahibiz. Bunlara sirasiyla r

nin sol annihilatérii ve sag annihilatorii denir.



Tanmm 2.1.15 R iizerindeki sol modiillerin kategorisi R — Mod ile gosterilir.
R — Mod kategorisinin nesneleri sol R -modiiller, morfizmalar1 sol R -modiil

homomorfizmalar1 ve bilesimi de fonksiyonlarin bilesimleridir.

Bu boliimde tezimizle ilgili olan ve geri kalan kisimda sik¢a

basvuracagimiz kavramlar1 verelim.

Tamm 2.1.16 ( Esash Alt Modiil ) M bir sa§ R -modill ve N <M, olsun.
M , nin sifirdan farkli her K alt modiilii i¢in NN K #0 oluyorsa N ye M,
de esash alt modiil, M, ye ise N nin esasl genislemesi denir ve. N<, M,

biciminde gosterilir.

Onerme 2.1.17 M bir sag R -modiil olsun. Asagidaki dzellikler saglamr.

(1) N<, M, dir ancak ve ancak N "X =0 olacak bicimde X <M, varsa

X =0 olmalidur.

(2) N<, M, dir ancak ve ancak her 0% me M, i¢in dyle bir » € R vardir ki

0= mre N dir.

(3) N<, M, dir ancak ve ancak her 0#me M, icin NNmR=0 dur.

(4) K<N<M, olsun. K <, M, dir ancak ve ancak K<, N<,6 M, dir.

(5) A<,B<M, ve C<, D<M, ise AnC<, BNnD olur.

6) M,=®,_M, ve herbiriel icin N, <, M, ise ®,_, N, <, M, dir.

(Dunget al., 1994)



(7) MR:ZiE1Mi ve her bir iel icin N, <, M, ise ve

N=Y N, =®_N, ise N<, M, ve M,=®,,M, olur. (Kasch, 1982)

iel
Tanim 2.1.18 ( Kapah Alt Modiil ) M bir sag R -modiill ve K<, M, olsun.
K mn M, icinde 6z (proper) esasl (essential) genislemesi yoksa K ya M, de
kapali (closed) alt modiil denir. Yani K<, L<M, iken K =L oluyorsa K

alt modiilii M , de kapali alt modiil olur.

Tamim 2.1.19 (Komplement Alt Modiil) M bir sa§ R -modil ve A<M,
olsun. AN B=0 olmasi 6zelligine gére maksimal olan BSM, ye A nin M,
deki komplementi (complement) denir ve B<_ M , ile gosterilir.

Not: Onteorem 2.1.7 Zorn 6nteoreminden bir modiiliin komplement alt modiilii

her zaman vardir, yani M , nin herhangi bir alt modiilii alindiginda,

ailesi kapsama bagintisina gore kismi sirali kiime olur. Zorn Onteoreminden her

zaman N <, N' <, M, olacak sekilde N <M, bulunur.

Fakat asagidaki 6rnekte de goriilecegi lizere bu tek olmak zorunda degildir.

Ornek 2.1.20 F bir cisim ve F iizerinde, M, = F ® F modiilii diisiiniilsiin.
xeF igin M, nin,

A=F®0={(f,0):feF} ve B=(x)F={(x))f:feF}
alt modilleri alindiginda ANB=0 dir. Yani 4 nmn B yi kapsayan bir
komplementi vardir. Ote yandan; 0 ® F de 4 igin M, iginde bir komplement
olur. (Goodearl, 1976)



Onerme 2.1.21 M bir sag R -modiil ve X,Y <M, alinsin. ¥, X in M, de ki

komplementiise X ®Y <, M, dir. (Goodearl , 1976)
Onerme 2.1.22 M bir sag R -modiil ve N<, M, ise N< M, dir.

Ancak Onerme 2.1.22 in tersi asagidaki drnekte de goriilecegi gibi her zaman

dogru olmayabilir.

Ornek 2.1.23 p herhangi bir asal say1 ve Z de tamsayilar kiimesi olmak iizere,

zZ _Z
M,=2@

, — modiilii alnsm. M, nin K =(1+ pZ+ p°Z) Z alt modiili
rZ pZ

M , i¢cinde komplement olmasma karsin K , M, de dik toplanan degildir.
(Smith and Tercan, 1993)

Onerme 2.1.24 M bir sag R -modiill ve A<M, olsun. Asagidaki ifadeler
denktir.

(1) A4 altmodiilii M, de kapal alt modiildiir.

(2) A altmodiilii M, de komplemettir.

M
(3) A<B<, M, ise Esg R dir.
4 ° 4

(Goodearl, 1976)

Onerme 2.1.25 A<, B< M, ise A<M, olur. (Goodearl, 1976)
Onteorem 2.1.26 M bir sag R -modiil ve A<M, olsun. A<, M, dir ancak

ve ancak 4 her komplementinin komplementidir. (Kasch, 1982)



Tamm 2.1.27 (Uniform Modiil) Her alt modiilii esasli olan modiile iiniform
modiil denir.
t(M)={aeM :na=0,bazi 0+ neN}

kiimesine M nin burulmali (torsion)alt modiilii denir.
(M) =0 ise M ye t -burulmasiz,
(M) =M ise M ye t -burulmali modiil denir.

Tanimm 2.1.19(SIP Modiil) Eger M nin iki dik toplaminin arakesiti de M nin bir
diktoplanani ise M modiilii SIP yi saglar.

2.2 Injektif (Injective) Modiiller

Tamm 2.2.1 ( injektif Modiil ) M ve M sag R -modiiller olmak iizere, M,
nin her alt modiiliinden M, ye tanimlanan R -modiil homomorfizmalar M, ye

genisliyorsa, M, ye M , injektif (M -injektif (M -injective)) denir.

Tanim 2.2.2 R bir halka ve M bir sag R -modiil olsun.

(1) M, modiilii her sag R -modiill X igin X, -injektif oluyorsa M, ye injektif

modiil denir.

(2) M, modiilii M ,-injektif oluyorsa M, ye yari-injektif ( quasi-injective )
modiil denir.
(3) R halkas1 kendisi tizerinde sag (sol) R -modiil olarak diisiiniildiigiinde sag

(sol) injektif oluyorsa R ye sag (sol) kendi-injektif (self-injektif) halka denir.

(4) Herhangi iki 4 ve B sag (sol) R -modiilleri i¢in 4 modiilii B -injektif ve B



modiilii de A4 -injektif  oluyorsa A ile B sag (sol)  goreceli-injektif

(relatively- injective) modiil adini alir.

Onteorem 2.2.3 M, bir modiil olsun. M, injektif modiil olmas: icin gerek ve

yeter kosul M, nin R, -injektif olmasidir. (Anderson and Fuller, 1992)

Onerme 2.2.4 M, modiili X -injektiftir ancak ve ancak her Y sag R -modiilii
icin f:Y - M, homomorfizmas1 ve g:Y — X bire-bir homomorfizmas1 i¢in

ho g=f olacak sekilde 4:X — M, homomorfizmasi vardir.

Onerme 2.2.5 M, modili B -injektif ise A<B i¢in M, modiili aym

zamanda A -injektif ve %—injektifdir. (Mohamed and Miiller, 1990)

Onerme 2.2.6 4 ve M sa§ R-modiil olsun. M, modiilii 4 -injektiftir ancak
ve ancak her ae€ 4 i¢in M, modilii aR -injektiftir. (Mohamed and Miiller,

1990)

Onerme 2.2.7 M, modiili ®,_, 4, -injektiftir ancak ve ancak her i e icin

iel

M, modiilii 4, -injektiftir. (Mohamed and Miiller, 1990)
Onerme 2.2.8 X, injektif modiilve X, =Y, ise Y, de injektif modiildiir.

Onerme 22.10 M, ve M,sag R -modiiller olmak iizere, M, ® M, yari-
injektiftir ancak ve ancak M, modiili M -injektiftir (7, j=1,2). (Mohamed and

Miiller, 1990)



23 (C1), (C2), (C3) -modiiller ile Yari-Siirekli (Quasi-Continuous) ve

Siirekli (Continuous) Modiiller

Tanmim 2.3.1 M, bir modiil olsun.

(1) M, nin her kapali alt modiili M, de diktoplanan oluyorsa M, ye (Cl)-
modiil ((CS ) / extending modiil) denir.

(2) M, nin herhangi bir diktoplananma izomorf olan her alt modiili de

M, de diktoplanan oluyorsa M, ye (C2)-modiil denir.

3) M, nin M, "M, =0 o6zelligini saglayan her M, , M, diktoplanan alt
modiilii igin M, ® M, de M, de diktoplanan oluyorsa M, ye (C3)-modiil

denir.

(4) M, modiili (C1)ve (C2)-modiil ((C3)-modiil) ise M, ye siirekli (vari-

stirekli/  -injektif ) modiil denir.

Teorem 2.3.2 M sag R-modiilii yari-siireklidir ancak ve ancak X ve Y, M,

nin birbirinin komplementi olan alt modiilleriise M, =X @Y dir.

Ispat: (=) X ve Y birbirinin komplementi olan iki alt modiil olsunlar.

Dolayisiyla X ve Y kapali alt modiillerdir.
M , modiilii (C1)-modiil oldugundan X ve Y M, nin diktoplananidir

ve XNY =0 (X veY kapal alt modiillerdir) olur.
M, modili (C3)-modiil oldugundan X @Y de M nin bir

diktoplananidir. Onerme 2.1.17(6) dan X ® Y<M dir.

X@Y%M ve X @Y <M oldugundan X @Y = M olmahdir.



(<) (Mohamed and Miiller, 1990) Teorem 2.8 den goriiliir. 4~

Tamm 2.3.3 M, ve M, sag R-modiiller olmak iizere, M, ® M, yari-siirekli

modiil ise M, ile M, goreceli-injektif modiil olur. (Mohamed and Miiller, 1990)

Onteorem 2.3.4 M, modiilii yari-siirekli olsun. M , siireklidir ancak ve ancak
f(M)<, M olacak bicimdeki bire-bir f € End(M ,) ayn1 zamanda Orten olur.

(Mohamed and Miiller, 1990)
Onerme 2.3.5 Her (C2)-modiil bir (C3)-modiildiir. (Mohamed and Miiller, 1990)

Sonu¢ 2.3.6 M, modiili siirekli ise yari-siireklidir. (Mohamed and Miiller,
1990)

Tanmm 2.4.1 ( Tekil ( Singiiler ) Alt Modiil ) M bir R -modiil olsun. M nin
bostan farkli alt kiimesi Z(M) = {m eM :ann(m) <, R R} yi ele alalim. Agiktir ki

Z(M)alt modildiir. Eger Z(M)=M (veya Z(M)=0) ise M ye sirasiyla

tekil (veya tekil olmayan ) modiil denir.



III. BOLUM

Halka ve modiil teoride C; modiiller dnemli bir yer tutmakta ve bu modiiller

yardimi ile modiil siniflar1 ve halkalar daha iyi anlagilmaktadir. 2.3 bdoliimde ki

tanimlardan su hiyerarsiye sahibiz.

Injektif = Yari-injektif = siirekli = yari-siirekli = C,

C,,- MODULLER

M bir sag R— modiil olsun. Eger M nin her alt modiili M nin dik
toplanani olan bir komplemente sahipse, yani M nin her bir N alt modiili i¢in
M nin bir K dik toplanan1 vardir ki K da M i¢inde N nin komplementi ise
M modiiliine (C,,)-modiil denir.

Tammlardan

Injektif = Yarr-injektif = siirekli = yari-siirekli = C; = Cj;

yazabiliriz. Ozellikle, {iniform modiiller ( her alt modiilii esasli alt modiil olanlar),

yari-basit modiiller (her alt modiilii dik toplanan olanlar) (C,,) modiildiir. Ayrica

herhangi bir par¢alanamaz (indecomposible) ve (C,,) modiil {iniform modiildiir.

Onerme 3.1 M bir sag R —modiil olsun. M bir (C,,) modiildiir ancak ve ancak

NN L =0 olan biitin N ve L alt modiilleri i¢in M nin K dik toplanani vardir
oyle ki L<K ve NNK =0 dir. Ustelik bu durumda N @® K da M nin esash

alt moduludur.



Ispat: Ik olarak kabul edelim ki M bir (C,,) modiil olsun. N ve L de M nin

NN L =0 kosulunu saglayan alt modiilleri olsunlar. N nin komplement K alt
modiilinii L < K olacak sekilde alalim. Hipotezden K da M nin dik

toplanamdir.

Tersine kabul edelim ki, M modiili belirlenmis kosullar1 saglasin. M nin
L komplement alt modiiliinii alalim ( Zorn Onteoreminden her zaman var idi ). O
zaman M nin bir N alt modili vardir o6yle ki L , M i¢cinde N nin
komplementidir. Hipotezden, M nin bir K dik toplanani vardir 6yle ki L < K ve
NNK =0 "1saglar. Boylece L =K dir. Bu da M nin her komplementinin M
nin bir dik toplanan1 oldugunu gosterir. Bundan dolay1 da M modiilii (C,,) dir.4-

Onteorem 3.2 M bir sag R —modiil ve N, M nin bir alt modiili ve K da M
nin bir dik toplanani olsun. O halde K, M i¢cinde N nin komplementidir ancak
veancak KN N=0ve K®N de M de esashdir.

Ispat: K nin M icinde N nin komplementi oldugunu kabul edelim. O zaman
KNN=0 dir. O#xeM alalm. Eger xeK ise o0 zaman
0#xR=xRNK cxRN(K®N) dr. Eger x¢K ise o zaman
NN(xR+K)#0 ve bundan dolayi xRN(K@® N)=#0 dir. O halde biitiin
0#xeM igin xRN (K@ N) =0 dir. Boylece K® N, M de esashdir.

Tersine kabul edelim ki, K ve N belirtilen 6zelliklere sahip olsun. Bu
durumda M nin M =K @ K' olacak sekilde bir K alt modiili vardir. M nin
K c K, ve K, "N =0 olacak sekilde bir K, alt modiiliinii alalim. O zaman

K=K "M=KnN(K®K')=K®(K,nK")
dir. 0#£ye(K,nK') alahm. Buradan bazi neN ,keK ,reR igin
O#xyr=n+k olur (¢inki N®K , M de esashdir). Buradan
y—k=neK, N"N=0 olur ki yr=keKnK'=0 dir; bu bir c¢eligkidir<4-



Bundan dolay1 K, "K'=0 ve K=K, dir. Bu ise K nin M iginde N nin

komplementi oldugunu verir.

Onerme 3.3 Bir M sag R—modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) M bir (C,,) modildiir.

(2) M nin herhangi bir komplement L alt modiilii i¢in M nin bir K dik
toplanani vardir 6yle ki K, M iginde L nin bir komplementidir.

(3) M nin herhangi bir N alt modiilii i¢in, M nin bir K dik toplanami vardir
ki NnK=0ve N®K, M nin esasl bir alt modilidir.

(4) M nin herhangi bir komplement L alt modiilii i¢in, M nin bir K dik

toplanani vardir 6yle ki LN K =0 ve L® K, M ’nin esasl bir alt modiiliidiir.

Ispat: (1) = (2) M bir (C,,) modiildir. (C,) modiilin tanimindan L

komplement alt modiil ve K da M de dik toplanan oldugundan K, M i¢inde L

nin bir komplementidir.

(3) = (@) Aciktir.

4)= (1) A, M nin herhangi bir alt modiilii olsun.O zaman M nin bir B
komplement alt modiilii vardir 6yle ki 4 da B de esashidir. Hipotezden, M nin K
dik toplanani vardir dyle ki BNK =0 ve B®K da M de esashidir. Boylece
Onteorem2.2 den, K modiilli M de B nin komplementidir. Not edelim ki
KN A=0dir. Kabul edelim ki, K modiili M modiiliiniin K nin 6zelliklerini
iceren bir alt modiilii olsun. Bu yiizden K'nB #0 ve boylece K'N"BNA+#0

buradan da K'nA4 # 0 olur. Boylece K modiilii M de 4 nin komplementidir.

(1)< (3) ve (2) = (4) de Onteorem 3.2 den yazilir. +

Teorem 3.4 (C,,) modiillerin herhangi dik toplami da (C,,) dir. (2,Teorem 2.4)



Sonug 3.5 (C,) modiillerin herhangi dik toplami da (C,,) dir. (2,Corollary 2.5)

Sonug 3.6 Uniform modiillerin herhangi dik toplami (C,,) dir. (2, Corollary 2.6)

Teorem 3.7 M modiilii(C,,) dir ancak ve ancak M nin bazi (tekil olmayan) K alt

modilleriicin M =Z,(M)® K dirve Z,(M) ile K birer (C,,) modiildiirler.

Ispat: (<) Teorem 3.4 den goriiliir.

(=) Kabul edelim ki M modiilii (C,,) i saglasim. ilk olarak gosterelim ki
Z,(M), M nin dik toplanamidir. L =Z2,(M) alalim. Bu durumda M =K ® K",
LNK=0ve L®K, M nin esash alt modiilii olacak sekilde M nin K ve K'
alt modilleri vardir. Simdi L=Z,(M)=Z,(K®K")=Z,(K)®Z,(K') olur.
Ama Z,(K)=0 oldugu aciktir. Boylece L =7,(K")c K' diir. Cinkii L& K,
M iginde esashidir, L de K iginde esashidir ve bundan dolayr K'/L tekildir.

Boylece L =K' ve L de M nin dik toplananidir.
M =L ®K oldugunu gosterelim. Bunun i¢inde gosterelim ki L bir
(C,,) modiildiir. L nin herhangi bir alt modiili N yi alalim. M modiili (C,,)

modiil oldugundan, N®K da M nin bir alt modilidir. Bu durumda
M=P®P dir, N®K)NP=0ve NOK D P, M nin bir esash alt modiili

olacak sekilde M nin P, P' alt modiilleri vardir. Not edelim ki, PN K =0 ve
bundan dolayr P modili M/K =L igine gomiilir. Boylece P=Z,(P) ve

P <L dir. Budabize P nin L nin bir dik toplanani oldugunu verir. Bu durumda

L=P®(LNP)) ve N®P, L nin esash alt modiiliidiir. Onerme 3.3 den, L
bir (C,,) modiildiir.
Son olarak K min (C},) modiil oldugunu gosterelim. 7 : M — K kanonik

projeksiyonunu tanimlayalim. K nin herhangi bir alt modili # yi alalm. O

zaman LNH =0 dir ve M nin Q ve @ alt modilleri vardir 6yle ki



M =Q0® Q" diir. Buradan (L& H)NQ=0ve LO&H D®Q de M nin bir esash
alt modiiliidiir. Not edelim ki, L=2,(M)=72,(Q)® Z,(Q") = Z,(Q") diir. Ciinkii
ONL=0 olmasi bize Z,(Q)=0 oldugunu verir. Bundan dolayi1 L< Q' ve
O'=L®(Q'NK) dir. Simdi M=0@Q0'=0DLD(O'NK) olur. Bodylece
L®Q, M nin dik toplananidir. Ama kolayca kontrol edilir ki L® Q = L ® n(Q)
dir. Buradan K nmn z(Q) alt modiilii M nin bir dik toplananmidir ve bundan
dolay1 K nin bir dik toplananidir. Ama H® z(Q)® L, M n in bir esash alt
modiiliidiir. Boylece H @ 7(Q), K n m bir esash alt modiiliidiir. Onerme 3.3 den

K bir (C,,) modiildiir.

Rbir halka ve M bir sag R—modil olsun. M modiiliiniin socle

M nin minimal alt modiillerinin toplamidir ve Soc(M') ile gosterilir. Denk olarak
Soc(M)=L<M:L<, M}

dir. Bir yari-basit modiiliin tek minimal alt modiilii yine kendisi oldugundan;

Soc(M), M nin en genis yari-basit alt modiiliir. Ayrica M bir yari-basit

modiildiir ancak ve ancak Soc(M)= M dir.

Onteorem 3.8 M (C,) modildir. Bu durumda Soc(M,)<M, ve
Soc(M ,) =0 olmak lizere M = M, ® M, pargalanis1 vardir.

Ispat: Soc(M)=S diyelim. M bir (C,,) modiil oldugundan, M =K ® K",
SNK=0 ve S®K<M olacak sekilde K ve K " alt modilleri vardir.
S =SocM = Soc(K)® Soc(K") diir. Agikga SocK=0 Oyle ki S <K' diir. Simdi

S®K, M iginde esasli olmasi ifade gter ki S, K' icinde esashidir ve ispat

tamamlandi.



M tekil olmayan bir modiil olsun. Iyi bilinir ki, M nin herhangi bir alt
modiili N i¢in, M de tek bir komplement c¢(N) vardir ki N, ¢(N) nin esash

bir alt modiiliidiir, yani

c¢(N)= {m eM :mE<N;E ,R nin bazi esash sag ideali} dir.

Teorem 3.9 Tekil olmayan bir M modiili (C,;) modildiir ancak ve ancak

M =M, ®M, modiilii M, alt modiilii (C,;) modiil 6yle ki Soc(M,)<M ve

M, de (C,,) modil 6yle ki Soc(M,)=0 sahip olacak sekilde bir pargalaniga

sahiptir

Ispat: Kabul edelim ki M bir (C,) modiil olsun. Onteorem 3.8 den,

Soc(M,)<M ve Soc(M,)=0 olacak sekilde M =M, ,6 ® M, pargalanis1 vardir.

Soc(M) = S olarak alalim. Agikga M, =c(S) dir.

M, in (C,)) isagladigin1 gosterelim. M, in herhangi bir alt modiili N
yi alalim. Onerme 3.3 den, M nin bir P dik toplanani vardir 6yle ki
(NOM,)NnP=0ve N®M, ® P, M nin esash bir alt modiiliidiir. Simdi P,
M, igine gomiiliir ve bundan dolayr P, S N P esash socle sahiptir, (Bakiniz, [1,
Sonug 9.9]). Boylece P =c(SNP)<c(S)=M, dir. Bundan dolay1 P, M, in bir
toplanani ve N @ P, M, in bir esash alt modiiliidiir. Onerme 3.3 den , M, bir
(C,,) modiildiir.

Simdi M, yi dikkate alallm. 7 :M — M, kanonik projeksiyonu
tanimlayalim. M, nin herhangi bir alt modiilii / yi alalim. Onerme 3.3 den, M
modili (M, @H)NQO=0 ve M @H®Q , M iginde esasli olmak
lizere M = Q @ Q' parcalanigina sahiptir. Artitk SN Q =0 ve boylece S c Q' dr.
[1, Onerme 9.19]. Boylece M, =c(S) < Q' diir. Bu da gosterir ki M, Q' niin dik

toplananidir. Sonug olarak M, @ 7(Q), M ’nin bir dik toplanani ve ayrica 7(Q),



M, nin bir dik toplanam ve H ® 7(Q), M, iginde esashidir. Onerme 3.3 den ,
M, bir (C,,) modiildiir.

Tersi Teorem 3.4 den agiktir. 4

Teorem 3.7 ve 3.9 un dogal bir sonucu olarak asagidaki soru aklimiza gelir.

M (C,)) isaglayan bir modiil olsun. M nin herhangi bir dik toplanam (C,,)

isaglar m1?

Genellik i¢inde, bu sorunun cevabini bilmiyoruz. Oniimiizdeki sonuglar1
0zel bir durum i¢in verecegiz.

Oncelikle gosterelim ki;

Onteorem 3.10 N N K = 0olmak iizere N, M nin dik toplanam ve K da M

nin injektif alt modiilii olsun. O zaman N @ K, M nin dik toplananidir.

Ispat: N, M nin dik toplanani oldugundan, M nin N' alt modiilii vardir 6yle ki
M=N®N' dir. #:M — N' kanonik projeksiyonunu alalim. O zaman
NN K =0 oldugundan K = 7 (K) dir ve boylece 7(K) injektiftir. Bu da gosterir
ki #(K), N'’nin dik toplananidir. Ama N ® K =N ® n(K) dir ve bundan
dolayt N @ K, M nin bir dik toplananidir4-

Onerme 3.11 M , (C,,) ’i saglayan bir modiil olsun. M nin bir N dik
toplananini alalim 6yle ki M/N injektif modil olsun. O zaman N , (C,,) i

saglar.

Ispat: N nin herhangi bir alt modiilii L olsun. M nin bir N' alt modiilii vardir

Oyle ki M = N ® N' diir. L@ N'alt modiiliinii dikkate alalim. M nin bir K dik



toplanan1 vardir dyle ki (L@ N')NK =0 ve L& N'@®K , M nin esash bir alt
modiiliidiir (Onerme 3.3). Onteorem 3.10 dan, N'®K , M nin bir dik
toplananidir. Ama N'©K = N'©r(K) iken 7 : M — N kanonik projeksiyonunu
tanimlayalim. Boylece n(K) , N nin bir dik toplananidir. Bununla birlikte
LO®n(K)®N', M icinde esashidir. Bu da gosterir ki L& 7(K), N nin bir

esasli alt modiiliidiir. Onerme 3.3 den, N, (C,,) i saglar.

Onerme 3.12 : M bir C,,-modiil ve X de M nin bir alt modiilii olsun. Eger M
nin herhangi bir dik toplanan1 ile X in kesisimi, X in bir dik toplanani ise, o

zaman X bir C,,-modiildiir.

Ispat: 4, X in bir alt modiilii olsun. O zaman M nin bir N dik toplanani vardir ki
ANN=0ve A® N de M iginde esentialdir. Su an M nin baz1 K alt modiilleri
icin M =N @K dir. Bundan dolayt X "(A® N)=4A@ (X N N) de X iginde

essentialdir. Hipotezden, X N N de X in bir dik toplananidir. Bu da gosterir ki, X
bir C,,-modiildiir. 4

Sonu¢ 3.13 : M bir C,,-modiil olsun.
(i) Eger M distiributive ise, 0 zaman M nin her alt modiilii C, dir.
(ii)  Biitiin e’ =ee End(M ) elemanlari igin X, M nin bir alt modiilii 6yle
ki eX € X ise, 0 zaman X bir C,, -modiildiir. Ozellikle, M nin tamamen
degismez her alt modiilii bir C,, -modiildiir.

(iili) Eger M SIP e sahipse, 0 zaman M nin her dik toplanam C,, e sahiptir.

Ispat: (i) N, M nin bir komplement alt modiilii olsun. O zaman
e’ =ee End(M ) vardir dyle ki eM, N nin bir komplementidir. Bu durumda
N=NnM=NneME(1-eM)=(NneM)D(NNn(l-eyM)=Nn(l-e)M <(1-e)M



dir. N kapali oldugundan, N = (1-e)M olur. Boylece M C, e sahiptir.

Birkenmeier (1999, Sonug 1.2(1)) den, M nin her alt modiilii C, e sahiptir.

(i1) D, M nin bir dik toplanani ve e : M — D kanonik projeksiyon olsun. O
zaman eX = DN X dir. Onerme 1.5 den, X bir C,,-modiildiir.

(iii) Bu 6zellik Onerme 1.5 in sonucundan dogrudan dogruya mevcuttur. 4

Lemma 3.14: M,, M nin alt modiilii iken, M =M, ® M, olsun. O zaman M

C,, e sahiptir ancak ve ancak M, ve M, nin her ikisi de C;; e sahiptir.

Ispat: Kabul edelim ki, M C,, e sahiptir. Bu durumda e € ,(End(M ,)) vardir
oyle ki M, =eM dir (Birkenmeier 2002, Lemma 1.9 dan). ¥ <M, olsun.
Buradan ¢ = ¢ € End(M ) vardir 8yle ki, cM, M, @Y nin bir komplementidir.
e€d,(End(M,)) oldugundan, b=e+c-ec End(M ) i¢inde bir idempotenttir ve
bM =M, ®cM dir (Birkenmeier 2001a, Onerme 1.3(ix)). Bundan dolay:
M =bM (M, ®@M,)= M, ® (DM M,) dir. Béylece bM "M, , M, nin
bir dik toplanamidir.  Ayrica, Y®bM <** M ki, bu yilizden
M,"NY®bM)=Y®(M, "bM)<* M, dir. Smith ve Tercan (1993, Onerme
2.3)dan, M, de C,, e sahiptir.

Tersi Smith ve Tercan (1993, Teorem 2.4) den saglanir. 4

Teorem 3.15: M bir C,;, modiil ve X, M nin tamamen degismez (fully invariant)

bir alt modiilii olsun. O zaman X < M olacak sekilde M = M, ® M, parcalanisi

vardir. Dahasi,
(i) Eger Z,(M,) bir C,, ise M, de C,, dir.
(i) Eger Z,(M,) bir C,, ise M, de C,, dir.



(iii) M,,M nin tamamen degismez bir alt modiilii (6rnegin, Z,(M)< M) ise
M, ve M, nin ikisi de C|,-modiildiir.

(iv) Eger Z,(M)<M, ise M, ve M, nin ikisi de C,,-modiildiir.

Ispat: Onerme 1.2 den, M Fl-extendingtir. Bu yiizden X <** M, iken,
M =M, ®M, dir. Simdi (iii) kism1 Lemma 2.1 ve Birkenmeier (2002, Onerme
1.10) dan saglanmir. Z,(M) , M nin alt modilii oldugundan,
Z,(M)=(Z,M)YnM)DZ,M)NM,)=Z,(M,)DZ,(M,) dir. X=Z(M)
ile ispatin onceki boliimii kullanilarak veya Smith ve Tercan (1993, Teorem 2.7)

kullanilarak, bazit K <M ler i¢in M =Z,(M)® K ve Z,(M) ve K ikisi C,-
modiillerdir. Boylece bazi K, <M, ve K, <M, i¢in M, =7Z,(M,)® K, ve
M,=7Z,(M,)®K, dir. Bu durumda e’ =eec End(M,) vardir &yle ki,
M ®Z(M,) =K, ®Z,(M)®Z,(M,) dir. X+Z,(M)<™ M, +Z,(M) ve
X +Z,(M)<M oldugundan, Birkenmeier (2002, Onerme 1.10) dan eM < M
dirr M =eM ®© K, i¢in (iii) kismi uygulanirsa, eM ve K, nin C,, -modiiller

oldugu elde edilir. Simdi eM iizerinde Smith ve Tercan (1993, Teorem 2.7)

uygulanirsa, K, in (), -modiil olduguna sahip oluruz. Bdylece
M=Z,M)®K, ®Z,(M,)®K, dir. (i) ve (ii) kisimlar1 Smith ve Tercan
(1993, Teorem 24) den saglanir. (iv) kisim i¢in, Z,(M)<M, ise
Z,(M)=Z,(M,) dir. Bundan dolay1 Z,(M,)=0 C,, e ve Z,(M,) de C,, ¢

sahiptir. (i) ve (ii) kisimlariyla, M, ve M, C, 4modiillerdir.

Sonu¢ 3.16: X <M ve Z(X,)=0 ile M bir C;, -modiil olsun. O zaman

X <" M, ve M, ve M, C,,-modiiller iken M =M, ®M, dir.

Ispat:  Z(X,)=0 oldugundan Z,(M,)=0 dr. Bundan dolay:

Z,(M)=Z,(M,)< M, dir. Te%;em 3.15 den sonug goriiliir



IV. BOLUM

CLS-MODULLER

Tanim 4.1 ( Kapah* Alt Modiil) M bir modiil ve N, M nin bir altmodiilii olsun.

Eger M%\f tekil olmayan ise N ye M nin kapali* alt modiilii (closed* alt

modiilii) denir.
Ornek 4.2 K bir cisim ve V de K iizerinde vektdr uzayr olsun oyle ki

. KV kv e .
dim, V' >2. R= o 1710 & :ke K,veV olsun, o zaman R bir degismeli

halkadir 6yle ki R komplement ideal icerir ama o kapali ideal degildir.

. 4 .. 0 Kv
Ispat: £ = 00 olsun. O zaman E de R, i¢inde esashidir. F), = 0 ,vel

olsun. Kabul edelim ki G <R dyle ki F), de G i¢inde esaslhidir. Boylece, F, de

G N E iginde esashidir ve bundan dolayr F, =GN E dir. Baz1i wel ,0#keK

k
icin {0 ;j € G olsun. x eV oOyle ki x ¢ Kv olsun. Boylece,

kow| |0 (/b)x| [0 x GAE
{0 kHo 0 }{0 o}e A

Bu nedenle, x € Kv ve bu bir ¢eliskidir. Boylece £ =0 dir. Bundan dolayt GX E
Oyle F, =G dir. Sonug olarak her veV i¢in F, de R, i¢cinde komplementtir.

Ama E>=0 ve bdylece E><F, dir. Bununla birlikte £ de F, icinde

kapsanmaz. Boylece4-F, de R nin kapali ideali degildir.

Oniimiizdeki 5nteorem [8, dnteorem 2.3] diir.



Onteorem 4.3 M birsag R -modiil olsun.
(iii)  Her kapali* alt modiil bir kapal alt modiildiir.
(iv)  Eger M tekil olmayan ise her kapali alt modiil bir kapali* alt

modildiir.

Ispat: i) N<M olsun. N <M midir?
svle ki 5 K M/ )=
K <M alalim dyle ki N%K olsun. N%K oldugundan %\, < Z( %\,)— 0

dir. Buradan I%\f =0 dir. Buise bize K =N olmasmi verir.
(i) N %M olsun. N LSM midir?
Bir an i¢in kabul edelim ki N, M nin kapali* alt modiilii olmasin.
Yani M%\f tekil olmayan olmasim. (Z(M)#0) Bu durumda me M vardir ki
mgl ve ml<N dir. Burada / esash sag idealdir. r€R ve ne N alalim.
Bu durumda mr+n elemanmi diigtinelim. K = {r € R|rx el } kiimesini g0z
Ontine alalim. 7/ esasli sag ideal oldugundan , K %R » ve acgiktir ki

N <(mr+n)K dir. Buradan NN (mr+n)R#0 dir. Bu da bize N nin

(mr+n)R de esasli oldugunu verir. Bu ise N nin M de kapali olmasi ile

celisir. 4

Tamm 4.4 (CLS-Modiil) M bir modiil olsun. Eger her kapali* alt modiilii M

nin bir dik toplanani ise M modiiline CLS-modiil denir.

Acikca, degismeli bir tamlik bolgesi iizerinde herhangi bir burulmali

modiil bir CLS-modiildiir. Ayrica,
Sonug 4.5 (i) Her CS-modiil bir CLS modiildiir.

(i1) Her tekil olmayan CLS-modiil bir CS-modiildiir.



Ispat: (i) M CS-modiil olsun. M CLS-modiil miidiir?

N<M olsun. Onteorem 4.3 den N<M dir. M nin kendisi CS

oldugundan N <y, M dir.

(i) M CLS-modiil olsun. M CS-modiil miidiir?

N<M olsun. Onteorem 4.3 den N<M dir. M nin kendisi CLS

oldugundan N <, M dur. -

Asagidaki 6rnek izah eder ki CLS-modiiller ger¢ekten CS-modiillerden
farklidar.

Ornek 4.6 p herhangi bir asal tamsayr ve M bir Z -modiil (Z/Zp)® (Z/Zp3)
olsun. O zaman M bir CLS-modiildiir ama CS-modiil degildir.
Ispat: Mademki M, tekildir, o zaman M bir CLS-modiildiir. Simdi

K=Z(1+Zp,p+Zp3) olsun. O zaman K da p° mertebeli M de bir
komplementtir ki o M nin dik toplananm1 degildir. Boylece M, CS-modiil
degildir, Bakiniz [11]. +

Asagidaki sonug gosterir ki CLS-modiiller dik toplananlarin terimleri

icinde CS-modiillerle benzer davranirlar.
Onteorem 4.7 Bir CLS-modiiliin herhangi bir dik toplanan1 da CLS-modiildiir.

Ispat: M bir CLS-modiil ve K <, M olsun. K bir CLS-modiil mii?

L<K olsun. L<y K oldugunu gosterecegiz. K , M de dik toplanan

oldugundan M=K®K seklinde  yazalim. Bu  durumda



. . M
% = @ = %C—B (K L+ L) olur ve buradan % =~ % dir. %

L

modiili de tekil olmayan oldugundan , KL@L de tekil olmayandir, yani

K ®L<M dir. M ninkendisi CLS-modiil oldugundan,

K ®L<, M dir. Simdi LOK <, M=K®K oldugundan L<, K dir.

Ciinkii K <, K dir. Dolayisiyla L<, K olmaldir.<

CLS-modiillerin dik toplam1 genelde CLS-modiil olmas1 gerekmez.

M bir Z -modiil, Z, = {a/b:a,be Z,b tektir} iken Z ® Z, olsun. Simdi
agikca, M , tamamen burulmali degil ve Z, Z, CLS-modiillerdir. Ama M CLS-

modiil degildir, (Bakiniz [7, sayfa 19]).

Onerme 4.8 M nin bir CLS-modiil olmasi icin gerek ve yeter sart

M=Z,(M)®M' olacak sekilde M nin CS-modiil olan M' alt modiiliiniin

olmasidir. Bu durumda M', Z, (M) -injektiftir.

Ispat: Kabul edelim ki M bir CLS-modiildiir. Boylece, Z,(M), M nin bir dik

toplananidir 6yle ki M nin baz1 M" alt modiilleri igin M =Z,(M)® M' dir.

M=Z,(M)®M' oldugundan %2 (M) ~M' dr. Buradan da

0= Z(%z (M)j =~ Z(M') olur ki boylece Z(M ) = 0 elde edilir.

M'" tekil olmayan ve Onteorem 3.7 den bir CLS-modiildiir ve bundan
dolay1r Sonu¢ 3.5 den bir CS-modiildiir. Tersine; kabul edelim ki bazt M"' CS-
modill i¢in M =Z,(M)® M' dir. K, M nin kapali* alt modiilii olsun. O zaman

Z(M)< K ve bundan dolay1 Z,(M)<K dir. Boylece K=2Z,(M)® (K M")



olur. Simdi M/K=M'/(KNM') 6yle ki KNnM', M nin kapali* alt
modiiliidiir. Bundan dolayr Sonu¢ 3.5 den, bazi K' alt modilleri igin

M'=(KNM'")®K' dir. O zaman M =K @ K' olur. Bu gosterir ki M bir CLS-

modiildiir. Ikinci taraf tamamlandi. 4

Teorem 4.9 Kabul edelim ki M sag R-modiili M, ve M, CLS-modiillerinin
M, @ M, nin dik toplananidir dyle ki M,, M, -injektiftir. O zaman M bir CLS-

modildiir.

Ispat: N, M nin kapali* alt modiilii olsun. O zaman M/N tekil olmayandir.
Simdi M,/(NNM,)=(M,+ N)/N ifade eder ki NN M, , M, in kapali* alt
modiiliidiir. Béylece N "M, , M, in dik toplananidir ve bundan dolayr M nin
de dik toplanamidir. Bu da gosterir ki NN M,, N nin dik toplanamdir 6yle N
nin bazi K alt modiilleri igin N=(N"M,)®K dir. n,:M >M,, i=12

kanonik projekjin1 tanimlayalim. ¢ =7, |, ve B =, |, iken

diyagramini dikkate alalim. Not edelim ki; o bir monomorfizma ve M,, M, -
injektiftir. Bu nedenle, bir ¢ : M, - M, homomorfizmasi vardir 6yle ki oo =
dir. L={x+¢(x):xeM,} olsun. O zaman o kolaylikla kontrol edilebilir ki L,
M nin bir alt modiilii ve L= M, dir. Ustelik M =M, ® L dir. Eger k€ K ise, 0
zaman baz1 m,eM,,i=12 igin k=m +m, dir. O halde
m, = B(k)=poa(k)=@(m,) ve bu ifade eder ki k =¢(m,)+m, € L dir. Buradan

M . .
da K<L olur. —= M, C—B£ oldugunda L/K tekil olmayandir. K, L nin
N NnM, K




kapali* alt modiiliidiir. Ama L=M, dir dyle ki K, L nin dik toplananidur.
Buradan N, M nin dik toplananidir. Bu da gosterir ki M bir CLS-modiildiir. <4~

n bir pozitif tamsayr ve M,,M,,...,M, sag R -modiiller olsun. O zaman
bu modiillere goreli injektif (relatively injective) denir, eger biitiin 1<i# j<n
igin M, , M, -injektiftir, (Bakiniz, [5] ). O zaman asagidaki teoremde CLS-
modiillerin sonlu dik toplanani i¢in [5, Teorem 8] ile benzer sonuglara sahip

oluruz.

Teorem 4.10 R bir halka ve M bir sag R -modill olsun d&yle ki
M=M ®M,® ---®M, goreceli injektif M, (1<i<n) modiillerinin sonlu dik
toplamidir. O zaman M bir CLS-modiildiir ancak ve ancak her bir 1<i<n igin

M, ler CLS-modiillerdir.

Ispat: Gerekli olan Onteorem 3.7 den aciktir. Tersi n iizerinde tiimevarim ve

Teorem 3.9 kullanilarak gasterilebilir.

Sonu¢ 4.11 Kabul edelim ki M tekil olmayan sag R -modilli M,,M, CS-
modiillerinin M, ® M, dik toplamidir 6yle ki M, M, -injektiftir.

Ispat: Sonug 3.5 ve Teorem 3.9 dan yapilir. 4

Sonu¢ 4.12 Kabul edelim ki M sa§ R -modiilli M, ,M, CS-modiillerinin
M, ® M, dik toplamudir 6yle ki M,, M, -injektif ve M, tekil olmayandir. O

zaman M bir CS-modildiir.

Ispat: Aciktir ki Z,(M)=2Z,(M,), M, in dik toplananidir. Bundan dolay1, M
in bazi tekil olmayan M,' alt modiilleri i¢in M, =Z,(M)® M,' oldugundan
M=27Z,(M)®M,"®M, dir. Not edelim ki; M,', M, -injektif, M,' CS-modiil ve

M ,'®M, tekil olmayandir. Sonu¢ 3.11 den, M,'®M, bir CS-modiildiir. Ama



[6, teoreml] den Z,(M), M,'-injektiftir ve bundan dolayr Z,(M), M,'®M, -
injektiftir. Tekrar [6,teorem1] den, M bir CS-modiildiir. 4~

Sonu¢ 4.13 Kabul edelim M, ve M, CS-modiiller iken M =M, ® M, dir dyle
ki M,, M, -injektiftir. O zaman M bir CS-modiildiir ancak ve ancak Z, (M) bir
CS-modiildiir.

Ispat: Gerekli olan [6, Teorem 1] den agciktir. Tersine, kabul edelim ki
Z,(M)=2,(M,)® Z,(M,) bir CS-modiildiir. M, in M,"' ve M, nin M," alt
modiilleri vardir oyle ki M, =Z,(M,)®M, ve M,=Z,(M,)®M, dir.
Buradan M =[Z,(M,)® Z,(M,)]|® (M, ® M,) olur. [6, Teorem 1] ve M, ,
M, -injektif olmasin durumundan, biliyoruz ki Z,(M,)® Z,(M,), M, ® M, -
injektiftir. Ayn1 zamanda M, ® M, tekil olmayan bir modiil oluyor, Sonug 3.11
den bir CS-modiildiir. Buradan da [6, Teorem1] den M bir CS-modiildiir. 4

Animsanir ki herhangi bir CS-modiil M de asagidaki 6zellikleri saglar.
(i) M nin her yari-basit alt modiilii M nin bir dik toplanani i¢inde esashidir.
(i) M nin her alt modilii bir komplemente sahiptir ki o M nin bir dik

toplanamdir.

Bir modiil (i) 6zelligini ((ii)0zelligini) saglarsa zayif (weak) CS-modiil

((C,,) ile modiil) denir, (Bakimz, [9,11])

Sonugta bazi 6rneklerle CLS-modiillerce zayif CS-modiiller arasinda iliski

olmadigin1 gosterecegiz.

Ornek 4.14 R Ornek 3.2 deki halka olsun. O zaman R, bilesimi bozulmaz

(indecomposable) modiildiir. R, 06z olmayan kapali* alt modiillere sahip



oldugunda R, bir CLS-modiildiir ancak ne zayif CS-modiildiir ne de ((C,,) ile

modildiir.

Ornek 4.15 Z, ={a/b:a,be Z ,b tektir} olmak iizere (Z ® Z,), modiildiir. O
zaman M, bir CLS-modiil degildir. Ama M, [9, Sonug 1.17] den zayif CS-

modildiir.

Ornek 4.16 M, =Z® Z ® ... olsun. O zaman M (C,,)-modiildiir ama bir CLS-

modiil degildir.

Ispat: [1 1, Sonug 5.1] den, M, (C,,) e uyar. Simdi kabul edelim ki ¢: M — Q
bir epimorfizmadir. K =ker ¢ olsun. Béylece M/K = Q ki bu tekil olmayandir.
Bundan dolayr K, M nin bir kapali* alt modiliudiir. Eger K, M nin dik
toplanani olsaydi, o zaman M nin baz1 L alt modiilleri icin M = K @ L ye sahip
olabilirdik. Buradan L = Q dur ki bir ¢eliskidir. Bu da gosterir ki M, bir CLS-

modiil degildir. +
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