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OZET

Bes boliimden olusan bu ¢alismanin amact Fourier serilerinin mutlak Euler toplanabilmesini
incelemektir. Birinci bdliimde toplanabilme teorisinin tarihsel gelisimi hakkinda bilgi verildi.
Ikinci boliimde bu calismada kullanilan temel tanim ve teoremler verildi. Ugiincii béliimde
Fourier serilerinin mutlak Euler toplanabilmesi ile ilgili teoremlerin ispati incelendi. Bu
teoremleri ispatlamak i¢in kullanilan lemmalar verildi. Dérdiincii boliimde Fourier serilerinin
eslenik serilerinin mutlak Euler toplanabilmesi ile ilgili bir teoremin ispat1 incelendi. Besinci
boliimde Fourier serilerinin diferensiyellenebilir serilerinin mutlak Euler toplanabilmesi ile

ilgili bir teoremin ispat1 incelendi.

Anahtar Kelimeler: Fourier serisi, Mutlak Euler toplanabilme, Sinirli salimmlilik, Esas

sinirlilik, Fubini teoremi.
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ABSTRACT

The aim of this study which compose of five parts, is to investigate absolute Euler
summability of Fourier series.

In the first chapter, information about the historical development of the theory of
summability is given. In the second chapter, the basic definitions and theorems used in this
study are given.

In the third chapter, the proof of theorems with respect to absolute Euler summability of
Fourier series is investigated. Using lemmas to prove this theorem are given. In the fourth
chapter, the proof of a theorem with respect to absolute Euler summability of conjugate
series of Fourier series is investigated.

In the fifth chapter, the proof of a theorem with respect to absolute Euler summability of

differentiated series of Fourier series is investigated.

Keywords: Fourier series, Absolute Euler summability, Bounded variation, Essentially

bounded, Fubini theorem.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LISTESI

{sn} . Reel veya kompleks sayilar dizisi

(any) : Satir ve slitun sayisi sonsuz olan kompleks terimli bir matris
(E,a) :a.mertebeden Euler doniistimii

a, : Fourier katsayis1

b, - Fourier katsayisi

BV[0,1] :[0,1] araliginda tanimli sinirli salinimli fonksiyonlarin uzay1
s, =0(1) : {s,}dizisi smirh
sp,=0(1) : lims,=0

n—-o0o

px)~q(x) (x-a) - lim 2% = 1

xsaq(x)
fG@) @ lim f(x)
xXx—a
fl@) : lim f(x)
xXx—a
L(a, b) = [a, b] araliginda Lebesque anlamda integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi
Aa, = an, — anyy

|E,| : Mutlak Euler toplanabilme

Vi



1. GIRIS

Fonksiyonel analiz ve uygulamali bilimlerde 6nemli uygulama alanlarina sahip olan
toplanabilme metodu bir yakinsaklik metodudur. Serilerin yakinsakliginin
incelenmesi ¢ok eski olmakla beraber bu yakinsaklik konusu ile ilgilenen Leonard
Euler (1707-1783) oldu. Eulerin yasadigi donemde serilerin iraksak olmasi fazla
dikkate alinmadi. Genel olarak yakinsak olmayan seriler ger¢ek diinya diisiincesine
gore mantiksiz bulundu ve bu nedenle 1raksak olan serilerin incelenmemesi daha
mantikli olacakti.

Euler, f(1) = s ve kiigiik(modiil olarak kii¢iik) z degerleri i¢in },_ @,2z™ Serisinin
f(z) degerine yakinsamasi halinde Y.,_, @, iraksak serisini Y, _,a, = s sekline

doniistiiren toplanabilme yontemini gelistirdi. Bu yolla |z| < 1 i¢in

= 1
_1 n,n —

yakinsamasi vardir. Boylece ), _o(—1)" = [ﬁ]zﬂ = % dir. Bununla birlikte z #

1 i¢in
1-— 272
1_23=1—zz+z3—25+z6—-~
ve
1-z2 1+z
1-23 1+z+22
oldugundan
1+z
TrzrZ 1 2o -2+ -

dir ve bunun sonucu olarak

© 1+z 2
o=l L3
n=0 1+z+2z%1,.4, 3

dir. Bu sekilde birilerinin Eulerin yorumuyla Y ,(—1)" serisine neredeyse
herhangi bir deger karsilik getirebilecegi goriinmektedir.

Bu agiklamalar ve orneklerden sonra toplanabilme metodunda asil amag iraksak bir
seriyi veya diziyi yakinsak seri veya diziye doniistiirmektir. Toplanabilme
metoduyla genellikle smirli  ancak 1raksak olan diziler yakinsak diziye
dontistiiriilebilir. Ancak burada “toplanabilme metodu her iraksak seriyi veya diziyi

yakinsak seriye veya diziye doniistiiriir” anlami ¢ikarilmamalidir.



Mutlak genellestirilmis toplanabilme metodu ele alinirken serilerin yakinsak
olmasini saglayan bazi toplanabilme ¢arpanlarina ihtiya¢ duyulacagindan teoremlerin
hipotezinde bu ¢arpanlara yer vermek olduk¢a 6nemlidir. Diger taraftan bir teoreme

cok hipotez koymanin teoremi zayiflattig1 da unutulmamalidir.

Literatiirde oncelikle 6zel trigonometrik seri olarak bilinen Fourier serileri ile bu
serilerin conjugate (eslenik)  serilerinin 0 < @ <1 olmak {izere iyi bilinen
toplanabilme metodu olan |E, | toplanabilme metodu ile ilgili galismalar yapilmustir.
Daha sonra Fourier serilerinin diferensiyellenebilir serilerinin  mutlak Euler
toplanabilmesi ile ilgili calismalar yapilmistir. Bu calismada, Fourier serilerinin ve
bu serilerin conjugate ve diferensiyellenebilir serilerinin |E,| toplanabilmesi ile ilgili

literatiirde yapilan teoremlerin ispati incelendi.

Mutlak toplanabilme baglangigta (C,1) Cesaro aritmetik ortalama , daha sonra ise

Norlund, Riesz, (C,a), (E,a) ve (H,u) Hausdorff metotlar1 yardimiyla gelistirildi.

Bu metotlarin aralarindaki kapsama bagintilarindan yararlanarak serilerin mutlak
genellestirilmis Cesa’ro toplanabilme, mutlak genellestirilmis Norlund toplanabilme,
mutlak genellestirilmis Euler toplanabilme, mutlak genellestirilmis Riesz
toplanabilme, mutlak genellestirilmis Hausdorff toplanabilme kavramlari ele alindi

ve bu kavramlarla ilgili teoremlerin ispati literatiirde yer aldi.



2.TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu bolimde calisma boyunca kullanilacak olan  temel tanim ve teoremler

verilecektir.

Tanim 2.1. Verilen bir Y,7°_, a,, serisinin kismi toplamlar dizisi {s,} olsun. Ayrica

A = (ap,) sonsuz matrisi yardimiyla Y-, a, serisinin veya {s,} dizisinin {t,}

oo
tTl = ; anUSU

v=0

doniisiim dizisi

olarak tanimlanmak {lizere lim t, =s ise Yoo a, serisine veya {s,} dizisine s
n—-oo
degerine A-limitlenebilir (toplanabilir) denir [1].

Tamm 2.2. Kismu toplamlar dizisi {s,} olan bir Yoo @y Serisinin  Euler

doniisiimii, 0 < a <1 i¢in

t, = zn: (7;) a’(1—a)* Vs,

v=0

ile tanimlanir [2].

Tamm 2.3. f(x), (—m, ) araliginda L (Lebesgue anlaminda) integrallenebilen 27
periyotlu periyodik fonksiyon olsun. Bu durumda f(x) fonksiyonunun Fourier serisi
f(x)~%a0 + Yo (a,cosvx + bysinvx) = Y7o A, (x) (2.1)

ile tanimlanir. Ayrica (2.1) Fourier serisinin eslenik serisi ise
Yioeq(a,sinvx — b,cosvx) (2.2)
ile tanimlanir [3].
Teorem 2.4. F:[a,b] = R monoton ve pozitif bir fonksiyon olsun. G:[a,b] - R
integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda
[P F©G6(©)dt = F(a*) [X6()dt + F(b) [, G(t)dt
olacak sekilde xe(a, b) vardir [2].

Tamm 2.5. Olgiimii sifir olan ciimle disinda bir fonksiyon simirli ise bu fonksiyona

esas smirlidir denir [2].



Tanmim 2.6.

[a, b] nin her bir P={x,, x4 , ..., X, } par¢alanmasi i¢in

D 1660 = bl < o
k=1

ise ¢’ ye [a, b] de smirli salinimli denir.

Lemma 2.7. (a,) negatif olmayan reel sayilarin azalan bir dizisi, (b,,) de herhangi

bir reel terimli dizi olsun. m ve n, n > m sartin1 saglayan dogal sayilar ise

n
Z ay by

k=m

<ap,

dir.

Ispat: Bg=Y"_. b, ve M =maks{|Byl,|Bms1l, -.,|Byl} olsun. Abel

formiiliinden
n n—-1
Z agby = ayB, + By(ax — ax+1)
k=m k=m
dir. Boylece,
n n-—1 n-—1
D aby| <lanBal + ) 1Be(@y = @)l SMaksBy D (@ = eys)
k=m k=m+1 k=m
= Ma,,



3. FOURIER SERILERININ MUTLAK EULER

TOPLANABILMESI

Calisma boyunca kabul edecegiz ki f(x), 2m periyotlu periyodik fonksiyon ve

Lebesque anlaminda integrallenebilirdir.

f(x) fonksiyonunun (-, ) deki Fourier Serisi
% + Z(an cosnx + b,sinnx)

n=1

dir. Burada
1 s
a, =— f f(x)cosnxdx
T J g
1 TL'
b, = — J f(x)sinnxdx
T J g

Fourier katsayilaridir.

x, f(x)’ in siireklilik noktasi ise

a
flx) = 70 + Z(an cosnx + b,sinnx)
n=1

dir.
x, f(x) in stireklilik noktasi degilse
x+0)+f(x—0 a =
K ) > 1€ ) = 70 + Z(an cosnx + b,sinnx)
n=1
dir.
O halde

a
flx)~ 70 + Z (a, cosnx + b,sinnx)
n=1

= Yn=14n(x) (3.1)



olsun.(3.1) serisinin eslenik serisi

Z(bn cosnx — a,sinnx = Z B, (x) (3.2)
n=1 n=1

ve (3.1) serisinin diferensiyellenebilir serisi

oo

Z n(b,, cosnx — a,sinnx)

n=1

oo}

= Z nB,, (x) 3.3)
dir.

fx+t)+f(x—t)—2S
2

() =

PO = 2{F G+ D + - D)

olsun. s, Fourier serisinin toplami

a
fx) = 70 + Z(an cosnx + b,sinnx) =s

n=1

seklinde yazilabilir.

N.Tripathy [4], (0,7) arahiginda ¢(t) nin sirli salimmmli olma sartinin (3.1)

serisinin|E, | mutlak Euler toplanabilmsesini garantilemeyecegini gostermistir.
Tanim 3.1.

Kismi toplamlar dizisi (S,,) olan bir

[ee]
n=0



serisi verilsin.

t, = Y (Z) a’(l—a)* s,
=0

v

Euler doniisiimii verilsin. Eger

o)

ZItn—tn_ll < o0 0<ax<l) (3.4)

n=1
ise
[ee]
D@
n=0

serisine mutlak Euler toplanabilirdir veya |E,, |toplanabilirdir denir [2].

Lemma 3.2.
n
n
T, = Z (v) a’(1—a)" Yva, = n(t, — t,_1)
v=1
dir [5].
Ispat:
n
n
t, = Z (v) a’(l—a)* s,
v=0
n
n-1 v n-v-1
tn_1=2< " )a 1-a Sy
v=0
n n
n v n-v n—1 v n-v-1
tn—tn_1=2(v)a 1-a) Sv—z< v )a 1-a Sy
v=0 v=0



(", )+ G lwra-ars

— Z (n ; 1) a’(1 — a)"v1s,

v=0

<
||M:
o

N Zn: (n ; 1) a’(1=a)" (1 —a) —1]s,

C n_l v n—v
+Z(v_1)a 1-a)* s,
v=0
n

§ n-—= 1 v+1 n-v-—1 n—1 v n—-v
—Z}( . )a 1-a) Sy +Z(v_1)a 1—-—a)* s,
v=

v=0

_ZO (Tl — 1)' av+1(1 _ a)n—v—lsv + Zl (n (n _ 1)' a”(l _ a)n—vsv

n—v-1)! —-v)l(v—-1)!

n
n!
— —_— v+1 - n-v-1
fn = b Z(n—v—l)!v!a 1-a) Sv
v=0

v (=D e
+ ;(n a’(1—a)* s,

- (v—-1)!

olup

sp = 0 olmak tizere

n
n!
Mty = tri) = = ) e (1 - ) s,
v=0

v -t
+;<n_v)!(v_1)!“<1—“> Sv




timta) == (1 )@+ Daia— s

0

+i(: )a’ @ - s,

v=1
n n
Z va’(1—a)" Vs, — Z ( h ) v+ Da’1(1 —a)* Vs
v v+1 v
v=1 v=0
n—-1 v
n
= A {(v) a’(1—a)™ "v}z aj +naS,
v=1 j=1

Aa, = ap — apiq

oldugundan

A {(Z) a’(1 - a')""’v}

n n
— v _ n-v __ v+1 _ n-v—-1
= (v) va’(1 —a) (v N 1) w+1Da""'(1—a)
v v
SU=ZaszO=O=>Sv=Zaj
j=0 j=1

olur. Buradan

Z A {(Z) va’(1 — a)"_”Sv}

i va”(l a)*vs,
Zn: (v+ Da’*(1 — o) V1S,
2, {(Z) va’(1—a)* v — (v Z 1) (v + Da"*t1(1 - a)”_”_l}Sv



I
NgE

A {(Z) va’(1 — a)""’} S,

1

<
1l

7
Iy

= A {(Z) va’(1 — a)""’} S, + nas,

<
1l
Juy

n

= (Z) a’(1—a)* Yva,
=0

4

elde edilir.
n
n
t, — tieF— Z ( )a”(l —a)" " Yva,
v=1 v
dir. Burada
n
n
t, = Z (v) a’(l—a)* s,
v=0
dir.
Bir baska yolla

Abel kismi toplama formiiliinden

n

n —
; (v) a’'(1—-a)* Yva,
n-1 v
= Z A {(:) a’(1 - a)”_”v}z a;
v=1 j=1
+ na”S,
n—1 n-1

n n
— v _ n—-v _ v+1 _ n—-v-1 n
= (v) a’(1 —a)*vvs, E (v + 1) a’"(1-a) v+ 1S, +na™s,

v=1 v=1
n n-—1
n n
— v _ n—-v _ v+1 _ n-v-—1
= E (v)a 1-a)""vs, E (v+1)a 1-a) v+ 1)S,
v=1 v=1

10



n n-—1

n—1 n—1
n ( ) a’(1—a) S, —n Z ( )a"“(l —a)" VLS,
v—1 v

v=1

=

v=

- Q) -(era-orrsn g (] e,
= nZ (Z) a’(1—a)™ S, —n Z(n ; 1) a’(1—a)" " 1S, (1— a+ a)
= nvzn:zl (Z) a’(1—a)*vs, — nz (n ; 1) a’(1 —a)v 1S,

=n(t, — tn—l)

elde edilir. (3.1) ifadesi igin

olup

Tn
Z 2] < e (3.5)

olmasi i¢in

oldugunu gostermeliyiz.

11



Teorem 3.4’ iin ikinci kismi ispatlamak i¢in L.S Bosanquet ve H. Kestleman [6] ‘e

atfedilen asagidaki lemma gereklidir.

Lemma 3.3. Kabul edelim ki n=1,2,3,... igin b —a < o olmak iizere f,(x),
(a, b) araliginda oOlgiilebilir olsun. Bu durumda (a,b) araliginda toplanabilen her

h(x) fonksiyonu i¢in f,, (x)h(x) fonksiyonlarinin (a, b) araliginda toplanabilir ve

)

n=1

dx < oo

b
f h (O (%)

olmasi icin gerek ve yeter sart

ivn(xn

serisinin (a, b) araliginda esas sinirli olmasidir.
Teorem 3.4. g(t) = ¢(t)log (%) 0O<t<d<1de

sinirlt salinimli ise bu durumda

i An ()
n=1

serisi | E, | toplanabilirdir.
0< 71 < 1igin g(t) nin yerini g, (t) alamaz [7].

Ispat:

n

G,(u) = z (:) a’(1 — a)™ Yv cos(vu)

v=1

olsun. Bu durumda

Tp = % jo n¢>(u) G (W)du

12



=2 [ 6 Guwau + = [ 600 Guwau (3.6)
0 0

2
=~ + 1)
dir. Simdi
d n
n - -
G,(u) = - (Z <v) a’(1 —a)" Vsin vu)
v=1
d _.n
= Im—u(l —a + ae'™) (3.7)

=1, {naiei”(l —a+ aei”)n_l}

((1 —a+ae™)" ' = (1 —a+acosu + iasinu)"? oldugundan)

— napn—l(u)lm{ieiuﬂ(n—l)e(u)}

= nap™ 1 (w) cos(u + (n — 1)0(w))

Buradan

p =\/(1—a+acosu)2 + (a sinu)?

=1 —a)? +2a(1 —a)cosu + a?

u
=\/1—2a+a2+2a(1—a)(1—25in25)+a2

p(u) = \/1 —4a(1 - a)sinzg

asinu
O(u) = tan™?!

l1—a+acosu
(1-a+ aei”)n_l = pnlein-16

= p™"cos(n — 1)8 + isin(n — 1)6]

13



dir. Buradan
In{aienpnlein-16}
{amp" 1gifu+(n- 1)6]}
L {ainp™ *(cos[u + (n — 1)0] + isin[u + (n — 1)6])}
= anp™ ! cos[u + (n — 1)6]

dir.

1"—2n G, (wWd
n—;afqb(u) n (Wdu

T
| < f | (w)Inap™du
I}

p(u) < e—cuw (0 <u <m) oldugu agiktir. Burada ¢ pozitif bir sayidir. Bundan

dolay1

prt<pt = fl(ﬁ(u)l ip" < fnlcb(u)l i e ~new?
5 n=1 5 n=1

o

f|¢(u)| (Z n- 1(u>> du

=0 (i e—mz) (3.8)

—cné?

Buradan kok testi geregi Y.o—q e serisi yakinsak oldugundan

14



dir.

u o 8 .
E,(u) =f(log%) G,(t)dtl, = fg(u) (log%) G,(w)du

olsun. Bu durumda
— 9OE®) - [ B(8)dgw
0
dir. Gergekten

I}
I = f ()G (W)l
0

Kismi integrasyon geregi

u

_ 5 u
=g(u)f(log%) G, (t)dti J-J- log G (t)dtdg(u)

0

[

= G(8)E(6) - j E,(w) dg(w)

0

dir.

Bu yiizden eger 0 < u < § icin diizgiin olarak

Z En] _ (3.9)

15



ise

[e/0) I’
Z | < (3.10)

dr.

u

H,(u) = .f G tdt
0

u n
n
= J ( )a"(l —a)" Yvcosvtdt
v
0

v=1

n
= Z (n) a’(1—a)* Vsinvu
v
v=1

= p™(u) sinnf(u)
olsun. Bu durumda
1! (1, 1\2
E,(u) = (loga) H, (u) — f ?<log?) H, (t)dt (3.11)
0

dir. N, Nu* > 1 olacak sekilde en kiigiik pozitif tam say1 olsun. Bu durumda

0 < u < § i¢in diizgiin olarak

(reg) 3,

n=1

p™(u) sinnd(u)
n

+ i e_:mz> (3.12)

n=N+1

il o emeVn
=0 (log—> —|+0 Z
“ 1" ="

16



=0(1)
Simdi

-2

(log %) H,(t)dt

O\z
~ | =

=Jn+/n (3.13)
yazalim. Burada

i) mom (us)
£\ 98¢ n g “=n

0

Jn=4 1

n
[X(oed) twae,  (u>2)
| )¢ 8% " ' Yo

dir.
|sin vt| < kvt olacak sekilde k> 0 oldugundan

sinvt = 0(vt) oldugundan |sinvt| < kvt olacak sekilde k > 0 vardir.

H,it=0|t v (" a’(l1—a)" Yv
(2 0) )

= 0(nt)

elde ederiz. Bundan dolay1

17



w Vn
1\ 2
=0 log—) dt (3.14)
5[ (s}
o1
=0 (; nlog2n>
=0(1)
dir. Gergekten
Yn Yn
Of (ln dt = f (ln 02
—2Int -2
f® = (Int)? t)2 == tno)*  t(nt)3

0<t< % icin f'(t) > 0 dir. f(t) fonksiyonu [0, ﬂ de artandir.

Yn Yn Yn

f<1“%>_2dt=0j (no? jdt

Yn Yn

-2

f (log%) dt Sn(Tln)Z:j (log%)_ dt=0(m>

0 0

Her iki tarafin toplamindan ), (1—

3 serisi elde edilir.

.. 1 p
Gergekten bu seri i¢in ——- TISE azalan oldugundan )., 2—(1 3 serisi ile Y.7_o 2P ayp

serisi ayn1 karakterlidir.

18



o)

2.2 s~ 0,
ZP(ln)ZZP £ p?(In2)?

Yp=1 piz harmonik serisi yakinsaktir. O halde seri yakinsaktir.

oldugu aciktir. Gergekten, ortalama deger teoreminden % < x < u olmak iizere

(ra-arr-of}

t:lf—*

-2 -2 ¥

f%(log%) H,(t)dt =n (log%) an(t)dt
Yn

Yn

X n
= (ln—n)z f z (n) a’(1—a)* Vsinvtdt
08 1/n v=1 v

no~ (’;)a"(l —a)"V cos vt | X
~ (logn)? Z v Un
v=

x = &, olsun.

n i (’;)a"(l — )"V

%
(cos v, — cos —)
n

- (logn)? v
v=1
fu 1(1 1>_2H (D)dt
" 0g " n
Yn

( )QV(I _ a)n v
(log n)? Z
dir. Diger taraftan

n

(@+1-a" =) (D) @ra-am

v=0

19



n

(az+1—a)" = Z (Z) a’(l—a)"vz¥

v=0

1 n Tl) v n-v
( a’(1—a)
1 B " d - Z ’
J.(az + a)tdz s ——
0 v=

(az +1— )11 ~ = (Z)a”(l —a) v
an+1) |0 a Z v+1

v=0

n

z (:)av(l _ a)n—v 1 (1 _ a)n+1

v+1 _a(v+1)_ n+1

v=0

n

Z (Ca*(1 — )™ - 1 1

<_
v+1 a(n+1) an
v=0
n n v n-v
(e’ -a)™” 1
=0|(-—
v+1 n
v=0

Biliyoruz ki a,, = 0(0) < |a,| < k olacak sekilde k > 0 vardir. Buradan
n n

;1 V(1 — @)V ;l V(1 — @)V
YT 0R) o= Y o))

v=0 v=0

ve bundan dolay1
% <&, <u olmak iizere

$n , n

"o_ -2 LA — NV
5 =n(logn) J (U (v)a 1-a smvt)dt

1

=0 (logzn)

dir. Gergekten

20



Yn
=] = J;—(log%)z H,(t)dt =0 (l 2 )
- i ] %(log%)_z Hy(t)dt = 0( ) logzn)
n=21/ n=z

dir. O halde

1 .. N
ve Y, —— serisi yakinsak oldugu igin

© 144
Z /7|
n
n=1

= 0(1) (3.15)

sonucu ¢ikar. (3.11), (3.12), (3.13), (3.14), ve (3.15) den (3.9) saglanir ve dolayisiyla
(3.10)’ un saglandigini goriiriiz. Teorem 1’in birinci kismi (3.6), (3.8) ve (3.10) dan

saglanir.

(3.8), g(t) ve gy (t) yer degistirdiginde etkilenmez.

u

E'(w) = f (log%)_n G, (D)dt

0
olsun. Bu durumda

)
t = g O5] - | Bl dgn(@) (3.16)

0
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1)

E"(8) = (105%)_17 H.(8) — f %(log%)_n_l H.(6)dt

0

elde ederiz.

_ (i e_;nsz> — o)
n=1 n=1

oldugundan ve (3.14), (3.15) (log %) ile (log %) in yerine geldiginde gecerli

kalir.

o |
2 RHOI (3.17)

n:

Lemma 33, (3.16) ve (3.17) dan (3.10)’un gerek sarti ig¢in

VB
; - (3.18)

serisinin 0 < u < § igin smirl olmasinin saglanmasidir.
Simdi

u -n-1

El(u) = (log%>_n H,(u) — 7 f %(log%) ! H,(t)dt

0
-2 -n-1
ve (3.13), (3.14) ve (3.15) den (log %) ile (log %) yer degistirerek

0<u<d igin

=1
5! =
n

n=1

u

1 —n-1
j? log ) H,(t)dt
0

elde edilir.
([4] , sayfa 24 den)

u—0 iken

22



(10g) iIH (W] e

oldugundan (3.18) esas sinirli degildir. Bu da teoremin ikinci kismini ispatlar.

Teorem 3.5. Eger

5§ 1
[ 1o 1dg )l < e
0 u
ise

> 0
n=0

|E,| toplanabilirdir [7].
Ispat : Teorem 3.5’i Teorem 3.4’ ten elde edecegiz.

Teorem 3.5 in sartlarinin saglandigin1 kabul edelim. Bu durumda ¢(u), (0,9)
araliginda smirl salinimlidir. Dolayisiyla t = 0 iken ¢(w), bir limite gitmelidir.
Gerekirse s degerini degistirerek bu limitin 0 oldugunu kabul edebiliriz.( Not
edilmelidir ki s nin degerinin degistirilmesiyle Teorem 3.4’ iin hipotezi etkilenmez.)
Simdi

) 6

1)

1 1
[ 1491 < [ 10g 1apqol + [ 1o du (3.19)
0

0 0

dir. (3.19)’ un sagindaki ilk terim hipotezden sonludur.

1 1
9(0) = p(O)log; = gw) = P(u) log

(3.19) ifadesini agarsak

) ) S 1)

[1dg001 = [ log:, o) ~ o] < [1oglas@l + [ 1oGo) du

0 0 0 0

23



olur. u = 0 iken @(u) — 0 oldugundan

bW < f|d¢(t)|
0

dir dyle ki (3.19)’ un sagindaki ikinci terimin sonlu olmasi i¢gin

|p (W)l <f|d¢(u)ldu -
u ] u

1)

fuld(p(u)'du < f%fldqﬁ(t)ldu =
0 0

u
0

u 5 u
Jldqb(u)ldugf |d¢>(t)ldu=>

u u
0

Fubini teoreminden integrasyon sirasini degistirerek 0 < u < § ve 0 < t < u olmak

uzere

) 5 6
ijijtj%"uwm:

lp@ldu [ [ duldp()]
[ [ [T =
0 0t

S

< flnu|f|d¢>(t)|

0

8

< jln%ldqb(t)l -

0

1) 6
d 6
0 0

24



Hipotezden

5
6
E!_lnaldqb(u)l < 400

dir. O halde esitsizligin sagindaki ifade 400 u gegmez. Boylece istenen sonug elde

edilir. Clinkli

) 1) é

1 )
[ 149 < [ tog1dg )] + [ 1og ldp@ol < o
0 0 0

dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Whittaker [8], eger ¢(t)/t € L(0,5) ise (3.1) serisinin |E,| toplanabilir oldugunu

ispatlamistir.
Simdi asagidaki teorem ispatlanacaktir.

Teorem 3.5. ¢(t)/t" € L(0,m) sarti, n < 2 iken (3.1) serisinin |E,| toplanabilir

oldugunu garanti etmez[7].

Ispat :
Tp =J¢(u)6n(u)du (3.20)
0

oldugundan Lemma 3.3* den (3.1) serisinin |E,| toplanabilir olmasi i¢in gerek ve

yetersart 0 Su<m
igin

umy>x @ nin esas siirl veya (3.7) den

ul Z p"t (W|cos(u + (n — 1OW))| (3.21)

n=1
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nin 0 < u < 7 igin esas smirli olmasidir. Gergekten

2 L (Wd
2$=1|Tn_nl < o0 olmasi Y5y % ¢(u1)10 Ga < oo olmas1 demektir.
o4} YA 0 T
L2 (w)G,(w)du| < = Gp(w)d
> -l [ s < 32| [ g6 @
n=1 n=1 0
1 f(/)(u)u”G L, (uw)du
n
n=

Kabulden &2 € 1,(0, 8) iken 7 |%| < o oldugundan gsterilmelidir ki

§:1
n

n=1

s oo

1 16, (u
SZ—u"IGn(u)Izu" |G (W)
n n
n=1

n=1

— [ a6,

T
0

en sagdaki seri esas sinirhidir. M = [1/u] ve N = [1/u2] olsun. Bu durumda

N
u” » pt(w]cos(u + (n— 1OW))|
N

> z p" 1t (W)|cos?(u + (n — 1)6W))|

cos?(u+ (n—1)0w)) = 1 + cos(2u + 2(n — 1)6(u)) oldugundan

u” » pt(w)|cos?(u + (n— 1OwW))|
N
=u? ) @ [

n=M

1+ cos(2u+2(n—1)6w))
2

N N
=u7Z p" L (w) + %Z pn 1(u)cos(2u+2(n—1)9(u))

=Sl+52
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dir. Genelligi kaybetmeksizin 1 < 1 < 2 oldugunu kabul edelim.

Boylece p™~! fonksiyonu azalan oldugundan

S, =0 {uan—l(u) M ;nzx< N Z cos(Zu +2(n— 1)9(u))}
- T n=M

max

0{ e~ cMu? () M<n<N Z cos(2u + 2(n — I)G(u))}

{ . <m:x< N cos(2u +2(n — 1)0(u))}
B {sm H(u)}

= 0(1)

dir.p?(u) = e~“1%" olacak sekilde pozitif bir ¢; sabiti vardir. Bundan dolay1 n <

1/u2 icin p"~1 > ¢, olacak sekilde en az bir ¢, > 0 vardir. Bu yiizden u—07 iken

n N N
_u_ n-1 u_z
Si= ) Ttz
n=M

n:
u"
Sl ZT(N_M)CZ d +OO

dir. Clinkiiu » 0* = u"” - 0 oldugundan §; = 0 = S; - oo olur.
Bu yiizden (3.21) esas siurli degildir.
Boyle olmakla beraber asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.6. Eger ¢(t)/t?> € L(0,6) ise (3.1) serisi eslenik seriler igin |E,|
toplanabilirdir [7].

Ispat : (3.20) den
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o)

u? Z%IGn(u)I < o (3.22)

n=1

ise 0 <u < migin (3.1) serisi |E,| toplanabilirdir sonucu ¢ikar.
Simdi (3.22)’ in sol tarafi diizgiin olarak 0 < u < 7 i¢in O(1) e esittir. Ger¢ekten
G, (W) = [nap™t(w) cos(u + (n — 1OW))|

_ 2
< agne” """ =

au? z pt(w)|cos(u + (n — 1)6(w))|

n=1

< aqu? Z g—cnu’ 0<a<l)

dir. Dolayisiyla (3.22) saglanur.
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4. FOURIER  SERILERININ ESLENIK(CONJUGATE)
SERILERININ MUTLAK EULER TOPLANABILMESI

Bu béliimde eslenik (conjugate) seriler i¢in asagidaki teoremin ispati incelenecektir.

Teorem 4.1. Eger y(t)=0 ve

§ 1
f()log;|d¢(u)|<oo

ise (3.2) eslenik serisi |E, | toplanabilirdir [7].

ispat :
n
n
— V(1 _ o \N-V :
E,(u) = Z (v) a’(1—a)* Yvsinvu
v=1

olsun. Bu durumda

r— i (Z) a’(1—a)* Y vB,(x)

v=1

=~ [wem @ (4.1)
0

1) T
2
- ;( j Y@F, (wWdu j w(u)Fn(wdu)
0 8

2
= ; (Xn + Xn)
dir. Biliyoruz ki
F,(w) = — anip™ (W) sin(u + (n — 1)6(w))

dir. Gergekten

i (:) a’(1—a)* Y cos vu]

v=1

~aut

d
Fn(u) = a[

n

(Z) a,V(l _ a)n—v eivu}

v=1



2 o

d o~
— _ u
= Re{l — a + ae'}

d . n
= Re@{l —a+ ae‘”}
= Re{ina(1—a + aeiu)}n_l

= Re{ina(1 — a + a(cosu + isin u))}n_1

p =\/(1—a+acosu)2 + (a sinu)?

p " asinu
= tan~

l1—a+acosu
= Re{ina[p™ *(cos(n — 1) + isin(n — 1)8)]}
= —anip™ sin(n — 1)8(w)

dir. Bu yiizden

= (Z e_(”_l)C52> (4.2)
dir. Simdi
6 S5 S5
X, = {—w(u) f Fn(t)dt}g + j <J Fn(t)dt> dy (u)
u 0 u
) 1)
= ( | Fn(t)dt> ()

u

dir dyle ki
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n=1 |y
ise
15| < oo (4.3)
- .
n=1
olur.
8

f E,(t)dt = p™(u) cosnf(u) — p™(u) sinnb ()

u
oldugundan

i% an(t)dt = 0<i |e_ncu2|)

n
n=1

3 e—cuzy
o[
y Yy
1
Ve 2
—-cu‘y —cuty
= f dy |+ 0 .f dy

oo (0]

e—cuzy ,
j y dy < Je‘cu Ydy

Yy Yy
e~ U’V | oo e—Cu
< —cw 1Y~ 0+ cu?
e—CU

-5 =062 =0 ()

1
eU<ku=e“=0 (—)
u
dir.

Dolayisiyla (4.3) saglanir ve (4.1), (4.2) ve (4.3) ten teorem sonuglanir.
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5. FOURIER

SERILERININ DIiFERENSIYELLENEBILIR

SERILERININ MUTLAK EULER TOPLANABILMESI

Son olarak diferansiyellenebilir seriler

incelenecektir.

Teorem 5.1. Eger 1p(4+0) = 0 ve

%1
| vl <o

ise (3.3) serisi |E,| toplanabilirdir.
Herhangi bir n < 2 igin

)

1
fu—,,mw(undu <o

0

olmak iizere
51 .
o §|d1p(t)| < oo ile
yer degistiremez [7].
Ispat:

Biliyoruz ki

lizerine

asagidaki teoremin ispati

(5.1)

(5.2)

51
o o ldY@)| < oo

T, = Zn: (:) a’(1 — a)" Y v2B,(x)

v=1

2( _d
== Of Y (@) 2 G ()

6 b4
2 d d
- ;( [weoo+ [waw a) 6w
0 )



2
=—(Yp+ Y
—(fy + ¥
dir. Buradan

%Gn(u) = —n(n — Da?p™ (W) sin(2u + (2n — 2)6(w))

—nap™ t(w)sin(u + (n — 1)0(w))
— O(nze—ncuz)
dir. Gergekten

B, (x) = b,, cosnx — a,, sinnx

1 V3
n = — ff(t)cosnt
-1t
Y
1 :
bn=; ff(t)smnt

a
70 + Z(an cosnx + b,sinnx)

n=1

PO = 3G+ 0 + £~ )
olmak tizere

B, (x) = b,, cosnx — a,, sinnx

T T
1 1
= ff(t) sinnt cosnx dt — - Jf(t) cosnt sinnx dt
“ -

=% J-f(t) sinn(t — x) dt

t — x = u denirse
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1 m—X
== f(x+u)sinnudu

—Tn—X
s
1
== ff(x+u)sinnudu
-1
0 T
1 ) 1 _
= ff(x+u)smnudu+gff(x+u)smnudu
el 5
1 ’ 1 A
:;ff(X—t) sinn(—t) (—dt) +;ff(x+u) sinnu du
™ 0

=%jf(x—t) sinn(—t) dt+%]f(x+u) sinnu du
0 0

T VA
1 1
= _Eff(x—t)sinntdt+;.l-f(x+t)sinntdt
0 0

j[f(x+ t) — f(x —t)]sinntdt

Q1

0
VA
= Zf t) si tdt
= Y(t)sinn
0
bulunur. Buradan
T
2
B,(x) = Ef Y(t)sinnt
0

oldugundan

T, = zn: (Z) a’(1 — a)" Y v2B,(x)

v=1
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T, = Z (Z) a’(1—a)* v 2;.]- Y(u) sinvu du
v= 0

%f P(u) Zn: (Z) a’(1 — a)* Y v?sinvudu

0 v=1

Th =

2( .d
-2 [ v G
0

Gp(w) = Im%h —a+ae)"
= tm {iane™(1 - a + ae™)"™"}
olup
G.(uw) = Im {ianeiu(l _ ol aeiu)"‘l}'
= ian[ie®(1 — a + iae®)" " + aie(n — 11— a + aeiu)”‘z]
= ian[ie™p"le!DIW 4 jg(n — 1)e2iupn-2e2(-DIW)]

= —anp™ lsinfu+ (n — 1)0(W)] — a’n (n — 1)p™ 2 cos[2u + (2n — 2)0(u)]

bulunur. Buradan

m IY;l{’I =0 flll)(u)l (Ze‘"“‘Z)du

n=1

= <i e-n6u2> (5.3)

= 0(1)

dir. Yine biliyoruz ki
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1)

Y = $(8)Gn(6) — f G (W dP(w)

dir. (3.21) den

i |an£a)| _ (i 9—1:62> .

ve

n

2 GGl _ z p"t (u)|cos(u + (n — 1DOW))|
n=1

dir. Bu yiizden

=0(1) (5.5)

© !
Z |Yy |
n
n=1

dir. (5.3) ve (5.5) dan (3.5) saglanir, boylece Teoremin birinci kismi ispatlanir.

(5.1) nin yerine (5.2) yazilirsa, (5.3) ve (5.4) etkilenmez. Teorem 3.4’ {in ispatindan
ul Z;’f’ﬂ@ esas sinirli olmayacagindan toplanabilir bir a(x) fonksiyonu vardir

oyle ki

é

il ju” a(uw)G,(wdu| = o

n
n=1 0

31



dir.
Y(u) = f: u" a(u)du olsun. Bu durumda ¥ (+0) = 0 dir. Buradan
2 ! 2 n
Tn 2Elynl _Elyn |
5
2 2 2
> [ G ap)| - S @6, o) - 171

0

oldugundan Zf{;l% = oo elde ederiz ki bu teoremin ikinci kismini ispatlar.
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SONUC

Bu calismada Fourier serileri ile bu serilerin eslenik ve diferensiyellenebilir
serilerinin mutlak Euler toplanabilmesi incelendi. Bu toplanabilme metodu ile ilgili
literatiirde yer alan teoremlerin ispatin1 incelemek i¢in kullanilan lemmalarin ifadesi
ve ispat1 incelendi. Calismada verilen temel tanim ve teoremlerin ¢alismanin esasini
olusturan teoremlerin ispatindaki rolii tartisildi. Kompleks fonksiyonlar teorisinde
onemli bir formiil olarak bilinen De Moivre formiiliiniin ¢alismadaki katkilari
belirlendi. Esas smirlilik kavraminin ve Fubini teoreminin mutlak Euler toplanabilme
teorisindeki etkileri gozlemlendi. Simirli ve sifir dizisi kavramlarimin ¢alisma
boyunca ele alinan teoremlerde 6nemli rolleri tartisildi. Fourier serileri ile bu
serilerin eslenik ve diferensiyellenebilir serilerinin yakinsaklik sartlart igin
teoremlere eklenecek toplanabilme carpanlart olarak bilinen hipotezler belirlendi.
Calismada ortalama deger teoreminin farkli durumlarinin  uygulamalarda ve
teoremlerin ispatindaki 6nemi gozlemlendi. Ispatlar1 incelenen teoremler yardimiyla
literatiirde olmayan Fourier serileri ile bu serilerin eslenik ve diferensiyellenebilir

serilerinin mutlak Euler toplanabilmesi ile ilgili teoremlerin ispati yapilabilir.
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