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OZET

Bes boliimden olusan bu galismanin amaci ortogonal serilerin mutlak genellestirilmig
Hausdorff toplanabilmesini incelemektir. Birinci bolimde toplanabilme teorisinin tarihsel
gelisimi hakkinda bilgi verildi. Ikinci béliimde bu ¢alismada kullamlan temel tanim ve
teoremler verildi. Ugiincii boliimde ortogonal serilerin mutlak genellestirilmis Norlund
toplanabilmesi ile ilgili teoremlerin ispat1 veridi. Bu teoremleri ispatlamak igin kullanilan
lemma verildi. Dordiincii b6liimde ortogonal serilerin  mutlak genellestirilmis Hausdorff
toplanabilmesi ile ilgili teoremlerin ispati incelendi. Besinci boliimde literatiirde olmayan
Fourier serilerinin mutlak genellestirilmis Norlund toplanabilmesi ile ilgili bir teorem
ispatlandi.

Anahtar Kelimeler: Fourier serisi, Hausdorff toplanabilme, Euler toplanabilme, Sinirli

salmimlilik, Regiilerlik, Moment sabiti.
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ABSTRACT

The aim of this study which compose of five parts, is to investigate absolute generalized
Hausdorff summability of orthogonal series. In the first chapter, information about the
historical development of the theory of summability is given. In the second chapter, the basic
definitions and theorems used in this study are given. In the third chapter ,the proofs of
theorems with respect to absolute generalized Norlund summability of orthogonal series are
investigated. Using lemmas to prove these theorems are given. In the fourth chapter ,the
proofs of theorems with respect to absolute generalized Hausdorff summability of orthogonal
series are investigated. In the fifth section, a theorem with respect to absolute generalized

Norlund summability of Fourier series that is no in literatiire is proved.

Keywords: Fourier series, Hausdorff summability, Euler summability, Bounded variation,

Regularity, Moment constant.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LiSTESI

{sn} : Reel veya kompleks sayilar dizisi

(any,) : Satir ve siitun sayisi sonsuz olan kompleks terimli bir matris
Un : Moment sabiti

(H,p) : Hausdorff doniisiimii

(C,ax) : a.mertebeden Cesa’ro doniistimii

(E,a) : a.mertebeden Euler dontisiimii

a, : Fourier katsayisi

b, : Fourier katsayisi

BV[0,1] : [0,1] araliginda taniml1 sinirli salinimli fonksiyonlarin uzayi
Ap, = py, — Wyy1 o Uy nin simetrik farka

s, =0() : {s,}dizisi simirh

sp=0(1) : ii_{glosn=0

px)~qlx) ((x-a): lim 2% = 1

x>aq(x)
fla®) : lim f(x)
p * q : p ile g nun konvoliisyonu (evrisimi)
L?(a,b) : (a,b) araliginda 2.mertebeden integrallenebilen fonksiyonlarm simifi
(N, p, q) : Genellestirilmis Norlund toplanabilme
|N, p, q| : Mutlak genellestirilmis Norlund toplanabilme

h.h. h.y : hemen hemen her yerde



|M, Uy, x| : f.dereceden mutlak Hausdorff toplanabilme
K : Her durumda ayn1 olmasi gerekmeyen pozitif say1

Va,=a, —a,_1

1
51(1 ):ZE=0 Sy

Xi



1. GIRIS

Bir yakinsaklik tiirii olarak toplanabilme teorisi fonksiyonel analiz ve uygulamali
bilimlerde ©nemli uygulama alanlarina sahiptir. Serilerin yakinsakliginin
incelenmesi ¢ok eski tarihlere dayanmaktadir. Bu yakinsaklik konusu ile ilgilenen
Leonard Euler (1707-1783) olmakla beraber serilerin yakinsak olmamasi bu
donemde fazla ele alinmadi. Yakinsak olmayan seriler gorsele dayali diinya
diisiincesine gore mantiksiz bulundu  ve bu nedenle 1raksak olan serilerin
incelenmemesi mantikli olacakti.

Euler, f(1) = s ve kii¢iikk(modiil olarak kii¢iikk) z degerleri i¢in Y5—, a,z™ serisinin
f(z) degerine yakinsamasi halinde -, a, iraksak serisini Y.,_,a, = s sekline

doniistiiren toplanabilme yontemini gelistirdi. Bu yolla |z] <1 i¢in

nn _ _+_
Do~z =
yakinsamasi vardir. Boylece Y ,—o(—1)" = [11:]2=1 = dir. Bununla birlikte z = 1
i¢in
9l 2
=1-2z2+23-2z"+2°-
1-z
ve
1-z2 14z
1-z3  1+z+z2
oldugundan
21— 22423 — 25+ 25—
1+z+z
dir ve bunun sonucu olarak
0 _a\n 1+z ]
an()( 1) [1+z+z2

dir. Bu sekilde birinin Eulerin yorumuyla Y, ,(—1)" serisine neredeyse herhangi

bir deger karsilik getirebilecegi goriinmektedir.

Bu agiklamalar ve orneklerden sonra toplanabilme metodunda esas amag iraksak
yani yakinsak olmayan bir seriyi belli bir degere yakinsatmaktir. Toplanabilme
metoduyla genellikle smirli ancak 1raksak olan seriler yakinsak seriye
dontstiirtilebilir. Ancak burada ’toplanabilme metodu her iraksak seriyi yakinsak

seriye doniistiirlir’” sonucu ¢ikarilmamalidir.



Mutlak genellestirilmis toplanabilme metodu ele alinirken serilerin yakinsak
olmasini saglayan bazi toplanabilme ¢arpanlarina ihtiya¢ duyulacagindan teoremlerin
hipotezinde bu carpanlara yer vermek olduk¢a onemli olmaktadir. Ancak burada

unutulmamalidir ki bir teoreme ¢ok hipotez koymak teoremi zayiflatir.

Bazi yazarlar tarafindan ortogonal seriler teorisinde mutlak toplanabilme olarak

adlandirilan ilging bir konu ele alindi.

Ornegin, Tandori [1], Leindler [2-5], Okuyama ve Tsuchikwa [6], Okuyama [7,8],
Szalay [9], Billard [10], Grepagevskaya [11], Sperakov ve Kudrajatsev [12]’nin
calismalari mevcuttur. 2002°de Okuyama [8], genellestirilmis Norlund ortalamalarini
kullanarak hemen hemen her yerde mutlak genellestirilmis Norlund toplanabilir olma
kosulu altinda bir ortogonal serinin katsayilarina gore yeterli kosullar1 veren iki

teorem ispatlandi.

Borwien [13] tarafindan verilen mutlak toplanabilmenin bir taniminin bir
genellemesi, [14] de Borwien’in “mutlak genellestirilmis Hausdorff toplanabilirlik”
isimli ¢alismasinda verilir. Yukarda bahsedilen makalelerin sonuclarinin bazilarini
genellestiren ([15-17]) tarafindan bir takim sonuglar ispatlandiktan sonra, burada
ortogonal bir serinin mutlak genellestirilmis Hausdorff toplanabilir olmasi sarti
altinda yeterli herhangi bir kosul bulmaya calisilmis ve bu tezin asil amacim

olusturmustur.

Bu ¢aligmada, ortogonal serilerin mutlak genellestirilmis Hausdorff toplanabilmesi
ile ilgili literatiirde yer alan teoremlerin ispati incelendi. Bu teoremlerin ispatin
incelerken genellestirilmis Hausdorff metodunun 6zel bir durumu olan
genellestirilmis mutlak Norlund toplanabilme ile ilgili hemen hemen her yerde
toplanabilme teoremlerinin ispati incelendi. Son olarak mutlak genellestirilmis
Norlund toplanabilme metodunun 6zel bir ortogonal seri olan Fourier serilerine

uygulamasi olan ve literatiirde olmayan bir teoremin ispati yapildi.

Mutlak toplanabilme baslangigta (C,1) Cesa’ro aritmetik ortalama , daha sonra ise

Norlund, Riesz, (C,a), (H,u) metotlar1 yardimiyla gelistirildi.



Bu metotlarin aralarindaki kapsama bagmtilarindan yararlanarak serilerin mutlak
genellestirilmis Cesa’ro toplanabilme, mutlak genellestirilmis Norlund toplanabilme,
hemen hemen her yerde mutlak genellestirilmis Norlund toplanabilme, mutlak
genellestirilmis Riesz toplanabilme, mutlak genellestirilmis Hausdorff toplanabilme

kavramlar1 ele alind1 ve bu kavramlarla ilgili teoremlerin ispat1 literatiirde yer ald.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde ¢alisma boyunca kullanacagimiz temel tanim ve teoremler verilecektir.
Tanim 2.1. F reel veya kompleks sayilarin kiimesi v = 0,1,2, ... igin a,,, € F olmak
tizere A = (a,,,) sonsuz matris ve {s,} dizisi F de bir dizi olsun. {s,} dizisinden
{t,,} dizisine bir doniisiim

th = Yoo AnvSw (n=012,..)
olarak tanimlansin. Bu durumda {t,} dizisine {s,} dizisinin A- doniistiim dizisi denir.
Bu doéniisiimiin var olabilmesi her n  igin Y, a,,s, Serisinin yakinsakligina

baghdir [18].

Tanim 2.2. Verilen bir Y7, a,, serisinin kismi toplamlar dizisi {s,} olsun. Ayrica
A = (ap,) sonsuz matrisi yardimiyla Y, a, Serisinin veya {s,} dizisinin {t,}
doniisiim dizisi

tn = Xoe OnvSy

olarak tamimlanmak iizere lim t, =s ise Yg-oa, serisine veya {s,} dizisine s

n—-oo

degerine A-limitlenebilir (toplanabilir) denir [18].

Teorem 2.3. {u,} dizisine karsilik gelen {s,} dizisinin Hausdorff doniisimii

n _
th = Xv=0 (v) A" sy,

ile tanimlanir [19].

Tanim 2.4. f(x) , (—m,m) araliginda L (Lebesgue anlaminda) integrallenebilen 27
periyotlu periyodik fonksiyon olsun. Bu durumda f(x) fonksiyonunun Fourier serisi
f(x)~ % aop + Yo-1(a,cosvx + bysinvx) = Y57 Ay, (x) (2.1)
ile tanimlanir. Ayrica (2.1) Fourier serisinin eslenik serisi ise
Yoeq(a,sinvx — b,cosvx) (2.2)

ile tanimlanir [20].



Tamm 2.5 . p = (p,) , 9 = (q,) diziler p ve g nun konvoliisyonu
= (0 * O = Xi=0Pn—v Gv = 2p=0Pv Gn—v
ile tanimlanir.
Her n igin r, = (p * q),, # 0 oldugunda kismi toplamlar dizisi {s,} olan Y;°-, a,
serisi i¢in Norlund doniistimii dizisi

g _ 1 yvn
tn _; m=0Pn-m 9mSm

ile tantmlanan {t2'?} dizisidir.

Eger rlll—r>lt;lo th9 =t ise ¥*_,a, serisiveya {s,} dizisi t degerine genellestirilmis
Norlund anlaminda toplanabilirdir denir ve Y.;_,a, € (N,p, q) ile gosterilir [21].
Eger Yoqlt, —th_q| < oo ise Yo, a, serisine mutlak genellestirilmis
Norlund toplanabilirdir denir ve Yoo a, € |N,p,q| ile gosterilir.

Tanim 2.6. {p,,(x)}, n=1,2,... (a,b) de ortogonal sistem olsun.

b (0, i#]
[l edx={; " 27

(@i 0;) =0ve (@, )= lloll* =lle:ll =1
ise {¢,, (x)}, {@,(x)} de ortonormal sistem olur [21].

Tamm 2.7: (2(a,b) = { f: [, |f (x)|?dx < o0}

Tamm 2.8. Ol¢iimii sifir olan ciimle disinda bir énerme dogru ise hemen hemen her
yerde dogrudur. Yani,

u{x € X : f(x) # g(x)} =0 ise hemen hemen her yerde f = g dir.

Teorem 2.9. (Toplamin sirasint degistirme kurali)
=0y Nj=0 bj = Xj=obj Xp—j Ay

dir.

Teorem 2.10. (Cauchy-Schwartz Esitsizligi):

Y lahe] < (CRoqlae]®) /2(S b)Yz
veya

Firslax < (Lyrer) " (Plser)
dir.



Teorem 2.11. (Holder Esitsizligi)

p>1ligin ~+-=1 olmakiizere fel,, gel, ise

J;\fgldx < (fflf(x)lp)l/ " ( f;|g(x)|q)1/q
dir.



3. ORTOGONAL SERILERIN MUTLAK GENELLESTIRLMIS
NORLUND TOPLANABILMESI

Kismi toplamlar dizisi { S, }olan sonsuz bir Zan serisi verilsin. p , terimleri reel
n=0

sayilar olan { p, } dizisini belirtsin. Verilen iki p ve q dizileri igin ( p.q),

konvoliisyonu,

(PA) =D PruCrm =2 Prm
m=0 m=0

olarak tanimlanir.

Hernigin (p*q) #0 oldugunda, {S,} dizisinin genellestirilmis Norlund doniisimii

1 n
= PrmOrmSm
( p*q)n ;

tammlanarak elde edilen {tn”’q} dizisidir.

serisi yakinsak ise, bu durumda Z::o a, sonsuz serisi mutlak

Eger, i

n=1

P9 _ ¢PA
tr1 tn—l

(N, p, q) toplanabilirdir ve kisaca Z:;O a, €[N, p,q] ile gosterilir.
Toplanabilmenin |N, p, q| metodu Tanaka [22] tarafindan tanimlandi.

{(pn (X)} ,(a,b) araliginda taniml1 bir ortonormal sistem olsun. f (x) € ¢*(a,b) ve

0= Y c.0,(0 @)

oldugunu varsayalim, burada



c = jb f ()¢, (X)dx, (N=0,12,.)

dir.

[8] de,

R, = (p.a),, RY =2 oty

m=j
yazilir burada,

R™ =0,R =R, "dir ve asagidaki iki teorem ispatlanacaktr.

Bu boliimii olusturan esas teoremi ifade etmeden Once teoremin ispatinda

kullanilacak asagidaki lemmalara ihtiyag vardir.

Lemma 3.1. (Beppo Levi teoremi)

(X, A, ) bir ol¢ii uzayr ve Y fi, da X tizerinde tanimli [0, 00) degerli 6lgiilebilir

fonksiyonlarin bir serisi olsun. Bu taktirde ,

fx (k=1 fid)du = 2130=1fx fre du
dir.

Ispat: g, = fi + f, + -+ + f,, olsun.

711_{20 In= Yr=1 fx olacagindan monotan yakinsaklik teoreminden ,
fX D=1 frdu = fX (gl_r){)logn) du

= lim [, gn du

:7111_{{}0 Jo (At fot o+ fdu

=lim (e, [, fi) du

= Zlcs;lfx fk d:u'

bulunur.



Teorem 3.2. Eger,

e Ja (R RLY
SR

n=l | j=1 n-1

serisi yakinsak ise, bu taktirde,ch(pn(x) ortogonal serisi hemen hemen her yerde
n=0

|N, p, q|toplanabilirdir. [6]

Ispat: {s,}, Y% ,ch@n(x) inkismi toplamlar dizisi olmak iizere, toplamin sirasini

degistirme kuralin1 kullanarak ,

tP( ch(pn ) serisinin (N, p,,q,) ortalamasi olsun. Bu durumda,

th an quzc ¢]

nkO

:_Z Pn- quZC §DJ

nkO

=—Zc o ( ); Pric Ol
=j

nJ0

Z_ZR

nJO

Burada

X) = gck% (X)

dir.



O halde,

n-1

1 & 1 ;
tnp’q(X)_tnpif(x)zR_ZRnJCj(”j (X)==—2_Ric;0;(x)

n j=0 n-1 j=0

n-1

1S, 1 '
:EZRn‘cjgoj(X)— 2 R (X)

n j=1 n-1 j=1

1 & 1
= R_Z R/c;o; (x)— R D Rocioi(x)

n j=1 n-1 j=1

n-1

n (RJ leJ
= "= Cc.o (X
%[ Rn R 17 ( )
elde edilir. Schwarz esitsizligini ve ortogonalligi kullanirsak, buradan,

Jo e (fax= (-2 {Ib atpe (x)f dx}ﬂ2

b
- (b—a)l/zj It — ta|?
a

< 0-@" [ [Z (2 - 2=) lglle ]|

Rp—1

1 b [ j Rj_ 2 2 2
<b-a)2] ?=1(§—:— . 1) 6| Ej=1le; ()] ld"

Rp—1

R, R

[ i pl \?
<@b-a)2f |3, (ﬁ = R:) |cj|zl dx

j
Ry
Rn—1

2 2
) o

o a2 S R RV
(oo 5 B2 o

dir.

<(b-a) ), (2

10



Boylece,

2
® © | n(RI i)
S oporsto-ar” S 5 KR o

n=l | j=1 n-1
elde edilir. Sag taraftaki serinin yakinsaklik kabulii ve Beppo-Levi Lemmasi
kullanilarak ve karsilastirma teoreminden yararlanilarak ispat tamamlanir.

Teorem 3.3. {Q(n)} pozitif terimli dizisi i¢in % artmayan bir dizi ve > " Ql( )
" nQ(n

serisi yakinsak olsun. {p,,} ve {g,,} negatif olmayan diziler olmak iizere eger

o 2
2l Qma(n)
serisi yakinsak ise bu durumda,

chq)n(x) ortogonal serisi hemen hemen her yerde |N, p, q| dur, burada w(n) ise
n=0

n

. N
N % R!I' R}
o) =j* ni_r]2 (_”_Llj
Z - R, R,

olarak tanimlanir [6].

Ispat: Schwarz esitsizliginden , toplamin sirasini degistirme kuralindan ve teoremin

hipotezlerini kullanarak,

. . 2
R} ]

2
T [l ar <4z, foi, (S22 |of

Rpn—1

oo n R} R£—1 2 2
< AXn= j=1(R_Z__> <

Rpn—1

2 2
) o

< A¥E, = nam ¥, (B - B
- n=1nr0(n) AN Zij=1 Rn  Rp-1

11



2

o0 2 oo R{; R{;_
< AYZ |G| o nam) (R—n——1>

Rp—1

2
w0 n2am) Rh-
< ATflg| IR (Rn 1)

n Rnl

2
® = 200) (R, R,

] Rp—1

2

2.0()) R, R
< AYj: 21l ]an (_ 1)

Rn  Rpn—1
oo 2 . ,
< A32lg 2w() < oo

elde edilir. Boylece , Teorem 3.2’°nin ispatindaki ayn1 teknikler kullanilarak

teoremin ispati tamamlanir.

12



4. ORTOGONAL SERILERIN MUTLAK GENELLESTIRILMIS
HAUSDORFF TOPLANABILMESI UZERINE

Bu béliimde, ortogonal serilerin mutlak genellestirilmis Hausdorff toplanabilmesi
lizerine iki teoremin ispati incelenecektir. Bu teoremler, mutlak Hausdorff
toplanabilme altinda, bir ortogonal serinin katsayilarina gore bazi yeterli kosullar
verir. Bunlara ilave olarak, bilinen birka¢ sonucun, elde edilen yeni sonuglarin dogal
birer sonuglar oldugu da dogrulanacaktir. Bu boliimii olusturan teoremin ispatinda 3.
boliimde kullanilan lemmadan faydalanilacaktir. Ayrica kullanilacak ispat teknigi de

3. boliimdeki ispat teknigine benzer olacaktir.
Asagidaki tanim Borwein [14] tarafindan tanimlanmustir.

Tamim 4.1
M:=(,) (n,k=0,,..) bir matris olsun. 2::0 a, serisi ve onun kismi toplamlar
dizisi { s,} i¢in

o, =M(s,) = Zanksk
k=0

ve

n
U, =1-Uy+ D U,
k=0

olsun.

k =1,2,..icin u, > 0 olmak iizere y bir reel say1 ve f > 0 oldugunu varsayalim.

SUFIE o, ~ o, | <o

n=1

ise anoan serisine mutlak |M,un,7/|ﬂ toplanabilirdir denir ve anoan e|M,un,;/|ﬁ

ile gosterilir [21].



Bu calismanin esas amaci, (3.1) deki ortogonal serinin |M,un,y|ﬁ,1£,8£2

toplanabilirligi i¢in Teorem 3.2 ve 3.3’ii genellestirmektir. Esas sonuglarin gosterimi

i¢in, bazi ekstra notasyonlari ve ifadeleri tanitmak gerekir. Ilk olarak, M :=(a,,) nin

bir normal matris oldugunu yani, diagonal (kdsegen) terimleri sifirdan farkli bir alt

iicgensel matris oldugunu kabul edelim. Ikinci olarak, diger iki M =(a,) ve
M = (énk) alt matrislerini asagidaki gibi iliskilendirelim:
Ak ::Z?zj (i (n,i=1,.2,..)
Ve
Ago = 8gp = gy Ay = Ay — 8y ¢ (n=1,2,---)

Bu ¢alisma boyunca, K sabiti farkli igeriklerde farkli degerlere sahip olan ve sadece

K’ ya bagli olan pozitif bir sabiti belirtir.

Beppo Levi’ye [23] ait asagidaki lemma fonksiyonlar teorisinde sik¢a kullanilir. Bu

lemma, esas sonuglari ispatlamak igin kullanilacaktir.

Lemma4.2.

Eger f (t)eL(E) negatif olmayan fonksiyonlar ve

ijE f(t)dt <oo

= (4.1)

ise bu taktirde

serisi E lizerinde hemen hemen her yerde bir f (t)eL(E) fonksiyonuna yakmsaktr.

Ustelik, (4.1) serisi ayni zamanda f(t) fonksiyonuna L(E) nin normuna gore

yakinsaktir.Yani,

14



|Zis S, fudt—f| -0

dir.

Teorem 4.3. Eger,
Vi
2

_ 2

| [

0 7+1_l i—l 2 n
By s

2| Un o e [
= j=0

serisi 1< <2 i¢in yakinsak ise, bu taktirde

> Cia (%)
n=0
ortogonal serisi hemen hemen her yerde |M ,un,7/|ﬁ toplanabilirdir [21].

Ispat: 1<p<2 olsun. o, (X)=M (Sn)(x) dontigiimii i¢in, toplamin sirasini

degistirme kuralin1 kullanarak,

5200 = 28,500 = 22, D0, (X

=D C0;(0D 2y =D 8,c;0;(x)
j=0 k=] j=0
elde ederiz. Burada Zl;:ocjgoj (x) (3.1) serisinin k. mertebeden kismi toplamidir. O
halde
on(x) —0p_1(x) = Z}l:o C_lnjijpj(x) - 7501 C_ln—l,jcj(pj(x)
= C_lnncn(pn(x) + 27;01(6_1711 - C_ln—l,j)cj(pj (x)
= anncnq)n(x) + Z?z_ol a11.j(:j§0j(x)
dir. Son esitlige Holder esitsizligini ve ortogonalligi kullanarak 7 + s = rs olacak

sekildeki r ve s = % icin

15



11
-—==1->r+s=rs
r N

rs—r=8S—->r=—
s—1

dir. Boylece,
b
J Non(x) = 01 ()1 dx

:fflan(x) — 0,1 (0)]8. 1dx

2ol

= (1o — nmsCOPY) (P 17 )

—( (P g2 1-B
= (fa |00 (%) = 01 ()P dx) (b—a)'2

1-E1ebign & 2 3/2
= (b - )"z [ |50 ey dx|

B
B/ b . 2 >
= (b — a)l 2 (fa |Z;~l=0 anjcjgﬂjl dX)z
1-Bran 14 12 2 §
=0b-a) 2 (Z,-=o|an,-| <] )
elde ederiz. Boylece pozitif terimli serilerde karsilagtirma teoreminden yararlanarak

iu T _Lb o, (X)=0,, (x)\ﬁ dx

n=1

B = 1—12” 2y 2
s(b_a)lzz;[(un s J > [a,, \c,\]

n=;

(4.2)

16



serisi, esitsizligin sag tarafindaki seri yakinsak oldugu kabuliinden dolay1

(hipotezden) yakinsaktir. Ayn1 zamanda Gn(X)—GH(X)‘ fonksiyonlarmin negatif

olmayan ve integrallenebilir oldugunu da goz oniine alirsak Lemma 4.2’ye gore,

ZU n?ﬁ+ﬁ—1u i—ﬁ

n=1

O, (X) - O_nfl(x)‘ﬂ

serisi hemen hemen her yerde yakinsaktir. f = 1 i¢in Cauchy-Schwartz esitsizligini
ve f =2 i¢in sadece ortogonalligi kullanarak iddiay: ispatlariz. Bdylece ispat

tamamlanir.

Simdi belli ek kosullara sahip pozitif bir dizi ihtiva eden bir ortogonal serinin

|M,un, 7| ; toplanabilirligine iliskin genel bir teorem ispatlayacagiz. Bu nedenle

oncelikle

w( 24 g1 1. 2
P (j)= Z[”ﬂ 1u:1ﬂunﬁlan1jJ (4.3)

tanimlayalim. Boylece asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 4.4, 1< <2 olsun ve {Q(n)} pozitif bir dizisi igin % artmayan bir dizi
ve

Zw: 1

nz nQ(n)

serisi yakinsak olacak sekilde {Q(n)} pozitif bir dizi olsun.

Slef @ ()" (J)

j=1

serisi yakinsak ise, bu taktirde hemen hemen her yerde,

icn(on (x)e[M ,Un,]/|ﬁ dir. Burada ¢(ﬂ’7)(n) , (4.3) deki gibi tanimlidir [21].
n=0

17



Ispat: (4.2) esitsizligine Holder esitsizligini uygulayarak,

iUﬁﬁm_lui_ﬂJ.: o, (x)- O'H(X)‘ﬂ dx <
n=1

=

= k{zzlgl’0r o (o

) 3_1 2
K|S e ()" ()
j=1
elde ederiz. Bu ise hipotezden sonludur ¢iinkii,

Se,f 0 ()6 ()

18




serisi hipotezde yakinsak idi. Boylece ispat tamamlanr.

n=0,1,2,..i¢in u, = 1 ise bu taktirde Tanim (4.1) deki esitsizlik,

2nyﬂ+ﬂ’l|0n —0'n_1|ﬁ <o

n=1
serisine denktir, ki bu seride Borwein [13] tarafindan verilen mutlak toplanabilmenin
tamiminda yer alan tamimlanmuis esitsizliktir. Bu nedenle Teorem 4.4’ten hemen

asagidaki sonuglari elde ederiz.
Sonug 4.5.
Eger 1< <2 igin,

B

1 ;
S [0 D 5 o]

J=0

serisi yakinsak ise, bu taktirde,
2Cn (%)
n=0

ortogonal serisi hemen hemen her yerde |M ,7|ﬁ toplanabilirdir [16].

Sonuc 4.6.

1< £ <2 olsun ve pozitif bir {Q(n)} dizisi i¢in {M} artmayan bir dizi ve

n

o 1 . <
Y=t oGy Serist yakinsak olsun. Eger,

© 2
Sle,f o ()67 (j)

=

serisi yakinsak ise, bu taktirde hemen hemen her yerde,
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;cn(pn(x)e|M,y|ﬁ

dur[16]. Burada ¢7)(n),

olarak tanimlanir.

Burada belirtelim ki, ayn1 zamanda Teorem 3.2 de, Teorem 4.4’ten elde edilen

sonuglardir. Bunu gérmek icin, Teorem 4.4’te n=0,1,2,.. icin

u,=1,y=0,=1ve a,

= "n;—"q" almak yeterlidir.
n

Yani bu sekildeki 6zel kosullar igin,

A . = _— \'n n—-1
Unk = Ank — An—1,k = Lj=k Anj — Lj=k An-1,j
j j
1 R R
——yn g ———3yn-1 g, = on_ n-1
Rn, j=k pn—] CI] Rp—1 j=k pn—l,] CI] Rp, Rp—1q

. . 2
J )
elde edilir ki |dn,k|2 = (ﬂ - h) dir ve benzer sekilde Teorem 3.2 i saglayan

Rn  Rp-1
, , 2
<R¥1 Ri_1>
n — —
Ry Rp

100
@10y ==
PO ==

n=j

ifadesi elde edilir.
Uyar 4.7.

Ayni zamanda belirtelim ki; eger U, , 7, S nin degerlerini yukaridaki gibi ve

. Dn—
(I) Ang = an

20



dk

(i) @y =2

alirsak, [6]’in sonuglar1 hemen elde edilebilir ve ayn1 zamanda [8]’te ispatlanan

sonuglar goriilebilir
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5. FOURIER SERILERININ MUTLAK GENELLESTIRILMIS NORLUND
TOPLANABILMESI

Tanim 5.1.
Kismi toplamlar dizisi {s,} olan )5, a, serisi verilsin. p terimleri reel sayilar olan

{p,} dizini belirtsin. Verilen iki p ve q dizileri i¢in (p * q),, konvoliisyonu

n n
h = (p * Q)n = z Opm An-m = Z Opn—m dm
m= m=

olarak tamimlanir. Her n i¢in (p*q), #0 oldugunda, {s,} dizisinin

genellestirilmis Norlund doniistim dizisi

n
1 Z
t p:q:_ _ S
n (p * q)n m=0p1'l mqm m

tanimlanarak elde edilen {t,”9} dizisidir. Eger,

[o.0]
|tn - tn—ll
Th — Th-1
n=1

serisi yakinsaksa Y., a, Serisine |N,p,q|, toplanabilirdir denir [24].

Teorem 5.2. {p,} ve {q,} dizileri {Ap,_,q,} dizisi smirl olacak sekilde sirasiyla
artan ve azalan pozitif diziler olsun.
{r,} dizisiden - o iken n, > cove {Vr,} artan olacak sekilde bir artan dizi

olsun. Ayrica da

1) S (22) <o

(1)|

az&&ﬂﬁ—f<w

Vry
. _ qul—l
3) Y1)t =0 (ﬁ)

sartlart saglansin. Bu durumda

o

a [ee]
flx)~ ?0 + Z (a,cosnx + b,sinnx) = A, (x)
n=1

n=0

serisi A = 1i¢in |N,p, q|, toplanabilirdir.

Ispat: Y2, A, (x) serisinin kism1 toplamlar dizisi {s,} olsun.



_ Zn (pn—v Pn-v-1 pn—v—l) GyS
- - - VoV
v=0 ™ ™ Th-1

n
Pn-v  Pn-v-1 Pn-v-1
th —th-1 = Z ( - ) + qvSy
v=0 T Th-1 T

1 n ( ) N (1 1 ) n
= —_ —v —-v—- S - e 5
T - Pn—v Pn-v-1) QvSv T, To1 v=0pn v—1 QvSv
1t v PoqnS
= — A(pn—u - pn—U—l) Qv Z i Sj + —
1 1 n—-1 v
D)
" s 0 Prn-v-19v j=0 ]
1 n—2 A(py — Po)Gn-15 —1(1) PoqnS
=3 A(pn—v - pn—v—l) stv(l) + — + —
Tn b0 ™ ™

_— —p— S —1)Sy—
r s E o Pn-v-19v)Sy r ot P19n-1)Sn-1

yazilabilir.

Ik olarak , n — oo iken 7, > oo ve (1) hipotezinden
(o] (o] l
z( T )“ ASKZ dnlsal\" _
Ty — The1 ] Vr,
= n=

n=1
I

[oe]
)
h — Th-1

[ee]
)
™ — Th-1

n=1

PoqnSn
™

A(py — Po)Gn-15n-1
rn

A
(p1 — PO)CIn—15n—1(1) - pOQnSn—l(l)

Tn

olup {Vn,} artan oldugundan ve (2) hipotezinden

o A
Z ( T )“ (P1 — Po)qn-15n-1Y
=1 ™h — Th-1 Tn

A
1 (p1 — PO)Qn—1Sn—1(1)

I
iP]s

(rn - rn—l)/1 T

A
(py — po)qnsn(”‘
Th+1 — Tn

oo
<2,
n=0
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Gnsn @

3%

elde edilir.

{q,.} azalan ,{Vn,} artan oldugundan ve (2) hipotezinden

> ()

n=1

A
pOCInSn—l(l)

n

> (€Y) ® (€Y)
S S
S1(21%1711 <K2 dn
- h — Th-1 == Tn+1 —
n=1 n=0
°° *
s
< KZ qnSn b, .,
Vr,
n=0
elde edilir.

Benzer sekilde teoremin hipotezlerinden yararlanarak

® 4 A
7 A= (1 1 )
M 2 Apde s (1)|
Z <rn r Tn—1> Ty Tyeq (plqn 1)Sn 1

n=1
2 (Tn - Tn—l) A
< Kp, 1 Qn—lllsn—l(l)l
- -1
n=1
(Tn - Tn—l) A
=K —AQn—lllsn—l(l)l
= T™mWTn-1
[ee]
z Gnsn®|”
< 00
Vr,
n=

yazilabilir.

Diger taraftan {Ap,,_,q,} dizisi sinirli oldugundan, (3) hipotezinden ve Holder

esitsizliginden
oo )'
T )'1 1 (1 1 > n-2
D, ) S A prsaa)s )
- (Tn —Th-1 T Th1 =0 Pn—v-19v)Sy
n=1
(0] )'
T — Th—1 n-2 )
= KZ . nl Z , (pn -v—- 1qv) 4 (pn —v— 1qv) A Sv(l)
ThTh-1 v=
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n-—2
= KZ A— 12 (pn —-v— 1%7)1 Als (1)| (Z Pn—v- 1qv)
rn 1 v=

n—2
< KZ PGS 5]
v=0
n=1
- AN -
< KZ(qv)l AERCT i R
— n=v+1

,2A-1
<KZq1’ls(1) 0( )
| | (rv — Ty- 1))L
< KZ q,/l|sv(1)| < o0
(Tv - Ty- 1)
elde edilir.

Son olarak (3) hipotezinden ve Holder esitsizliginden

> (i f 1

EA(pn v — Pn-v- 1)%7517()
Th

n=1
n-—2
< E s (D
= -1 v
Tn(rn Th- 1) rn
n=1 v=0

(o]

=1 Tn(rn - 7'11—1)/1 1 =0

IA

||M8 iMS

n-—2
1 B _ 2
T_Z(pn—v - pn—v—l)l Aqvl Alsv(1)|

(1)| Z (pn -v ~ Pn-v- 1)1_/1
n=v+1l
<qu A0S (e
n=v+1
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A-1

1 n-—2 n-—2

z : z : _ _ A z :
< 1-1 (pn—v - pn—v—l)l AQvl llsv(l)l QVApn—v

- rn(rn - rn—l) - -

n=1 v=0 v=0

© n-2
1 _ B y) B
< Z _ Z(Apn—v)l AQvl Alsv(l)l (Tn —Th-1— pOQn)/1 1
n

A-1



o 21-1
_ A Qv
SKqu’ls(l) 0(—)
=0 Y | v | (rv _7.17—1))L

o

e (D
<KZ gu*|s, @] o
(r, — 1y 1)

elde edilir.

Minkowski esitsizliginden yararlanarak

oo

A-1
Z(T—n) |tn_tn—1|/1 <
Th = Th-1

n=1

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.
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SONUC

Bu calismada ortogonal serilerin mutlak genellestirilmis Hausdorff toplanabilmesi ile
ilgili literatiirde yer alan teoremlerin ispati ve bu teoremler arasindaki iligkiler
tartisildi. Ayrica bu metodun 6zel bir durumu olan mutlak genellestirilmis Norlund
toplanabilme metodu ile ilgili hemen hemen her yerde kavrami ile olusturulan
teoremlerin ispatlar1 incelendi. Bu teoremlerin ispatin1 yapmak i¢in olduk¢a 6nemli
bir role sahip olan Beppo Levi lemmasinin ispati incelendi. Beppo Levi teoreminin
hemen hemen her yerde toplanabilme iizerindeki etkileri tartigildi. Caligmada
kullanilan temel tanim ve teoremlerin ,ispati incelenen teoremlerin ispatinda nasil
kullanildig1 gozlemlendi. Calismada ad1 gegen diziler ve fark dizileri tizerindeki artan
ve azalan olma sartlarinin ispatlarda kolaylik sagladig1 ve istenen sonuca ulasmada
onemli etkileri oldugu gozlemlendi. Ortogonal serilerin kismi toplamlar dizisi ile
mutlak genellestirilmis Hausdorff toplanabilmesinde islem yapmanin farklilig:
gbozlemlendi. Ayrica calismada kullanilan yakinsaklik, hemen hemen her yerde
yakinsaklik, toplamlarin yer degistirmesi, ortonormallik, integrallenebilme ,Holder
ve Minkowski esitsizlikleri kavramlarmin mutlak toplanabilme teorisindeki etkileri
tartigildi.

Son olarak literatiirde olmayan ve ortogonal serilerin 6zel bir sekli olan Fourier
serilerinin mutlak genellestirilmis Norlund toplanabilmesi ile ilgili bir teorem

ispatlandi.
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