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ÖZET 

Beş bölümden oluşan bu çalışmanın amacı ortogonal serilerin mutlak genelleştirilmiş 

Hausdorff toplanabilmesini incelemektir. Birinci bölümde toplanabilme teorisinin tarihsel 

gelişimi hakkında bilgi verildi. İkinci bölümde bu çalışmada kullanılan temel tanım ve 

teoremler verildi. Üçüncü bölümde ortogonal serilerin mutlak genelleştirilmiş Nörlund 

toplanabilmesi ile ilgili teoremlerin ispatı veridi. Bu teoremleri ispatlamak için kullanılan 

lemma verildi. Dördüncü bölümde ortogonal serilerin  mutlak genelleştirilmiş Hausdorff 

toplanabilmesi ile ilgili teoremlerin ispatı incelendi. Beşinci bölümde literatürde olmayan 

Fourier serilerinin mutlak genelleştirilmiş Nörlund toplanabilmesi ile ilgili bir teorem 

ispatlandı. 

Anahtar Kelimeler:  Fourier serisi, Hausdorff toplanabilme, Euler toplanabilme, Sınırlı 

salınımlılık,  Regülerlik, Moment sabiti. 
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ABSTRACT 

 

The aim of this study which compose of five parts, is to investigate absolute generalized 

Hausdorff summability of orthogonal series. In the first chapter, information about the 

historical development of the theory of summability is given. In the second chapter, the basic 

definitions and theorems used in this study are given. In the third chapter ,the proofs of 

theorems with respect to absolute generalized Nörlund summability of orthogonal series are 

investigated. Using lemmas to prove these theorems  are given. In the fourth chapter ,the 

proofs of theorems with respect to absolute generalized Hausdorff summability of orthogonal 

series are investigated. In the fifth section, a theorem with respect to absolute generalized 

Nörlund summability of Fourier series that is no in literatüre is proved. 

Keywords: Fourier series, Hausdorff summability, Euler summability, Bounded variation, 

Regularity, Moment constant. 
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LİSTESİ 

{𝒔𝒏}      :  Reel veya kompleks sayılar dizisi 

(𝒂𝒏𝒗)    : Satır ve sütun sayısı sonsuz olan kompleks terimli bir matris 

𝝁𝒏         :  Moment sabiti 

(𝑯,𝝁)   : Hausdorff dönüşümü  

(𝑪,𝜶)   : 𝛼. mertebeden Cesa’ro dönüşümü 

(𝑬,𝜶)   : 𝛼. mertebeden Euler dönüşümü 

𝒂𝒏        : Fourier katsayısı 

𝒃𝒏        : Fourier katsayısı 

𝑩𝑽[𝟎, 𝟏] : [0,1] aralığında tanımlı sınırlı salınımlı fonksiyonların uzayı 

∆𝝁𝒗 = 𝝁𝒗 − 𝝁𝒗+𝟏 :   𝜇𝑣 nin simetrik farkı 

𝒔𝒏 = 𝑶(𝟏)   :  {𝑠𝑛} dizisi sınırlı  

𝒔𝒏 = 𝒐(𝟏)   :   lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = 0  

𝒑(𝒙)~𝒒(𝒙)     (𝒙 → 𝒂)  :  lim
𝑥→𝑎

𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
= 1 

𝒇(𝒂+)   :  lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥)  

𝒑 ∗ 𝒒 ∶ 𝑝 ile 𝑞 nun konvolüsyonu (evrişimi) 

𝑳𝟐(𝒂, 𝒃) : (𝑎, 𝑏) aralığında 2.mertebeden integrallenebilen fonksiyonların sınıfı 

(𝑵, 𝒑, 𝒒) : Genelleştirilmiş Nörlund toplanabilme 

|𝑵, 𝒑, 𝒒| : Mutlak genelleştirilmiş Nörlund toplanabilme 

𝒉. 𝒉. 𝒉. 𝒚 : hemen hemen her yerde  



xi 

 

|𝑴,𝑼𝒏, ɤ|𝜷 : 𝛽.dereceden mutlak Hausdorff toplanabilme 

𝑲 ∶ Her durumda aynı olması gerekmeyen pozitif sayı 

𝜵𝒂𝒏 = 𝒂𝒏 − 𝒂𝒏−𝟏 

𝒔𝒏
(𝟏)

=∑ 𝒔𝒗
𝒏
𝒗=𝟎  

 



 
 

1. GİRİŞ 

Bir yakınsaklık türü olarak toplanabilme teorisi fonksiyonel analiz ve uygulamalı 

bilimlerde önemli uygulama alanlarına sahiptir. Serilerin  yakınsaklığının 

incelenmesi çok eski tarihlere dayanmaktadır. Bu yakınsaklık konusu ile ilgilenen 

Leonard Euler (1707-1783) olmakla beraber  serilerin yakınsak olmaması bu 

dönemde fazla ele alınmadı. Yakınsak olmayan  seriler görsele dayalı dünya 

düşüncesine göre mantıksız bulundu  ve bu nedenle ıraksak olan serilerin  

incelenmemesi mantıklı olacaktı.  

Euler, 𝑓(1) = 𝑠 ve küçük(modül olarak küçük)  𝑧 değerleri için ∑ 𝑎𝑛𝑧
𝑛∞

𝑛=0  serisinin 

𝑓(𝑧) değerine yakınsaması halinde ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0  ıraksak serisini  ∑ 𝑎𝑛 = 𝑠∞

𝑛=0  şekline 

dönüştüren toplanabilme  yöntemini  geliştirdi. Bu yolla |𝑧| < 1 için  

                                                        ∑ (−1)𝑛𝑧𝑛∞
𝑛=0 =

1

1+𝑧
   

yakınsaması vardır. Böylece  ∑ (−1)𝑛∞
𝑛=0 = [

1

1+𝑧
]𝑧=1 =

1

2
  dır. Bununla birlikte 𝑧 ≠ 1  

için  

                                                 
1−𝑧2

1−𝑧3
= 1 − 𝑧2 + 𝑧3 − 𝑧5 + 𝑧6 −⋯     

ve  

                                                                  
1−𝑧2

1−𝑧3
=

1+𝑧

1+𝑧+𝑧2
       

olduğundan  

                                               
1+𝑧

1+𝑧+𝑧2
= 1 − 𝑧2 + 𝑧3 − 𝑧5 + 𝑧6 −⋯               

dır ve bunun sonucu olarak  

                                                    ∑ (−1)𝑛∞
𝑛=0 = [

1+𝑧

1+𝑧+𝑧2
]
𝑧=1

=
2

3
        

dır. Bu şekilde birinin Eulerin yorumuyla   ∑ (−1)𝑛∞
𝑛=0   serisine neredeyse herhangi  

bir değer karşılık getirebileceği görünmektedir. 

 

Bu açıklamalar ve örneklerden sonra toplanabilme metodunda  esas amaç ıraksak 

yani yakınsak olmayan bir seriyi belli bir  değere yakınsatmaktır. Toplanabilme 

metoduyla genellikle sınırlı ancak ıraksak olan seriler  yakınsak seriye 

dönüştürülebilir. Ancak burada ‘’toplanabilme metodu her ıraksak seriyi yakınsak 

seriye dönüştürür’’ sonucu  çıkarılmamalıdır.  
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Mutlak genelleştirilmiş toplanabilme metodu ele alınırken serilerin yakınsak 

olmasını sağlayan bazı toplanabilme çarpanlarına ihtiyaç duyulacağından teoremlerin 

hipotezinde bu çarpanlara yer vermek oldukça önemli  olmaktadır. Ancak burada 

unutulmamalıdır ki bir teoreme çok hipotez  koymak teoremi zayıflatır. 

Bazı yazarlar tarafından ortogonal seriler teorisinde mutlak toplanabilme olarak 

adlandırılan ilginç bir konu  ele alındı.  

Örneğin, Tandori [1], Leindler [2-5], Okuyama ve Tsuchikwa [6], Okuyama [7,8], 

Szalay [9], Billard [10], Grepagevskaya [11], Sperakov ve Kudrajatsev [12]’nın 

çalışmaları mevcuttur. 2002’de Okuyama [8], genelleştirilmiş Nörlund ortalamalarını 

kullanarak hemen hemen her yerde mutlak genelleştirilmiş Nörlund toplanabilir olma 

koşulu altında bir ortogonal serinin katsayılarına göre yeterli koşulları veren iki 

teorem ispatlandı.  

Borwien [13] tarafından verilen mutlak toplanabilmenin bir tanımının bir 

genellemesi, [14] de Borwien’in “mutlak genelleştirilmiş Hausdorff toplanabilirlik” 

isimli çalışmasında verilir. Yukarda bahsedilen makalelerin sonuçlarının bazılarını 

genelleştiren ([15-17]) tarafından bir takım sonuçlar ispatlandıktan sonra, burada 

ortogonal bir serinin mutlak genelleştirilmiş Hausdorff toplanabilir olması şartı 

altında yeterli herhangi bir koşul bulmaya çalışılmış ve bu tezin  asıl amacını 

oluşturmuştur. 

Bu çalışmada, ortogonal serilerin mutlak genelleştirilmiş  Hausdorff  toplanabilmesi  

ile ilgili literatürde yer  alan  teoremlerin ispatı incelendi. Bu teoremlerin ispatını 

incelerken genelleştirilmiş Hausdorff metodunun özel bir durumu olan 

genelleştirilmiş mutlak Nörlund  toplanabilme ile ilgili   hemen hemen her yerde 

toplanabilme teoremlerinin ispatı incelendi. Son olarak  mutlak genelleştirilmiş 

Nörlund toplanabilme metodunun özel bir ortogonal seri  olan Fourier serilerine 

uygulaması olan ve literatürde olmayan bir teoremin ispatı yapıldı. 

Mutlak toplanabilme başlangıçta (𝐶, 1)   Cesa’ro aritmetik ortalama , daha sonra ise 

Nörlund, Riesz,  (𝐶, 𝛼), (𝐻, 𝜇)      metotları yardımıyla geliştirildi.  
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Bu metotların  aralarındaki kapsama bağıntılarından yararlanarak serilerin mutlak 

genelleştirilmiş Cesa’ro toplanabilme, mutlak genelleştirilmiş Nörlund toplanabilme, 

hemen hemen her yerde mutlak genelleştirilmiş Nörlund toplanabilme, mutlak 

genelleştirilmiş Riesz toplanabilme, mutlak genelleştirilmiş Hausdorff toplanabilme 

kavramları ele alındı ve bu kavramlarla ilgili teoremlerin ispatı literatürde yer aldı.  

. 

 

 

 

 

 



 
 

2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 

Bu bölümde çalışma boyunca kullanacağımız temel tanım ve teoremler verilecektir. 

Tanım 2.1.  𝐹 reel veya kompleks sayıların kümesi  𝑣 = 0,1,2, … için 𝑎𝑛𝑣 ∈ 𝐹 olmak 

üzere 𝐴 = (𝑎𝑛𝑣) sonsuz matris ve  {𝑠𝑛} dizisi  𝐹 de bir dizi olsun. {𝑠𝑛}  dizisinden 

{𝑡𝑛}  dizisine bir dönüşüm  

                      𝑡𝑛 = ∑ 𝑎𝑛𝑣𝑠𝑣
∞
𝑣=0                  (𝑛 = 0,1,2, … ) 

olarak tanımlansın. Bu durumda {𝑡𝑛}  dizisine {𝑠𝑛} dizisinin 𝐴- dönüşüm dizisi denir. 

Bu dönüşümün var olabilmesi her 𝑛  için  ∑ 𝑎𝑛𝑣𝑠𝑣
∞
𝑣=0   serisinin yakınsaklığına 

bağlıdır [18]. 

Tanım 2.2. Verilen bir  ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0  serisinin kısmi toplamlar dizisi {𝑠𝑛} olsun. Ayrıca  

𝐴 = (𝑎𝑛𝑣) sonsuz matrisi yardımıyla ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0  serisinin veya  {𝑠𝑛} dizisinin {𝑡𝑛} 

dönüşüm dizisi                       

                                                𝑡𝑛 = ∑ 𝑎𝑛𝑣𝑠𝑣
∞
𝑣=0  

olarak tanımlanmak üzere  lim
𝑛→∞

𝑡𝑛 = 𝑠  ise  ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0  serisine veya  {𝑠𝑛} dizisine 𝑠 

değerine 𝐴-limitlenebilir  (toplanabilir) denir [18]. 

 

Teorem 2.3.   {𝜇𝑛} dizisine karşılık gelen  {𝑠𝑛} dizisinin Hausdorff dönüşümü                           

                                                         𝑡𝑛 = ∑ (
𝑛
𝑣
)𝑛

𝑣=0  ∆𝑛−𝑣𝜇𝑣𝑠𝑣 

ile tanımlanır [19]. 

  

Tanım 2.4. 𝑓(𝑥) , (−𝜋, 𝜋) aralığında 𝐿 (Lebesgue anlamında) integrallenebilen 2𝜋 

periyotlu periyodik fonksiyon olsun. Bu durumda  𝑓(𝑥) fonksiyonunun Fourier serisi                  

                       𝑓(𝑥)~
1

2
𝑎0 + ∑ (𝑎𝑣𝑐𝑜𝑠𝑣𝑥 + 𝑏𝑣𝑠𝑖𝑛𝑣𝑥)

∞
𝑣=1  = ∑ 𝐴𝑣

∞
𝑣=0 (𝑥)                  (2.1) 

ile tanımlanır. Ayrıca  (2.1) Fourier serisinin eşlenik serisi ise  

                                         ∑ (𝑎𝑣𝑠𝑖𝑛𝑣𝑥
∞
𝑣=1 − 𝑏𝑣𝑐𝑜𝑠𝑣𝑥)                                         (2.2) 

ile tanımlanır [20]. 
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Tanım 2.5 . 𝑝 = (𝑝𝑛) , 𝑞 = (𝑞𝑛) diziler 𝑝 ve 𝑞 nun konvolüsyonu  

𝑟𝑛= (𝑝 ∗ 𝑞)𝑛 = ∑ 𝑝𝑛−𝑣
𝑛
𝑣=0 𝑞𝑣 = ∑ 𝑝𝑣

𝑛
𝑣=0 𝑞𝑛−𝑣 

ile tanımlanır. 

Her 𝑛 için  𝑟𝑛 = (𝑝 ∗ 𝑞)𝑛 ≠ 0 olduğunda kısmi toplamlar dizisi {𝑠𝑛} olan ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0  

serisi için Nörlund dönüşümü dizisi 

𝑡𝑛
𝑝,𝑞

 = 
1

𝑟𝑛
 ∑ 𝑝𝑛−𝑚

𝑛
𝑚=0 𝑞𝑚𝑠𝑚 

ile tanımlanan {𝑡𝑛
𝑝,𝑞} dizisidir.  

Eğer     lim
𝑛→∞

𝑡𝑛
𝑝,𝑞

 = 𝑡  ise ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0   serisi veya {𝑠𝑛} dizisi 𝑡 değerine genelleştirilmiş 

Nörlund anlamında toplanabilirdir denir ve   ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 ∈ (𝑁, 𝑝, 𝑞)  ile gösterilir [21]. 

Eğer     ∑ |𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1|
∞
𝑛=1 < ∞     ise  ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=0   serisine mutlak genelleştirilmiş 

Nörlund toplanabilirdir denir ve    ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0  ∈  |𝑁, 𝑝, 𝑞|  ile gösterilir. 

Tanım 2.6. {𝜑𝑛(𝑥)},  𝑛 = 1,2, …    (𝑎, 𝑏) de ortogonal sistem olsun.  

 ∫ 𝜑𝑖
𝑏

𝑎
(𝑥)𝜑𝑗(𝑥)𝑑𝑥 = {

0  ,   𝑖 ≠ 𝑗
1  ,   𝑖 = 𝑗

 

〈𝜑𝑖, 𝜑𝑗〉 = 0 ve   〈𝜑𝑖, 𝜑𝑖〉 = ‖𝜑𝑖‖
2  =‖𝜑𝑖‖ =1 

ise {𝜑𝑛(𝑥)}, {𝜑𝑛(𝑥)} de ortonormal sistem olur [21]. 

 

Tanım 2.7 : 𝑙2(𝑎, 𝑏) = { 𝑓: ∫ |𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥 < ∞
𝑏

𝑎
} 

Tanım 2.8. Ölçümü sıfır olan cümle dışında bir önerme doğru ise hemen hemen her 

yerde doğrudur. Yani , 

𝜇{𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑓(𝑥) ≠ 𝑔(𝑥)} = 0 ise hemen hemen her yerde 𝑓 = 𝑔 dir. 

Teorem 2.9.  (Toplamın sırasını değiştirme kuralı) 

∑ 𝑎𝑣
𝑛
𝑣=0 ∑ 𝑏𝑗

𝑣
𝑗=0  = ∑ 𝑏𝑗

𝑛
𝑗=0 ∑ 𝑎𝑣

𝑛
𝑣=𝑗  

dır. 

 

Teorem 2.10. (Cauchy-Schwartz Eşitsizliği):  

 ∑ |𝑎𝑘𝑏𝑘|
𝑛
 𝑘=1 ≤ (∑ |𝑎𝑘|

2𝑛
𝑘=1 )

1
2⁄ (∑ |𝑏𝑘|

2𝑛
𝑘=1 )

1
2⁄  

veya  

∫ |𝑓𝑔|
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ (∫ |𝑓(𝑥)|2

𝑏

𝑎
)
1
2⁄

 (∫ |𝑔(𝑥)|2
𝑏

𝑎
)
1
2⁄

  

dır.  
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Teorem 2.11.   (Hölder Eşitsizliği)  

𝑝 > 1 için  
1

𝑝
+

1

𝑞
 = 1     olmak üzere  𝑓𝜖𝑙𝑝, 𝑔𝜖𝑙𝑝  ise  

∫ |𝑓𝑔|
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

𝑏

𝑎
)
1
𝑝⁄
 (∫ |𝑔(𝑥)|𝑞

𝑏

𝑎
)
1
𝑞⁄
 

dır.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

3. ORTOGONAL SERİLERİN MUTLAK GENELLEŞTİRLMİŞ 

NÖRLUND TOPLANABİLMESİ 

Kısmi toplamlar dizisi { nS }olan sonsuz bir 
0

n

n

a




 serisi verilsin. 𝑝 , terimleri reel 

sayılar olan  np dizisini belirtsin. Verilen iki 𝑝 ve 𝑞 dizileri için  * q
n

p  

konvolüsyonu, 

 *

0 0

q
n n

m n m n m mn
m m

p p q p q 

 

    

olarak tanımlanır. 

Her n için  *q 0
n

p    olduğunda,  nS dizisinin genelleştirilmiş Nörlund dönüşümü  

,

0*

1

( )

n
p q

n n m m m

mn

t p q s
p q





   

 tanımlanarak elde edilen  ,p q

nt  dizisidir. 

    Eğer, , ,

1

1

p q p q

n n

n

t t






  serisi yakınsak ise, bu durumda 
0 nn
a



 sonsuz serisi mutlak 

(𝑁, 𝑝, 𝑞) toplanabilirdir ve kısaca 
0

,p,qnn
a N




  ile gösterilir. 

Toplanabilmenin |N, p, q| metodu Tanaka [22] tarafından tanımlandı.  

 ( ) ,( , )n x a b aralığında tanımlı bir ortonormal sistem olsun. 2( ) ( , )f x a b ve  

0

( ) ( )n n

n

f x c x




                                                                                           (3.1) 

olduğunu varsayalım, burada  
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 ( ) ( ) ,
b

n n
a

c f x x dx             ( 0,1,2,...)n    

dır. 

[8]’de,  

*: ( ) ,n nR p q              :
n

j

n n m m

m j

R p q



  

yazılır burada, 

1 00, ,n

n n nR R R   ’dir ve aşağıdaki iki teorem ispatlanacaktır. 

Bu bölümü oluşturan esas teoremi ifade etmeden önce teoremin ispatında 

kullanılacak aşağıdaki lemmalara ihtiyaç vardır. 

Lemma 3.1. (Beppo Levi teoremi) 

(X,𝒜, μ) bir ölçü uzayı ve ∑𝑓𝑘 da X üzerinde tanımlı  [0,∞) değerli ölçülebilir 

fonksiyonların bir serisi olsun. Bu taktirde , 

∫ (∑ 𝑓𝑘
∞
𝑘=1 )

𝑋
d𝜇 =  ∑ ∫ 𝑓𝑘𝑋

∞
𝑘=1  d𝜇 

dır.  

İspat: 𝑔𝑛 = 𝑓1 + 𝑓2 +⋯+ 𝑓𝑛 olsun. 

lim
𝑛→∞

𝑔𝑛= ∑ 𝑓𝑘
∞
𝑘=1  olacağından monotan yakınsaklık teoreminden , 

 ∫ ∑ 𝑓𝑘
∞
𝑘=1𝑋

𝑑𝜇 =  ∫ ( lim
𝑛→∞

𝑔𝑛)𝑋
 𝑑𝜇 

                       = lim
𝑛→∞

∫ 𝑔𝑛𝑋
 d𝜇 

                        = lim
𝑛→∞

∫ ( 𝑓1 + 𝑓2 +⋯+ 𝑓𝑛)d𝜇𝑋
 

                           = lim
𝑛→∞

( ∑ ∫ 𝑓𝑘𝑥
𝑛
𝑘=1 ) d𝜇 

                        =  ∑ ∫ 𝑓𝑘𝑋
∞
𝑘=1 𝑑𝜇  

bulunur.    
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Teorem 3.2.  Eğer, 

1
2 22

1

1 1 1

j jn
n n

j

n j n n

R R
c

R R




  

 
  

  
   

   

serisi yakınsak ise, bu taktirde,
0

( )n n

n

c x




  ortogonal serisi hemen hemen her yerde 

|𝑁, 𝑝, 𝑞|toplanabilirdir. [6] 

İspat: {𝑠𝑛} , ∑ 𝑐𝑛𝜑𝑛
∞
𝑛=0 (x)  in kısmi toplamlar dizisi olmak üzere, toplamın sırasını 

değiştirme kuralını kullanarak , 

   ,

0

,p q

n n n

n

t x c x




  serisinin  , ,n nN p q  ortalaması olsun. Bu durumda, 

   ,

0 0

1 n k
p q

n n k k j j

k jn

t x p q c x
R



 

    

 
0 0

1 n k

n k k j j

k jn

p q c x
R



 

    

 
0

1 n n

j j n k k

j k jn

c x p q
R

 

 

    

 
0

1 n
j

n j j

jn

R c x
R




   

Burada 

   
0

n

n k k

k

s x c x


  

dır. 
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O halde, 

       
1

, ,

1 1

0 01

1 1n n
p q p q j j

n n n j j n j j

j jn n

t x t x R c x R c x
R R

 


 

 

     

   
1

1

1 11

1 1n n
j j

n j j n j j

j jn n

R c x R c x
R R

 




 

     

      1

1 11

1 1n n
j

n j j n j j

j jn n

R c x R c x
R R

 

 

    

     1

1 1

j jn
n n

j j

j n n

R R
c x

R R


 

 
  

 
  

elde edilir. Schwarz eşitsizliğini ve ortogonalliği kullanırsak, buradan, 

      
1/2

21/2, ,
b b

p q p q

n n
a a

t x dx b a t x dx      

= (𝑏 − 𝑎)
1
2⁄ ∫ |𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1|

2
𝑏

𝑎

 

≤ (𝑏 − 𝑎)
1
2⁄ ∫ [∑ (

𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−

𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
) |𝑐𝑗||𝜑𝑗(𝑥)|

𝑛
𝑗=1 ]

2
𝑏

𝑎
𝑑𝑥  

≤ (𝑏 − 𝑎)
1
2⁄ ∫ [∑ (

𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−

𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
)
2

|𝑐𝑗|
2
∑ |𝜑𝑗(𝑥)|

2𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑗=1 ]

𝑏

𝑎
𝑑𝑥  

≤ (𝑏 − 𝑎)
1
2⁄ ∫ [∑ (

𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−

𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
)
2

|𝑐𝑗|
2𝑛

𝑗=1 ]
𝑏

𝑎
𝑑𝑥  

 ≤ (𝑏 − 𝑎)∑ (
𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−

𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
)
2

|𝑐𝑗|
2𝑛

𝑗=1  

 

1/2
2

1/2 1

1 1

j jn
n n

j

j n n

R R
b a c

R R



 

   
    

   
  

  dır. 
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 Böylece, 

   

1/2
2

21/2, 1

1 1 1 1

j jnb
p q n n
n j

a
n n j n n

R R
t x dx b a c

R R

 


   

   
     

   
    

elde edilir. Sağ taraftaki serinin yakınsaklık kabulü ve Beppo-Levi Lemması 

kullanılarak ve karşılaştırma teoreminden yararlanılarak ispat tamamlanır. 

Teorem 3.3. {Ω(𝑛)} pozitif terimli dizisi için 
Ω(𝑛)

𝑛
 artmayan bir dizi ve 

1

1

( )n n n



 
   

serisi yakınsak olsun. {𝑝𝑛} ve {𝑞𝑛} negatif olmayan diziler olmak üzere eğer 

2

1
( ) ( )nn

c n n



  

 
serisi yakınsak ise bu durumda, 

0

( )n n

n

c x




  ortogonal   serisi  hemen  hemen her yerde |𝑁, 𝑝, 𝑞| dur, burada  𝑤(𝑛) ise 

2

1 2 1

1

(j) : j
j j

n n

n j
n n

R R
n

R R


 




 
  

 
  

 

olarak tanımlanır [6]. 

İspat: Schwarz eşitsizliğinden , toplamın sırasını değiştirme kuralından ve teoremin 

hipotezlerini kullanarak,  

  ∑ ∫ |∆𝑡𝑛
𝑝,𝑞(𝑥)|

𝑏

𝑎
∞
𝑛=1 𝑑𝑥 ≤ 𝐴∑ {∑ (

𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−

𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
)
2

|𝑐𝑗|
2𝑛

𝑗=1 }

2

∞
𝑛=1  

                                       ≤ 𝐴∑ {∑ (
𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−

𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
)
2

|𝑐𝑗|
2𝑛

𝑗=1 }∞
𝑛=1  

                                            ≤ 𝐴∑
1

𝑛Ω(𝑛)
 𝑛Ω(𝑛)∞

𝑛=1 ∑ (
𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−

𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
)
2

|𝑐𝑗|
2𝑛

𝑗=1   
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                                            ≤ 𝐴∑ |𝑐𝑗|
2∞

𝑗=1 ∑ 𝑛Ω(𝑛)∞
𝑛=𝑗 (

𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−

𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
)
2

  

                                       ≤ 𝐴∑ |𝑐𝑗|
2∞

𝐽=1 ∑
𝑛2 Ω(𝑛))

𝑛

∞
𝑗=𝑗 (

𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−

𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
)
2

 

                                             ≤ 𝐴∑ |𝑐𝑗|
2∞

𝐽=1 ∑
𝑛2Ω(𝑗)

𝑗
∞
𝐽=1 (

𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−

𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
)
2

  

                                            ≤ 𝐴∑ |𝑐𝑗|
2 Ω(𝑗)

𝐽

∞
𝑗=1 ∑ 𝑛2∞

𝑛=𝑗 (
𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−

𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
)
2

  

                                       ≤  𝐴∑ |𝑐𝑗|
2∞

𝐽=1 Ω(𝑗)𝑤(𝑗) < ∞  

elde edilir. Böylece , Teorem 3.2’nin ispatındaki aynı teknikler kullanılarak  

teoremin ispatı tamamlanır.



 
 

4. ORTOGONAL SERİLERİN MUTLAK GENELLEŞTİRİLMİŞ 

HAUSDORFF TOPLANABİLMESİ ÜZERİNE 

 

Bu bölümde, ortogonal serilerin mutlak genelleştirilmiş Hausdorff toplanabilmesi 

üzerine iki teoremin ispatı incelenecektir. Bu teoremler, mutlak Hausdorff 

toplanabilme altında, bir ortogonal serinin katsayılarına göre bazı yeterli koşullar 

verir. Bunlara ilave olarak, bilinen birkaç sonucun, elde edilen yeni sonuçların doğal 

birer sonuçlar olduğu da doğrulanacaktır. Bu bölümü oluşturan teoremin ispatında 3. 

bölümde kullanılan lemmadan faydalanılacaktır. Ayrıca kullanılacak ispat tekniği de 

3. bölümdeki ispat tekniğine benzer olacaktır. 

  Aşağıdaki tanım Borwein [14] tarafından  tanımlanmıştır. 

Tanım 4.1 

: ( )nkM a  (𝑛, 𝑘 = 0,1, … )  bir matris olsun.
0 nn
a



 serisi ve onun kısmi toplamlar 

dizisi { 𝑠𝑛} için 

0

( )n n nk k

k

M s a s




   

ve 

0

0

1
n

n k

k

U u u


    

olsun. 

k = 1,2, … için 𝑢𝑘 > 0 olmak üzere 𝛾 bir reel sayı ve 𝛽 > 0 olduğunu  varsayalım. 

1 1

1

1

n n n n

n

U u
    


  





   

ise 
0 nn
a



  serisine mutlak M, ,nu


  toplanabilirdir denir ve 
0

, ,n nn
a M u









 
 

ile gösterilir [21]. 
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Bu çalışmanın esas amacı, (3.1) deki ortogonal serinin , , ,1 2nM u


    

toplanabilirliği için Teorem 3.2 ve 3.3’ü genelleştirmektir. Esas sonuçların gösterimi 

için, bazı ekstra notasyonları ve ifadeleri tanıtmak gerekir. İlk olarak,  : nkM a ’nın 

bir normal matris olduğunu yani, diagonal (köşegen) terimleri sıfırdan farklı bir alt 

üçgensel matris olduğunu kabul edelim. İkinci olarak, diğer iki  : nkM a  ve

 : nkM a   alt matrislerini aşağıdaki gibi ilişkilendirelim: 

𝑎̅𝑛𝑘 :=∑ 𝑎𝑛𝑖
𝑛
𝑖=𝑗               ( 𝑛, 𝑖 =1,2,…) 

ve  

00 00 00 1,, ,nk nk n ka a a a a a                     1,2,...n   

Bu çalışma boyunca, 𝐾 sabiti farklı içeriklerde farklı değerlere sahip olan ve sadece 

𝐾’ ya bağlı olan pozitif bir sabiti belirtir.  

Beppo Levi’ye [23] ait aşağıdaki lemma fonksiyonlar teorisinde sıkça kullanılır. Bu 

lemma, esas sonuçları ispatlamak için kullanılacaktır. 

Lemma 4.2.  

Eğer    nf t L E
 
negatif olmayan fonksiyonlar ve  

 
1

n
E

n

f t dt




 
                                                              (4.1)

 

ise bu taktirde  

 
1

n

n

f t dt




  

serisi E üzerinde hemen hemen her yerde bir    f t L E  fonksiyonuna yakınsaktır. 

Üstelik, (4.1) serisi aynı zamanda  f t  fonksiyonuna  L E  nin normuna göre 

yakınsaktır.Yani,  
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 ‖∑ ∫ 𝑓𝑛𝐸
∞
𝑛=1 𝑑𝑡 − 𝑓‖ → 0    

dır. 

Teorem 4.3.  Eğer, 

2 21 1 2
1 1 2

,

1 0

n

n n n j j

n j

U u a c




 

   

 

  
      

   

serisi 1 2   için yakınsak ise, bu taktirde 

 
0

n n

n

c x




  

ortogonal serisi hemen hemen her yerde , ,nM u


  toplanabilirdir [21]. 

İspat: 1 2    olsun.   ( )n nx M s x   dönüşümü için, toplamın sırasını 

değiştirme kuralını kullanarak, 

 
0 0 0

( ) ( )
n n k

n nk k nk j j

k k j

x a s x a c x 
  

     

           
0 0

( )
n n n

j j nk nj j j

j k j j

c x a a c x 
  

     

elde ederiz. Burada  
0

k

j jj
c x

  (3.1) serisinin 𝑘. mertebeden kısmî toplamıdır. O 

halde  

 𝜎𝑛(𝑥) − 𝜎𝑛−1(𝑥) =  ∑ 𝑎̅𝑛𝑗𝑐𝑗𝜑𝑗(𝑥) − ∑ 𝑎̅𝑛−1,𝑗𝑐𝑗𝜑𝑗(𝑥)
𝑛−1
𝑗=0

𝑛
𝑗=0   

                              =  𝑎̅𝑛𝑛𝑐𝑛𝜑𝑛(𝑥) + ∑ (𝑎̅𝑛,𝑗 − 𝑎̅𝑛−1,𝑗)𝑐𝑗𝜑𝑗(𝑥)
𝑛−1
𝑗=0  

                              = 𝑎̂𝑛𝑛𝑐𝑛𝜑𝑛(𝑥) + ∑ 𝑎̂𝑛,𝑗𝑐𝑗𝜑𝑗(𝑥)
𝑛−1
𝑗=0  

dir. Son eşitliğe Hölder eşitsizliğini ve ortogonalliği kullanarak   𝑟 + 𝑠 = 𝑟𝑠   olacak 

şekildeki 𝑟 ve 𝑠 =
2

𝛽
   için  
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1

𝑟
−

1

𝑠
= 1 →  𝑟 + 𝑠 = 𝑟𝑠    

𝑟𝑠 − 𝑟 = 𝑠 → 𝑟 =
𝑠

𝑠−1
  

𝑟 =

2

𝛽
2

𝛽
−1

 = 

2

𝛽

2−𝛽

𝛽

 = 
2

2−𝛽
 

dır. Böylece, 

∫ |𝜎𝑛(𝑥) − 𝜎𝑛−1(𝑥)|
𝛽𝑏

𝑎
𝑑𝑥   

=∫ |𝜎𝑛(𝑥) − 𝜎𝑛−1(𝑥)|
𝛽. 1

𝑏

𝑎
𝑑𝑥   

= (∫ (|𝜎𝑛(𝑥) − 𝜎𝑛−1(𝑥)|
𝛽)

𝑠𝑏

𝑎
)
1
𝑠⁄

(∫ 1𝑟
𝑏

𝑎
𝑑𝑥)

2−𝛽

2
  

= (∫ |𝜎𝑛(𝑥) − 𝜎𝑛−1(𝑥)|
𝛽𝑏

𝑎
𝑑𝑥)

𝛽
2⁄

(𝑏 − 𝑎)1−
𝛽

2   

= (𝑏 − 𝑎)1−
𝛽

2  [∫ |∑ 𝑎 𝑛𝑗𝑐𝑗𝜑𝑗
𝑛
𝑗=0 |

2𝑏

𝑎
𝑑𝑥]

𝛽
2⁄

   

= (𝑏 − 𝑎)1−
𝛽

2 (∫ |∑ 𝑎 𝑛𝑗𝑐𝑗𝜑𝑗
𝑛
𝑗=0 |

2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎
)

𝛽

2
  

= (𝑏 − 𝑎)1−
𝛽

2 (∑ |𝑎 𝑛𝑗|
2𝑛

𝑗=0 |𝑐𝑗|
2
)

𝛽

2
  

elde ederiz. Böylece pozitif terimli serilerde karşılaştırma teoreminden yararlanarak 

   1 1

1

1

b

n n n n
a

n

U u x x dx
    


  





   

 

2 21 1
1 1 2 21

2
,

1 0

n

n n n j j

n j

b a U u a c



 
 

   


 

  
        

 
               (4.2)
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serisi, eşitsizliğin sağ tarafındaki seri yakınsak olduğu kabulünden dolayı 

(hipotezden)  yakınsaktır. Aynı zamanda    1n nx x    fonksiyonlarının negatif 

olmayan ve integrallenebilir olduğunu da göz önüne alırsak Lemma 4.2’ye göre, 

   1 1

1

1

n n n n

n

U u x x
    


  





  

serisi hemen hemen her yerde yakınsaktır. 𝛽 = 1 için Cauchy-Schwartz eşitsizliğini 

ve  𝛽 = 2 için sadece ortogonalliği kullanarak iddiayı ispatlarız. Böylece ispat 

tamamlanır. 

Şimdi belli ek koşullara sahip pozitif bir dizi ihtiva eden bir ortogonal serinin 

, ,nM u


  toplanabilirliğine ilişkin genel bir teorem ispatlayacağız. Bu nedenle 

öncelikle  

   

2
2 1 1

1 1 1
,

,2
1

1
: n n n j

n j

j n U u a

j


    




    




 
   

 
                                                               (4.3) 

tanımlayalım. Böylece aşağıdaki teorem doğrudur. 

Teorem 4.4.  1 2   olsun ve {Ω(𝑛)} pozitif bir dizisi için 
Ω(𝑛)

𝑛
 artmayan bir dizi 

ve  

1

1

( )n n n



 
  

 serisi yakınsak olacak şekilde {Ω(𝑛)} pozitif bir dizi olsun. 

     
2

12 ,

1

j

j

c j j
  

 



  

serisi yakınsak ise, bu taktirde hemen hemen her yerde, 

 
0

, ,n n n

n

c x M u


 




 dır. Burada    ,
n

 
  , (4.3) deki gibi tanımlıdır [21]. 
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İspat: (4.2) eşitsizliğine Hölder eşitsizliğini uygulayarak, 

   1 1

1

1

b

n n n n
a

n

U u x x dx
    


  





    

2 21 1
1 1 2 2

,

1 0

n

n n n j j

n j

K U u a c




 

   

 

  
       

   

 
  

2 21 12 1 1 2 21

,2
1 02

1

( )

n

n n n j j

n j

K n n U u a c

n n




 



   


 

  
         

   

 
  

2
2 21 122 1 1 2 21

,

1 1 0

1

( )

n

n n n j j

n n j

K n n U u a c
n n





 



    

  

   
              

    

  
2 21 12 1 12 21

,

1

j n n n j

j n j

K c n n U u a




 

    

 

   
     

   

   

 
2 221 2 1 1

2 1 1 12 2

,

1

j n n n j

j n j

j
K c n U u a

j



 
  

  
      

 

 

 
   

      
   

 

   

= 𝐾 {∑ |𝑐𝑗|
2
Ω

2

𝛽
−1
(𝑗)∅(𝛽,𝛾)(𝑗)∞

𝐽=1 }

𝛽

2

  

     
2 212 ,

1

j

j

K a j j



  
 



  
  

  
  

elde ederiz. Bu ise hipotezden sonludur çünkü, 

     
2

12 ,

1

j

j

c j j
  

 



  
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serisi hipotezde yakınsak idi. Böylece ispat tamamlanır.  

𝑛 = 0,1,2, … için  𝑢𝑛 = 1  ise bu taktirde Tanım (4.1) deki eşitsizlik, 

1

1

1

n n

n

n
   


 





    

serisine denktir, ki bu seride Borwein [13] tarafından verilen mutlak toplanabilmenin 

tanımında yer alan tanımlanmış eşitsizliktir. Bu nedenle Teorem 4.4’ten hemen 

aşağıdaki sonuçları elde ederiz. 

Sonuç 4.5. 

Eğer 1 2   için, 

∑ [𝑛
2(𝛾+1−

1

𝛽
)
∑ |𝑎 𝑛,𝑗|

2𝑛
𝑗=0 |𝑐𝑗|

2
]

𝛽

2
∞
𝑛=1   

serisi yakınsak ise, bu taktirde, 

 
0

n n

n

c x




  

ortogonal serisi hemen hemen her yerde ,M


  toplanabilirdir [16]. 

Sonuç 4.6. 

1 2   olsun ve pozitif bir  {Ω(𝑛)} dizisi için {
Ω(𝑛)

𝑛
}  artmayan bir dizi ve  

∑
1

nΩ(𝑛)
∞
𝑛=1   serisi yakınsak olsun. Eğer,  

     
2

12 ,

1

j

j

c j j
  

 



  

serisi yakınsak ise, bu taktirde hemen hemen her yerde, 
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 
0

,n n

n

c x M


 




  

 dır[16]. Burada    ,
n

 
 , 

   

2
1

,

,2
1

1
: n j

n j

j n a

j


  




 




 
   

 
  

olarak tanımlanır. 

Burada belirtelim ki, aynı zamanda Teorem 3.2 de, Teorem 4.4’ten elde edilen 

sonuçlardır. Bunu görmek için, Teorem 4.4’te  n=0,1,2,..  için 

 𝑢𝑛 = 1  , 𝛾 = 0 , 𝛽 = 1 ve   𝑎𝑛𝑘 =
𝑝𝑛−𝑘𝑞𝑘

𝑅𝑛
  almak yeterlidir. 

Yani bu şekildeki özel koşullar için, 

𝑎 𝑛𝑘 = 𝑎̅𝑛,𝑘 − 𝑎̅𝑛−1,𝑘 = ∑ 𝑎𝑛𝑗
𝑛
𝑗=𝑘 − ∑ 𝑎𝑛−1,𝑗

𝑛−1
𝑗=𝑘   

=
1

𝑅𝑛
∑ 𝑝𝑛−𝑗𝑞𝑗 −

1

𝑅𝑛−1

𝑛
𝑗=𝑘 ∑ 𝑝𝑛−1,𝑗

𝑛−1
𝑗=𝑘 𝑞𝑗 =

𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−

𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
  

elde edilir  ki |𝑎 𝑛,𝑘|
2
 = (

𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−

𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
)
2

  dır ve benzer şekilde Teorem 3.2 i sağlayan  

𝜙(1,0)(𝑗) =
1

𝑗
∑ [𝑛 (

𝑅𝑛
𝑗

𝑅𝑛
−
𝑅𝑛−1
𝑗

𝑅𝑛−1
)]

2∞

𝑛=𝑗

 

ifadesi elde edilir. 

Uyarı 4.7. 

Aynı zamanda belirtelim ki; eğer , ,nu   ’nın değerlerini yukarıdaki gibi ve  

(i)   𝑎𝑛𝑘 =
𝑝𝑛−𝑘

𝑃𝑛
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(ii)    𝑎𝑛𝑘 =
𝑞𝑘

𝑄𝑛
 

alırsak, [6]’in sonuçları hemen elde edilebilir ve aynı zamanda [8]’te ispatlanan 

sonuçlar görülebilir



 
 

5. FOURİER SERİLERİNİN MUTLAK GENELLEŞTİRİLMİŞ NÖRLUND 

TOPLANABİLMESİ 

 

Tanım 5.1. 

Kısmi toplamlar dizisi {𝑠𝑛}  olan ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0  serisi verilsin. 𝑝 terimleri reel sayılar olan 

{𝑝𝑛}  dizini belirtsin. Verilen iki  𝑝 ve 𝑞 dizileri için (𝑝 ∗ 𝑞)𝑛 konvolüsyonu  

𝑟𝑛 = (𝑝 ∗ 𝑞)𝑛 =∑ 𝑝𝑚
𝑛

𝑚=0
𝑞𝑛−𝑚 =∑ 𝑝𝑛−𝑚

𝑛

𝑚=0
𝑞𝑚 

olarak tanımlanır. Her 𝑛 için  (𝑝 ∗ 𝑞)𝑛 ≠ 0  olduğunda,  {𝑠𝑛}  dizisinin 

genelleştirilmiş Nörlund dönüşüm dizisi   

𝑡𝑛
𝑝,𝑞 =

1

(𝑝 ∗ 𝑞)𝑛 
∑ 𝑝𝑛−𝑚

𝑛

𝑚=0

𝑞𝑚𝑠𝑚 

tanımlanarak elde edilen {𝑡𝑛
𝑝,𝑞}    dizisidir. Eğer,  

∑(
𝑟𝑛

𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1
)
𝜆−1

|𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1|
𝜆

∞

𝑛=1

 

serisi yakınsaksa  ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0   serisine  |𝑁, 𝑝, 𝑞|𝜆  toplanabilirdir denir [24]. 

 

Teorem 5.2. {𝑝𝑛}  ve {𝑞𝑛}  dizileri  {∆𝑝𝑛−𝑣𝑞𝑣} dizisi sınırlı olacak şekilde sırasıyla  

artan ve azalan pozitif diziler olsun.  

{𝑟𝑛}  dizisi de 𝑛 → ∞ iken  𝑟𝑛 → ∞ ve  {∇𝑟𝑛}   artan olacak şekilde bir artan dizi 

olsun. Ayrıca da  

1)  ∑ (
𝑞𝑛|𝑠𝑛|

∇𝑟𝑛
)
𝜆

∞
𝑛=1 < ∞ 

2) ∑ (
𝑞𝑛|𝑠𝑛

(1)|

∇𝑟𝑛
)
𝜆

∞
𝑛=1 < ∞ 

3)  ∑ (𝑝𝑛−𝑣)
1−𝜆∞

𝑛=𝑣+1 = 𝑂 (
𝑞𝑣

2𝜆−1

(𝑟𝑣−𝑟𝑣−1)𝜆
) 

şartları sağlansın.  Bu durumda  

𝑓(𝑥)~
𝑎0
2
+∑ (𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 + 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥)

∞

𝑛=1
=∑ 𝐴𝑛(𝑥)

∞

𝑛=0
 

serisi 𝜆 ≥ 1 için  |𝑁, 𝑝, 𝑞|𝜆  toplanabilirdir. 

 

İspat:  ∑ 𝐴𝑛(𝑥)
∞
𝑛=0  serisinin kısmı toplamlar dizisi {𝑠𝑛}  olsun. 
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  𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1 = ∑ (
𝑝𝑛−𝑣
𝑟𝑛

−
𝑝𝑛−𝑣−1
𝑟𝑛−1

)
𝑛

𝑣=0
+
𝑝𝑛−𝑣−1
𝑟𝑛

𝑞𝑣𝑠𝑣 

 

=∑ (
𝑝𝑛−𝑣
𝑟𝑛

−
𝑝𝑛−𝑣−1
𝑟𝑛

−
𝑝𝑛−𝑣−1
𝑟𝑛−1

)
𝑛

𝑣=0
𝑞𝑣𝑠𝑣 

=   
1

𝑟𝑛
∑ (𝑝𝑛−𝑣 − 𝑝𝑛−𝑣−1)

𝑛

𝑣=0
𝑞𝑣𝑠𝑣 + (

1

𝑟𝑛
−

1

𝑟𝑛−1
)∑ 𝑝𝑛−𝑣−1

𝑛

𝑣=0
𝑞𝑣𝑠𝑣 

=
1

𝑟𝑛
∑ ∆(𝑝𝑛−𝑣 − 𝑝𝑛−𝑣−1)

𝑛−1

𝑣=0
𝑞𝑣∑ 𝑠𝑗

𝑣

𝑗=0
+
𝑝0𝑞𝑛𝑠𝑛
𝑟𝑛

 

+(
1

𝑟𝑛
−

1

𝑟𝑛−1
)∑ ∆(𝑝𝑛−𝑣−1𝑞𝑣)

𝑛−1

𝑣=0
∑ 𝑠𝑗

𝑣

𝑗=0
 

=
1

𝑟𝑛
∑ ∆(𝑝𝑛−𝑣 − 𝑝𝑛−𝑣−1)

𝑛−2

𝑣=0
𝑞𝑣𝑠𝑣

(1) +
∆(𝑝1 − 𝑝0)𝑞𝑛−1𝑠𝑛−1

(1)

𝑟𝑛
+
𝑝0𝑞𝑛𝑠𝑛
𝑟𝑛

 

+(
1

𝑟𝑛
−

1

𝑟𝑛−1
)∑ ∆(𝑝𝑛−𝑣−1𝑞𝑣)𝑠𝑣

(1) + (
1

𝑟𝑛
−

1

𝑟𝑛−1
)

𝑛−2

𝑣=0
∆(𝑝1𝑞𝑛−1)𝑠𝑛−1

(1) 

yazılabilir. 

İlk olarak , 𝑛 → ∞ iken  𝑟𝑛 → ∞  ve (1) hipotezinden 

∑(
𝑟𝑛

𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1
)
𝜆−1

|
𝑝0𝑞𝑛𝑠𝑛
𝑟𝑛

|
𝜆

∞

𝑛=1

≤ 𝐾∑(
𝑞𝑛|𝑠𝑛|

∇𝑟𝑛
)

𝜆∞

𝑛=1

< ∞ 

dır. 

∑(
𝑟𝑛

𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1
)
𝜆−1

|
∆(𝑝1 − 𝑝0)𝑞𝑛−1𝑠𝑛−1

(1)

𝑟𝑛
|

𝜆∞

𝑛=1

 

= ∑(
𝑟𝑛

𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1
)
𝜆−1

|
(𝑝1 − 𝑝0)𝑞𝑛−1𝑠𝑛−1

(1) − 𝑝0𝑞𝑛𝑠𝑛−1
(1)

𝑟𝑛
|

𝜆∞

𝑛=1

 

olup   {∇𝑟𝑛}   artan olduğundan  ve (2) hipotezinden 

∑(
𝑟𝑛

𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1
)
𝜆−1

|
(𝑝1 − 𝑝0)𝑞𝑛−1𝑠𝑛−1

(1)

𝑟𝑛
|

𝜆∞

𝑛=1

 

≤ ∑
1

(𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1)𝜆
|
(𝑝1 − 𝑝0)𝑞𝑛−1𝑠𝑛−1

(1)

𝑟𝑛
|

𝜆∞

𝑛=1

 

≤ ∑|
(𝑝1 − 𝑝0)𝑞𝑛𝑠𝑛

(1)

𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛
|

𝜆∞

𝑛=0
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≤ 𝐾∑ |
𝑞𝑛𝑠𝑛

(1)

∇𝑟𝑛
|

𝜆∞

𝑛=0

< ∞ 

elde edilir. 

{𝑞𝑛}  azalan ,{∇𝑟𝑛}   artan olduğundan ve (2) hipotezinden 

 

∑(
𝑟𝑛

𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1
)
𝜆−1

|
𝑝0𝑞𝑛𝑠𝑛−1

(1)

𝑟𝑛
|

𝜆∞

𝑛=1

 

 

≤ 𝐾∑ |
𝑞𝑛−1𝑠𝑛−1

(1)

𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1
|

𝜆∞

𝑛=1

< 𝐾∑ |
𝑞𝑛𝑠𝑛

(1)

𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛
|

𝜆∞

𝑛=0

 

< 𝐾∑ |
𝑞𝑛𝑠𝑛

(1)

∇𝑟𝑛
|

𝜆

< ∞

∞

𝑛=0

 

elde edilir.  

Benzer şekilde  teoremin hipotezlerinden  yararlanarak 

∑(
𝑟𝑛

𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1
)
𝜆−1

|(
1

𝑟𝑛
−

1

𝑟𝑛−1
) ∆(𝑝1𝑞𝑛−1)𝑠𝑛−1

(1)|
𝜆∞

𝑛=1

 

≤ 𝐾𝑝1
𝜆 ∑

(𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1)

𝑟𝑛𝑟𝑛−1𝜆
𝑞𝑛−1

𝜆|𝑠𝑛−1
(1)|

𝜆
∞

𝑛=1

 

≤ 𝐾∑
(𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1)

𝑟𝑛𝑟𝑛−1𝜆
𝑞𝑛−1

𝜆|𝑠𝑛−1
(1)|

𝜆
∞

𝑛=1

 

≤ 𝐾∑ |
𝑞𝑛𝑠𝑛

(1)

∇𝑟𝑛
|

𝜆

< ∞

∞

𝑛=0

 

yazılabilir. 

Diğer taraftan {∆𝑝𝑛−𝑣𝑞𝑣} dizisi sınırlı olduğundan, (3) hipotezinden  ve Hölder 

eşitsizliğinden 

∑(
𝑟𝑛

𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1
)
𝜆−1

|(
1

𝑟𝑛
−

1

𝑟𝑛−1
)∑ ∆(𝑝𝑛−𝑣−1𝑞𝑣)𝑠𝑣

(1)
𝑛−2

𝑣=0
|
𝜆∞

𝑛=1

 

≤ 𝐾∑
𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1
𝑟𝑛𝑟𝑛−1𝜆

|∑ (𝑝𝑛−𝑣−1𝑞𝑣)
1−𝜆
𝜆 (𝑝𝑛−𝑣−1𝑞𝑣)

𝜆−1
𝜆 𝑠𝑣

(1)
𝑛−2

𝑣=0
|
𝜆∞

𝑛=1
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≤ 𝐾∑
1

𝑟𝑛−1𝜆−1
∑ (𝑝𝑛−𝑣−1𝑞𝑣)

1−𝜆
𝑛−2

𝑣=0
|𝑠𝑣

(1)|
𝜆

(∑ 𝑝𝑛−𝑣−1𝑞𝑣
𝑛−2

𝑣=0
)
𝜆−1∞

𝑛=1

≤ 𝐾∑∑ (𝑝𝑛−𝑣−1𝑞𝑣)
1−𝜆

𝑛−2

𝑣=0
|𝑠𝑣

(1)|
𝜆∞

𝑛=1

                                                                 

≤ 𝐾∑(𝑞𝑣)
1−𝜆|𝑠𝑣

(1)|
𝜆
∑ (𝑝𝑛−𝑣−1)

1−𝜆
∞

𝑛=𝑣+1

∞

𝑣=0

 

≤ 𝐾∑𝑞𝑣
1−𝜆|𝑠𝑣

(1)|
𝜆
𝑂 (

𝑞𝑣
2𝜆−1

(𝑟𝑣 − 𝑟𝑣−1)𝜆
)

∞

𝑣=0

 

≤ 𝐾∑
𝑞𝑣

𝜆|𝑠𝑣
(1)|

𝜆

(𝑟𝑣 − 𝑟𝑣−1)𝜆

∞

𝑣=0

< ∞ 

elde edilir. 

Son olarak (3) hipotezinden ve Hölder eşitsizliğinden 

∑(
𝑟𝑛

𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1
)
𝜆−1

|
1

𝑟𝑛
∑∆(𝑝𝑛−𝑣 − 𝑝𝑛−𝑣−1)𝑞𝑣𝑠𝑣

(1)

𝑛−2

𝑣=0

|

𝜆∞

𝑛=1

 

≤ ∑
1

𝑟𝑛(𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1)𝜆−1
|
1

𝑟𝑛
∑𝑠𝑣

(1)

𝑛−2

𝑣=0

|

𝜆∞

𝑛=1

 

 

≤ ∑
1

𝑟𝑛(𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1)𝜆−1
∑(𝑝𝑛−𝑣 − 𝑝𝑛−𝑣−1)

1−𝜆𝑞𝑣
1−𝜆|𝑠𝑣

(1)|
𝜆
(∑𝑞𝑣∆𝑝𝑛−𝑣

𝑛−2

𝑣=0

)

𝜆−1𝑛−2

𝑣=0

∞

𝑛=1

 

≤ ∑
1

𝑟𝑛(𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1)𝜆−1
∑(∆𝑝𝑛−𝑣)

1−𝜆𝑞𝑣
1−𝜆|𝑠𝑣

(1)|
𝜆
(𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1 − 𝑝0𝑞𝑛)

𝜆−1

𝑛−2

𝑣=0

∞

𝑛=1

 

 

≤ ∑
1

𝑟𝑛
∑(𝑝𝑛−𝑣 − 𝑝𝑛−𝑣−1)

1−𝜆𝑞𝑣
1−𝜆|𝑠𝑣

(1)|
𝜆

𝑛−2

𝑣=0

∞

𝑛=1

 

=∑𝑞𝑣
1−𝜆|𝑠𝑣

(1)|
𝜆
∑

(𝑝𝑛−𝑣 − 𝑝𝑛−𝑣−1)
1−𝜆

𝑟𝑛

∞

𝑛=𝑣+1

∞

𝑣=0

 

≤ 𝐾∑𝑞𝑣
1−𝜆|𝑠𝑣

(1)|
𝜆
∑ (∆𝑝𝑛−𝑣)

1−𝜆

∞

𝑛=𝑣+1

∞

𝑣=0

 



26 
 

≤ 𝐾∑𝑞𝑣
1−𝜆|𝑠𝑣

(1)|
𝜆
𝑂 (

𝑞𝑣
2𝜆−1

(𝑟𝑣 − 𝑟𝑣−1)𝜆
)

∞

𝑣=0

 

≤ 𝐾∑
𝑞𝑣

𝜆|𝑠𝑣
(1)|

𝜆

(𝑟𝑣 − 𝑟𝑣−1)𝜆

∞

𝑣=0

< ∞ 

elde edilir. 

Minkowski eşitsizliğinden yararlanarak 

∑(
𝑟𝑛

𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1
)
𝜆−1

|𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1|
𝜆

∞

𝑛=1

< ∞ 

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar. 
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SONUÇ 

Bu çalışmada ortogonal serilerin mutlak genelleştirilmiş Hausdorff toplanabilmesi ile 

ilgili literatürde yer alan teoremlerin ispatı ve bu teoremler arasındaki ilişkiler 

tartışıldı. Ayrıca bu metodun özel bir durumu olan mutlak genelleştirilmiş Nörlund 

toplanabilme metodu ile ilgili hemen hemen her yerde kavramı ile oluşturulan 

teoremlerin ispatları incelendi. Bu teoremlerin ispatını yapmak için oldukça önemli 

bir role sahip olan Beppo Levi lemmasının ispatı incelendi. Beppo Levi teoreminin 

hemen hemen her yerde toplanabilme üzerindeki etkileri tartışıldı. Çalışmada 

kullanılan temel tanım ve teoremlerin ,ispatı incelenen teoremlerin ispatında nasıl 

kullanıldığı gözlemlendi. Çalışmada adı geçen diziler ve fark dizileri üzerindeki artan 

ve azalan olma şartlarının ispatlarda kolaylık sağladığı ve istenen sonuca ulaşmada 

önemli etkileri olduğu gözlemlendi. Ortogonal serilerin kısmi toplamlar dizisi ile 

mutlak genelleştirilmiş Hausdorff toplanabilmesinde işlem yapmanın farklılığı 

gözlemlendi. Ayrıca çalışmada kullanılan yakınsaklık, hemen hemen her yerde 

yakınsaklık, toplamların yer değiştirmesi, ortonormallik, integrallenebilme ,Hölder 

ve Minkowski eşitsizlikleri kavramlarının mutlak toplanabilme teorisindeki etkileri 

tartışıldı. 

Son olarak literatürde olmayan ve ortogonal serilerin özel bir şekli olan Fourier 

serilerinin mutlak genelleştirilmiş Nörlund toplanabilmesi ile ilgili bir teorem 

ispatlandı. 
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