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OZET

Bu tez bes bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde, ¢alismayla ilgili literatiir bilgisi
verilmistir. ikinci boliimde, yakin halkalar ile ilgili temel bilgiler verilmistir. Ugiincii
boliimde, yakin halkalarin asal idealleri ve bu idealler arasindaki iliskiler detayli olarak

incelenmigtir.

Orijinal bir ¢alismadan olusan dordiincii boliimde, 3-asallik kavramu genisletilerek, yakin
halkanin bir P ideali i¢in P-3-asal ideal ve P-3-asal yakin halka kavramlari tanimlanmistir.

Ardindan P-3-asalligin; P-c-asallik, c-asallik ve 3-asallik ile iligkileri arastirilmigtir.

Besinci boliimde, yakin halkanin bir P ideali i¢in P-(sag, sol) birim ve P-(sag, sol) invers

tanimlar1 verilmistir. Daha sonra bu kavramlarla ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yakin halka, P-c-asal ideal, P-3-asal ideal, P-birim, P-invers.
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ABSTRACT

This thesis consists of five sections. In the first section, the literature knowledge about the
study has been given. In the second section, the basic knowledges about the near rings have
been given. In the third section, prime ideals in near rings and the relationships between

these ideals have been examined in details.

In the fourth section, which consists of an original study, the concepts of P-3-prime ideal and
P-3-prime near ring for an ideal P of a near ring have been defined by expanding the concept
of 3-primeness. Then, it has been investigated that the relations between P-3-primeness and

P-c-primeness, c-primeness, 3-primeness.

In the fifth section, the definitions of P-(right, left) unit and P-(right, left) inverse for an ideal
P of a near ring have been given. Then, some results about these concepts have been
obtained.

Keywords: Near ring, P-c-prime ideal, P-3-prime ideal, P-unit, P-inverse
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x ‘in P-inverslerinin kiimesi

x ‘in P-sol inverslerinin kiimesi

x ‘in P-sag inverslerinin kiimesi
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1. GIRIS

Halkalarin bir genellemesi olan yakin halkalara ilk adim, 1905 yilinda Dickson [1]
tarafindan atilmistir. O, tek yonlii dagilma ozelligine sahip cisimlerin varligin

ispatlamistir, bugiin bu cisimler yakin cisim olarak isimlendirilmektedir.

Halkalardaki asallik kavrami yakin halkalara bircok farkli asallik tanimi ile
aktarilmigtir. Bu tanimlardan her biri halkalardaki asalligin bir genellemesidir. Yakin
halkalarda asal idealler cesitli yazarlar tarafindan arastirilmustir. Ilk olarak 1970
yilinda, Holcombe [2] asal yakin halka kavramini tanimlamistir. Ancak, yakin
halkalarda dagilma ozelligi tek yonlii oldugundan ve ilk islem genelde degismeli
olmadigindan, Holcombe [2] 0-asal (veya asal), 1-asal, 2-asal olarak isimlendirdigi

asalligin ii¢ farkl tiirlindi tanimlamastir.

Yakin halkalarin asal idealleri {izerine ilk ¢alismalar, Van der Walt [3], Laxton [4],
Ramakotaiah [5], Beidleman [6] ve Ramakotaiah ve Rao [7] tarafindan yapilmistir.

N bir yakin halka ve I, N ‘nin bir ideali olsun.
a) Eger A ve B, N ‘nin AB < I olacak sekildeki idealleri ise, A € I veya B < [ dur.
b) Eger x,y € NiginxNy S I ise x € [ veyay € [ dir.

Halkalar veya yar1 gruplarin asal idealleri lizerine yapilan c¢alismalarda, (a) ve (b)
kosullarinin denk olmasi, kolaylastiric1 rol oynamaktadir. Ancak bu kosullar, yakin
halkalar iizerinde denk degillerdir. Ramakotaiah ve Rao [7], (a) sartin1 saglayan [
idealine N yakin halkasinin 0O-tipinde asal ideali, (b) sartin1 saglayan ideale ise 1-
tipinde asal ideal adin1 vermislerdir. Giiniimiizde bunlar, sirasiyla 0-asal ve 3-asal
ideal olarak literatiirde gegmektedir. Holcombe [2], 1-asal ve 2-asal ideal tanimlarini
vermistir. Groenwald [8], 1-tipinde asal ideal yerine 3-asal ideal ifadesini kulland1 ki
literatiirde bu kullanim daha sik karsimiza ¢ikmaktadir. Ayrica, literatiirde 2-tipinde
asal ideal yerine c-(tam) asal ideal ifadesi kullanilmaktadir. Reddy ve Murty [9],

yakin halkalarin c-(tam) asal ideallerini ¢calismiglardir.

Bu asal idealler arasindaki iliskiler, bircok matematik¢i tarafindan calisilmistir ve

halen bu arastirmalar devam etmektedir [2-11]. N bir yakin halka ve I, N ‘nin bir



ideali olsun. Bu durumda I, 3-asal ideal ise 2-asal ideal, 1-asal ideal ise O-asal
idealdir. N sifir simetrik iken, 2-asal ideal ise 1-asal idealdir. Ayrica I, c-asal ideal
ise 3-asal idealdir. Bunlarin tersleri, N yakin halkasi sifir simetrik olsa dahi dogru
degildir [11].

Yakin halkalarda birim, sag ve sol degisme, medial, komutatiflik, abelyenlik, i¢
carpan Ozelligi gibi kavramlar uzun zamandir bilinmektedir. Manara [12],
Birkenmeier ve Heatherly [13] gibi ¢esitli arastirmacilar medial, sol degismeli, sag

degismeli ve degigmeli yakin halkalar {izerine ¢alismislardir.

2012 yilinda, Dheena ve Jenila [14] ilk kez P-asallik kavramini tanimlamistir.
Kamac1 [15], bir P idealini kullanarak, P-c(yari)-asal ideal ve P-c(yar1)-asal yakin
halka tanimlarini vermistir. Ayrica P-(sag ,sol) birim ve P-invers gibi yakin

halkalardaki bazi kavramlarin genellestirmeleri {izerine ¢alismalar yapmustir.

Orijinal ¢alismalarin bulundugu dordiincii boliimde P-3-(yar1) asal kavrami
tanimlanmis ve bu asalligin diger asallik tiirleri (c-asal, 3-asal, P-c-asal, P-3-asal) ile
iligkileri calisilmigtir. Asal ideallerde oldugu gibi P-c-asalligin P-3-asallig
gerektirdigi ispatlanmistir. Ancak, tersinin farkli yakin halka siniflarinda saglandigi
gosterilmigstir. Sag degismeli, sol degismeli, degismeli, IFP, sag dagilmali ve sol
dagilmali yakin halkalarda P-3-asalligin, P-c-asalliga denk oldugu ispatlanmistir.
Yine benzer sartlar altinda P-3-yar1 asal ve P-C-yari asal idealligin denk oldugu
gosterilmistir. Yakin halkanin bir IFP ideali i¢in P-3-asal ve P-c-asal ideallik

arasindaki iligkiler bulunmustur

Son olarak beginci boliimde orijinal olarak, bir P ideali kullanilarak
genellestirilmeleri verilen P-birim ve P-invers kiimeleri arasindaki iliskiler ile bu
kiimelerin, baska bir I ideali ile verilen I-birim ve I-invers kiimeleri arasindaki

iliskiyi veren 6nermeler ispatlanmistir.



2.TEMEL BILGIiLER

Bu boliimde, temel bilgi niteliginde olan ve tezin diger boliimlerinde ortak olarak
kullanilan tanim ve teoremler verilecektir. ‘Near rings’ [16] kitabi, bu bdliim igin
temel kaynak olarak alinmstir.

2.1. Yakin Halkalar

Halkalarin bir genellemesi olan yakin halkalara ilk adim, 1905 yilinda Dickson
tarafindan atilmistir. Dickson, tek yonli dagilma 6zelligine sahip cisimlerin varligin

ispatlamigtir. Bugiin bu cisimler yakin cisim olarak adlandirilmaktadir.

Yakin halkalar, halkalardan farkli olarak, ilk isleme gore degismeli olmasi

gerekmeyen ve tek tarafli dagilma 6zelliginin saglandigi, genellestirilmis halkalardir.

Yakin halkalar agik olarak asagidaki sekilde tanimlanir.

cc 2

Tamim 2.1.1. [16] N ciimlesi iizerinde “+” ve ile gosterilen iki ikili islem alalim.

Eger,

a) (N, +) degismeli olmasi gerekmeyen bir grup,

b) (N,?) yar grup,

C) Vx,y,z € N igin,
Dx+y)z=xz+y-zveyai)x-(y+z)=xy+x-z

dagilma ozelliklerinden en az birisi saglaniyorsa, (N, +,") lgliisline bir yakin halka

denir.

Eger (a), (b) ve (i) sart1 saglaniyorsa, N ’ye sag yakin halka, (a), (b) ve (ii) sart1

saglantyorsa, N ’ye sol yakin halka denir.

Bu tez calismasindaki yakin halkalar sag yakin halkay: ifade edecektir. Elde edilen

sonuglar sol yakin halkalar i¢in de benzer olarak saglanmaktadir.
Asagida bazi yakin halka ornekleri verilmistir.
Ornek 2.1.2. (G, +) herhangi bir grup olsun.

M(G) = {f: G— G| f bir fonksiyon}



ile tanimlanan ctimle, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda bir yakin

halkadir.

Ornek 2.1.3. (G, +) herhangi bir grup ve “0g” bu grubun birim elemani olmak iizere
fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda asagida verilenler birer yakin

halkadir.

a) Mo(G) = {f: G—> G| f(0g) = 0g}

b) M.(G) = {f: G—> G| f sabit}

Ornek 2.1.4. (N, +) bir grup ve bu grubun ikinci islemi, Vx,y € N igin;

_(x, y+0
xy‘{o, y=0

ile verilsin. Bu durumda, N yakin halkadir. Bu yakin halka literatiirde asikar yakin

halka olarak verilmektedir.

Ornek 2.1.5. Her grup igin bir yakin halka elde edilebilir. Gergekten, (N, +) grubu

tizerinde ikinci iglem, Vx,y € N igin,
xy=0
ile tanimlanirsa, (N, +,") bir yakin halkadir.
Ozellikler 2.1.6. [16] N, yakin halka olmak iizere asagidaki dzellikler mevcuttur.
a) Vx € N i¢in, Ox = 0 dir.
b) Vx,y € N igin, (—x)y = —xy dir.
Ispat: a) Vx € N icin,
0x =(0+0)x = 0x + 0x
dir ve boylece Ox = 0 elde edilir.
b) Vx,y € N igin, (a) kullanilarak,
(=0)y=(0-x)y =0y —xy=0—xy=-xy
elde edilir.

Not: Bir N yakin halkasinda, her zaman, Vx,y € N igin,
x0 =0vex(—y) = —xy



saglanmayabilir. Ornek 2.1.2 *de tanimlanan M (G) yakin halkas1 goz oniine alinirsa,
f.g € M(G) igin,
fo0=0

olmasi f fonksiyonun orijinden ge¢mesiyle miimkiindiir. Benzer olarak

fo(=9) =—(f-8)
olmasi f fonksiyonunun tek fonksiyon olmasi ile miimkiindiir.
Tamim 2.1.7. [16] N bir yakin halka olsun.
a) Ny = {n € N | n0 = 0} cimlesine N yakin halkasinin sifir simetrik kismu,

b) N={neN|n0=n}={neN|vn' € Nicinnn' =n} cimlesine N yakin

halkasinin sabit kismi1 denir.

Ny ve N, birer yakin halka olup, N = N, ise N yakin halkasina O-simetrik yakin
halkave N = N, ise N yakin halkasina sabit yakin halka denir.

2.2. Yakin Halkalarin Alt Yapilar:

Tanmm 2.2.1. [16] N yakin halka ve (M,+), (N,+) ’nin alt grubu olsun. Eger,

VYm,, m, € M i¢in mym, € M ise, M ’ye N ’nin bir alt yakin halkas1 denir.
Tamim 2.2.2. N ve M iki yakin halka ve h: N—M bir fonksiyon olsun. Eger Vx,y €
N igin,
h(x +y) = h(x) + h(y)
ve
h(xy) = h(x)h(y)
sartlar1 saglaniyorsa, h fonksiyonuna yakin halka homomorfizmi denir.

Bunlarla beraber, monomorfizm, epimorfizm, izomorfizm ve otomorfizm kavramlari

i¢in, yakin halka teorisinde farkli bir tanim yoktur.

Tamim 2.2.3. [16] N bir yakin halka ve I, N ’nin bir normal alt grubu olsun. Bu

durumda, eger,

a)IN €1



b)vx,y e NveVi €l igin,x(y+i) —xy €l

sartlar1 saglaniyorsa, I ya N yakin halkasinin bir ideali denir ve I < N ile gosterilir.
Eger, sadece a) sart1 saglaniyorsa I, N ’nin bir sag ideali, sadece b) sart1 saglaniyorsa

I, N ’nin bir sol ideali adin1 alir ve sirasiyla I <, N ve I <; N ile gosterilir.
Not: a) N bir yakin halka ve I < N ise, N / ; bolim yakin halkasi, boliim halkasinda
oldugu gibi,
N/ ={n+I|neN}

seklinde tanimlanir.
b) {0} ve N, N yakin halkasinin idealleridir. Bunlara N ’nin asikar idealleri denir.
Tamim 2.2.4. [16] A ve B, N yakin halkasinin iki alt kiimesi olmak {izere,

(A:B)y = {neN | nB < A}

ile tanimlanir. Ozel olarak (0:B)y = {neN |nB = 0} kiimesine B kiimesinin
sifirlayan1  denir. Kisalik agisindan (0:B)y = (0:B) ve (0:{x})y = (0:x) ile

gosterilir.

Lemma 2.2.5. [16] A, N ’nin bir ideali ve B, N ’nin bir alt ctimlesi ise (A: B), N 'nin

bir sol idealidir.
ispat: A, N ’nin bir ideali ve B, N ’nin bir alt ciimlesi olsun. Bu durumda,
(A:B)={n€eN|nB c A}
dir.
i) Vx,y € (A:B) igin,
(x—y) B=xB—yBCc A
oldugundan,
x—y € (A:B)
dir. Dolayisiyla (A: B), N ’nin alt grubudur.
ii) Vx € (A: B) ve Vn € N i¢in A ideal oldugundan,

(n+x—n)B=nB+xB—nBCcA



yani
n+x—ne€ (4:B)
dir. Dolayisiyla (A: B), N ’nin normal alt grubudur.
iii) Vx € (A:B) ve Yn,m € N igin A ideal oldugundan,
(n(m + x) —nm)B = [n(mB + xB) —nmB| € A

yani

n(m+ x) —nm € (4: B)
dir. Dolayisiyla (A: B), N ’nin bir sol idealidir.
Tanmm 2.2.6. [13] (N, +,-) bir yakin halka olsun.
a)Va,b,c € N igin abc = ach ise N ’ye sag degismeli,
b) Va,b,c € N igin abc = bac ise N ’ye sol degismelli,
C)Va,b,c,d € N igin abcd = achd ise N ’ye medial yakin halka denir.
Sonraki bolimlerde tizerinde siklikla durulacak olan diger o6zdeslikler asagida
verilmistir.
Tamm 2.2.7. [17],[18] (N, +,7) bir yakin halka olsun.
a)Va,b,c € N i¢in abc = acbc ise N yakin halkasina sag (i¢) dagilmali(RSD),
b) Va,b,c € N igin abc = abac ise N yakin halkasina sol (i¢) dagilmali(LSD),
C) Va € N igin aN = Na ise N yakin halkasina alt degismeli yakin halka denir.

Ornek 2.2.8. Carpma islemi asagidaki tablo ile verilen (N,+,.) Klein-4-grubu

alinsin [16];




Bu durumda, (N, +,) sag degismeli bir yakin halkadir.

Ornek 2.2.9. N = {0,1,2,3,4,5,6,7} iizerinde toplama ve ¢arpma islemleri asagidaki
tablolar ile verilen bir yakin halkadir [16].

+(0 1234567 01234567
001234567 0/000O0O0O0O0OO
1112305674 1101234567
223016745 2/02020000
3/130127 456 3/103 214567
41476 50321 410426 406 2
5(54761032 5(05050505
6(6 547 2103 6/06 24406 2
7/76543210 7/07 07 0505

(N, +,") yakin halkasi i¢in 643 # 463 oldugundan N sol degismeli bir yakin halka
degildir. Ustelik, N sol dagilmali da degildir. Diger taraftan, M = {0,2,5,7}, N ’nin
bir alt yakin halkasidir. M, ayn1 zamanda sol degismeli ve sol dagilmali yakin

halkadir.
Tamim 2.2.10 [16] (T, +) bir grup ve N bir yakin halka olmak {izere,

4 NXT—>T

(n,y)—>ny
ile verilsin. Vx,y € N ve Vy € I i¢in;
(x+y)y =xy +yy

ve

(xy)y = x(yy)
sartlar1 saglaniyorsa (T, w) ikilisine bir N-grup yani N iizerinde yakin modiil denir.
Tamim 2.2.11. N bir yakin-halka ve T" bir N-grup olsun. I" "nin

NACA

sartin1 saglayan bir A alt grubuna T" ’nin bir N-alt grubu denir ve A<y T ile

gosterilir.



3. YAKIN HALKALARDA ASALLIK KAVRAMI

Yakin halkalar, halkalardan farkli olarak ilk isleme gore degismeli olmasi
gerekmeyen ve tek tarafli dagilma 6zelliginin saglandigi, genellestirilmis halkalardir.
Bu nedenlerden dolay1 halkalarda tanimlanan asal ideal tanimi yakin halkalarda
farkli tiirlerde karsimiza c¢ikmaktadir. Bu asallik tiirleri halkalarda denk olmasina
ragmen yakin halkalarda denk degildir [7-11]. Yakin halkalarin asal idealleri ile ilgili
ilk calismalar, Van der Walt [3], Laxton [4], Ramakotaiah [5], Beidleman [6] ve
Ramakotaiah ve Rao [7] tarafindan yapilmistir. Ramakotaiah ve Rao [7] O-tipinde
asal ideali ve 1-tipinde asal ideali tanimlamustir. Bunlar literatiirde sirasiyla 0-asal ve
3-asal ideal olarak literatiirde gegmektedir. Holcombe [2], yakin halkalar i¢in ii¢
farkli asallik kavrami tizerinde ¢alismis ve bunlar1 0-asal, 1-asal ve 2-asal olarak
adlandirmistir. Ik olarak Ramakotaiah ve Rao [7] tarafindan 2-tipinde asal ideal
olarak tanimlanan bir bagka asallik tiiri de c-(tam)asal olarak literatiirde yerini

almstir.

3.1. Yakin Halkalarin Asal idealleri

Tamim 3.1.1. [2,8] N bir yakin halka ve I < N olmak iizere;

a) VA,B < N igin AB < I oldugunda A < I veya B < I oluyorsa, I idealine 0-asal,
b) VA,B <; N i¢in AB < I oldugunda A < I veya B < [ oluyorsa, I idealine 1-asal,
C) VA,B <y N igin AB € I oldugunda A < I veya B < I oluyorsa, I idealine 2-asal,
d) Vx,y € N igin xNy < I oldugunda x € I veya y € I oluyorsa, I idealine 3-asal,
e) Vx,y € N i¢in xyel oldugunda x € [ veya y € I oluyorsa, I idealine c-(tam)asal,

f) Va,x,y € N i¢in anx —any €[ olacak sekildeki Vn € N i¢in a € veya

x —y €lisel ‘yae-asal ideal denir.

Tamm 3.1.2. [19] Eger N yakin halkasimin sifir ideali k=0,1,2,3,c,e olmak iizere k-

asal ideal ise, N yakin halkasina k-asal yakin halka denir.

I < N ve k=0,1,2,3,c,e olsun. I ‘nin k-asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart N /I

‘nin k-asal yakin halka olmasidir.



Ornek 3.1.3. [16] N sabit yakin halka olmak iizere (N, +) ‘nin her normal alt grubu
bir asal idealdir. O halde her sabit yakin halka, bir asal yakin halkadir.

Ornek 3.1.4. N, Klein-4 grubu iizerinde, Vx,y € N igin ikinci islemi

_(x, y=3
V= {0, y # 3
ile tanimlanan bir yakin halkadir. N ‘nin biitiin sol idealleri, {0} ve N ‘dir. N2 # 0
oldugundan {0}, N ‘nin 1-asal idealidir. Ayni1 zamanda N, 1-asal yakin halkadir.

Ornek 3.1.5. [11] N yakin halkas1 S; simetrik grubu iizerinde ikinci islemi asagidaki

tablo ile verilen bir yakin halka olsun.

o A~ W N ., O

o O =, O] O
o O Pk O k-
g B~ W N P ODN
g B~ W N B O W
o O kB Pk O &
o O B B = O O

N ’nin idealleri asikar idealler ve I = {0,4,5} dir. N ‘nin N-alt gruplar1 I = {0,1} ve
asikar N-alt gruplardir. Ayrica, I2 = I olup N, 2-asal yakin halkadir.

Yakin halkalarin c-asal idealleri lizerine yapilan ¢alismalar, 1979 yilina kadar uzanir.

[lk olarak bu kavram “2-tipinde asal ideal” adiyla tanimlanmustir [7].
Ornek 3.1.6. [11] (N, +), mertebesi > 3 olan bir grup ve N iizerinde taniml1 carpma

islemi Vx,y € N i¢in,

_(x, y+0
xy_{O, y=0

ile tanimlansin. Bu durumda, N yakin halkasmin sifir ideali diisiiniiliir ve ¢arpma
isleminin tanim1 géz Oniline alinirsa, xy = 0 olacak sekilde Vx,y € N i¢in, x =0

veya y = 0 oldugu goriiliir. Buradan N, c-asal yakin halkadir.

Ornek 3.1.7. [8] N ={0,1,2,3,4,5,6,7} asagidaki tablolarda toplama ve ¢arpma

islemleri ile verilen bir yakin halka olmak iizere,
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+(0 1234567 01234567
001234567 0/000O0O0O0O0OO
11123056174 1101010110
223016745 2/02020220
3/130127 456 3/03030330D0
41476 50321 414 4 4 4 4 4 44
554761032 5145454554
6(6 547 2103 6/4 6 46 466 4
7176543210 7147 47 4774

1 ={0,1,2,3} < N ve x,y ¢ I i¢in xNy € I oldugundan I, N ‘nin 3-asal idealidir.
Ustelik {0,2} <1 ve Vx,y €I ve x,y & {0,2} i¢in xIy & {0,2} olup {0,2}, I ‘nin 3-
asal idealidir.

Bundan sonraki kisimda asal idealler arasindaki iliskiler incelenecektir.

Lemma 3.1.8. [20] N yakin halka ve I < N olsun. Bu durumda I, 1-asal ise 0-asaldir.

Lemma 3.1.9. [11] N sifir simetrik yakin halka ve I < N olsun. I, 2-asal ideal ise I,

1-asaldir.
Onerme 3.1.10. [11] N bir yakin halka ve I < N olsun. I, 3-asal ise I, 2-asaldur.

Sonu¢ 3.1.11. [11] N = N, yakin halka ve I 2 N olsun. I, 3-asal ideal ise I, 2-asal ve

dolayzst ile 0-asal idealdir.

Tamim 3.1.12. [2,8] N bir yakin halka ve I <« N olmak iizere;

a) VA 2 N icin A? € I oldugunda A € I oluyorsa [ idealine O-yar1 asal ideal,
b) VA <, N igin A? € I oldugunda A < I oluyorsa I idealine 1-yar1 asal ideal,
€) VA <y N i¢in A% € I oldugunda A € I oluyorsa I idealine 2-yar1 asal ideal,
d) Vx € N i¢in xNx < I oldugunda x € I oluyorsa [ idealine 3-yar1 asal ideal,

e) Vx € N i¢in x2 € I oldugunda x € I oluyorsa I idealine c-(tam)yar1 asal ideal

denir.

Tamim 3.1.13. [3] N yakin halkasiin sifir ideali k=0,1,2,3,c olmak iizere k-yar1 asal
ideal oldugunda, N yakin halkasina k-yar1 asal yakin halka denir.
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I < N ve k=0,1,2,3,c olsun. Bu durumda, I ‘nin k-yar1 asal ideal olmasi igin gerek ve

yeter sart N /I ‘nin k-yar1 asal yakin halka olmasidir.

Onerme 3.1.14. [16] k=0,1,2,3,c i¢in I < N k-asal ideal olsun. Bu durumda I, k-yari

asal idealdir.

Ispat: Bu onermeyi c-asallik icin ispatlayalim. Digerleri icin de ispatin benzer
sekilde oldugu goriiliir. I, c-asal ideal olsun ve Vx € N igin x? € I olsun. x € I

oldugunu gosterelim. Ozel olarak y = x segilirse,
xx €1
olur ve I, c-asal oldugundan,
x €l
dir. Dolayisiyla I, c-yar1 asaldir.

Ornek 3.1.15. Omek 2.2.9 ‘daki N yakin halkasmin I = {0,2} idealini ele alalim.
4¢]ve5 ¢l iken,

45=0€l
dir. Bu durumda I, c-asal ideal degildir. Fakat x € N ve x € [ i¢in
xx &1
oldugundan I, c-yari asal idealdir.
Lemma 3.1.16. [20] Eger N sifir simetrik bir yakin halka ve I < N ise NI € [ dir.
Ispat: Gergekten I <; N ve N sifir simetrik oldugundan n € N ve i € I igin,
ni=n(0+i)—n0 el

olup,
NI Cc ]
dir.

Lemma 3.1.17. N sol degismeli bir yakin halka ise sifir simetriktir.
Ispat: N sol degismeli yakin halka olsun. Vn € N igin,
n0 =n00=0n0=20

dir. Boylece N, sifir simetrik yakin halkadir.
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Lemma 3.1.18. [21] N sifir simetrik yakin halka ve I, N ’nin c-yar1 asal ideali olsun.

Bu durumda x,y € N i¢in xy € I olmas1 yx € I ve xNy < I olmasini gerektirir.

Ispat: Kabul edelim ki; I, N ’nin bir c-yar1 asal ideali ve x,y € N i¢in xy € I olsun.
N sifir-simetrik yakin halka oldugundan Lemma 3.1.16 ‘dan NI €[ dir. Bu

durumda,
(yx)? = yxyx € NIN € |

dir. Ayrica I bir c-yar asal ideal oldugundan yx € I dir. Buradan Vn € N i¢in yx € |

oldugundan,
(xny)? = xnyxny € NIN C |
olup I ‘nin c-yari asal ideal olmasindan,
xny €1
dir.

Lemma 3.1.19. [14] N sifir simetrik yakin halka, I, N ’nin c-yar1 asal ideali ve A, N

’nin bostan farkli bir alt ciimlesi olmak tizere (I: A) N ’nin bir idealidir.

Ispat: Lemma 2.2.5 *ten (I: A), N ’nin bir sol idealidir. Bu durumda (I: A) ‘nin sag
ideal oldugunu gosterelim. x € (I: A) olsun. Buradan xA €I yani Va € A igin

xa € I dir. Dolayisiyla Lemma 3.1.18 *den ax € I dir. n € N olsun.
(xna)? = xn(ax)na € NIN < I
ve I bir c-yar1 asal ideal oldugundan Va € A i¢in xna € I dir. Bu durumda xnd < I
dir. Yani xn € (I: A) dir. Dolayisiyla (I: A), N ’nin bir idealidir.
3.2. 3-Asal Ideal ve c-Asal Ideal Arasindaki Iliskiler

Bundan 6nceki boliimde tanimlanan asal idealler arasinda gesitli iliskiler mevcuttur.
Bundan sonraki kisimda literatiirde de genis yer tutan 3-asal idealler ile c-asal

idealler arasindaki iligkiler verilecektir.

Onerme 3.2.1. [10] N yakin halka ve I < N olsun. I, c-asal ideal ise bu durumda I,

3-asal idealdir.

Ispat: I, c-asal ideal olsun. Vx,y € N igin,

13



xNy 1

iken x € I veya y € I oldugunu géstermeliyiz. xNy € I olsun. Bu durumda,

xxy €1
olur. I, c-asal oldugundan,
xx €1
veya
yel

olur. Ustelik her c-asal ideal ayn1 zamanda c-yar1 asal ideal olugundan,
x€l

veya
yel

dir. Boylece I, 3-asal idealdir.

Onerme 3.2.2. [22] N, sag degismeli yakin halka ve I < N olsun. Bu durumda I ‘nin

3-asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart I ‘nin c-asal ideal olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki N sag degismeli yakin halka ve I < N olsun. Onerme 3.2.1
‘den I, c-asal ideal ise I, 3-asal idealdir. Diger taraftan, x,y € N i¢in xy € [ ve I, 3-
asal ideal olsun. Bu durumda, N sag degismeli ve I ideal oldugundan,
xNyN = xyNN
CIN
cl

olur. Buradan I, 3-asal ideal oldugundan ya x € [ ya da yN < [ olur. Eger yN € |
ise,

yNy € |
dir ve yine I, 3-asal ideal oldugundan y € I dir. Boylece I, c-asal idealdir.

Ornek 3.2.3. [23] Z, tizerinde “ .” islemi asagidaki gibi tanimlansin.
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012345
0(000O0O0O
11315315
2102 402 4
3/3 33333
41042042
51351351

Z¢ sag degismeli bir yakin halkadir. Bu yakin halka tizerinde I = {0,2,4} ideali
alinsm. Bu durumda x,y ¢ {0,2,4} i¢in xy €& {0,2,4} oldugundan I, c-asal idealdir.
Ayni zamanda x,y € {0,2,4} i¢in xNy € {0,2,4} oldugundan I, 3-asal idealdir.

Onerme 3.2.4. [22] N, sol degismeli yakin halka ve I < N olsun. Bu durumda, I ‘nin

3-asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart [ ‘nin c-asal ideal olmasidir.

Ispat: Varsayalim ki N sol degismeli yakin halka, x,y € N icin xy € I ve I 3-asal
ideal olsun. Bu durumda, Lemma 3.1.16 ve Lemma 3.1.17 ‘den
xNy € Nxy
C NI
clI

dir. I, 3-asal ideal oldugundan x € I veya y € I olup I, c-asal idealdir. Diger taraftan,

1, c-asal ideal iken Onerme 3.2.1 ‘den 3-asal idealdir.

Ornek 3.2.5. [16] N = {0, a, b, c} Klein-4 grubu iizerinde carpma islemi asagidaki

sekilde tanimlansin.

D O OO
oo v OL
O T Y O

0
a
b
C

N, sol degismeli yakin halkadir ve I ={0,a}, N ‘nin bir idealidir. x,y & I i¢in

OO0 9 OO0

xy € I oldugundan I, c-asal ideal ve ayrica x,y € I icin xNy & I oldugundan I, 3-

asal idealdir.
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Onerme 3.2.6. [13] N, sifir simetrik medial yakin halka ve I < N olsun. I, 3-asal

ideal olmasi igin gerek ve yeter sart I ‘nin c-asal ideal olmasidir.

Ispat: Varsayalim ki N medial yakin halka, I 3-asal ideal ve xy € I olacak sekilde

x,y € N olsun. Bu durumda, Lemma 3.1.16 ‘dan
NxNy = N?xy S NI < |

dir. I, 3-asal oldugundan ya Nx € I veya y € I olur. Eger Nx < I ise, Lemma 3.1.16

‘dan
xNx €1

olup, I, 3-asal ideal oldugundan x € I olur. Boylece I, c-asal idealdir. Tersi ise

Onerme 3.2.1 “‘den agiktir.

Onerme 3.2.7. [17] N sifir simetrik sol dagilmali yakin halka ve I < N olsun. Bu
durumda I ‘nin 3-asal ideal olmasi igin gerek ve yeter sart [ ‘nin c-asal ideal

olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki N sifir simetrik sol dagilmali yakin halka ve x,y € N igin
xy € I olsun. Onerme 3.2.1 ‘den bir c-asal ideal ayn1 zamanda bir 3-asal idealdir.
Tersini gosterelim. I, 3-asal ideal olsun. Bu durumda, n € N igin, N sol dagilmali

oldugundan ve Lemma 3.1.16 ‘dan,
xny = xnxy €
dir. Buradan,
xNy c 1
dir. I, 3-asal ideal oldugundan x € I veya y € I dir. Béylece I, c-asal idealdir.

Onerme 3.2.8. [17] N, sag dagilmali yakin halka ve I < N olsun. Bu durumda I ‘nin

3-asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart [ ‘nin C-asal ideal olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki N sag dagilmali yakin halka ve xy €I olacak sekilde

x,y € N olsun. I, 3-asal ideal olsun. Bu durumda, n € N igin,
xny = xyny € [

dir. Boylece,
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xNy 1

dir. I, 3-asal ideal oldugundan x € I veya y € [ dir. Buradan I, c-asal idealdir. Diger

taraftan, Onerme 3.2.1 ‘den c-asal ideal ayn1 zamanda 3-asal idealdir.

Onerme 3.2.9. [17] N sifir simetrik sol sagilmali yakin halka ve I < N olsun. Bu
durumda I ‘nin c-yar1 asal ideal olmasi igin gerek ve yeter sart [ ‘nin 3-yar1 asal ideal

olmasidir.

Ispat: Onerme 3.2.7 ‘nin ispatinda &zel olarak y = x alirsa ispat kolaylikla
goruliir.

Onerme 3.2.10. [17] N sag dagilmali yakin halka ve I < N olsun. Bu durumda, I

‘nin c-yar1 asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart I ‘nin 3-yar1 asal ideal olmasidir.

Ispat: Onerme 3.2.8 ‘in ipatinda y = x alinirsa ispat kolaylikla goriiliir.

3.3. IFP idealler ve Asal idealler

Tammm 3.3.1. [7] x,y €N igin xy =0 olmast Yn € N i¢in xny = 0 olmasini
gerektiriyorsa N yakin halkasina araya carpan alma ozelligini sagliyor veya IFP
yakin halka denir. Eger I < N ve N /I bir IFP yakin halka ise I ‘ya N ‘nin IFP ideali
denir [21].

Yakin halkalarda IFP kavrami literatiirdeki diger kavramlarla yakin iligki
igerisindedir. Bu tez g¢alismasimin konusu olan asallik kavraminin IFP ile iliskisi

onermelerle verilecektir.

Onerme 3.3.2. [21] N bir yakin halka ve I, N ‘nin IFP ideali olsun. Eger I, 3-(yar1)

asal ideal ise bu durumda I c-(yar1) asal dir.

Ispat: I, 3-asal ideal ve x,y € N icin xy € I olsun. I, IFP ideal oldugundan xNy € I
dir. I, 3-asal ideal oldugundan x € I veya y € I dir. Boylece I, c-asal idealdir. (x =y

alinirsa c-yari asallik i¢in de ispat benzer sekilde goriliir).

Onerme 3.3.3. [21] N sifir simetrik bir yakin halka ve I, N ‘nin c-yar1 asal ideali

olsun. Bu durumda I, IFP idealdir.

Ispat: Varsayalim ki I c-yari asal ideal ve x,y € N igin xy € I olsun. N sifir
simetrik yakin halka oldugundan Lemma 3.1.16 ‘dan NI < I dur.
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(yx)? = yxyx € NIN € |
ve [, c-yari asal ideal oldugundan,
yx €1
olur. vn € N igin,
(xny)? = xnyxny € NIN € |
dir. Buradan, I c-yari asal oldugundan xny € I dir. Boylece I bir IFP idealdir.

Sonug¢ 3.3.4. [21] N sifir simetrik bir yakin halka ve I, N yakin halkasmnin c-asal

ideali olsun. Bu durumda I, IFP idealdir.

Ispat: Eger I, N ‘nin bir c-asal ideali ise bu durumda Onerme 3.1.14 ‘ten I, c-yari

asal idealdir. Boylece ispat, Onerme 3.3.3 ‘ten aciktir.

C-(yar1) asal idealler ile IFP idealler arasindaki ek bir sart gerekmeden elde edilen
iliski 3-asal idealler ile IFP idealler arasinda goriilmez. Yani IFP olup 3-asal olmayan

birgok ideal vardir [24]. Ancak asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 3.3.5. [21] N sifir simetrik medial yakin halka ve I, N yakin halkasinin bir

3-asal ideali olsun. Bu durumda I, IFP idealdir.

Ispat: N medial bir yakin halka ve I, N ‘nin 3-asal ideali olsun. Onerme 3.2.6 ‘dan I,
c-asal idealdir. Sonug 3.3.4 ’ten I ‘nin IFP ideal oldugu agiktir.

Onerme 3.3.6. [21] I, N yakin halkasmin bir IFP ideali ise (I: I), N ‘nin bir idealidir
ve ustelik (I: 1), N ‘nin IFP idealidir.

Ispat: I bir IFP ideal oldugundan (I:I), N ‘nin bir idealidir [16]. x,y € N igin
xy € (I: 1) oldugunda Vn € N igin xny € (I:I) oldugunu gosterelim. xy € (I: 1) ise
Vi € I icin,

xyi €1
ve I, IFP ideal ideal oldugundan, Vi € I i¢in

xnyi € 1

dir. Buradan (xny)I € I dir ve boylece xny € (I: 1) oldugu goriiliir.
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Onerme 3.3.7. [21] N bir IFP yakin halka olsun. O halde Vx € N i¢in (0:x), N ‘nin
bir IFP idealidir.

Ispat: N, IFP yakin halka oldugundan Vx € N icin (0: x) < N dir [16]. a,b € N igin

ab € (0: x) olsun. Bu durumda,
abx =0

dir. N, IFP yakin halka oldugundan Vn € N igin,

an(bx) =0
dir. Buradan ¥n € N i¢in anb € (0: x) olup boylece (0: x), N ‘nin bir IFP idealidir.
Sonug 3.3.8. [21] I, N yakin halkasinin ideali olsun.
a) N, sag degismeli yakin halka ise I, IFP idealdir.
b) N, sol degismeli yakin halka ise I, IFP idealdir.
C) N, sag dagilmali yakin halka ise I, IFP idealdir.
d) N, sol dagilmali ve sifir simetrik yakin halka ise I, IFP idealdir.

Ispat: x,y € N i¢in xy € I olsun. Vn € N igin,
a)xny =xyn€IN < I,

b) xny = nxy € NI € I (N = N,),

C) xny = xyny € IN c I,

d) xny = xnxy € NI € 1 (N = N,).
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4. YAKIN HALKALARDA P-v-ASALLIK KAVRAMI

4.1. Yakin Halkalarin P-c-Asal idealleri

Tamm 4.1.1. [14] A,B,C < N olmak tizere P < N igin BC + P € A olmas1t B S A

veya C S A olmasini gerektiriyorsa, N ’nin A idealine P-asal ideal denir.

Eger P = 0 ise bu taktirde N ’nin bir P-asal ideali ayn1 zamanda N ’nin bir asal
idealidir. Eger I, N ’nin bir asal ideali ise, bu durumda N ’nin tiim P idealleri igin [
bir P-asal idealdir. Fakat tersi genelde dogru degildir. Bu durum, asagidaki 6nerme

ve Ornek ile verilmistir.

Onerme 4.1.2. N bir yakin halka ve I < N olsun. I asal ideal ise VP < N igin I, P-

asaldir.

Ispat: I, N ‘nin bir asal ideal ise bu durumda, B,C < N i¢in BC € I iken B S I veya
C € 1dir. BC + P < Iolsun.

BC € BC+P
olup,
BC <1
dir. I asal ideal oldugundan B € I veya C € I dir. Boylece I, P-asaldir.

Ornek 4.1.3 N = {0,a, b, c} Klein-4 grubu verilsin ve N {izerinde ¢arpma islemi

asagidaki gibi tanimlansin.

O O OOoOo
D O O
O T OO
O T L O 0

0
a
b
c

Bu durumda (N, +,7) bir yakin halkadir. N ’nin idealleri {0}, {0, a}, {0, b} ve N dir.
{0,a}{0, b} < {0} iken {0,a} & {0} ve {0, b} & {0} oldugundan N ’nin {0} ideali bir
asal ideal degildir. Fakat P = {0, b} i¢in {0} ideali bir P-asal idealdir.

Tanmim 4.1.4. [15] N yakin halka ve I,P < N olsun. Eger x,y € N i¢in xy + P € |

iken x € I veya y € I oluyorsa, I ’ya P-c-asal ideal denir.



Eger x € N i¢in x2 + P < I iken x € I oluyorsa, I ya P-c-yar1 asal ideal denir.
P = 0 ise P-c-asal (P-c-yar1 asal) ideal ayn1 zamanda bir c-asal (c-yar1 asal) idealdir.

Onerme 4.1.5. N bir yakin halka ve I, P < N olsun. Eger I, P-c-asal ideal ise I, P-c-

yar1 asal idealdir.

Ispat: I, P-c-asal ideal olsun. x € N icin x>+ P I iken x €1 oldugunu
gosterelim. I, P-c-asal ideal oldugundan, Vx,y € N i¢in xy + P € [ iken x € [ veya

y € I dir. Ozel olarak, x = y segilirse,
xx+PCI
ve buradan,
x €l
dir. Boylece I, P-c-yar1 asal ideal olur.
Bu 6nermenin tersinin genelde dogru olmadigini agagidaki 6rnekle gosterelim.

Ornek 4.1.6. Ornek 2.2.9 ‘dan N = {0,1,2,3,4,5,6,7} yakin halkasi i¢in I = {0,2} ve
P = {0} ideallerini ele alalm. 4 & {0,2} ve 5 ¢ {0,2} icin 4.5 + {0} < {0,2} dir ve
dolayisiyla I, P-c-asal ideal degildir. Fakat 0,2 # x € N i¢in xx + {0} £ {0,2}

oldugundan I, P-c-yar1 asal idealdir.

Onerme 4.1.7. [15] N bir yakin halka ve I < N olsun. I, c-asal ideal ise VP < N

icin I, P-c-asal idealdir.

Ispat: I, c-asal ideal olsun. Bu durumda Vx,y € N icin xy € I iken x € I veya

y €I dir. VP < N igin xy + P < I olsun.

xy€€xy+PC&l

oldugundan,

xy €1
olur. I, c-asal oldugundan,

x €l
veya

yel
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dir. Boylece I, P-c-asal idealdir.

Ornek 4.1.8 ile Onerme 4.1.7 ‘nin tersinin dogru olmadig: gosterilmistir.

Ornek 4.1.8. N = {0,1,2,3} Klein-4 grubu iizerinde carpma islemi asagidaki gibi

tanimlansin.

R ORFr Oo
O O
O O

WO PRrOoOWw

0
1
2
3

N yakin halkasi tizerinde [ = {0,1} < N alalim. Bu durumda, 2 ¢ I fakat2.2 =0 € [

|
|

oldugundan [ c-asal ve c-yar asal ideal degildir. Fakat P = {0,2} < N i¢in I, P-c-

asal ve P-c-yari asal idealdir.

Sonug 4.1.9. N bir yakin-halka ve I, P < N olsun. I, c-asal ideal ise I, P-c-yar1 asal

idealdir.

Ispat: Onerme 4.1.7 “den I, c-asal ideal ise I, P-c-asal idealdir. Onerme 4.1.5 ‘dan I,

P-c-asal ideal ise I, P-c-yar1 asal idealdir.

Tamim 4.1.10. [15] N bir yakin halka ve P < N olsun. Eger P, P-c-asal ideal ise bu
taktirde N ’ye bir P-c-asal yakin halka denir. Eger P, P-c-yari1 asal ideal ise bu
taktirde N ’ye bir P-c-yar1 asal yakin halka denir.

4.2. Yakin Halkalarin P-3-Asal Idealleri

Bu boliimde, ilk kez P-3-(yar1)asal ideal kavrami tanimlanacaktir.

Tamim 4.2.1. N yakin halka, I,P < N olsun. Vx,y € N i¢in xNy + P S [ olmasi
x € I veya y € I olmasini gerektiriyorsa, N ’nin [ idealine P-3-asal ideal denir.

Eger P = {0} ideali alinirsa I, P-3-asal ideali ayn1 zamanda 3-asal ideal olur.

Onerme 4.2.2. N bir yaki halka, I < N olsun. I, 3-asal ideal ise VP < N igin I, P-3-

asal idealdir.

Ispat: I, 3-asal ideal olsun. Vx,y € N icin xNy + P €1 iken x €I veya y € |

oldugunu gostermeliyiz.
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xNy € xNy + P

ve
xNy+Pcl
oldugundan,
xNy €1

dir. I, 3-asal ideal oldugundan,

x €l
veya

yel

dir. Boylece I, P-3-asal idealdir.
Ornek 4.2.3 ile Onerme 4.2.2 ‘nin tersinin genelde saglanmadig: gosterilmistir.

Ornek 4.2.3. N = {0,1,2,3} Klein-4 grubu iizerinde carpma islemi asagidaki gibi

tanimlansin.

O Fr O

.10 1 3
0/]0 0 0
1/111 1
2|00 2
3|11 3

N yakin halkasi iizerinde [ = {0,1} < N alalim. P = {0,2} < N i¢in I, P-3-asal
idealdir. Ornegin, 2 ¢ I fakat

2N2+P &1
dir. Fakat, 2 € I iken

2N2=0€l
oldugundan I, 3-asal ideal degildir.

Tamim 4.2.4. N bir yakin halka ve I, P < N olsun. Vx € N i¢in xNx + P € [ olmasi

x € I olmasini gerektiriyorsa, N ’nin [ idealine P-3-yar1 asal ideal denir.

Eger P = {0} ideali alinirsa I, P-3-yar1 asal ideali ayn1 zamanda 3-yar1 asal ideal
olur.
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Onerme 4.2.5. N bir yakin halka ve I < N olsun. I, P-3-asal ideal ise VP < N igin I,
P-3-yar asal idealdir.

Ispat: I, P-3-asal ideal olsun. Bu durumda, Vx,y € N icin xNy + P € I iken x € |

veya y € I dir. Ozel olarak x = y alinirsa,
xNx+P <1
olur. I, P-3-asal ideal oldugundan,
x €l
dir. Boylece I, P-3-yar1 asal ideal olur.
Asagidaki 6rnek, Onerme 4.2.5 ‘in tersinin genelde dogru olmadigini gosterir.

Ornek 4.2.6. Omek 3.2.3 ‘teki Z¢ yakin halkasini ele alalm. I = {0} ve P = {0}, N
‘nin iki ideali olmak tizere 2N3 + {0} < {0} iken 2 & {0} ve 3 & {0} oldugundan I,
P-3-asal degildir. Ancak her 0 # x € N i¢in,

xNx + {0} £ {0}
oldugundan I, P-3-yar1 asal idealdir.

Tamm 4.2.7. N bir yakin halka ve P < N olsun. Eger P, P-3-asal ideal ise bu
taktirde N ’ye bir P-3-asal yakin halka denir. Eger P, P-3-yar1 asal ideal ise bu
taktirde N ’ye bir P-3-yar1 asal yakin halka denir.

4.3. P-3-Asal ve P-c-Asal ideal Arasindaki iliskiler

Bu boéliimde, her P-c-asal idealin P-3-asal ideal oldugu ve bu durumun tersinin her
zaman saglanmayip, farkli yakin halka smniflarinda saglandigi  Onermelerle

verilecektir.

Onerme 4.3.1. N bir yakin halka ve I, P < N olsun. I, P-c-asal ideal ise I, P-3-asal
idealdir.

Ispat: I, P-c asal ideal olsun. I ‘nin P-3-asal ideal oldugunu gostermek icin, x,y € N
i¢in,

xNy+P <l
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iken x € I veya y € I oldugunu gostermeliyiz. xNy + P € [ olsun. Bu durumda,

x € N igin,
xxy+P C 1
dir. I, P-c-asal ideal oldugundan,
xx €1
veya
yel

dir. Buradan I, P-c-asal ideal ise I, P-c-yariasal ideal oldugundan,
x €l

dir. Boylece I, P-3-asal idealdir.

Onerme 4.3.1 ‘den de goriildiigii gibi her P-C-asal ideal aym zamanda P-3-asal
idealdir. Fakat bu durumun tersi genelde dogru degildir. Bu kisimdan itibaren bazi
sartlar altinda (sag degismeli, sol degismeli, degismeli, sag dagilmali, sol dagilmali,

IFP) P-3-asal idealin ayn1 zamanda P-C-asal ideal oldugu verilecektir.

Onerme 4.3.2. N, sag degismeli yakin halka, I,P < N ve P € [ olsun. I ‘nin P-3-

asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart I ‘nin P-C-asal ideal olmasidir.

ispat: 1, P-c-asal ideal iken Onerme 4.3.1 ‘den I, P-3-asal idealdir. Diger taraftan I,
P-3-asal ideal iken P-c-asal ideal oldugu gosterilmelidir. Bunun yerine dengi olan I,
P-c-asal ideal degil iken P-3-asal ideal olmadigini gosterelim. I, P-c-asal ideal
olmasm ve x,y € N i¢in x € [ ve y & [ olsun. xNy + P € I oldugunu gostermeliyiz.
Onerme 4.1.7 “den I, P-c-asal ideal olmadigindan I, c-asal ideal de degildir. Bu
durumda x € I, y € I i¢in xy € [ dir. N sag degismeli yakin halka ve I < N
oldugundan,
xNy + P =xyN + P

CIN+P

cl+P
cli

dir. Dolayist ile I, P-3-asal ideal degildir.
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Ornek 4.3.3. Ornek 3.2.3 ‘teki Zg yakin halkasimi ele alalim. Bu yakin halka ayni
zamanda sag degismeli bir yakin halkadir. Zg ‘nin P € [ sartin1 saglayacak sekilde
P ={0,3} ve I = {0,3} ideallerini ele alalim. Bu durumda I, hem P-c-asal ideal hem
de P-3-asal idealdir.

Onerme 4.3.4. N, sol degismeli yakin halka, I, P < N ve P € I olsun. I’ nin P-3-asal

ideal olmasi igin gerek ve yeter sart I ‘nin P-c-asal ideal olmasidir.

Ispat: Onerme 4.3.1 “den I, P-c-asal ideal iken I ‘nin P-3-asal ideal oldugu agiktir.
Tersini gostermek igin, I, P-3-asal ideal iken P-c-asal ideal oldugu gosterilmelidir.
Buna denk olan I, P-c-asal ideal degil iken P-3-asal ideal olmadigi gosterilirse ispat
tamamlanir. I, P-c-asal ideal olmasin ve x,y € N igin x € I, y & I olsun. [ ‘nin P-3-
asal ideal olmadigimi gosterelim. x € I ve y &I iken xNy + P €[ oldugunu
gostermeliyiz. Onerme 4.1.7 ‘den I, P-c asal ideal olmadigindan I, c-asal ideal de
degildir. Bu durumda x € I ve y ¢ I iken xy € I dir. N sol degismeli yakin halka
oldugundan, Lemma 3.1.16 ve Lemma 3.1.7 ‘den

xNy + P = Nxy + P
CNI+P
cl+P
clI

olur. Boylece, I, P-3-asal ideal degildir.

Ornek 4.3.5. N = {0,qa,b, c} Klein-4 grubu ikinci islemi asagidaki tablo ile verilen

bir yakin halka olsun.
0 abec
0(00O00O0
al00o00@o0
b|0 0O b b
c/|00Dbob

Bu yakin halka ayni zamanda sol degismelidir. I = {0,a} < N olmak tizere P C |
olacak sekilde P = {0}, N ‘nin bir idealidir. Bu durumda I, P-c-asal ideal ve ayni

zamanda P-3-asal idealdir.
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Onerme 4.3.6. N sag dagilmali yakin halka, I,P < N ve P <[ olsun. I, P-3-asal

idealdir ancak ve ancak I, P-c-asal idealdir.

Ispat: I, P-3-asal ideal iken P-c-asal ideal oldugunu gostermek yerine buna denk
olan I, P-c-asal ideal degil iken P-3-asal ideal olmadigin1 gosterelim. I, P-c-asal
ideal olmasin ve x,y € N igin x € [ ve y & I olsun. I ‘nin P-3-asal ideal olmadigini
gosterelim. Onerme 4.1.7 ‘den I, P-c-asal ideal olmadigindan I, c-asal ideal de
degildir. Bu durumda, x & I ve y & I iken xy € I dir. N sag dagilmali yakin halka ve
xy € I oldugundan,
xNy + P = xyNy + P

CINN +P

CIN+P

cClI+P
cl

dir. Boylece I, P-3-asal ideal degildir. Tersine, Onerme 4.3.1 ‘den I, P-c-asal ideal
iken I ‘nin P-3-asal ideal oldugu agiktir.

Onerme 4.3.7. N sifir simetrik sol dagilmali yakin halka, I, P < N ve P € I olsun. I

‘nin P-3-asal ideal olmasi igin gerek ve yeter sart [ ‘nin P-c-asal ideal olmasidir.

Ispat: I, P-3-asal ideal iken P-c-asal ideal oldugu gostermek yerine dengi olan I, P-
c-asal ideal degil iken P-3-asal ideal olmadigimi gosterelim. I, P-c-asal ideal olmasin
ve x,y €N igin x € [ ve y &€ I olsun. [ ‘nin P-3-asal ideal olmadigini1 gdsterelim.
Onerme 4.1.7 ‘den I, P-c-asal ideal olmadigindan I, c-asal ideal de degildir. Bu

durumda, x ¢ I ve y & I iken
xy €1
dir. N sol dagilmali yakin halka ve Lemma 3.1.16 ‘dan,
xNy + P = xNxy + P
CSNI+P

cl+P

cl
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dir. Béylece I, P-3-asal ideal degildir. Diger taraftan, Onerme 4.3.1 ‘den I, P-c-asal

ideal iken I ‘nin P-3-asal ideal oldugu agiktir.

Ornek 4.3.8. Ornek 4.3.5 ‘te N = {0, a, b, ¢} ile verilen yakin halka sifir simetrik sol
dagilmali bir yakin halkadir. I = {0,a} < N ve P = {0} < N igin goriiliir ki I, P-c-

asal ve ayn1 zamanda P-3-asal idealdir.

Onerme 4.3.9. N degismeli yakin halka, I,P < N ve P € [olsun. I ‘nin P-3-asal

ideal olmasi igin gerek ve yeter sart I ‘nin P-c-asal ideal olmasidir.

Ispat: I, P-3-asal ideal iken P-c-asal ideal oldugunu gostermek yerine, bunun dengi
olan I, P-c-asal ideal degil iken P-3-asal ideal olmadigini gosterelim. I, P-c-asal
ideal olmasin. x,y € N igin x & I ve y & I olsun. Onerme 4.1.7 ‘den I, P-c-asal ideal
olmadigindan I, c-asal ideal de degildir. Bu durumda, x & I ve y & I iken
xy €1
dir. N degismeli bir yakin halka ve xy € I oldugundan,
xNy + P =xyN + P
CIN+P
cClI+P

cl

dir. Béylece I, P-3-asal ideal degildir. Diger taraftan, Onerme 4.3.1 ‘den I, P-c-asal

ideal iken I ‘nin P-3-asal ideal oldugu agiktir.

Onerme 4.3.10. N bir yakin halka, I < N IFP ideal, P < N ve P < [ olsun. [ ‘nin, P-

3-asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart I ‘nin P-C-asal ideal olmasidir.

Ispat: I, P-c-asal ideal iken I ‘nin P-3-asal ideal oldugu Onerme 4.3.1 ‘den agik¢a
goriiliir. Diger taraftan, I, P-3-asal ideal iken P-c-asal ideal oldugu gosterilmelidir.
Bunun i¢in dengi olan I, P-c-asal ideal degil iken P-3-asal ideal olmadigini
gosterelim. I, P-c-asal ideal olmasin ve x,y € N igin x € [ ve y € I olsun. I ‘nin P-
3-asal ideal olmadigmi gosterelim. I, P-c-asal ideal olmadiginda c-asal ideal de

olmadigi Onerme 4.1.7 “den agikga goriiliir. Buradan, x ¢ I ve y & I iken

xy €1
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dir. I, IFP ideal oldugundan Vn € N i¢in xny € I dir. Bu durumda,
xNy 1
dir. Ayn1 zamanda P <€ I oldugundan,
xNy+Pcl

dir ve boylece I, P-3-asal ideal degildir.
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5. YAKIN HALKALARDA BAZI GENELLESTIRMELER

5.1. P-birim ve P-invers Kavramlari

Tammm 5.1.1. [15] N bir yakin halka, P < N ve e € N olsun. Eger Vn € N i¢in
n —ne € P ise e "ye P-sag birim, n — en € P ise e "ye P-sol birim, e eleman1 hem
P-sag birim hem de P-sol birim ise e ‘ye N yakin halkasinda bir P-birim denir. N

‘nin P-birim elemanlarini igeren kiime Up ile gosterilir.

Eger P = 0 ise, bu taktirde N ’nin P-birimi ayn1 zamanda N ’nin birimidir. Eger e
bir birim eleman ise bu durumda N ’nin tiim P idealleri i¢in e bir P-birim elemandir.
Fakat genelde N ’nin bir P-birim elemani N ’nin birim elemani olmak zorunda
degildir.

Ornek 5.1.2. Ornek 3.2.3 ‘teki Z yakin halkasmi ele alalim. P; = {0,3} < Z olsun.
Bu durumda e = 4 € Z¢ icin 1 # 4.1 oldugundan e = 4 sol birim degildir. Fakat
vn € N i¢in n — 4n € P; oldugundan e = 4 bir P;-sol birimdir. Ayrica e = 4 sag
birim ve aym1 zamanda bir P;-sag birimdir. Dolayisiyla, 4 birim degil, fakat bir P;-

birimdir. Ayrica P;-birimlerin ciimlesi Up, = {1,4} dir.

Diger taraftan, P, = {0,2,4} < Zg ise bu taktirde P,-sag birimlerin ctimlesi Zg Ve P,-

sol birimlerin ciimlesi @ *dir. Dolayistyla P,-birimlerin ciimlesi @ ’dir.

Teorem 5.1.3. [15] (N, +,7) bir yakin halka ve P < N olsun. Up # @ ise bu durumda
Up, (N,’) 'nin bir alt yar1 grubudur.

Sonug 5.1.4. [15] N bir yakin halka ve P,I < N olsun. P-birimlerin ciimlesi Up ve I-

birimlerin ciimlesi U; olmak {izere;

a) Eger P < [ ise, bu durumda U, < U; dir.

b) Eger P = N ise, bu durumda Up = N dir.

Ispat: @) Tanim 5.1.1 °den x € U, ise, bu taktirde Vn € N igin,
xm—meP

ve

nx—meRP

dir. P < I oldugundan Vn € N igin,



xn—nel
ve
nx—nel
dir. Dolayisiyla x € U; dir. O halde Up, S U, dur.
b) Eger P = N ise Vx € N igin xn —n € N ve nx —n € N oldugundan,
Up_y =N
dir.
Tamim 5.1.5. [15] N bir yakin halka ve P < Nolsun. x € N igin,
x; ' ={y € N|xy € Up}
kiimesine x ’in P-sag inverslerinin kiimesi,
x ' ={y € N| yx € Up}
kiimesine x ’in P-sol inverslerinin kiimesi denir.
xpl=x71nx?t
kiimesine de x ’in P-inverslerinin kiimesi denir.

Ornek 5.1.6. Ornek 3.2.3 ’te verilen N = (Zg, +,.) yakin halkasinda P = {0,3}
idealini ele alalim. Bu durumda 071 =@ = 0/, 171 = {1,4} = 1;%, 271 = {2,5} =
27, 37t=0=3; 47'={14}=4;' ve 5;1={25}=5" oldugundan
151 = 45 = {1,4} ve 251 = 551 = {2,5} dir.

5.2. P-birim ve P-invers Iliskileri

Bu boliimde, Bolim 5.1 ‘de verilen kavramlarla ilgili bazi orijinal sonuclar

verilecektir.

Onerme 5.2.1. N bir yakin halka ve I,P < N i¢in P NI = {0} olsun. Eger N, birimi
e olan bir yakin halka ise Up N U; = {e} dir. Aksi takdirde bos kiimedir.

Ispat: x € Up N U; olsun. Bu durumda, x € Up dir. Tamm 5.1.1 >den x € Up ise

vn € N i¢in,

n—nx €P
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ve

n—xn€P
dir. x € U, oldugundan Vn € N igin,

n—nx €l
ve

n—xne€l

dir. Buradan,

n—nx€e€PnI
ve

n—xn€e€PnI

dir. P NI = {0} oldugundan,

ve

dir. Eger, N birimli ise x, N-nin birim elemanmidir ve Up NU; = {e} dir. Aksi
takdirde Up N U; = @ dir.

Onerme 5.2.2. N bir yakin halka ve I, P < N olsun. P € I ise x5 € x;7 ! dur.

Ispat: a € x5 olsun. Tamim 5.1.5 *ten a € x;1 N x;* dir. Buradan,

a€ x;1
ve

a€x;?t
dir.a € x; L ise

xa € Up
dir. Ayni1 zamanda, a € x; ! ise

ax € Up
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dir. Sonug 5.1.4 ’ten P € I oldugundan Up € U, dir. Buradan,

xa € U,
ve

ax € U;
dir. Boylece, a € x;* ve a € x; * olup

a€xtnx?t

ve buradan,

a€x;!
dir. Dolayisiyla x5! € x;71 dur.
Onerme 5.2.3. N bir yakin halka ve P < N olsun. P = N ise x;* = N dir.

Ispat : x;* © N oldugu aciktir. Diger taraftan, n € N olsun. n € x5 oldugunu

gosterelim.
xpl=x7tnx?t

oldugundan,

n € x !
ve

nex?!
oldugunu, yani

xn € Up
ve

nx € Up

oldugunu goéstermeliyiz. Sonu¢ 5.1.4 ’ten P =N ise Up = N dir. Dolayisiyla,
xn € Up yani xn € N oldugundan ve nx € Up yani nx € N olacagindan xz =N

olur.

Onerme 5.2.4. N bir yakin halka, P < N ve Up, P-birimlerin kiimesi olsun. x € Up

ise Up cxpt dir.
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Ispat: x € Up olsun. Teorem 5.1.3’ten (Up,.) bir yar1 grup oldugundan,

xx € Up
dir. Buradan,

x € xpt
dir. Boylece,

Up Cxp"
olur.
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SONUC

Bu tezde ilk olarak; yakin halka kavrami ve temel Ozellikleri verilmistir. Ardindan
yakin halkalarda asallik kavrami ve asal ideal tiirleri incelenmistir. Ayrica yakin
halkalarda 3-asallik kavraminin genellestirilmesi olan P-3-asal ideal, P-3-yar1 asal
ideal, P-3-asal yakin halka kavramlari tanimlanmis ve farkli asallik tipleri ile
arasindaki iliskiler incelenmistir. Son béliimde ise, yakin halkanin bir P ideali
kullanilarak yakin halkanin P-(sag-sol) birim, P-invers kiimeleri verilmis ve bu

kiimeler arasindaki iliskiler incelenmistir.
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