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ÖZET 

Bu tez beĢ bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde, çalıĢmayla ilgili literatür bilgisi 

verilmiĢtir. Ġkinci bölümde, yakın halkalar ile ilgili temel bilgiler verilmiĢtir. Üçüncü 

bölümde, yakın halkaların asal idealleri ve bu idealler arasındaki iliĢkiler detaylı olarak 

incelenmiĢtir. 

Orijinal bir çalıĢmadan oluĢan dördüncü bölümde, 3-asallık kavramı geniĢletilerek, yakın 

halkanın bir P ideali için P-3-asal ideal ve P-3-asal yakın halka kavramları tanımlanmıĢtır. 

Ardından P-3-asallığın; P-c-asallık, c-asallık ve 3-asallık ile iliĢkileri araĢtırılmıĢtır. 

BeĢinci bölümde, yakın halkanın bir P ideali için P-(sağ, sol) birim ve P-(sağ, sol) invers 

tanımları verilmiĢtir. Daha sonra bu kavramlarla ilgili bazı sonuçlar elde edilmiĢtir. 

Anahtar Kelimeler: Yakın halka, P-c-asal ideal, P-3-asal ideal, P-birim, P-invers.
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ABSTRACT 

This thesis consists of five sections. In the first section, the literature knowledge about the 

study has been given. In the second section,  the basic knowledges about the near rings have 

been given. In the third section, prime ideals in near rings and the relationships between 

these ideals have been examined in details. 

In the fourth section, which consists of an original study, the concepts of P-3-prime ideal and 

P-3-prime near ring for an ideal P of a near ring have been defined by expanding the concept 

of 3-primeness. Then, it has been investigated that the relations between P-3-primeness and 

P-c-primeness, c-primeness, 3-primeness. 

In the fifth section, the definitions of P-(right, left) unit and P-(right, left) inverse for an ideal 

P of a near ring have been given. Then, some results about these concepts have been 

obtained. 

Keywords: Near ring, P-c-prime ideal, P-3-prime ideal, P-unit, P-inverse 



v 
 

TEŞEKKÜR 

Bu tez çalıĢmamı hazırlamamda baĢtan sona benden desteğini esirgemeyen 

danıĢmanım Sayın Dr. Öğr. Üyesi Funda TAġDEMĠR‟e saygı ve teĢekkürlerimi 

sunarım. 

Desteklerini esirgemeyen, matematik bölümünün değerli öğretim üyelerinden Prof. 

Dr. Mammad MUSTAFAYEV, Doç. Dr. Murat BABAARSLAN, Doç. Dr. Abdullah 

SÖNMEZOĞLU, Dr. Öğr. Üyesi Hürmet Fulya AKIZ ve Dr. Öğr. Üyesi Mehmet 

EKĠCĠ‟ye teĢekkürlerimi sunarım. 

Sevgili dostlarım Dr. Bilal Atilla BEZEN, ĠnĢ. Müh. Samet ÖZDEMĠR, Elk. Müh. 

Ġbrahim KOCATEPE, Mat. Öğr. Hakan ġENSES, Enver TAġKIN ve ArĢ. Gör. Dr. 

Hüseyin KAMACI‟ya, ayrıca sevgili kuzenim Selvinaz TAġTEKĠN ve değerli 

öğrencilerime bu çalıĢma boyunca vermiĢ oldukları büyük moral ve motivasyon için 

teĢekkür ederim. 

Bugünlerime gelmemde sayısız emekleri olan, maddi ve manevi destekleriyle her 

türlü imkanı sağlayan ve varlıklarıyla bana huzur veren, her zaman yanımda olan 

saygıdeğer anneme, babama ve çok sevgili kız kardeĢime sonsuz teĢekkürü borç 

bilirim. 

 

 

 

 

 

 

 

 



vi 
 

KISALTMALAR VE SEMBOLLER LİSTESİ 

  : Yakın halka 

   :   yakın halkasının sıfır simetrik kısmı 

   :   yakın halkasının sabit kısmı 

     :   ‟den    ‟ye tüm fonksiyonların kümesi 

      :      ‟de sıfırı koruyan tüm fonksiyonların kümesi 

      :      ‟de tüm sabit fonksiyonların kümesi 

         :   ‟den   ‟ye tüm yakın halka homomorfizmlerinin kümesi 

   :   ‟nin sıfır elemanı 

           :      ‟nin sıfırlayanı 

 
 ⁄  : Bölüm yakın halkası 

IFP : Araya Çarpan Alma Özelliği 

   :  -birim elemanların kümesi 

  
   :   „in  -inverslerinin kümesi 

  
   :   „in  -sol inverslerinin kümesi 

  
   :   „in  -sağ inverslerinin kümesi 

 



 

1. GİRİŞ 

Halkaların bir genellemesi olan yakın halkalara ilk adım, 1905 yılında Dickson [1] 

tarafından atılmıĢtır. O, tek yönlü dağılma özelliğine sahip cisimlerin varlığını 

ispatlamıĢtır, bugün bu cisimler yakın cisim olarak isimlendirilmektedir. 

Halkalardaki asallık kavramı yakın halkalara birçok farklı asallık tanımı ile 

aktarılmıĢtır. Bu tanımlardan her biri halkalardaki asallığın bir genellemesidir. Yakın 

halkalarda asal idealler çeĢitli yazarlar tarafından araĢtırılmıĢtır. Ġlk olarak 1970 

yılında, Holcombe [2] asal yakın halka kavramını tanımlamıĢtır. Ancak, yakın 

halkalarda dağılma özelliği tek yönlü olduğundan ve ilk iĢlem genelde değiĢmeli 

olmadığından, Holcombe [2] 0-asal (veya asal), 1-asal, 2-asal olarak isimlendirdiği 

asallığın üç farklı türünü tanımlamıĢtır. 

Yakın halkaların asal idealleri üzerine ilk çalıĢmalar, Van der Walt [3], Laxton [4], 

Ramakotaiah [5], Beidleman [6] ve Ramakotaiah ve Rao [7] tarafından yapılmıĢtır. 

  bir yakın halka ve  ,   „nin bir ideali olsun. 

a) Eğer   ve  ,   „nin      olacak Ģekildeki idealleri ise,     veya     dır. 

b) Eğer       için       ise     veya     dır. 

Halkalar veya yarı grupların asal idealleri üzerine yapılan çalıĢmalarda, (a) ve (b) 

koĢullarının denk olması, kolaylaĢtırıcı rol oynamaktadır. Ancak bu koĢullar, yakın 

halkalar üzerinde denk değillerdir. Ramakotaiah ve Rao [7], (a) Ģartını sağlayan   

idealine   yakın halkasının 0-tipinde asal ideali, (b) Ģartını sağlayan ideale ise 1-

tipinde asal ideal adını vermiĢlerdir. Günümüzde bunlar, sırasıyla 0-asal ve 3-asal 

ideal olarak literatürde geçmektedir. Holcombe [2], 1-asal ve 2-asal ideal tanımlarını 

vermiĢtir. Groenwald [8], 1-tipinde asal ideal yerine 3-asal ideal ifadesini kullandı ki 

literatürde bu kullanım daha sık karĢımıza çıkmaktadır. Ayrıca, literatürde 2-tipinde  

asal ideal yerine c-(tam) asal ideal ifadesi kullanılmaktadır. Reddy ve Murty [9], 

yakın halkaların c-(tam) asal ideallerini çalıĢmıĢlardır. 

Bu asal idealler arasındaki iliĢkiler, birçok matematikçi tarafından çalıĢılmıĢtır ve 

halen bu araĢtırmalar devam etmektedir [2-11].   bir yakın halka ve  ,   „nin bir 
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ideali olsun. Bu durumda  , 3-asal ideal ise 2-asal ideal, 1-asal ideal ise 0-asal 

idealdir.   sıfır simetrik iken, 2-asal ideal ise 1-asal idealdir. Ayrıca  , c-asal ideal 

ise 3-asal idealdir. Bunların tersleri,   yakın halkası sıfır simetrik olsa dahi doğru 

değildir [11]. 

Yakın halkalarda birim, sağ ve sol değiĢme, medial, komutatiflik, abelyenlik, iç 

çarpan özelliği gibi kavramlar uzun zamandır bilinmektedir. Manara [12], 

Birkenmeier ve Heatherly [13] gibi çeĢitli araĢtırmacılar medial, sol değiĢmeli, sağ 

değiĢmeli ve değiĢmeli yakın halkalar üzerine çalıĢmıĢlardır.  

2012 yılında, Dheena ve Jenila [14] ilk kez  -asallık kavramını tanımlamıĢtır. 

Kamacı [15], bir   idealini kullanarak,  -c(yarı)-asal ideal ve  -c(yarı)-asal yakın 

halka tanımlarını vermiĢtir. Ayrıca  -(sağ ,sol) birim ve  -invers gibi yakın 

halkalardaki bazı kavramların genelleĢtirmeleri üzerine çalıĢmalar yapmıĢtır. 

Orijinal çalıĢmaların bulunduğu dördüncü bölümde  -3-(yarı) asal kavramı 

tanımlanmıĢ ve bu asallığın diğer asallık türleri (c-asal, 3-asal,  -c-asal,  -3-asal) ile 

iliĢkileri çalıĢılmıĢtır. Asal ideallerde olduğu gibi  -c-asallığın  -3-asallığı 

gerektirdiği ispatlanmıĢtır. Ancak, tersinin farklı yakın halka sınıflarında sağlandığı 

gösterilmiĢtir. Sağ değiĢmeli, sol değiĢmeli, değiĢmeli, IFP, sağ dağılmalı ve sol 

dağılmalı yakın halkalarda  -3-asallığın,  -c-asallığa denk olduğu ispatlanmıĢtır. 

Yine benzer Ģartlar altında  -3-yarı asal ve  -c-yarı asal idealliğin denk olduğu 

gösterilmiĢtir. Yakın halkanın bir IFP ideali için  -3-asal ve  -c-asal ideallik 

arasındaki iliĢkiler bulunmuĢtur 

Son olarak beĢinci bölümde orijinal olarak, bir   ideali kullanılarak 

genelleĢtirilmeleri verilen  -birim ve  -invers kümeleri arasındaki iliĢkiler ile bu 

kümelerin, baĢka bir   ideali ile verilen  -birim ve  -invers kümeleri arasındaki 

iliĢkiyi veren önermeler ispatlanmıĢtır. 



 

2.TEMEL BİLGİLER 

Bu bölümde, temel bilgi niteliğinde olan ve tezin diğer bölümlerinde ortak olarak 

kullanılan tanım ve teoremler verilecektir. „Near rings‟ [16] kitabı, bu bölüm için 

temel kaynak olarak alınmıĢtır. 

2.1. Yakın Halkalar 

Halkaların bir genellemesi olan yakın halkalara ilk adım, 1905 yılında Dickson 

tarafından atılmıĢtır. Dickson, tek yönlü dağılma özelliğine sahip cisimlerin varlığını 

ispatlamıĢtır. Bugün bu cisimler yakın cisim olarak adlandırılmaktadır. 

Yakın halkalar, halkalardan farklı olarak, ilk iĢleme göre değiĢmeli olması 

gerekmeyen ve tek taraflı dağılma özelliğinin sağlandığı, genelleĢtirilmiĢ halkalardır. 

Yakın halkalar açık olarak aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır.  

Tanım 2.1.1. [16]   cümlesi üzerinde “ ” ve “ ”  ile gösterilen iki ikili iĢlem alalım. 

Eğer, 

a)       değiĢmeli olması gerekmeyen bir grup, 

b)       yarı grup, 

c)          için, 

            i)                 veya ii)                 

dağılma özelliklerinden en az birisi sağlanıyorsa,         üçlüsüne bir yakın halka 

denir. 

Eğer (a), (b) ve (i) Ģartı sağlanıyorsa,   ‟ye sağ yakın halka, (a), (b) ve (ii) Ģartı 

sağlanıyorsa,   ‟ye sol yakın halka denir.  

Bu tez çalıĢmasındaki yakın halkalar sağ yakın halkayı ifade edecektir. Elde edilen 

sonuçlar sol yakın halkalar için de benzer olarak sağlanmaktadır. 

AĢağıda bazı yakın halka örnekleri verilmiĢtir. 

Örnek 2.1.2.       herhangi bir grup olsun.  

     {        |                 
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ile tanımlanan cümle, fonksiyonlarda toplama ve bileĢke iĢlemleri altında bir yakın 

halkadır. 

Örnek 2.1.3.       herhangi bir grup ve “  ” bu grubun birim elemanı olmak üzere 

fonksiyonlarda toplama ve bileĢke iĢlemleri altında aĢağıda verilenler birer yakın 

halkadır.  

a)       {        |             

b)       {        |           

Örnek 2.1.4.       bir grup ve bu grubun ikinci iĢlemi,        için; 

   {
     
     

 

ile verilsin. Bu durumda,   yakın halkadır. Bu yakın halka literatürde aĢikar yakın 

halka olarak verilmektedir. 

Örnek 2.1.5. Her grup için bir yakın halka elde edilebilir. Gerçekten,       grubu 

üzerinde ikinci iĢlem,        için, 

      

ile tanımlanırsa,         bir yakın halkadır. 

Özellikler 2.1.6. [16]  , yakın halka olmak üzere aĢağıdaki özellikler mevcuttur.  

a)      için,      dır. 

b)        için,           dir. 

İspat: a)      için, 

                

dır ve böylece      elde edilir. 

b)        için, (a) kullanılarak, 

                            

elde edilir. 

Not: Bir   yakın halkasında, her zaman,        için, 

     ve           
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sağlanmayabilir. Örnek 2.1.2 ‟de tanımlanan      yakın halkası göz önüne alınırsa, 

         için, 

     

olması   fonksiyonun orijinden geçmesiyle mümkündür. Benzer olarak 

             

olması   fonksiyonunun tek fonksiyon olması ile mümkündür.  

Tanım 2.1.7. [16]   bir yakın halka olsun. 

a)    {    |       cümlesine   yakın halkasının sıfır simetrik kısmı, 

b)    {    |       {    |                   cümlesine   yakın 

halkasının sabit kısmı denir. 

   ve    birer yakın halka olup,      ise   yakın halkasına 0-simetrik yakın 

halka ve      ise   yakın halkasına sabit yakın halka denir. 

2.2. Yakın Halkaların Alt Yapıları 

Tanım 2.2.1. [16]   yakın halka ve      ,       ‟nın alt grubu olsun. Eğer, 

         için        ise,   ‟ye   ‟nin bir alt yakın halkası denir. 

Tanım 2.2.2.   ve   iki yakın halka ve       bir fonksiyon olsun. Eğer      

  için, 

                 

ve 

               

Ģartları sağlanıyorsa,   fonksiyonuna yakın halka homomorfizmi denir. 

Bunlarla beraber, monomorfizm, epimorfizm, izomorfizm ve otomorfizm kavramları 

için, yakın halka teorisinde farklı bir tanım yoktur.  

Tanım 2.2.3. [16]   bir yakın halka ve  ,   ‟nin bir normal alt grubu olsun. Bu 

durumda, eğer, 

a)      
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b)        ve      için,             

Ģartları sağlanıyorsa,   ‟ya   yakın halkasının bir ideali denir ve     ile gösterilir. 

Eğer, sadece a) Ģartı sağlanıyorsa  ,   ‟nin bir sağ ideali, sadece b) Ģartı sağlanıyorsa 

 ,   ‟nin bir sol ideali adını alır ve sırasıyla      ve      ile gösterilir. 

Not: a)   bir yakın halka ve     ise,   ⁄  bölüm yakın halkası, bölüm halkasında 

olduğu gibi, 

 
 ⁄  {    |      

Ģeklinde tanımlanır.  

b) {   ve  ,   yakın halkasının idealleridir. Bunlara   ‟nin aĢikar idealleri denir.  

Tanım 2.2.4. [16]   ve  ,   yakın halkasının iki alt kümesi olmak üzere, 

       {    |       

 ile tanımlanır. Özel olarak        {    |        kümesine   kümesinin 

sıfırlayanı denir. Kısalık açısından              ve    {           ile 

gösterilir.  

Lemma 2.2.5. [16]  ,   ‟nin bir ideali ve  ,   ‟nin bir alt cümlesi ise      ,   ‟nin 

bir sol idealidir. 

İspat:  ,   ‟nin bir ideali ve  ,   ‟nin bir alt cümlesi olsun. Bu durumda, 

      {    |       

dir. 

              için, 

               

olduğundan, 

          

dir. Dolayısıyla      ,   ‟nin alt grubudur. 

             ve      için   ideal olduğundan, 
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yani 

            

dir. Dolayısıyla      ,   ‟nin normal alt grubudur. 

              ve        için   ideal olduğundan, 

                              

yani 

                

dir. Dolayısıyla      ,   ‟nin bir sol idealidir. 

Tanım 2.2.6. [13]         bir yakın halka olsun.  

a)          için         ise   ‟ye sağ değiĢmeli, 

b)          için         ise   ‟ye sol değiĢmeli, 

c)            için           ise   ‟ye medial yakın halka denir. 

Sonraki bölümlerde üzerinde sıklıkla durulacak olan diğer özdeĢlikler aĢağıda 

verilmiĢtir. 

Tanım 2.2.7. [17],[18]         bir yakın halka olsun.  

a)          için          ise   yakın halkasına sağ (iç) dağılmalı(RSD), 

b)          için          ise   yakın halkasına sol (iç) dağılmalı(LSD), 

c)      için       ise   yakın halkasına alt değiĢmeli yakın halka denir.  

Örnek 2.2.8. Çarpma iĢlemi aĢağıdaki tablo ile verilen         Klein-4-grubu 

alınsın [16]; 

 

 

 

 

 

. 0 a b c 

0 0 0 0 0 

a 0 a a a 

b 0 b b b 

c 0 c c c 
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Bu durumda,         sağ değiĢmeli bir yakın halkadır. 

Örnek 2.2.9.   {                 üzerinde toplama ve çarpma iĢlemleri aĢağıdaki 

tablolar ile verilen bir yakın halkadır [16]. 

 

+ 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 0 1 2 3 4 5 6 7 

1 1 2 3 0 5 6 7 4 

2 2 3 0 1 6 7 4 5 

3 3 0 1 2 7 4 5 6 

4 4 7 6 5 0 3 2 1 

5 5 4 7 6 1 0 3 2 

6 6 5 4 7 2 1 0 3 

7 7 6 5 4 3 2 1 0 

. 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 2 3 4 5 6 7 

2 0 2 0 2 0 0 0 0 

3 0 3 2 1 4 5 6 7 

4 0 4 2 6 4 0 6 2 

5 0 5 0 5 0 5 0 5 

6 0 6 2 4 4 0 6 2 

7 0 7 0 7 0 5 0 5 
 

        yakın halkası için         olduğundan   sol değiĢmeli bir yakın halka 

değildir. Üstelik,   sol dağılmalı da değildir. Diğer taraftan,   {           ‟nin 

bir alt yakın halkasıdır.  , aynı zamanda sol değiĢmeli ve sol dağılmalı yakın 

halkadır. 

Tanım 2.2.10 [16]       bir grup ve   bir yakın halka olmak üzere, 

         

                                                                          

ile verilsin.        ve      için; 

             

ve  

            

Ģartları sağlanıyorsa       ikilisine bir  -grup yani   üzerinde yakın modül denir.  

Tanım 2.2.11.   bir yakın-halka ve   bir  -grup olsun.   ‟nın  

       

Ģartını sağlayan bir   alt grubuna   ‟nın bir  -alt grubu denir ve         ile 

gösterilir. 



 

3. YAKIN HALKALARDA ASALLIK KAVRAMI                                                                             

Yakın halkalar, halkalardan farklı olarak ilk iĢleme göre değiĢmeli olması 

gerekmeyen ve tek taraflı dağılma özelliğinin sağlandığı, genelleĢtirilmiĢ halkalardır. 

Bu nedenlerden dolayı halkalarda tanımlanan asal ideal tanımı yakın halkalarda 

farklı türlerde karĢımıza çıkmaktadır. Bu asallık türleri halkalarda denk olmasına 

rağmen yakın halkalarda denk değildir [7-11]. Yakın halkaların asal idealleri ile ilgili 

ilk çalıĢmalar, Van der Walt [3], Laxton [4], Ramakotaiah [5], Beidleman [6] ve 

Ramakotaiah ve Rao [7] tarafından yapılmıĢtır. Ramakotaiah ve Rao [7] 0-tipinde 

asal ideali ve 1-tipinde asal ideali tanımlamıĢtır. Bunlar literatürde sırasıyla 0-asal ve 

3-asal ideal olarak literatürde geçmektedir. Holcombe [2], yakın halkalar için üç 

farklı asallık kavramı üzerinde çalıĢmıĢ ve bunları 0-asal, 1-asal ve 2-asal olarak 

adlandırmıĢtır. Ġlk olarak Ramakotaiah ve Rao [7] tarafından 2-tipinde asal ideal 

olarak tanımlanan bir baĢka asallık türü de c-(tam)asal olarak literatürde yerini 

almıĢtır. 

3.1. Yakın Halkaların Asal İdealleri 

Tanım 3.1.1. [2,8]   bir yakın halka ve     olmak üzere; 

a)        için      olduğunda     veya     oluyorsa,   idealine 0-asal, 

b)         için      olduğunda     veya     oluyorsa,   idealine 1-asal, 

c)         için      olduğunda     veya     oluyorsa,   idealine 2-asal, 

d)        için       olduğunda     veya     oluyorsa,   idealine 3-asal, 

e)        için      olduğunda     veya     oluyorsa,   idealine c-(tam)asal, 

f)          için           olacak Ģekildeki      için     veya 

      ise   „ya e-asal ideal denir. 

Tanım 3.1.2. [19] Eğer   yakın halkasının sıfır ideali k=0,1,2,3,c,e olmak üzere k-

asal ideal ise,   yakın halkasına k-asal yakın halka denir. 

    ve k=0,1,2,3,c,e olsun.   „nın k-asal ideal olması için gerek ve yeter Ģart     

„nın k-asal yakın halka olmasıdır. 
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Örnek 3.1.3. [16]   sabit yakın halka olmak üzere       „nın her normal alt grubu 

bir asal idealdir. O halde her sabit yakın halka, bir asal yakın halkadır. 

Örnek 3.1.4.  , Klein-4 grubu üzerinde,        için ikinci iĢlemi  

   {
           
             

 

ile tanımlanan bir yakın halkadır.   „nin bütün sol idealleri, {   ve   „dir.      

olduğundan {  ,   „nin 1-asal idealidir. Aynı zamanda  , 1-asal yakın halkadır. 

Örnek 3.1.5. [11]   yakın halkası    simetrik grubu üzerinde ikinci iĢlemi aĢağıdaki 

tablo ile verilen bir yakın halka olsun. 

. 0 1 2 3 4 5 

0 0 0 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 1 1 

2 1 1 2 2 1 1 

3 1 1 3 3 1 1 

4 0 0 4 4 0 0 

5 0 0 5 5 0 0 

  ‟nin idealleri aĢikar idealler ve   {       dır.   „nin  -alt grupları   {     ve 

aĢikar  -alt gruplardır. Ayrıca,      olup  , 2-asal yakın halkadır. 

Yakın halkaların c-asal idealleri üzerine yapılan çalıĢmalar, 1979 yılına kadar uzanır. 

Ġlk olarak bu kavram “2-tipinde asal ideal” adıyla tanımlanmıĢtır [7].  

Örnek 3.1.6. [11]      , mertebesi ≥ 3 olan bir grup ve   üzerinde tanımlı çarpma 

iĢlemi        için,  

   {
     
     

 

ile tanımlansın. Bu durumda,   yakın halkasının sıfır ideali düĢünülür ve çarpma 

iĢleminin tanımı göz önüne alınırsa,      olacak Ģekilde        için,     

veya     olduğu görülür. Buradan  , c-asal yakın halkadır. 

Örnek 3.1.7. [8]   {                 aĢağıdaki tablolarda toplama ve çarpma 

iĢlemleri ile verilen bir yakın halka olmak üzere, 
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+ 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 0 1 2 3 4 5 6 7 

1 1 2 3 0 5 6 7 4 

2 2 3 0 1 6 7 4 5 

3 3 0 1 2 7 4 5 6 

4 4 7 6 5 0 3 2 1 

5 5 4 7 6 1 0 3 2 

6 6 5 4 7 2 1 0 3 

7 7 6 5 4 3 2 1 0 

. 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 1 0 1 1 0 

2 0 2 0 2 0 2 2 0 

3 0 3 0 3 0 3 3 0 

4 4 4 4 4 4 4 4 4 

5 4 5 4 5 4 5 5 4 

6 4 6 4 6 4 6 6 4 

7 4 7 4 7 4 7 7 4 
 

  {           ve       için       olduğundan  ,   „nin 3-asal idealidir. 

Üstelik {       ve        ve     {     için     {     olup {    ,   „nın 3-

asal idealidir. 

Bundan sonraki kısımda asal idealler arasındaki iliĢkiler incelenecektir. 

Lemma 3.1.8. [20]   yakın halka ve     olsun. Bu durumda  , 1-asal ise 0-asaldır. 

Lemma 3.1.9. [11]   sıfır simetrik yakın halka ve     olsun.  , 2-asal ideal ise  , 

1-asaldır. 

Önerme 3.1.10. [11]   bir yakın halka ve     olsun.  , 3-asal ise  , 2-asaldır. 

Sonuç 3.1.11. [11]      yakın halka ve     olsun.  , 3-asal ideal ise  , 2-asal ve 

dolayısı ile 0-asal idealdir. 

Tanım 3.1.12. [2,8]   bir yakın halka ve      olmak üzere; 

a)      için      olduğunda     oluyorsa   idealine 0-yarı asal ideal, 

b)       için      olduğunda     oluyorsa   idealine 1-yarı asal ideal, 

c)       için      olduğunda      oluyorsa   idealine 2-yarı asal ideal, 

d)      için       olduğunda     oluyorsa   idealine 3-yarı asal ideal, 

e)      için      olduğunda     oluyorsa   idealine c-(tam)yarı asal ideal 

denir. 

Tanım 3.1.13. [3]   yakın halkasının sıfır ideali k=0,1,2,3,c olmak üzere k-yarı asal 

ideal olduğunda,   yakın halkasına k-yarı asal yakın halka denir. 



12 
 

    ve k=0,1,2,3,c olsun. Bu durumda,   „nın k-yarı asal ideal olması için gerek ve 

yeter Ģart     „nın k-yarı asal yakın halka olmasıdır. 

Önerme 3.1.14. [16] k=0,1,2,3,c için     k-asal ideal olsun. Bu durumda  , k-yarı 

asal idealdir. 

İspat: Bu önermeyi c-asallık için ispatlayalım. Diğerleri için de ispatın benzer 

Ģekilde olduğu görülür.  , c-asal ideal olsun ve      için      olsun.     

olduğunu gösterelim. Özel olarak     seçilirse,  

     

olur ve  , c-asal olduğundan, 

    

dır. Dolayısıyla  , c-yarı asaldır. 

Örnek 3.1.15. Örnek 2.2.9 „daki   yakın halkasının   {     idealini ele alalım. 

    ve     iken,  

        

dır. Bu durumda  , c-asal ideal değildir. Fakat     ve     için  

     

 olduğundan  , c-yarı asal idealdir.  

Lemma 3.1.16. [20] Eğer   sıfır simetrik bir yakın halka ve     ise      dır. 

İspat: Gerçekten      ve   sıfır simetrik olduğundan     ve     için, 

               

olup, 

     

dır. 

Lemma 3.1.17.   sol değiĢmeli bir yakın halka ise sıfır simetriktir. 

İspat:   sol değiĢmeli yakın halka olsun.      için, 

             

dır. Böylece  , sıfır simetrik yakın halkadır. 
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Lemma 3.1.18. [21]   sıfır simetrik yakın halka ve  ,   ‟nin c-yarı asal ideali olsun. 

Bu durumda       için      olması      ve       olmasını gerektirir. 

İspat: Kabul edelim ki;  ,   ‟nin bir c-yarı asal ideali ve       için      olsun. 

  sıfır-simetrik yakın halka olduğundan Lemma 3.1.16 „dan      dir. Bu 

durumda, 

                 

dir. Ayrıca   bir c-yarı asal ideal olduğundan      dir. Buradan      için      

olduğundan, 

                    

olup   „nın c-yarı asal ideal olmasından, 

      

dir. 

Lemma 3.1.19. [14]   sıfır simetrik yakın halka,  ,   ‟nin c-yarı asal ideali ve  ,   

‟nin boĢtan farklı bir alt cümlesi olmak üzere         ‟nin bir idealidir. 

İspat: Lemma 2.2.5 ‟ten         ‟nin bir sol idealidir. Bu durumda       „nın sağ 

ideal olduğunu gösterelim.         olsun. Buradan      yani      için 

     dır. Dolayısıyla Lemma 3.1.18 ‟den      dir.     olsun. 

                      

ve   bir c-yarı asal ideal olduğundan      için       dir. Bu durumda       

dir. Yani          dir. Dolayısıyla      ,   ‟nin bir idealidir. 

3.2. 3-Asal İdeal ve c-Asal İdeal Arasındaki İlişkiler 

Bundan önceki bölümde tanımlanan asal idealler arasında çeĢitli iliĢkiler mevcuttur. 

Bundan sonraki kısımda literatürde de geniĢ yer tutan 3-asal idealler ile c-asal 

idealler arasındaki iliĢkiler verilecektir. 

Önerme 3.2.1. [10]   yakın halka ve     olsun.  , c-asal ideal ise bu durumda  , 

3-asal idealdir. 

İspat:  , c-asal ideal olsun.        için,  
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iken     veya     olduğunu göstermeliyiz.       olsun. Bu durumda, 

      

olur.  , c-asal olduğundan, 

     

veya  

    

olur. Üstelik her c-asal ideal aynı zamanda c-yarı asal ideal oluğundan,  

    

 veya  

    

 dır. Böylece  , 3-asal idealdir. 

Önerme 3.2.2. [22]  , sağ değiĢmeli yakın halka ve     olsun. Bu durumda   „nın 

3-asal ideal olması için gerek ve yeter Ģart   „nın c-asal ideal olmasıdır. 

İspat: Kabul edelim ki   sağ değiĢmeli yakın halka ve     olsun. Önerme 3.2.1 

„den  , c-asal ideal ise  , 3-asal idealdir. Diğer taraftan,       için      ve  , 3-

asal ideal olsun. Bu durumda,   sağ değiĢmeli ve   ideal olduğundan, 

          

                                                                       

                                                                      

olur. Buradan  , 3-asal ideal olduğundan ya     ya da      olur. Eğer      

ise, 

      

dır ve yine  , 3-asal ideal olduğundan     dır. Böylece  , c-asal idealdir. 

Örnek 3.2.3. [23]    üzerinde “  ”  iĢlemi aĢağıdaki gibi tanımlansın. 
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  0 1 2 3 4 5 

0 0 0 0 0 0 0 

1 3 1 5 3 1 5 

2 0 2 4 0 2 4 

3 3 3 3 3 3 3 

4 0 4 2 0 4 2 

5 3 5 1 3 5 1 

   sağ değiĢmeli bir yakın halkadır. Bu yakın halka üzerinde   {       ideali 

alınsın. Bu durumda     {       için    {       olduğundan  , c-asal idealdir. 

Aynı zamanda     {       için     {       olduğundan  , 3-asal idealdir. 

Önerme 3.2.4. [22]  , sol değiĢmeli yakın halka ve     olsun. Bu durumda,   „nın 

3-asal ideal olması için gerek ve yeter Ģart   „nın c-asal ideal olmasıdır.  

İspat: Varsayalım ki   sol değiĢmeli yakın halka,       için      ve   3-asal 

ideal olsun. Bu durumda, Lemma 3.1.16 ve Lemma 3.1.17 „den 

        

                                                                       

                                                                      

dır.  , 3-asal ideal olduğundan     veya     olup  , c-asal idealdir. Diğer taraftan, 

 , c-asal ideal iken Önerme 3.2.1 „den 3-asal idealdir. 

Örnek 3.2.5. [16]   {         Klein-4 grubu üzerinde çarpma iĢlemi aĢağıdaki 

Ģekilde tanımlansın. 

 

 

 

 , sol değiĢmeli yakın halkadır ve   {    ,   „nin bir idealidir.       için 

     olduğundan  , c-asal ideal ve ayrıca       için       olduğundan  , 3-

asal idealdir. 

. 0 a b c 

0 0 0 0 0 

a a a a a 

b 0 a b c 

c a 0 c b 
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Önerme 3.2.6. [13]  , sıfır simetrik medial yakın halka ve     olsun.  , 3-asal 

ideal olması için gerek ve yeter Ģart   „nın c-asal ideal olmasıdır. 

İspat: Varsayalım ki   medial yakın halka,   3-asal ideal ve      olacak Ģekilde 

      olsun. Bu durumda, Lemma 3.1.16 „dan  

               

dır.  , 3-asal olduğundan ya      veya     olur. Eğer      ise, Lemma 3.1.16 

„dan 

      

olup,  , 3-asal ideal olduğundan     olur. Böylece  , c-asal idealdir. Tersi ise 

Önerme 3.2.1 „den açıktır. 

Önerme 3.2.7. [17]   sıfır simetrik sol dağılmalı yakın halka ve     olsun. Bu 

durumda   „nın 3-asal ideal olması için gerek ve yeter Ģart   „nın c-asal ideal 

olmasıdır. 

İspat: Kabul edelim ki   sıfır simetrik sol dağılmalı yakın halka ve       için 

     olsun. Önerme 3.2.1 „den bir c-asal ideal aynı zamanda bir 3-asal idealdir. 

Tersini gösterelim.  , 3-asal ideal olsun. Bu durumda,     için,   sol dağılmalı 

olduğundan ve Lemma 3.1.16 „dan, 

           

dır. Buradan, 

      

dır.  , 3-asal ideal olduğundan     veya     dır. Böylece  , c-asal idealdir. 

Önerme 3.2.8. [17]  , sağ dağılmalı yakın halka ve     olsun. Bu durumda   „nın 

3-asal ideal olması için gerek ve yeter Ģart   „nın c-asal ideal olmasıdır. 

İspat: Kabul edelim ki   sağ dağılmalı yakın halka ve      olacak Ģekilde 

      olsun.  , 3-asal ideal olsun. Bu durumda,     için, 

           

dır. Böylece, 
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dır.  , 3-asal ideal olduğundan     veya     dır. Buradan  , c-asal idealdir. Diğer 

taraftan, Önerme 3.2.1 „den c-asal ideal aynı zamanda 3-asal idealdir. 

Önerme 3.2.9. [17]   sıfır simetrik sol sağılmalı yakın halka ve     olsun. Bu 

durumda   „nın c-yarı asal ideal olması için gerek ve yeter Ģart   „nın 3-yarı asal ideal 

olmasıdır. 

İspat: Önerme 3.2.7 „nin ispatında özel olarak     alınırsa ispat kolaylıkla 

görülür. 

Önerme 3.2.10. [17]   sağ dağılmalı yakın halka ve     olsun. Bu durumda,   

„nın c-yarı asal ideal olması için gerek ve yeter Ģart   „nın 3-yarı asal ideal olmasıdır. 

İspat: Önerme 3.2.8 „in ipatında     alınırsa ispat kolaylıkla görülür. 

3.3. IFP İdealler ve Asal idealler 

Tanım 3.3.1. [7]       için      olması      için       olmasını 

gerektiriyorsa   yakın halkasına araya çarpan alma özelliğini sağlıyor veya IFP 

yakın halka denir. Eğer     ve   ⁄  bir IFP yakın halka ise   „ya   „nin IFP ideali 

denir [21].  

Yakın halkalarda IFP kavramı literatürdeki diğer kavramlarla yakın iliĢki 

içerisindedir. Bu tez çalıĢmasının konusu olan asallık kavramının IFP ile iliĢkisi 

önermelerle verilecektir. 

Önerme 3.3.2. [21]   bir yakın halka ve  ,   „nin IFP ideali olsun. Eğer  , 3-(yarı) 

asal ideal ise bu durumda   c-(yarı) asal dır. 

İspat:  , 3-asal ideal ve       için      olsun.  , IFP ideal olduğundan       

dır.  , 3-asal ideal olduğundan     veya     dır. Böylece  , c-asal idealdir. (    

alınırsa c-yarı asallık için de ispat benzer Ģekilde görülür). 

Önerme 3.3.3. [21]   sıfır simetrik bir yakın halka ve  ,   „nin c-yarı asal ideali 

olsun. Bu durumda  , IFP idealdir. 

İspat: Varsayalım ki   c-yarı asal ideal ve       için      olsun.   sıfır 

simetrik yakın halka olduğundan Lemma 3.1.16 „dan      dır.  
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ve  , c-yarı asal ideal olduğundan, 

     

olur.      için, 

                    

dır. Buradan,   c-yarı asal olduğundan       dır. Böylece   bir IFP idealdir. 

Sonuç 3.3.4. [21]   sıfır simetrik bir yakın halka ve  ,   yakın halkasının c-asal 

ideali olsun. Bu durumda  , IFP idealdir. 

İspat: Eğer  ,   „nin bir c-asal ideali ise bu durumda Önerme 3.1.14 „ten  , c-yarı 

asal idealdir. Böylece ispat, Önerme 3.3.3 „ten açıktır. 

c-(yarı) asal idealler ile IFP idealler arasındaki ek bir Ģart gerekmeden elde edilen 

iliĢki 3-asal idealler ile IFP idealler arasında görülmez. Yani IFP olup 3-asal olmayan 

birçok ideal vardır [24]. Ancak aĢağıdaki önerme verilebilir. 

Önerme 3.3.5. [21]   sıfır simetrik medial yakın halka ve  ,   yakın halkasının bir 

3-asal ideali olsun. Bu durumda  , IFP idealdir. 

İspat:   medial bir yakın halka ve  ,   „nin 3-asal ideali olsun. Önerme 3.2.6 „dan  , 

c-asal idealdir. Sonuç 3.3.4 ‟ten   „nın IFP ideal olduğu açıktır. 

Önerme 3.3.6. [21]  ,   yakın halkasının bir IFP ideali ise      ,   „nin bir idealidir 

ve üstelik      ,   „nin IFP idealidir. 

İspat:   bir IFP ideal olduğundan      ,   „nin bir idealidir [16].       için 

         olduğunda      için           olduğunu gösterelim.          ise 

     için, 

      

ve  , IFP ideal ideal olduğundan,      için 

       

dır. Buradan          dır ve böylece           olduğu görülür. 
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Önerme 3.3.7. [21]   bir IFP yakın halka olsun. O halde      için      ,   „nin 

bir IFP idealidir. 

İspat:  , IFP yakın halka olduğundan      için         dir [16].       için 

         olsun. Bu durumda,  

      

dır.  , IFP yakın halka olduğundan      için, 

         

dır. Buradan      için           olup böylece      ,   „nin bir IFP idealidir. 

Sonuç 3.3.8. [21]  ,   yakın halkasının ideali olsun. 

a)  , sağ değiĢmeli yakın halka ise  , IFP idealdir. 

b)  , sol değiĢmeli yakın halka ise  , IFP idealdir. 

c)  , sağ dağılmalı yakın halka ise  , IFP idealdir. 

d)  , sol dağılmalı ve sıfır simetrik yakın halka ise  , IFP idealdir. 

İspat:       için      olsun.      için, 

a)             , 

b)              (    ), 

c)              , 

d)               (    ). 



 

4. YAKIN HALKALARDA P-v-ASALLIK KAVRAMI 

4.1. Yakın Halkaların  -c-Asal İdealleri 

Tanım 4.1.1. [14]         olmak üzere     için        olması     

veya     olmasını gerektiriyorsa,   ‟nin   idealine  -asal ideal denir. 

Eğer     ise bu taktirde   ‟nin bir  -asal ideali aynı zamanda   ‟nin bir asal 

idealidir. Eğer  ,   ‟nin bir asal ideali ise, bu durumda   ‟nin tüm   idealleri için   

bir  -asal idealdir. Fakat tersi genelde doğru değildir. Bu durum, aĢağıdaki önerme 

ve örnek ile verilmiĢtir. 

Önerme 4.1.2.    bir yakın halka ve     olsun.   asal ideal ise      için  ,  -

asaldır. 

İspat:  ,   „nin bir asal ideal ise bu durumda,       için      iken     veya 

    dır.        olsun. 

         

olup, 

     

dır.   asal ideal olduğundan     veya     dır. Böylece  ,  -asaldır. 

Örnek 4.1.3   {         Klein-4 grubu verilsin ve   üzerinde çarpma iĢlemi 

aĢağıdaki gibi tanımlansın. 

 

 

 

Bu durumda         bir yakın halkadır.   ‟nin idealleri {  , {    , {     ve   dir. 

{    {     {   iken {     {   ve {     {   olduğundan   ‟nin {   ideali bir 

asal ideal değildir. Fakat   {     için {   ideali bir  -asal idealdir. 

Tanım 4.1.4. [15]   yakın halka ve        olsun. Eğer       için        

iken     veya     oluyorsa,   ‟ya  -c-asal ideal denir. 

. 0 a b c 

0 0 0 0 0 

a 0 a 0 a 

b 0 0 b b 

c 0 a b c 
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Eğer     için        iken     oluyorsa,   ‟ya  -c-yarı asal ideal denir. 

    ise  -c-asal ( -c-yarı asal) ideal aynı zamanda bir c-asal (c-yarı asal) idealdir. 

Önerme 4.1.5.   bir yakın halka ve        olsun. Eğer  ,  -c-asal ideal ise  ,  -c-

yarı asal idealdir. 

İspat:  ,  -c-asal ideal olsun.     için        iken     olduğunu 

gösterelim.  ,  -c-asal ideal olduğundan,        için         iken     veya 

    dır. Özel olarak,     seçilirse, 

       

ve buradan, 

    

dır. Böylece  ,  -c-yarı asal ideal olur. 

Bu önermenin tersinin genelde doğru olmadığını aĢağıdaki örnekle gösterelim. 

Örnek 4.1.6. Örnek 2.2.9 „dan   {                 yakın halkası için   {     ve 

  {   ideallerini ele alalım.   {     ve   {     için     {   {     dir ve 

dolayısıyla  ,  -c-asal ideal değildir. Fakat         için    {   {     

olduğundan  ,  -c-yarı asal idealdir. 

Önerme 4.1.7. [15]   bir yakın halka ve     olsun.  , c-asal ideal ise      

için  ,  -c-asal idealdir. 

 İspat:  , c-asal ideal olsun. Bu durumda        için      iken     veya 

    dır.      için        olsun. 

          

olduğundan, 

     

olur.  , c-asal olduğundan, 

    

veya 
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dır. Böylece  ,  -c-asal idealdir. 

Örnek 4.1.8 ile Önerme 4.1.7 „nin tersinin doğru olmadığı gösterilmiĢtir. 

Örnek 4.1.8.   {         Klein-4 grubu üzerinde çarpma iĢlemi aĢağıdaki gibi 

tanımlansın. 

 

 

  

  yakın halkası üzerinde   {       alalım. Bu durumda,     fakat         

olduğundan   c-asal ve c-yarı asal ideal değildir. Fakat   {       için  ,  -c-

asal ve  -c-yarı asal idealdir.  

Sonuç 4.1.9.   bir yakın-halka ve       olsun.  , c-asal ideal ise  ,  -c-yarı asal 

idealdir. 

İspat: Önerme 4.1.7 „den  , c-asal ideal ise  ,  -c-asal idealdir. Önerme 4.1.5 „dan  , 

 -c-asal ideal ise  ,  -c-yarı asal idealdir. 

Tanım 4.1.10. [15]   bir yakın halka ve      olsun. Eğer  ,  -c-asal ideal ise bu 

taktirde   ‟ye bir  -c-asal yakın halka denir. Eğer  ,  -c-yarı asal ideal ise bu 

taktirde   ‟ye bir  -c-yarı asal yakın halka denir.  

4.2. Yakın Halkaların P-3-Asal İdealleri 

Bu bölümde, ilk kez  -3-(yarı)asal ideal kavramı tanımlanacaktır. 

Tanım 4.2.1.   yakın halka,       olsun.        için         olması 

    veya     olmasını gerektiriyorsa,   ‟nin   idealine  -3-asal ideal denir.  

Eğer       ideali alınırsa  ,  -3-asal ideali aynı zamanda 3-asal ideal olur. 

Önerme 4.2.2.   bir yakın halka,     olsun.  , 3-asal ideal ise      için  ,  -3-

asal idealdir. 

İspat:  , 3-asal ideal olsun.        için         iken     veya     

olduğunu göstermeliyiz.  

. 0 1 2 3 

0 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 

2 0 0 0 0 

3 1 1 1 3 
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ve 

        

olduğundan, 

      

dır.  , 3-asal ideal olduğundan, 

    

veya 

    

dir. Böylece  ,  -3-asal idealdir. 

Örnek 4.2.3 ile Önerme 4.2.2 „nin tersinin genelde sağlanmadığı gösterilmiĢtir. 

Örnek 4.2.3.   {         Klein-4 grubu üzerinde çarpma iĢlemi aĢağıdaki gibi 

tanımlansın. 

 

 

  

  yakın halkası üzerinde   {       alalım.   {       için  ,  -3-asal 

idealdir. Örneğin,     fakat 

        

dir. Fakat,     iken 

         

olduğundan  , 3-asal ideal değildir.   

Tanım 4.2.4.   bir yakın halka ve       olsun.      için         olması 

    olmasını gerektiriyorsa,   ‟nin   idealine  -3-yarı asal ideal denir. 

Eğer       ideali alınırsa  ,  -3-yarı asal ideali aynı zamanda 3-yarı asal ideal 

olur. 

. 0 1 2 3 

0 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 

2 0 0 0 2 

3 1 1 1 3 
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Önerme 4.2.5.   bir yakın halka ve     olsun.  ,  -3-asal ideal ise      için  , 

 -3-yarı asal idealdir. 

İspat:  ,  -3-asal ideal olsun. Bu durumda,        için         iken     

veya     dır. Özel olarak     alınırsa,  

        

olur.  ,  -3-asal ideal olduğundan, 

    

dır. Böylece  ,  -3-yarı asal ideal olur. 

AĢağıdaki örnek, Önerme 4.2.5 „in tersinin genelde doğru olmadığını gösterir. 

Örnek 4.2.6. Örnek 3.2.3 „teki    yakın halkasını ele alalım.   {   ve   {  ,   

„nin iki ideali olmak üzere     {   {   iken   {   ve   {   olduğundan  , 

 -3-asal değildir. Ancak her       için,  

    {   {   

olduğundan  ,  -3-yarı asal idealdir. 

Tanım 4.2.7.   bir yakın halka ve     olsun. Eğer  ,  -3-asal ideal ise bu 

taktirde   ‟ye bir  -3-asal yakın halka denir. Eğer  ,  -3-yarı asal ideal ise bu 

taktirde   ‟ye bir  -3-yarı asal yakın halka denir.  

4.3. P-3-Asal ve P-c-Asal İdeal Arasındaki İlişkiler 

Bu bölümde, her  -c-asal idealin  -3-asal ideal olduğu ve bu durumun tersinin her 

zaman sağlanmayıp, farklı yakın halka sınıflarında sağlandığı önermelerle 

verilecektir. 

Önerme 4.3.1.   bir yakın halka ve       olsun.  ,  -c-asal ideal ise  ,  -3-asal 

idealdir. 

İspat:  ,  -c asal ideal olsun.   ‘nın  -3-asal ideal olduğunu göstermek için,       

için, 
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iken     veya     olduğunu göstermeliyiz.         olsun. Bu durumda, 

    için, 

        

dır.  ,  -c-asal ideal olduğundan,  

     

veya 

    

dır. Buradan  ,  -c-asal ideal ise  ,  -c-yarıasal ideal olduğundan,  

    

dır. Böylece  ,  -3-asal idealdir. 

Önerme 4.3.1 „den de görüldüğü gibi her  -c-asal ideal aynı zamanda  -3-asal 

idealdir. Fakat bu durumun tersi genelde doğru değildir. Bu kısımdan itibaren bazı 

Ģartlar altında (sağ değiĢmeli, sol değiĢmeli, değiĢmeli, sağ dağılmalı, sol dağılmalı, 

IFP)  -3-asal idealin aynı zamanda  -c-asal ideal olduğu verilecektir. 

Önerme 4.3.2.  , sağ değiĢmeli yakın halka,       ve     olsun.   „nın  -3-

asal ideal olması için gerek ve yeter Ģart   „nın  -c-asal ideal olmasıdır. 

İspat:  ,  -c-asal ideal iken Önerme 4.3.1 „den  ,   -3-asal idealdir. Diğer taraftan  , 

 -3-asal ideal iken  -c-asal ideal olduğu gösterilmelidir. Bunun yerine dengi olan  , 

 -c-asal ideal değil iken  -3-asal ideal olmadığını gösterelim.  ,  -c-asal ideal 

olmasın ve       için     ve     olsun.         olduğunu göstermeliyiz. 

Önerme 4.1.7 „den  ,  -c-asal ideal olmadığından  , c-asal ideal de değildir. Bu 

durumda    ,     için      dır.   sağ değiĢmeli yakın halka ve     

olduğundan, 

            

                                                                         

                                                                        

                                                                      

dır. Dolayısı ile  ,  -3-asal ideal değildir. 
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Örnek 4.3.3. Örnek 3.2.3 „teki    yakın halkasını ele alalım. Bu yakın halka aynı 

zamanda sağ değiĢmeli bir yakın halkadır.    „nın     Ģartını sağlayacak Ģekilde 

  {     ve   {     ideallerini ele alalım. Bu durumda  , hem  -c-asal ideal hem 

de  -3-asal idealdir.  

Önerme 4.3.4.    sol değiĢmeli yakın halka,       ve     olsun.  ‟ nın  -3-asal 

ideal olması için gerek ve yeter Ģart   „nın  -c-asal ideal olmasıdır. 

İspat: Önerme 4.3.1 „den  ,  -c-asal ideal iken   „nın  -3-asal ideal olduğu açıktır. 

Tersini göstermek için,  ,  -3-asal ideal iken  -c-asal ideal olduğu gösterilmelidir. 

Buna denk olan  ,  -c-asal ideal değil iken  -3-asal ideal olmadığı gösterilirse ispat 

tamamlanır.  ,  -c-asal ideal olmasın ve       için    ,     olsun.   „nın  -3-

asal ideal olmadığını gösterelim.     ve     iken         olduğunu 

göstermeliyiz. Önerme 4.1.7 „den  ,  -c asal ideal olmadığından  , c-asal ideal de 

değildir. Bu durumda     ve     iken      dır.   sol değiĢmeli yakın halka 

olduğundan, Lemma 3.1.16 ve Lemma 3.1.7 „den 

            

                                                                         

                                                                        

                                                                      

olur. Böylece,  ,  -3-asal ideal değildir. 

Örnek 4.3.5.   {         Klein-4 grubu ikinci iĢlemi aĢağıdaki tablo ile verilen 

bir yakın halka olsun. 

. 0 a b c 

0 0 0 0 0 

a 0 0 0 0 

b 0 0 b b 

c 0 0 b b 

Bu yakın halka aynı zamanda sol değiĢmelidir.   {       olmak üzere     

olacak Ģekilde   {  ,   „nin bir idealidir. Bu durumda  ,  -c-asal ideal ve aynı 

zamanda  -3-asal idealdir.  
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Önerme 4.3.6.   sağ dağılmalı yakın halka,       ve     olsun.  ,  -3-asal 

idealdir ancak ve ancak  ,  -c-asal idealdir. 

İspat:  ,  -3-asal ideal iken   -c-asal ideal olduğunu göstermek yerine buna denk 

olan  ,  -c-asal ideal değil iken  -3-asal ideal olmadığını gösterelim.  ,  -c-asal 

ideal olmasın ve       için     ve     olsun.   „nın  -3-asal ideal olmadığını 

gösterelim. Önerme 4.1.7 „den  ,  -c-asal ideal olmadığından  , c-asal ideal de 

değildir. Bu durumda,     ve     iken      dır.   sağ dağılmalı yakın halka ve 

     olduğundan, 

             

                                                                          

                                                                         

                                                                       

                                                                     

dır. Böylece  ,  -3-asal ideal değildir. Tersine, Önerme 4.3.1 „den  ,  -c-asal ideal 

iken   „nın  -3-asal ideal olduğu açıktır. 

Önerme 4.3.7.   sıfır simetrik sol dağılmalı yakın halka,       ve     olsun.   

„nın  -3-asal ideal olması için gerek ve yeter Ģart   „nın  -c-asal ideal olmasıdır. 

İspat:  ,  -3-asal ideal iken  -c-asal ideal olduğu göstermek yerine dengi olan  ,  -

c-asal ideal değil iken  -3-asal ideal olmadığını gösterelim.  ,  -c-asal ideal olmasın 

ve       için     ve     olsun.   „nın  -3-asal ideal olmadığını gösterelim. 

Önerme 4.1.7 „den  ,  -c-asal ideal olmadığından  , c-asal ideal de değildir. Bu 

durumda,     ve     iken 

     

dır.   sol dağılmalı yakın halka ve Lemma 3.1.16 „dan, 
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dır. Böylece  ,  -3-asal ideal değildir. Diğer taraftan, Önerme 4.3.1 „den  ,  -c-asal 

ideal iken   „nın  -3-asal ideal olduğu açıktır. 

Örnek 4.3.8. Örnek 4.3.5 „te   {         ile verilen yakın halka sıfır simetrik sol 

dağılmalı bir yakın halkadır.   {       ve   {     için görülür ki  ,  -c-

asal ve aynı zamanda  -3-asal idealdir. 

Önerme 4.3.9.   değiĢmeli yakın halka,       ve     olsun.   „nın  -3-asal 

ideal olması için gerek ve yeter Ģart   „nın  -c-asal ideal olmasıdır. 

İspat:  ,  -3-asal ideal iken  -c-asal ideal olduğunu göstermek yerine, bunun dengi 

olan  ,  -c-asal ideal değil iken  -3-asal ideal olmadığını gösterelim.  ,  -c-asal 

ideal olmasın.       için     ve     olsun. Önerme 4.1.7 „den  ,  -c-asal ideal 

olmadığından  , c-asal ideal de değildir. Bu durumda,     ve     iken 

     

dır.   değiĢmeli bir yakın halka ve      olduğundan, 

            

                                                                          

                                                                         

                                                                      

dır. Böylece  ,  -3-asal ideal değildir. Diğer taraftan, Önerme 4.3.1 „den  ,  -c-asal 

ideal iken   „nın  -3-asal ideal olduğu açıktır. 

Önerme 4.3.10.   bir yakın halka,     IFP ideal,     ve     olsun.   „nın,  -

3-asal ideal olması için gerek ve yeter Ģart   „nın  -c-asal ideal olmasıdır. 

İspat:  ,  -c-asal ideal iken   „nın  -3-asal ideal olduğu Önerme 4.3.1 „den açıkça 

görülür. Diğer taraftan,  ,  -3-asal ideal iken  -c-asal ideal olduğu gösterilmelidir. 

Bunun için dengi olan  ,  -c-asal ideal değil iken  -3-asal ideal olmadığını 

gösterelim.  ,  -c-asal ideal olmasın ve       için     ve     olsun.   „nın  -

3-asal ideal olmadığını gösterelim.  ,  -c-asal ideal olmadığında c-asal ideal de 

olmadığı Önerme 4.1.7 „den açıkça görülür. Buradan,     ve     iken 
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dır.  , IFP ideal olduğundan      için       dır. Bu durumda, 

      

dır. Aynı zamanda     olduğundan,  

        

dır ve böylece  ,  -3-asal ideal değildir. 



 

5. YAKIN HALKALARDA BAZI GENELLEŞTİRMELER 

5.1.  -birim ve  -invers Kavramları 

Tanım 5.1.1. [15]   bir yakın halka,     ve     olsun. Eğer      için 

       ise   ‟ye  -sağ birim,        ise   ‟ye  -sol birim,   elemanı hem 

 -sağ birim hem de  -sol birim ise   „ye   yakın halkasında bir  -birim denir.   

‟nin  -birim elemanlarını içeren küme    ile gösterilir. 

Eğer     ise, bu taktirde   ‟nin  -birimi aynı zamanda   ‟nin birimidir. Eğer   

bir birim eleman ise bu durumda   ‟nin tüm   idealleri için   bir  -birim elemandır. 

Fakat genelde   ‟nin bir  -birim elemanı   ‟nin birim elemanı olmak zorunda 

değildir. 

Örnek 5.1.2. Örnek 3.2.3 „teki    yakın halkasını ele alalım.    {        olsun. 

Bu durumda        için       olduğundan     sol birim değildir. Fakat 

     için         olduğundan     bir   -sol birimdir. Ayrıca     sağ 

birim ve aynı zamanda bir   -sağ birimdir. Dolayısıyla, 4 birim değil, fakat bir   -

birimdir. Ayrıca   -birimlerin cümlesi    
 {     dir. 

Diğer taraftan,    {           ise bu taktirde   -sağ birimlerin cümlesi    ve   -

sol birimlerin cümlesi   ‟dir. Dolayısıyla   -birimlerin cümlesi   ‟dir. 

Teorem 5.1.3. [15]         bir yakın halka ve     olsun.      ise bu durumda 

  ,       ‟nın bir alt yarı grubudur.                                                  

Sonuç 5.1.4. [15]   bir yakın halka ve       olsun.  -birimlerin cümlesi    ve  -

birimlerin cümlesi    olmak üzere; 

a) Eğer     ise, bu durumda       dır. 

b) Eğer     ise, bu durumda      dir. 

İspat: a) Tanım 5.1.1 ’den      ise, bu taktirde      için, 

       

ve 

       

dir.     olduğundan      için, 
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ve 

       

dir. Dolayısıyla      dır. O halde         dır. 

b) Eğer     ise      için        ve        olduğundan, 

       

dir. 

Tanım 5.1.5. [15]   bir yakın halka ve    olsun.     için, 

  
   {   |        

kümesine   ‟in  -sağ inverslerinin kümesi, 

  
   {   |        

kümesine   ‟in  -sol inverslerinin kümesi denir. 

  
     

     
   

kümesine de   ‟in  -inverslerinin kümesi denir. 

Örnek 5.1.6. Örnek 3.2.3 ’te verilen            yakın halkasında   {     

idealini ele alalım. Bu durumda   
       

  ,   
   {       

  ,   
   {     

  
  ,   

       
  ,   

   {       
   ve   

   {       
   olduğundan 

  
     

   {     ve   
     

   {     dir. 

5.2. P-birim ve P-invers İlişkileri 

Bu bölümde, Bölüm 5.1 „de verilen kavramlarla ilgili bazı orijinal sonuçlar 

verilecektir. 

Önerme 5.2.1.   bir yakın halka ve       için         olsun. Eğer  , birimi 

  olan bir yakın halka ise           dir. Aksi takdirde boĢ kümedir. 

İspat:         olsun. Bu durumda,      dir. Tanım 5.1.1 ’den      ise 

     için, 
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ve  

       

dir.      olduğundan      için,  

       

ve  

       

dır. Buradan, 

         

ve 

         

dır.         olduğundan, 

     

ve 

     

dır. Eğer,   birimli ise  ,  -nin birim elemanıdır ve           dır. Aksi 

takdirde         dir. 

Önerme 5.2.2.   bir yakın halka ve       olsun.     ise   
     

   dır. 

İspat:     
   olsun. Tanım 5.1.5 ‟ten     

     
   dir. Buradan, 

    
   

ve  

    
   

dir.     
   ise 

      

dir. Aynı zamanda,     
   ise 
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dir. Sonuç 5.1.4 ‟ten     olduğundan       dır. Buradan,  

      

ve 

      

dır. Böylece,     
   ve     

   olup 

    
     

   

ve buradan, 

    
   

dır. Dolayısıyla   
     

   dır. 

Önerme 5.2.3.   bir yakın halka ve     olsun.     ise   
     dir. 

İspat :   
     olduğu açıktır. Diğer taraftan,     olsun.     

   olduğunu 

gösterelim.  

  
     

     
   

olduğundan, 

    
   

ve 

    
   

olduğunu, yani  

      

ve  

      

olduğunu göstermeliyiz. Sonuç 5.1.4 ‟ten     ise      dir. Dolayısıyla, 

      yani      olduğundan ve       yani      olacağından    
     

olur. 

Önerme 5.2.4.   bir yakın halka,     ve   ,  -birimlerin kümesi olsun.      

ise         
    dir. 
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İspat:      olsun. Teorem 5.1.3‟ten        bir yarı grup olduğundan,   

      

dir. Buradan, 

    
   

dir. Böylece, 

       
   

olur. 
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SONUÇ 

 

Bu tezde ilk olarak; yakın halka kavramı ve temel özellikleri verilmiĢtir. Ardından 

yakın halkalarda asallık kavramı ve asal ideal türleri incelenmiĢtir. Ayrıca yakın 

halkalarda 3-asallık kavramının genelleĢtirilmesi olan P-3-asal ideal, P-3-yarı asal 

ideal, P-3-asal yakın halka kavramları tanımlanmıĢ ve farklı asallık tipleri ile 

arasındaki iliĢkiler incelenmiĢtir. Son bölümde ise, yakın halkanın bir   ideali 

kullanılarak yakın halkanın P-(sağ-sol) birim, P-invers kümeleri verilmiĢ ve bu 

kümeler arasındaki iliĢkiler incelenmiĢtir.  
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