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OZET

Bu tez c¢aligmasinda, kesirli kismi tirevli diferansiyel denklemlerin yar1 analitik
¢ozlmlerinin elde edilmesini saglayan genellestirilmis tanh yontemi ve deneme denklem
yontemi ele alinmustir. Genellestirilmis tanh yontemi sirasiyla zaman-uzay kesirli lineer
olmayan Foam Drainage, zaman-uzay kesirli potansiyel Kadomtsev-Petviashvili, zaman-
uzay kesirli lineer olmayan KdV ve zaman Kkesirli reaksiyon-difiizyon denklemlerine
uygulanmigtir. Ayrica yari analitik bir yéntem olan deneme denklem ydntemi zaman-uzay
kesirli lineer olmayan KdV denklemine uygulanmistir. Bu iki yontemden elde edilen
sonuglar karsilastirilmig ve literatirde yer almayan farkli hareketli dalga ¢ozimleri elde

edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis tanh yontemi, Deneme Denklem yoéntemi, Lineer
olmayan Kkesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemler, Hiperbolik fonksiyon ¢dztmleri,

Trigonometrik fonksiyon ¢ozimleri.
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ABSTRACT

In this thesis, generalized tanh method and trial equation method which provide semi-
analytical solutions of fractional partial differential equations are discussed. The generalized
Tanh method was applied to time-space fractional non-linear Foam Drainage, time-space
fractional potential Kadomtsev-Petviashvili, time-space fractional non-linear KdV and time
fraction reaction-diffusion equations, respectively. In addition, the trial equation method
which is a semi-analytical method, was applied to the time-space fractional non-linear KdV
equation. The results obtained from these two methods were compared and different

traveling wave solutions were obtained.

Keywords: Extended tanh method, Trial equation method, Nonlinear partial differential
equations with fractional order, Hyperbolic function solutions, Trigonemetric function

solutions.
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1. GIRIS

Kesirli kismi tirevli diferansiyel denklemler, bir¢ok uygulama alani olan
denklemlerdir. Bu uygulama alanlar1; mihendislik, biyoloji, fizik, sistem tanimlama,
kontrol teorisi, finans ve fraksiyonel (kesirli) dinamikler ve sinyal isleme olarak
sOylenebilir. Son zamanlarda yapilan birgok arastirmada bu tarz denklemlerin sik
kullanim1 nedeniyle bu denklemlerin ¢ézimlerini elde etmek odak noktasi haline
gelmistir. Bu sebeple, kesirli kismi tirevli diferansiyel denklemlerin ¢ozumlerinin

smiflandirilmasi igin gesitli yar1 analitik yontemler onerilmistir.

Kesirli mertebeden tlrev tanimi ilk kez 17. yiizyllda Leibniz ve L’Hospital
tarafindan yapilmistir [1]. Diger matematikgiler Riemann, Abel ve Liouville daha
sonra kesirli mertebeden tiirev kavrami {izerine caligmalar yapmislardir. Detayli
olarak kesirli mertebeden tiirevin tanimi ilk kez P. S. Laplace tarafindan belirtilmistir
[2]. Genellestirilmis Gama fonksiyonu kullanilarak, kesirli mertebeden tiirev tanimi
1819 yilinda S. F. Lacroix tarafindan verilmistir [3]. Bugln héla kullanilan Riemann-
Liouville kesirli mertebeden tiirev tanim1 Lacroix’in elde ettigi sonuglar ile aynidir.
Daha sonra kesirli mertebeden tirevin iki farkli tanimi Liouville tarafindan
verilmistir [4]. Caputo farkl bir kesirli mertebeden tiirev tammini ifade etmistir [5].
Caputo’nun ifade ettigi kesirli mertebeden tiirev tanimi; Riemann-Liouville kesirli turev
tanimiyla iliskilendirilerek, klasik anlamda kesirli mertebeden tiirevlerin baslangicidir.
Anton Karl Grinwald ve Aleksey Vasilievich Letnikov tarafindan Griinwald-
Letnikov tlirevi olarak adlandirilan yeni bir kesirli mertebeden tiirev tanimi
verilmistir [6]. Son zamanlarda ise genel Mittag-Leffler fonksiyonunu bir gekirdek
olarak kullanan kesirli mertebeden bir tiirev tanimi Abdon Atangana ve Dumitru
Baleanu tarafindan verilmistir [7]. 2014 yilinda ise “conformable kesirli tiirev”
olarak adlandirilan yeni bir tiirev tanim1 R. Khalil ve ark. tarafindan verilmistir [8].
Klasik tlirev ve integral kavramlarinin genellestirilmesiyle tiim yukarida ifade edilen

kesirli mertebeden tlrev ve integral tanimlari elde edilmistir.

Son zamanlarda gergeklestirilen calismalarada arastirmacilar kesirli kismi tiirevli
denklemlerin analitik ve yar1 analitik ¢oztimleri ile numerik ¢ozimlerinin elde

edilmesi Uzerine incelenmelerde bulunmuslardir. Bu ¢ozumlerin elde edilmesine



olanak saglayan yeni ve farkli yontemlerin gelistirilmesi ve uygulanmasi biiyiik
onem arz etmektedir. Literatlr incelemesi yapildiginda, kesirli kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin analitik ve yar1 analitik ¢6zUmlerinin bulunmasi tizerine

birgok arastirma yapildig1 gozlenmistir.

Kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemler birgok alanda 6rnegin; kontrol teorisi,
finans, sinyal isleme, sistem tanimlama, optik, mekanik miihendisligi, viskoelastisite,
elektromanyetik, termodinamik alanlarinda karsilasilan problemleri ifade etmek igin
kullanilir. Ayrica bu alanlardaki fiziksel olaylarin yorumlanmasi ve aydinlatilmasina

bu tarz denklemlerin katkis1 vardir.

Genel olarak, kesirli kismi tlrevli diferansiyel denklemin tam ¢OzUmini veren
herhangi bir yontem bulunmamaktadir. Bu denklemlerin yaklasik ¢6ziimlerinin elde
edilmesine olanak saglayan Adomian ayristirma yontemi [9], Homotopy
pertirbasyon yontemi [10], sonlu elemanlar yontemi [11], diferansiyel doniisiim
yontemi [12] ve degisim iterasyon yontemi [13] gibi yOntemler Onerilerek

incelenmistir.

Son yillarda farkli kesirli mertebeden tiirev tanimlari kullanilarak olusturulan kesirli
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin hareketli dalga ¢ozumlerini bulmak igin
bircok yontem Onerilmistir. Lineer olmayan kesirli kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin hareketli dalga ¢6zimuinin elde edilmesini saglayan Kkesirsel alt
denklemi verilen yeni bir yontemi Zhang ve Zheng [14, 15] tanimladilar. Bu 6nerilen
yontem Jumarie tarafindan verilen modifiye edilmis Riemann-Liouville tiirevine
dayanmaktadir [16]. Zhang'nin 6nerdigi yontemi gelistiren Guo ve ark. [17] ve Lu
[18] bu gelistirdikleri yontemi bazi lineer olmayan kesirli kismi tiirevli diferansiyel
denklemlere uygulayarak yeni tam c¢ozimlerini elde ettiler. Daha sonra Lu [19] ilk
kez integral yontemini bu tarz denklemlere uygulayip farkli tam c¢oziimler elde
etmistir. Kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimlerinde Jakobi
eliptik fonksiyonlar ilk kez Zhenya Y. tarafindan bulunmustur [20]. Hareketli dalga
cozimleri veren Ustel fonksiyon yontemi [21] ve genellestirilmis iistel fonksiyon
yontemleri [22] sirasiyla Zheng ve Zhang ve ark. tarafindan verilmistir. Daha sonra
Pandir ve ark. [23] genisletilmis deneme denklem yontemini kullanarak, bazi kesirli

kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin farkli tam ¢ozumlerini buldular. Pandir ve



Gurefe [24] kesirli kismi tiirevli genellestirilmis Zakharov-Kuznetsov denkleminin

yeni tam ¢oziimlerini elde etmek i¢in genisletilmis deneme denklem yonteminin yeni
bir versiyonunu onerdiler. Ayrica Zheng [25] (G'/G)-agthm ydntemini

matematiksel fizikte yer alan bazi kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlere

uygulanabilecegi gosterdi.

Literatlr incelemesi yapildiginda tanh yontemleri [26-31] ile deneme denklem
yonteminin [32-35] kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlere uygulanmadigi
goriilmiistiir. Bu sebeble tanh yontemlerden genellestirilmis tanh ydntemini ve
deneme denklem yontemini kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlere uygulayip,
yar1 analitik ¢ozimlerinin elde edilecegi distinilmiistiir. Ayrica bu iki yontemin
karsilastirilmas1 ~ yapilarak, hangisinin daha genel ¢Ozimler verebilecegi

belirlenmistir.

Bu tez c¢alismasinin ikinci boliimiinde, tanh yonteminin bir genellestirilmis hali olan
genellestirilmis tanh yontemi [36] ile deneme denklem yontemi [37-39] lineer
olmayan Kkesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin yari analitik ¢oztmlerini
bulmak icin uygulanmustir. Ik dnce genellestirilmis tanh ydntemi incelenmistir.
Daha sonra bu yontemin kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin hareketli
dalga doniistimlerinin elde edilmesine olanak saglayan hali diizenlenmistir. Ayni
diisiinceyle deneme denklem yontemi kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlere
uygulanmasi i¢in yeniden diizenlenmistir. Bu dizenlenen yontemlerin daha 6nce

literatiire sunulan yontemlerden farkli ve yeni ¢éziimler vermesi hedeflenmistir.

Bu tez ¢alismasinin ti¢lincli boliimiinde; genellestirilmis tanh ydntemi zaman-uzay
kesirli lineer olmayan Foam Drainage, zaman-uzay Kesirli potansiyel Kadomtsev-
Petviashvili, zaman-uzay kesirli lineer olmayan KdV ve zaman kesirli reaksiyon-
difizyon denklemlerine uygulanmistir. Bu problemler icin yeni ve farkli tekil,
karanlik ve tekil-karanlik (soliton) hareketli dalga fonksiyon ¢6ziimleri bulunmustur.
Ayrica zaman-uzay Kesirli lineer olmayan KdV denklemine deneme denklem
yontemi uygulanarak tekil periyodik (soliton) ve tekil (soliton) hareketli dalga

fonksiyon ¢o6ziimleri elde edilmistir. Ayrica elde edilen bu farkli soliton ¢6zim



fonksiyonlarmin davraniglarini anlamlandirmak igin Mathematica paket programi

yardimiyla U¢ boyutlu grafikleri ¢izilmistir.

Bu tez ¢alismasinin sonug ve tartisma boluminde genellestirilmis tanh yontemi ile
deneme denklem ydntemleri yardimiyla bazi lineer olmayan Kkesirli kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin yeni ve farkli hareketli dalga ¢6ziimlerinin elde edildigi,
elde edilen ¢ézlmler incelendiginde uygulanan ydntemlerin lineer olmayan kesirli
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin dalga ¢6zimlerini elde etmek icin uygun ve

etkin olduklar ifade edilmistir.
1.1. Temel Tanimlar

Bu bolumde kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerde yer alan tirev ve integral
kavramlarimin tanmimlar1 ve bunlara ait Ozellikler ifade edilmistir. Kesirli bir
diferansiyel denklem, Kkesirli tlrevleri iceren bir denklemi; Kkesirli bir integral

denklemi ise kesirli integralleri barindiran bir integral denklemidir.

Tamm 1.1: « >0 olmak Uzere f(t) fonksiyonunun t’ye gére @ mc1 mertebeden

Grunwald-Letkikov kesirli tirevi

D/ 1 (x)= lim h“kz:;(—l)k (E‘j f (x—kh), (1.1)

nh=x—-a
olarak ifade edilmektedir [40].

Tamm 1.2: m-1<a<m, meZ’, ve a>0 olmak lzere f(t) fonksiyonunun

nc1 mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi

1 dm t m-a-1
m dtm -([(t—T) f (T)dT, (12)

Dy f(t)=

seklinde ifade edilir [40].



Tanmm 1.3: m—1<a<m, meZ", olmak lizere
1 (m)
°DY| f(t)|=——— | (t—2)"“ '™ (), 1.3
Ol (7) (L3)
seklinde tanimlanan tireve f (t) fonksiyonunun @ mc1 mertebeden Caputo kesirli

mertebeden tlrevi denir.

Tamm 1.4: & >0, n-1<a<n, ve t>C olmak lizere f(t) fonksiyonunun & mc

mertebeden Riemann-Liouville anlaminda kesirli integrali

I[f(t)]=.D[f(t)]= dt’ T jt ) (r)dr,  (1.4)

seklinde gosterilir.

Tamim 1.5: « mc1 mertebeden modifiye edilmis Riemann-Liouville kesirli tlrevi

D f(t) = r(1—a)%i(t‘§)_a(f(§)— £(0))ds, O<a<1

(f(”) (t))(H) , n<a<n+1

(1.5)

olarak tanimlanir [16].

Tammm 1.6: « 1nc1 mertebeden modifiye edilmis Riemann-Liouville kesirli tiirevi

ile ilgili 6zellikler asagidaki gibi ifade edilmistir. C, C;, C, ler keyfi sabit olmak uzere

wr r(+r) ..,
a)Dtt_F(1+—r—a)t , >0 (1.6)
b) Df (c f (t))=c.D7 ( f (1)), (1.7)
¢) D7 {c, f (t)+c,g(t)} =c,.Df f (t)+c,.Dfg(t), (1.8)



Tanmm 1.7: U bilinmeyen bir fonksiyon, D“ U’nun « inc1 mertebeden kesirli

kismi tiirevi ve @ ’de U’nun bir polinomu olmak Uzere en genel lineer olmayan

kesirli kismi threvli diferansiyel denklem
@ (u, Dfu, D/u, DX“u, DFD{u, D}’u,-)=0, 0<a B<1 (1.9)

olarak ifade edilir.
1.2. Solitonlar

fIk kez 1834 yilinda Scott Russell tarafindan gdzlemlenen soliton bir su dalgasi
seklindedir. Gozlemlenen bu su dalgasinin lineer olmayan bir 6zellik tasidig: ifade

edilmistir. Bir solitonun dalga olarak ifadesi; genligi ¢, derinligi h ve g yer ¢ekim
ivmeli bir ortamdaki hizi v = g(€+h) olarak belirtilmistir. Bu 06zelliklerinden

dolay1 lineer olmayan dinamiklerin agiklanmasinda solitonlar 6nemli bir yere

sahiptir. Daha sonraki yillarda ilk kez D. J. Korteweg ve G. De Vries isimli bilim

adamlar1 KdV denklemi olarak ifade edilen denklemin u(x,t)=€Sech2(n(x—vt))

seklinde bir ¢oziimiiniin soliton 6zellige sahip oldugunu ifade etmislerdir. Buradaki
¢6zum fonksiyonu bir dalganin X konumunda ve t zamaninda derinligi gosterdigini
soylemiglerdir. KdV denklemi sig sularda olusan dalgalarin devamli olarak
yayildigini ifade eden bir model olarak literatiirdeki yerini almistir. Ayrica solitonlar
sekil, hiz ve enerjileri degismeden yayilan, karsilikli olarak garpistiklarinda veya bir
etkilesime maruz kaldiklarinda 6zellikleri degismeden korunan dalga ¢esididir.
Lineer olmayan ve siirekli olarak hiz degisimine sahip olan birgok fiziksel olaym
meydana getirdigi karmagsik sistemlerin ¢oziimlerinde solitonlarla karsilasilir.
Ornegin akiskanlar mekaniginde, sinir sisteminde néronlar génderdigi sinyallerde,
parcacik fiziginde, haberlesmede optik 1sinlarinin ilerlemesinde ve biyolojik
sistemlerde ¢dziim olarak karsimiza solitonlar ¢tkmaktadir. Ileri teknolojinin birgok
alaninda karsilasilan problemler 6zelikle lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerle ifade edilir. Bu denklemlerin ¢ozumlerinde genellikle solitonlar ile

karsilasilir.



2. YARI ANALITIK COZUM YONTEMLERI

Bu bélimde literatlirde kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemler icin kullanilan
tanh yontemleri tanitilmistir. Bu yontemin yeni bir versiyonu olan genellestirilmis

tanh yonteminin ifadesi verilmistir.

Ayrica bu boliimde yari analitik bir yontem olan deneme denklem yodntemi kesirli
kismi tirevli diferansiyel denklemler igin ifade edilmistir. Bu yOntemin
uygulanmasiyla yar1 analitik yontemler arasinda bir karsilastirilma yapilmasi

saglanmustir.
2.1. Tanh Yontemleri

Kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemler igin literatirde var olan tanh

yontemlerinin esaslar1 bu kisimda tanitilmigtir. Bagimsiz degiskenler X,Y,z,---,t

(zaman) olmak UGzere bir lineer olmayan kesirli kismi tiirevli diferansiyel

denkleminin en genel halini
¥ (¢, D¢, D)9, DI Dfp, D D/'p,D{'D/p,---)=0, 0<a, f<1 (2.0.0)

seklinde ele alalim. Burada ¢ bilinmeyen fonksiyonu, a« ve g ’da ¢

fonksiyonunun Kkesirli mertebeden turevlerini gostermektedir. En genel lineer
olmayan kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemin hareketli dalga ¢dziimlerini

bulmak icin & ve O sabitler olmak Uizere,

e ex’ Lot
CT[1+p] T[l+a]

(2.1.2)

hareketli dalga doniisiimii seklinde kullanilir. Bu doniisiimde O , hareketli dalganin
hizin1 gostermektedir. Yani bilinmeyen fonksiyon bu doniisiim ile (P(X, t) = ¢(a))

olarak ifade edilecektir. (2.1.1) denklemine tanimlanan bu hareketli dalga doniisiimii
uygulanip gerekli kesirli kismi tiirevler alindiktan sonra denklemde yerine

yazildiginda,



l//(¢1 ¢r’¢”’q)m’”.) :O (213)

seklinde lineer olmayan bir adi diferansiyel denklem elde edilir. (2.1.3) denkleminde
yer alan fonksiyon ve ona iliskin turevler @’ya baghdir. Eger (2.1.3) denklemi
integre edilebiliyorsa integre edilip, sadelik igin integrasyon sabiti de sifir olarak
secilebilir. Boylece (2.1.3) denklemi daha sade bir hale getirilmis olur. (2.1.3)
denkleminin genel ¢ozlimiinii bulmak i¢in sonlu seri ¢éziimiinden faydalanilir. Tanh
yontemlerinin temelinde de sonlu seri kullanilir. Literatiir incelemesi yapildiginda 3
farkli tanh yonteminin yer aldig1 goriilmistiir. Bunlar sirasiyla klasik tanh yontemi,

gelistirilmig tanh yontemi ve genellestirilmis tanh yontemidir.

Klasik tanh yontemine gore; (2.1.3) denkleminin ¢dzim fonksiyonu Y = tanh (,ua))

olmak tizere

(p(a)):gaiYi (o) (214

seklindedir. Buradaki S belirlenmesi gereken pozitif bir tamsayiy1 géstermektedir.

Gelistirilmis tanh yontemine gore (2.1.3) denkleminin ¢6zim fonksiyonu ise

Y =tanh(uw) olmak tizere

yo,

o(w)=a, +iZ:aiYi (a))+biYi1(60)\/7/(1+Y2 (a))] (2.1.5)

olarak ifade edilmektedir. &,,a,,b.,7, 0 bilinmeyen katsayilar1 sabitleri ve S de

pozitif bir tamsayiyr gostermektedir. Bu yOntemlere bakildigt zaman ¢oziim
fonksiyonu her ne kadar degismis gibi goriinse de esasinda pek fazla degisiklik
olmadig1 goriilebilir. Coziim fonksiyonlarinda daha farkli fonksiyonlarin yer almasi

esas olmalidir.



Genellestirilmis tanh yoOnteminde ise (2.1.3) denkleminin ¢6zim fonksiyonu

Y =tanh(uw) olmak izere

o(0)=2, +izlaivi (0)+bY (o) 2.16)

seklinde belirtilmistir. Burada yer alan S bulunmasi gereken bir pozitif bir tamsayiy1

ve a,,a,b,(i=12,---) katsayilar hesaplanarak elde edilecek sabitleri ifade

etmektedir. Cozum fonksiyonun da yer alan Y =tanh (,ua)) fonksiyonunun ilgili

turevleri
d d
Ezﬂ(l_Yz)Wv
2 2
B e
d3 d d2 d3
S =2 (1Y7) (3P 1) Y (1Y) o (1Y)

olarak hesaplanir. (2.1.6) ¢6zum fonksiyonunda yer alan S sayisi; (2.1.3) adi
diferansiyel denleminde bulunan en yiiksek mertebeden tirev iceren terim ile lineer
olmayan en yiiksek dereceden terim arasinda kurulan denge (balans) ile belirlenir.
Hesaplanan balans terimi (2.1.6) ¢6zum fonksiyonunda yerine yazilir. (2.1.3)
diferansiyel denkleminde bulunan ilgili tirevler (2.1.7) ifadesindeki gibi alinir ve
(2.1.3) de yerine yazilir. Boylece olusan kuvvet fonksiyonu Y fonksiyonuna bagh
olup, bu fonksiyonu bir sifir fonksiyonu olarak ele alirsak, bu fonksiyonda olusan
Y*' fonksiyonlarmin terimlerin esit katsayilar sifira esitlenerek bir cebirsel denklem
sistemi elde edilir. Cebirsel denklem sistemi ilgili yontemler ile Mathematica paket
programi yardimiyla ¢oziildigiinde, hesaplanmasi gereken a,, a,,b, (i =12,---, N) ve

g, 0 katsayilar1 elde edilir. Elde edilen bu katsayilar (2.1.6) ¢6ziiminde yerlerine

yazilarak gp(a)) seklinde tanh fonksiyon veya onun ile iligkili fonksiyonlar1 igeren



cozlimler elde edilir. Daha sonra @yiiriiyen dalga doniisiimii yerine yazildiginda
lineer olmayan kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin hareketli dalga

cozimleri elde edilir.
2.2. Deneme Denklem Yodntemi

Bu bolimde Ma ve Fuchssteiner [41] tarafindan lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin tam c¢oziimlerini bulmak i¢in Onerdikleri son derecce faydali bir
yontemi irdeleyecegiz. Bu arastirmacilarin temel fikri verilen bir kismi tiirevli
diferansiyel denklemin ¢6zim fonksiyonlarini nasil genisletebiliriz seklinde oldu. Bu
diisiinceyle bircok arastirmaci farkli lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel
denklemin ¢ozlimlerini elde ettiler. Liu deneme denklem ydntemini bu diigiinceler
sayesinde Onerdi ve bu yontemi bazi lineer olmayan diferansiyel denklemlere

uyguladi. Ornegin U ya bagli bir diferansiyel denklem ele alindiginda, bu denklemin
her zaman goziilebilen (u')’=F (u) denkleminin bir kesin ¢oziimi oldugunu
varsayalim. Bu sebeple temel amacimiz F(u) fonksiyonunu bulmaktir. Liu F (u)
fonksiyonunun polinom veya rasyonel fonksiyon olma durumunda birgok lineer
olmayan diferansiyel denklemin ¢oziimiinii elde etmistir. Ancak bazi homojen

olmayan diferansiyel denklemler icin F(u) polinomunu veya bir F(u) rasyonel

fonksiyonunu elde edemeyebiliriz. Bu sebeble, Du F(u) fonksiyonunun rasyonel

olmamast durumunda yeni bir deneme denklem yOntemini Onererek bu tip
denklemlerin ¢6zlimlerini bulmaya ¢alisti. Diger yandan Liu degisken katsayili lineer
olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in uygun olan deneme denklem
yonteminin yeni bir versiyonunu 6nerdi. Giirefe ve ark. tarafindan deneme denklem
yontemi daha da gelistirilerek genisletilmis deneme denklem yontemi olarak
genellestirilmis kismi tiirevli diferansiyel denklemlere uygulandi. Bu yontemin diger
deneme denklem yontemlerine gore daha genel ve farkli ¢6ziim fonksiyonlarinin elde

edilmesine olanak sagladigi gorilmistiir.

Bu kisimda kesirli kismi tlirevli diferansiyel denklemler i¢in literatiirde var olan

deneme denklem yonteminin ana hatlarini verecegiz.
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Q(v,Dv, Dfv, D Dfv, D D/v, DDy, ) =0, 0<a, B<1(22.1)

seklinde kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemin en genel halini ele alalim.

Burada v bilinmeyen fonksiyonu; X,y,---,t bagimsiz degiskenlere bagli olmak
Uzere, o ve pB ’da v fonksiyonunun kesirli mertebeden tirevlerini gostermektedir.
(2.2.1) denkleminin hareketli dalga ¢6ztmlerini bulmak icin ¥ ve 9 sabitler olmak

lzere, v(x,t)=v(¢) hareketli dalga doniisiimii

__xx st
* =T+ A] Tiea] (222)

olarak kullanilir. (2.2.2) hareketli dalga doniistimii altinda (2.2.1) denklemi

Y(V,V',v”,v'”, .- ) =0 (2.2.3)

seklinde lineer olmayan adi bir diferansiyel denkleme indirgenir. (2.2.3)

denkleminde bulunan fonksiyon ve onun tirevleri ¢ ya bagldir. Bazen (2.2.3)
denklemi integre edilerek, denklemin mertebesi indirgenebilir. (2.2.3) denklemin

¢cozum fonksiyonu igin S ve a, belirlenecek sabitler olmak tizere
2 S i
(V') =F(v)=2 av (2.2.4)
i=0

seklindeki deneme fonksiyonunu ele alalim. (2.2.4) denklemini ve onunla baglantilt

threvleri v" veya v" gibi hesapladiktan sonra (2.2.3) denkleminde yerine yazarsak,

v bagh F(v) polinom fonksiyonu elde edilir. Balans prosedirtine gére S ’nin

degeri hesaplanir. F (v) fonksiyonunun tiim katsayilar1 sifira esitlenirse, bu takdirde

bir cebirsel denklem sistemi bulunmus olur. Elde edilen bu cebirsel denklem sistemi

mathematica paket programiyla ¢oziildiikten sonra a,,a,,-:-,8; degerleri, ¥ ve ¢

11



sabitleri belirlenir. Belirlenen ag,a,---,a; katsayr degerleri (2.2.4) te yerine

yazildiginda sonra (2.2.4) denklemi

dv

i(é/_go)zj. F(V)

(2.2.5)

integral formunda yeniden yazilir. F(v) polinom fonksiyonunun tam diskriminant

sistemine gore kokleri belirlendikten sonra (2.2.5) integrali ¢cozilur. Boylece (2.2.1)

kesirli kismi tiirevli diferansiyel denkleminin tam ¢6zimu elde edilir.

12



3. YONTEMLERIN UYGULAMALARI

Bu bélimde zaman-uzay kesirli lineer olmayan Foam Drainage, zaman-uzay kesirli
potansiyel Kadomtsev-Petviashvili, zaman-uzay kesirli lineer olmayan KdV ve
zaman kesirli reaksiyon-difiizyon denklemleri incelenmis ve bu denklemlere sirasiyla
genellestirilmis tanh yontemi uygulanmistir. Ayrica zaman-uzay Kesirli lineer
olmayan KdV denklemine deneme denklem yontemi uygulanarak, iki yontem ile

edilen sonuclarda karsilastirilmustir.

3.1. Zaman-Uzay Kesirli Lineer Olmayan Foam Drainage Denklemi

Lineer olmayan Foam Drainage denklemi kabarciklar arasinda sivi akisinin bir
modelini ifade etmektedir. Zaman- uzay kesirli lineer olmayan Foam Drainage
denkleminin [42-45] genel hali

o%u 1 8%By 2 oby [aﬁu

2
&7=§u8x2ﬂ+2u 6xﬂ+ axﬂ] , t>0, O0<e,p<1 (3.1.1)

seklindedir. Denklemde yer alan u, x ve t bagimsiz degiskenlerine bagli bir

fonksiyon, o ve g ise kesirli mertebeden tirevleri gostermektedir.
(3.1.1) de ifade edilen denkleme genellestirilmis tanh yontemini uygulayabilmek igin
hareketli dalga doniisiimii olarak adlandirilan

_ Kx/ L L
I+ B] T+l

u(xt)=e@m), 7 (3.1.2)

doniistimiinii uygulayalim. Burada K ve L belirlenmesi gereken sabitler olmak
Uzere bu doniisime gore denklemde yer alan tiirevler hesaplandiginda ve (3.1.1)

denkleminde yerine yazildiginda
—L¢’+%K2¢¢”+2K¢2¢’+ K?(#)> =0 (3.1.3)

seklinde 2. mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir.

(3.1.3) te ifade edilen adi diferansiyel denklemin ¢6ziminu bulabilmek igin ilk dnce

B6lim 2.1 de belirtilen genellestirilmis tanh yontemini uygulayalim.
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3.1.1. Genellestirilmis tanh yontemine uygulamasi

Zaman-uzay kesirli lineer olmayan Foam Drainage denklemi icin varsayilan ¢6ziim

fonksiyonu (2.1.6) ile ifade edilmistir. (3.1.3) denklemindeki en ylksek mertebeden
tiirev iceren ¢¢” terimi ile en yiiksek dereceden lineer olmayan ¢%¢' terimleri

arasinda kurulan dengeleme islemi sonucunda, ifade edilen ¢6ziim fonksiyonuna
gore S =1 olarak bulunmustur. Elde edilen bu dengeleme terimi (2.1.6) denkleminde

yerine yazildiginda (3.1.1) denkleminin ¢6zim fonksiyonunun en genel hali

Y =tanh( ) olmak tzere

#(n) =Co+CY (n)+ Y((j;) (3.1.4)

olarak yazilir. (3.1.4) ifadesinden faydalanarak (3.1.3) denkleminde yer alan ilgili

terimlerin karsiliklar

2
(1) = cyula-v2(n) - udl(l Y (77))

v2(n) (3.1.5)
2u%d1(1-Y2 (1)) 24Pdq(1-Y2( )2
¢"(77)=—201,u2Y (77)(1—Y2(77))+ . l\g(n) 77)+ ! 153(77) 77) (3.1.6)

olarak bulunur. Bulunan ilgili turevler ve ¢6zim fonksiyonu (3.1.3) denkleminde
yerine yazildiginda ve Y™ (i =0,1, 2,---) ait tim katsayilari sifira esitleyerek bir
cebirsel denklem sistemi olusturulur. Olusan bu denklem sistemi uygun yontemler
kullanilarak, Mathematica yardimu ile ¢oziildiginde C,,C,,d;, L, K katsayilari elde
edilir. Ayrica 1 doniisiimiine gore asagida belirtilen literatlirde bulunmayan ¢6zim

fonksiyonlari (3.1.1) denklemi i¢in bulunmustur.

14



Durum 1:
¢, =0, ¢ =Kgu, d=Ku L=4K*’ (3.1.7)

bulunan katsayilar i¢in (3.1.1) denkleminin ¢éziim fonksiyonu

d Kx” Lt”
U, (771) =G tCGY (771) +

Yo' BT A T al 419

x? +4K2/,12t“
I+ 4] TIl+ea]

seklindedir. A =Ku ve nlzK( ] olmak Gzere, (3.1.1)

denkleminin yeni tam ¢6zimi
u,(x,t) = A (tanh (7, ) +coth(z,)) (3.1.9)
olarak elde edilir.
Durum 2:
C,=C =0, d=Ku L=K%%W (3.1.10)
elde edilen katsayilar i¢in (3.1.1) denkleminin ¢6ziim fonksiyonu

u (77,) = % LS + L
2\ =Ny T B T a]

(3.1.11)

x? +K2/ft“
I+ /4] Tl+«]

seklindedir. 77, = K( ] olmak (zere ilgili doniisimler altinda
(3.1.1) denkleminin hareketli dalga dontisiim ¢ozimdi

u,(x,t) = A coth(z,) (3.1.12)
olarak bulunur.

Durum 3:

c,=0d,=0, ¢ =Ku, L=K%%W (3.1.13)

15



belirlenen katsayilari igin (3.1.1) ¢6ztm fonksiyonu

Uy (77,) =Y (12,) (3.1.14)

seklindedir. (3.1.1) denkleminin soliton ¢6zimi

u,(x,t) = A tanh(7,) (3.1.15)
olarak elde edilir.

Elde edilen sonuglar Gepreel’in [43] ve Mirzazadeh’in [45] sonuglar1 ile
karsilastirildiginda, Durum (2) ve Durum (3) te elde ettigimiz sonuglar ile benzerdir.
Ancak Durum (1) de elde edilen ¢ozimin inceledigimiz denklemin literatlrde

olmayan yeni bir ¢oziimii oldugunu soyleyebiliriz.

3.2. Zaman-Uzay Kesirli Potansiyel Kadomtsev-Petviashvili Denklemi

Bu kisimda

a ( ~a a,, ~2a da 2a
o [a v}%v@ VIOV STV 6, 150, 0<a<l  (321)

% (ox@ | 2x% 5x20 4 @ 4 p2a

seklinde ifade edilen lineer olmayan zaman-uzay kesirli Potansiyel Kadomtsev-
Petviashvili (pKP) denklemine [46,47] 6nerilen yontem uygulanacaktir. Burada v
denklemi saglayan x ve t bagimsiz degiskenlerine bagl bir fonksiyonu, « ise v
fonksiyonun kesirli mertebeden tlrevini ifade etmektedir. Zaman-uzay Kkesirli
potansiyel Kadomtsev-Petviashvili denklemi, hareketli dalgalarin davranislarini

anlayabilecegimiz lineer olmayan kesirli mertebeden bir denklemdir.

Onerilen genellestirilmis tanh yontemini (3.2.1) denklemine uygulayabilmek igin

hareketli dalga doniistimiinu

Mx“* Ny“ Pt

*TMira] Mira]l Tiral (322

v(x y,t)=v(&),

ele alalim. M,N ve P belirlenmesi gereken keyfi sabitler olmak (zere, lineer

olmayan bir adi diferansiyel denkleme doniistiiren bu doniisiime gore denklemdeki
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" o, "
hesaplanmas: gereken tirevler alindiginda, v=v(¢&) ve % =V’ olmak lizere ve &

"ye gore bir kez integre edildikten sonra

4
(2N2+PM jv'+MTv’”+§M3(v')2 0 (3.2.3)

seklinde 3. mertebeden lineer olmayan bir adi diferansiyel denklem bulunur. (3.2.3)
de ifade edilen lineer olmayan diferansiyel denklemin ¢ozimuni elde edebilmek igin

bolum 2.1 de dnerilen genellestirilmis tanh yontemini uygulayalim.

3.2.1. Genellestirilmis tanh yontemine uygulamasi

Genellestirilmis tanh yontemine gdre zaman-uzay Kesirli Potansiyel Kadomtsev-
Petviashvili (pKP) denklemine (2.1.6) da ifade edilen ¢6zum fonksiyonunu ele
alalim. Genellestirilmis tanh yontemine gore, énerilen ¢éziim fonksiyonu igin balans

prosediirii uygulandiginda, (3.2.3) denklemindeki en yiiksek mertebeden tiirev terimi
v" ile en yliksek dereceden lineer olmayan terimi (v')2 arasinda kurulan balans

islemi neticesinde S =1 olarak elde edilir. Elde edilen bu balans terimi (2.1.6)

ifadesinde yerine yazildiginda (3.2.1) denkleminin en genel ¢ozim fonksiyonu

Y =tanh (&) olmak iizere,

v(&)=Cy+CyY (§)+Y?1;) (3.2.4)

seklindedir. C6zum fonksiyonu olan (3.2.4) ifadesinden yararlanarak (3.2.3) lineer

olmayan denkleminde bulunan terimlerinin turev karsiliklar

#dl(l—Y2(§))
Y4(£)

v'(§)=cu (l—Yz(f)) - , (3.2.5)

2u2d1(1—Y2(§)) Zﬂzdl(l—Yz(f))z
YO T vy

V(&) = —ZCl,uZY (&) (1—Y2(.§)) + . (3.2.6)

17



v (£) = 202 () (1Y 2(9)) - 20 (1v (&) - ad i (1-v2(2))

1Od1u3(1Y ) Gdly( 2(5)) (3.2.7)
Y 4

seklinde hesaplanir. Elde edilen bu tirevler ve ¢6ziim fonksiyonu (3.2.3) lineer
olmayan diferensiyel denklemde verine vyazildiginda Y* (5)(i=0,1, 2)

fonksiyonuna bagli bir polinom fonksiyonu bulunur. Eger bu polinoma ait tim
bilesen katsayilari sifira esitlenir ise cebirsel bir denklem sistemi meydana getirilir.

Meydana gelen bu cebirsel sistem uygun gorilen yontemler ile paket program
kullanilarak ¢ozildigiinde c,,c,d;,M,N,P Kkatsayilar1 elde edilir. Uygulanan &

dontisimiine ait asagidaki durumlar (3.2.1) denklemi igin elde edilmistir.

Durum 1:

3N?
4M

C,=C,, ¢=0,=2Mpy, P=- —4M 3P (3.2.8)

elde edilen katsayilar i¢in (3.2.1) denklemin ¢6ziim fonksiyonu

d, Mx“ Ny“ Pt”
V, =C,+CY o A = + + 3.2.9
(&) =6+ (51)+Y(§1) & M+a] Tl+a] Tl+a] 429
a a 3N* +16M* 1% )t*
seklindedir. B,—2Mu ve &=—1x_, Ny —( ) olmak
[M+ea] Tl+«a] AMT1+ ]
uzere, (3.2.1) denkleminin yeni tam ¢6zimd
v, (X, y,t) =¢, + B, (tanh (&) +coth(&)) (3.2.10)
olarak bulunur.
Durum 2:
3N? 3 2
C,=C,, ¢ =0, d, =2My, P:—4M -M°u (3.2.11)
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belirlenen katsayilar igin (3.2.1) denkleminin ¢6zuim fonksiyonu

e G _o M Ny Pt”
Vz(é:z)—co +@! 52 - r‘[1+a]+r[1+05]+r[1+05]

(3.2.12)

Mx? Nye (BN +4M*y )t
+ —
[M+ea] T+«] AMTT1+ ]

seklindedir. &, = olmak uzere ilgili

doniistimler altinda (3.2.1) denkleminin hareketli dalga doniisiim ¢6zimii

V,(X, y,t) =c, + B, coth(&,) (3.2.13)
olarak elde edilir.
Durum 3:

C,=Cy € =2Mpy, d, =0, P:—?:/IZ —M3u? (3.2.14)

bulunan katsayilari i¢in (3.2.1) ¢6ziim fonksiyonu

v3(&)=co+cY (&) (3.2.15)
seklindedir. (3.2.1) denkleminin soliton ¢ozimdi

V;(X, y,t) =c, + B, tanh(&,) (3.2.16)

olarak elde edilir.

Zaman-uzay kesirli Potansiyel Kadomtsev-Petviashvili (pKP) denkleminin
genellestirilmis tanh yontemine gore elde edilen sonucglar Alzaidy’in [46] ve
Mohyud-Din’in [47], sonuglar ile karsilastirildiginda, Durum (2) ve Durum (3) de
elde edilen sonuclar ile benzerlik gosterdigi belirlenmistir. Durum (1) de elde edilen
¢cOzlmun ele alinan denklemin literatiirde olmayan yeni bir ¢6zumi oldugunu ifade

edebiliriz.
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3.3. Zaman-Uzay Kesirli Lineer Olmayan KdV Denklemi

a herhangi bir sabit olmak (izere,

o%w oPw  3Pw

seklindeki denkleme zaman-uzay kesirli lineer olmayan KdV denklemi adi verilir
[43]. Burada w , X ve t bagimsiz degiskenlerine bagli bilinmeyen bir fonksiyon ve
a ve p da w bilinmeyen fonksiyonunun Kkesirli mertebeden turevlerini
gostermektedir. Bu denklem kuantum mekaniginde ve akigkanlar dinamiginde lineer
olmayan dinamik sistemleri ifade etmektedir. (3.3.1) denklemine genellestirilmis

tanh yontemini uygulayabilmek i¢in dncelikle hareketli dalga dontigiimiind

Rx” Tt

w(Xx,t) =w(z), “ L+ B] N I+ «]

(3.3.2)

uygulayalim. Uygulanan bu doniisiime goére alinmasi gercken ilgili tlrevler
alindiginda ve (3.3.1) denkleminde alinan tiirevler yerine konulduktan sonra, esitligin

her iki tarafinin 7 degiskenine gore integrali alinip ve ortaya cikan integral sabiti

sifir olarak secildiginde w=w(z) ve (;ﬂ =w' olmak (izere, (3.3.1) denklemi
T

—wW+ W (W) =0 (3.3.3)

seklinde lineer olmayan bir adi diferansiyel denkleme indirgenir. (3.3.3) de ifade
edilen lineer olmayan denkleminin yeni tam ¢6zumina bulabilmek igin bélim 2.1 de

belirtilen genellestrilmis tanh yontemini uygulayalim.

3.3.1. Genellestrilmis tanh yontemine uygulamasi

Zaman-uzay kesirli lineer olmayan KdV denklemine genellestirilmis tanh yontemini
uygulayarak yeni tam ¢6zliim fonksiyonlarini elde etmeye ¢alisalim. Bu yonteme gore
(2.1.6) de ifade edilen ¢oziim fonksiyonunu ele alalim. Onerilen ¢6ziim fonksiyonuna

balans prosediirii uygulandiginda, (3.3.3) denkleminde yer alan en yiksek
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mertebeden tlrev terimi (w’)2 ile en ylksek dereceden lineer olmayan terimi w?
arasinda kurulan balans islemi neticesinde S =2 olarak bulunur. Bulunan bu balans
terimi (2.1.6) ifadesinde yerine yazildiginda (3.3.1) denklemin en genel ¢6zim
fonksiyonu Y = tanh () olmak Uzere,

& + %2 (3.3.4)
Y(T) YZ(’Z') e

w(z) = C, + ClY (z) + C2Y2 (z) +

seklindedir. (3.3.4) c¢dzim fonksiyonundan yararlanilarak (3.2.3) lineer olmayan

denkleminde bulunan terimlerinin tiirev karsiliklar

=l 2 i) AL AN o

olarak bulunur. Hesaplanan turev ve ¢oézim fonksiyonu (3.3.3) lineer olmayan
diferensiyel denklemde yerine yazildiginda Y™ (r)(i =012, ) fonksiyonuna bagl

bir polinom fonksiyonu elde edilir. Bu polinom fonksiyonuna ait tiim bilesen
katsayilar1 sifira esitlenip, bir cebirsel denklem sistemi olusturulur. Olusan bu

cebirsel sisteme uygun yontemler uygulanip, paket program yardimiyla

¢ozildugiinde elde edilmesi gereken c,,c,,C,,d,,d,, R, T katsayilari bulunur. Ayrica

uygulanan 7 doéntisiimii ile asagidaki ¢cozumler (3.3.1) denklemi i¢in bulunmustur.

Durum 1:

12R? 1/ —12R% 1
d1:d2 :(_:1:0’ C0: a/J , C2 :T‘u’ T :—4R3lu2 (336)

bulunan katsayilar i¢in (3.3.1) denkleminin ¢6ztim fonksiyonu

Rx” Tt~

W (z)=C,+C,Y?*(7,), 7= T[L+ 5] N IM+«a]

(3.3.7)
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seklindedir. C, =

12R? 1 _R X/ ARMt
a IM+p] IM+a]

j olmak uzere ilgili
doniistimler altinda (3.3.1) denkleminin hareketli dalga doniisiim ¢6zimii
W, (x,t) =C, (1—tanh*(z,)) (33.8)

olarak bulunur. (3.3.8) ifadesi daha sade bir halde yazdildiginda tek soliton ¢ozumu

w, (x,t) =C, sech?(z;) (3.3.9)
elde edilir.
Durum 2:
12R?1/* —12R?1/?
d,=c=c=0 c=—tn*t  d="""H T-_4R*%?(33.10)

a a

elde edilen katsayilar1 i¢in (3.3.1) denklemin ¢6ziim fonksiyonu

w, (7,)=c¢, +Y2(rl) (3.3.11)
seklindedir. (3.3.1) denkleminin yar1 analitik ¢ozimi

W, (x,t) = C, (1-coth®(z,)) (3.3.12)
seklinde bulunur. (3.3.12) ifadesi sadelestirildiginde karanlik soliton ¢6ziimii

W, (X,t) =—C, cosech?(z,) (3.3.13)
elde edilir.
Durum 3:

¢, =d, =0, ¢, = 242:"2 . ¢, =d, :LSZ“Z, T =-16R4?(3.3.14)

belirlenen katsayilari i¢in (3.3.1) denkleminin ¢6zim fonksiyonu
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d Rx” Tt*
—2 = +
Y (7,) M+ p] I+a]

W, (7,)=C,+C,Y*(7,)+ (3.3.15)

x? _16R2,u2t"
IM+p] TIl+«]

seklindedir. 7, = R[ j olmak tizere ilgili doniisiimler altinda

(3.3.1) denkleminin hareketli dalga doniisiim ¢oziimii
W, (x,t) = C, (2—(tanh? (z,) + coth? (7, ) ) (3.3.16)
olarak elde edilir. (3.3.16) ifadesi diizenlendiginde soliton ¢6ziimii
w, (x,t) = C, (sech’ (z,) — cosech? (z,)) (3.3.17)

olarak bulunur. Elde ettigimiz sonuglar; Gepreel’in [43] elde ettigi sonuglar ile
karsilastirildiginda, Durum (1) ve Durum (2) de elde edilenler ile benzerdir. Durum
(3) de elde edilen ¢O6zUmiin literatiirde olmayan yeni bir ¢6ziim oldugunu

belirtebiliriz.

3.3.2. Deneme denklem yontemine uygulamasi

Bolim 2.2 de onerdigimiz deneme denklem yontemi zaman-uzay kesirli lineer
olmayan KdV denklemine uygulanmistir. Bu yonteme gore (3.3.1) denklemi igin
Onerilen ¢6zum fonksiyonu (2.2.4) ifadesinde oldugu gibidir. (3.3.3) denkleminde

. . .. . . . 2 . .
yer alan terimler icerisinden en yiksek mertebeden tiirev iceren (w) terim ile en

yilksek dereceden lineer olmayan w® terimine gore balans islemiyle hesaplanan
balans terimi S =3 olarak bulunmustur. Bu durumda (3.3.3) denklemin ¢zimd igin

gerekli deneme fonksiyonu
(W) =F (W) =3, +aw+a,w’ +aw’ (3.3.18)

seklindedir. Deneme denklem yonteminin ¢6ziim prosediiri kullanildiginda

asagidaki gibi bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.
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3a,R* =0,

3a,R* =0,

% (3.3.19)
3a,R® +3T =0,
3a,R*+aK =0

Yukaridaki cebirsel denklem sistemi ¢oziildiigiinde, asagidaki sonuglar elde edilir.

Durum 1:
a,=a =0, a,=a,, a,=a,, T =-a,R’>, R=R, a=-33,R? (3.3.20)

seklinde katsayilar bulunur. Elde edilen bu sonuclar (2.2.5) ifadesinde yerine

yazildiginda

(3.3.21)

i(r - z'o) = Jd—w
Ja,w’ +a,w’
elde edilir. (3.3.21) ifadesi integre edildiginde (3.3.1) denkleminin tam ¢6zimu

w, (X,1) =—&sech{£(r—ro)J (3.3.22)
a, 2

seklinde elde edilir. (3.3.22) ifadesi icin gerekli dizenlemeler ve doniistimler

a

yapilirsa denklemin tam ¢oziimii bulunur. Bunun igin D, =--%, 7, =0,
3
E, = RT\/E olarak secilirse
Vi 2+
w, (x,t) = D, sech?| E, XT__ 3R% (3.3.23)
I+ pg] I+l

elde edilir. Deneme denklem yonteminden elde edilen (3.3.23) tam c¢o6zimi
genellestirilmis tanh yontemiyle elde edilen (3.3.9) tam ¢dzlimii ile benzer oldugu

gorilmiistiir.
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Durum 2:

;_TS, %:_31 R=R, T=T (3.3.24)

8, =2,=0, a,= R?’

seklinde hesaplanan katsayilar elde edilir. Bulunan bu sonuclar (2.2.5) ifadesinde

yerine yazildiginda

N dw

(HO);\/_T 2

(3.3.25)

R T2

olarak bulunur. (3.3.25) ifadesi integre edildiginde (3.3.1) denkleminin tam ¢6ziimii

3T L[ T
wz(x,t)z—ﬁsec (ZI;/;E(T—TO)J (3.3.26)

seklinde elde edilir. (3.3.26) ifadesi icin gerekli dizenlemeler ve doniistimler

yapilirsa denklemin tam ¢6ziimii bulunur. Bunun igin DZ:—S—L, 7, =0,
a
E,= T olarak alinirsa
2RVR
Vi a
w,(xt) = D, sec?| E, [ -4 Tt (3.3.27)
I+ 4] Tl+«a]
elde edilir.

Sekil 3.1. (3.3.23) ¢oztim fonksiyonunun, ¢ =0.1 ile #=0.1, 0.55, 0.99 degerleri
icin ¢ boyutlu grafik gosterimi.
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3.4. Zaman Kesirli Reaksiyon-Diftizyon Denklemi

a kesirli mertebeden tiirevi gostermek tizere,

0% 2
J_qxx_q+q =0, t>0, O<a<l1 (3.4.1)

ot
seklindeki denkleme zaman kesirli reaksiyon-diflizyon denklemi [48] adi verilir.
Lineer olmayan kesirli mertebeden reaksiyon diflizyon denklemi, iki boyutlu bir
habitatta dagilmis diploid birey popiilasyonunu tanimlar. Burada q , x ve t
bagimsiz degiskenlerine bagl bilinmeyen bir fonksiyon ve « da g bilinmeyen
fonksiyonunun  kesirli mertebeden turevlerini gostermektedir. Bu denklem
muhendislik bilimlerindeki bazi sistemlerin davranislarini temsil eder. (3.4.1)
denklemine genellestirilmis tanh yontemini uygulayabilmek igin dncelikle hareketli

dalga doniisiimiinii

At”
q(x,t) =q(9), 0 = hx —m (3.4.2)

uygulayalim. Uygulanan bu doniisiime gore ilgili tiirevler alindiginda ve (3.4.1)

q

denkleminde hesaplanan tiirevler yerine yazildiginda, q=q(6) ve %=q’ olmak

uzere, (3.4.1) denklemi

—A9'—h*q"—q+q9* =0 (3.4.3)

seklinde lineer olmayan bir adi diferansiyel denkleme dontisiir. (3.4.3) de ifade
edilen lineer olmayan denklemin yeni tam ¢6zimin( elde edebilmek icin Bolim 2.1

de belirtilen genellestrilmis tanh yontemini uygulayalim.

3.4.1. Genellestrilmis tanh yontemine uygulamasi

Zaman kesirli reaksiyon-diflizyon denklemine genellestirilmis tanh yodntemini
uygulayarak yeni tam ¢6ziim fonksiyonlarini elde etmeye calisacagiz. Onerilen bu
yonteme (2.1.6) de ifade edilen ¢oziim fonksiyonunu ele alalim. Onerilen ¢6ziim

fonksiyonuna gore, balans prosediirii uygulandiginda, (3.4.3) denkleminde yer alan
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en yuksek mertebeden tiirev terimi q” ile en yuksek dereceden lineer olmayan terimi
q° arasinda kurulan balans islemi neticesinde S =2 olarak bulunur. Elde edilen bu
balans terimi (2.1.6) ifadesinde yerine yazildiginda (3.4.1) denkleminin en genel
¢0ziim fonksiyonu Y = tanh(20) olmak tizere,

dy d,

q(g)=c,+cY (0)+CZY2(¢9)+Y(0)+Y2(9) (3.4.4)

olarak yazilir. C6zim fonksiyonu olan (3.4.4) ifadesinden yararlanarak (3.2.3) lineer

olmayan denkleminde bulunan terimlerin tlirev karsiliklar

= eplirio)zegm i) 2T OL TR O] g

q"(6) = —2¢,u°Y (6) (1—Y2(9)) ~4c,u”Y? (0) (1—Y2(9)) + 20,4 (1—\/2(9))2

2d1y2(1—Y2(6’)) 2d1,u2(1—Y2(¢9))2 4d2,u2(1—Y2(¢9)) 6d2y2(l—Y2(6’))2
G IETP) T Ve v4(6)

(3.4.6)

+

olarak hesaplanir. Hesaplanan tiirev ve ¢6ziim fonksiyonu (3.4.3) lineer olmayan
diferensiyel denklemde yerine yazildiginda Y™ (6)(i=0,1,2,---) fonksiyonuna

baglt bir polinom fonksiyonu bulunur. Polinom fonksiyonuna ait tiim bilesen
katsayilar1 sifira esitlersek bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen bu
cebirsel sisteme uygun yontemler uygulayarak ve paket program yardimiyla sistemin

¢Ozlilmesiyle bulunmasi gereken c,,c;,C,,d,,d,,h, A katsayilar1 elde edilir. (3.3.1)

denklemine @ dontisiimii uygulandiginda asagidaki ¢ozimler elde edilmistir.

Durum 1:

1 5
, d=t=—, h=——""7—, A=t— (347
' 2 2«/E,u 124 ( )

elde edilen katsayilar i¢in (3.4.1) denkleminin ¢6ziim fonksiyonu
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d, At®
0, =hx— 3.4.8
! I+l (34.8)

-1( x 5t
seklindedir. D, =%, [ T

=—| —=F——— | olmak tzere ilgili donusumler
bo2u\ 6 61"[1+a]j ¢ ’

altinda (3.4.1) denkleminin hareketli dalga doniisiim ¢6ziimii

q,(6,) =D, [% +coth (6,)+ %coth2 (Hl)j (3.4.9)
olarak elde edilir.
Durum 2:
1 1 1
d=d,=0, ¢,=¢c,==, ¢=*=—, h=——""——, A=£t— (3.4.10
1 2 0 2 4 1 2 2\/6/1 ,U ( )
bulunan katsayilari i¢in (3.4.1) denklemin ¢6zim fonksiyonu
0,(6)=c,+cY (6)+c,Y?*(8) (3.4.11)
seklindedir. (3.4.1) denkleminin yar1 analitik ¢ozimdi
1 1 )
q,(6) = Dl(aitanh (491)+Etanh (el)j (3.4.12)

olarak bulunur.

Durum 3:

PR (3.4.13)

1
c,=d ==+ , h=——""—, +
S 8 NG 24

, 02=d2=—1 C0=

N
|_\
o))

hesaplanan katsayilari i¢in (3.4.1) denklemin ¢dzim fonksiyonu
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d d, At®
.0, =hx— 4.
Y(6,) Y*(6,) ° X IMl+a] (34.14)

1 —1[ X _ bt*

eklindedir. D,==, 6,=—|—=7%F olmak tizere ilgili doniisimler
; N 6F[1+a]j 8 ’

altinda (3.4.1) denkleminin hareketli dalga doniisiim ¢6ziimii

0,(6,) = D, (g +tanh(6,) +%tanh2 (6,)+coth(6,) jL%coth2 (6, )J

(3.4.15)

elde edilir.
Durum 4:

q=d =2 ¢ =d=-t =2 h——_ 1= (341

4 16 8 YNCYY 2411
elde edilen katsayilari i¢in (3.4.1) denklemin ¢6ziim fonksiyonu
0 (6,)=c, Y (B)+ey?(6)+ - v B2 g M 5449
Y(493) Y2(6’3) M+ «]

I x “
seklindedir. €, =—| —= ot olmak fizere ilgili doniisiimler altinda (3.4.1)
4u\J6 6ITl+a]

denkleminin hareketli dalga doniisiim ¢6zimii

q,(6,) =D, (g+ i tan (6?3)+%tan2 (6;)+i cot(ég)—izcot2 (493)j
(3.4.18)

olarak bulunur.
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Sekil 3.1. (3.4.18) ¢cozim fonksiyonunun x =0.5 ve sirastyla a =0.05 ile o =0.95
degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafik gosterimi

Durum 5:

o a3 53419
4 26 124

hesaplanan katsayilar i¢in (3.4.1) denklemin ¢dzim fonksiyonu

At
I[Ml+«a]

05 (6,)=C,+CY (6,)+c,Y?(6,), 6,=hx— (3.4.20)

[ X 5t”
eklindedir. 8, = 2<% ) oimak tizere ileili donistimler altmda (3.4.1
s : ai@ 6r[1+a]j izere flgili doniisimler altinda (3.4.1)

denkleminin hareketli dalga doniisiim ¢oziimii
3 . i 2
0s(6,) =D, (E+|tan(04)—§tan (6, )) (3.4.21)

seklinde elde edilir.
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Sekil 3.2. (3.4.21) ¢6zUm fonksiyonunun g =0.5 ve sirasiyla o =0.05 ile o =0.95
degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafik gosterimi

Sekil 3.1. ve Sekil 3.2. de (3.4.18) ve (3.4.21) ¢6zUm fonksiyonlarinin ilgili degerleri

i¢in Ui¢ boyutlu grafik gdsterimi sunulmustur.
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4 SONUC

Bu tez g¢alismasinda kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin yari analitik
cozimlerinin bulunmasina olanak saglayan ve literatlirde var olan genellestirilmis
tanh yontemi ve deneme denklem yontemi ele alinmistir. Bu yontemlerin kesirli
kismi tiirevli diferansiyel denklemlere uyarlamasi yapilarak ilk kez bu iki farkli
yontem uygulanmistir. Onerilen yontemler lineer olmayan kesirli kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin yar1 analitik ¢ozumlerinin elde edilebilmesinde
kullanilmigtir. Bu yontemler, sirasiyla zaman-uzay kesirli lineer olmayan Foam
Drainage, zaman-uzay Kkesirli potansiyel Kadomtsev-Petviashvili, zaman-uzay kesirli
lineer olmayan KdV ve zaman kesirli reaksiyon-difiizyon denklemlerine
uygulanmistir. Uygulanan denklemlerin elde edilen ¢oziimleri incelendiginde;
Onerilen yontemlerden genellestirilmis tanh yodntemine ait c¢ozlmlerin deneme
denklem yontemine gore daha farkli ve yeni oldugu kanatine ulasilmistir.
Literatirdeki diger benzer yontemlerle bu tez ¢alismasinda Onerilen yontemler
karsilagtirildiginda ise bu yoOntemlerin diger yontemlerden farkli ¢6zUm
fonksiyonlariin elde edilmesine olanak sagladigi goériilmiistiir. Burada elde edilen
¢oziim fonksiyonlarinda yer alan keyfi parametre degerleri i¢in li¢ boyutlu grafikler
cizilerek, cozumlerin nasil bir fiziksel davranmisa sahip oldugu belirlenmeye
calistimistir.  Bu yOntemlerin uygulanmasinda Mathematica paket programi
kullanilarak uygun kodlarin olusturulmasi saglanmistir. Ayrica deneme denklem
yonteminin farkli versiyonlarinin da bu tarz denklemlerin hareketli dalga
¢ozlimlerinin bulunmasina olanak saglayacagi kanaatine varilmistir. Bulunan
sonuglar degerlendirildiginde onerilen yontemlerin kesirli kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin yar1 analitik ¢Oziimlerinin bulunmasinda etkin oldugu gorilmustiir.
Literatiirde yer almayan yeni ve farkli hareketli dalga ¢6ztimleri her dort denklem
icin de elde edilmistir. Onerdigimiz her iki yontem de lineer olmayan kesirli kismi
tirevli diferansiyel denklemlerin degisik formlarina uygulanabilecegini ve farkli

sonuglarin elde edilebilecegini soyleyebiliriz.
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