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TOPOLOJİK GRUPLARIN VE TOPOLOJİK HALKALARIN ESNEK ALT 
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ÖZET 

 

Bu tez çalışmasında öncelikle esnek nokta tanımı verilmiştir. Esnek nokta tanımı, 

topolojik uzaylarda tanımlanmış bazı özellikleri yeniden tanımlamada kolaylık 

sağlamaktadır. Daha önceki esnek topoloji tanımlarında uzayın noktaları kavramı 

yeterince açık ve kullanışlı değildir. Bu tanımla birlikte bir topolojik uzayda açık 

cümlelerin özelliklerini incelemek daha anlaşılır ve kolay hale gelmiştir. Buradan 

hareketle bu tezin dördüncü bölümü özgün olarak hazırlanmıştır. Kendisi esnek 

olmayan topolojik grup ve halkaların esnek alt yapıları tanıtılmış ve bunlarla ilgili 

örnekler verilmiştir. 

Anahtar kelimeler: Esnek cümle, esnek grup, esnek halka, esnek topoloji, esnek 

nokta 
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TOPOLOGICAL SOFT SUBSTRUCTURES OF TOPOLOGICAL GROUPS 

AND TOPOLOGICAL RINGS 
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Department of Mathematics 

Master of Science Thesis 

 

2019; Page: 28 

 

Thesis Supervisor 

Asst. Prof. Dr. Hürmet Fulya AKIZ 

 

ABSTRACT 

 

In this thesis, firstly, the notion of soft point is given. This notion enables to define 

some topological properties again. In the former definitions of soft topology, the 

elements of a topological space are not clear and useful enough. But by this 

definition of soft points, it is more understandable and easier to study on the open 

sets.  Thus, the fourth chapter of this thesis is prepared orijianlly. Topological soft 

substructures of topological groups and topological rings which have not soft 

structures  and their examples are given.  

Keywords: Soft set, soft group,soft ring,soft topology, soft point. 
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1.GİRİŞ  

Matematikte kullanılan geleneksel yöntemler hesaplama, karşılaştırma ve muhakeme 

yapmada  çoğu zaman kesin ve belirleyicidir. Fakat Ekonomi, Mühendislik, Doğa 

Bilimleri, sosyoloji gibi pek çok alanda kesin olmayan karmaşık problemler 

mevcuttur. Bu tür problemlerde bilinen klasik yöntemleri kullanmak başarısızlıkla 

sonuçlanabilir. Bu sebeple her geçen gün yeni teoriler üzerine çalışmalar artmıştır. 

Bu teorilerden birisi de kesin olmayan problemlerin çözülmesinde farklı bir yöntem 

olan esnek cümle  teorisidir [1-3]. 

 

Maji ve arkadaşları [1], bilinen cümle teorisini esnek cümleler üzerine inşa etmiştir. 

İki esnek cümlenin eşitliği, alt esnek cümle, esnek tümleyen, esnek boş cümle gibi 

temel kavramlar ile bu cümleler üzerinde kesişim, birleşim, “ve”, “veya” gibi 

mantıksal işlemler tanıtılmış ve örnekler ile güçlendirilmiştir[1-4]. Sonrasında bir 

çok bilim adamı bu yapı üzerinde çeşitli ve faydalı işlemler tanıtmıştır [3-5].  

 

Esnek cümleler kavramının cebire uygulanması ise ilk olarak Aktaş ve Çağman [6] 

tarafından esnek grup yapısının tanıtılmasıyla başlamıştır. Daha sonraki zamanlarda 

cebirsel yapıların esnek durumları araştırılmaya devam edilmiştir [7-11].  Ayrıca 

cebirsel yapılar üzerinde esnek işlemler de tanımlanmıştır [12]. Cebirsel bir yapının 

esnek alt yapılarını tanımlama fikri ise  Atagün ve Sezgin [7] tarafından ortaya 

atılmıştır. Halka, cisim ve modüllerin esnek alt yapılarını araştırmış ve bunlarla ilgili 

özellikler vermişlerdir.  

 

Cebirsel bir yapı üzerinde bir topolojinin varlığı, yeni tanımlara ve faydalı sonuçlara 

ışık tutmuştur [13-15]. Bir esnek cümle üzerinde bir topolojinin tanımlanması ise ilk 

olarak 2011 yılında Çağman ve arkadaşları  [16] tarafından yapılmıştır. Esnek açık 

cümle, esnek kapalı cümle, esnek alt uzay, esnek iç, esnek kapanış, esnek yığılma 

noktası tanıtılmış ve bunlarla ilgili özellikler verilmiştir. Esnek Hausdorff uzay 

kavramı da çalışılmıştır [22]. Esnek topoloji kavramı daha sonraki zamanlarda farklı 
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tanımlarıyla karşımıza çıkmıştır [18-22]. Bu topolojilerde genel olarak esnek 

topoloji, alt esnek cümleler üzerinden tanımlanmıştır. Fakat bir topolojik uzayın 

noktaları kavramı, topolojik tanımların yapılması açısından son derece önemli ve 

gereklidir. Alışılmış topolojinin tanımlanması, eğrisel irtibatlılık ve dizilerde 

yakınsaklık gibi konular, uzayın noktalarına ihtiyaç duyduğundan esnek topolojide 

bu kavramların tanıtılması oldukça zor olmuştur. Bu sorunu ortadan kaldırmak için 

esnek tek nokta cümle tanımı yapılmıştır [23,24]. Buradan hareketle yeni bir topoloji 

yapısı ile alışılmış esnek topolojiyi tanımı yapılmıştır [25]. Bu yöntemde esnek 

topolojide uzayın noktaları vardır ve bunlar her biri tek bir eleman içeren esnek 

cümlelerdir.  

 

Bu tezde [7] deki yolla,  topolojik bir grup ve halkanın esnek tek nokta cümleler 

yardımıyla esnek alt yapılarını araştırılmıştır. Bunun için öncelikle bir alt uzay 

üzerinden esnek alt uzay topolojisi tanıtılmıştır. Bu uzaydaki esnek açık ve esnek 

kapalı cümle tanımları yapılmıştır. Daha sonra bir topolojik grubun esnek alt grubu 

ile bir topolojik halkanın esnek alt halkası tanıtılmış ve bazı özellikleri verilmiştir. 
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2. GENEL BİLGİLER 

Bu bölümde, ileriki bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler 

verilecektir. 

Tanım 2.1.([13,14]) 𝐺 bir grup ve 𝜏 da 𝐺 üzerinde bir topoloji olsun. Eğer 𝐺 

grubundaki  

𝑚: 𝐺 × 𝐺 → 𝐺, (𝑎, 𝑏) → 𝑎𝑏                                   (2.1) 

işlemi ile 

𝑛: 𝐺 → 𝐺, 𝑎 → 𝑎−1                                 (2.2) 

ters fonksiyonu sürekli ise  (𝐺, 𝑚, 𝜏) üçlüsüne bir topolojik grup denir ve böyle bir 

topolojik grup kısaca 𝐺 ile gösterilir. Burada  𝐺 × 𝐺 çarpımı üzerindeki topoloji 

çarpım topolojisidir. 

Örnek 2.2 ℝ∗ = ℝ ∖ {0} olmak üzere (ℝ∗,∙) çarpımsal grupu alışılmış topolojiye 

göre topolojik gruptur. Çünkü ℝ deki bir (𝑎, 𝑏) açık aralığı için  

𝛿−1(𝑎, 𝑏) = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ∗ × ℝ∗|𝑎 < 𝑥𝑦−1 < 𝑏} 

ℝ𝟐 de açık bir cümle olup  

𝛿: ℝ∗ × ℝ∗ → ℝ∗, (𝑎, 𝑏) → 𝑎𝑏−1 

fark fonksiyonu süreklidir. 

 

Tanım 2.3. ([13,14]) (𝑅, +,∙) cebirsel yapısı aşağıdaki şartları sağlıyor ise (𝑅, +,∙) 

yapısına bir halka denir. 

1. (𝑅, +) değişmeli bir grup, 

2. (𝑅,∙) yarı grup,                                                                                            (2.3) 

3. 𝐻𝑒𝑟 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için  𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 ve (𝑎 + 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 

Eğer halka işlemleri sürekli  olacak şekilde 𝑅 üzerinde bir topoloji varsa, 𝑅 ye 

topolojik halka denir.  
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Örnek 2.4. 𝑅∗ = 𝑅 ∖ {0} olmak üzere (𝑅∗, +,∙) halkası bir topolojik halkadır. 

Tanım 2.5. ([3]) X  bir evrensel  cümle, P(X)  X’in  kuvvet cümlesi, E parametreler 

cümlesi  ve A E  olsun. Bu durumda  X  üzerindeki bir  (F,A) 
 
esnek cümlesi, 

x A  için    olacak şekilde AF :A→P(X)   fonksiyonundan elde edilen 

sıralı ikililer yardımıyla şu şekilde tanımlanır: 

( , ) { , ( ) , ( ) ( )}A AF A x F x x E F x P X                             (2.4) 

Örnek 2.6. Kabul edelim ki 1 2 3 4 5 6{ , , , , , }X h h h h h h  cümlesi bazı arabaların cümlesi, 

 
 cümlesi ise arabaları niteleyecek olan bazı sınıfların 

(parametrelerin) cümlesi olsun. ( i=1,2,3,4,5) sırasıyla “pahalı, güzel, beyaz, ucuz 

,otomatik” özelliklerini nitelesin. Kabul edelim ki  

 1 1 2( ) ,F x h h   , F( 2x )={ 1 3 4, ,h h h }  ,F( 3x )= 3 4 5{ , , }h h h ,F( 4x )=
1, 4{ }h h  

F( 5x )=
1, 2 4{ , , }h h h  olsun.  Burada 

1( )F x  in  anlamı pahalı, bunun fonksiyonel değeri ise “ pahalı  araba”,   

F( 2x ) in anlamı güzel , bunun fonksiyonel değeri ise ‘’ güzel araba “ 

F( 3x ) in anlamı beyaz, bunun fonksiyonel değeri ise’’ beyaz araba“ 

F( 4x ) in anlamı ucuz, bunun fonksiyonel değeri ise’’ ucuz araba “ 

F( 5x ) in anlamı otomatik, bunun fonksiyonel değeri ise’’ otomatik araba “dir. 

Tanım 2.7. ([3]) (𝐹, 𝐴) ve (𝐺, 𝐵) X üzerinde iki esnek cümle olsun. Eğer 𝐻𝑒𝑟𝑥 ∈ 𝐴 

için 𝐹(𝑥) ⊆ 𝐺(𝑥) oluyor ise (𝐹, 𝐴)𝑦𝑎 (𝐺, 𝐵) nin esnek alt cümlesidir denir ve 

(𝐹, 𝐴) ⊆̃ (𝐺, 𝐵) ile gösterilir. 

Tanım 2.8. ([3]) ( , )F A  ve ( , )G B  aynı X cümlesi üzerinde iki esnek cümle olsun. 

Bu durumda  BAC   ve için 

( )AF x 

1 2 3 4, 5{ , , , }E x x x x x

x A B  
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( ), \

( ) ( ), \

( ) ( ),

F x x A B
H x G x x B A

F x G x x A B

 


 
   

                                                                             (2.5) 

 

Olmak üzere ),( CH   esnek cümlesine ),( AF  ve ),( BG ’ nin genişletilmiş birleşimi 

denir ve   ),( BG =  ile gösterilir. 

Tanım 2.9. ([3])  ve  aynı X cümlesi üzerinde iki esnek cümle ve 

A B   olsun. ve  esnek cümlelerinin kısıtlanmış kesişimi, =

 için   x A B   için H(x)=F(x)⋒G(x) ile tanımlanır. 

Tanım 2.10. ([3])  S(X) , X üzerinde esnek cümleler cümlesi ( , ) ( )F A S X  olsun.

 için  ( )AF x   ise ’ ya boş esnek cümle denir ve  şeklinde 

gösterilir. 

Tanım 2.11. ([3])  ( , ) ( )F A S X olsun. x A   için ( , )F A X ise AF ’ ya A 

evrensel denir. Eğer    E =A  ise EF  ’ ye esnek evrensel cümle denir. 

Tanım 2.12. ([3])  ( , )F A  ve  ( , )G B   X üzerinde iki esnek cümle olsun. Eğer 

x E   için ( ) ( )A BF x F x  ise ( , )F A  ve ( , )G B esnek eşittir denir ve ( , ) ( , )F A G B  

ile gösterilir. 

Tanım 2.13. ([3])  ( , )i Iİ İ
F A   X üzerinde esnek cümlelerin boştan farklı bir ailesi 

olsun. Bu ailenin birleşimi  i
i I

C A


  ve   x C  için ( ) ( )i
i I

H x F x


  şeklinde 

tanımlanır ve ( , )i i c
i I

F A H


 ile gösterilir. 

Tanım 2.14. ([3])  ( , )i Iİ İ
F A   X  üzerinde esnek cümlelerin boştan farklı bir ailesi ve 

i
i I

A


  olsun. Bu durumda ( , )i Iİ İ
F A   ailesinin kısıtlanmış kesişimi i

i I

C A


  

olmak üzere ),( CH  esnek cümlesidir ve    x C  için ( ) ( )i
i I

H x F x


  ile 

tanımlanır. 

( , )F A A BH

( , )F A ( , )G B

( , )F A ( , )G B C

A B

x E  ( , )F A ( , )F 
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Tanım 2.15. ([3])  (𝐹, 𝐴) X üzerinde bir esnek cümle olsun. {(𝑥, 𝐹(𝐴)𝑐 ∶ 𝑥 ∈ 𝐴} 

esnek cümlesine (𝐹, 𝐴) nın komplementi denir ve (𝐹, 𝐴)𝑐̃ ile gösterilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



7 
 

3. ÜRETİLEN ESNEK TOPOLOJİ 

Tanım 3.1. ([24]) X  bir cümle A X ve Her 𝑥 ∈ 𝑋 olmak üzere aşağıdaki 

şekilde tanımlanan fonksiyona  bir sabit nokta fonksiyonu denir. 

𝐹𝑥
𝐴: {𝑥} → 𝑃(𝑋), 𝑥 → 𝐴.                                            (3.1) 

Bu durumda bu fonksiyondan elde edilen {(𝑥, 𝐴)} sıralı ikilisine de esnek nokta 

denir. 

Burada dikkat edelim ki her bir esnek nokta X  üzerinde bir esnek cümle olup bu 

esnek cümleler verilen tek bir X cümlesinden elde edilmektedir. 

Tanım 3.2. ([24]) X  bir cümle olmak üzere üretilen esnek boş cümle aşağıdaki gibi 

tanımlanır: 

{{( , )} }x x X                                                (3.2) 

Örnek 3.3.  X= {a,b,c}  cümlesi üzerinde esnek noktalar, X cümlesinin kuvvet 

cümlesi  

P(x)={{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},X, Ø } olmak üzere,  aşağıdaki gibidir: 

{(a,{a})},{(a,{a,b})},{(a,{a,c})},{(a,X)},{(a,{b})},{(a,{c})},{(a,{b,c})},{(b,{a})}, 

{(b,{c})},{(b,{a,c})},{(b,{b})},{(b,{a,b})},{(b,{b,c})},{(b,X)},{(c,{a})},{(c,{b})}, 

{(c,{a,b})},{(c,{c})},{(c,{c,b})},{(c,{a,c})},{(c,X)}, {(a, Ø)},{(b, Ø)},{(c, Ø)}}. 

Burada üretilen esnek boş cümle de  aşağıdaki şekildedir. 

∅̃ = {{(𝑎, ∅)}, {(𝑏, ∅)}, {(𝑐, ∅)}} 

 

 

Örnek 3.4. 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} cümlesi verilsin. 

𝑃(𝑋) = {{𝑎}, {𝑏}, {𝑐}, {𝑑}, {𝑒}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐}, {𝑎, 𝑑}, {𝑎, 𝑒}, {𝑏, 𝑐}, {𝑏, 𝑑}, {𝑏, 𝑒}, 
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{𝑐, 𝑑}, {𝑐, 𝑒}, {𝑑, 𝑒}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑑}, {𝑎, 𝑏, 𝑒}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑒}, {𝑎, 𝑑, 𝑒}, {𝑏, 𝑐, 𝑑}, 

{𝑏, 𝑐, 𝑒}, {𝑏, 𝑑, 𝑒}, {𝑐, 𝑑, 𝑒}, {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒}, {𝑎, 𝑏, 𝑑, 𝑒}, {𝑎, 𝑐, 𝑑, 𝑒}, {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}, ∅, 𝑋} 

Kuvvet cümlesinden elde ettiğimiz esnek noktalar aşağıdaki gibidir. 

{{(𝑎, {𝑎})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑏})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑐})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑑})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑒})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑏, 𝑐})}, 

{(𝑎, {𝑎, 𝑏, 𝑑})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑏, 𝑒})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑐, 𝑑})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑐, 𝑒})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑑, 𝑒})}, 

{(𝑎, {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑏, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑐, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑎, 𝑋)}, {(𝑎, ∅)}, 

{(𝑏, {𝑏})}, {(𝑏, {𝑎, 𝑏})}, {(𝑏, {𝑏, 𝑐})}, {(𝑏, {𝑏, 𝑑})}, {(𝑏, {𝑏, 𝑒})}, {(𝑏, {𝑎, 𝑏, 𝑐})}, 

{(𝑏, {𝑎, 𝑏, 𝑑})}, {(𝑏, {𝑎, 𝑏, 𝑒})}, {(𝑏, {𝑏, 𝑐, 𝑑})}, {(𝑏, {𝑏, 𝑐, 𝑒})}, {(𝑏, {𝑏, 𝑑, 𝑒})}, 

{(𝑏, {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑})}, {(𝑏, {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒})}, {(𝑏, {𝑎, 𝑏, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑏, {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑏, 𝑋)}, 

{(𝑏, ∅)}, {(𝑐, {𝑐})}, {(𝑐, {𝑎, 𝑐})}, {(𝑐, {𝑏, 𝑐})}, {(𝑐, {𝑐, 𝑑})}, {(𝑐, {𝑐, 𝑒})}, {(𝑐, {𝑎, 𝑏, 𝑐})}, 

{(𝑐, {𝑎, 𝑐, 𝑑})}, {(𝑐, {𝑎, 𝑐, 𝑒})}, {(𝑐, {𝑏, 𝑐, 𝑑})}, {(𝑐, {𝑏, 𝑐, 𝑒})}, {(𝑐, {𝑐, 𝑑, 𝑒})}, 

{(𝑐, {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑})}, {(𝑐, {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒})}, {(𝑐, {𝑎, 𝑐, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑐, {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑐, 𝑋)}, 

{(𝑐, ∅)}, {(𝑑, {𝑑})}, {(𝑑, {𝑎, 𝑑})}, {(𝑑, {𝑏, 𝑑})}, {(𝑑, {𝑐, 𝑑})}, {(𝑑, {𝑑, 𝑒})}, {(𝑑, {𝑎, 𝑏, 𝑑})}, 

{(𝑑, {𝑎, 𝑐, 𝑑})}, {(𝑑, {𝑎, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑑, {𝑏, 𝑐, 𝑑})}, {(𝑑, {𝑏, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑑, {𝑐, 𝑑, 𝑒}), 

{(𝑑, {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑})}, {(𝑑, {𝑎, 𝑏, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑑, {𝑎, 𝑐, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑑, {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑑, 𝑋)}, 

{(𝑑, ∅)}, {(𝑒, {𝑒})}, {(𝑒, {𝑎, 𝑒})}, {(𝑒, {𝑏, 𝑒})}, {(𝑒, {𝑐, 𝑒})}, {(𝑒, {𝑑, 𝑒})}, {(𝑒, {𝑎, 𝑏, 𝑒})}, 

{(𝑒, {𝑎, 𝑐, 𝑒})}, {(𝑒, {𝑎, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑒, {𝑏, 𝑐, 𝑒})}, {(𝑒, {𝑏, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑒, {𝑐, 𝑑, 𝑒})}, 

{(𝑒, {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒})}, {(𝑒, {𝑎, 𝑏, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑒, {𝑎, 𝑐, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑒, {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒})}, {(𝑒, 𝑋)}, 

{(𝑒, ∅)}}. 

Burada üretilen esnek boş cümle de  aşağıdaki şekildedir. 

 = {{(𝑎, Ø)}, {(𝑏, Ø)}, {(𝑐, Ø)}, {(𝑑, Ø)}, {(𝑒, Ø)}}, 
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Şimdi ise rastgele verilen bir topolojik uzaydan bir esnek topoloji üretme yöntemini 

aşağıdaki şekilde gösterelim. 

Tanım 3.5. ([25])  (X, ) bir topolojik  uzay  ve  x X  için G  ve G cümlesi X’ 

in açık komşuluğu olmak üzere; 

:{ } ( ),G

xF x P x x G  sabit nokta fonksiyonları tanımlansın. Sabit nokta 

fonksiyonlarından elde edilen esnek noktaların cümlesi   

{{( , )} , }x G x G G                                        (3.3) 

olsun. Bu durumda  ’ daki elemanların keyfi birleşimlerinden oluşan sınıfa üretilen 

esnek topoloji denir ve aşağıdaki şekilde gösterilir. 

{ {( , )}{( , )} }x G x G                                        (3.4) 

Biz bu çalışmada kolaylık olması açısından yukarıdaki gibi üretilen bir topolojiyi 

üretilen esnek topoloji yerine yalnızca üretilen topoloji olarak adlandıracağız. 

Örnek 3.6.  X={a,b,c}   ve ={ ,X,{a},{b},{a,b}} topolojisi verilsin. Buna göre 

 topolojisinden elde edilen esnek noktaların oluşturduğu sınıf aşağıdaki gibidir. 

 ={{(a, Ø)},{(a,{a})},{(a,{a,b})},{(a,X)}, {(b, Ø)},{(b,{b})},{(b,{a,b})},{(b,X)}, 

{(c, Ø)},{(c,X)}}. 

  Sınıfındaki cümlelerin esnek keyfi birleşimlerinden  üretilen  topoloji ise 

aşağıdaki şekilde elde edilir: 

 

{{(𝑎, Ø)}, {(𝑎, {𝑎})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑏})}, {(𝑎, 𝑋)}, {(𝑏, Ø)}, {(𝑏, {𝑏})}, {(𝑏, {𝑎, 𝑏})}, {(𝑏, 𝑋)}, 

{(𝑐, Ø)},

, {(𝑎, Ø), (𝑏, Ø)}, {(𝑎, Ø), (𝑏, {𝑏})}, {(𝑎, Ø), (𝑏, {𝑎, 𝑏})}, {(𝑎, Ø), (𝑏, 𝑋)}, 

  

 



{( , )}c X



10 
 

{(𝑎, Ø), (𝑐, Ø)},

, {(𝑎, {𝑎}), (𝑏, Ø)}, {(𝑎, {𝑎}), (𝑏, {𝑏})}, {(𝑎, {𝑎}), (𝑏, {𝑎, 𝑏})}, 

{(𝑎, {𝑎}), (𝑏, 𝑋)}, {(𝑎, {𝑎}), (𝑐, Ø)}, , {(𝑎, {𝑎, 𝑏}), (𝑏, Ø)}, 

{(𝑎, {𝑎, 𝑏}), (𝑏, {𝑏})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑏}), (𝑏, {𝑎, 𝑏})}, {(𝑎, {𝑎, 𝑏}), (𝑏, 𝑋)}, {(𝑎, {𝑎, 𝑏}), (𝑐, Ø)}, 

, {(𝑎, 𝑋), (𝑏, Ø)}, {(𝑎, 𝑋), (𝑏, {𝑏})}, {(𝑎, 𝑋), (𝑏, {𝑎, 𝑏})}, {(𝑎, 𝑋), (𝑏, 𝑋)}, 

{(𝑎, 𝑋), (𝑐, Ø)}, , {(𝑏, Ø), (𝑐, Ø)}, , {(𝑏, {𝑏}), (𝑐, Ø)}, 

, {(𝑏, {𝑎, 𝑏}), (𝑐, Ø)}, , {(𝑏, 𝑋), (𝑐, Ø)},

, 

{(𝑎, Ø), (𝑏, Ø), (𝑐, Ø)}, {(𝑎, ∅), (𝑏, ∅), (𝑐, 𝑋)}, , 

, , , 

, , , 

, , , 

, , , 

, , , 

, , , 

, , , 

, , , 

, , , 

, . 

Bu bölümde bir X cümlesi  üzerindeki üretilen topolojiden bahsettik. Bir sonraki 

bölümde ise kendisi esnek olmayan bir topolojinin esnek alt uzayını oluşturacağız. 

 

{( , ), ( , )}a c X

{( ,{ }), ( , )}a a c X

{( ,{ , }), ( , )}a a b c X

{( , ), ( , )}a X c X {( , ), ( , )}b c X

{(b,{b}),(c, X)} {(b,{a,b}),(c, X)}

{(b,X),(c, X)}

{( , ), ( ,{ }), ( , )}a b b c 

{( , ), ( ,{ }), ( , )}a b b c X {( , ), ( ,{ , }), ( , )}a b a b c  {( , ), ( ,{ , }), ( , )}a b a b c X

{( , ), ( , ), ( , )}a b X c  {( , ), ( , ), ( , )}a b X c X {( ,{ }), ( , ), ( , )}a a b c 

{( ,{ }), ( , ), ( , )}a a b c X {( ,{ }),( ,{ }),( , )}a a b b c  {( ,{ }), ( ,{ }), ( , )}a a b b c X

{( ,{ }), ( ,{ , }), ( , )}a a b a b c  {( ,{ }), ( ,{ , }), ( , )}a a b a b c X {( ,{ }), ( , ), ( , )}a a b X c 

{( ,{ }), ( , ), ( , )}a a b X c X {( ,{ , }), ( , ), ( , )}a a b b c  {( ,{ , }), ( , ), ( , )}a a b b c X

{( ,{ , }), ( ,{ }), ( , )}a a b b b c  {( ,{ , }), ( ,{ }), ( , )}a a b b b c X {( ,{ , }),( ,{ , }),( , )}a a b b a b c 

{( ,{ , }),( ,{ , }),( , )}a a b b a b c X {( ,{ , }), ( , ), ( , )}a a b b X c X {( ,{ , }), ( , ), ( , )}a a b b X c 

{( , ), ( , ), ( , )}a X b c  {( , ), ( , ), ( , )}a X b c X {( , ), ( ,{ }), ( , )}a X b b c 

{( , ), ( ,{ }), ( , )}a X b b c X {( , ), ( ,{ , }), ( , )}a X b a b c  {( , ), ( ,{ , }), ( , )}a X b a b c X

{( , ), ( , ), ( , )}a X b X c  {( , ), ( , ), ( , )}a X b X c X
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4. TOPOLOJİK GRUPLARIN VE TOPOLOJİK HALKALARIN 

ESNEK ALT  YAPILARI 

4.1. Bir Topolojik Uzayın Esnek Alt Uzayı 

Bu bölümde kendisi esnek olmayan bir topolojik uzayın esnek noktalar yardımıyla 

esnek alt uzayı tanımlanmıştır. 

Tanım 4.1.1 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝑋’in 𝐴 üzerindeki alt uzay 

topolojisi, 

𝜏𝐴 = {𝑈 = 𝐴 ∩ 𝑉/ 𝑉 ∈ 𝜏} ,                                                    (4.1.1) 

 

ile tanımlanır. 

𝐻𝑒𝑟 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑈 ∈ 𝜏 için; 

𝐹𝑥
𝑈 = {𝑥} ⟶ 𝑃(𝑋), 𝑥 ↦ 𝑈,                                                  (4.1.2)  

Burada 𝑈, 𝑥’in 𝜏𝐴 daki açık komşuluğudur. 

Her bir 𝐹𝑥
𝑈 fonksiyonu ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑈 ∈  𝜏𝐴 için tektir ve farklıdır ve tekbir {(𝑥, 𝑈)} 

elemanından oluşur. Herbir 𝐹𝑥
𝑈 fonksiyonuna 𝑥 ve 𝑈 çiftinin sabit nokta fonksiyonu 

denir. Bu kümeye  

{(𝑥, 𝐹𝑥
𝑈(𝑥))} = {(𝑥, 𝑈)}                                                     (4.1.3) 

𝑋 üzerinde sabit esnek küme denir. Ayrıca ∀𝑥 ∈ 𝐴 için boş esnek küme {(𝑥, ∅)} ile 

tanımlanır ve boş esnek kümelerin ailesi 

∅̃ = {{(𝑥, ∅)}, 𝑥 ∈ 𝐴}                                                       (4.1.4) 

biçiminde gösterilir. Yani  𝐹𝑥
𝑈 sabit nokta fonksiyonu olmak üzere; 

𝑆 = {{(𝑥, 𝑈)}: 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑈 ∈ 𝜏𝐴} ∪̃ ∅̃                                               (4.1.5) 
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cümlesine tüm sabit cümlelerin ailesi denir. Bu bölümden itibaren tüm esnek   

cümlelerin ailesi 𝑆 ile gösterilecektir. 

Örnek 4.1.2  𝑋 = {1,2,3,4,5} bir cümle, 𝜏 = {𝑋, ∅, {1,3}, {3,5}, {3}, {1,3,5}} 𝑋 

üzerinde bir topoloji ve 𝐴 = {1,3,5} 𝑋 cümlesinin bir alt cümlesi olsun. 𝐴 üzerindeki 

alt uzay topolojisi  

𝜏𝐴 = {𝐴, ∅, {1,3}, {3}, {3,5}} 

ile gösterilir. O halde aşağıdakiler esnek cümlelerdir. 

{(1, 𝐴)}, {(1,3})}, {(3, 𝐴)}, {(3, {1,3})}, {(3, {3})}, {(3, {3,5})}, {(5, 𝐴)}, {(5, {3,5})} 

Örnek 4.1.3 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} bir cümle, 𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑎, 𝑐}, {𝑐, 𝑒}, {𝑐}, {𝑎, 𝑐, 𝑒}} 𝑋 

üzerinde bir topoloji ve 𝐴 = {𝑎, 𝑐, 𝑒} 𝑋 cümlesinin bir alt cümlesi olsun. 𝐴 üzerindeki 

alt uzay topolojisi  

𝜏𝐴 = {𝐴, ∅, {𝑎, 𝑐}, {𝑐}, {𝑐, 𝑒}} 

ile gösterilir. O halde aşağıdakiler esnek cümlelerdir. 

{(𝑎, 𝐴)}, {(𝑎, 𝑐})}, {(𝑐, 𝐴)}, {(𝑐, {𝑎, 𝑐})}, {(𝑐, {𝑐})}, {(𝑐, {𝑐, 𝑒})}, {(𝑒, 𝐴)}, {(𝑒, {𝑐, 𝑒})} 

 

Tanım 4.1.4  (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝑋 in 𝑆 üzerindeki esnek alt uzay 

topolojisi, keyfi sayıda {(𝑥, 𝑈)} esnek cümlelerin esnek birleşimi şeklinde tanımlanır 

ve    𝜏�̃� = {∪̃ {(𝑥, 𝑈)}: 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑈 ∈ 𝜏𝐴}                                (4.1.6) 

ile gösterilir. 𝜏�̃� nın her bir elemanına esnek açık cümle denir. 

Örnek 4.1.5 𝑋 = {1,2,3,4} bir cümle 𝜏 = {𝑋, ∅, {1,2}, {4}, {1,2,4}} 𝑋 üzerinde bir 

topoloji ve 𝐴 = {2,3}  𝑋 cümlesinin bir alt cümlesi olsun. O halde 𝐴 üzerindeki alt 

uzay topolojisi 𝜏𝐴 = {𝐴, ∅, {2}} ve  𝐹𝑥
𝑈 lokal fonksiyonları tarafından türetilen esnek 

cümleler {(2, 𝐴)}, {(2, ∅)}, {(2, {2})}, {(3, 𝐴)}, {(3, ∅)} biçiminde gösterilir. Böylece 

esnek alt uzay topolojisi  

𝜏�̃� = {{(2, 𝐴)}, {(2, ∅)}, {(2, {2})}, {(3, 𝐴)}, {(3, ∅)}, {(2, 𝐴)}, (3, 𝐴)}, {(2, 𝐴), (3, ∅) 

{(2,0), (3, ∅)}, {(2, {2}), (3, ∅)}, {(2, {2}), (3, 𝐴)}, {(2, ∅), (3, 𝐴)}} 
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Tanım 4.1.6 (𝑋, 𝜏) bir esnek alt uzay topolojisi 𝐴 ⊆ 𝑋 ve 𝜏�̃�  𝑋 in bir esnek alt uzayı 

olsun. 

�̃� = {⋃ 𝐹𝑥
�̃� (𝑥)} ∪ {∅}                                        (4.1.7) 

ve 

�̃� =  {⋃ 𝐹𝑥
𝑈𝑐̃ (𝑥)} ∪ {∅}                                       (4.1.8) 

cümlelerine sırasıyla açık görüntü cümlesi ve kapalı görüntü cümlesi denir. 

Önerme 4.1.7 Aşağıdakiler sağlanır. 

(i) �̃� = 𝜏𝐴 

(ii) �̃� = {𝐾 ⊆ 𝐴|𝐾𝑐 ∈ 𝜏𝐴} 

Tanım 4.1.8. 

𝐾�̃� = {⋃{(𝑥, 𝑈𝐶)}̃ : 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑈 ∈ 𝜏𝐴}                                    (4.1.9) 

ile tanımlanan, sonlu sayıda {(𝑥, 𝑈𝐶)} cümlelerinin esnek birleşimi,  𝜏�̃� nın esnek 

kapalı cümlelerinin bir ailesidir. 

Tanım 4.1.9.  (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer; 

𝛽 = {𝐵 ⊆ 𝑋|𝐵 ∈ 𝜏} 

𝜏 nun bir bazı ise ∀𝑥 ∈ 𝐴 için  

𝛽 = {⋃{(𝑥, 𝐵 ∩ 𝐴)}̃ : 𝑥 ∈ 𝐵}                                   (4.1.10) 

𝜏�̃� nın bir bazıdır. 

Tanım 4.1.10. (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 𝑆𝐴 ve 𝑆𝐵 cümleleri sırasıyla 𝑋 

üzerindeki esnek cümlelerin bir ailesi olsun. Eğer; 

 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 ve 𝑈, 𝑉 sırasıyla 𝜏𝐴 ve 𝜏𝐵 de 𝑋 in açık komşulukları ise o halde  

𝐻𝑥
𝑈∩𝑉(𝑥) = 𝐹𝑥

𝑈(𝑥) ∩ 𝐺𝑥
𝑉(𝑥)                                     (4.1.11) 

sağlanır. Yani, 

{(𝑥, 𝑈)} ⋒ {(𝑥, 𝑉)} = {(𝑥, 𝑈 ∩ 𝑉)}                                  (4.1.12) 



14 
 

esnek cümlelerinin iki ailesinin kesişimi  

𝑆𝐴 ⋒ 𝑆𝐵 = {{(𝑥, 𝑈⋂𝑉)}|𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵, 𝑈 ∈ 𝜏𝐴,𝑉 ∈  𝜏𝐵}                   (4.1.13) 

ile tanımlanır.  

Önerme 4.1.11. Eğer 𝜏�̃� ve 𝜏�̃�, 𝑆𝐴 ve 𝑆𝐵 üzerinde tanımlı iki esnek alt uzay topolojisi 

ise 𝜏�̃� ⋒ 𝜏�̃� de  𝑆𝐴 ⋒ 𝑆𝐵 üzerinde bir esnek alt uzay topolojisidir. 

İspat. 𝜏�̃� ⋒ 𝜏�̃� = {∪̃ {(𝑥, 𝑈 ∩ 𝑉)}: 𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉 𝑣𝑒 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏�̃�} ∪ ∅̃ 

olduğundan ispat açıktır. 

Tanım 4.1.12. (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋, 𝑆𝐴 ve 𝑆𝐵, 𝑋 üzerinde esnek 

cümlelerin bir ailesi olsun. Eğer 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵 ve 𝑈, 𝑉 sırasıyla 𝜏𝐴 ve 𝜏𝐵 de 𝑥 ve 𝑦 

nin açık komşuluğu ise sabit nokta fonksiyonundan  

𝐻(𝑥,𝑦): {(𝑥, 𝑦)} → 𝑃(𝑋 × 𝑋)                                   (4.1.14) 

buradan elde edilir ki  

𝐻(𝑥,𝑦)
𝑈×𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑥

𝑈(𝑥) × 𝐺𝑦
𝑉(𝑦)                                 (4.1.15) 

{(𝑥, 𝑈)} × {(𝑦, 𝑉)} = {((𝑥, 𝑦), 𝑈 × 𝑉)} 

𝑋 × 𝑋 üzerinde bir esnek cümledir. Böylece 𝑆𝐴 ve 𝑆𝐵 nin çarpımı  

𝑆𝐴 × 𝑆𝐵 = {{((𝑥, 𝑦), 𝑈 × 𝑉}|𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵, 𝑈 ∈ 𝑇𝐴, 𝑉 ∈ 𝑇𝐵}𝑈∅̃         (4.1.16) 

ile tanımlanır. 

Önerme 4.1.13. Eğer 𝜏�̃� ve 𝜏�̃�, 𝑆𝐴 ve 𝑆𝐵 üzerinde tanımlı iki esnek alt uzay topolojisi 

ise o halde 𝜏�̃� × 𝜏�̃�, 𝑆𝐴 × 𝑆𝐵 üzerinde esnek alt uzay topolojisidir. 

İspat. 𝜏�̃� × 𝜏�̃� = {∪̌ {(𝑥, 𝑦), 𝑈 × 𝑉|𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵, 𝑈 ∈ 𝑇𝐴, 𝑉 ∈ 𝑇𝐵}𝑈∅̃ 

olduğundan ispat açıktır. 

 

4.2 Bir Topolojik Grubun Esnek Alt Grubu 
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Bu bölümde kendisi esnek olmayan bir topolojik grubun esnek alt grubu 

tanımlanmıştır. 

Tanım 4.2.1. (𝑋, 𝜏) bir topolojik grup ve 𝐴, 𝑋 in bir alt grubu olsun. 𝒜 ⊆ 𝑆, A 

üzerindeki üretilen esnek noktaların bir ailesi ve 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏𝐴 sırasıyla 𝑋 ve 𝑌 nin açık 

komşulukları olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyor ise 𝒜 ya 𝑋 in topolojik esnek 

alt grubu denir. 

(i) ∀ {(𝑥, 𝑈}, {(𝑥, 𝑉)} ∈ 𝒜 için {(𝑥, 𝑈)} ⋒ {(𝑥, 𝑉)} ∈ 𝒜, 

(ii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ve ∀ 𝑈, 𝑉 ∈  𝒜 için 𝑥 − 𝑦 nin 𝐹𝑥−𝑦
𝐺  (𝑥 − 𝑦) ⊇ 𝑈 ∩ 𝑉 olacak 

şekilde bir 𝐺 açık komşuluğu vardır. 

Örnek 4.2.2. 𝑅 reel sayılar cümlesi ve 𝑈, 𝑅 üzerindeki alışılmış topoloji olmak üzere 

(𝑅, +, 𝑈) bir topolojik gruptur. 𝑍 tamsayılar cümlesi 𝑅’nin alt cümlesi olduğundan 

(𝑍, +) bir alt grubu dolayısıyla 𝑅 nin bir topolojik alt grubudur. Burada 𝑍 üzerindeki 

topoloji ayrık(diskre) topolojidir. ∀𝑥 ∈ 𝑍 için üretilen esnek noktaların bir ailesini, 

𝒜1 = {⋃{(𝑥, {𝑥})}} �̃�∅̃                                           (4.2.1) 

olarak alalım. O halde 𝒜1, (𝑅, +, 𝑈) nun bir topolojik esnek alt grubudur. 

Fakat  𝒜2 kümesini 

𝒜2 = ⋃{(𝑥, {𝑥, 𝑥 + 1})}}�̃�∅̃                                        (4.2.2) 

Olarak alırsak  𝐹(1 − 2) = 𝐹(−1) = {−1,0} ⊉ {2} = {1,2} ∩ {2,3} = 𝐹(1) ∩ 𝐹(2) 

olduğundan 𝒜2, 𝑅 nin bir topolojik esnek alt grubu değildir. 

Önerme 4.2.3 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer 𝒜1 ve 𝒜2 sırasıyla 𝐴 

ve 𝐵 ye karşılık gelen 𝑋 in topolojik esnek alt grupları ise o halde 𝒜1 ⋒ 𝒜2 de 𝑋 in 

bir topolojik esnek alt grubudur. 

İspat.  

Tanım 3.9. dan ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 için 𝒜1 ve 𝒜2 nin kesişimi 𝒜1 ⋒ 𝒜2 = {⋃{(𝑥, 𝑈 ∩

𝑉)}|𝑈 ∈ 𝜏𝐴 , 𝑉 ∈ 𝜏𝐵} dır.  Bu durumda topolojik esnek alt grup olma şartları sağlanır. 

(i) {(𝑥, 𝑈)} ⋒ {(𝑥, 𝑉)} ∈ 𝒜1 ⋒ 𝒜2, 

(ii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için  
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𝐹𝑥−𝑦
𝐺 (𝑥 − 𝑦) ⊇ 𝑈 ∩ 𝑉                                            (4.2.3) 

olacak şekilde 𝑥 − 𝑦 nin bir açık komşuluğu ve  

 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵 için  

𝐹𝑥−𝑦
𝐺′

(𝑥 − 𝑦) ⊇ 𝑈′ ∩ 𝑉′                                         (4.2.4) 

Olacak şekilde 𝑥 − 𝑦 nin bir açık komşuluğu vardır. O halde ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 için  

𝐹𝑥−𝑦
𝐺∩𝐺′

(𝑥 − 𝑦) ⊇ (𝑈 ∩ 𝑉) ∩ (𝑈′ ∩ 𝑉′) = (𝑈 ∩ 𝑈′) ∩ (𝑉 ∩ 𝑉′)      (4.2.5) 

dir. 

Önerme 4.2.4  (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer 𝒜1 ve 𝒜2 sırasıyla 𝐴 

ve 𝐵 ye karşılık gelen 𝑋 in topolojik esnek alt grupları ise o halde 𝒜1 × 𝒜2 de 𝑋 in 

bir topolojik esnek alt grubudur. 

İspat. Tanım 3.11 den ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵 için  𝒜1 ve 𝒜2 nin çarpımı  

𝒜1 × 𝒜2 = {⋃{((𝑥, 𝑦), 𝑈 ∩ 𝑉)}|𝑈 ∈ 𝜏𝐴, 𝑉 ∈ 𝜏𝐵}.                      (4.2.6) 

olarak tanımlanır. Bu durumda topolojik esnek alt grup olma şartları sağlanır. 

(i) {((𝑥, 𝑦), 𝑈} × {((𝑥, 𝑦), 𝑉)} = {((𝑥, 𝑦), 𝑈 × 𝑉)} ∈ 𝒜1 × 𝒜2, 

(ii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için 𝐹𝑥−𝑦
𝐺 (𝑥 − 𝑦) ⊇ 𝑈 ∩ 𝑉 sağlayan bir G komşuluğu var 

olduğundan ve ∀𝑥′, 𝑦′ ∈ 𝐵 için 𝐹𝑥′−𝑦′
𝐺′

(𝑥′ − 𝑦′) ⊇ 𝑈′ ∩ 𝑉′ sağlayan bir 𝐺′ 

komşuluğu var olduğundan (𝑥 − 𝑦, 𝑥′ − 𝑦′) nin bir  𝐺 × 𝐺′  açık komşuluğu 

için 

𝐹(𝑥,𝑥′)−(𝑦−𝑦′)
𝐺×𝐺′

((𝑥, 𝑥′) − (𝑦 − 𝑦′)) = 𝐹(𝑥−𝑦,𝑥′−𝑦′)
𝐺×𝐺′

(𝑥 − 𝑦, 𝑥′ − 𝑦′) 

                                                                       =𝐹𝑥−𝑦
𝐺 (𝑥 − 𝑦) × 𝐹𝑥′−𝑦′

𝐺′
(𝑥′ − 𝑦′) 

                                                                        ⊇ (𝑈 ∩ 𝑉) × (𝑈′ ∩ 𝑉′) 

                                                                        = (𝑈 × 𝑈′) ∩ (𝑉 × 𝑉′) 

dir. 
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Önerme 4.2.5 𝑋 bir topolojik grup ve 𝐴, 𝑋 in bir topolojik alt grubu olsun. Eğer 𝒜, 

𝑋’in topolojik esnek alt grubu ise o halde 𝑋’in her bir 𝑈 açık komşuluğu için 𝑒 ∈ 𝐴 

birim elemanının 𝑈 ⊆ 𝑉 olacak şekilde bir açık komşuluğu vardır. 

İspat: 

𝒜, 𝑋’in  bir esnek alt grubu olduğundan, ∀𝑥 ∈ 𝐴 için  

𝐹𝑥
𝑈(𝑥) = 𝐹𝑥

𝑈(𝑥) ∩ 𝐹𝑥
𝑈(𝑥) = 𝑈 ∩ 𝑈 ⊆ 𝐹𝑥−𝑥

𝑉 (𝑥 − 𝑥) = 𝐹𝑒
𝑉(𝑒) olduğu görülür. 

Önerme 4.2.6  Eğer 𝒜, 𝑋 in bir topolojik esnek alt grubu ise  

𝐻 = {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑈 ⊆ 𝐴 𝑎ç𝚤𝑘 𝑘𝑜𝑚ş𝑢𝑙𝑢ğ𝑢 𝑣𝑎𝑟𝑑𝚤𝑟 ∋ 𝑒, 𝑋 ∈ 𝑈}         (4.2.7) 

cümlesi X in bir topolojik alt grubudur.  

 

İspat. 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 olsun. 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐴 olduğunu ispatlayalım. 𝒜 nın topolojik esnek alt grup 

olduğunu biliyoruz. O halde 𝑥 − 𝑦 nin bir 𝐺 açık komşuluğu vardır öyle ki 𝑥 ve 𝑦 

nin sırasıyla her 𝑈 ve 𝑉 açık komşuluğu için  

𝐹𝑥−𝑦
𝐺 (𝑥 − 𝑦) ⊇ 𝑈 ∩ 𝑉                                           (4.2.8) 

 dır. Buradan  

𝐺 ⊇ 𝑈 ∩ 𝑉                                                 (4.2.9) 

Olduğu elde edilir. 𝑒 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉 olduğundan 𝑒 ∈ 𝐺 dir ve aynı zamanda  

𝑥 − 𝑦 ve 𝑒 elemanları aynı açık cümlededirler. Dolayısıyla 𝐻, 𝑋 in bir topolojik alt 

grubudur. 

 

4.3. Bir Topolojik Halkanın Esnek Alt Halkası 

Bu bölümde kendisi esnek olmayan bir topolojik halkanın esnek alt halkası 

tanımlanmıştır. 
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Tanım 4.3.1 (𝑋, +,∙, 𝜏) bir topolojik halka ve 𝐴, 𝑋 in bir alt halkası olsun. 𝒜 ⊆ 𝑆, A 

üzerindeki üretilen esnek noktaların bir ailesi, 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏𝐴 sırasıyla 𝑥 ve 𝑦 nin açık 

komşulukları olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyor ise 𝒜 ya 𝑋 in 

bir 𝑡𝑜𝑝𝑜𝑙𝑜𝑗𝑖𝑘 𝑒𝑠𝑛𝑒𝑘 𝑎𝑙𝑡 ℎ𝑎𝑙𝑘𝑎𝑠𝚤 denir: 

(i) ∀{(𝑥, 𝑈)}, {(𝑥, 𝑉)} ∈ 𝐴  için {(𝑥, 𝑈)} ⋒ {(𝑥, 𝑉)} ∈ 𝐴, 

(ii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 , 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏𝐴 için 𝑥 − 𝑦 nin 𝐹𝑥−𝑦
𝐺 (𝑥 − 𝑦) ⊇ 𝑈 ∩ 𝑉 olacak şekilde bir 

𝐺 açık komşuluğu vardır, 

(iii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 , 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏𝐴 için 𝑥𝑦 nin 𝐹𝑥𝑦
𝐺 (𝑥𝑦) ⊇ 𝑈 ∩ 𝑉 olacak şekilde bir G 

 açık komşuluğu vardır. 

Örnek 4.3.2. Örnek 4.2.2 de ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍 için 𝑥𝑦 nin  𝐹𝑥𝑦
𝐺 (𝑥𝑦) ⊇ ∅  olack şekilde bir 𝐺 

açık komşuluğu var olduğundan 𝑍, 𝑅 nin bir topolojik esnek alt halkasıdır. 

Önerme 4.3.3. (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer 𝒜1 ve 𝒜2 sırasıyla 𝐴 

ve 𝐵 ye karşılık gelen 𝑋 in topolojik esnek alt halkaları ise o halde 𝒜1 ⋒ 𝒜2 de 𝑋 in 

bir topolojik esnek alt halkasıdır. 

İspat:𝒜1 × 𝒜2 topolojik esnek alt grup olduğundan (iii) şart sağlandığını göstermek 

yeterlidir. 

(iii)∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için 𝑥𝑦 nin 𝐹𝑥𝑦
𝐺 (𝑥𝑦) ⊇ 𝑈 ∩ 𝑉 olacak şekilde bir G komşuluğu vardır. 

Benzer olarak ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵 için 𝑥𝑦 nin 𝐹𝑥𝑦
𝐺′

(𝑥𝑦) ⊇ 𝑈′ ∩ 𝑉′ olacak şekilde bir G’ açık 

komşuluğu vardır. Buradan ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 için  

𝐹𝑥𝑦
𝐺∩𝐺′

(𝑥𝑦) ⊇ (𝑈 ∩ 𝑉) ∩ (𝑈′ ∩ 𝑉′) = (𝑈 ∩ 𝑈′) ∩ (𝑉 ∩ 𝑉′)          (4.3.1) 

dir. 

Önerme 4.3.4  (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer 𝒜1 ve 𝒜2 sırasıyla 𝐴 

ve 𝐵 ye karşılık gelen 𝑋 in topolojik esnek alt halkaları ise o halde 𝒜1 × 𝒜2 de 𝑋 in 

bir topolojik esnek alt halkasıdır. 

İspat. 

𝒜1 ⋒ 𝒜2 bir topolojik esnek alt halka olduğundan (iii) şartının sağlandığını 

göstermek yeterlidir. 
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(iii)∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için 𝐹𝑥𝑦
𝐺 (𝑥𝑦) ⊇ 𝑈 ∩ 𝑉 olacak şekilde bir G açık komşuluğu vardır. 

Benzer olarak ∀𝑥′, 𝑦′ ∈ 𝐵 için 𝐹𝑥′𝑦′
𝐺′

(𝑥′𝑦′) ⊇ 𝑈′ ∩ 𝑉′olacak şekilde bir G’ açık 

komşuluğu vardır.  Buradan   (𝑥 − 𝑦, 𝑥′ − 𝑦′) nin  𝐺 × 𝐺′ açık komşuluğu için 

𝐹(𝑥,𝑥′),(𝑦,𝑦′)
𝐺×𝐺′

((𝑥, 𝑥′)(𝑦, 𝑦′)) = 𝐹(𝑥𝑦,𝑥′𝑦′)
𝐺×𝐺′

(𝑥𝑦, 𝑥′𝑦′) 

= 𝐹𝑥𝑦
𝐺 (𝑥, 𝑦) × 𝐹𝑥′𝑦′

𝐺′
(𝑥′, 𝑦′) ⊇ (𝑈 ∩ 𝑉) × (𝑈′ ∩ 𝑉′)                 (4.3.2) 

= (𝑈 × 𝑈′) ∩ (𝑉 × 𝑉′) 

dir. 

Önerme 4.3.5. Eğer 𝒜 X in bir topolojik esnek alt halkası ise, 

𝐻 = {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑈 ⊆ 𝐴 açık komşuluğu vardır öyle ki 𝑒, 𝑥 ∈ 𝑈} cümlesi X in bir 

topolojik alt halkasıdır. 

İspat açıktır. 
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5. SONUÇ 

Bu tezde esnek noktalar yardımıyla verilen yeni bir esnek topoloji tanımı kullanılmış, 

bu tanımla birlikte alt esnek uzaylardan bahsedilmiştir. Literatürde bulunan esnek 

topoloji kavramı, uzayın noktalarını tek başına kullanmaya yeterli olmayıp, alt 

cümleler üzerinden tanımlanmıştır. Fakat bu tanım, topolojinin bazı konularını esnek 

topolojiye aktarırken faydalı olamamıştır. Örneğin alışılmış esnek topolojiyi ve esnek 

eğrisel irtibatlılığı tanımlayabilmek için noktalara ihtiyaç vardır. Bu sebeple esnek 

nokta tanımı oldukça kullanışlıdır. Esnek noktalar tanımlanırken, sabit nokta 

fonksiyonlar yardımıyla tek elemanlı esnek cümleler oluşturulmuştur ve bu cümleler 

tek bir nokta olarak kabul edilmiştir. Bu yöntemle cebir ve topolojideki mevcut 

kavramlar esnek noktalar yardımıyla yeniden tanımlanabilir. 
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