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OZET

Bu tez calismasinda Oncelikle esnek nokta tanimi verilmistir. Esnek nokta tanimui,
topolojik uzaylarda tanimlanmis bazi Ozellikleri yeniden tanimlamada kolaylik
saglamaktadir. Daha 6nceki esnek topoloji tanimlarinda uzayin noktalari kavrami
yeterince agik ve kullanigh degildir. Bu tanimla birlikte bir topolojik uzayda agik
climlelerin 6zelliklerini incelemek daha anlasilir ve kolay hale gelmistir. Buradan
hareketle bu tezin doérdiincii boliimii 6zgiin olarak hazirlanmigtir. Kendisi esnek
olmayan topolojik grup ve halkalarin esnek alt yapilar1 tanitilmis ve bunlarla ilgili

ornekler verilmistir.

Anahtar kelimeler: Esnek climle, esnek grup, esnek halka, esnek topoloji, esnek

nokta
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ABSTRACT

In this thesis, firstly, the notion of soft point is given. This notion enables to define
some topological properties again. In the former definitions of soft topology, the
elements of a topological space are not clear and useful enough. But by this
definition of soft points, it is more understandable and easier to study on the open
sets. Thus, the fourth chapter of this thesis is prepared orijianlly. Topological soft
substructures of topological groups and topological rings which have not soft

structures and their examples are given.
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IGIRIS

Matematikte kullanilan geleneksel yontemler hesaplama, karsilagtirma ve muhakeme
yapmada ¢ogu zaman kesin ve belirleyicidir. Fakat Ekonomi, Miihendislik, Doga
Bilimleri, sosyoloji gibi pek ¢ok alanda kesin olmayan karmasik problemler
mevcuttur. Bu tiir problemlerde bilinen klasik yontemleri kullanmak basarisizlikla
sonuclanabilir. Bu sebeple her gegen giin yeni teoriler iizerine ¢aligsmalar artmustir.
Bu teorilerden birisi de kesin olmayan problemlerin ¢oziilmesinde farkli bir yontem

olan esnek climle teorisidir [1-3].

Maji ve arkadaslar1 [1], bilinen climle teorisini esnek climleler lizerine insa etmistir.
Iki esnek ciimlenin esitligi, alt esnek ciimle, esnek tiimleyen, esnek bos ciimle gibi
temel kavramlar ile bu ciimleler iizerinde kesisim, birlesim, “ve”, “veya” gibi
mantiksal islemler tanitilmis ve ornekler ile giiclendirilmistir[1-4]. Sonrasinda bir

¢ok bilim adami bu yapi tizerinde gesitli ve faydali islemler tanitmigtir [3-5].

Esnek climleler kavraminin cebire uygulanmas: ise ilk olarak Aktas ve Cagman [6]
tarafindan esnek grup yapisinin tanitilmasiyla baglamistir. Daha sonraki zamanlarda
cebirsel yapilarin esnek durumlar arastirilmaya devam edilmistir [7-11]. Ayrica
cebirsel yapilar iizerinde esnek islemler de tanimlanmistir [12]. Cebirsel bir yapinin
esnek alt yapilarin1 tanimlama fikri ise Ataglin ve Sezgin [7] tarafindan ortaya
atilmistir. Halka, cisim ve modiillerin esnek alt yapilarini arastirmis ve bunlarla ilgili

ozellikler vermislerdir.

Cebirsel bir yap1 ilizerinde bir topolojinin varligi, yeni tanimlara ve faydali sonuglara
151k tutmustur [13-15]. Bir esnek climle iizerinde bir topolojinin tanimlanmast ise ilk
olarak 2011 yilinda Cagman ve arkadaslar1 [16] tarafindan yapilmistir. Esnek agik
ciimle, esnek kapali climle, esnek alt uzay, esnek ic, esnek kapanis, esnek yigilma
noktasi tanitilmis ve bunlarla ilgili 6zellikler verilmistir. Esnek Hausdorff uzay

kavrami da ¢alisilmigtir [22]. Esnek topoloji kavrami daha sonraki zamanlarda farkl



tanimlariyla karsimiza c¢ikmustir [18-22]. Bu topolojilerde genel olarak esnek
topoloji, alt esnek climleler iizerinden tanimlanmustir. Fakat bir topolojik uzaymn
noktalar1 kavrami, topolojik tanimlarin yapilmasi agisindan son derece onemli ve
gereklidir. Alisilmis topolojinin tanimlanmasi, egrisel irtibathilik ve dizilerde
yakinsaklik gibi konular, uzayin noktalara ihtiyag duydugundan esnek topolojide
bu kavramlarin tanitilmasi oldukca zor olmustur. Bu sorunu ortadan kaldirmak igin
esnek tek nokta ctimle tanimi yapilmistir [23,24]. Buradan hareketle yeni bir topoloji
yapisi ile alisilmig esnek topolojiyi tanimi yapilmistir [25]. Bu yontemde esnek
topolojide uzaym noktalar1 vardir ve bunlar her biri tek bir eleman igeren esnek

cumlelerdir.

Bu tezde [7] deki yolla, topolojik bir grup ve halkanin esnek tek nokta ciimleler
yardimiyla esnek alt yapilarini arastirilmistir. Bunun i¢in Oncelikle bir alt uzay
tizerinden esnek alt uzay topolojisi tanitilmistir. Bu uzaydaki esnek agik ve esnek
kapali climle tanimlar1 yapilmistir. Daha sonra bir topolojik grubun esnek alt grubu

ile bir topolojik halkanin esnek alt halkas1 tanitilmis ve bazi1 6zellikleri verilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu bolimde, ileriki bolimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler

verilecektir.

Tamm 2.1.([13,14]) G bir grup ve t da G iizerinde bir topoloji olsun. Eger G
grubundaki

m:G X G — G,(a,b) — ab (2.1)
islemi ile
n:G - G,a—a’l (2.2)

ters fonksiyonu siirekli ise (G, m, ) Ugliisiine bir topolojik grup denir ve boyle bir
topolojik grup kisaca G ile gosterilir. Burada G X G g¢arpimui iizerindeki topoloji

carpim topolojisidir.

Ornek 2.2 R* = R\ {0} olmak iizere (R*) carpimsal grupu alisiimis topolojiye
gore topolojik gruptur. Ciinkii R deki bir (a, b) agik araligi i¢in

57 1(a,b) = {(x,y) E R* x R*la < xy~! < b}
R? de agik bir ciimle olup
5:R* x R* -» R* (a,b) > ab™?!

fark fonksiyonu siireklidir.

Tamm 2.3. ([13,14]) (R, +,") cebirsel yapist asagidaki sartlar1 saglhyor ise (R, +,")

yapisina bir halka denir.

1. (R,+) degismeli bir grup,
2. (R,") yar grup, (2.3)
3. Hera,b€Rigin a(b+c)=ab+ acve(a+ b)c =ac+ bc

Eger halka islemleri siirekli olacak sekilde R tiizerinde bir topoloji varsa, R ye

topolojik halka denir.



Ornek 2.4. R* = R\ {0} olmak iizere (R*, +,") halkas1 bir topolojik halkadur.

Tamm 2.5. ([3]) X bir evrensel ciimle, P(X) X’in kuvvet ciimlesi, E parametreler

ciimlesi ve Ac E olsun. Bu durumda X iizerindeki bir (F,A) esnek climlesi,

X¢ A icin F,(X)=0  olacak sekilde F,:A—P(X) fonksiyonundan elde edilen

siral1 ikililer yardimiyla su sekilde tanimlanir:
(F,A) ={x, FA(X)|Xe E,F.(x) e P(X)} (2.4)

Ornek 2.6. Kabul edelim ki X ={h,h,,h,,h,,h,h} ciimlesi baz1 arabalarin ciimlesi,
E ={X, %, X3, X, X} cimlesi ise arabalar1 niteleyecek olan bazi smiflarin

(parametrelerin) ctimlesi olsun. ( i=1,2,3,4,5) sirasiyla “pahali, giizel, beyaz, ucuz

,otomatik” 6zelliklerini nitelesin. Kabul edelim ki

FO)={h.h}  F(x)={h,h,h} FOg)={h,hy, b} F(x,)={h h,}
F(%s)={h, ,h,,h,} olsun. Burada

F(x,) in anlami1 pahali, bunun fonksiyonel degeri ise “ pahali araba”,
F(X,) in anlam giizel , bunun fonksiyonel degeri ise *’ giizel araba *
F(X;) in anlam1 beyaz, bunun fonksiyonel degeri ise’’ beyaz araba“
F(x,) in anlam1 ucuz, bunun fonksiyonel degeri ise’’ ucuz araba “

F(X;) in anlam1 otomatik, bunun fonksiyonel degeri ise’” otomatik araba “dir.

Tamm 2.7. ([3]) (F,A) ve (G, B) X iizerinde iki esnek ciimle olsun. Eger Herx € A
icin F(x) € G(x) oluyor ise (F,A)ya (G,B) nin esnek alt ciimlesidir denir ve
(F,A) € (G, B) ile gosterilir.

Tamm 2.8. ([3]) (F,A) ve (G,B) aymi X climlesi iizerinde iki esnek climle olsun.

Bu durumda C=AuUB ve Vxe AUB i¢in



F(x),xeA\B
H(x) = G(x),xe B\A (2.5)

F(xX)UG(x),xeANB

Olmak tlizere (H,C) esnek climlesine (F,A) ve (G, B)’ nin genisletilmis birlesimi

denirve (F,A) U (G,B)=H, ile gosterilir.

Tanmmm 2.9. ([3]) (F,A) ve (G,B) aym X ciimlesi iizerinde iki esnek ciimle ve
ANB=J olsun. (F,A)ve (G,B) esnek ciimlelerinin kisitlanmis kesisimi, c=

Ane i¢in  Vxe ANB i¢in HX)=F(x)MG(X) ile tanimlanir.

Tanmm 2.10. ([3]) S(X) , X {izerinde esnek climleler ciimlesi (F, A) € S(X) olsun.
VxekE i¢in F,(X)=9 ise (F,A)” ya bos esnek ciimle denir ve (F,J) seklinde

gosterilir.

Tamm 2.11. ([3]) (F,A)eS(X)olsun. VxeA i¢in (F,A)=Xise F,’ ya A

evrensel denir. Eger E =A ise F. ’ ye esnek evrensel climle denir.

Tamm 2.12. ([3]) (F,A) ve (G,B) X iizerinde iki esnek ciimle olsun. Eger
vx e E icin F,(X)=F;(X) ise(F,A) ve (G, B)esnek esittir denir ve (F, A) = (G, B)

ile gosterilir.

Tanmmm 2.13. ([3]) (F,,A),,, X iizerinde esnek ciimlelerin bostan farkli bir ailesi

olsun. Bu ailenin birlesimi C=UA ve V xeC igin H(X)=UF(X) seklinde
iel

iel

tanimlanir ve U(FI A) =H_ile gosterilir.
iel

Tamm 2.14. ([3]) (F,, A),,, X tzerinde esnek ciimlelerin bostan farkli bir ailesi ve

NA = olsun. Bu durumda (F,,A),., ailesinin kisitlanmig kesisimi C=()A
iel iel

olmak iizere (H,C) esnek ciimlesidir ve# vV XxeC i¢in H(X)=F(x) ile
iel

tanimlanir.



Tanmm 2.15. ([3]) (F,A) X tizerinde bir esnek ciimle olsun. {(x, F(A)€ : x € A}

esnek ciimlesine (F, A) nin komplementi denir ve (F, A)¢ ile gosterilir.



3. URETILEN ESNEK TOPOLOJI

Tammm 3.1. ([24]) X= < bir ciimle Ac X ve Her x € X olmak iizere asagidaki

sekilde tanimlanan fonksiyona bir sabit nokta fonksiyonu denir.
EA: {x} - P(X),x - A. (3.1)

Bu durumda bu fonksiyondan elde edilen {(x,A)} sirali ikilisine de esnek nokta

denir.

Burada dikkat edelim ki her bir esnek nokta X iizerinde bir esnek ciimle olup bu

esnek cuimleler verilen tek bir X cimlesinden elde edilmektedir.

Tamm 3.2. ([24]) X bir ciimle olmak tizere iiretilen esnek bos climle asagidaki gibi

tanimlanir:
O ={{(x, D)}x e X} (3.2)

Ornek 3.3. X= {a,b,c} cilimlesi tlizerinde esnek noktalar, X ciimlesinin kuvvet

ciimlesi
P(x)={{a}.{b}.{c} {a.b} {a.c} {b.c}X, @ } olmak iizere, asagidaki gibidir:
{@{ah}{(@{abh}{(a{ach}{@X)}{(a{bh}{(a{ch}{(a{b.c})}{(b{ah}.
{(b.{ch}{(b{a,.c})}{(b{b})}{(b{a,b})}{(b.{b.ch)}.{(b.X)}{(c.{a})}{(c.{b})}.
{(c{abh}A{(c{chH}{(c{c.bhH}{(c{a.ch}{(c.X)}, {(a, D)}.{(b, D)}.{(c. D)} }.

Burada iiretilen esnek bos ciimle de asagidaki sekildedir.

0 = {{(a, 2)},{(b, )} {(c, )}

Ornek 3.4. X = {a, b, c,d, e} ciimlesi verilsin.

P(X) = {{a},{b}, {c},{d},{e},{a, b}, {a,c},{a,d}, {a e}, {b,c},{b,d},{b, e},



{c,d},{c,e},{d,e},{a,b,c},{ab,d},{ab e} {acd}{ace}{ade}bcd}
{b,c,e},{b,d, e}, {c,d e} {ab,c,d}{abce}){abde}{acde}bcde}?X}
Kuvvet ciimlesinden elde ettigimiz esnek noktalar asagidaki gibidir.
{{(a,{aD}.{(a,{a, bD}.{(a {a,cD}. {(a,{a, dD}.{(a {a e}},{(a {a b, c})},
{(a,{a,b,d})},{(a,{a,b,eD}{(a.{a,c,dD}{(a {a,c,eD}{(a {a d e}},
{(a.{a,b,c,d}},{(a,{a,b,c,e}}.{(a {a,b,d,e}},{(a {a, c d e} {(a X} {(a D)},
{(b, {b1)},{(b, {a, b}, {(b, {b, cH} {(b, {b, dD}, {(b, {b,e}}, {(b,{a,b,cH},
{(b,{a,b,d}P},{(b,{a,b,eN},{(b,{b,c,dD}{(b,{b,c,eD}{(b,{b,d, e})},
{(b.{a,b,c,dD},{(b,{a,b,c,e}},{(b,{a,b,d,eD},{(b,{b,c,d, eD},{(b,X)},

{, )} {(c.{cD}. {(c, {a, P}, {(c, {b, cD} {(c, {c, dD} {(c. {c, eD}. {(c, {a, b, cH},
{(c.,{a,c,dP} {(c.{a,c,eD} {(c,{b,c,dP}, {(c,{b,c,eD} {(c,{c,d,eD)},
{(c.{a,b,c,dD},{(c,{a,b,c,eD} {(c,{a,c,d, e}, {(c,{b,c,d, eD}{(c, X)},
{(c,®)},{(d,{d}D},{(d,{a,dD},{(d,{b,d}D},{(d {c,d}D}, {(d {d,eD},{(d {a b, d})},
{(d,{a,c,d}},{(d,{a,d,e})},{(d {b,c,d}D},{(d,{b,d,e})},{(d {c,d e}),
{(d,{a,b,c,d)},{(d,{a,b,d,e}D},{(d,{a,c,d,e}},{(d {b,c,d eD}{(d X)}
{(d,0)},{(e,{eD}, {(e,{a, e}, {(e,{b, e} {(e,{c,eD}. {(e, {d, eD}. {(e, {a, b, e})},
{(e,{a,c,eD}, {(e.{a, d,eD}{(e,{b,c, e}, {(e,{b,d,eD} {(e.{c,d e},
{(e,{a,b,c,e}}.{(e.{a,b,d,e}}, {(e.{a,c,d,eD}.{(e,{b,c,d,e}},{(e, X)},
{(e,0)}}.

Burada iiretilen esnek bos ciimle de asagidaki sekildedir.

@ = {{(a,®)}, (b, D)}, {(c, )}, {(d,9)}, {(e, D},



Simdi ise rastgele verilen bir topolojik uzaydan bir esnek topoloji iiretme yontemini

asagidaki sekilde gosterelim.

Tamim 3.5. ([25]) (X, 7) bir topolojik uzay ve v xeX i¢cin Ge T ve G ciimlesi X’

in acik komsulugu olmak iizere;

F2:{x}— P(x),x>G sabit nokta fonksiyonlari tanimlansin. Sabit nokta

fonksiyonlarindan elde edilen esnek noktalarin ctimlesi
B={(x.G)}xeG,G e}V (3.3)

olsun. Bu durumda £’ daki elemanlarin keyfi birlesimlerinden olusan simifa iiretilen

esnek topoloji denir ve asagidaki sekilde gosterilir.
# ={U(x.G)H(x.G)} e 5} (3.4)

Biz bu caligmada kolaylik olmasi acisindan yukaridaki gibi iiretilen bir topolojiyi

tiretilen esnek topoloji yerine yalnizca iiretilen topoloji olarak adlandiracagiz.

Ornek 3.6. X={ab,c} ve 7={x X{a},{b}.{a,b}} topolojisi verilsin. Buna gore

T topolojisinden elde edilen esnek noktalarin olusturdugu sinif asagidaki gibidir.

f={{(a, D)}, {(a,{a})}. {(a,{ab})}, {(@X)}, {(b, D)}, {(b,{b})}{(b,{ab})}, {(b.X)}
{(c, 9)}.{(c.X)}}.

B Smufindaki ciimlelerin esnek keyfi birlesimlerinden iiretilen topoloji ise

asagidaki sekilde elde edilir:

7o
{{(a, D)}, {(a, {a}}, {(a,{a, b}, {(a, XD}, {(b, D)}, {(b, {b}}, {(b,{a, b}} {(b, X)},
{(c, D)}, {(c, X)}

A{(a,9),(b,D)},{(a, D), (D, {b}},{(a, D), (b {a b}},{(a D), (b X)},



{(a,9), (c, D)}, {(a,9).(c, X)}
{(a{a}), (b, D)}, {(a {a}), (b, {b}}.{(a {a}), (b,{a, b})},

{(a,{a}), (b, X)},{(a,{a}), (c, D)}, {(a.{a}).(c, X)}, {(a, {a, b}), (b, D)},
{(a,{a,b}), (b,{b})}, {(a, {a, b}), (b,{a, b))}, {(a,{a, b}), (b, X)},{(a,{a, b}), (c, D)},

{(a.{a,b}),(c, X)}
{(a,X), (b, 9)}, {(a, X), (b, {b})}, {(a, X), (b, {a, b}}, {(a, X), (b, X)},
{(a, X), (¢, D)}, {(a, X), (c, X)}, {(b, D), (¢, D)}, {(b, D), (c, X}, {(b, {b}), (c, D)},

{(bAb}).(c, X)}, {(b, {a, b}), (c, )}, {(b{ab}).(c, X)}, (b, X), (c, D)},

{(0,X),(c, X)},

{(a,9), (b,9), (¢, )}, {(a, D), (b, D), (c, X)}, {(a, D), (b.{b}), (c, D)},
{(@9),(b.{b}). (c, X)}, {(a, D), (b.{a,b}). (¢, D)}, {(a,2), (b.{a,b}),(c, X)},
{(@,9),(b, X),(c, D)}, {(a,9), (b, X),(c, X)}, {(a.{a}), (b,9). (c. D)},

{(@{a}). (b,9),(c, X)}, {(a.{a}), (b.{b}). (¢, )}, {(a.{a}), (b,{b}), (¢, X)},
{(a.{a}).(b.{a,b}),(c. D)}, {(a{a}).(b.{a,b}),(c, X)}, {(a.{a}). (b, X),(c, D)},
{(a.{a}), (b, X),(c, X)}, {(a.{a,b}), (b, D). (c. )}, {(a.{a,b}), (b, D). (c, X)},
{(a.{a,b}), (b.{b}),(c. )}, {(a.{a,b}), (b.{b}). (c, X)}, {(a.{a,b}), (b.{a,b}).(c. )},
{(a{a,b}),(b.{a,b}),(c, X)}, {(a.{a,b}), (b, X), (c, X)}, {(a.{a,b}), (b, X), (c. D)},
{(& X), (b,9), (c. 9}, {(a X),(b,9),(c, X)}, {(a, X), (b.{b}), (¢, )},

{(a, X),(b.{b}), (¢, X)}, {(a, X), (b.{a,b}), (c, D)}, {(a, X), (b.{a,b}),(c, X)},

{(a X), (b, X), (¢, )}, {(a, X), (b, X), (c, X)}-

Bu boliimde bir X climlesi iizerindeki iiretilen topolojiden bahsettik. Bir sonraki

boliimde ise kendisi esnek olmayan bir topolojinin esnek alt uzayini olusturacagiz.
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4. TOPOLOJIK GRUPLARIN VE TOPOLOJIiK HALKALARIN
ESNEK ALT YAPILARI

4.1. Bir Topolojik Uzayin Esnek Alt Uzay1

Bu boliimde kendisi esnek olmayan bir topolojik uzayin esnek noktalar yardimiyla

esnek alt uzayi tanimlanmistir.

Tammm 4.1.1 (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. X’in A iizerindeki alt uzay

topolojisi,

T, ={U=AnV/V e}, (4.1.1)

ile tanimlanir.
Her x € A,U € 7 igin;
E/ ={x} = P(X),x » U, (4.1.2)
Burada U, x’in T4 daki agik komsulugudur.

Her bir EY fonksiyonu Vx € A, U € 1, igin tektir ve farklidir ve tekbir {(x, U)}
elemanindan olusur. Herbir EV fonksiyonuna x ve U ciftinin sabit nokta fonksiyonu

denir. Bu kiimeye

{(x Y ()} = {(x, 1)} (4.1.3)

X lizerinde sabit esnek kiime denir. Ayrica Vx € A igin bos esnek kiime {(x, @)} ile

tanimlanir ve bos esnek kiimelerin ailesi

P ={{(x,0)},x € 4} (4.1.4)

bigiminde gosterilir. Yani FU sabit nokta fonksiyonu olmak iizere;

S={x,N}x€AUETITP (4.1.5)
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cumlesine tiim sabit ciimlelerin ailesi denir. Bu bolimden itibaren tiim esnek

climlelerin ailesi S ile gosterilecektir.

Ornek 4.1.2 X = {1,2,3,4,5} bir ciimle, T = {X, 0,{1,3},{3,5},{3},{1,3,5}} X
tizerinde bir topoloji ve A = {1,3,5} X climlesinin bir alt climlesi olsun. A iizerindeki

alt uzay topolojisi

4 = {4,0,{1,3},{3},{3,5}}

ile gosterilir. O halde agagidakiler esnek ctimlelerdir.

{(LAL{A3DL{G DL{B{13D}L{B, 831} {(3.{3,5D}{(5. D} {(5,{3,5D}

Ornek 4.1.3 X = {a, b, c,d, e} bir ciimle, T = {X, ?,{a,c}{c e} {c}{arc, e}} X
tizerinde bir topoloji ve A = {a, ¢, e} X climlesinin bir alt climlesi olsun. A iizerindeki

alt uzay topolojisi

4 = {A,9,{a,c},{c}.{c, e}

ile gosterilir. O halde agagidakiler esnek ctimlelerdir.

{(a, )}, {(a, )} {(c, D)} {(c, {a, cH} {(c, (D} {(c. {c, eD} {(e, A} {(e, {c, e])}

Tamm 4.1.4 (X, t) bir topolojik uzay A € X olsun. X in S tizerindeki esnek alt uzay

topolojisi, keyfi sayida {(x, U)} esnek climlelerin esnek birlesimi seklinde tanimlanir
ve T, ={0{(x,0)}:x€U,UE 1,4} (4.1.6)

ile gosterilir. T, nin her bir elemanina esnek agik ciimle denir.

Ornek 4.1.5 X = {1,2,3,4} bir ciimle T = {X, 0, {1,2}, {4}, {1,2,4}} X iizerinde bir
topoloji ve A = {2,3} X climlesinin bir alt ciimlesi olsun. O halde A {izerindeki alt
uzay topolojisi 74 = {A, 2, {2}} ve EU lokal fonksiyonlar: tarafindan tiiretilen esnek
ciimleler {(2,4)},{(2,0)},{(2,{2)},{(3,A4)},{(3, )} bi¢ciminde gosterilir. Boylece
esnek alt uzay topolojisi

Ta = {2, DL{2 D12 2D} {B,DL{B, 0} {(2, 4}, (3, }1L{(2,4),(3,0)
{(2,0), 3,2} {(2,{2}), 3,2}, {(2,{2}), (3, 4)},{(2,0), (3, A)}}
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Tamm 4.1.6 (X, 7) bir esnek alt uzay topolojisi A € X ve T, X in bir esnek alt uzayi

olsun.
0={UE (}u g (4.17)
ve
K= {UR" W}u (4.1.8)
climlelerine sirasiyla acgik goriintii cimlesi ve kapali goriintii ciimlesi denir.

Onerme 4.1.7 Asagidakiler saglanir.

(i) U=r1,
(i) K = {K € A|K€ € 14}

Tanim 4.1.8.
K, = {U{(x, US)}:x € A, U € 1,} (4.1.9)

ile tanimlanan, sonlu sayida {(x,U¢)} ciimlelerinin esnek birlesimi, 7, nin esnek

kapali ciimlelerinin bir ailesidir.
Tanim 4.1.9. (X, 1) bir topolojik uzay A < X olsun. Eger;
p={B<SX|BeETt}
T nun bir bazi ise Vx € A i¢in
B ={U{(x,BNA)}:x € B} (4.1.10)
T, nin bir bazidir.

Tammm 4.1.10. (X, 1) bir topolojik uzay A,B € X S, ve Sg climleleri sirasiyla X

tizerindeki esnek climlelerin bir ailesi olsun. Eger;
x € AN B ve U,V sirastyla 74 Ve T de X in agik komsuluklari ise o halde

HIV(x) = EY (x) N GY (x) (4.1.11)
saglanir. Yani,

{3 {(x, V)} = {(x,UNnV)} (4.1.12)
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esnek ciimlelerinin iki ailesinin kesigimi
Sam Sy ={{xUNV)}|x €ANBUETYV € 15} (4.1.13)

ile tanimlanir.

Onerme 4.1.11. Eger T, Ve T3, S, Ve Sy iizerinde taniml1 iki esnek alt uzay topolojisi

ise T, M Tz de S, M Sy tizerinde bir esnek alt uzay topolojisidir.
ispat. 5, M7 = {0{(x,UNV)}:x€eUNVvelUVETHIUD
oldugundan ispat aciktir.

Tammm 4.1.12. (X, t) bir topolojik uzay A,B <€ X, S, ve Sy, X iizerinde esnek
ciimlelerin bir ailesi olsun. Eger x € A,y € B ve U,V sirasiyla 74 ve 75 de x ve y

nin agik komsulugu ise sabit nokta fonksiyonundan

H(x,y): {(x’y)} I P(X X X) (4.1.14)
buradan elde edilir ki
HE (e y) = BV (0) X G () (4.1.15)

{0 x{, )} = (1), U x V)}
X X X tizerinde bir esnek ciimledir. Boylece S ve Sp nin ¢arpimi
SaxSp={{((x,y),UxV}|x€Ay€eBUET,VET}US  (4.1.16)
ile tanimlanir.

Onerme 4.1.13. Eger T, Ve T, S, Ve S iizerinde taniml1 iki esnek alt uzay topolojisi

ise 0 halde 7, X Tg, S4 X Sp lizerinde esnek alt uzay topolojisidir.
ispat. 7, x T3 = {U{(x,y),U X V|x €A,y € B,U € Ty,V € Tg}UD

oldugundan ispat agiktir.

4.2 Bir Topolojik Grubun Esnek Alt Grubu
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Bu bolimde kendisi esnek olmayan bir topolojik grubun esnek alt grubu

tanimlanmustir.

Tamm 4.2.1. (X, ) bir topolojik grup ve A,X in bir alt grubu olsun. A < S, A
tizerindeki tiretilen esnek noktalarin bir ailesi ve U,V € t, sirasiyla X ve Y nin agik
komsuluklari olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyor ise A ya X in topolojik esnek

alt grubu denir.

(i) V{(x UL{(x,V)} € Alcin{(x,U)} @ {(x,V)} € A,
(ii)vx,y€A ve YU VE A igin x—y nin ES, (x—y)2U NV olacak

sekilde bir G agik komsulugu vardir.

Ornek 4.2.2. R reel sayilar ciimlesi ve U, R iizerindeki alisilmis topoloji olmak iizere
(R, +,U) bir topolojik gruptur. Z tamsayilar ciimlesi R’nin alt ciimlesi oldugundan
(Z,+) bir alt grubu dolayisiyla R nin bir topolojik alt grubudur. Burada Z iizerindeki

topoloji ayrik(diskre) topolojidir. Vx € Z igin iiretilen esnek noktalarin bir ailesini,
Ay = (U{(x, (xH}} U0 (4.2.1)
olarak alalim. O halde A4, (R, +, U) nun bir topolojik esnek alt grubudur.
Fakat A, kiimesini
Ay = U{(x, {x,x + 1H}TS (4.2.2)
Olarak alirsak F(1—2) =F(-1) ={-1,0} 2 {2} ={1,2} n{2,3} = F(1) n F(2)
oldugundan A,, R nin bir topolojik esnek alt grubu degildir.

Onerme 4.2.3 (X, 1) bir topolojik uzay 4, B € X olsun. Eger A, ve A, sirasiyla A
ve B ye karsilik gelen X in topolojik esnek alt gruplari ise o halde A; M A, de X in
bir topolojik esnek alt grubudur.
Ispat.
Tanim 3.9. dan Vx € AN B i¢in A; ve A, nin kesigimi A; M A, = {U{(x,UN
YU € 14,V € 15} dir. Bu durumda topolojik esnek alt grup olma sartlari saglanir.
(I) {(x, U)} m {(xl V)} € dql m CHZI
(if) Vx,y € Aigin
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Fi,(x=y)2UnV (4.2.3)
olacak sekilde x — y nin bir agik komsulugu ve
X,y € B igin
ES,(x—y)2U'nV’ (4.2.4)
Olacak sekilde x — y nin bir a¢ik komsulugu vardir. O halde Vx,y € A N B igin
ES% (x—y»)20nV)n@' nv)=UnUYNY NV (425)
dir.

Onerme 4.2.4 (X,7) bir topolojik uzay A, B € X olsun. Eger A, Ve A, sirasiyla A
ve B ye karsilik gelen X in topolojik esnek alt gruplari ise o halde A; X A, de X in

bir topolojik esnek alt grubudur.
Ispat. Tanim 3.11 den Vx € A,y € B igin A, Ve A, nin garpimi

Ay X Ay = {U{((x, ), UNnV)}U € 7,V € 15} (4.2.6)
olarak tanimlanir. Bu durumda topolojik esnek alt grup olma sartlari saglanir.

(@) {(Coy), U x{(Ce, ), V)} = (6 3), U X V)} € Ay X A,
(i) Vx,y €A i¢in EL,(x—y)2UNV saglayan bir G komsulugu var

oldugundan ve Vx',y' € B igin FxG,’_y,(x' —y)2U'nV’ saglayan bir G’

komsulugu var oldugundan (x —y,x" — y") nin bir G X G' agik komsulugu

i¢cin

GXG' ! i GXG' / 1
Flox)-(y-y) (G x) = 7 = y)) = FZ, (e = y,x" = y")

=FZ,(x —y) x FxG,_y,(x' -y
2Un)x U nVH
=UxUYNWVxV"

dir.
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Onerme 4.2.5 X bir topolojik grup ve 4, X in bir topolojik alt grubu olsun. Eger (A,
X’in topolojik esnek alt grubu ise o halde X’in her bir U agik komsulugu igin e € A

birim elemaninin U € V olacak sekilde bir a¢ik komsulugu vardir.
ispat:
A, X’in bir esnek alt grubu oldugundan, Vx € A i¢in
E'(xX)=E’ ) NnEYV(x) =UnU < EL,(x —x) = F/(e) oldugu goriiliir.
Onerme 4.2.6 Eger A, X in bir topolojik esnek alt grubu ise
H = {x € A:U € A agtk komsulugu vardir 3 e, X € U} (4.2.7)

ctimlesi X in bir topolojik alt grubudur.

Ispat.

X,y € A olsun. x —y € A oldugunu ispatlayalim. A nin topolojik esnek alt grup
oldugunu biliyoruz. O halde x — y nin bir G agik komsulugu vardir 6yle ki x ve y

nin sirasiyla her U ve V agik komsulugu i¢in
Fi,(x=y)2U0nV (4.2.8)
dir. Buradan
G20nV (4.2.9)
Oldugu elde edilir. e € U N V oldugundan e € G dir ve ayn1 zamanda

x —y ve e elemanlart ayni agik ciimlededirler. Dolayisiyla H, X in bir topolojik alt

grubudur.

4.3. Bir Topolojik Halkamin Esnek Alt Halkasi

Bu boliimde kendisi esnek olmayan bir topolojik halkanin esnek alt halkasi

tanimlanmaistir.
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Tamm 4.3.1 (X, +,-, 7) bir topolojik halka ve A, X in bir alt halkasi olsun. A € S, A
tizerindeki tiretilen esnek noktalarin bir ailesi, U,V € t, sirastyla x ve y nin agik
komsuluklar1 olsun. Eger asagidaki sartlar saglanmiyor ise A ya X in

bir topolojik esnek alt halkast denir:
() Y{(x, D}L{(x,V)} € A icin {(x,U)} m{(x,V)} € 4,
(i) Vx,y € A,U,V € 74 i¢in x — y nin EZ,(x —y) 2 U NV olacak sekilde bir
G acik komsulugu vardir,
(i) Vx,y € A, U,V € 14 i¢in xy nin FxGy(xy) 2 U NV olacak sekilde bir G

acik komsulugu vardir.

Ornek 4.3.2. Ornek 4.2.2 de Vx,y € Z igin xy nin ES (xy) 2 @ olack sekilde bir G

acik komsulugu var oldugundan Z, R nin bir topolojik esnek alt halkasidir.

Onerme 4.3.3. (X, 1) bir topolojik uzay 4, B € X olsun. Eger A, Ve A, sirastyla A
ve B ye karsilik gelen X in topolojik esnek alt halkalar1 ise o halde A; M A, de X in
bir topolojik esnek alt halkasidir.

Ispat:cA; x A, topolojik esnek alt grup oldugundan (iii) sart saglandigmi gostermek
yeterlidir.

(iii)vx, y € A i¢in xy nin E5,(xy) 2 U NV olacak sekilde bir G komsulugu vardir.
Benzer olarak Vx,y € B igin xy nin FxGy' (xy) 2 U' n V' olacak sekilde bir G* agik

komsulugu vardir. Buradan Vx,y € A N B i¢in
ESPC ()2 UnV)nU' nV)=UnU)NE NV (4.3.1)
dir.

Onerme 4.3.4 (X,7) bir topolojik uzay A, B € X olsun. Eger A, Ve A, sirasiyla A
ve B ye karsilik gelen X in topolojik esnek alt halkalari ise o halde A; X A, de X in
bir topolojik esnek alt halkasidir.

Ispat.
Ay M A, bir topolojik esnek alt halka oldugundan (iii) sartinin saglandigini

gostermek yeterlidir.
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(il)vx,y € A igin F,g,(xy) 2 U NV olacak sekilde bir G agik komsulugu vardir.

Benzer olarak vx',y' € B igin Ff,’y,(x’y') 2 U' nV'olacak sekilde bir G’ agik

komsulugu vardir. Buradan (x —y,x" —y’) nin G X G' a¢ik komsulugu i¢in

F(G;xcfs,(y,yr)((x; x’)(y,y')) = F(Gx);,cxl'y')(xyl x'y")
= F§(6,y) X Fry(x,y) 2 n V) x (U n V")
=UxUNYNVxV)
dir.

Onerme 4.3.5. Eger A X in bir topolojik esnek alt halkast ise,

(4.3.2)

H ={x € A:U € Aagik komsgulugu vardir 6yle ki e,x € U} ciimlesi X in bir

topolojik alt halkasidir.

Ispat aciktir.
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5. SONUC

Bu tezde esnek noktalar yardimiyla verilen yeni bir esnek topoloji tanimi kullanilmus,
bu tanimla birlikte alt esnek uzaylardan bahsedilmistir. Literatiirde bulunan esnek
topoloji kavrami, uzayin noktalarini tek basina kullanmaya yeterli olmayip, alt
climleler iizerinden tanimlanmistir. Fakat bu tanim, topolojinin bazi konularini esnek
topolojiye aktarirken faydali olamamistir. Ornegin alisilmis esnek topolojiyi ve esnek
egrisel irtibatliligi tanimlayabilmek icin noktalara ihtiya¢ vardir. Bu sebeple esnek
nokta tanimmi oldukca kullanishdir. Esnek noktalar tanimlanirken, sabit nokta
fonksiyonlar yardimiyla tek elemanli esnek ciimleler olusturulmustur ve bu ciimleler
tek bir nokta olarak kabul edilmistir. Bu yontemle cebir ve topolojideki mevcut

kavramlar esnek noktalar yardimiyla yeniden tanimlanabilir.
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