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OZET

Bu tezde Pfaff diferansiyel denklemi ele alinmistir. Pfaff diferansiyel denkleminin ve
konuyla ilgili diger anlamlarim tanim verilmistir. Pfaff diferansiyel denkleminin integral
yiizeylerin ¢oziimiiniin varligi hakkinda teorem ispatlanmigtir. Pfaff diferansiyel denklemimin
integral egrilerinin bulunmasi metodu gosterilmistir. Bunlara ait ayrica drnekler verilmistir.
Pfaff diferansiyel denkleminin skaler carpim seklinde yazilis1 gosterilmistir. Pfaff diferansiyel
denkleminin potansiyelli vektor alanlar1 halinde bir ¢6ziim formiilii gosterilmistir. Potansiyelli
vektor alanlar i¢in Pfaff denkleminin ¢oziimiiniin varlig1 icin gerek ve yeter sart verilerek

ispatlanmusgtir.

Pfaff diferansiyel denkleminin ¢o6ziilebilmesi igin integral carpanin olabilecegi

gosterilmistir. Pfaff diferansiyel denkleminin ¢6ziimiine ait genel 6rnekler gosterilmistir.

Pfaff diferansiyel denkleminde degiskenlerden birinin sabit gibi alinmasiyla Pfaff

denkleminin ¢6ziim yontemi verilmistir ve bu yontem ornekte gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel denklem, Birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel

denklemler, Cauchy Problemi, Kuazi diferansiyel denklemi, Pfaff diferansiyel denklemi,

Vi



PFAFF DEFFERENTIAL EQUATION iT’S SOLUTION METHODS

Necati SAHBAZ

Yozgat Bozok University
Graduate School of Naturel and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master of Science Thesis

2019; Page: 47

Thesis Supervisor: Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV

ABSTRACT

In this thesis, Pfaff differential equation is discussed. The definition of Pfaff differential
equation and other related meanings are given. Theorem about the existence of the solution of
integral surfaces of Pfaff differential equation is proved. The method of finding integral curves
of the Pfaff differential equation is shown. Examples on related to these are also given. Writing
on the multiplication of the Pfaff differential equation is shown. A solution formula is shown
on the potential vector fields of the Pfaff differential equation. For the existence of the solution

of the Pfaff equation and potential vector are proved by necessary and sufficient conditions.

In order to solve the Pfaff differential equation, it is shown that integral multiplication

can be. shown the General examples are given on the solution of the Pfaff differential equation.

The solution method on Pfaff differential equation is given by taking fixed one of the

variables taken as fixed and shown some examples.

Keywords: Differential equations, first order partial derivative differential equations,

Cauchy problem, Quasi differential equation, Pfaff differential equation.
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER LISTESI

: F=PT+ Q] +RK

. 0X, 0Y, 0Z - eksenleri {izerine birim vektorlerdir.

: Fvet vektdriiniin skaler carpimi

: u fonksiyonunun x degiskenine gore kismi tiirevi



1. GIRIS

Bu tezde birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemler ve bu
denklemler i¢in Cauchy problemi ve bu problemin ¢oziimii tanimlanmistir. Bu tarz
denklemlerin ¢oziimiine &rnekler gosterilmistir. 1ki serbest degiskene bagh Kuazi
lincer denklemler ele alinmistir ve bu denklemlere karsilik gelen Karakteristik
sisteminin tanimi verilmistir. Kuazi linecer denklemlerin ¢oziimiiniin varhigr igin
teorem verilerek ispatlanmistir.

Pfaff diferansiyel denkleminin tanimi ve geometrik agiklamalar1 verilmistir.
Pfaff diferansiyel denkleminin integral yiizeylerinin varligi hakkinda teorem verilerek
ispatlanmigtir. Pfaff diferansiyel denkleminin integral egrilerinin bulunmasi metotlari
verilmistir. Ayrica bu probleme ait 6rnekler gosterilmistir. Pfaff diferansiyel denklemi
skaler carpim seklinde gosterilmistir. Potansiyelli vektor alanlari ig¢in Pfaff
denkleminin bir ¢oziim formiili gosterilmistir.

Potansiyelli alan halinde Pfaff diferansiyel denkleminin ¢6ziimiiniin varligi igin
gerek ve yeter sart gosterilerek ispatlanmistir. Pfaff diferansiyel denklemini ¢6zmek
icin integral ¢arpaninin tanimi verilerek 6rnekleri gosterilmistir. Genel olarak Pfaff
diferansiyel denkleminin ¢6ziimii i¢in 6rnekler gosterilmistir.

Pfaff diferansiyel denkleminde degiskenlerden birinin sabit gibi alinmasiyla bu
denklemin ¢6ziim metodu verilmistir. Bu metodun uygulanisi bir Ornekte
gosterilmistir.



2. TEMEL BiLGILER

2.1. Birinci Mertebeden Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler. Cauchy
Problemi

Serbest x4,X,,..., Xy (n = 2) degiskenlerinin aranan z = z(X4,Xy,...,Xp)

. . 0z 0z 0z - ..
fonksiyonun ve aranan fonksiyonun —, —, ..., — kismi tiirevlerinin arasinda
0xq1 0%y 0xp

verildi.

] a a
F(x1,X5,..., X Z,—Z z 2y =0 (2.1)

ox, ' (’)_xz’ 0%y
bagntisina birinci mertebeli kismi tiirevii diferansiyel denklem denir. [1]

Burada F(x4,X5,...,Xn,Z,P1,P2 -, Pn) fONKSIyONU X4,X5,...,Xn,Z,P1,P2 ) Pn

degiskenleri uzaymin belirli bir G,,41 bolgesinde tanimlanmus belirli fonksiyondur.

Kabul edelim ki; zZ = ¢ (X4,Xy,...,X,) fonksiyonunun x4,X,,...,%X,
degiskenleri uzayinin belirli G, bolgesinde siirekli kismi tiirevleri var ve her bir
(X1,X2,...,Xp) € Gy i¢in

de OJdo 10}
1) (%0, X200 X, @ (X1,X,..., Xp) ! om ,a) € Gypyq Ve

Jdo  Od¢ 09 \ _
L 2)=0

, , et artlar
aXl aXZ > ! s

2) F( X1,X2, 000, Xn, @ (X1,X2,...,Xp)

saglansin.

Bu durumda z = ¢ (X4,X5,...,X,) fonksiyonuna G, bolgesinde (2.1) denkleminin
¢Oziimii denir. (2.1) denkleminin ¢0zlimiiniin bulunmasi problemine onun

integrallenmesi denir.

Aranan fonksiyonun kendisinin ve tiirevlerinin lineer dahil oldugu

0z 0z
Xi(X1,X5, ., Xp) — + ... + XXy, X0, .00, Xy) — t
0xq 0xp

+ Xo(X1,X2, .+, Xp) Z= Y(X1,X2,..,Xp) (2.2)



denklemine lineer denklem denir.

Ozel halde bu (2.2) denkleminde
Xo(X1,X2,..,X,) =0,  Y(x4,X5,...,X5) =0
oldugunda boyle denkleme lineer homojen denklem denir.

Sadece aranan fonksiyonun tiirevlerine gore lineer olan
0z 0z
Pi(Xq, X5, .. )X, Z) — + ...+ Pn(x1, %X, .., Xy ,2) — =R(X1,Xp,...,%X5,2)  (2.3)
0xq 0Xp
denklemine Kuazi lineer denklem denir [2].

. . .0 . .
Kabul edelim ki; (2.1) denklemi OTZ tiirevine gore ¢oziilebilen olsun:
n

0z 0z 0z 0z

a:f(Xl,Xz, » X ,a—Xl, a_Xz’ ...,axn_l ), (2.4)
Bu denklemin
@ (X1,X2, ..y Xn_1,23) =8(X1, X2+, Xn-1) (2.5)

sartin1 saglayan z = @ (Xq,Xy,...,X,) ¢Oziimiiniin bulunmasi problemine Cauchy
problemi denir. Burada x olarak verilen; say1, §(Xy, X5, ..., Xq_1) olarak verilen

ise fonksiyondur. Bu probleme (2.1) denkleminde Cauchy Problemi denir.

Bu probleme geometrik aciklama vermek i¢in serbest degiskenlerin sayisinin iki
olan halini ele alalim. Bu halde serbest degiskenleri x,y ile gosterelim. Bu durumda

(2.1) denklemi:

0z 0z _
F(X,Y,Z,&, a_y)_o ) (26)

seklinde yazilir.



Bu (2.6) denkleminin z = @(x,y) ¢oziimiiniin grafigi x,y,z degiskenlerinin uzayinda

bir yiizey olur. Bu yiizeye (2.6) denkleminin /ntegral Yiizeyi denir.[4]

Dikkate alalim ki, bu z = (%, y) fonksiyonun siirekli kismi tiirevleri oldugunda
integral yiizey regiiler yiizey olur. Yani bu yiizeyin her bir noktasinda bu yiizeyin teget

diizlemi olur.

. a
Ozel halde (2.6) denklemi a—)z{ tiirevine gore ¢ozlldiigiinde bu denklemin

e(x%y) = g¥)

sartin1 saglayan ¢oziimiinii bulmak geometrik olarak x =x° diizlemi iizerinde yerlesen

z = g(y) egrisinden gegen integral ylizeyinin bulunmasi demektir.

Bazen (2.6) denkleminin parametrik sekilde verilen

x=¢(s), y=u(s), z=h(s), se(apB) 2.7)

egrisinden gecen integral yiizeyinin bulunmasi istenir. Bu probleme Genellestirilmis

Cauchy Problemi denir.

Uygun olarak (2.1) denkleminin  z = @(xq,X3,...,X,)  ¢Ozimiiniin
X1,Xp,...,Xp, Z degiskenleri uzayinda gosterdigi yiizeye bu denklemin Integral Yiizeyi

denir.

Ornek 2.1.1. Burada lineer homojen

F] d
yo + X =
denklemini ele alalim. Burada

Z=x2—y?

hiperbolik paraboloidin ele aldigimiz bu denklemin integral yiizeyi oldugu agiktir. Bu

fonksiyon

2(0y) =-¥*,



sartin1 da saglar. Yani x = 0 diizlemi iizerinde yerlesen z=—y? parabolasindan gecen

integral ylizey oldugu da goriiliir.

Burada keyfi diferansiyellenen ¢(u) fonksiyonu icin

z=¢(X* -y ,

fonksiyonu da ele aldigimiz denklemin ¢6ziimii olur. Gergekten de,

9z _ 2y 9Z_ a2 2
ax_2X¢(X y)’ay_ 2y¢(x y)’

oldugundan

0z

0z _ I 2 g2y =
+ X—=(2xy—2xy) @ (X*-y*)=0,

olur.

2.2. ki Serbest Degiskene Bagh Kuazi Lineer Denklemler Hali

Burada
0z 0z
PX.Y,2) 50 + QY. 2) 55 = RiX.y.2) . (28)

denkleminin verildigini varsayalim. Bu denklemdeki P(x,y,z) , Q(X, y, z) katsayilarinin
ve denklemin sag yanindaki R(x,y,z) serbest terimin Gz belirli bolgesinde siirekli

diferansiyellenen fonksiyonlar olduklarin1 ve bu Gs bdlgesinde

IP(x,y,2)| + 1Q(xy,2)| >0,

sartin1 sagladig varsayilir.

(2.8) denkleminin z = (xy) integral ylizeyine (X,y,zZ)EGs noktasinda

cizilmis(gekilmis) teget diizleminin denklemi



oxXY)X=x)+ oY -y)=2Z-1z, (2.9)

seklinde yazilir. Burada (x,y,z) noktasina bu diizlemin tasiyici noktasi, @yx(x,y) ,

@y (x,y) sayilarma ise yonlendirici katsayilar denir.

(X, ¥, 2)EG3 verilmis noktasindan gegen ve p, q yonlendirici katsayilari

P(x,y,2)p + Q(x,¥,2)0=R(x,y,2) , (2.10)
denklemini saglayan
pX-x) +q(¥-y) =Z-z (2.11)
diizlemlerini ele alalim.

(X, y, z) noktasin1 sabit alip p, q yonlendirici katsayilarini (2.10) sartin1 saglamakla
farkli degerler verirsek (2.11) denklemi diizlemler destesi olusturur ve (2.9) sartina
esasen bu diizlemler destesinden bir diizlem z = @(X,y) ylizeyine (X, y, z) noktasinda

teget diizlem olur.
Verilmis (X, y, z)EG3 noktasindan gegen ve yonlendirici vektorii
(P(x, Y, 2), Q(X, Y, 2) , R(X, Y, 2)) vektdrii olan

X-x _ Y-y _ Z-z
P(xyz) Q(xyz) Rxyz)

, (2.12)

dogru hatt1 (2.10) sartina esasen (2.11) diizlemler destesi {lizerinde yerlesir, yani bu

diizlemler destesinin kesisme hatti olur. Bu dogru hattina Monj Ekseni denir. [3]

Demek ki (2.10) denklemi her bir (X, y, Z)€Gs noktasinda Monj ekseni ile belirlenmis

olan bir yon belirler ve (2.11) diizlemler destesi bu yonden gecer.

Boylece (2.8) denklemini ¢ozmek geometrik olarak dyle regiiler z = @(x,y)
yiizeyini bulmak demektir ki bu yiizeyin her bir (x, y, z) noktasinda teget diizlem bu

noktanin belirledigi (2.11) diizlemler destesinin igerisinde olsun. (X, y, z) noktasindan



cikan (P(X, ¥, 2) , Q(X, ¥, 2) , R(X, y, z)) vektori z = @(x,y) ylizeyine (X, y, z)

noktasinda ¢izilmis teget diizlem {lizerinde yerlestigi aciktir.

Her bir (X, y, z) noktasinda teget vektorii

(Px,y,2), Qx, Y, 2), R(X,Y,2)) ,
olan egriye (2.8) denkleminin karakteristik egrisi veya karakteristikasi denir.[5]

Ug boyutlu uzayda verilmis egrinin her hangi bir (x, y, z) noktasinda tegetinin
yonlendirici vektorii (dx, dy, dz) vektorii ile belirlendigi aciktir. Burada verilmis

tanima esasen karakteristik egrinin her bir (x, y, z) noktasinda

(P(x,y.2), QX Y, 2) . R(X, Y, 2)) ,
ve
(dx, dy, dz) ,
vektorleri Kollinear vektérlerdir. Yani

dx _ dy _ dz
P(XJY’Z) Q(X,y,Z) R(X,y,Z)

(2.13)
sartin1 saglayan vektorlerdir.

Boylece (2.13) sistemi (2.8) denkleminin karakteristik egrilerinin diferansiyel

denklemi olur. Bu (2.13) sistemine (2.8) denkleminin karakteristik sistemi denir.
Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 1. (2.13) denkleminin her bir integral yiizeyi bir parametreye bagh
karakteristik egrilerle ortiilmiistiir ve tersine bir parametreye bagli olan karakteristik

egrilerin olusturdugu her bir regiiler yiizey bu (2.13) denkleminin integral yiizeyi olur.



Ispat 1. z = @(x,y) fonksiyonun (2.13) denkleminin G2 bdélgesinde ¢oziimii
oldugunu var sayalim. z = @(x,y) integral ylizeyi iizerinde yerlesen ve her bir

noktasinda teget vektorii

(Pxy, 0% ¥)),Qxy, @), R&xy, ¢(x,¥))) ,

vektorii olan egri insaa edelim. Bu egrinin x-y diizlemine projeksiyonunun(iz

diistimiin) diferansiyel denklemi

dx _ dy
Py exy)) QXY @XxY))

(2.14)

denklemi olur. Bu denklemi de G2 bdlgesinin her bir noktasinin komsulugunda

dy _ Qxy,exy)
dx Py eXxYy))

veya

dx _ Py ekxy))
dy Q®yexYy))

seklinde ifade edilir.

Burada P(X, y, z) ve Q(X, Yy, z) fonksiyonlari iizerine konulmus sartlardan her bir
(X, Y)EG2 noktasindan (2.14) denkleminin bir tane integral egrisinin gegtigi alinir. Bu

(2.14) denkleminin genel ¢oziimiiniin y = w(X, c¢) seklinde oldugunu farz edip,

y = o(x0) }

Z = cp(x,oo(x, c)) (2.15)

uzay egrileri ailesini ele alalim.

Varsayimimiza gore z = ¢(x,y) fonksiyonunun (2.8) denkleminin ¢6ziimii

oldugundan buradan
dz 0 dpd 0 0 110 0
dz_ Oy, dedy_9¢ 00 Q_ 11,00 00] _
dx o0x dydx Jdx Jx P pl 0x dy



_R(x, w(x,c), cp(x, w (X, c))
B P(x, w(x,c), (p(x, w(x, c))

esitligi alinir.
Bu ise ; (2.15) uzay egriler ailesi ayn1 zamanda (hem de)

dz  R(xy,z)
dx  P(x,y,2)’

veya (2.16)

dx y dz
P(x,v,z2) R(xyz)’

denklemini saglar.
Buradan da (2.15) ailesinin (2.13) sisteminin ¢oziimii oldugu goriiliir.

Buradan z = ¢(X,y) integral yiizeyinin bir parametreye bagl olan (2.15)

karakteristikler ailesiyle ortiilmiis oldugunu gdosterir.

Tersine varsayalim ki z = @(x,y) regiiler yiizeyi karakteristik egrilerden
olusturulmus yilizeydir. Bu yiizey {izerinde keyfi (X, y, Z) noktasini alalim. Bu
durumda (2.8) denkleminin bir noktasindan gegen ve z = @(x,y) yiizeyi lizerinde
yerlesen Kkarakteristik egrisi vardir. (X,y,z) noktasinda bu karakteristik egriye
cizilen(gekilen) (2.12) teget dogru hatt1 (2.10) sartina(kosuluna) esasen (2.11)
diizlemler ailesi lizerinde (ailesine dahil olur) yerlesir. Diger yandan (x,y,z)
noktasinda z = @(x,y) yiizeyine ¢izilen(gekilen) teget diizlem (2.9) denklemi ile
belirlendiginden bu diizlem (2.11) diizlemler ailesine dahil olur. Bu durumda
¢ozlimiin geometrik anlamina esasen z = @(x,y) yiizeyi (2.8) denkleminin integral

yiizeyi olur.

Boylece ele alinan teorem ispatlanmis oldu. Burada iki serbest degiskene bagh

Kuazi lineer denklemlerin geometrik agiklamalari verildi.



3. PFAFF DIFERANSIYEL DENKLEMIi VE BU DENKLEMIiN
COZUM METOTLARI UZERINE

3.1. Pfaff Diferansiyel Denklemin Tanim

Kabul edelimki X,y,z degiskenleri uzayinin belirli bir bolgesinde tanimlanmig

P(x,y,2), QX y,2), R(X,Y,2) ,

fonksiyonlariin verildigini ve bolgenin her bir noktasinda bu fonksiyonlardan en az
birinin sifirdan(0) farkli oldugunu varsayalim. Burada her bir (X, y, Z)EG noktasina
(P(x,v,2), Q(x,v,2), R(x,y,2)) vektorii kars1 getirelim. Bu sekilli vektorler kiimesi

G bolgesinde vektorler alani olusturur. [3]

G bolgesinde yerlesen ve keyfi noktasinda tegetinin yonii alanin bu noktadaki yonii

ile ayni olan (¢akisan) hatlara alanin vektor hatlar: denir.

Bir¢ok fiziksel problemlerin ¢oziimii alanin vektdr hatlarina ortogonal olan
yiizeyler ailesinin bulunmasina getirilir. Keyfi regiiler yiizeyin (x,y,z) noktasinda
cizilen(gekilen) tegeti (dx, dy, dz) vektorii ile belirlendiginden vektorler alanina

ortogonal(dik) olan ylizeyler i¢in;
P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz=0 , (3.1)
baglantisi saglanmalidir.[4].

Boylece vektor alanin vektdr hatlarina ortogonal olan yiizeyler ailesinin bulunmasi
problemi (3.1) diferansiyel denkleminin integral yiizeylerinin bulunmasi problemine

getirilmis olur.

Bu (3.1) denklemine Pfaff diferansiyel denklemi denir.
3.2. Pfaff Diferansiyel Denkleminin Integral Yiizeylerinin Varhg Hakkinda
Teorem

Teorem?2. Burada P(x,y,z), Q(x,v,2), R(X,y,z) fonksiyonlarinin G bolgesinde
stirekli kismi tiirevleri oldugunu ve bdlgenin her bir noktasinda en azindan bu
P(x,y,z), Q(x,y,2), R(x,y,z) fonksiyonlarinin birinin sifirdan farkli oldugunu
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varsayalim. Bu durumda (3.1) denkleminin integral ylizeyinin varligi icin G
bolgesinde

P(Q,— Ry)+ QRy—P) + R(Fy— Qx) =0 , (3.2)
esitliginin saglanmasi gerek ve yeter sarttir.

Bu (3.2) esitliginin G bolgesinde saglanmadigindan her bir  (Xq,¥q,%Zg) € G

noktasindan (3.1) denkleminin tek bir tane integral ylizeyi geger.

Gerekliligin Ispat12. (3.1) denkleminin (xg, Vo,Zo) € G noktasindan gegen integral

yiizeyinin var oldugunu varsayalim. Genelligi bozmadan R(Xq,yq,Zg) # 0 sartinin
saglandigin1 varsaylp  (Xq,Vo,Zo) noktasimi belirli bir S komsulugunda (3.1)

denklemini

dz = A(x,y,z)dx +B(x,y,z)dy , (3.3)

seklinde yazalim. Burada

P(x,y,z) Qx,y,z)

Axy,z) = Ry B(x,y,z) = "Ry ,

(3.4)

esitlikleri ile tanimlanir.

Burada dikkate alalim ki  R(Xq,¥0,Z9) # 0  sarti saglandiginda (Xq,yq,2¢)
noktasindan gecen integral yiizey (Xq,yo) noktasinin yakin komsulugunda z = z(x, y)

seklinde verilebilir. Diger yandan iki degiskenli fonksiyonun tam diferansiyeli

formiilii ile tanimlandigindan ve dx, dy diferansiyelleri bagli olmadiklarindan bu

ylizey i¢in

(3.5)

esitlikleri bulunur.

Dikkate alalim ki (3.5) esitliklerinin her biri z - ye gore kismi tiirevli denklemdir.
(3.5) esitliklerinin  ikisi birlikte kismi tirevli denklemler sistemidir. (3.5)
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denklemlerinin her birini saglayan z = (x,y) yiizeyi bulundugunda bu sisteme
uyumlu sistem, z = yi(x,y) yiizeyine ise integral yiizeyi denir.

Boylece (3.1) denklemin her bir z = z(x,y) integral ylizeyi ayni zamanda (3.5)

sisteminin integral ylizeyi olur.

Teoremin sartina gore S komsulugunda A(X, Y, z), B(X, Y, z) fonksiyonlarinin

stirekli kismi tiirevleri vardir. Bu yiizden (3.5) esitliklerinden x ve y’ ye gore tiirev

aay—zazxz Ay(xy,2) + A,(xy,2)B(x,y,2) ,
0%z = By(xy,2) + B,(x,y,2)Ax,y,2) ,
0x dy
esitlikleri bulunur.
2 92

. 0 z . - b . q- ..
Buradaki ; 3y ox ve — oy tirevleri S komsulugunda siireklidirler. Bu yiizdende

Schwartz teoreminden;
Ay + A, B= B+ B,A , (3.6)

esitligini saglandigin1 buluruz. Burada (3.4) ifadelerini dikkate alindiginda (3.2)

sartinin saglandigi bulunur.
Boylece teoremin gereklilik sart1 ispatlanda.

Yeterliligin Ispat1 2. Simdi (3.2) sartinin saglandigini ve (Xo, Yo, Zo) € G noktasinda

R(x0,¥0,Zg) # 0 sartinin saglandigin1 varsayalim. Bu sartlarda (3.1) denkleminin
(X0, Yo, Zo) noktasindan gegen tek bir tane z = z(x, y) integral yiizeyinin oldugunu

gosterelim.

Gerekliligin ispatindaki (3.5) sisteminin (Xg, Yo, Zg) noktasindan gegen integral
yiizeyinin ayn1 zamanda(hem de) (3.1) denkleminin integral yiizeyi oldugu goriiliir.

Bu yiizden yeterliligi ispatlamak i¢in (3.5) sisteminin uyumlu oldugunu gostermek
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yeterlidir. Bu amagla (3.5) sisteminin birinci denkleminde y’ yi parametre gibi alalim.

Bu durumda
dz
I =AKxy,2) , (3.7)
diferansiyel denkleminin
z(xo) = h(y) , (3.8)

sartin1 saglayan ¢oziimiinii ele alalim. Burada h(y) fonksiyonu belli olmayan regiiler
fonksiyon olur. Teoremin sartlar1 saglandiginda (3.7) denkleminin (3.8) sartim
saglayan ¢coziimiiniin bulunmasi probleminin (x, , yo) noktasinin yakin komsulugunda

tek bir tane

z= @(xy,%0,h(y)) , (3.9)

¢Ozlimii vardir.

Dikkate alalim ki z = @(Xx,y,X,, u) fonksiyonunun tiim argiimentlere nazaran
stirekli kismi tiirevleri vardir. Buna ilave @(x,y,%x, u) fonksiyonunun y
parametresine nazaran ¢y (x,y,Xo, h(y)) tiirevi diferansiyel denklemler kursunda

gosterilir ki;

d
&(‘Py) = A,(xy, 9(xy,%, h())) 9y + A%y, @(xy,%, h(¥)))e, (3.10)
denkleminin

@yl _ =0, (3.11)

X=Xy

sartin1 saglayan ¢oziimii olur ama U - argiimentine nazaran @, (X, y, Xo, h(y)) tiirevi

d
(@0 = Ay, 00y, %, W) @u (3.12)

denkleminin
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Pulx=x, =1 (3.13)

sartin1 saglayan ¢oziimii bulunur.

Teoremin sartlarina esasen (3.10) denklemlerinin (3.11) sartin1 saglayan tek

¢Ozlimii ve (3.12) denkleminin (3.13) sartin1 saglayan tek ¢oziimii vardir. Buradan da

stirekli yy (x,y,%0,h (¥)) Ve @u(%y,%0,h (y)) tirevlerinin var olduklari ve

©u (%Y, X0, h (¥)) # 0 sartimin saglandig1 anlagilir.

Diger yandan (3.8) sartinda

@o(x0. ¥, %0, h () = h(y) , (3.14)

esitligi alinir.

Bu sonuncu esitligin her yanindan y degiskenine nazaran tiirev alsak

@y (X0,¥, X0, 0 (¥)) + (Pu(XOJY» Xo, h (Y))h'(}’) = h'(y) . (315)

esitligini bulunur.

Simdi burada h(y) fonksiyonunu dyle se¢elim ki (3.9) fonksiyonu (3.5) sisteminin
her ikisininde saglasin. Bunun i¢in (3.9) fonksiyonunu (3.5) sisteminin ikinci

denkleminde z - degiskeninin yerine yazalim. Bu durumda h(y) fonksiyonuna gore;
@0y (%,¥,%0,h () + @u( %y, %0, h ()h'(y) = By, 9(xy, %0, h(y)) ,

denklemi bulunur. Burada  @,(%y, %o, h (y))# 0 oldugundan, buldugumuz
denklemde

B(x,¥, @(x,¥,%0,h (¥)) — @y (x,y,%0,h (1))
@u(%,y,%0,h (¥))

h(y) = ) (3.16)

denklemi bulunur.
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Bu denklemin sol yani1 yalniz y - degiskenine bagh oldugundan, sag yani da

yalmz y degiskenine bagli olmasi gerekir. Aksi halde h(y) fonksiyonu bulunamaz.

Gosterelim ki; (3.2) sart1 saglandiginda (3.16) denkleminin sag yanindaki

B(xy, @(xy, X0, h () —  @y(xy,%0,h ()
@u(%y,%0,h (¥))

H(x,y) =

fonksiyonu x - degiskenine bagli degildir. Bu fonksiyonun X - € nazaran tiirevinin

oldugu aciktir. Burada

1
Hy = E [(Bx + B,y — Pyx )(pu - (B- (py)(Pux] )

u

bulunur.

Burada @, Py, @, fonksiyonlarmin uygun olarak  (3.7), (3.10), (3.12)

denklemlerinin ¢6ztimleri olduklarindan

1
Hy = — [Bxy+ B,A— Ay —A,B| ,

u

esitligi bulunur.
Bu yiizden (3.6) sartina esasen Hy = 0 oldugu bulunur.

Boylece (3.16) denkleminin sag yan1 x- e bagli degildir. Bu yiizden de (3.16) sag

yaninda x yerine X alabiliriz. Bu durumda (3.11), (3.13), (3.14) sartlarina esasen

Py (XO'Y: (P(XO:Y'h(Y))) =0, Py (Xo»yr (P(XO;Y»h(Y))) =1,

B (0.9, ¢ (%07, 0(x0, %, h()))) = B(x0,y,h®))

oldugundan (3.16) denklemi

15



h' = B(xq,y,h) , (3.17)

seklini alir. Bu denklemin h(y,) = Z( sartin1 saglayan tek bir tane h = Y(y, yozo)

¢Oziimii vardir. Bu ¢oziim (3.9) formiiliinde yerine yazilarak

z = @(%,,%0, (¥, Y0, 20))

yiizeyi (3.1) denkleminin (Xg,Vq,Zo) noktasindan gecen integral yiizeyi olur.

Integral yiizeyin tekligi onun insaa yonteminden gériiliir. Teorem Ispatlanir.

Bu teoremden goriiliir ki; (3.2) sart1 saglanmadiginda (3.1) denkleminin
integral ylizeyinin olmadig: goriiliir. Bu ise o demektir ki; (3.2) sart1 saglanmadiginda

alanin vektor hatlarina ortogonal(dik) olan regiiler yiizey yoktur.

Ama bu durumdan alanin vektorler hattina ortogonal olan egriler olabilir. Bu egrilere

Pfaff diferansiyel denkleminin integral egrileri denir.

3.3. Pfaff Diferansiyel Denkleminin integral Egrilerinin Bulunmasi Metodu

Aynen sabit olmayan ve siirekli kismi tiirevleri olan ¢(x,y,z) fonksiyonunu

alip.

q5 xy,z) =0 |, (3.18)

baglantisint yazalim. (3.18) denkleminin bir regiiler yiizey belirler. Bu yiizey iizerinde

(X0, Yo,Zo) noktasi alinip bu noktanin yakin komsulugunda (3.18) esitliginden X,y,z

degiskenlerinden birini digerleri ile ifade etmek olur.

Ozel halde yiizeyin denklemi

z=oxy) | (3.19)

Seklinde olan hali ele alalim. (3.19) esitligi (3.1) Pfaff denkleminde z degiskeninin

yerine yazilarak

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (3.20)
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denklemi bulunur. Burada
M(x,y) = P(xy, (xy)) + R(x,y, 9(x,¥)) 95 (x,y) ,

Nxy) = Qxy, xy)) + R(xy, ¢xy))eyxy) |

esitlikleri ile tanimlanr.

Burada y = w(x,c) fonksiyonu (3.20) denkleminin genel ¢oziimii oldugunu

varsayalim. Bu durumda
y = w(x,c) ,

7 25 (p(x,oo(x, c)) ,

egriler ailesi Pfaff diferansiyel denkleminin integral egrileri olur.

3.4. Ornekler

Ornek 3.4.1. (y +3z2)dx+ (x + y)dy + 6xzdz = 0  denkleminde (3.2)

sartin1 sagladigindan bu denklemin integral yiizeyini bulmak igin

0z y+37z? ]

ax 6XZ
Jdz x4y
dy  6xz

sistemin integral yiizeyini bulalim.

Bu sistemin birinci denkleminde y - degiskenini parametre gibi alsak buldugumuz

denklemin yani

dz  y+ 37
dx 6xz '

denkleminin genel ¢6ziimii;
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xy + 3xz? = h(y) ,
seklinde bulunur.

Bu esitlikteki h(y) fonksiyonunu dyle secelim ki; sistemin ikinci denkleminide

saglasin. Bu amacla
hWy)=-y ,
denklemi segilir. Bu denklemin genel ¢6ziimii
h(y) = —yz—z tc ,
seklinde bulunur. Béylece ele aldigimiz denklemin integral yiizeyleri
y? +2xy + 6x*z=~cC ,

seklinde bulunur.

Ornek 3.42.  ydx+ (z—y)dy +xdz =0
denklemini saglayan ve 2X—y—z =1 diizlemi lizerinde yerlesen egrileri bulalim.

Kolaylikla bu denklem i¢in (3.2) sartinin saglanmadig1 gosterilir. Bu yiizden ele
aldigimiz denklemin yalniz integral egrileri vardir ve bu egrileri bulmak i¢in x, Y, Z

degiskenleri arasinda bir baglant1 verilmelidir. Bu baglanti integral egrilerinin
2Xx —y —y = 1 diizlemi iizerinde yerlesmesi sarttir.
Buradan alinan
z=2x—-y—1,
ifadesini ele aldigimizda denklemde z - degiskeni yerine yazilarak

2x+y)dx+ (x—2y—1)dy =0 ,
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denklemi bulunur. Bu denklem

degisimi ile

(2§ +m)dg+ (§—2n)dn =0,
homojen denklemi haline getirilir. Bu denklemin genel ¢6ziimii

Z+i—n’=c
seklinde bulunur.
Buradan ele aldigimiz denklemin
2X—-y—-z=1,

diizlemi iizerinde yerlesen integral egrileri

X2+xy—y—y? =c, (c>0)
ailesi oldugu bulunur.

3.5. Pfaff Diferansiyel Denkleminin Skaler Carpim Seklinde Gosterilisi

Burada (3.1) Pfaff diferansiyel denkleminin P(x,y,z), Q(x,y,z), R(X,y,z)

katsayilarini kullanarak

F= P(x,y,2)1+ Q(x,y,2)] + R(x,y, Z)E ,
(3.21)
i

vektoriinii ingaa edelim. Burada i,j,K koordinat eksenleri iizere yonelenmis birim

vektorlerdir.
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Hatirlatalim ki; her bir noktasinda tegetinin yonii vektor alaninin F vektoriiniin

yonii ile ¢akisan hatta F vektoér alaninin vektor hatlar1 denir. Vektor hatlarinin

olusturdugu yiizeye vektor yiizeyi denir .[3].
Birgok hallerde alanin vektor hatlarina dik olan
U(x,y,z) =c , (c=const) (3.22)

yiizeyler ailesinin  bulunmasinin istendigini sOylemistik. Pfaff diferansiyel
denkleminde bdyle 6zellige sahip ylizey aranir. Bu ylizeyin teget diizlemi {izerinde

yerlesen
{ =1dx +jdy + kdz ,

vektoriinii ele alalim. Bu durumda (3.1) Pfaff diferansiyel denklemini veya (3.22)

yiizeyler ailesinin denklemi
(Ft)=o, (3.23)

seklinde yazilabilir. Gergekten de ( F, t ) skaler ¢arpimini agik sekilde yazdigimizda
(3.23) denkleminden (3.1) Pfaff diferansiyel denklemi alinir.

Boylece bir daha not edelim ki; (3.21) vektor alaninin vektor hatlarina dik olan

ylizeyler ailesinin denklemi (3.1) Pfaff diferansiyel denklemidir.

3.6. Pfaff Diferansiyel Denkleminin Bir Coziim Formiilii
Burada 6zel halde (3.21) vektoriiniin olusturdugu vektor alani potansiyelli alan

oldugundan yani (3.21) formiilii ile tanimlanan F  vektor alam icinde Oyle

diferansiyellenen u(x,y,z) skaler fonksiyonu bulunursa;

ou

=1 __Ous ou
F—gradu=&1+a—y]+gk ) (3.24)

olmak tlzere
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Jdu Ju Jdu

esitlikleri saglandiginda F  vektdriiniin olusturdugu vektor alan potansiyelli alan
olusur. Bu durumda aranan (3.22) ylizeyi potansiyel fonksiyonun seviye U(X,y,z)=C

yiizeyi olur.

Boylece bu hal i¢in aranan yiizeyler yani Pfaff diferansiyel denkleminin ¢dziimii

asagidaki formiille bulunur.
X,y,z
u(x,y,z) = j Pdx + Qdy + Rdz + u(xq, Yo, Zo) (3.26)
X0,Y0,Z0

Bu (3.26) formiiliindeki integral egri hatli integral olup (xq, yo, Zg) noktasinin (x,y,z)
noktasiyla birlestiren keyfi egri lizere alinan integraldir. Mesela integralleme egrisi
olarak koordinat hatlarina paralel parga-parca lineer hat alinabilir. Bu hal i¢in (3.26)

integrali asagidaki sekilde gosterilir.

X y vA
u =f P(X0,¥y Zo)dx+ | Q(x,y,zo)dy + f Rx,y,z)dz+c , (3.27)
X0 Yo Zo

burada ¢ keyfi sabit sayidir.

3.7. Potansiyelli Alan Halinde Pfaff Diferansiyel Denkleminin Co6ziimiiniin
Varhgi I¢cin Gerek ve Yeter Sartin Ispati

F=P(x y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x,y, Z)E vektoér alam potansiyelli alan
olduguna iic X,y,z degiskenlerine bagl

(F,t) = Pdx + Qdy + Rdz , (3.28)

Pfaff formu adlanan bu form tam diferansiyelli form olur. Yani bir u(x,y,z) skaler

degerli fonksiyon bulunur ki;

Pdx + Qdy + Rdz = du , (3.29)
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seklinde gosterili ve uygun olarak (3.25) esitlikleri saglanir.

Burada (3.25) esitliklerini kullanarak

oP _ 9%u oP _ 9%u
dy oxady’ dz 0x0z ’

0Q  0%u 0Q  d%u
dz dydz’  dx Odyox '’

oR _ d%u dR _ d%u
0x 0zdx' 9y 0zdy

esitlikleri bulunur.

Burada bu bulundugumuz tiirevleri karsilastirarak ve bu tiirevlerin siirekli
fonksiyonlar olduklarini varsayilarak (3.28) Pfaff formunun (3.29) seklinde gosterile

bilmesi i¢in asagidaki ii¢ esitliginin saglanmasinin gerek-sart oldugu bulunur.

9P _0Q 9Q 9R  OR 0P

(3.30) sartinin (3.28) Pfaff formunun (3.29) seklinde gosterile bilmesi i¢in hem de

yeter - sart oldugu (3.26) formiiliiniin kullanilmasiyla ispatlanir.

Bunu gostermek i¢in (3.27) formiiliinii asagidaki sekilde yazalim:
u= fx); P(u,yo,Zo)du + f;; Q(x,v,zg)dv + fzzo R(x,y, w)dw + u(xXq, o, Zo) (3.31)

burada (xg,Vo,Zo)€G keyfi degismez saglanan nokta ve u(Xq, Yo, Zo) Keyfi sabit

sayidir.

(3.31) esitliginin her yaninin mesela x degiskenine nazaran diferansiyelleyerek

(tiirevini alarak) asagidaki esitligi bulunur:

du Y 9Q Z9R
& = P(X, Yo, ZO) + ,fyoa_X(X'U’ ZO)dU + LO&(XJ Y, W)dW =
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YoP ZJP
= P(X, Yo, Zo) +.[ a—y(X,U,ZO)dU + .[Z &(X,y,w)dw =

Yo 0
= P(x,¥0,20) + [P(x,y,20) = P(X,¥0,20)] = [P(x,y,2) = P(x,y,20)] =
=P(x,y,2z).

Benzer sekilde

Ju

du
i Qx,y,2), el R(x,y,z) ,

esitlikleri bulunur.

Boylece (3.30) sart1 saglandiginda F vektdriiniin
F = gradu

seklinde gosterildigi ispatlanmis olur.

(3.30) esitliklerinin birincisinin her yanin1 R fonksiyonuna, ikincisinin her yanini P

fonksiyonuna ve igciinciisiiniin her yanin1 Q fonksiyonuna carpip taraf - tarafa

topladigimizda
P 9Q 9Q 4R R 9P
(a‘f&)* (a‘a—y>+ (Gx=3)=0"
veya
(F,rotF) =0 , (3.32)

esitligi bulunur. Bu (3.32) esitligi (3.30) esitligine esdegerdir. Bu (3.32) esitligi
(3.2) esitligi ile de cakistig goriiliir.

(3.32) esitligindeki rotF vektord, F vektér alaninin burulgan vektoriidiir ve asagidaki

esitlikle tanimlanir.
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tﬁ_<aR 6Q>%+<6P aR)%_l_(aQ ap)z -
ro_ay 9z) " \az " ax)! T \ox oy) '’ (3:33)

Bu (3.33) esitligi sembolik olarak agagidaki sekilde tanimlanir:

i 7 K
] o 9 o 0 9 d
= d d 0 30 3l sl = = lEc Ao
rotF = |— — —|=1[9y 0z| —7|ox 0z|+Kk|Ix Ody|=
0x dy 0z
Q R P R P Q
P Q R

dy 0z

0z 6X]

= (3.34)

1+

_(aR BQ)% (ap aR)q(aQ GP)E '

(3.2) ve (3.32) sartlarma (3.1) Pfaff denkleminin tam integrallenmesi sartt denir.

(3.1) Pfaff denklemi i¢in (3.2) veya (3.32) sart1 saglanmadiginda ﬁ(x, y, Z) vektor

alaninin vektor hatlarina dik olan
u(x,y,z) =c , (c = sabit)
yiizeyler ailesi bulunamaz.

Gergekten de boyle bir u(x,y,z) = ¢ yiizeyler ailesi bulunmasaydi

M ikt Py + Mz = du=o
Oxxayyazz_u_ ’

esitliginin sol yanindaki ifade (3.28) esitligi ile tanimlanan Pfaff formu ile ¢akigirdi

ve u(x,y,z) fonksiyonu F  alan vektdriiniin potansiyel fonksiyonu olurdu ve
buradanda (3.32) esitliginin saglanmadigini bulurduk. Bu celiski (3.32) sart1

saglanmadiginda (3.1) Pfaff denkleminin ¢6ziilemez oldugunu gosterir.

(3.32) sartma (3.1) Pfaff denkleminin bir
u(x,y,z) =c (c = sabit),

baglantisi ile integrallenme sart1 denir.
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3.8. Pfaff Diferansiyel Denkleminin Céziilebilmesi igin integralleyici Carpammn
Oldugu Halde Pfaff Diferansiyel Denkleminin Coziilebilmesi I¢cin Gerek Sart

F vektor alaninin potansiyelli alan olmadig1 bazi hallerde 6yle u(x,y, z) skaler

fonksiyonu bulmak olur ki; F alan vektorini bu u(x,y,z) skaler fonksiyonuna

carptigimizda ,uf) vektorii potansiyelli vektor alant olusturur. Boyle 6zellikli

u(x,y, z) skaler fonksiyon bulundugunda

uF = gradu |, (3.35)

veya
P ou B Ju R = du 336
H = ox’ K dy’ W= (3:36)

esitliklerini saglayan u( X, Y, z ) fonksiyonu bulunur.
Bu sonuncu (3.36) esitliklerinin her yaninin uygun degiskene nazaran kismi tiirevini

alarak asagidaki esitlikleri bulunur:

d(uP)  9%*u d(uP)  9%u
dy  0xdy’ dz  0x0z’
0(uQ) _ ' Q) _ 0%
dz  dyoz’ ox  dyox’
d(uR) _ 9%u O(UR)  0%u
0x  0z0x’ dy  9zdy’

bulunan bu tiirevleri uygun olarak karsilastirarak asagidaki esitlikleri bulunur.

owP) omQ) dwQ) IJ(uR)  I(uR) I(uP)
dy  ox ' 9z oy ' ox 0z

Bu sonuncu esitliklerdeki ¢arpimlarin kismi tiirevlerini alarak asagidaki esitlikler

bulunur.
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P 0dQ 1( du P6u>
dy o0x p\°ox y)’
dQ OJR 1( ou 6u)
0z dy | y Qaz ’

JR 0P 1,/ 0 5,
)

0x 09z p\ 9z = ox

Bulunan bu esitliklerin birincisinin her yanini R fonksiyonuna, ikincisinin her yanini
P fonksiyonuna, {i¢iinciisiiniin her yanim1 Q fonksiyonuna carpilip toplandiginda

U(x.y.z) integralleyici ¢arpanin varligi igin

oP 0Q dQ OJR dR 0P
(-39 - o3 -0.
dy 0x 0z dy 0x 0z
veya
(F,rotF) =0 , (3.32)

sart1 bulunur.

Boylece (3.32) sart1 integralleyici u(x.y.z) ¢arpaninin varlidi icin gerek sarttir. (3.1)

Pfaff Diferansiyel denklemi i¢in bu (3.32) tam integralleme sart1 saglanmadiginda F

vektor alaninin vektor hatlarina dik olan

u(x,y,z) =c ,
yiizeyler ailesi bulunamaz.

Gergekten de bdyle bir

u(x,y,z) =c ,

yiizeyler ailesi bulunsaydi bu durumda (3.1) Pfaff diferansiyel denkleminin sol yani
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M it Dy + Xz = 0
ax oy Y 9,4~ %

esitliginin sol yanindan bir u(x, y, z) ¢arpani ile farklanirdi. Bu durumda bu u(x, y, z)
fonksiyonu (3.1) Pfaff diferansiyel denklemi i¢in integral ¢arpani olurdu.

Burada goriildi ki F vektdr alaninin vektdr hatlarina dik olan
u(x,y,z) =c (c = const) ,

yiizeyler ailesinin varligi i¢in F alan vektoriiile rotF burulgan vektoriiniin biri birine

dik olmalar1 gerekir.
(ﬁ ; rotﬁ) =0,

Not:  Dikkate alalim ki baz1 problemlerde F vektdr alanmin vektdr hatlarma dik

olan ylizeyler bulunmasi yerine F vektdr alanmin vektor hatlarina dik olan hatlarm

bulunmas: istenebilir
Yani

P(x,y,z2)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz=0 , (3.1)
Pfaff denkleminin mesela

U, (x,y,z) =0
(3.37)
u,(x,y,z) =0

esitliklerinin belirledigi egrilerden gecen ¢oziimiiniin bulunmasi istenebilir.

Bu problemi ¢6zmek i¢in (3.37) esitliklerinden birini keyti olarak alalim. Mesela
u,xyz)=0 (3.38)

denklemini alalim. Aldigimiz bu (3.38) denklemini kullanarak (3.1) Pfaff

diferansiyel denkleminden degiskenlerden bir tanesini ¢ikaralim(yok edelim). Boylece
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bu yontemle mesela z degiskenini (3.1) Pfaff denkleminden ¢ikararak asagidaki

sekilde diferansiyel denklem elde edilir.
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (3.39)
Bu (3.39) denklemini integralleyerek (3.38) yiizeyi lizerinde aranan hatt1 bulunur.

3.9. Pfaff Diferansiyel Denkleminin Céziilebilmesi icin (ﬁ,rotﬁ) = 0 Sartinin
Yeter Sart Oldugunun Ispati

Onceki kisimda
(ﬁ,rotﬁ) =0,

sartinin Pfaff diferansiyel denkleminin genel olarak ¢oziimiiniin varligi igin gerek sart
oldugunu ispatladik.

Simdi biz burada (F'),rotl_f) = (0 esitliginin vektor hatlarina dik olan yiizeyler
ailesinin varlig1 i¢in yeter sart oldugunu ispatlayalim.

Dikkate alalim ki; aranan u(x,y,z) = c tizerinde
Pdx+ Qdy +Rdz=0 ,

denklemi aynen saglanir. Bu o demektir ki; bu yiizeyler iizerinde egri hatl

f Pdx + Qdy + Rdz , (3.40)
L

integrali keyfi alinmis L egrisi iizere sifira esit olmalidir. Burada L kapali egri

olmadig halde de (3.40) integralinin sifira esit olmas1 gerekir.
Burada rotF vektdriiniin tim miimkiin olan burulgan vektor yiizeylerini ele alalim.

Stokes formiiliinden

7§ Fdr = f f (rotF,8)doc (3.41)
D

C

esitligi saglanir.
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Burada D bolgesi C kapali egrisinin smirladign yiizey kismudir. m vektorii
D yiizeyinin birim normalidir.  df = Tdx +jdy + kdz esitligi ile tanimlanan

vektordir.

Burada (3.40) integrali buruldugu ylizey iizerinde yerlesen her bir kapali egri
lizere sifira esit olur. Ciinkii yiizeyin pozitif yonde yonlendirilmis birim 7

normalinin rotF vektdriine carpimi sifira esittir.
(rotF,H) =0,

simdi burulgan yiizeyler igerisinden dylesini secelim ki bu yiizeyler {izerinde kapali

olmayan L egrileri lizere tiim
jﬁd?:fpdx+Qdy+Rdz ,
L L

integrali sifira esit olsunlar. Boyle bir ylizeyi insaa etmek i¢in verilmis M (X, Vo, Zo)
noktasindan gegen ve F vektor alaninin vektor hatlarmna dik olan her hangi bir hatt1

segilir.
Boyle hatlar
Pdx + Qdy + Rdz =0 , (3.1
Pfaff denkleminin M(x,,y,,Z,) noktasindan gegen keyfi
z=1f(xy) , (3.42)
yiizeyinin eklenmesiyle ¢6zlimii belirlenir.

Dikkate alalim ki (3.42) denklemi ile yazilan yiizeyi bir ¢ok hallerde z = f; (x) veya

z = f,(y) bazende a sayisi sabit say1 olmak tizere z=a seklinde alirlar.

(3.1) Pfaff diferansiyel denkleminde =z = f(x,y) aldigimizda asagidaki sekilde

diferansiyel denklem alinir.
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M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (3.43)

bu denklemi

yXo) = Yo , (3.44)

baslangi¢ sartin1 saglayan ¢Oziimiinii bularak M(X,,V,,Z,) noktasindan gecen

burulgan ¢ egrisi F alan vektoriiniin vektdr alanina dik olan egri olur.

Ozel halde # egrisi burulgan egri olmadiginda £ egrisinin her bir noktasindan

gecen burulgan egri gegirerek aranan S ylizeyini buluruz ki bu yiizey F vektoriiniin

vektor hatlarina dik olan yiizey olur.

Gergekten de S yiizeyi tlizerinde kapali olmayan keyfi bir L egrisi alip bu
egrinin sinir noktalarindan burulgan egrilerini gegirelim ve ¢  egrisini P; ve P,
noktalarinda kesinceye kadar devam ettirelim. Bdylece biz ¢ egrisinin P; ve P,
noktalar1 arasindaki kismindan ve L egrisinden ve iki tane burulgan egriden olusan

kapal1 egri alinir.

Bu kapali C egrisi iizere alinmis egri hath
j Pdx + Qdy + Rdz , (3.40)
C

integrali sifira esit olur. Bu C egrisi burulganli S ylizeyi iizerinde yerlestiginden bu

integral ¢ egrisinin bir pargasi tizerinde alinmis ve burulgan egrileri lizerede alinmig

ki, bu kisimda da sifira esit olur. Clinkii € egriside ve burulgan egrileride F alanmnin

vektor hatlarina diktir.

Burulgan egrileri F alammn vektor hatlarma (ﬁ,rotl_f) =0 sartindan

ortogonal oldugu alinir.

Boylece keyfi secilmis kapali olmayan L egrisi lizere alinmis egri hatl
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dex + Qdy + Rdz ,
L

integrali sifira esit olur. Bu ise o demektir ki S yiizeyi (3.1) Pfaff diferansiyel

denkleminin M noktasindan gecen integral yiizeyidir.

3.10. Pfaff Diferansiyel Denkleminin Céziimiine Ait Ornekler

Ornek 3.10.1. zdx + (x —y)dy + zydz = 0 Pfaff diferansiyel

denklemini ele alalim. Bu denklem i¢in
F=zl— (x—y)]+yzk ,
ve
rotF = 71 + 17+ 1k
oldugundan
(F,rotﬁ) =z2+x—y+yz#0 ,
oldugundan ele aldigimiz Pfaff diferansiyel denklemi integrallenen degildir.
Ornek 3.10.2.  (6x +yz)dx + (xz — zy)dy + (xy + 2z)dz = 0
denklemini ele alalim. Bu denklem i¢in
F=(6x+y2)i+ &xz—zy)]+ (xy+22)k=0,
oldugundan rotF = 0 oldugu alinur.

Bu yiizden de F vektor alani potansiyelli vektdr alanidir. Yani 6yle u = fonksiyonu

vardirki;

du, Ou, Jdu-

F = gradu = i+ 254 28
gradu 6xl+6y]+azk'
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esitligi saglanir.
Aranan bu u(x,y,z) fonksiyonu

X VA

y
u(x,y,z) = fP(u,yO,zo)du+ Q(x,v,zg)dv + fR(X,y,w)dw ,

Xo Yo Zo
formiilii ile hesaplanarak;

X y Z Z

u(x,y,z) =j6de+J(—2y)dy+j22dz+jxydz =

0 0 0 0
=3x%—y?+z%+xyz ,

bulunur. Boylece aranan integral;

3x2 —y?2+z2 +xyz=0 (c = const) ,
olur.
Ornek 3.10.3. yzdx + xzdy + xyz = 0 Pfaff diferansiyel denklemini
ele alalim.

Bu denklem i¢in

1
|J.(X,y, Z) - x_yz )

fonksiyonu integral garpandir.

Ele aldigimiz denklemin her yanini

1
H(X;y; Z) - x_yz )

fonksiyonuna carptigimizda ele aldigimiz denklem degiskenlerinde ayrilir:

32



dx dy
—+—+dz=0,
X Yy

olur. Bu denklemi integralleyerek ele aldigimiz Pfaff diferansiyel denkleminin

integralini
xye? =c ,

seklinde bulunur.

3.11. Pfaff Diferansiyel Denkleminde Degiskenlerin Birinin Sabit Gibi
Alnmasiyla Pfaff Diferansiyel Denkleminin Coziimii Metodu

Burada
P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =0 , (3.1)

Pfaff diferansiyel denklemini ¢6zmek i¢in mesela z degiskenini (veya baska bir
degiskeni) degismez (sabit) kabul edelim. Bu durumda (3.1) Pfaff diferansiyel
denklemi

P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy =0 (3.45)
seklini alir.

Bu (3.45) denklemine z parametre olarak dahil olur. (3.45) denklemi z
parametresine bagli diferansiyel denklemdir. Bu (3.45) denklemini ¢6zerek bu

denklemin ¢oziiminii

u(x,y,z) =c(z) , (3.46)
seklinde buluruz.

Simdi (3.46) esitligindeki c(z) fonksiyonunu dyle segelim ki (3.45)
denkleminin (3.46) genel integrali (3.1) Pfaff denkleminin de ¢6ziimii olsun. Bu
amagla (3.46) esitligini diferansiyelleyelim. Bu diferansiyelleme isleminin sonucunda

asagidaki esitligi bulunur.
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Max+ Lg +<6u C'))dz =0 3.47
ax (')yy 0z (2))dz = ’ (3.47)
(3.1) Pfaff diferansiyel denkleminin katsayilart ile (3.47) denkleminin katsayilari

orantili olmasi gerekir.

du du Jdu

-— s -——C'(2)

ox _ 0y _ Oz

P Q R ’ (3.48)
olur. Yine;

Jdu Jdu

o EooE

ox _ 0z

5 = & y (3.49)

denkleminden C'(z) ifadesini bulunmalidir.

Burada (F, rotF) = 0 sart1 saglandiginda sonuncu (3.49) denkleminin yalniz

z,C'(2) ve u(x,y,z) =c(z) degiskenlerini sagladigi ispatlanir.

3.11.1. Bu Metodun Bir érnekte Uygulanisi
Ornek 3.11.1.1.  (2x? + 2xy + 2xz% + 1)dx + dy + 2zdz = 0

Pfaff denklemini ¢6zelim.

Bu denklem i¢in;
F = (2% + 2xy + 2xz% + DT+ 1J + 22k,
oldugundan
rotF = 07 — 4xz)” + 2xk

olur.
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7 ik

— 0 0 0

rotF = — — —

0x dy 0z

2x?% + 2xy + 2xz% + 1 1 27
d d d a 0 d

:f@ ﬁ_j Jx 0zl + K ax 0z| =

1 2z 2x%2 + 2xy + 2xz2 + 1 2z 2x% + 2xy + 2xz% + 1 2z

=70 — J(0 — 4xz) + k(0 + 2x) =
= 01+ (—4xz)] + 2xk
(F, rotf)) = —4xz+4xz=0 |,

Boylece ele aldigimiz Pfaff denkleminin ¢oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart

saglandigindan bu Pfaff denklemi ¢oziilebilendir.

Simdi bu denklemi ¢6zmek i¢in mesela x degiskenini sabit kabul edelim. O zaman

olur. Bu yiizden ele aldigimiz Pfaff denklemi;
dy + 2zdz =0 ,
seklini alir. Bu denklemi ¢6zerek onun genel ¢oziimii
y+z2 =cx),
seklinde bulunur.

Bulunan bu ¢oziimii verilmis Pfaff denkleminde uygun olarak yerine yazarak

asagidaki adi tiirevli diferansiyel denklemi bulunur:
(2x% + 2xc(x) + 1)dx+dc =0 ,

veya
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dc(x)

=—-2xc(x) —2x% -1,
dx

bu denklemi asagidaki sekilde yazalim:
C'+2xc=-(2x%+1) ,

Bu denklem c(x) degiskenine nazaran birinci mertebeli homojen olmayan lineer

diferansiyel denklemdir. Bu denklemi ¢6zmek i¢in bu denklemin her yanini e*’

integral carpanina carpip asagidaki esitlik bulunur.

2 ! 2 2
(eX c(x)) = —eX"2x% — X |

Bu esitligin her yanini integralleyerek

exzc(x) = —xeX + c1 ,
olur.Buradan da

c(x) = c1eX2 -X ,
¢Oziimi bulunur.
¢(x) i¢in Oonceki bulunan
c(x) =y+1z* ,

ifadesini sonuncu esitlik de yerine yazarak verilmis Pfaff denkleminin genel ¢6ziimii

e (x+y+z8)=¢ ,

seklinde bulunur. Burada c; keyfi sabit sayidir.
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4. SONUC

Bu tezde Pfaff diferansiyel denklemi ele alinmigtir. Pfaff diferansiyel
denkleminin ve konuyla ilgili diger anlamlarim tanimi verilmistir. Pfaff diferansiyel
denkleminin integral yilizeylerin ¢6ziimiinlin varligi hakkinda teorem ispatlanmistir.
Pfaff diferansiyel denklemimin integral egrilerinin bulunmasi metodu gosterilmistir.
Bunlara ait Ayrica 6rnekler verilmistir. Pfaff diferansiyel denkleminin skaler ¢arpim
seklinde yazilis1 gosterilmistir. Pfaff diferansiyel denkleminin potansiyelli vektor
alanlar1 halinde bir ¢6ziim formiilii gésterilmistir. Potansiyelli vektor alanlar1 i¢in Pfaff

denkleminin ¢6ziimiiniin varlig1 icin gerek ve yeter sart verilerek ispatlanmistir.

Pfaff diferansiyel denkleminin ¢oziilebilmesi i¢in integral ¢arpaninin olabilecegi

gosterilmistir. Pfaff diferansiyel denkleminin ¢oziimiine ait genel drnekler verilmistir.

Pfaff diferansiyel denkleminde degiskenlerin birinin sabit alinmasiyla Pfaff
denkleminin ¢dziilebilmesinin  yontemi verilmistir ve bu yontem Ornekte

gosterilmistir.
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