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ÖZET 

Bu tez çalışmasında öncelikle dizisel açık cümle, dizisel kapalı cümle ve dizisel 

uzayların tanımı verilmiştir. Daha sonra dizisel açık cümleler yardımıyla tanımlanan 

dizisel Hausdorff uzaylardan bahsedilmiştir. Dizisel Hausdorff uzayların özellikleri 

ve örnekleri incelenmiştir. 

Son bölüm olan dördüncü bölümde ise dizisel açık cümleler yardımıyla tanımlanmış 

yeni bir dizisel kompaktlık kavramı verilmiştir. Topolojik uzaylarda Hausdorffluk ve 

kompaktlık arasındaki ilişkiye benzer ilişkilerin dizisel Hausdorffluk ve dizisel 

kompaktlık için de sağlandığı gösterilmiştir.  

 

Anahtar Kelimeler: Dizisel açık cümle, Dizisel kapalı cümle, Dizisel kompakt 

uzaylar, Dizisel Hausdorff uzaylar. 
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ABSTRACT 

In this thesis, firstly,  the notions of sequentially open set, sequentially  closed set 

and sequentially space are introduced. Also the term of sequentially Hausdorffness 

defined by means of sequentially open sets is studied. The properties and examples 

of sequentially Hausdorff spaces are given. 

Finally, in the fourth chapter, a new definition of a sequentially compact space is 

given. Also the similar relationships between Hausdorffness and compactness are 

given for the notions of sequentially Hausdorffness and sequentially compactness. 

 

Keywords: Sequentially open set, Sequentially closed set, Sequentially compact 

space, Sequentially Hausdorff space  
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1. GİRİŞ 

Euclid uzayında bir kümenin kapalı ve sınırlı olma kavramı, topolojik uzaylara 

kompaktlık ile geliştirilebilir. Her açık örtüsü sonlu bir alt örtüye sahip olan uzaylara 

kompakt uzaylar denir[1,4,5]. İlk olarak 1904 yılında bir Fransız Matematikçi olan 

M. Frechet tarafından tanıtılmış olan bu kavram, topolojide pek çok ispatta kullanılan 

faydalı bir özelliktir. Ayrıca topolojik bir özellik olması da kullanımında katkı 

sağlamaktadır [1-5].  

Her dizisinin yakınsak bir alt dizisi olan bir cümleye dizisel kompakt denir. Metrik 

uzaylarda kompaktlık ve dizisel kompaktlık kavramları denktir. Diziler yardımıyla 

topolojik uzaylarda birçok kavram yeniden tanımlanmıştır. Açık ve kapalı cümle 

yerine bu tanımlardan daha geniş olan dizisel açık ve dizisel kapalı cümleler, dizisel 

tanımların yapılmasında oldukça katkı sağlamıştır [6-10]. Dizisel irtibalılık [11,12], 

dizisel Hausdorff uzaylar [13,20] gibi pek çok yeni özellik tanıtılmıştır. Ayrık ve 

dizisel açık iki cümlenin birleşimi olarak yazılamayan cümlelere irtibatlı cümle 

denir. Her irtibatlı uzay dizisel irtibatlıdır. Benzer olarak, bir uzayda her nokta çifti 

için, her birinin diğerini içermeyen ve kesişimleri boş olan dizisel açık komşuluklar 

bulabiliyorsak bu uzaya dizisel Hausdorff uzay denir. 

Bu tanımlardan bazıları genelleştirilerek G-yakınsaklık kavramı ile G-dizisel açık 

küme, G-dizisel kapalı küme, G-dizisel süreklilik, G-dizisel irtibatlılık gibi konular 

incelenmiştir [14-18]. Bu çalışmalarda elde edilen sonuçlar birinci sayılabilirlik 

aksiyomunu sağlayan Hausdorff topolojik gruplar içindir. Dizisel anlamda topolojik 

uzayları ele alan bir başka yakınsaklık teorisi de bir ideal yardımıyla tanımlanan 

ideal yakınsaklık, kısaca I-yakınsaklıktır. I- açık ve I- kapalı cümleler ile tanımlanan 

I-dizisel uzaylar ele alınabilir. Bu konuda I-dizisel Hausdorff uzay kavramı da 

verilmiştir[19].
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Bu çalışmada öncelikle dizisel açık ve dizisel kapalı cümleler ile dizisel uzay 

kavramı tanıtılacaktır. Buradan hareketle tanımlanan dizisel Hausdorff kavramı 

üzerinde durulacaktır. Hausdorff uzaylarda sağlanan bazı özelliklerin dizisel 

Hausdorff uzaylarda da sağlandığı gösterilecektir. Örneğin dizisel Hausdorff bir 

uzayda yakınsak bir dizinin limiti tektir. Bilindiği gibi topolojik uzaylarda 

Hausdorffluk ve kompaktlık kavramları arasında pek çok kullanışlı teorem ve sonuç 

vardır. Fakat dizisel Hausdorffluk ile bilinen dizisel kompaktlık bu şekilde ortak 

işlemlere elverişli değildir. Bu sebeple çalışmanın son kısmında, dizisel açık 

cümleler yardımıyla yapılan yeni bir dizisel kompakt tanımı verilmiştir. Böylece 

topolojik uzaylardaki ilişkiler dizisel anlamda yeniden incelenmiş ve bazı önemli 

sonuçlara ulaşılmıştır. 

 

 



2. GENEL BİLGİLER 

2.1. Hausdorff Uzay 

Bu bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak olan temel kavramlar ve teoremler 

Bourbaki [1], Rotman [2], Massey [3],  Brown [4] ve Mucuk [5] kaynakları 

kullanılarak verilmiştir.   

2.1.1. Tanım X  boştan farklı bir cümle ve  topolojik uzay olmak üzere her 

,x y X  için , ve olacak şekilde G ve H açık cümleleri 

mevcut ise  uzayına Hausdorff uzay denir. 

2.1.2. Örnek  olan bir X cümlesi için ayrık uzayı Hausdorff bir 

uzaydır. 

2.1.3. Örnek bir cümle ve sonlu sınıfını ele alalım. 

 topolojik uzayı Hausdorff uzay değildir. 

2.1.4. Örnek ’nin alışılmış topolojisi U  olmak üzere Hausdorff uzaydır. 

2.1.5. Önerme Bir  metrik uzayı Hausdorff bir uzaydır. 

İspat: için ise ’dır.  ve açık diskleri 

sırası ile a ve b’nin açık komşulukları olup ’dır. Aksi halde 

olsaydı en az bir tane ( , ) ( , )
4 4

r r
x D a D b   bulunurdu.  

Burada  olduğundan  

 

( , )X 

x G y H G H 

( , )X 

( ) 1s X  ( , ( ))X P X

X   { | cG X G   } { } 

( , )X 

R ( , )R U

( , )X d

,a b X a b ( , ) 0d a b r  ( , )
4

r
D a ( , )

4

r
D b

( , ) ( , )
4 4

r r
D a D b 

( , ) ( , )
4 4

r r
D a D b 

( , ) , ( , )
4 4

r r
d x a d x b 

( , ) ( , ) ( , )

( , )
4 4

( , )
2

d a b d a x d b x

r r
d a b

r
d a b

 



 



4 

olurdu. Bu ise bir çelişkidir. Yani  Hausdorff’tur. 

2.1.6. Önerme  Hausdorff bir uzayın bir alt uzayı da Hausdorff’tur. 

İspat: X uzayı Hausdorff ve  olsun. Farklı noktaları verilsin. X uzayı 

Hausdorff olduğundan  olacak şekilde a ve b’nin sırasıyla X’de G ve H 

açık komşulukları vardır. Buradan  ve  da sırasıyla a ve b’nin 

A’da açık komşulukları olup ’dır. Yani A Hausdorff bir uzaydır. 

2.1.7. Önerme Topolojik uzayların Hausdorff olma özelliği topolojik bir özelliktir. 

İspat:  bir homeomorfizm ve  Hausdorff uzayı olmak üzere 

 farklı noktaları verilsin. Bu noktalara karşılık gelen  ve 

 olacak şekilde farklı noktaları vardır.  uzayı Hausdorff 

olduğundan ’in sırasıyla G ve H ayrık açık komşulukları vardır. Burada 

 ve  sırasıyla  ve ’nin ayrık açık komşuluklarıdır. O halde  

uzayı Hausdorff’tur. 

2.1.8. Teorem topolojik uzayında aşağıdaki ifadeler denktir. 

a) topolojik uzayı Hausdorff’tur. 

b) ∆  { | },  X x x x X   diyagonal cümlesi X X   in kapalı bir alt cümlesidir. 

c) Diyagonal fonksiyon olarak adlandırılan ∆: X  ⟶ X X  , x  ⟼  ,x x  fonksiyonu 

kapalıdır. 

d) Ζ herhangi bir topolojik uzay olmak üzere sürekli olan her , :f g Z X  

fonksiyon çifti için ( , )A f g z Z  | ( ) ( )f z g z  cümlesi Z  de kapalıdır.   

2.1.9. Teorem  birebir ve sürekli bir fonksiyon olsun. Eğer Y Hausdorff 

bir uzay ise X’de Hausdorff’tur. 

( , )X d

A X ,a b A

G H 

U G A  V H A 

U V 

: ( , ) ( , )f X Y  ( , )X 

1 2,y y Y 1 1( )f x y

2 2( )f x y 1 2,x x X ( , )X 

1 2,x x X

( )f G ( )f H
1y 2y ( , )Y 

( , )X 

( , )X 

:f X Y
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2.1.10. Sonuç Hausdorff bir uzayın bir alt uzayı da Hausdorff’tur çünkü X Hausdorff 

ve  ise  içine fonksiyonu birebir ve süreklidir. 

2.1.11. Önerme  bir fonksiyon ve olsun. 

Aşağıdaki ifadeler doğrudur.  

(i) Eğer f sürekli ve Y Hausdorff ise A kapalıdır. 

(ii)  Eğer f açık ve örten, A kapalı ise Y Hausdorff’tur. 

(iii) Eğer f sürekli, açık ve örten(bölüm fonksiyonu) ise Y Hausdorff’tur  A 

kapalıdır. 

İspat: (i) şeklinde tanımlı  fonksiyonu sürekli ve Y uzayı Hausdorff 

uzay olsun. ise  ve  birbirinden farklı olup Y uzayı Hausdorff 

olduğundan ve ’in sırasıyla U ve V açık komşulukları vardır. Burada 

fonksiyonu sürekli olduğundan  ve sırasıyla x ve nin birer 

ayrık komşuluğudur. Buradan  olup  açıktır. Dolayısıyla A 

kapalıdır. 

(ii)  fonksiyonu açık ve örten, A kapalı olsun. Y’nin farklı  ve  elemanları 

verilsin. f’nin örtenliğinden  ve  olacak şekildeki için 

’dir. ’nin açık olmasından olacak şekilde 

 açık cümleleri vardır. f açık olduğundan  ve  sırasıyla  ve 

nin birer ayrık komşuluğudur. 

(iii) ise (i) ve (ii) nin birer sonucudur. 

2.1.12. Tanım  bir topolojik uzay olsun. Eğer her x X  noktasının sayılabilir 

yerel bir x  bazı varsa bu uzaya birinci sayılabilir uzay denir. 

A X :f A X

:f X Y
' '{( , ) | ( ) ( )}A x x f x f x 



:f X Y f

'( , ) cx x A ( )f x ( ')f x

( )f x
'( )f x f

1( )G f U 1( )H f V 'x

'( , ) cx x G H A   cA

f y
'y

( )f x y
' '( )f x y ',x x X

'( , ) cx x A cA
'( , ) cx x G H A  

,G H X ( )f G ( )f H y 'y

( , )X 
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2.1.13. Örnek Her bir x R  için  
1 1

{( , )x x x
n n

    | }n N  sınıfı x R  

noktasında sayılabilir yerel bir baz olduğundan R , alışılmış topolojiye göre birinci 

sayılabilirdir. 

2.1.14. Önerme Birinci sayılabilir her uzay Hausdorfftur. 

2.2. Kompakt Uzay 

2.2.1. Tanım (Örtü-Açık Örtü) topolojik uzay ve  ‘in alt cümlesi olsun. 

X’in alt cümlelerinin bir ailesi olmak üzere; 

’deki cümlelerin birleşimi A cümlesini içeriyorsa  sınıfı A’yı örtüyor denir. 

, A’nın örtüsü ve ’deki her bir cümle açık ise , A’nın açık örtüsüdür. 

, A’nın örtüsü olsun. cümlesi de A’nın örtüsü oluyorsa ’, ’nin alt 

örtüsüdür 

2.2.2. Örnek topolojik uzay olmak üzere  için baz olan her sınıf X’in bir açık 

örtüsüdür. 

2.2.2. Örnek  ve  ’nin açık 

örtüsüdür. 

 sonsuz sayıda cümle içerir.  sonlu sayıda cümle içerir. 

2.2.4. Örnek ’de olmak üzere  merkezli ve  yarıçaplı açık 

disklerin sınıfı ’nin açık bir örtüsü değildir. Çünkü örneğin  noktası bu 

şekilde açık diskler tarafından ihva edilmez. 

2.2.5. Örnek Bir  metrik uzayında tüm açık disklerin sınıfı X’in açık 

bir örtüsünü oluşturur. 

( , )X  ,A X

{ | }iG i  

 

  

 ' G   

( , )X  

1 {..., ( 1,1), (0,2), (1,3),..}   2 {( ,1), (0, )}    R

1 2

2R ,m n Z ( , )m n
1

2

2R
1 1

( , )
2 2

( , )X d ( , )D a r



7 

2.2.6. Örnek  ve  olmak üzere  

ve  sınıfları ’nin birer açık örtüsüdür. Hatta ,  ‘nin bir alt 

örtüsüdür. 

2.2.7. Örnek Her bir için  ve  olmak üzere 

 ve  sınıfları  açık aralığının birer açık 

örtüsüdür ve ’dir. 

2.2.8. Örnek Her bir  için  ve  olmak üzere 

 sınıfı alışılmış topoloji için ’nin bir örtüsüdür. 

2.2.9. Örnek Bir X uzayında  ve  sınıfları birer açık örtüdür. 

2.2.10. Örnek Bir X cümlesinde  sınıfı ayrık topoloji için X’in açık bir 

örtüsüdür 

2.2.11. Tanım ([20])  topolojik uzay ve A, X’in alt cümlesi olsun. Şayet A’nın 

her açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa A’ya kompakt cümle denir. 

X’in her açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa  uzayına kompakt uzay denir 

2.2.12. Örnek ’da  kompakt değil çünkü  

sınıfı ’nin bir açık örtüsüdür fakat  ‘nin sonlu bir alt örtüsü ’yi örtmez. 

2.2.13. Örnek X sonlu sayıda noktadan oluşan bir cümle ve  topolojik uzay 

olsun. sonlu sayıda eleman içerdiğinden uzayı kompakttır. 

2.2.14. Tanım ([17]) X bir topolojik uzay ve  olsun. A alt uzay topolojisine 

göre kompakt ise A’ya X’de kompakttır denir. 

2.2.15. Teorem  bir topolojik uzay ve olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

ifadeler denktir: 

a) A cümlesi X’de kompakttır. 

: ( , )nn N G n n    ( 2 ,2 )nH n n  { | }nG n N  

{ | }nH H n N  R H 

n N
1

(0,1 )
1

nG
n

 


1
(0,1 )

2 1
nH

n
 



{ | }nG n N   { | }nH H n N  (0,1)A 

H 

n R ( , )xG x x    0 

{ | }xG x R   R

{ }X { , }X 

{{ }| }x x X

( , )X 

( , )X 

( , )R U R {..., ( 2, 2), (0,4), (2,4),...}  

R  R

( , )X 

 ( , )X 

A X

( , )X  A X
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b) A cümlesi alt topolojisine göre kompakttır. 

İspat: A cümlesi X’de kompakt olsun.  sınıfı A’nın  açık bir 

örtüsü olsun.  olduğundan  olacak şekilde  

mevcuttur. Ayrıca olduğundan ’dir. O halde  sınıfı 

A’nın  açık örtüsüdür.  

A cümlesi X’de kompakt olduğundan bu örtünün  sonlu alt örtüsü 

mevcuttur.  yani sınıfı ’nin sonlu 

bir alt örtüsüdür. O halde A cümlesi  kompakttır. 

 A cümlesinin  kompakt olduğunu varsayalım.  sınıfı A’nın  

açık bir örtüsü olsun. Bu takdirde sınıfı A’nın  açık bir 

örtüsüdür. A cümlesi  kompakt olduğundan bu örtünün sonlu bir  

alt örtüsü vardır. O halde  yani sınıfı  

örtüsünün sonlu bir alt örtüsüdür. Yani A cümlesi X’de kompakttır. 

2.2.16. Örnek   ’nin alışılmış topolojisini göz önüne aldığımızda  

 aralığı kompakt değildir. Çünkü  olmak üzere 

sınıfı A’nın bir açık örtüsüdür, fakat sonlu bir alt örtüsü yoktur.  

 aralığı kompakt değildir. Çünkü  olmak üzere 

 sınıfı A’nın bir açık örtüsüdür fakat sonlu bir alt örtüsü yoktur. Bu 

örneğin sonucu olarak herhangi bir  açık aralığı kompakt değildir. Çünkü bu 

aralık topolojik olarak  açık aralığına denktir. 

2.2.17. Örnek ’nin alışılmış topolojisine göre herhangi bir  kapalı aralığı 

kompakttır. 

A

( ) ( ) :a b { | }iH i A

: Ai Hi   
i iH A G  iG 

i

i

A H


 i

i

A G


 { | }iG i



2 2
{ , ,..., }

ni i iG G G

1 1

( )
k k

n n

i i

k k

A A G H
 

  
2 2

{ , ,..., }
ni i iH H H { | }iH i

A

( ) ( ) :b a A { | }iG i 

{ | }i iH A G i   A

A 1 2
{ , ,..., }

ni i i nH H H

1 1
k k

n n

i i

k k

A H G
 

 
1 2

{ , ,..., }
ki i iG G G { | }iG i

R

(0,1]A 
1

: ( ,1]nn N G
n

  

{ | }nG n N  

(0,1)A 
1 1

: ( , )
2

nn N G
n n

  


{ | }nG n N  

( , )a b

(0,1)
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2.2.18. Önerme ([20]) Bir X cümlesi üzerindeki 

topolojisi göz önüne alınsın. Herhangi bir cümlesi kompakttır. 

İspat: Kabul edelim ki  sınıfı A’nın bir açık örtüsü olsun. için 

sonlu olduğundan  sonlu olup ’dir. Ayrıca  

sınıfı A’nın bir örtüsü olduğundan her bir  için  olacak şekilde 

bir  vardır. Buradan  ve dolayısıyla 

 olup A kompakttır. Şayet A=X alınırsa X kompakt 

olur. 

2.2.19. Önerme  üzerindeki topolojisine göre 

kompakt değildir. 

İspat:  ve  olmak üzere  sınıfı 

’nin bir açık örtüsüdür. Bu örtünün sonlu bir alt örtüsü olmadığı için kompakt 

değildir. 

2.2.20. Önerme Bir X topolojik uzayı için aşağıdaki ifadeler denktir. 

a)  X uzayı kompakttır. 

b) olacak şekilde kapalı cümlelerin bir sınıfının 

 olacak şekilde sonlu bir  alt sınıfı vardır. 

c) Sonlu arakesit özelliğine sahip olan kapalı cümlelerin bir  sınıfı için 

’dır. 

İspat:  X uzayı kompakt olmak üzere  olacak şekilde kapalı 

cümlelerin bir  sınıfı verilsin. ’den olduğundan 

 sınıfı X’in açık örtüsüdür. Fakat X uzayı kompakt olduğundan bu 

{ | } { }cG X G sonlu    

A X

{ | }iG i  
0i

G 

0

c

iG
0

c

iA G
0 1 2{ , ,.., }c

i nA G a a a  

0

c

k ia A G 
kk ia G

ki
G 

0 1
...

n

c

i i iA G G G   

0 0 0
( )

n

c

i i i iA G A G G G    

R { | } { }cG X G sayılabilir    

: { , 1,..}nn N E n n   
n

n

R
G

E
 { | }nG n N   R

R

ii
K


 { | }iK i

1
...

ni iK K  
1

{ ..... }
ni iK K

{ | }iK i

ii
K




( ) ( )a b
ii

K




{ | }iK i
ii

K


 c

ii
K X




{ | }c

iK i
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örtünün sonlu bir  alt örtüsü vardır. Burada 

olduğundan ’dir. 

(b)  sınıfı X’in açık bir örtüsü olsun. Burada  

olduğundan ’dir. O halde (b)’den olacak şekilde bir 

 alt sınıfı vardır. O halde  sınıfı ’nin bir alt örtüsüdür. 

Bundan dolayı X kompakttır. 

(b)  Sonlu arakesit özelliğine sahip olan kapalı cümlelerin  sınıfı için

’dır. Aksi halde  olsaydı (b)’den  olacak 

şekilde bir  alt sınıfı bulunurdu. Bu ise sınıfının sonlu arakesit 

özelliğine sahip olması ile çelişir. 

(c) olacak şekildeki kapalı cümlelerin bir  sınıfı 

verilsin.  olacak şekilde bir  alt sınıfı vardır. Aksi halde 

her sonlu arakesit için olsaydı (c)’den  olurdu. 

Halbuki ’dir. 

2.2.21. Teorem Kompakt bir uzayın kapalı bir alt cümlesi kompakttır. 

İspat:  topolojik uzayı kompakt,  alt cümlesi kapalı ve  

sınıfı A’nın açık örtüsü olsun. A cümlesi kapalı olduğundan  

sınıfı X’in açık bir örtüsüdür. X uzayı kompakt olduğundan bu örtünün sonlu bir 

 alt örtüsü vardır. Buradan  sınıfı A’nın açık bir 

örtüsü ve de A cümlesi kompakttır. 

2.2.22. Önerme Bir  topolojik uzayında kompakt olan sonlu sayıdaki 

cümlelerin birleşimi de kompakttır. 

İspat:  topolojik uzayında cümleleri kompakt olmak üzere 

’nın bir  açık örtüsü verilsin. Bu durumda  sınıfı her 

{ ,.., }c c

i i nK K ...c c

i i nK K X  

1
...

ni iK K  

( ) : { | }ia G i  
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X G




c
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
 ...c c

i i nG G  

{ ,.., }c c

i i nG G
1

{ ,.., }
ni iG G 

( )c { | }iK i
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  ii
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
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ni iK K  
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  { | }iK i

1
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{ ... }
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
 

ii
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
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11 

 için ’nin açık örtüsü olup  kompakt olduğundan sonlu bir alt örtüsü 

vardır. Buradan sınıfı A’nın sonlu bir örtüsü olur. Dolayısıyla A 

kompakttır. 

2.2.23. Örnek  üzerinde  topolojisi verilsin. ’nin her 

alt cümlesi ’ya göre kompakttır.  sonlu olmak üzere her  kapalı değildir. 

Çünkü tümleyeni açık değildir. Sonuç olarak ’ya göre  kompakttır. 

2.2.24. Önerme  sürekli bir fonksiyon ve A da X’in alt cümlesi ise  

görüntü cümlesi Y’de kompakttır. 

İspat:  sınıfı ’nın açık bir örtüsü olsun. Buradan  

sınıfı A’nın X’de açık bir örüntüsünü oluşturur. Fakat A cümlesi X’de kompakt 

olduğundan bu açık örüntünün sonlu bir  alt örtüsü vardır. 

Buradan  sınıfı f(A)’yı örter ve de  sınıfının sonlu bir alt 

örtüsünü oluşturur. O halde f(A) cümlesi kompakttır. 

2.2.25. Teorem Kompakt bir uzayın kapalı bir alt cümlesi kompakttır. 

İspat: topolojik uzayı kompakt, kapalı ve  sınıfı A’nın 

açık bir örtüsü olsun. A cümlesi kapalı olduğundan sınıfı X’in 

bir açık örtüsüdür. X uzayı kompakt olduğundan bu örtünün sonlu bir 

 sınıfı A’nın açık bir örtüsüdür. Yani A cümlesi kompakttır. 

2.2.26. Sonuç Bir topolojik uzayda kapalı ve kompakt olan cümlelerin keyfi 

arakesitleri de kompakttır. 

İspat: Bir  topolojik uzayında kapalı ve kompakt cümlelerin bir sınıfı olan 

 verilsin. Bu sınıftan bir  cümlesi seçelim. kompakt, arakesiti 

kapalı ve olduğundan  kompakttır. 

1 i n  iA iA i

1' ... n    

R { | } { }cG R G sonlu     R


cG G R

 R

:f X Y ( )f A

{ | }iH i ( )f A 1{ ( ) | }if H i 

1 1{ ( ),..., ( )}
ni if H f H 

1
{ ,..., }

ni iH H { | }iH i

( , )X  A X { | }iG i  

{ | } { }c

iA G i A  

1
' { ,..., }

ni iA G G

( , )X 

{ | }iA i
0i

A
0i

A i

i

A


0i i

i

A A


 i

i

A

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2.2.27. Teorem Hausdorff bir topolojik uzayında kapalı ve kompakt cümlelerin bir 

alt cümlesi de kapalıdır. 

İspat:  Hausdorff uzay ve  alt cümlesi kompakt olsun. Bir 

verilsin. X Hausdorff olduğundan  ,  ve  olacak 

şekilde  ve açık cümleleri vardır. sınıfı A’nın bir açık örtüsüdür. A 

kompakt olduğundan bu açık örtünün sonlu bir  alt örtüsü vardır. O 

halde ’dir.  ve  olmak üzere  dır. 

Aksi takdirde olurdu. Bu da bunların ayrık olması ile çelişir. O 

halde olup ’den  cümlesi açık, dolayısıyla A kapalıdır. 

Buna denk olarak Hausdorff bir uzayın kapalı olmayan bir alt cümlesi kompakt 

değildir. 

2.2.28. Örnek ’de kapalı olmadığından kompakt değildir. 

2.2.29. Sonuç Kompakt olan Hausdorff bir uzayda bir cümle kompakttır ancak ve 

ancak kapalıdır. 

2.2.30. Sonuç Hausdorff bir topolojik uzayda kompakt cümlelerin keyfi arakesiti de 

kompakttır. 

İspat:  topolojik uzayı Hausdorff ve ’de kompakt cümlelerin sınıfı 

olsun. O halde her bir  cümlesi kapalı olduğundan ’da kapalıdır. 

Dolayısıyla A kapalıdır. 

2.2.31. Teorem Kompakt bir uzaydan Hausdorff bir uzaya sürekli bir fonksiyon 

kapalıdır. 

İspat:  X kompakt bir uzay ve Y Hausdorff bir uzay olmak üzere  sürekli 

bir fonksiyon olsun. ’nin kapalı olduğunu göstermek için kapalı bir  alt 

cümlesi verilsin. K kapalı olduğundan kompakttır. fonksiyonu sürekli olduğundan 

( , )x  A X
cx A

:  a aa A G H    aa G ax H

aG aH { | }aG a A

1
{ ,..., }

na aG G

1

1

n

a

i

A G



1

i

n

x a

i

G G



1

i

n

x a

i

H H


 x xG H 

:
i ia ai G H    

xA H  c

xx H A  cA

, R

( , )X  { | }iA i

iA
i

i

A A




:f X Y

f K X

f
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f(K) cümlesi Y’de kompakttır. Y Hausdorf olduğundan f(K) kapalıdır. O halde 

 fonksiyonu kapalıdır. 

2.3. Topolojik Uzaylarda Yakınsaklık 

2.3.1. Tanım X boştan farklı bir cümle olsun. f: N X fonksiyonu  : f(n)=  

şeklinde tanımlansın. f fonksiyonuna veya  alt cümlesine X cümlesi 

içinde bir dizi denir. şeklinde gösterilir. 

şeklinde tanımlı ve g fonksiyonu N cümlesi içinde bir dizi 

olsun. Yani  cümlesi X’de  N’de bir dizi olsun. 

Eğer g artan bir dizi ise yani 

 ya da  ise  

şeklinde tanımlı dizisine dizisinin alt dizisi 

denir. 

2.3.2. Tanım  topolojik uzay  X içinde bir dizi ve 

olsun. 

Öyle bir olmalı ki olduğunda in her G açık komşuluğu için 

olsun. Bu koşulu sağlayan varsa noktasına dizisinin limit 

noktası ve dizisi noktasına yakınsıyor denir. 

Kısaca;  veya  ifadelerinden biri ile gösterilir. 

2.3.3. Örnek  topolojik uzay ve olacak şekilde , X’de 

bir dizi olsun. olduğunda ’nın her açık komşuluğu ’yı içerir. 

Dolayısıyla ’dır. 

2.3.4. Örnek ’nin alışılmış topolojisine göre  dizisinin limit 

noktası yoktur, fakat -1 ve +1 bu dizinin yığılma noktasıdır. 

:f X Y

 n N  na

 |na n N

 na

: , ( ) ( )nf N X f N a 

( ) nf N a ( ) ( )kg k n

:i i jj n n   ( ) ( )g i g j : , ( )( ) ( ( )) ( ) ( )
ii nfog N X fog i f g i f n a   

( )( ) ( ( )) ( ) ( )
ii nfog N f g N f n a   ( )

ina

( , )X  1 2 3( , , ,...)na a a a a X

0n N 0n n a X

na G 0n N a X ( )na

( )na a X

( )na a lim n
n

a a




( , )X  : nn N a a X    ( )na

( ) ( , , ,..)na a a a a a

na a

R
1

( ) (( 1) )na
n

  



14 

2.3.5. Örnek ’nin alışılmış topolojisinde =n dizisi hiçbir noktaya yakınsamaz. 

Çünkü dizinin hiçbir terimi her komşuluğu için  olduğunda 

koşulunu sağlamaz. 

2.3.6. Örnek ’nin alışılmış topolojisinde,  dizisi 0’a yakınsar. Çünkü 0’ın 

her her komşuluğu için  olduğunda koşulunu sağlayan 

vardır. 

2.3.7. Örnek ’nin alışılmış topolojisinde =16 dizisini düşünelim. 

’dır. Çünkü 16’nın her komşuluğu için  olduğundan  

olacak şekilde vardır. 

2.3.8. Örnek  içindeki  dizisini ele alalım. 

1) ’nin alışılmış topolojisine göre biçimindeki açık aralıkların tümü 

 dizisinin bazı terimleri dışındaki tüm terimlerini içerir. Yani dizisi sıfıra 

yakınsar. 

2) ’nin üst limit topolojisine göre -1 noktasının komşuluğunu 

düşünelim. Bu komşuluğun içinde dizinin sadece bir terimi varken sonsuz tane terim 

dışarda kalır. Bu yüzden dizisi -1’e yakınsamaz. 

3) ’nin ve üst limit topolojisine göre sıfır 

noktasının tüm komşulukları dizinin belirli bir indisten sonraki tüm terimlerini içerir. 

Dolayısıyla  olur. 

4) ’nin sonlu tümleyeni sonlu topolojisine göre için 

’nın her açık komşuluğunda dizinin belirli bir indisten sonraki terimleri 

bulunduğundan dizisi her noktaya yakınsar. 

R ( )na

 0n n

( , )n n na a a   

R
1

( )na
n



 0n n (0 ,0 )na    

0n N

R ( )na ( ) 16na 

 0n n ( ) (16 ,16 )na    

0n N

R
1

( ) ( )na
n

 

R ( , )a   

( )na ( )na

R LU
1

[ 1, )
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 

( )na

R { ( , ] | ,LU a b a b R   } { }a b  

( )na 0

R 0{ |G R G   } { }  a R 
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2.3.9. Örnek  şeklinde tanımlı olsun. 

olmak üzere terimleri da bulunan  dizisi A 

tarafından doğurulan topolojisine göre her noktaya yakınsar. Şimdi bunu gösterelim; 

A noktası ’in limit noktası olduğundan ’nın her açık komşuluğu dizinin belirli 

bir indisten sonraki tüm terimlerini içerir. Bu noktayı içeren en küçük açık cümle; 

 

şeklindedir. 

Eğer a tek sayı ise a+1 çifttir ve dizinin a+1 noktasını içeren terimden itibaren tüm 

terimleri içindedir. 

Eğer a çift sayı ise dizinin a noktasını içeren terimden itibaren tüm terimleri  

içindedir. O halde dizisi yakınsaktır ve  üzerindeki her noktaya yakınsar. 

2.3.10. Önerme X  boştan farklı bir cümle ve X   üzerinde diskre topoloji var olsun. 

Bu uzaydaki herhangi bir dizisinin noktasına yakınsaması için gerek ve 

yeter şart, dizinin belli bir indisten sonraki tüm terimlerinin a olmasıdır. 

İspat: dizisinin noktasına yakınsadığını kabul edelim. Diskre topolojide 

cümlesi ’nın bir açık komşuluğudur. Dolayısıyla dizinin belli bir indisten 

sonraki tüm terimleri ’dır. 

Öte yandan dizisi şeklinde ise dizisinin 

noktasına yakınsadığı açıktır. 

2.3.11. Önerme X  sonsuz bir cümle olmak üzere X  üzerinde {A X   |

} { }cA sayılabilir    tümleyeni sayılabilir topolojisi olsun. X  de bir  dizisi 

verilsin. ( )na a  olması için gerek ve yeter şart  dizisinin 

01 2( ) ( , ,..., , , ,...)n na a a a a a  şeklinde olmasıdır. 

2.3.12. Önerme Hausdorff bir uzayda yakınsak bir dizinin limiti tektir. 

: { , 1, 2,..}nn Z A n n n    

{ | }nA A n Z   Z  ( ) (2,4,6,...)na 

( )na a

{ , 1, 2,..}aA a a a  

aB

aB

( )na Z 

( )na a X

( )na a X

{ }a a

a

( )na
01 2( ) ( , ,..., , )n na a a a a ( )na a X

( )na

( )na
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İspat: Bir Hausdorff uzayında bir  dizisinin a ve b gibi iki farklı değere 

yakınsadığını kabul edelim.  Hausdorff ve olduğundan  olacak 

şekilde a ve b’nin sırasıyla G ve H açık komşulukları vardır. Diğer yandan ( )na a

olduğundan n >
1n  için ( )na G  olacak şekilde 

1n N   ve   ( )na b   olduğunda   

n > 2n  için ( )na H  olacak şekilde 2n N  vardır. O halde 0 1 2max{ , }n n n  olmak 

üzere n > 0n  için ( )na G H   ’dır. Bu ise  olmasıyla çelişir. Yani  

’dir. 

 

 

( , )X  ( )na

( , )X  a b G H 

G H 

a b



3. DİZİSEL HAUSDORFF UZAYLAR 

3.1. Dizisel Açık ve Dizisel Kapalı Cümleler 

3.1.1. Tanım ([6,7]) X bir topolojik uzay,  olsun. Eğer A daki bir noktaya 

yakınsayan her dizinin belirli bir indisten sonraki terimleri A da ise A’ya dizisel açık 

cümle denir. 

3.1.2. Önerme Her açık cümle dizisel açıktır. 

İspat: A açık bir cümle ve 
 
dizisi A daki bir a elemanına yakınsayan bir dizi 

olsun.  olduğundan a nın her açık komşuluğu ’in belli bir indisten 

sonraki tüm terimlerini içerir ve A açık cümle olduğundan a elemanının bir açık 

komşuluğudur. Dolayısıyla ’in belli bir indisten sonraki tüm terimleri A 

cümlesindedir. Yani A cümlesi dizisel açıktır. 

3.1.3. Örnek Boş olmayan bir X cümlesi üzerinde tanımlı topolojisine göre 

her alt cümle açık olduğundan dizisel açıktır. 

3.1.4. Örnek Boş olmayan bir X cümlesi üzerinde tanımlı topolojisine 

göre X’in kendisinden ve boştan farklı olan hiçbir alt cümlesi dizisel açık değildir. 

3.1.5. Örnek sınıfı X üzerinde bir topolojidir ve 

X’in her alt cümlesi dizisel açıktır. Çünkü  X’de bir dizi 

olduğunu kabul edersek ’ya göre bir dizinin yakınsak olması için dizinin tüm 

terimleri ya da belirli bir indisten sonraki tüm terimleri a olmalıdır. Yani belirli bir 

indisten sonraki terimler A’da kalacaktır. Dolayısıyla ’ya göre her alt cümle dizisel 

açıktır.  

3.1.6. Sonuç ([4]) Her dizisel açık cümle, açık değildir. 

3.1.7. Örnek Sonsuz elemanlı X cümlesini ve üzerinde tanımlı  

topolojisini düşünelim. Bir için sonlu elemanlı 

olsun. A sonsuz elemanlı bir cümle ve  X’de bir dizi olmak üzere  dizisinin 

’ya yakınsadığını kabul edelim. O halde dizinin belli bir indisten sonraki tüm 

A X

( )na

( )na a ( )na

( )na

( )P x 

{ , }X  

{ | } { }cG G sayılabilir     

( )na ( )na ,a a A 





{ | } { }cG G sonlu      A X
cA

( )na ( )na

a A
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terimleri A’da kalır. Yani A dizisel açıktır. Öte yandan,  sonsuz elemanlı bir cümle 

olsun. A sonlu elemanlı ya da sonsuz elemanlı bir cümle olabilir. Bu takdirde 

terimleri farklı ve ’de bulunan bir dizisi a noktasına yakınsadığı halde dizinin 

belirli bir indisten sonraki tüm terimleri A’da bulunmaz. 

3.1.8. Sonuç Dizisel açık cümlelerin keyfi birleşimleri de dizisel açıktır. 

İspat: ve  olmak üzere ’ler de X’in dizisel açık alt cümleleri olsun. 

 X’de bir dizi ve  olmak üzere  olacak şekilde  vardır.  

dizisel açık olduğundan dizinin belli bir indisten sonraki tüm terimlerini içerir. 

ve olduğundan  dir. Ayrıca  dizisinin belli bir 

indisten sonraki tüm terimlerini içerir. Yani  dizisel açıktır. 

3.1.9. Önerme Bir  topolojik uzayında, dizisel açık} sınıfı da 

bir topolojidir ve bu topoloji ’den daha incedir. 

İspat: üzerinde bir topoloji olduğunda ’nun her elemanı X’de açıktır. ,X 

üzerinde bir topoloji olduğundan ’nın her elemanı X’de açıktır. Yani olur. 

Dolayısıyla , ’den daha incedir. 

3.1.10. Tanım ([6,7]) X bir topolojik uzay,  ve X de bir a noktası olsun. Şayet 

bir A cümlesinde bir  dizisi ’e yakınsarken  oluyorsa A cümlesi 

dizisel kapalıdır. 

3.1.11. Önerme   Eğer bir cümle kapalı ise dizisel kapalıdır. 

İspat: A cümlesi kapalı ve  A’da  noktasına yakınsayan bir dizi olsun. 

Eğer  olursa  a’nın bir açık komşuluğu olacağından dizinin belirli indisten 

sonraki tüm terimlerini içerir. Bu durum ’in A’da bir dizi olmasıyla çelişir. Yani 

’dır. Dolayısıyla A dizisel kapalıdır. 

3.1.12. Örnek Boş olmayan bir X cümlesi üzerinde tanımlanan  

topolojisine göre her alt cümle kapalı olacağından dizisel kapalıdır. 

cA

cA ( )na

X   i
iA

( )na ( )na a
0i

a A 0i 
0i

A

0i
a A

0i i

i

A A



i

i

a A


 i

i

A


i

i

A


( , )X  { |G X G  



, X  

  

 

A X

( )na a X a A

( )na a X

ca A cA

( )na

a A

( )P X 
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3.1.13. Örnek Boş olmayan bi X cümlesi üzerinde tanımlanan 

topolojisine göre X’in boştan ve kendisinden farklı olan hiçbir alt cümlesi dizisel 

kapalı değildir. 

3.1.14. Örnek Boş olmayan bir X cümlesi üzerinde sonlu

topolojisini düşünelim. X’in bir alt cümlesi olan A sonlu ise kapalıdır. Kapalı olan 

her cümle dizisel kapalı olduğundan A dizisel kapalıdır. Eğer A sonsuz ise  da 

terimleri farklı olan bir dizi her noktaya yakınsar. Bu durumda dizinin yakınsadığı 

nokta A’nın elemanı olmayabilir. Yani A sonsuz ise dizisel kapalı değildir. 

3.1.15. Örnek Boş olmayan bir X cümlesi üzerinde sayılabilir

topolojisine göre dizisel kapalıdır. 

A’da bir dizi olsun ve noktasına yakınsasın. ’ya göre  ancak ve 

ancak ’in belirli bir indisten sonraki tüm terimleri ’dır. O halde ’dır. Yani 

’ya göre her alt cümle dizisel kapalıdır. 

3.1.16. Sonuç ([4]) Dizisel kapalı cümlelerin keyfi kesişimi dizisel kapalıdır. 

İspat: X bir topolojik uzay ve  X’in dizisel kapalı alt cümlelerinin bir sınıfı 

olsun. terimleri cümlesinden alınan bir dizi olmak üzere  ve 

olduğunu kabul edelim. Her  için  olduğundan her  için 

’dir. O zaman ve  olduğunda ’dir. Her  için  

olduğundan ’dir. Dolayısıyla dizisel kapalıdır. 

3.1.17. Önerme  X topolojik uzayında cümlesi dizisel açıktır ancak ve ancak

 dizisel kapalıdır. 

İspat: A dizisel açık olsun.  de bir dizisi noktasına yakınsasın. 

olduğunu kabul edersek A dizisel açık olduğundan dizinin belirli bir indisten sonraki 

tüm terimlerinin A’da olması gerekir. Bu da ’in ’de bir dizi olmasıyla çelişir. 

Yani ’dir. O halde dizisel kapalıdır. 

{ , }X  

{ | cG X G   } { } 



{ | cG X G  

} { }  A X
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Öte yandan, dizisel kapalı olsun. X içindeki bir  dizisi A’nın bir elemanına 

yakınsasın. Bu terimlerin ’de olduğunu kabul edersek ’deki yeni dizisi de a 

ya yakınsar.  dizisel kapalı olduğundan ’dir. Dolayısıyla kabulümüz 

yanlıştır, A dizisel açıktır. 

3.2. Dizisel Uzay 

3.2.1. Tanım ([6,7])   X ve Y topolojik uzaylar,  şeklinde tanımlı 

fonksiyon , ve  X’de bir dizi olsun.  

Eğer  iken ise  dizisel süreklidir. 

3.2.2. Önerme Sürekli olan her fonksiyon, dizisel süreklidir. 

İspat: fonksiyon ve  olsun. ’nın bir G açık komşuluğunu 

düşünelim.  süreklidir yani ’de ’nın bir açık komşuluğudur.  

olduğundan  için  olacak şekilde vardır. Yani  ve 

’dır. 

3.2.3. Tanım  bir fonksiyon ve A, X’in dizisel açık bir alt cümlesi olsun. 

Eğer dizisel açık ise bir dizisel açık fonksiyondur denir. Benzer şekilde, A 

X’in dizisel kapalı bir alt cümlesi için dizisel kapalı ise  bir dizisel kapalı 

fonksiyondur denir. 

3.2.4. Tanım  Bir topolojik uzayda her dizisel açık cümle, açık ya da her dizisel 

kapalı cümle, kapalı ise bu uzaya dizisel uzay denir. 

3.2.5. Önerme  X uzayında her açık cümle dizisel açık ise aşağıdaki ifadeler 

doğrudur 

a) X uzayı diziseldir. 

b) olmak üzere A açıktır ancak ve ancak A dizisel açıktır. 

c) olmak üzere A kapalıdır ancak ve ancak A dizsel kapalıdır. 

cA ( )na

cA cA ( )
kna

cA
ca A

:f X Y f

a X ( )na

( )na a ( ( )) ( )nf a f a f

:f X Y ( )na a ( )f a

f
1( )f G

a ( )na a

0n n 1( )na f G 0n N ( )nf a G

( ( )) ( )nf a f a

:f X Y

( )f A f

( )f A f

A X

A X
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3.2.6. Lemma   bir dizisel uzay, de keyfi bir topolojik uzay olsun. 

sürekli fonksiyon ve  terimleri X’de bulunan bir dizi olmak üzere  ise 

 

İspat:  ’in sürekli olduğunu varsayalım.  terimleri X’de bulunan bir dizi olsun 

ve  noktasına yakınsasın. ’in bir komşuluğu ise  de x’in bir 

komşuluğudur. Buradan  olduğundan  olacak şekilde  vardır. 

Dolayısıyla her  için ’dir yani  

Şimdi de  ve  olduğunda ’in sürekli olduğunu gösterelim. 

U, Y’in açık bir alt cümlesi olsun  ve  olduğunu varsayalım. 

 olduğunda ’dur. U açık bir cümle olduğu için  

olduğunda  olacak şekilde  vardır. Bundan dolayı  için 

. Yani  dizisel açıktır. X bir dizisel açık olduğundan  

fonksiyonu süreklidir. 

3.3. Dizisel Hausdorff Uzay  

3.3.1. Tanım ([13]) X bir topolojik uzay ve  noktaları ayrık iki nokta olsun. 

X’in , ve olacak şekilde G ve H’nin dizisel açık alt cümleleri 

varsa X’e Hausdorff uzay ya da dizisel Hausdorfftur denir. 

3.3.2. Örnek X boştan farklı bir cümle olsun.  X üzerinde bir topolojidir. 

Topolojik uzaylarda her açık cümle dizisel açık olduğundan  topolojisi dizisel 

Hausdorff’tur. 

3.3.3. Örnek Boş olmayan bir X cümlesi üzerinde tümleyeni sayılabilir topoloji 

olsun. Öyle ise her alt cümle açık olacağından birbirinden farklı noktalar 

olmak üzere,  ve cümleleri vardır. Dolayısıyla  olup 

 dizisel Hausdorff’tur. 

3.3.4. Örnek Birinci sayılabilir her uzay dizisel Hausdorff’tur. 

X Y :f X Y

( )nx ( )nx x

( ( )) ( )nf x f x

( )nx
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3.3.5. Önerme ([13]) Her Hausdorff uzay, dizisel Hausdorff’tur. 

İspat:  topolojik uzay ve ’in farklı iki noktası olsun. X Hausdorff 

olduğundan  ve  olacak şekilde G ve H’nin açık cümleleri 

vardır. Her açık cümle dizisel açık olduğundan  Hausdorff’tur. 

3.3.6. Örnek üzerindeki sayılabilir topolojisini düşünelim. 

 ve  cümleleri sırasıyla a ve b’yi içeren ayrık cümlelerdir. Ayrıca ’da her 

alt cümle dizisel açık olduğundan  ve  cümleleri de dizisel açıktır. Dolayısıyla 

dizisel Hausdorff’tur. Ancak Hausdorff değildir. Yani her dizisel 

Hausdorff uzay, Hausdorff değildir. 

3.3.7. Önerme ([13]) Dizisel Hausdorff bir uzayda bir dizi yakınsak ise limiti tektir. 

İspat: Kabul edelim ki  dizisel Hausdorff bir uzay ve  de X’de bir dizi 

olsun.  dizisi a ve b gibi iki faklı noktaya yakınsasın. ve  

olacak şekilde G ve H dizisel açık cümleleri vardır. 

G’deki  için olduğunda  koşulunu sağlayan vardır. 

H’deki  için olduğunda koşulunu sağlayan vardır. 

seçilir ise olacak şekilde bulunur. Ancak 

olduğundan bu bir çelişkidir. Yani X’de dizinin limiti tektir. 

3.3.8. Önerme dizisel uzay olmak üzere dizisel Hausdorff’tur  

Hausdorff’tur. 

3.3.9. Önerme   topolojik uzay olmak üzere X’in her dizisel kapalı alt cümlesi 

kapalı ise  dizisel Hausdorff’tur 

3.3.10. Önerme   topolojik uzayı dizisel Hausdorff olmasına rağmen ’nin 

kapalı olmayan dizisel kapalı alt cümlesi vardır.  

( , )X  ,a b X

,a G b H  G H 

( , )X 
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{ }a { }b ( , )R 

{ }a { }b

( , )R  ( , )R 
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( )na ,G H a G   b H

( )na a 1n n na G 1n N

( )na b 2n n na H 2n N

0 1 2max{ , }n n n na G H  0n n
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3.3.11. Önerme   bir dizisel Hausdorff uzay olsun. X’in bir A alt cümlesi 

üzerindeki alt topolojisi de dizisel Hausdorff’tur. 

İspat:  olduğunu kabul edersek olur. X dizisel Hausdorff 

olduğundan olacak şekilde G ve H ayrık açık cümleleri vardır. G ve H 

dizisel açık cümlelerdir. olacak şekilde alt topolojiye göre kesişimleri boş 

olan  ve  cümleleri mevcuttur. 

 olduğundan  dizisel Hausdorff’tur. 

3.3.12. Önerme ([13])  ve topolojik uzaylar ve  bire 

bir, örten, sürekli ve dizisel açık fonksiyon olsun. Eğer  dizisel Hausdorff ise 

 de dizisel Hausdorff’tur. 

İspat:  dizisel Hausdorff olsun. Y cümlesinden birbirinden farklı  ve 

noktalarını alalım. birebir ve örten olduğundan ve  olacak 

şekilde birbirinden farklı  ve  noktaları X’te mevcuttur. Ayrıca  ve 

 olacak şekilde kesişimleri boş olan ve  dizisel açık cümleleri vardır. 

 ve  dizilerinin belirli bir indisten sonraki terimleri sırasıyla  

ve ’dedir.  sürekli bir fonksiyon olduğundan dizisel süreklidir. O halde 

 ve  olur. Dolayısıyla  ve  dizisel açık 

cümlelerinin kesişiminin boş olduğu görülür ve ispat tamamlanmış olur. 
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4. SONUÇ 

Bu bölümde dizisel açık örtü yardımıyla oluşturulan dizisel kompakt uzayların 

tanımını verilmiştir. 

4.1. Dizisel Kompakt Uzay 

4.1.1. Tanım ([13]) X bir topolojik uzay ve  X’in dizisel açık 

cümlelerinin bir ailesi olmak üzere oluyorsa G, X’in dizisel açık örtüsü 

olarak adlandırılır. 

4.1.2. Tanım X bir topolojik uzay olmak üzere, X’in dizisel açık örtülerinin her 

birinin sonlu bir alt örtüsü varsa X’e dizisel kompakt uzay denir. 

4.1.3. Önerme([13])  Her dizisel kompakt uzay  kompakttır. 

İspat:X dizisel kompakt uzay ve  X’in açık örtülerinin bir sınıfı olsun. 

açık cümleleri dizisel açıktır. Bu yüzden  sınıfı X’in dizisel açık örtüsüdür. 

X dizisel kompakt olduğundan G’nin bir alt örtüsü vardır. Yani X kompakttır. 

4.1.4. Örnek  metrik uzay olsun. O zaman X dizisel kompakt değildir. Çünkü 

dizisel açık cümlelerin sınıfı  her  için X’in dizisel açık örtüsü vardır 

fakat bunların her birinin sonlu alt örtüsü yoktur. 

4.1.5. Örnek Her sonlu cümle dizisel kompakttır. 

4.1.6. Örnek  bir cümle  X üzerinde diskre topoloji ve olsun. 

Eğer A  sonlu ise A  dizisel kompakttır. Diğer taraftan A  sonsuz ise A  dizisel 

kompakt değildir. 

4.1.7. Örnek üzerinde alışılmış topolojiye göre  dizisel kompakt değildir. Çünkü 

doğal sayılarda  dizisel açık cümlelerin sınıfından alınan 

 ’nin dizisel örtüsüdür ancak alt örtüsü yoktur. 
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4.1.8. Önerme ([13]) Bir topolojik uzayda dizisel kompakt cümlelerin birleşimi de 

dizisel kompakttır. 

İspat: bir topolojik uzay ve  X’in dizisel açık örtüsü olsun. 

 dizisel kompakt cümlelerinin birleşimi  

olsun. O zaman , X’in dizisel açık örtüsü olduğundan  olmak üzere her  

için sonlu bir  örtüsü vardır. O halde  olmak üzere 

dir. Yani A dizisel kompakt. 

4.1.9. Önerme X,Y topolojik uzay, sürekli bir fonksiyon ve A, X’in 

dizisel kompakt bir alt cümlesi olsun. A’nın Y’deki görüntüsü f(A) da dizisel 

kompakttır. 

İspat: ’nın dizisel açık örtüsü olsun. f fonksiyonu sürekli ve A 

dizisel kompakt olduğundan  için  dizisel açıktır.  A’nın 

bir açık örtüsüdür. A, X’in dizisel kompakt bir alt cümlesi olduğundan A’nın bir alt 

örtüsü ’dir. Böylece 

cümlesi f(A)’nın sonlu alt örtüsüdür. Yani f(A) dizisel kompakttır. 

4.1.10. Teorem  Dizisel kompakt uzayın kapalı alt cümleleri dizisel kompakttır. 

İspat:  dizisel kompakt uzayı, A X’in kapalı alt cümlesi ve A’nın 

dizisel açık örtüsü olsun. A kapalı bir cümle olduğundan dizisel kapalıdır ve 

 sınıfı X’in dizisel açık örtüsüdür. Yani  

A’nın dizisel açık örtüsüdür ve A dizisel kompakttır. 

4.1.11. Sonuç Bir topolojik uzayda hem kapalı hem de dizisel kompakt olan 

cümlelerin keyfi kesişimleri dizisel kompakttır. 

İspat: X bir topolojik uzay ve cümlesi dizisel kompakt ve dizisel kapalı 

olsun. Buradan seçilen herhangi bir  kapalı dizisel kompakt olduğundan  

kapalı ve  olduğundan  dizisel kompakttır. 
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4.1.12. Teorem Dizisel Hausdorff uzayının dizisel kompakt alt cümlesi kapalıdır. 

İspat:  dizisel Hausdorff uzay ve A, X’in kompakt bir alt cümlesi olsun. 

’nin açık olduğunu göstermemiz gerekiyor. Kabul edelim ki  olan  

dizisel Hausdorff uzay olduğundan  ve  o.ş  olan dizisel 

açık cümleleri vardır.  sınıfı A’nın dizisel açık örtüsüdür. A dizisel 

kompakt olduğundan ’nın  şeklinde bir alt örtüsü vardır. 

 şeklinde gösterilir.  o.ş  ve cümleleri 

vardır.  olduğundan dir. Yani A kapalıdır.  

4.1.13. Örnek ’nın alışılmış topolojisi olan U’yu düşünelim. dizisel 

Hausdorff uzaydır fakat kapalı olmadığından dizisel kompakt değildir. 

4.1.14. Sonuç Dizisel kompakt ve dizisel Hausdorff olan bir uzayın kapalı alt 

cümleleri dizisel kompakttır. 

İspat: Dizisel kompakt uzayın kapalı alt cümleleri dizisel kompakttır. Öte yandan 

dizisel Hausdorff uzayın kompakt alt cümlesi kapalıdır. 

4.1.15. Sonuç Dizisel bir Hausdorff uzayının dizisel kompakt alt cümlelerinin keyfi 

kesişimleri dizisel kompakttır. 

İspat: Kabul edelim ki X dizisel Hausdorff ve  sınıfı dizisel 

kompakt olsun.  için  kapalıdır. Dolayısıyla  cümlesi de kapalı olur. 

 cümlesi X’in kapalı bir alt cümlesi olduğundan kompakttır. 

4.1.16. Teorem Dizisel kompakt uzaydan dizisel Hausdorff bir uzaya tanımlı olan 

bir fonksiyon kapalıdır. 

İspat: Kabul edelim ki X dizisel kompakt uzayı, Y dizisel Hausdorff uzay ve 

 bir fonksiyon olsun. K, X’in kapalı bir alt cümlesi olmak üzere, K 

kompakttır. f sürekli bir fonksiyon olduğundan cümlesi dizisel kompakttır. 
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Y dizisel Hausdorff ve  dizisel kompakt olduğundan  kapalıdır. Yani 

 kapalı bir fonksiyondur. 
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5. SONUÇ 

Toplanabilme teorisi ve fonksiyonel analizde önemli bir yer tutan yakınsaklık 

kavramı ve yakınsaklık metodlarının, topolojik uzaylara genişletilmesi de oldukça 

kullanışlı olmuştur. Dizilerdeki yakınsaklık yardımıyla tenımlanan dizisel açık ve 

dizisel kapalı kavramları, topolojik uzaylarda bir çok tanımın yeniden yapılmasına 

imkan vermiştir. Dizisel irtibatlılık, dizisel süreklilik, dizisel kompaktlık kavramları 

bu yolla yeniden ele alınmıştır. Fakat Topolojide önemli bir yer tutan ayırma 

aksiyomlarının dizisel anlamda incelenmediği tespit edilmiştir. Bu sebeple, bu tezde 

dizisel Hausdorff uzaylar ve bu uzayların özelliklerinden bahsedilmiştir. Ayrıca 

dizisel Hausdorffluk kavramı, daha önce yapılmış dizisel kompaktlık kavramıyla 

uyum sağlayamamıştır. Bu sebeple tezin son bölümünde dizisel açık cümleler 

yardımıyla yeni bir dizisel kompaktlık tanımı ve bunun dizisel Hausdorffluk ile ilgili 

olan ilişkisi incelenmiştir. Dizisel Hausdorffluk kavramının tanımlanması, diğer 

ayırma aksiyomlarının da dizisel anlamda incelenebileceğini akla getirmektedir. 

Böylece topolojik uzaylara benzer ve farklı ilişkilerin bu anlamda incelenmesi yeni 

ve faydalı bir çalışma konusudur.  
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