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OZET

Bu tez c¢aligmasinda oncelikle dizisel agik ciimle, dizisel kapali climle ve dizisel
uzaylarin tanimi verilmistir. Daha sonra dizisel agik ciimleler yardimiyla tanimlanan
dizisel Hausdorff uzaylardan bahsedilmistir. Dizisel Hausdorff uzaylarin 6zellikleri

ve Ornekleri incelenmistir.

Son boliim olan dordiincii boliimde ise dizisel agik ciimleler yardimiyla tanimlanmis
yeni bir dizisel kompaktlik kavrami verilmistir. Topolojik uzaylarda Hausdorftluk ve
kompakthik arasindaki iliskiye benzer iliskilerin dizisel Hausdorffluk ve dizisel

kompaktlik i¢in de saglandigi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dizisel acgik cilimle, Dizisel kapali ciimle, Dizisel kompakt

uzaylar, Dizisel Hausdorff uzaylar.
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ABSTRACT

In this thesis, firstly, the notions of sequentially open set, sequentially closed set
and sequentially space are introduced. Also the term of sequentially Hausdorffness
defined by means of sequentially open sets is studied. The properties and examples

of sequentially Hausdorff spaces are given.

Finally, in the fourth chapter, a new definition of a sequentially compact space is
given. Also the similar relationships between Hausdorffness and compactness are

given for the notions of sequentially Hausdorffness and sequentially compactness.

Keywords: Sequentially open set, Sequentially closed set, Sequentially compact

space, Sequentially Hausdorff space
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1. GIRIS

Euclid uzayinda bir kiimenin kapali ve smirli olma kavrami, topolojik uzaylara
kompaktlik ile gelistirilebilir. Her agik oOrtiisii sonlu bir alt ortiiye sahip olan uzaylara
kompakt uzaylar denir[1,4,5]. 1lk olarak 1904 yilinda bir Fransiz Matematik¢i olan
M. Frechet tarafindan tanitilmis olan bu kavram, topolojide pek ¢ok ispatta kullanilan
faydali bir 6zelliktir. Ayrica topolojik bir 6zellik olmasi da kullaniminda katki
saglamaktadir [1-5].

Her dizisinin yakinsak bir alt dizisi olan bir ciimleye dizisel kompakt denir. Metrik
uzaylarda kompaktlik ve dizisel kompaktlik kavramlar1 denktir. Diziler yardimiyla
topolojik uzaylarda birgok kavram yeniden tanimlanmistir. Acik ve kapali ciimle
yerine bu tanimlardan daha genis olan dizisel acik ve dizisel kapali ciimleler, dizisel
tanimlarin yapilmasinda oldukga katki saglamistir [6-10]. Dizisel irtibalilik [11,12],
dizisel Hausdorff uzaylar [13,20] gibi pek ¢ok yeni o6zellik tanitilmistir. Ayrik ve
dizisel acik iki climlenin birlesimi olarak yazilamayan climlelere irtibatli ciimle
denir. Her irtibatli uzay dizisel irtibatlidir. Benzer olarak, bir uzayda her nokta cifti
icin, her birinin digerini igermeyen ve kesisimleri bos olan dizisel acik komguluklar

bulabiliyorsak bu uzaya dizisel Hausdorff uzay denir.

Bu tanimlardan bazilar1 genellestirilerek G-yakinsaklik kavrami ile G-dizisel agik
kiime, G-dizisel kapal kiime, G-dizisel siireklilik, G-dizisel irtibathilik gibi konular
incelenmistir [14-18]. Bu c¢alismalarda elde edilen sonuglar birinci sayilabilirlik
aksiyomunu saglayan Hausdorff topolojik gruplar i¢indir. Dizisel anlamda topolojik
uzaylar ele alan bir bagka yakinsaklik teorisi de bir ideal yardimiyla tanimlanan
ideal yakinsaklik, kisaca I-yakinsakliktir. I- agik ve I- kapali ciimleler ile tanimlanan
I-dizisel uzaylar ele alinabilir. Bu konuda I-dizisel Hausdorff uzay kavrami da

verilmistir[19].



Bu caligmada oncelikle dizisel agik ve dizisel kapali ciimleler ile dizisel uzay
kavrami tanitilacaktir. Buradan hareketle tanimlanan dizisel Hausdorff kavrami
tizerinde durulacaktir. Hausdorff uzaylarda saglanan baz1 o6zelliklerin dizisel
Hausdorff uzaylarda da saglandign gosterilecektir. Ornegin dizisel Hausdorff bir
uzayda yakisak bir dizinin limiti tektir. Bilindigi gibi topolojik uzaylarda
Hausdorffluk ve kompaktlik kavramlar1 arasinda pek ¢ok kullanish teorem ve sonug
vardir. Fakat dizisel Hausdorffluk ile bilinen dizisel kompaktlik bu sekilde ortak
islemlere elverigli degildir. Bu sebeple c¢alismanin son kisminda, dizisel agik
climleler yardimiyla yapilan yeni bir dizisel kompakt tanimi verilmistir. Boylece
topolojik uzaylardaki iligkiler dizisel anlamda yeniden incelenmis ve bazi 6nemli

sonuclara ulasilmistir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Hausdorff Uzay

Bu béliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlar ve teoremler
Bourbaki [1], Rotman [2], Massey [3], Brown [4] ve Mucuk [5] kaynaklar

kullanilarak verilmistir.

2.1.1. Tamm X bostan farkli bir ciimle ve (X,z) topolojik uzay olmak tizere her
X,ye X i¢in xeG, yeH Ve GnH = olacak sekilde G ve H agik climleleri

mevcut ise (X, r) uzayma Hausdorff uzay denir.

2.1.2. Ornek s(X) >1 olan bir X ciimlesi igin (X, P(x))ayrik uzayr Hausdorff bir

uzaydir.

2.1.3. Ornek x - bir cimle ve . —{G < X |G° sonlu yu{@} smifin1 ele alalim.

(X,7) topolojik uzayr Hausdorff uzay degildir.
2.1.4. Ornek R ’nin alisilmis topolojisi U olmak iizere (R,u ) Hausdorff uzaydur.

2.1.5. Onerme Bir (x,d) metrik uzayr Hausdorff bir uzaydr.
Ispat: a,be X igin a=bise d(a,b)=r >0 dir. D(a,i) ve D(b’i) acik diskleri
siras1 ile a ve b’nin acgik komsuluklari olup D(a,i)m D(b,g) = dir. Aksi halde

D(a, 2) o) D(b’i) = & olsaydi en az bir tane x € D(a, %) N D(b,i) bulunurdu.

Burada d(x, a) <£,d(x, b) <£ oldugundan

d(a,b) <d(a,x)+d (b, x)

r r
d(a,b) < —+—
( )<4+4

r
d(a,b) <=
(a )<2



olurdu. Bu ise bir ¢eliskidir. Yani (x,d) Hausdorff’tur.

2.1.6. Onerme Hausdorff bir uzayn bir alt uzayr da Hausdorff tur.

Ispat: X uzayr Hausdorff ve Ac X olsun. Farkli a,b e A noktalar1 verilsin. X uzay

Hausdorff oldugundan G " H =& olacak sekilde a ve b’nin sirasiyla X’de G ve H
acik komsuluklar1 vardir. Buradan U =G~ A ve V = H m A da sirastyla a ve b’nin

A’da agik komsuluklart olup U nV =& ’dir. Yani A Hausdorff bir uzaydir.
2.1.7. Onerme Topolojik uzaylarin Hausdorff olma 6zelligi topolojik bir dzelliktir.

Ispat: f:(X,z) — (Y,o) bir homeomorfizm ve (x,7) Hausdorff uzay1 olmak iizere
v,,y, ey farkli noktalar1 verilsin. Bu noktalara karsilik gelen f(x)=y, Ve
f(x,) =y, olacak sekilde x  x, < x farkli noktalar1 vardir. (X,7) uzayr Hausdorff
oldugundan x  x, < x ’in sirastyla G ve H ayrik acgik komsuluklar1 vardir. Burada
f(G) Ve f(H) sirastyla y Ve y ’nin ayrik agik komsuluklaridir. O halde (v,o)

uzay1 Hausdorff tur.

2.1.8. Teorem (X,r)topolojik uzayinda asagidaki ifadeler denktir.

a) (X,r)topolojik uzayr Hausdorftf tur.
b) A X ={(X, X)| X € X} diyagonal ciimlesi X x X in kapali bir alt ciimlesidir.

c) Diyagonal fonksiyon olarak adlandirilan A: X — X x X ,X n—>(x, X) fonksiyonu

kapalidir.

d) Z herhangi bir topolojik uzay olmak iizere siirekli olan her f,g:Z — X

fonksiyon ¢ifti igin A(f,g)={zeZ|f(z)=9(z) } climlesi Z de kapalidir.

2.1.9. Teorem f : x — Y birebir ve siirekli bir fonksiyon olsun. Eger Y Hausdorff

bir uzay ise X’de Hausdorff’tur.



2.1.10. Sonu¢ Hausdorff bir uzayin bir alt uzayr da Hausdorff tur ¢iinkii X Hausdorff

ve Ac X ise f: A X icine fonksiyonu birebir ve siireklidir.

2.1.11. Onerme f:x —v bir fonksiyon ve A={(X,X')|f(X)=f(X')} olsun.

Asagidaki ifadeler dogrudur.
(1) Eger f'siirekli ve Y Hausdorff ise A kapalidir.
(if) Eger f acik ve orten, A kapali ise Y Hausdorfftur.

(iii) Eger f siirekli, a¢ik ve Orten(bolim fonksiyonu) ise Y Hausdorff’tur & A

kapalidir.

Ispat: (i) f : x —>Y seklinde tanimli f fonksiyonu siirekli ve Y uzay1 Hausdorff
uzay olsun. (X, X‘) e A'ise f(X) ve f(x") birbirinden farkli olup Y uzay1 Hausdorff
oldugundan f (x) ve f(XI) ’in sirastyla U ve V acik komsuluklar: vardir. Burada £

fonksiyonu siirekli oldugundan G = f_l(U) ve H= f_l(V) sirasiyla x ve x'nin birer

ayrk komsulugudur. Buradan (X, XI) eGxHcA olup A° agiktir. Dolayisiyla A

kapalidir.

(if) £ fonksiyonu agik ve oOrten, A kapali olsun. Y’nin farkli y ve y' elemanlari
verilsin. fnin ortenliginden f(x)=y ve f(x)=y olacak sekildeki x,x e X i¢in
(x,x)e A° °dir. A° ’nin agik olmasindan (x,x)eGnNH c A° olacak sekilde
G,H < X agcik ciimleleri vardir. f acik oldugundan f(G) ve f(H) sirasiyla y ve y

nin birer ayrik komsulugudur.
(iii) 1se (i) ve (ii) nin birer sonucudur.

2.1.12. Tamim (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger her x € X noktasinin sayilabilir

yerel bir S, bazi varsa bu uzaya birinci sayilabilir uzay denir.



2.1.13. Ornek Her bir xeR igin ,BX:{(X—E,X+£) | ne N} smifi xeR
n n

noktasinda sayilabilir yerel bir baz oldugundan R, alisilmis topolojiye gore birinci

sayilabilirdir.
2.1.14. Onerme Birinci sayilabilir her uzay Hausdorfftur.
2.2. Kompakt Uzay

2.2.1. Tamm (Ortii-Acik Ortii) (X,7)topolojik uzay ve A X ‘in alt ciimlesi olsun.

¢ ={G; |i e I} X’in alt ciimlelerinin bir ailesi olmak lizere;
¢ ’deki climlelerin birlesimi A ciimlesini i¢eriyorsa ¢ sinift A’y1 ortiiyor denir.
¢, A’nin oOrtiisii ve ¢ ’deki her bir climle agik ise ¢, A’nin agik Ortiisiidiir.

¢, A’nin Ortiisii olsun. ¢'c G climlesi de A’nin Ortiisii oluyorsa ¢ °, ¢ ’nin alt

ortusudir

2.2.2. Ornek (X,7)topolojik uzay olmak iizere r i¢in baz olan her sinif X’in bir agik

ortusudr.

2.2.2. Ornek ¢ ={...(-11),(0,2),(13),.} Ve ¢, ={(-0,1),(0,0)} R ’nin agik

ortusudr.

¢, sonsuz sayida climle igerir. ¢, sonlu sayida climle igerir.

2.2.4. Ornek R?’de m,neZ olmak iizere (m,n) merkezli ve % yarigapl agik
disklerin sinifi R? ’nin agik bir oOrtiisii degildir. Ciinkii 6rnegin (%,%) noktast bu
sekilde acgik diskler tarafindan ihva edilmez.

2.2.5. Ornek Bir (X,d) metrik uzayinda tiim D(a, r) acik disklerin sinifi X’in acik

bir Ortiistinii olusturur.



2.2.6. Ornek VYne N:G, =(-n,n) ve H_=(-2n,2n) olmak iizere ¢ ={G, |ne N}
ve H={H, |ne N} smiflar1 R ’nin birer agik Ortiisiidlir. Hatta H, ¢ ‘nin bir alt

ortusudur.

2.2.7. Ornek Her bir ne Nigin G, = (O,l—il) ve H, =(0,1- > 1 ) olmak iizere
n+ n

+1
c={G,|neN} ve H={H,|neN} smiflar1 A=(0,1) acik araliginin birer agik

ortiisiidiir ve H < ¢ ’dir.

2.2.8. Ornek Her bir neR ig¢in G, =(x—¢,Xx+¢&) Ve £>0 olmak iizere

¢ ={G, | x € R} smuf1 alisilmis topoloji i¢in R *nin bir ortiisiidiir.
2.2.9. Ornek Bir X uzayinda {X} ve {X, &} smiflar1 birer acik ortiidiir.

2.2.10. Ornek Bir X ciimlesinde {{x}| x € X} smifi ayrik topoloji i¢in X’in agik bir

Ortusidir

2.2.11. Tanmmm ([20]) (X,7) topolojik uzay ve A, X’in alt ciimlesi olsun. Sayet A’nin

her agik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa A’ya kompakt climle denir.

X’in her agik oOrtiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa (X,7) uzayma kompakt uzay denir

2.2.12. Ornek (R,U) *da R kompakt degil ¢iinkii ¢ ={...,(~2,2),(0,4),(2,4),..}

sinift R ’nin bir agik ortiisiidiir fakat ¢ ‘nin sonlu bir alt ortiisii R ’yi 6rtmez.

2.2.13. Ornek X sonlu sayida noktadan olusan bir ciimle ve (X,7) topolojik uzay

olsun. 7 sonlu sayida eleman icerdiginden (X, r)uzay1 kompakttir.

2.2.14. Tammm ([17]) X bir topolojik uzay ve Ac X olsun. A alt uzay topolojisine

gore kompakt ise A’ya X’de kompakttir denir.

2.2.15. Teorem (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler denktir:

a) A climlesi X’de kompakttir.



b) A climlesi 7, alt topolojisine gore kompakttir.

Ispat: (a) = (b): A ciimlesi X’de kompakt olsun. {H, |i €I} sinifi A’nin 7, agik bir
ortisi olsun. Viel:Hier, oldugundan H,=AnNG, olacak sekilde G, er

mevcuttur. Ayrica AgUHi oldugundan AgUGi ’dir. O halde {G, |i eI} smifi

iel iel
A’nin 7 acik Ortiisiidiir.
A cumlesi X’de kompakt oldugundan bu 6rtiniin {G, ,G, ,...,G; } sonlu alt ortiisii
meveuttur. Ac| J(ANG, )= JH, yani {H,,H, ,...H, }smifi {H, |i e} 'nin sonlu
k=1

k=1

bir alt Ortiistidiir. O halde A cilimlesi 7, kompakttir.

(b) = (a): A ciimlesinin 7, kompakt oldugunu varsayalim. {G, |i € I} smifi A’nin
agtk bir ortiisii olsun. Bu takdirde {H, = ANG, |iel} smifi A’'nin 7, agik bir

ortstidir. A ciimlesi 7, kompakt oldugundan bu ortiiniin sonlu bir {H, ,H, ,...,H, },

alt ortiisii vardir. O halde Ac U H, < UGik yani {G,.G,,....G, }ysmfi {G,|ie]}
k=1 k=1

Ortlistinlin sonlu bir alt ortiistidiir. Yani A climlesi X’de kompakttir.

2.2.16. Ornek R ’nin aligilmis topolojisini goz éniine aldigimizda

A=(0,1] arahigt kompakt degildir. Ciinkii VneN:G, :(1,1] olmak tizere
n

¢ ={G, | n € N}smift A’nin bir agik ortiisiidiir, fakat sonlu bir alt ortiisti yoktur.

A=(0,1) araligt kompakt degildir. Ciinkii Vne N :G, :(%’1) olmak iizere
n+2 n

¢ ={G, |n e N} smift A’nin bir agik ortiisiidiir fakat sonlu bir alt ortiisii yoktur. Bu
Ornegin sonucu olarak herhangi bir (a,b) acik araligi kompakt degildir. Ciinkii bu

aralik topolojik olarak (0,1) acik araligina denktir.

2.2.17. Ornek R ’nin ahisilmis topolojisine gore herhangi bir [a,b] kapali araligi

kompakttir.



2.2.18. Onerme ([20]) Bir X ciimlesi iizerindeki 7 ={G < X | G°sonlu}u{}

topolojisi gbz online alinsin. Herhangi bir A = X climlesi kompakttir.

Ispat: Kabul edelim ki ¢ ={G, |i eI} siifi A’min bir agik 6rtiisii olsun. G, egicin
G,” sonlu oldugundan ANG,® sonlu olup ANG,°={a,a,,.,a} ’dir. Ayrica ¢
sinifi A’nin bir ortiisii oldugundan her bir a, e ANG,© i¢in a, € G, olacak sekilde
bir G er vardr. Buradan ANG°cG u..UG ~ ve dolayisiyla

AcG, U(ANG, ‘)G, UG, olup A kompakttir. Sayet A=X aliirsa X kompakt

olur.

2.2.19. Onerme R iizerindeki r={G < X | G°say:labilir} J{} topolojisine gore
kompakt degildir.

Ispat: vneN:E, ={n,n+1.} ve G, =E5 olmak iizere ¢ ={G,|ne N} smifi R

‘nin bir agik Ortlistidiir. Bu ortlinlin sonlu bir alt ortiisti olmadig: i¢in R kompakt

degildir.

2.2.20. Onerme Bir X topolojik uzay: icin asagidaki ifadeler denktir.

a) X uzay1 kompakttir.

b) ﬂid K,=@ olacak sekilde kapali ciimlelerin bir {K,|iel} smifinin

K, N..n K, = olacak sekilde sonlu bir {K; ....K; } alt simfi vardir.

¢) Sonlu arakesit Ozelligine sahip olan kapali ctimlelerin bir {K, |i €I} smifi i¢in

ﬂiel Ki =@ dr.

Ispat: (a) = (b) X uzayr kompakt olmak iizere ﬂid K, =& olacak sekilde kapali
ciimlelerin bir {K; |i eI} smfi verilsin. ﬂiel K, =< ’den UieI K,* = X oldugundan

{KS|iel} smfi X’in agik ortiisiidiir. Fakat X uzayr kompakt oldugundan bu



ortiniin sonlu bir {Kf,.,K°} alt ortisii vardir. Burada K u..UKS =X

oldugundan K, n..nK; =&’dir.

(b) = (@):¢={G,|iel} smifi X’in acik bir Ortlisi olsun. Burada X =UiE]Gi
oldugundan ﬂieIGf = ’dir. O halde (b)’den G n...nGf, = olacak sekilde bir
{G,...G{,} alt simfi vardir. O halde {G,,..,G, } smufi ¢ ’nin bir alt ortiistdiir.

Bundan dolay1 X kompakttir.

(b) = (c) Sonlu arakesit 6zelligine sahip olan kapali ciimlelerin {K; |i € I} sinifi i¢in
(). Ki#@ ’dir. Aksi halde (). K; =@ olsaydi (b)’den K, n..nK, =@ olacak
sekilde bir {K; ..., K; } alt simfi bulunurdu. Bu ise {K; |i € [} sifimin sonlu arakesit

ozelligine sahip olmasi ile ¢elisir.

(€) = (b): ﬂid K, =@ olacak sekildeki kapali cimlelerin bir {K;|iel} smufi
verilsin. K, n...nK; =@ olacak sekilde bir {K, ..., K; } alt sinifi vardir. Aksi halde
her sonlu arakesit i¢in {K; "K; n...nK; }= Jolsayd: (c)’den ﬂiel K, =@ olurdu.

Halbuki () K, =@ dir.

2.2.21. Teorem Kompakt bir uzayin kapali bir alt climlesi kompakttir.

Ispat: (X,7) topolojik uzay1 kompakt, Ac X alt ciimlesi kapali ve ¢ ={G, |i I}
smift A’nin agik Ortiisii olsun. A ciimlesi kapali oldugundan A={G, |i e }U{A"}
sinift X’in agik bir Ortiistidiir. X uzayr kompakt oldugundan bu Ortiiniin sonlu bir
A={G, |i e [}U{A} alt Ortiisti vardir. Buradan ¢ ={G, ,...,G, } smift A’nin agik bir

ortiisii ve de A climlesi kompakttir.

2.2.22. Onerme Bir (X,r) topolojik uzayinda kompakt olan sonlu sayidaki

climlelerin birlesimi de kompakttir.

Ispat: (X,7) topolojik uzayinda A,....,A ciimleleri kompakt olmak iizere

A uU..UA =A’nm bir ¢ ={G, |i e} agik Ortiisii verilsin. Bu durumda ¢ sinifi her
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1<i<n i¢in A ’nin acik Ortiisii olup A kompakt oldugundan sonlu bir ¢ alt ortiisii
vardir. Buradan ¢'=¢, U...Ug, sinifi A’nin sonlu bir Ortiisii olur. Dolayisiyla A

kompakttir.

2.2.23. Ornek R iizerinde 7 ={G < R|G°sonlu} {3} topolojisi verilsin. R ’nin her

alt climlesi 7 ’ya gore kompakttir. G° sonlu olmak iizere her G — R kapali degildir.

Ciinkii tiimleyeni agik degildir. Sonug olarak z ’ya gére R kompakttir.

2.2.24. Onerme f : X —Y siirekli bir fonksiyon ve A da X’in alt ciimlesi ise f(A)

goriintli ctimlesi Y’de kompakttir.

Ispat: {H,|icI} simfi f(A) nmn agik bir ortiisii olsun. Buradan {f (H,)|ieI}
siift A’nin X’de agik bir Oriintlistinii olusturur. Fakat A ciimlesi X’de kompakt
oldugundan bu agik Sriintiniin sonlu bir {f (H,),..., f "(H, )} alt Grtiisii vardr.
Buradan {H,,...H; } smufi f(A)’y1 orter ve de {H,|ieI} siufinin sonlu bir alt

ortiisiinii olusturur. O halde f(A) climlesi kompakttir.
2.2.25. Teorem Kompakt bir uzayin kapali bir alt ciimlesi kompakttir.

Ispat: (X,7) topolojik uzayi kompakt, A= X kapali ve ¢ ={G, |ieI} simfi A’nin
acik bir Ortiisii olsun. A ciimlesi kapali oldugundan A={G, |i e [} U{A°}smifi X’in
bir acik Ortlisiidiir. X wuzayr kompakt oldugundan bu Ortliniin sonlu bir

A'={G.

(AEREEY]

G, } smuft A’nin agik bir ortiistidiir. Yani A ctimlesi kompakttir.

2.2.26. Sonu¢ Bir topolojik uzayda kapali ve kompakt olan ciimlelerin keyfi

arakesitleri de kompakttir.

Ispat: Bir (X,7) topolojik uzayinda kapali ve kompakt ciimlelerin bir smifi olan

{A|i eI} verilsin. Bu smiftan bir A ciimlesi segelim. A kompakt, ﬂA arakesiti

iel

kapal1 ve ﬂ A c A oldugundan ﬂ A kompakttir.

iel iel
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2.2.27. Teorem Hausdorff bir topolojik uzayinda kapali ve kompakt climlelerin bir

alt ctimlesi de kapalidir.

Ispat: (x,r) Hausdorff uzay ve Ac X alt ciimlesi kompakt olsun. Bir xe A°
verilsin. X Hausdorff oldugundan Vae A:G,nH,=0 , acG, ve xeH, olacak
sekilde G, ve H, agik climleleri vardir. {G, |a € A}sinifi A’nin bir agik Ortiisiidiir. A

kompakt oldugundan bu agik ortiiniin sonlu bir {G,,...,G, } alt ortiisii vardir. O

halde AclJG, ’dir. G,=(JG, ve H,=(H, olmak iizere G, "H, =T dur.
i=1 i=1

i=1

Aksi takdirde 3ie1:G, nH, #olurdu. Bu da bunlarm ayrik olmasi ile gelisir. O

halde AnH, = olup xe H,  A°’den A° ciimlesi agik, dolayisiyla A kapalidir.
Buna denk olarak Hausdorff bir uzayin kapali olmayan bir alt ciimlesi kompakt
degildir.

2.2.28. Ornek 6, R ’de kapali olmadigindan kompakt degildir.

2.2.29. Sonu¢ Kompakt olan Hausdorff bir uzayda bir climle kompakttir ancak ve

ancak kapalidir.

2.2.30. Sonu¢ Hausdorff bir topolojik uzayda kompakt climlelerin keyfi arakesiti de
kompakttir.

Ispat: (X,z) topolojik uzayr Hausdorff ve {A |i eI} ’de kompakt ciimlelerin smifi

olsun. O halde her bir A ciimlesi kapali oldugundan ﬂA:A ’da kapalidir.

iel

Dolayisiyla A kapalidir.

2.2.31. Teorem Kompakt bir uzaydan Hausdorff bir uzaya siirekli bir fonksiyon
kapalidir.

Ispat: X kompakt bir uzay ve Y Hausdorff bir uzay olmak iizere f: X —Y siirekli
bir fonksiyon olsun. f 'nin kapali oldugunu gostermek icin kapali bir K < X alt

climlesi verilsin. K kapali oldugundan kompakttir. f fonksiyonu siirekli oldugundan
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f(K) climlesi Y’de kompakttir. Y Hausdorf oldugundan f(K) kapalidir. O halde
f : X > Y fonksiyonu kapalidir.

2.3. Topolojik Uzaylarda Yakinsakhk

2.3.1. Tanim X bostan farkl bir ctimle olsun. f: N X fonksiyonu vne N : f(n)=a,
seklinde tammlansm. f fonksiyonuna veya {a, [neN} alt ciimlesine X ciimlesi

iginde bir dizi denir. (a, ) seklinde gosterilir.

f:N—> X, f(N)=(a,) seklinde tanimli ve g fonksiyonu N cilimlesi i¢inde bir dizi

olsun. Yani f(N)=a, ciimlesi X’de g(k)=(n,) N’de bir dizi olsun.
Eger g artan bir dizi ise yani

¥, <j:n<n, yada g(i)<g(j) ise fog:N — X,(fog)i) = f(g(i) = f(n)=(a,)
seklinde tammli (fog)(N) = f (g(N)) = f (n,) = (a,) dizisine (a,) dizisinin alt dizisi

denir.

2.3.2. Tanim (X,r)topolojik uzay a, =(a,a,,a,,...) X i¢inde bir dizi ve ae X

olsun.

Oyle bir n, e N olmali ki n>n,oldugunda ac X in her G agik komsulugu igin
a, € G olsun. Bu kosulu saglayan n, e N varsa a e X noktasina (a,) dizisinin limit

noktasi ve (a,)dizisi a e X noktasina yakinstyor denir.
Kisaca; (a,) »>a veya lima, =a ifadelerinden biri ile gosterilir.
nN—o0

2.3.3. Ornek (X,7) topolojik uzay ve Vne N:a, =ae X olacak sekilde (a,), X’de

bir dizi olsun. (a,)=(a,a,a,..) oldugunda a 'nin her agik komsulugu a’y1 igerir.

Dolayisiyla a, — a’dir.

2.3.4. Ornek R ’'nin alisilmis topolojisine goére (a,)= ((—1)+1) dizisinin limit
n

noktas1 yoktur, fakat -1 ve +1 bu dizinin y1g1lma noktasidir.
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2.3.5. Ornek R ’nin aligilmis topolojisinde (a,)=n dizisi higbir noktaya yakinsamaz.
Clnkii dizinin higbir terimi her ¢ komsulugu i¢in n>n, oldugunda

a, €(a, —¢&,a, + ¢) kosulunu saglamaz.

2.3.6. Ornek R ’nin alisilmis topolojisinde, (a,)= 1 dizisi 0’a yakinsar. Ciinkii 0’1n
n

her her & komsulugu icin n>n, oldugunda a, € (0—¢,0+¢) kosulunu saglayan

n, € N vardir.

2.3.7. Ornek R ’nin aligiimis topolojisinde (a,) =16 dizisini diisiinelim. (a,) —16
’dir. Ciinkii 16’nin her ¢ komsulugu i¢in n>n, oldugundan (a,) € (16—¢,16+¢)

olacak sekilde n, e N vardir.
2.3.8. Ornek R igindeki (a,) = (- 1) dizisini ele alalim.
n

1) R ’nin alisilmis topolojisine goére a e (—¢, &) bicimindeki acik araliklarm tiimii
(a,) dizisinin bazi terimleri disindaki tiim terimlerini icerir. Yani (a,) dizisi sifira

yakinsar.

2) R ’nin U" st limit topolojisine gore -1 noktasmin [—1,—%) komsulugunu

diisiinelim. Bu komsulugun i¢inde dizinin sadece bir terimi varken sonsuz tane terim

disarda kalir. Bu yiizden (a,) dizisi -1’e yakinsamaz.

3) R ’nin U" ={u(a,b]|a,beR ve a<b}u{} iist limit topolojisine gore sifir
noktasiin tiim komsuluklar1 dizinin belirli bir indisten sonraki tiim terimlerini igerir.

Dolayisiyla (a,) — 0 olur.

4) R’nin 7 ={G c R|G’sonlu}u{c} tiimleyeni sonlu topolojisine gore Va e R i¢in
a 'nin her acik komsulugunda dizinin belirli bir indisten sonraki terimleri

bulundugundan (a,) dizisi her noktaya yakinsar.
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239. Ornek vnezZ':A ={n,n+1,n+2.} seklinde tanimh  olsun.
A={A, |neZ"} olmak {iizere terimleri z* da bulunan (a,)=(2,4,6,..) dizisi A

tarafindan dogurulan topolojisine gore her noktaya yakinsar. Simdi bunu gosterelim;

A noktasi (a,) ’in limit noktast oldugundan a ’nin her agik komsulugu dizinin belirli

bir indisten sonraki tiim terimlerini i¢erir. Bu noktayi i¢eren en kiiciik agik climle;
A ={a,a+la+2.}
seklindedir.

Eger a tek say1 ise a+1 cifttir ve dizinin a+1 noktasini igeren terimden itibaren tiim

terimleri B,igindedir.

Eger a cift say1 ise dizinin a noktasini igeren terimden itibaren tiim terimleri B,

icindedir. O halde (a,) dizisi yakinsaktir ve Z* tizerindeki her noktaya yakinsar.

2.3.10. Onerme X bostan farkli bir ciimle ve X iizerinde diskre topoloji var olsun.

Bu uzaydaki herhangi bir (a,) dizisinin a e X noktasina yakinsamasi i¢in gerek ve

yeter sart, dizinin belli bir indisten sonraki tiim terimlerinin a olmasidir.

Ispat: (a,) dizisinin a e X noktasina yakinsadigim kabul edelim. Diskre topolojide
{a} ciimlesi a 'nin bir acik komsulugudur. Dolayisiyla dizinin belli bir indisten

sonraki tim terimleri a ’dir.

Ote yandan (a,) dizisi (a,)=(a,a,,....a,,a) seklinde ise (a,) dizisinin ae X

noktasina yakinsadigi agiktir.

2.3.11. Onerme X sonsuz bir ciimle olmak {izere X {izerinde 7={Ac X |
A°sayilabiliry U{Z} tiimleyeni sayilabilir topolojisi olsun. X de bir (a ) dizisi
verilsin. (a,) >a olmast igin gerek ve yeter sart (a,) dizisinin

(@) =(a,a,,..,a,,a4,..) seklinde olmasidir.

2.3.12. Onerme Hausdorff bir uzayda yakinsak bir dizinin limiti tektir.
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Ispat: Bir (x,)Hausdorff uzaymnda bir (a,) dizisinin a ve b gibi iki farkli degere
yakinsadigini kabul edelim. (x,7) Hausdorff ve a = boldugundan G~H =& olacak
sekilde a ve b’nin sirasiyla G ve H agik komsuluklari vardir. Diger yandan (a,) — a
oldugundan n>n, i¢in (a,) €G olacak sekilde n, e N ve (a,)—>b oldugunda
n>n, icin (a,) € H olacak sekilde n, € N vardir. O halde n, =max{n;,n,} olmak
tizere N > n, icin (a,)eGNH ’dir. Bu ise GNnH =g olmasiyla celisir. Yani

a=b’dir.
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3. DIZISEL HAUSDORFF UZAYLAR
3.1. Dizisel A¢ik ve Dizisel Kapah Ciimleler

3.1.1. Tamim ([6,7]) X bir topolojik uzay, A<= X olsun. Eger A daki bir noktaya
yakinsayan her dizinin belirli bir indisten sonraki terimleri A da ise A’ya dizisel agik

climle denir.
3.1.2. Onerme Her agik ciimle dizisel agiktir.

Ispat: A acik bir ciimle ve (a,) dizisi A daki bir a elemanma yakinsayan bir dizi
olsun. (a,) — a oldugundan a nin her agik komsulugu (a,) ’in belli bir indisten

sonraki tiim terimlerini icerir ve A agik climle oldugundan a elemaninin bir agik

komsulugudur. Dolayistyla (a,) ’in belli bir indisten sonraki tiim terimleri A

ciimlesindedir. Yani A ciimlesi dizisel agiktir.

3.1.3. Ornek Bos olmayan bir X ciimlesi iizerinde taniml1 7 = P(x) topolojisine gére

her alt climle acik oldugundan dizisel agiktir.

3.1.4. Ornek Bos olmayan bir X ciimlesi iizerinde tamimli 7 ={&, X} topolojisine

gore X’in kendisinden ve bostan farkli olan higbir alt ciimlesi dizisel agik degildir.

3.1.5. Ornek 7 ={G c X |G sayilabilir} u{&} smifi X iizerinde bir topolojidir ve
X’in her alt climlesi dizisel agiktir. Ciinkii (a,) X’de bir dizi (a,) —>a,aeA

oldugunu kabul edersek r ’ya goére bir dizinin yakinsak olmasi i¢in dizinin tiim
terimleri ya da belirli bir indisten sonraki tiim terimleri a olmalidir. Yani belirli bir
indisten sonraki terimler A’da kalacaktir. Dolayisiyla 7 ’ya gore her alt ciimle dizisel

aciktir.
3.1.6. Sonug ([4]) Her dizisel agik ciimle, agik degildir.

3.1.7. Ornek Sonsuz elemanli X ciimlesini ve iizerinde tanimh
7 ={G < X | G°sonlu} u{T}topolojisini diislinelim. Bir Ac X igin A°sonlu elemanl
olsun. A sonsuz elemanli bir ciimle ve (a,) X’de bir dizi olmak iizere (a,) dizisinin

a e A’ya yakinsadigini kabul edelim. O halde dizinin belli bir indisten sonraki tiim



terimleri A’da kalir. Yani A dizisel agiktir. Ote yandan, A° sonsuz elemanl: bir ciimle
olsun. A sonlu elemanli ya da sonsuz elemanli bir ciimle olabilir. Bu takdirde

terimleri farkli ve A°’de bulunan bir (a,) dizisi a noktasina yakinsadig1 halde dizinin

belirli bir indisten sonraki tiim terimleri A’da bulunmaz.
3.1.8. Sonug Dizisel acik ciimlelerin keyfi birlesimleri de dizisel agiktir.

Ispat: X =@ ve iel olmak iizere A ’ler de X’in dizisel agik alt ciimleleri olsun.
(a,) X’de bir dizi ve (a,) —a olmak lizere ac A olacak sekilde iy eI vardir. A

dizisel acik oldugundan dizinin belli bir indisten sonraki tiim terimlerini igerir.

acA ve A c|J Aoldugundan ael ] A dir. Aynca | J A dizisinin belli bir

iel iel iel
indisten sonraki tiim terimlerini igerir. Yani U A dizisel aciktir.
iel
3.1.9. Onerme Bir (X,7) topolojik uzayinda, o ={G < X |G dizisel acik} simfi da

bir topolojidir ve bu topoloji r ’den daha incedir.

ispat: 7, X lizerinde bir topoloji oldugunda 7z 'nun her eleman1 X’de aciktir. & ,X
tizerinde bir topoloji oldugundan o ’nin her eleman1 X’de agiktir. Yani z — o olur.

Dolayisiyla &, r ’den daha incedir.

3.1.10. Tanmm ([6,7]) X bir topolojik uzay, Ac X ve X de bir a noktas1 olsun. Sayet

bir A climlesinde bir (a,) dizisi ae X ’e yakinsarken ae A oluyorsa A climlesi

dizisel kapalidir.
3.1.11. Onerme Eger bir ciimle kapali ise dizisel kapalidir.

Ispat: A ciimlesi kapali ve (a,) A’da ae X noktasina yakinsayan bir dizi olsun.

Eger ae A° olursa A° a’nin bir agik komsulugu olacagindan dizinin belirli indisten

sonraki tlim terimlerini igerir. Bu durum (a,) ’in A’da bir dizi olmasiyla celisir. Yani

ae A’dir. Dolayisiyla A dizisel kapalidir.

3.1.12. Ornek Bos olmayan bir X ciimlesi iizerinde tanimlanan 7=P(X)

topolojisine gore her alt climle kapali olacagindan dizisel kapalidir.
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3.1.13. Ornek Bos olmayan bi X ciimlesi iizerinde tanimlanan 7 ={&, X}

topolojisine gore X’in bostan ve kendisinden farkli olan higbir alt ciimlesi dizisel

kapal1 degildir.

3.1.14. Ornek Bos olmayan bir X ciimlesi iizerinde 7 ={G < X | G® sonlu}u{Z}

topolojisini diisiinelim. X’in bir alt ctimlesi olan A sonlu ise kapalidir. Kapali olan
her ciimle dizisel kapali oldugundan A dizisel kapalidir. Eger A sonsuz ise r da
terimleri farkli olan bir dizi her noktaya yakinsar. Bu durumda dizinin yakinsadigi

nokta A’nin elemani olmayabilir. Yani A sonsuz ise dizisel kapali degildir.

3.1.15. Ornek Bos olmayan bir X ciimlesi iizerinde 7 ={G < X | G® sayilabilir

}Tu{}topolojisine goére A < X dizisel kapalidir.

(a,) A’da bir dizi olsun ve a e X noktasina yakinsasin. z ’ya gore (a,) — a ancak ve
ancak (a,) ’in belirli bir indisten sonraki tiim terimleri a ’dir. O halde a e A’dir. Yani

7 ’ya gore her alt climle dizisel kapalidir.
3.1.16. Sonug ([4]) Dizisel kapali ciimlelerin keyfi kesisimi dizisel kapalidir.

Ispat: X bir topolojik uzay ve {A |i € I} X’in dizisel kapali alt ciimlelerinin bir smnifi

olsun. (a,) terimleri ﬂA ciimlesinden alinan bir dizi olmak iizere (a,) —a Ve

iel

ae X oldugunu kabul edelim. Her ne N igin a, (")A oldugundan her i€l igin

iel
a, € A’dir. O zaman (a,) —>aVve ae X oldugundaae A ’dir. Her i€l igin ac A
oldugundan a e ﬂ A ’dir. Dolayistyla ﬂ A dizisel kapalidir.

iel iel

3.1.17. Onerme X topolojik uzayinda A c X ciimlesi dizisel agiktir ancak ve ancak

A° dizisel kapalidir.

Ispat: A dizisel acik olsun. A° de bir (a,) dizisi ae X noktasina yakisasm. ae A

oldugunu kabul edersek A dizisel a¢ik oldugundan dizinin belirli bir indisten sonraki

tiim terimlerinin A’da olmasi gerekir. Bu da (a,) ’in A°’de bir dizi olmasiyla celisir.

Yani ae A°’dir. O halde A°dizisel kapalidir.

19



Ote yandan, A°dizisel kapali olsun. X igindeki bir (a,) dizisi A’min bir elemanima

yakinsasin. Bu terimlerin A°’de oldugunu kabul edersek A*’deki yeni (a, ) dizisi de a

ya yakinsar. A° dizisel kapali oldugundan ae A° ’dir. Dolayisiyla kabuliimiiz

yanlistir, A dizisel agiktir.
3.2. Dizisel Uzay

3.2.1. Tanmm ([6,7]) X ve Y topolojik uzaylar, f:X —Y seklinde tanimli f

fonksiyon ,ae X ve (a,) X’de bir dizi olsun.
Eger (a,) —>a iken (f(a,)) — f(a)ise f dizisel siireklidir.
3.2.2. Onerme Siirekli olan her fonksiyon, dizisel siireklidir.

Ispat: f:X —Y fonksiyon ve (a ) —a olsun. f(a)’nm bir G agik komsulugunu
diigiinelim. f siireklidir yani f *(G) ’de a’nin bir agik komsulugudur. (a,) —a
oldugundan n>n, i¢in a, € f *(G) olacak sekilde n, € N vardir. Yani f(a,)eG ve

(f(a,)) — f(a) dr.

3.2.3. Tamm f : X —Y bir fonksiyon ve A, X’in dizisel agik bir alt ciimlesi olsun.
Eger f(A)dizisel agik ise f bir dizisel agik fonksiyondur denir. Benzer sekilde, A
X’in dizisel kapali bir alt climlesi i¢in f (A) dizisel kapali ise f bir dizisel kapal

fonksiyondur denir.

3.2.4. Tammm Bir topolojik uzayda her dizisel agik ciimle, agik ya da her dizisel

kapali ciimle, kapali ise bu uzaya dizisel uzay denir.

3.2.5. Onerme X uzayinda her agik ciimle dizisel agik ise asagidaki ifadeler

dogrudur
a) X uzay diziseldir.
b) A< X olmak tizere A agiktir ancak ve ancak A dizisel agiktir.

C) Ac X olmak iizere A kapalidir ancak ve ancak A dizsel kapalidir.
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3.2.6. Lemma X bir dizisel uzay, Y de keyfi bir topolojik uzay olsun. f: X —Y

stirekli fonksiyon ve (x,) terimleri X’de bulunan bir dizi olmak {izere (x,) — X ise

()= (¥

Ispat: ' ’in siirekli oldugunu varsayalim. (x,) terimleri X de bulunan bir dizi olsun
ve xe X noktasma yakinsasm. N, f(x) ’in bir komsulugu ise f*(N) de x’in bir
komsulugudur. Buradan i > i, oldugundan x; € f *(N) olacak sekilde i, € N vardir.

Dolayisiyla her i > i, i¢in f(x)e N ’dir yani f(x)— f(x)

Simdi de f(x,)— f(x) ve (x)— X oldugunda f ’in siirekli oldugunu gosterelim.
U, Y’in agik bir alt ciimlesi olsun xe f (U) ve (x) — x oldugunu varsayalim.
f(x)— f(x) oldugunda f(x)eU ’dur. U agik bir ciimle oldugu igin i>i,
oldugunda f(x)eU olacak sekilde i;eN vardir. Bundan dolayr i>i, i¢in
x e f*U) . Yani f*(U) dizisel agiktir. X bir dizisel agik oldugundan f

fonksiyonu stireklidir.
3.3. Dizisel Hausdorff Uzay

3.3.1. Tanmmm ([13]) X bir topolojik uzay ve a,b e X noktalari ayrik iki nokta olsun.

X’in aeG, be HVve G H = olacak sekilde G ve H’nin dizisel acik alt cltimleleri

varsa X’e Hausdorff uzay ya da dizisel Hausdorfftur denir.

3.3.2. Ornek X bostan farkli bir ciimle olsun. 7 = P(X) X iizerinde bir topolojidir.

Topolojik uzaylarda her acik ciimle dizisel agik oldugundan - topolojisi dizisel
Hausdorff tur.

3.3.3. Ornek Bos olmayan bir X ciimlesi iizerinde ¢ tiimleyeni sayilabilir topoloji

olsun. Oyle ise her alt ciimle agik olacagindan a,b e X birbirinden farkli noktalar
olmak tizere, G ={a} ve H ={b} climleleri vardir. Dolayisiyla GAH =& olup

(X,7) dizisel Hausdorff’tur.

3.3.4. Ornek Birinci sayilabilir her uzay dizisel Hausdorff’tur.
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3.3.5. Onerme ([13]) Her Hausdorff uzay, dizisel Hausdorff tur.

Ispat: (X,7) topolojik uzay ve a,be X ’in farkli iki noktasi olsun. X Hausdorff
oldugundan aeG,be H ve GnH = olacak sekilde G ve H’nin agik climleleri

vardir. Her agik ciimle dizisel a¢ik oldugundan (X,z) Hausdorff tur.

3.3.6. Ornek Riizerindeki 7 ={G < R | G® sayilabilir }{&} topolojisini diisiinelim.
{a} ve {b} climleleri sirasiyla a ve b’yi iceren ayrik ciimlelerdir. Ayrica (R,7) ’da her
alt cimle dizisel a¢ik oldugundan {a} ve {b} ciimleleri de dizisel agiktir. Dolayistyla
(R,7) dizisel Hausdorff’tur. Ancak (R,r) Hausdorff degildir. Yani her dizisel

Hausdorff uzay, Hausdorff degildir.
3.3.7. Onerme ([13]) Dizisel Hausdorff bir uzayda bir dizi yakinsak ise limiti tektir.

Ispat: Kabul edelim ki (X,z) dizisel Hausdorff bir uzay ve (a,) de X’de bir dizi
olsun. (a,) dizisi a ve b gibi iki fakli noktaya yakinsasin. GNH =J,acGve be H

olacak sekilde G ve H dizisel agik ciimleleri vardir.

G’deki (a,) — a i¢in n>n oldugunda a, € G kosulunu saglayan n, e N vardir.
H’deki (a,) > b i¢in n>n,oldugunda a, € H kosulunu saglayan n, € N vardir.

n, = max{n,n,} secilir ise a,eGNH olacak sekilde n>n, bulunur. Ancak

G nH = @ oldugundan bu bir ¢eligkidir. Yani X’de dizinin limiti tektir.

3.3.8. Onerme (X,7) dizisel uzay olmak iizere (X,7) dizisel Hausdorfftur <

Hausdorff’tur.

3.3.9. Onerme (X,7) topolojik uzay olmak iizere X’in her dizisel kapali alt ciimlesi

kapali ise (X,7) dizisel Hausdorff tur

3.3.10. Onerme (R,7) topolojik uzay: dizisel Hausdorff olmasina ragmen R ’nin

kapali olmayan dizisel kapali alt climlesi vardir.
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3.3.11. Onerme (X,7) bir dizisel Hausdorff uzay olsun. X’in bir A alt ciimlesi

lizerindeki 7, alt topolojisi de dizisel Hausdorfftur.

Ispat: a,be A oldugunu kabul edersek a,b,e X olur. X dizisel Hausdorff
oldugundan a € G,b € H olacak sekilde G ve H ayrik agik ciimleleri vardir. G ve H
dizisel agik climlelerdir. G n A € 7, olacak sekilde alt topolojiye gore kesisimleri bos

olan G~ A ve H n A climleleri mevcuttur.

GCNANMHNA) =(GCNnH)NA= oldugundan 7z, dizisel Hausdorff tur.

3.3.12. Onerme ([13]) (X,7) ve (Y,o)topolojik uzaylar ve f :(X,z)— (Y,o) bire
bir, orten, siirekli ve dizisel agik fonksiyon olsun. Eger (X,z) dizisel Hausdorff ise

(Y,o) de dizisel Hausdorff tur.

Ispat: (X,7) dizisel Hausdorff olsun. Y ciimlesinden birbirinden farkli y, ve y,
noktalarini alalim. f birebir ve &rten oldugundan f(x )=y, ve f(x,)=y, olacak
sekilde birbirinden farkli x, ve X, noktalar1 X’te mevcuttur. Ayrica X, € G, ve
X, € G, olacak sekilde kesisimleri bos olan G,ve G, dizisel agik ciimleleri vardir.
(x,) > x, ve (X,") = x, dizilerinin belirli bir indisten sonraki terimleri sirasiyla G,
ve G, ’dedir. f siirekli bir fonksiyon oldugundan dizisel siireklidir. O halde
f(x,)— f(x) ve f(x,)— f(x,) olur. Dolayisiyla f(G,) ve f(G,) dizisel agik

climlelerinin kesisiminin bos oldugu goriiliir ve ispat tamamlanmais olur.
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4. SONUC

Bu boéliimde dizisel agik ortii yardimiyla olusturulan dizisel kompakt uzaylarin

tanimini verilmistir.
4.1. Dizisel Kompakt Uzay

4.1.1. Tanmm ([13]) X bir topolojik uzay ve ¢={G,|iel} X’in dizisel acik

ciimlelerinin bir ailesi olmak iizere X gUGi oluyorsa G, X’in dizisel acik Ortiisii

iel

olarak adlandirilir.

4.1.2. Tanim X bir topolojik uzay olmak iizere, X’in dizisel acgik Ortiilerinin her

birinin sonlu bir alt 6rtiisii varsa X’e dizisel kompakt uzay denir.
4.1.3. Onerme([13]) Her dizisel kompakt uzay kompakttir,

Ispat:X dizisel kompakt uzay ve ¢ ={G, |i € I} X’in acik ortiilerinin bir simifi olsun.
VG, € G acik climleleri dizisel agiktir. Bu ylizden ¢ smifi X’in dizisel agik ortiisiidiir.

X dizisel kompakt oldugundan G’nin bir alt ortiisti vardir. Yani X kompakttir.

4.1.4. Ornek (X ,d) metrik uzay olsun. O zaman X dizisel kompakt degildir. Ciinkii
dizisel agik ciimlelerin sinifi D(a,1) her ae X i¢in X’in dizisel agik Ortiisii vardir

fakat bunlarin her birinin sonlu alt ortiisti yoktur.
4.1.5. Ornek Her sonlu ciimle dizisel kompakttir.

4.1.6. Ornek X = @ bir ciimle 7 = P(X) X iizerinde diskre topoloji ve A X olsun.

Eger A sonlu ise A dizisel kompakttir. Diger taraftan A sonsuz ise A dizisel

kompakt degildir.

4.1.7. Ornek Riizerinde alisilmis topolojiye gore R dizisel kompakt degildir. Ciinkii

dogal sayilarda ¢={G,|ne N} dizisel a¢ik ciimlelerin smifindan alinan

G, =(—n,n) R’nin dizisel ortiistidiir ancak alt ortiisii yoktur.



4.1.8. Onerme ([13]) Bir topolojik uzayda dizisel kompakt ciimlelerin birlesimi de
dizisel kompakttir.

Ispat: (X,7) bir topolojik uzay ve ¢={G,|icI} X’in dizisel agik Ortiisii olsun.
A AL A, . A dizisel kompakt ciimlelerinin birlesimi A=A UA UA U..UA,
olsun. O zaman ¢, X’in dizisel agik oOrtiisii oldugundan 1<i<n olmak iizere her A
i¢in sonlu bir ¢, oOrtlisii vardir. O halde ¢'=G, UG, U...uG, olmak lizere Ac¢'

dir. Yani A dizisel kompakt.

4.1.9. Onerme X,Y topolojik uzay, f:X —Y siirekli bir fonksiyon ve A, X’in

dizisel kompakt bir alt ciimlesi olsun. A’nin Y’deki gorintisii f(A) da dizisel

kompakttir.

Ispat: {H, |i eI}, f (A) 'nin dizisel acik 6rtiisii olsun. f fonksiyonu siirekli ve A
dizisel kompakt oldugundan i1 igin f*(H,) dizisel agiktir. {f *(H,)|i eI} A’nin
bir acik ortiisiidiir. A, X’in dizisel kompakt bir alt ciimlesi oldugundan A’nin bir alt
oOrtiisii {f‘l(Hil), f‘l(Hiz)..., f‘l(Hin)} "dir. Boylece {H,,H,,..H }c{H|iel}

climlesi f(A) nin sonlu alt ortiistidiir. Yani f(A) dizisel kompakttir.
4.1.10. Teorem Dizisel kompakt uzayin kapal alt ctimleleri dizisel kompakttir.

Ispat: (X,7) dizisel kompakt uzay1, A X’in kapali alt ciimlesi ve ¢ ={G, |i € I} A’nin
dizisel acik Ortiisii olsun. A kapali bir climle oldugundan dizisel kapalidir ve
A={G, |ieFU{A°} smifi X’in dizisel agik Ortiistidiir. Yani ¢'={G,.G,,..G }

A’nin dizisel agik ortiisiidiir ve A dizisel kompakttir.

4.1.11. Sonuc¢ Bir topolojik uzayda hem kapali hem de dizisel kompakt olan

climlelerin keyfi kesisimleri dizisel kompakttir.

Ispat: X bir topolojik uzay ve {A |i e I}ciimlesi dizisel kompakt ve dizisel kapali

olsun. Buradan segilen herhangi bir A kapali dizisel kompakt oldugundan ﬂA

iel

kapal1 ve ﬂA c A, oldugundan ﬂA dizisel kompakttir.

iel iel
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4.1.12. Teorem Dizisel Hausdorff uzayinin dizisel kompakt alt ciimlesi kapalidir.

Ispat: (X,7) dizisel Hausdorff uzay ve A, X’in kompakt bir alt ciimlesi olsun. A°
nin agik oldugunu gostermemiz gerekiyor. Kabul edelim ki xe A° olan (X,7)
dizisel Hausdorft uzay oldugundan aeG, ve xe H, o.s G,nH, =< olan dizisel
acik ciimleleri vardir. {G,|a e A} smifi A’nin dizisel acik oOrtilisiidiir. A dizisel

kompakt oldugundan {G, |a€ A} 'nin {G, ,G G, } seklinde bir alt ortiisti vardr.

Ac gGa. seklinde gosterilir. G, "H, =@ 0.5 G, = gGai ve H = Q H, ciimleleri

vardir. AnH, =& oldugundan x e H, < A°dir. Yani A kapalidir.

4.1.13. Ornek R ’nin alisilmis topolojisi olan U’yu diisiinelim. (R,U) dizisel
Hausdorff uzaydir fakat R kapali olmadigindan dizisel kompakt degildir.

4.1.14. Sonuc¢ Dizisel kompakt ve dizisel Hausdorff olan bir uzayin kapali alt

ctimleleri dizisel kompakttir.

Ispat: Dizisel kompakt uzaym kapali alt ciimleleri dizisel kompakttir. Ote yandan

dizisel Hausdorff uzayin kompakt alt ciimlesi kapalidir.

4.1.15. Sonug Dizisel bir Hausdorff uzayinin dizisel kompakt alt ciimlelerinin keyfi

kesisimleri dizisel kompakttir.

Ispat: Kabul edelim ki X dizisel Hausdorff ve A={A < X |ieI} smifi dizisel

kompakt olsun. Viel i¢in A kapalidir. Dolayisiyla ﬂA climlesi de kapali olur.
iel
ﬂ A ciimlesi X in kapal1 bir alt ciimlesi oldugundan kompakttir.

iel

4.1.16. Teorem Dizisel kompakt uzaydan dizisel Hausdorff bir uzaya tanimli olan

bir fonksiyon kapalidir.

Ispat: Kabul edelim ki X dizisel kompakt uzayi, Y dizisel Hausdorff uzay ve

f :X —>Y bir fonksiyon olsun. K, X’in kapali bir alt ciimlesi olmak iizere, K

kompakttir. f siirekli bir fonksiyon oldugundan f(K) <Y ciimlesi dizisel kompakttir.
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Y dizisel Hausdorff ve f(K)cY dizisel kompakt oldugundan f(K) kapalidir. Yani

f kapal1 bir fonksiyondur.
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5. SONUC

Toplanabilme teorisi ve fonksiyonel analizde onemli bir yer tutan yakinsaklik
kavrami ve yakinsaklik metodlarinin, topolojik uzaylara genisletilmesi de oldukca
kullanigh olmustur. Dizilerdeki yakinsaklik yardimiyla tenimlanan dizisel agik ve
dizisel kapali kavramlari, topolojik uzaylarda bir ¢ok tanimin yeniden yapilmasina
imkan vermistir. Dizisel irtibathilik, dizisel siireklilik, dizisel kompaktlik kavramlari
bu yolla yeniden ele alinmistir. Fakat Topolojide onemli bir yer tutan ayirma
aksiyomlarinin dizisel anlamda incelenmedigi tespit edilmistir. Bu sebeple, bu tezde
dizisel Hausdorff uzaylar ve bu uzaylarin ozelliklerinden bahsedilmistir. Ayrica
dizisel Hausdorffluk kavrami, daha once yapilmis dizisel kompaktlik kavramiyla
uyum saglayamamistir. Bu sebeple tezin son bolimiinde dizisel acik climleler
yardimiyla yeni bir dizisel kompaktlik tanimi ve bunun dizisel Hausdorffluk ile ilgili
olan iliskisi incelenmistir. Dizisel Hausdorffluk kavraminin tanimlanmasi, diger
ayirma aksiyomlarinin da dizisel anlamda incelenebilecegini akla getirmektedir.
Boylece topolojik uzaylara benzer ve farkli iligkilerin bu anlamda incelenmesi yeni

ve faydal bir ¢alisma konusudur.
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