T.C.
YOZGAT BOZOK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

Yiiksek Lisans Tezi

FIBONACCI VE LUCAS SAYILARINI ICEREN
BINOMIYEL CIFT TOPLAMLAR

TUGBA GORESIM TOSKA

Tez Damismani
Dr. Ogr. Uyesi Funda TASDEMIR

Yozgat 2019






T.C.
YOZGAT BOZOK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

Yiiksek Lisans Tezi

FIBONACCI VE LUCAS SAYILARINI iCEREN
BINOMIYEL CIFT TOPLAMLAR

TUGBA GORESIM TOSKA

Tez Damismani
Dr. Ogr. Uyesi Funda TASDEMIR

Yozgat 2019



YOZGAT BOZOK UNIiVERSITESI

TEZ ONAY FORMU

T.C.
YOZGAT BOZOK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Enstitlimiiziin Matematik Anabilim Dali Tezli Yiiksek Lisans Program: 70111317001
numarali 6grencisi Tugba GORESIM TOSKA’nin hazirladizi “FIBONACCI VE LUCAS
SAYILARINI iICEREN BINOMIYEL CiFT TOPLAMLAR?” baslikli tezi ile ilgili tez
savunma sinavi, Lisansiistii Egitim-Ogretim ve Smav Yonetmeligi’'nin ilgili maddeleri
geregince 25/07/2019 Persembe giinii saat 10:00’da yapilmis, tezin onayina oy birligiles
gededeu ile karar verilmistir.

Baskan : Dog. Dr. ilker AKKUS W

Jiiri Uyesi  : Dr. Ogr. Uyesi Funda TASDEMIR
(Danisman)

Jiiri Uyesi  : Dr. Ogr. Uyesi Mehmet EKICI @_

ONAY:

Bu tezin kabulii, Enstitii Yonetim Kurulu’nun 0’ . .0.8..././7tarih ve ZS' . sayil1 Enstitii

Yonetim Kurulu Karari ile onaylanmustir.

or.108.,.29/7

KYT-FRM-110/00




ICINDEKILER

Sayfa
OZET ... i
ABSTRARCT bbbttt bbb v
TESEKKUR .......oooviiiitieccecee ettt n sttt sttt st n st v
(O € 1 2 1T 1
2. TEMEL BILGILER ........c.ccocoiiiiiiiiiicessss s 7
2.1.  Fibonacci ve Lucas Sayllari.........ccociiiiiiiiiiiiiiiice 7
2.2.  TOPIAM NOASYONU ...ttt 8
2.3, OZAESIKIET .....ocviiecvictcseee et 8

3. FIBONACCI SAYILARINI iCEREN BiNOM KATSAYILI CiFT
TOPLAMLAR . ...ttt 8
3.1.  Binomiyel Cift Toplamlar ...........ccccoiiiiiiiiiiiii e 8
3.2. Alterne Binomiyel Cift Toplamlar ...........ccccoovviiiiiiiiiiiiee e 12
3.21.  (—1)! Katsayilt Cift Toplamlar...........ccccocerermerreererieerssreeseeeesenens 12
3.2.2.  (—1) Katsayilt Cift TOplamlar...........ccccoeueveerreeerererereceereeieee e 14
3.2.3.  (—=1)' Katsayili Cift TOPlamIar.........c..cccevevreeereerereereceesesieeeeseseenenas 15
4. LUCAS SAYILARINI iICEREN BINOMIYEL CiFT TOPLAMLAR ......17
4.1. Binomiyel Cift Toplamlar ...........cccoiiiiiiiiiiii 17
4.2.  Alterne Binomiyel Cift Toplamlar ............ccccooiiiiiiiiiiiiicceseee 29
4.2.1. (—1)! Katsayilt Cift Toplamlar...........cccccovrveveeerseererieessereeseseesenens 29
4.2.2. (—1) Katsayili Cift Toplamlar..........ccccocrveerrvereeersreeeesesiseeeseeeeneeas 40
4.23. (=1 Katsayili Cift Toplamlar.........cccecevvevreesverieeeesseseseeenns 58
SONUC VE ONERILER...........ccooiiiiiieeeee e 79
KAYNAKLAR ..o 78

OZGECMIS ...ttt ettt e et 82



FIBONACCI VE LUCAS SAYILARINI ICEREN BINOMIYEL CiFT TOPLAMLAR
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2019; Sayfa: 82
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OZET

Bu tez calismasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boéliimde, yapilan ¢alisma ile ilgili
literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci bdliimde, Fibonacci ve Lucas sayilar tanitilmis, Fibonacci
ve Lucas sayilari ile ilgili temel 6zdeslikler verilmistir. Ugiincii boliimde, Fibonacci sayilarim
iceren binomiyel ¢ift toplamlar ve alterne benzerleri verilmistir. Ozgiin bir calismadan olusan
dordiincti boliimde ise Lucas sayilarini igeren binomiyel ¢ift toplamlar ve alterne toplamlar
hesaplanmis ve tiim toplamlar Fibonacci ve Lucas sayilarinin ¢arpimi olarak ifade
edilebilmistir. Son boliimde ise yapilan ¢alisma degerlendirilmis ve bazi Onerilerde

bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, Binomiyel toplamlar, Binomiyel ¢ift

toplamlar, Alterne Binomiyel ¢ift toplamlar.



BINOMIAL DOUBLE SUMS INVOLVING FIBONACCI AND LUCAS NUMBERS
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ABSTRACT

This thesis consists of four sections. In the first section, the literature information is given
about study conducted. In the second section, Fibonacci and Lucas numbers are introduced
and basic identities about Fibonacci and Lucas numbers are given. In the thirth section,
binomial double sums including Fibonacci numbers and alternating analogous are given. In
the fourth section consisted of an original study, binomial double sums and alternating sums
including Lucas numbers are computed and all sums are expressed as multiplication of
Fibonacci and Lucas numbers. In the last section, the study is evaluated and given some

suggestions.

Keywords: Fibonacci numbers, Lucas numbers, Binomial sums, Binomial double sums,

Alternating Binomial double sums.



TESEKKUR

Bu ¢alismamu gergeklestirmede, degerli bilgilerini, zamanini ve sevgisini benimle paylasan,
kendisine her zaman rahatlikla danisabildigim sabirla ve biiyiikk bir ilgiyle bana faydali
olabilmek i¢in elinden gelenden fazlasini sunan ve destegini esirgemeyen danigmanim sayin

Dr. Ogr. Uyesi Funda TASDEMIR e sayg1 ve tesekkiirlerimi sunarim.

Tesekkiirlerin az kalacagi yiiksek lisans egitimim boyunca destegini benden esirgemeyen, hep
yanimda olan degerli esim Mehmet TOSKA'’ya, biricik oglum Osman Yekta TOSKA'’ya,
hi¢gbir zaman desteklerini ve bilgilerini esirgemeyen degerli 6gretim {iyelerinden Dog. Dr.

Murat BABAARSLAN, Dr. Ogr. Uyesi Mehmet EKICI’ye tesekkiirlerimi sunarim.

Son olarak beni bu giinlere sevgi ve saygi kelimelerinin anlamlarini bilecek sekilde
yetistirerek getiren ve benden hicbir zaman destegini esirgemeyen bu hayattaki en biiyiik

sansim olan aileme sonsuz tesekkiirler.



1. GIRIS

Leonardo Fibonacci, 13. yiizyilda yasamis yenilik¢i matematik¢ilerden biridir.
Italya'min Pisa sehrinde dogdugu icin Leonardo Pisano ya da Pisali Leonardo olarak
da biliniyordu. Babasi Afrika'nin kuzey kiyisinda Bugia’de glimriik tahsildariyken
Fibonacci’yi Hint - Arap say1 sistemi ve hesaplama yontemleri ile tanistirdi. Yaygin
seyahat ve hesaplamali sistemlerin kapsamli ¢aligmasindan sonra Fibonacci, 1202'de,
Hint - Arap rakamlarin1 hesaplamada nasil kullanildigini agikladigi Liber Abaci'yi
yazdi. Fibonacci, Liber Abacci adli kitabinda tavsan ¢iftligi olan bir arkadasiyla ilgili
oldugunu iddia ettigi bir soru sorar. Bu probleme gore arkadasinin ¢iftligindeki
tavsanlar dogduklan ilk iki ay yavru yapamazlar. Ugiincii aydan itibaren her ¢ift
tavsan her ay bir ¢ift yavru yapar. Tavsanlarin 6lmedikleri kabul edilecek olursa,
herhangi n. ayda ciftlikte toplam kag ¢ift tavsan vardir? Buna gore belli bir aydaki
cift sayist onceki iki aym toplamina esittir. O halde tavsan ¢ifti sayilar aylara gore

bir yiliginde 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 olacaktir.

19. yiizyilda Fransiz matematik¢isi Edouard Lucas bu say1 oriintiisiine Fibonacci

dizisi adin1 verdi.

Edouard Lucas var olan Fibonacci say1 dizisindeki baslangi¢ degerlerini degistirerek

Lucas sayilarini olusturmustur. Bunlar;

2,1,3,4,7,11, 18, 29, 47, 76, 123, ... dir. Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin ¢esitli
ozellikleri ve genellemeleri i¢in [4, 5, 18]’e bagvurabiliriz. Fibonacci veya Lucas
sayilar1 ve binom katsayilarinin ¢arpimlarini igeren bir¢cok toplam vardir [1, 2, 17,

20]. Ornegin [1] de yazarlar asagidaki toplamlar1 hesaplamistir:

n n
S ()E=Fa Y () Foc=3"Fan,
k=0 k=0

k=0 k=0



n

n

n n

D () 2 Fa= O o ) () (“2F e = (— 15y
k=0 k=0

Binomiyel toplamlar ¢esitli metodlarla bir¢ok yazar tarafindan arastirilmistir [12,13].

Ornegin [13] te yazarlar T,, genellestirilmis Fibonacci veya Lucas dizisi olmak iizere

asagidaki sekildeki toplamlar1 ¢alismiglardir:

n

n
n n .
(i) Tia+bvi) Tr(e+ai) z (z) (=D'Txca+bi) Tr(c+ai

L

Kili¢ ve dig. [8] Fibonacci ve Lucas sayilarinin kuvvetlerinin binomiyel toplamlari

icin asagidaki toplamlar1 ispatlamistir:

n n

n n

> (o) Famse . D (p) s
k=0 e
ve

“ n

n n
k=0 o

Burada t pozitif bir tamsayi ve §, € € {0,1} dir.

Kili¢ ve Tonascu [11], a € C \ {0} olmak {izere asagidaki gibi bir esitlik bulmuslardir:

z (nsz) (a* +a7*) = % (a+1)%" + (21?)
k=0

Z wm () U, Z(—1)n+hhm () Un.
h=0 h=0

Kili¢ ve Arikan [9], genellestirilmis ikinci, tiglincii ve daha yiiksek mertebeden lineer
rekiiranslarla iliskili asagidaki yeni ¢ift binom katsayili ¢ift toplamlar1 elde

etmislerdir:



Kili¢ ve Belbachir [10], tarafindan genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri ile
ilgili kompleks katsayili ¢esitli ¢ift binomiyel toplamlar ve binomiyel ¢ift toplamlar

verilmigtir.
n—i\/m-—i
Z( ] )( l,])=F2n+2
Lj
dir.

Kilic [7], asagidaki formdaki genellestirilmis alterne binomiyel toplamlar

hesaplamistir:

(D) raoiko
(=0

L
Burada f(n, i, k, ©); UreiVin-ke+2)ir UkeiVin—kei V€ UekiVik+1)tn—k+2)ei dir

Kilig ve Arkan [9], asagidaki formdaki tek binom Kkatsayili ¢ift toplamlari
hesaplamislardir:

> () Y (i) -corm

0<i,jsn 0<i,jsn
i+ i
O (1) =R ) (L) =Rt
0<i,jsn 0<i,jsn

Kilig¢ ve Tasdemir [14], ilk kez asagidaki formdaki genellestirilmis Fibonacci veya

Lucas katsayili binomiyel ¢ift toplamlar1 incelemislerdir:

> (o > (s

0<i,j<n 0<i,j<n



Z (Il:)(_l)iU”*”' Z G>(_1)ivri+t]"

0<i,jsn 0<i,j<n

7, t tek tamsayilar ve k ¢ift tamsay1 olmak lizere

k
i) _ A2 UZC+1[V(t+r)(k+1) + AUtUk(t+r)] —UtVir
E Urizaej =

o57hk ' AUZ + AU U,y — 1 ’

i

k
(l) A2+1Ug(+1[Uth(t+r) + U(t+r)(k+1)] + AU Upyr — 2
N Vriv2ey = '

AU + AUU, — 1

0<i,j<k

k tek tamsay1 olmak iizere

k+1
z i) . A2 UL!(+1[Uth(t+T) + U(t+r)(k+1)] —UiVisr
Urizzej =

%Uﬂ' AUZ + AU Uy, — 1 ’

i

k+1
(,) A2 U AU Ugear) + V(t+r)(k+1)] + AU Uty — 2
N Vi = :

AUL-Z + AUtUt+T . 1

0<i,j<k

Kilig ve Tagdemir [15], baz1 r,t tamsayilar1 igin asagidaki formdaki tek binom

katsayili ¢ift toplamlar1 incelemis ve hesaplamislardir:

> (s

0<i,j<n

Benzer sekilde yukaridaki formdaki toplamlarin

Z C) (—1)iFri+tj , Z (Il) (—1)/ Frivej Z (;) (1)t Frive;

0<i,j<n 0<i,j<n 0<i,jsn
alterne benzerlerini de hesaplamislardir.

Bu tez ¢alismasinda [14,15] daki toplam formiillerinden yola ¢ikarak Lucas sayilarini
iceren binomiyel ¢ift toplamlar ve alterne toplamlar hesaplanarak, elde edilen

sonuglar Fibonacci ve Lucas sayilarinin carpimi olarak ifade edilmistir.



2. TEMEL BiLGILER

Bu boliimde, tanim ve teoremler verilmektedir.

2.1. Fibonacci ve Lucas Sayilar
Tamm 2.1.1. (Fibonacci Sayilar)

Fp =0,F =1 n>2igin K, = F,_{ + F,_, yineleme bagntis1 ile tanimlanan
tamsayilar dizisindeki sayilara Fibonacci sayilari denir ve n. Fibonacci sayist F, ile

gosterilir.
Tanim 2.1.2. (Lucas Sayilar)

Lo =2,L, =1, n=2iinl, = L, ; +L,_, yineleme bagintis1 ile tanimlanan
tamsayilar dizisindeki sayilara Lucas sayilart denir ve n. Lucas sayist L, ile

gosterilir.
Tamm 2.1.3. (Altin Oran)

Altin oran, matematik ve sanatta, bir biitiiniin pargalar1 arasinda gézlemlenen, uyum
acisindan en yetkin boyutlar verdigi sanilan geometrik ve Sayisal bir oran
bagmtisidir. ilk olarak kimler tarafindan kesfedildigi bilinmese de, Misirlilar’in ve
Yunanlilar’in bu konu {lzerinde yapmis olduklar1 bazi calismalar oldugu
goriilmektedir. Oklid, milattan 6nce 300'lii yillarda yazdig “elementler” adli tezinde
“ekstrem ve Onemli oranda bolmek™ olarak altin orani ifade etmistir. Misirlilarin
Keops Piramidinde, Leonardo da Vinci’nin “Ilahi Oran” adli galismada sundugu

resimlerde kullanildigr bilinen "altin oran", “Fibonacci Sayilar1” olarak da

bilinmektedir.

Bu oranin kisaca gosterimi:

1++/5

Q

1,618
seklindedir.



Bir Fibonacci sayisinin kendinden onceki Fibonacci sayisina boliimii ile elde edilen
sonug, 1,618...'dir. Ornegin; 6765 / 4181 = 1,618... sonucunu vermektedir. Bu
durum, 89!dan daha kiigiik olan Fibonacci sayilari i¢in 0,01 gibi kiigiik bir farklilikla
ortaya ¢iksa da, bliylik sayilarin tamaminda sonug¢ aynidir. Yani dizideki ardisik iki
saymin orani, sayilar biiyiidikce Altin Oran'a yani 1.618'e yaklasir, 89/55 ve

sonrasinda ise 1.618...'de sabitlenir.
Teorem 2.1.4. (Binet Formiilleri)

x? — x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri a ve 8 olmak iizere E, Ve L, i¢in

Binet formiilleri sirasiyla

a — g"
ve
Ly=a™+p"
seklindedir. Burada
1++5 1-+5
=" F=

dir.
F, ve L, icin Binet formiillerinden
Fn =(ED"E ve L,=(-D"L,
elde edilir.
Teorem 2.1.5. (Binom Teoremi)

x,y reel sayilar ve n pozitif bir tamsay1 olmak {izere

n

(x + y)n — Z (Z) xk yn—k

k=0



dir. Burada

(n) _ n!

k/ (n—k)! k!
dir.

2.2. Toplam Notasyonu

r,neZ ver < n olmak lizere

f:Z-R vef(k)=agolsun. a,, a1, ar42, ..., a,terimlerinin toplam ifadesi

n
ar+ar+1 +ar+2+...+an = Z ak
k=r

ile tanimlanir.

Toplam semboliiniin temel 6zellikleri asagida verilmistir:

k=1
n n n

2 Z(ak+bk): Zak$2bk,
k= k=r k=r
n n

3 Zb(ak)zbZak, beR,
k=r k=

2.3. Ozdeslikler
1. Her m,n tamsayisi i¢in
Foym — (_1)an—m = FnlLy

elde edilir [16].



2. Her m,n tamsayisi i¢in
Fpom + (1)™E,_, = L, F,
bulunur [16].
3. Her n tamsayist i¢in
L3y = Ly[Lyp — (=1)"]
elde edilir [16].
4. Her n tamsayisi i¢in
F3n = Fu[Lan + (=1)"]
bulunur [16].
5. Her m,n tamsayisi igin
Lysm +(D)™Ly_py = LinLy
elde edilir [20].
6. Her m,n tamsayisi igin
Lpym = (=1)"Ly-m = SFyFy
bulunur[20].
7. Her n tamsayisi igin
Lyy +2(-D)" = L,*
elde edilir [20].
8. Her n tamsayisi i¢in
Ly, — 2(=1)" = 5E,;*

elde edilir [20].



3. FIBONACCI SAYILARINI ICEREN BINOM KATSAYILI
CIFT TOPLAMLAR

3.1. Binomiyel Cift Toplamlar

Lemma 3.1.1. x + xy # 1 olmak iizere her x,y reel sayisi igin

0 o ()t -1
2, (j)x=
J x+xy—1

0<i,j<n

dir [14].

Lemma 3.1.2. Her m, n tamsayisi i¢in asagidaki esitlik vardir.

S5E.F.Fpsn m, n ¢ift
Fomian — Fom — Fon = [LanFm+n ’ m,n tek
LnFyLysn m tek, n ¢ift

dir [14].

Teorem 3.1.3. [16] Her t tamsayisi i¢in asagidakiler dogrudur.

1.
(F3nL3an+s, n = 0 (mod 4)
2 2
i F3an+1L3m+1), n =1 (mod4)
—_ 2 2
4 (]> Firj =31 L3nF3n+a, n = 2 (mod 4)
0<i,j<n > 2
L3n+1F3(m+1), n =3 (mod 4)
k 2 T
2.
z (i)F o1 {F(2t+1)nL(2t+1)(n+1)r n ift
oSn i) Ly WermFoesnmer)y  ntek
3.

i Fone+Fotmen e+
§ (}) Fytvniv = - Iz - (t+-1)
2(t+1)



(i) B = {FnLnH; n ¢ift
j/ 7 Fupily, n tek

o

i
<1

IA

S

5.
(F3nL3n+a, n =0 (mod 4)
2 2
. F3n+1Lzm+1), n =1 (mod4)
5 e
[, \j) 2 T2 L3nF3nsta, n = 2 (mod 4)
0<i,jsn 2 2
Lan+1F3m+1), n =3 (mod4)
\ T2 T2
6.
Z (i)F o1 {F(2t+1)nL(2t+1)(n+1), n cift
e N L U Feenmen,  mtek
<i,j<n
7.

i FZn(t+1)F2(n+1)(t+1)
Z () Flatrzyi-j = F t#-1
J 2(t+1)

0<i,jsn
3.2. Alterne Binomiyel Cift Toplamlar
Bu kisimda, bir dnceki kisimda verilen toplamlarin alterne halleri verilecektir.
3.2.1. (—1)! Katsayil Cift Toplamlar

Lemma 3.2.1.1. Her x,y reel sayisi i¢in x + xy # —1 olsun. Asagidakiler dogrudur.

5 () nyatys - DG o

0<i,j<n
dir [15].

12



Lemma 3.2.1.2. Her m,n tamsayisi i¢in asagidaki esitlik dogrudur.

5E,F,F, m,n tek
F + F + F — { mtnt m+n ’ .
2m+2n 2m 2n LyLyFpin,  m,ngift

dir [15].

Lemma 3.2.1.3. m, n ¢ift tamsayilari i¢in asagidaki esitlik dogrudur.
Fomian + Fom — Fon = FpLlpLm i

dir [15].

Lemma 3.2.1.4. m tek, n ¢ift tamsayilari i¢in asagidaki esitlik dogrudur.
Fomyon — Fom + Fon = SEFyFpyn

dir [15].

Teorem 3.2.1.5. [15] Her t tamsayisi i¢in asagidakiler dogrudur.

1.
(F3nL3n+2, n = 0 (mod 4)
2 2
. Hr F3n-1L3n+1), n =0 (mod 4)
Z (L> (1), =S T
L \j 172 ) LsnFsnez,  n=0(mod4)
0<i,jsn 2 2
L3n-1F3m+1), n =0 (mod 4)
\ —2 — 32
2.
[ ; (—D"FtenFeern)m+)
) (D e = F
0STTen J 2t+1
3.

i i D" ( Lym+nye+n) Fanerr), 1 =2k
) (D) Flacs2yivj =T |F L n=2k+1
J 2(t+1) L2+ e+ 1) L2n(t+1)

0<i,j<n

13



> () = O,

0<i,j<n

5.
(F3nL3n+2, n = 0 (mod 4)
2 2
. F3n—1L3( +1), N = 0 (mod 4)
Z (l)(—l)"F- ENGOLS B
— \j 2 2 L3nF3n+2, n =0 (mod 4)
0<i,jsn 2 2
L3n—1F3(n+1), n=0 (mod 4)
\ —2 Tz
6.
i ; (—D"FarrnnFeernme
Z () (_1)1F(4t+1)i—j = F - s
04T Ten J 2t+1
7.

z (l> (—1)'F, . :ﬂ{ Loty e+1) Fonerry n =2k
j (4t+3)l_1 LZ(t"‘l) FZ(n+1)(t+1)L2n(t+1) ) n = Zk + 1

0<i,jsn
3.2.2. (—1) Katsayih Cift Toplamlar

Lemma 3.2.2.1. Her x,y reel sayist i¢in (x —xy) # 1 olsun. Asagidaki esitlik

dogrudur.

>, (Jewty =2

0<i,jsn

dir [15].

14



Teorem 3.2.2.2. [15] Negatif olmayan her n tamsayisi igin asagidakiler dogrudur.

1.
(Fnln+a, n = 0 (mod 4)
2 T2
i Fnt+3ln+1, n =1 (mod4)
1 F = — 2 2
- (j)( DR ) LnFn+a, n = 2 (mod 4)
0<i,j<n 2 2
Ln+3Fn+1, n = 3 (mod 4)
\ 2 2
2.
[ )
Z () (-1))F,;=0
0<i,j< ]
<i,jsn
3.

Z (]1) (1) Fy_; =0

0<i,jsn
3.2.3. (—1)" Katsayil Cift Toplamlar

Lemma 3.2.3.1. Her x,y reel sayist igcin x — xy # —1 olsun. Asagidaki esitlik

dogrudur.

). (;l) (—D)Mxty) = (_1)n,fx_;y+)r;+l +1

0<i,j<n

dir [15].

Teorem 3.2.3.2. [15] Negatif olmayan her n tamsayisi i¢in asagidakiler dogrudur.

(Fnln-2, n = 0 (mod 4)
2 T2

i Fn-3ln+1, n=1(mod4)
—1)itiF. = (—1)n+1 2 2
Z (j)( DHE =G0 ks n=2(mod 4)

0<i,jsn 2 2

Ln—3Fn+1, n=3 (mOd 4)
\ 2 T2

15



3, ()
;=0
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4. LUCAS SAYILARINI ICEREN BINOMIYEL CIiFT
TOPLAMLAR

Orijinal bir ¢alismadan olusan bu boliimde [14,15] daki toplam formiillerinden yola
cikarak Lucas sayilarimi iceren binomiyel ¢ift toplamlar ve alterne toplamlar
hesaplanarak elde edilen sonuglar Fibonacci ve Lucas sayilarinin ¢arpimi olarak

ifade edilmistir.
4.1. Binomiyel Cift Toplamlar
Lemma 4.1.1. Her m ve n tamsayis1 i¢in asagidaki esitlik dogrudur.
LynlpyLyyn mift,n tek
Lyomany + Lon — Lom — 2 = SLyFyFpyn mvengift
SEpLnFpyn  ~ mventek
dir [15].
Ispat: Esitligin sag tarafindaki ilk durum igin ispat yapilirsa
LinLnLmin = (@™ + ™) (@™ + ) (@™ + pm*M)
= (@™ 4 BT 4 g BT+ M) (@ + [T
— (am+n + 'Bm+n + 'Bn—m + an—m)(amﬂl + le+n)
= QMmN 4 (_1)MEN | RIMAZN 4 (_1ymEn | o2n
+F2n = (@27 + 2
= @ZMA2n 4 gIMEIN 4 g2m 4 pAN _ (g2m 4 p2m) _ )
= Lagnan) + Lan — Loy — 2

dir. Benzer sekilde diger durumlar i¢in de ispat yapilir.

17



Lemma 4.1.2. Her m ve n tamsayis1 i¢in asagidaki esitlik dogrudur.
SLyFyFen, mift,ntek

Lytminy t Lon + Loy + 2 =1 LnLlpLinsn,  mven cift
SEpLyFyin, — muventek

dir [15].
Ispat: Esitligin sag tarafindaki ikinci durum i¢in Binet formiilii kullanilirsa
Lkl = (@™ + B™)(@" + F) (@™ + B7)
= (@Mt 4 BMIN 4 gmpBN 4 gmany(gmin 4 gmin)
= (@M 4 MIN 4 gnom y gromy(gmin 4 gmin)
= QM 4 (—{)mEn | RIMAN 4 (_{ymin | o 2n
21 4 q?m 4 p2m
= Q¥MT2N 4 RIMAIN 4 G20 | gAN | G 2m y g2m 4 o
= Lytm4n) + Lon + Lom + 2
ifadesi elde edilir. Benzer sekilde diger durumlar i¢in de ispat yapilir.
Asagidaki teorem ilk sonug olarak verilebilir.

Teorem 4.1.3. [19] Her t tamsayisi i¢in asagidakiler dogrudur.

z (L) | —L{L(2f+1)nl‘(2t+1)(n+1) ) n cift
0<i,j<n J e Lytr1 BF@esnFernmen), n tek

18



> ;

0<i,j<n

i
Z <]) L(4-t+1)i—j =

)L(4t+2)i+j =

i) 1 5 >
Z ( LZi—j =—=1
J 2 F3(37"+1)

) Lat43)i-j

L2t+1

(L3n

3(5H+1)

Lan,,
L3n+1L3n+1), n=1(mod4)
2 T2z

F 3R+1)

F3n
1

n =0 (mod 4)

)

n = 2 (mod 4)

)

\5F3n+1F3(n+1), n = 3 (mod 4)
2 T2z

Lont+ vy Faane+1) (t % —1)
Fae41)

1 { Latsvnl@irnmen »  nift
S5FatsvnF e+ (ne1) » n tek

n = 0 (mod 4)

L3n+1L3(n+1), n=1 (mod 4-)

, n = 2 (mod 4)
F3n
51
\5F3n+1F3(n+1), n=3 (mod 4)
2 T2

_ Lan@rn Fomenye+n) (t % —1)
Fz(t+1)

19



Ispat:

toplam ifadesi n = 2k durumu i¢in incelenirse, Lemma 3.1.1° den

5, Quroren= 3, (o 3 (e

0<i,j<n 0<i,j<2k 0<i,j<2k

(0{4t + a4t+1)2k+1 -1 (ﬁ4t + B4t+1)2k+1 -1

a4t + a4t+1 -1 ﬁ‘l—t + 'B4t+1 -1

a ve f, x*—x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kdkleri oldugundan

att + qtttl = qttt2; pAt 4 pAtTL = pAt+2 yykaridaki ifade de yerine yazilirsa

a(4t+2)(2k+1) -1 ﬂ(4t+2)(2k+1) -1

at+2) 1 + '3(4t+2) -1

olur. aff = —1 olup gerekli diizenlemeler yapildiginda elde edilen son ifade

(’34t+2 _ 1)(a(4t+2)(2k+1) _ 1) + (d4t+2 _ 1)(,8(4t+2)(2k+1) _ 1)
(a4-t+2 — 1)(34—t+2 _ 1)

1

a4t+2ﬁ4t+2 — a4t+2 — ﬂ4t+2 +1

X [ﬁ4t+2a(4t+2)(2k+1) _ ﬁ4t+2 _ a(4t+2)(2k+1) +14 a4t+zﬁ(4t+2)(2k+1)

—qit+2 ﬂ(4t+2)(2k+1) + 1]

3 a(4t+2)2k _ :B4t+2 _ a(4t+2)(2k+1) +1+4 ,8(4t+2)2k — 6‘(4t+2 _ ’8(4t+2)(2k+1) +1

2 — L4t+2

Ozdeslik 7 ve Lemma 4.1.1° den son ifade

20



—Latv2y2c + Laes2y2k+1) + Lagrz — 2
Lyti2—2

n = 2k yazildiginda

_ Letronlerymen Lot

2
L2t+1

olup buradan

i _ Lat+1ynLze+ 1))
. L4ti+j - L
J 2t+1

0<i,j<n
elde edilir.
n = 2k + 1 i¢in de benzer sekilde ispat yapilir.

2. Toplam ifadesi n = 4k, k € Z igin ispatlanirsa

5, (= 3, (o= 3, (s

0<i,j<n 0<i,j<4k 0<i,j<4k
AN AN
0s<i,j<4k J 0s<i,j<4k J

Lemma 3.1.1° den

[ 1 2\4k+1 2N4k+1
(f)ai+j+ Z <f>ﬁi+j:(a+a)2+ _1+(3+ﬁ)2+ ~1
o< Tzar 0<ij=4k ata®—1 p+pc—1

a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
ad=a’+a, a’*+a—1=2a; p3>=p?>+p, B+ p%*—1=2p ifade de yerine

yazilirsa aff = —1 olup gerekli diizenlemeler yapildiginda son ifade

12k+3 _ 1 ﬁ12k+3 -1

1
— T [—p12k+2 _ p12k+2 _ . _

a

— %[a12k+2 + p12k+2 4 q]

21



1
E(L12k+2 +1)
Ozdeslik 3°de n = 6k + 1 alinirsa

i) _ 1L3(6k+1)
i+j =57

0<i,j<4k 2 Leie+a
n = 4k oldugundan
Z (l) L 1 L3(37”+1)
) Livj =5
0<i,jsn J 2 L37n+1

dir.

n=4k+1, k € Zicin

z (Ji)Li”: Z (;)Liﬂ': Z (11) (ai*) + Bit))

0<i,j<n 0<i,j<4k+1 0<i,j<4k+1
AN AN
0<i,j<4k+1 J 0s<i,j=4k+1 J

Lemma 3.1.1° den

5 (e 5, (e s

0<i,j<4k+1 0<i,js4k+1

a ve B, x?—x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
at=a’+a, a’+a—1=2a; B3>=p?>+p, B+ p%*—1=2p ifade de yerine
yazilirsa, a8 = —1 olup gerekli diizenlemeler yapildiginda son ifade

a

12k+6 __ 1 ﬁ12k+6 -1
+

2a 2p

1
— _E[_a12k+5 — B12k+5 _ o g]
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%[a12k+5 + ﬁ12k+5 + 1]

1
= E (L12k+5 + Ll)

Ozdeslik 5 den m = 6k + 2,n = 6k + 3 almirsa son ifade

i 1
Z (1) Liyj =§L6k+2L6k+3

0<i,j<4k+1

n = 4k + 1 oldugundan

i 1
z <]> Li+j = EL3n2+1L3(n2+1)

elde edilir.
n = 4k + 2 ve n = 4k + 3 i¢in de benzer sekilde ispat yapilir.

3. Esitligin sol tarafi i¢in Binet formiilii ve toplam formiilii 6zellikleri kullanilirsa

[ i o o
Z (j)L(4t+2)i+j= Z <]> (Ut  plt+2)it])

0<i,j<n 0<i,j<n

_ Z (;)a(4t+z)i+j+ Z <;>ﬁ(4t+z)i+j

Lemma 3.1.1° den son ifade

(a4t+2 + a4t+3)n+1 -1 (B4t+2 + ﬁ4t+3)n+1 -1
a4t+2 + a4t+3 -1 ﬁ4—t+2 + ﬁ4t+3 -1

a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan

4t+2 + a4t+3

o = qitth; QA2 4 gAt+3 = pat+d

ifade de yerine yazilirsa, aff = —1

olup gerekli diizenlemeler yapildiginda son ifade
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a(4t+4)(n+1) -1 ﬁ(4t+4)(n+1) -1

a(4t+4) -1 + ﬁ(4t+4) -1

B (.B4(t+1) _ 1)(a4(t+1)(n+1) _ 1) + (a4(t+1) _ 1)(ﬁ4(t+1)(n+1) _ 1)
- (a4(t+1) _ 1)(’34-(t+1) —1)

1
= QD RA(EH]) — gat+]) — gae+) 1

X [‘34(t+1)a4(t+1)(n+1) _ '34(t+1) _ a4(t+1)(n+1) +1+4 a4(t+1)ﬁ4(t+1)(n+1)
_a4(t+1) _ ﬁ4(t+1)(n+1) + 1]

a4(t+1)n _ ﬁ4(t+1) _ a4(t+1)(n+1) +1+ ﬁ4(t+1)n _ a4(t+1) _ ﬁ4(t+1)n +1

2 = Lygesny
Lemma 4.1.1 ve Ozdeslik 8’ den son ifade

—Laervn T Lacerymer) T Lacerr) — 2

Lytyr — 2

_ LagrnynFoesnynrny Farea
F2t+22
olup boylece
L Lont+ 0 Foane+1)
Z <) Leat+2yivj = F (t#-1)
0<ij<n 2(t+1)
bulunur.

4. Esitligin sol tarafi i¢in Binet formiilii ve toplam formiilii 6zellikleri kullanilirsa

i i o o

0<i,j<n 0<i,j<n

n = 2k ve Lemma 3.1.1° den

z (;)a(4t+1)ia—j+ Z (;)ﬁ(4t+1)iﬁ—j

0<i,j<2k 0<i,j<2k
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(a4-t + a4t+1)2k+1 -1 (34-1: + ,84t+1)2k+1 -1
a4t + a4t+1 _ 1 ﬁ4t + ﬁ4t+1 _ 1

ave B, x?—x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan

att + @ttt = g2, pat 4 pAttl = pAt++Z ifade de yerine yazilirsa, aff = —1

olup gerekli diizenlemeler yapildiginda son ifade

q@t+2)(2k+1) _ ﬁ(4t+2)(2k+1) -1

a4—t+2 -1 + ﬁ4t+2 -1

(ﬁ4t+2 _ 1)(a(4t+2)(2k+1) _ 1) 1+ (a4t+2 _ 1)(3(4t+2)(2k+1) _ 1)
= (@*+2 — 1)(B*+2 — 1)

1
QAtH2RALT2 _ g att2 _ RAt+2 4

% [ﬁ4t+2a(4t+2)(2k+1) _ ,34t+2 _ a(4t+2)(2k+1) +14 a4t+2ﬂ(4t+2)(2k+1)
—qitt2 _ ,3(4”2)(2“1) + 1]

B a(4t+2)2k _ ,84”2 _ a(4t+2)(2k+1) +1+ ﬂ(4t+2)2k _ a4t+2 _ ﬁ(4t+2)(2k+1) +1

2 — L4t+2
Lemma 4.1.1 ve Ozdeslik 7’ den son ifade

—Leat+2)2k + Lat+2)czk+1) + Lagyz — 2

L4t+2 -2

_ LotronleernmenLlaes
- 2

L2t+1
olup buradan

{ _Latronleernmn
) Lati+j = i
J 2t+1

0<i,j<n
bulunur.

n = 2k + 1 i¢in de ispat benzer sekildedir.
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5. Toplam ifadesi n nin mod 4’e gore olusan tiim durumlari igin ayr1 ayri
incelenmelidir.

n = 4k, k € Z i¢in Binet formiilii ve Lemma 3.1.1° den

5 (ure 3 (= D (s

0<i,j<n 0<i,j<4k 0<i,j<4k
i . i o
0<i,j<4k J 0<i,j<4k J

_ (0(+0(2)4k+1—1 (ﬁ+,82)4k+1_1
a+a?—-1 B+pB%—1

a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
a’=a+1, a’+a-1=2a; B*=p+1, B+p>—1=2p ifade de yerine
yazilirsa diizenlemeler yapildiginda aff = —1 oldugundan son ifade

d12k+3 -1 ﬁ12k+3 -1

2a + 2

1
— _E[_a12k+2 — pi2k+2 _ o _ ]

1 1
— E [a12k+2 + 312k+2 + 1] — E(lek"'z + 1)

Ozdeslik 3°de n = 6k + 1 alinirsa

! i 1 Laeers
E(L12k+2 +1) = Z () Lyi— _ Z23(6k+1)

2 L
0<ij=4k 6k+1

n = 4k oldugundan
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bulunur.

n = 4k + 3, k € Z icin Binet formiilii yapildiginda

2 (;)L”"': 2. <;>L2i-f: 2. <ji')(a2i‘f+ﬁ2i‘j)

0<i,jsn 0<i,j<4k+3 0<i,j<4k+3
i o i o
0<i,j<4k+3 J 0<i,j<4k+3 J

Lemma 3.1.1° den son ifade

(a+a2)4k+4—1+(ﬁ+ﬁ2)‘”‘+4—1
a+a?-1 g+p%-1

seklindedir. a ve B, x2 — x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
at=a+1,a’+a—-1=2a; p>=B+1, B+ p*—1=2p ifade de yerine

yazilirsa, gerekli diizenlemeler yapildiginda aff = —1 oldugundan son ifade

12k+12 _ q B12k+12 -1

2a + 2

a

1
= —E[_a12k+11 _ B12k+11 —a— ﬁ]

1 1
= 2 [@?2+11 4 pL2#+Il 1] = 2 (L12k+11 + L1)

Ozdeslik 6 den m = 6k + 5,n = 6k + 6 alinirsa

i 1
Z <]> Ly;i_; =§5F6k+5F6k+6

0<i,j<n

n = 4k + 3 oldugundan

i 1
<j> Lyij = 5 S5F3n+1F3m+1)

0sij<n 2 2
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bulunur.

n =4k +1 ven = 4k + 2 durumlar i¢in de ispat benzer sekildedir.

6. Esitligin sol tarafi i¢in Binet formiilii ve toplam formiilii 6zellikleri

kullanildiginda
I: i 1 5 . .
Z () Liat+3)i-j = z () (a(4t+3)l—1 + ﬁ(4t+3)l—])
0<i,jsn J 0<i,jsn J

_ Z (l:)a(4t+3)i—j+ Z (l..)ﬁ(4t+3)i—j
J J

0<i,jsn 0<i,jsn
Lemma 3.1.1° den son ifade

(a4t+2 + a4t+3)n+1 -1 (ﬁ4t+2 + ﬁ4t+3)n+1 -1
a4t+2 + a4t+3 -1 ﬁ4t+2 + B4t+3 -1

a ve B, x> —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin k&kleri oldugundan

attt? 4 qitt3 = gAtta, pAt+2 4 p4t+3 — R4+ fade de yerine yazilirsa, son ifade

qBtrHm+1) _ q ’B(4t+4)(n+1) -1

aét+d) — 1 + ﬂ(4t+4) -1

(ﬁ4(t+1) _ 1)(a4(t+1)(n+1) _ 1) + (a4(t+1) _ 1)(34—(t+1)(n+1) _ 1)
= (a4(t+1) —_ 1)(34(”1) _ 1)

1
= QD GA(EH]) — At — ga(t+) § 1

X ['84(t+1)a4(t+1)(n+1) _ 34(t+1) _ a4(t+1)(n+1) +1+ a4(t+1)ﬁ4(t+1)("+1)
_a,4(t+1) _ 34(t+1)(n+1) + 1]

a(4t+1)n _ ﬁ4(t+1) _ a(4t+1)(n+1) +14 ﬁ(4t+1)n _ a4(t+1) _ ,8(4”'1)" +1

2 = Lygtsy
Lemma 4.1.1 ve Ozdeslik 8 den son ifade
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—Lyt+1)n T Lacernr1) T Laer) — 2

L4t+2 -2

Lo+ nFac+1) (1) Faes2

2
F2t+2

olup buradan

i) Lont+ v Faane+1)
L L= (t+-1)
Z (] (at+3)i-j FZ(t+1)

0<i,j<n
bulunur.
4.2. Alterne Binomiyel Cift Toplamlar

Bu béliimde, bir 6nceki kisimda verilen toplamlarin alterne benzerleri detayli bir

sekilde hesaplanacaktir.
4.2.1. (—1)' Katsayih Cift Toplamlar

Teorem 4.2.1.1. [19] Negatif olmayan her t tamsayisi igin asagidakiler dogrudur.

1.
[ ; (_1)nL(2t+1) F2t+1 +1
Z () (_1)1L4ti+j = F ak ot
0L J 2t+1
<i,j<n
2.
(LanLzn+2 + 2, n = 0 (mod 4)
2 2
. L3n-1L , n =1 (mod 4
() iz, = EX F 5 :
— \J e 2 5F3nF3n+2 +2, n =2 (mod4)
0<i,jsn 2 2
S5F3n-1F3m+1), n = 3 (mod 4)
\ T2 2
3.

: : <>( )i 4t+2 = ( ) { ( ) ( Y(n+1) , (;lft
. 1 1,( Yitj - 2n(t+1)~2(t+1 + n
]

L 5F. F , n tek
057 j<n 2t+1 2n(t+1) 2(t+1)(n+1)
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2 (l> (—1)'Ligrs) _ (D"LatrpaFeirnyme
) 4t+1)i—j —
J

F.
0<ij<n 2t+1

5.
L3nL3n+2 + 2, n = 0 (mod 4)
2 2
) L3n-1L3m+1), n =1 (mod 4)
(l> (—1)iLy, = D] = e
L \j 2ty 2 5F3nFsns2 +2, n=2(mod4)
0<i,jsn 2 2
5F3n—1F3(n+1), n=3 (mod 4)
\ 2 Tz
6.
(i) (1) Logpamrs = =" {LZn(t+1)L2(t+1)(n+1)' n ift
o5n G T L BFananFagsnmeny,  ntek
Ispat:

1.  Esitligin sol tarafi icin Binet formiili ve toplam formiilii o6zellikleri

kullanildiginda
<l) (—1)1L4ti+j = () (_1)L(a,4tl+} + ﬁ4tl+})
0 J —d \]
<i,jsn 0<i,j<n

= Y (Yevas Y (e

0<i,jsn 0<i,jsn
Lemma 3.1.1° den son ifade

(_1)n(a4t + a4t+1)n+1 + 1 (_1)n(ﬁ4t +ﬁ4t+1)n+1 + 1
a4t + a4t+1 +1 ﬁ4t + B4-t+1 +1

seklindedir.
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a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan

att + qHttl = gtt2 pAt 4 pAttl = A2 jfade de yerine yazilir ve diizenlemeler

yapilirsa @8 = —1 oldugundan son ifade

(_1)na(4t+2)(n+1) +1 (_1)nﬁ(4t+2)(n+1) +1
a’tt2 41 t pA+2 41

= (-1" [(

ﬁ4t+2 4+ 1)(a(4t+2)(n+1) + 1) + (a(4-t+2) 1+ 1)(3(4t+2)(n+1) + 1)
(a4t+2 + 1)(ﬁ4t+2 + 1)

ﬁ4t+2 + 1)(a(4t+2)(n+1) + 1) + (a4—t+2 + 1)(ﬁ(4t+2)(n+1) + 1)
(a4-t+2 + 1)(ﬂ4t+2 + 1)

= (1" [(

D"

a4t+234t+2 + a4t+2 + B4t+2 +1

% [’34t+2a(4t+2)(2k+1) +B4t+2 + a(4t+2)(2k+1) +1 +a4t+2’3(4t+2)(2k+1)

+a4t+2 +ﬂ(4—t+2)(2k+1) + 1]

Lemma 4.1.1 ve Ozdeslik 8’ den son ifade

(-1)" Laaty2yn + Laaer2yner) + Lacrz + 2]

Lytyr +2

_ (_1)nL(2t+1)nF(2t+1)(n+1)F2t+1

2
F2t+1

olup buradan

Z <l)( 1)iL _ (_1)nL(2t+1)nF(2t+1)(n+1)
) ati+j =
J

F.
0<ij<n 2t+1

elde edilir.

2. Toplam ifadesi n nin mod 4’¢ gore olusan tim durumlari igin ayr1 ayri

incelenmelidir.
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n =4k + 1, k € Zi¢in Binet formiilii ve toplam formiilii 6zellikleri kullan1ldiginda

z (;) (—1)'Liy;

0<i,jsn
; i
= z <.>(—1) Lij
0<i,j<4k+1
[ L .
0<i,j<4k+1
[ Lo i o
5 (e 3 (Jeo
0<i,j<4k+1 J 0<i,j<4k+1 J

= Z (%)(—1)1'0{”1' + z (;)(—1)i,8i+j

0<i,j<4k+1 0<i,j<4k+1

Lemma 3.1.1° den son ifade

(_1)4k+1

(a+a2)4k+2 -1 (,B+,82)4k+2—1
a+a?+1 f+p%+1 l

ave B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan

a’+a+1=2a? P>+ P +1=2p% ifade de yerine yazilirsa, aff = —1 olup

gerekli diizenlemeler yapildiginda son ifade

12k+6 __ 1 312k+6 -1

-1 4k+1
(=1) 2a? + 232

(_1)4k+1

(_1)4k+1
= ————[a®?k** 4 g2kt — g2 — p?] = s (L12k+a — L2)

2

Ozdeslik 5’tem = 6k + 1, n = 6k + 3 alinirsa

i .
() (=D'Liy;
osifZak+1 J
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(__1)4k+1

2 (L6k+1L6k+3)

n = 4k + 1 oldugundan

Z (l) (1)L, =# (L$L%)

0<i,j<n
bulunur.

n =4k + 2, k € Z i¢in Binet formiilii uygulandiginda

Z (;) (=1L

0<i,j<n

= Z (i-)(_l)iLHj

0<i,j<4k+2

= > (v + g

0<i,js4k+2

= Z <]i.)(—1)iai+f+ Z (Ji.)(—l)iﬁiﬂ

0s<i,j<4k+2 0<i,j<4k+2

- Y (Jevars Y (e

0<i,j<4k+2 0<i,j<4k+2

Lemma 3.1.1° den son ifade

) k2 (a_+ a2)4k+3 +1 (ﬁ +_BZ)4k+3_+ 1
D l a+a?+1 p+p%+1 l

ave B, x?— x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
a’+a+1=2a?% B?+p+1=2pB% ifade de yerine yazilirsa ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa son ifade
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a12k+9 +1 N ’812k+9 +1

-1 4k+2
1) 2a? 232
(__1)4k+2
— [a12k+7 +,812k+7 + aZ +'BZ]
2
(__1)4k+2
= ik + L)
(_1)4k+2
=T (Lizk+7 + L1+ 2)

Ozdeslik 6 denm = 6k + 3, n = 6k + 4 alinirsa

(__1)4k+2

(L) (DL = >

0<i,j=4k+2

(5Fsk+3Fek+a +2)

n = 4k + 2 oldugundan

i . (—-1)"
Z <) (=1)'Lyy; =T(5F3_nF3n+2 +2)
0<i,j<n 2 2

elde edilir.

n = 4k ve n = 4k + 3 degerleri i¢in de benzer sekilde ispat yapilir.
3. Esitligin sol tarafi i¢in Binet formiilii ve toplam formiilii 6zellikleri

kullanildiginda n = 2k + 1 igin

Z <]l> (=1)'Lars2yivj

0<i,jsn

_ z (]l) (—1)i(@@t+Dig) 4 pt+Digi)

0<i,jsn
_ Z (‘) (—1)iaGt+Dig 4 Z (l> (—1)ipUat+2igi
osi a1 Y osii=ake1 7

Lemma 3.1.1° den son ifade
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(_1)2k+1(a4t+2 + a4t+3)2k+2 +1 (_1)2k+1(ﬁ4t+2 +ﬁ4t+3)2k+2 +1
a4t+2 + a4t+3 +1 ﬁ4t+2 + :B4t+3 +1

ave B, x?—x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
attt? 4 qitt3 = gAtte; patt2 4 pAt+s — pAtH jfade de yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa son ifade

_a(4t+4)(2k+2) +1 —,B(4t+4)(2k+2) +1
a4—t+4 +1 + 'B4t+4- +1

(,84t+4 + 1)(_a(4t+4—)(2k+1) 1+ 1) 1+ (a4t+4 + 1)(—ﬁ(4t+4)(2k+1) + 1)
- (a4t+4 + 1)(ﬁ4t+4 +1)

1
= QD RA(EHD) — ga(t+]) — gae+) 1

% [_34(t+1)a4(t+1)(2k+1) + B4(t+1) _ a,4(t+1)(2k+1) +1
_a4(t+1)'84(t+1)(2k+1) 1+ a4(t+1) _ B4(t+1)(n+1) + 1]

_a(4t+1)2k + ,84(t+1) _ a(4t+1)(2k+1) _ 'B(4t+1)2k + a4(t+1) _ 'B(4t+1)2k +2

24 Lys)

Lemma 4.1.1 ve Ozdeslik 7’ den son ifade

—Lyt+1)2k — Lagervy i) T Lagsy T2
Lytyp +2

_ 5F2(t+1)nF2(t+1)(n+1)L2t+2

L z
2t+2
0|Up buradan

2 (l) (—1)iL( ) _ (_1)n5F(2t+2)(n+1)F(2t+2)n
. 4t+2)i+j =
J

L2t+2

0<i,jsn
bulunur.

n = 2k i¢in de ispat benzer sekildedir.
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4.  Esitligin sol tarafi i¢cin Binet formiili ve toplam formilii o6zellikleri

kullanildiginda

Z (;) (_1)il‘(4t+1)i_j

0<i,jsn

_ Z <l) (—1)i(a@t+Di=J 4 glatsDi-jy
J

0<i,js<n
_ 2 <l) (—1)igt+Di-j 4 Z (l) (—1)iplat+Di=j
0<i,jsn J 0<i,jsn J

Lemma 3.1.1° den son ifade

(_1)n(a4t + a4t+1)n+1 + 1 (_1)n('84t +ﬁ4t+1)n+1 + 1
a4t + a4t+1 + 1 '841_“ + ‘B4t+1 + 1

a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kdkleri oldugundan
att + it = gt pat 4 pAtHL — pA+2 ifade de yerine yazilirsa ve aff = —1
olup gerekli diizenlemeler yapildiginda son ifade

(_1)na(4t+2)(n+1) +1 (_1)nﬁ(4t+2)(n+1) +1
a4t+2 +1 ﬁ4t+2 +1

(’34t+2 + 1)(a(4t+2)(n+1) + 1) + (a(4t+2) + 1)('8(4t+2)(n+1) + 1)

=(=D" (@2 + 1)(B42 + 1)

1
= QHTY2GALTZ o qalt+2 4 GAL+Z 1 |

x [’84t+2a(4t+2)(n+1) +ﬁ4t+2 + qUt+)(+D) 4 q +a4t+2'3(4t+2)(n+1)

+a4-t+2 +ﬁ(4t+2)(7’l+1) + 1]

a(4t+2)2k+,34t+2 + a(4t+2)(2k+1) +1+B(4t+2)2k+a4t+2 +,8(4t+2)(2k+1)+1

= (-1)"
2 + L4t+2

seklindedir. Lemma 4.1.1 ve Ozdeslik 8 den son ifade
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=" [L(4t+2)n + Lat+2y(ne1) T Lagsz + 2]
Lyso +2
olup bdylece
L i (_1)nL(2t+1) F2t+1( +1)
Z () (_1)1L(4t+1)i—j = n )
0<i,j J F2t+1

<i,j<n

bulunur.

5. Toplam ifadesi n nin mod 4’e gore olusan tiim durumlari i¢in ayr1 ayri

incelenmelidir.

n =4k, k € Z i¢in Binet formiilii uygulandiginda

Z (ji')(_l)iLZi—fz Z (;-)(_1)iL2i—j

0<i,j<n 0<i,j<4k

() i@t + g2

0<i,j=4k

= Z (;)(—1)ia2i‘f+ Z <;>(—1)i32i—j

0<i,j=4k 0<i,j<4k

Lemma 3.1.1° den son ifade

(CZ + 0(2)4k+1 +1 (,B +,32)4k+1 + 1]

(_1)4k[ a+at+1 B+p*+1

a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan

a’?+a+1=2a?% B*+ B + 1= 2% ifade de yerine yazilirsa, son ifade

( 1)4k [a12k+3 +1 N ﬁ12k+3 + 1]

2a? 232

B (_1)4k

5 [a12k+1 +'312k+1 +a2 +32]
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(-1
2

(L12k+2 + L)

(—1)*
=T (Lizk42 + Ly +2)

Ozdeslik 5 denm = 6k, n = 6k + 1 alinirsa

' . —1)*
(l) (=1)'Lyy; =% (LekLer+1 +2)

0<i,j<4k

n = 4k oldugundan

z (;) (_1)iLi+j & (L3nL3n+2 + 2)

) > 3

bulunur.

n =4k + 3, k € Z igin Binet formiilii ve toplam formiilii 6zellikleri

kullanildiginda

Z (]l) (=1)'Ly; = Z (;) (=1)'Ly;—;

0<i,jsn 0<i,j<4k+3

i o i S
- 3 Qe 3 (e
0s<i,j<4k+3 J 0s<i,j<4k+3 J

Lemma 3.1.1° den son ifade

(_1)4k+3

(a+a2)4—k+4_1 (ﬁ+ﬂ2)4k+4_1
a+a?+1 p+p%2+1 l

a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
a’+a+1=2a? B?>+p+1=2p? ifade de yerine yazilip diizenlemeler

yapilirsa ¢ff = —1 oldugundan
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12k+12 _ q B12k+12 -1

a
-1 4k+3
1) 2a? + 232

(_1)4k+3

. [a12k+10 + '312k+10 —q?— ,82]

(_1)4k+3

2 (L12k+10 - LZ)

Lemma4.1.2dem = 6k + 4, n = 6k + 6 alinirsa

i ] (_1)4k+3
( ) (=D'Lyy; = — (5Fsk+aFer+6)

0<i,j<4k+3

n = 4k + 3 oldugundan

z (;) (=D)L =¥(5F3,112__1F@)

0<i,j<n
elde edilir.
Benzer sekilde n = 4k + 1 ven = 4k + 2 i¢in de ispat yapilir.

6. Esitlik i¢in Binet formiilii ve toplam formiilii 6zellikleri kullanildiginda

Z (;) (_l)iL(4t+3)i—j = Z (}l) (—1)i(a@t+3ig=i 4 pUt+3)ig=Jy

0<i,j<n 0<i,jsn

n = 2k ve Lemma 3.1.1° den son ifade
<l> (—1)iq@t+ig—i 4 Z (l) (—1)ipat+3)ig-i
0<i =2k o<iTzak I

B (_1)2k(a4t+2 + a4t+3)2k+1 +1 (—1)2k(,84t+2 + ﬁ4t+3)2k+1 +1
- att+2 4 g4t+3 41 ﬁ4t+2 + ﬁ4t+3 +1

avep, x? — x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan

attt? 4 qitt3 = gAtte, patt2 4 pAt+3 — R4t fade de yerine yazilirsa son ifade
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a(4t+4)(2k+1) +1 ﬁ(4t+4)(2k+1) +1
a4-t+4- +1 + ﬁ4t+4 + 1

(,B4t+4 + 1)(a(4t+4)(2k+1) + 1) + (a4t+4 + 1)(ﬁ(4t+4)(2k+1) + 1)
(Of4t+4 + 1)('84t+4 + 1)

1
= QHEHD Ra(EHD) 1 gD 4 aGEHD 4 |

X [ﬁ4(t+1)a4(t+1)(2k+1) +ﬁ4(t+1) + a4(t+1)(2k+1) +1 +a4(t+1)ﬁ4(t+1)(2k+1)
+a4(t+1) +ﬁ4(t+1)(2k+1) + 1]

a4(t+1)2k +ﬁ4(t+1) + a4(t+1)(2k+1) +2+ﬁ4(t+1)2k +a4(t+1) +ﬁ4(t+1)2k
24 Lysn

Lemma 4.1.2 ve Ozdeslik 7> den son ifade

L4(t+1)n + L4(t+1)(n+1) + L4(t+1) +2

L4t+4 -2

_ Lo+ 1ynLoe+1)(ne1)Lat+2

2
L2t+2
olup buradan

(i) (—1)iL( ) ( '1)nL(2t+2)(n+1)L(2t+2)n
: : ; 4t+3)i—j =
J

L
0<ij<n 2t42

bulunur.
n = 2k + 1 igin de ispat benzer sekildedir.
4.2.2. (—1) Katsayih Cift Toplamlar

Teorem 4.2.2.1. [19] Her t tamsayist i¢in asagidakiler dogrudur.

1 {L(Zt—l)nL(Zt—l)(n+1) ,  ngift

i .
) (=1)/L,,. ; =
050 j%n (J)( Vhatts = L SFaeaynFarnoen - ntek
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(SFnFn—2 + 2, n =0 (mod 4)

2 2
i Ln-3Ln+1, n =1 (mod4)
—1\J]. . =(=1\" 2 2
- (j>( DLy = (=17 Lnln—2 + 2, n = 2 (mod 4)
0<i,j<n z o
SFn-3Fn+1, n = 3 (mod 4)
\ T Tz
L 3n
3(22+1)
%, n = 0 (mod 4)
ny

L3n+1L3(n+1), n=1 (mod 4)

2 (i)( 1IL LD B
) (=1)Lg,; ==
J 2 F3(37"+1)

OsLjsn , n = 2 (mod 4)
F3n
S+
L5F3n+1F3(n+1)' n=3 (mod 4)
2 T2

[ : LotnFatms1)
2 () (=1 Leat+2)i-j =L (t+0)
J Fy

0<i,j<n

F
(T3

Fn+2
2

Ln+1ln+3, n =1 (mod4)

i )
-1, .= 2 2
z (j)( Wiy <Ls(n_+2

Z n = 2 (mod 4)

n =0 (mod 4)

)

2 2

\
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F 2, n =0 (mod 4)

2

=
i Ln+1ln+3, n=1(mod4)

VT — Z 2
Z (])( 1) LJ <L n+2
0si,jsn 37z _

I , n = 2 (mod 4)

n+2

2
kSFn—HFn—H’ n = 3 (mod 4)

2 2

(LanLan+z + 2,

2 2
Lan-1L3m+v),
2 -2

5F3nFan+z + 2,
2 2

Z (]l) (_1)jL(4t+1)i+j =

0<i,jsn

> () by =0

OSi,an

5F31’l—1F3(n+1),
\ = S5

LZt

(5FnFn— + 2,
2 7
Ln-3Lln+1,
2 2
Lnln—2 +2,
2 7
| SFn=3Fn+1,
2 2

4

42

ﬂ{LZtnLZt(,H_l)
5F2enf2e(n+1)

n =0 (mod 4)
n =1 (mod 4)
n = 2 (mod 4)
n = 3 (mod 4)

n cift

n tek
n = 0 (mod 4)
n =1 (mod 4)
n =2 (mod 4)
n = 3 (mod 4)



10.

Z (l> (—1)jL(4t i = (_1)nL(2t+1)nF(2t+1)(n+1)
: +3)i+j =
J

F.
0<ij<n 2t+1

0<i,j<n 0<i,j<n
Bu toplam iki ayri durum i¢inde ayr1 ayr1 incelenmelidir.

n = 2k igin ifadenin sol tarafi i¢in Binet formiilii ve Lemma 3.2.2.1° den son ifade

> (Jevatars Y () nprip

0<i,j<2k 0<i,j<2k

B ((l4t _ a4—t—1)2k+1 -1 (ﬁél»t _ ,84t—1)2k+1 -1
- att — g4t-1 1 + ﬁ4t _ B4t—1 -1

a ve B, x?> —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin k&kleri oldugundan
CZZ —a—-1=0 a4—t _ a4t—1 — a4t—2. ﬂz _ﬁ —1=0 '341,“ _ﬁél-t—l — ,84t—2
ve aff = —1 olup gerekli diizenlemeler yapildiginda son ifade

qAt-2)(2k+1) _ ﬂ(4t—2)(2k+1) -1

adt-2) — 1 + Bét-2) — 1

(,B4t_2 _ 1)(a(4t—2)(2k+1) _ 1) + ((Z4t_2 _ 1)(,8(4t_2)(2k+1) _ 1)
(a4t—2 — 1)([;4[‘—2 — 1)

1
= QA-2[A=2 _ gat-2 _ gat=2 y |

x [ﬁ4t—2a(4t—2)(2k+1) — gtz q@t=-2@2k+1) 4 1 4 a4t—2ﬁ(4t+2)(2k+1)

—a4t2 ﬁ(4t—2)(2k+1) +1]
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o (4t-2)2k _ pH-2 — a@t-2)2k+1) 4 1 4 '3(4t—2)2k _git2 B(4t—2)(2k+1) +1

2 — L4-t—2

Lemma 4.1.1 ve Ozdeslik 7° den son ifade

Lat-2)2k — Lat-2)(2k+1) — Lag—2 + 2
_L4t—2 + 2

_ Lat—1ynLee-1ym+Lat-1

Lyp_q?
2t-1
olup buradan

L - Loe—tmL e
z (]) (=1 Lagi—j = @t-Dn=Q@t-1)(n+1)

Los_
0<ij<n 2t=1

elde edilir.

Benzer sekilde n = 2k i¢inde ispat yapilir.

n = 4k, k € Z icin Binet formiilii ve toplam formiilii 6zellikleri kullanildiginda

> (oo,

0<i,j<n
_ [ PN
" A W
= > ()@ +p
0<i,j=4k
3 (evers 3 (s
0<i,j<4k 0<i,j<4k
3 (e 3 (e
0s<i,j<4k 0<i,j<4k

Lemma 3.2.2.1° den son ifade
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(CK _ 1)4k+1 -1 N (ﬁ _ 1)4k+1 -1
a—1-1 B—1-1

4k+1 4k
— (_1)4k+1 '8 - 1 + @ - 1
a—2 p—2

= (_1)4k+1[_l’4k—1 — 3]
Ozdeslik 6’de m = 2k, n = 2k — 1 alinirsa

N — 1)
(l> (=1L Z% (5FyFo—1 + 2)

0<i,j<4k

n = 4k oldugundan

zg (D(—lyLFjZC—DnGW§5%2+2)

0<i,j<n
olur.

n =4k + 3, k € Zicin Binet formiilii ve toplam formiilii 6zellikleri kullanildiginda

¥ ()

0<i,j<n

3 (e

0si,j=ak+3
= > (@ s

0si,j=ak+3
3 (v 3 (Yo
0si,j=4k+3 0<i,j=4k+3
5 (e 3 (o
0<i,j=4k+3 0si,j=4k+3

Lemma 3.2.2.1° den son ifade
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(0( _ 1)4k+4 -1 N (ﬁ _ 1)4k+4— -1
a—1-1 B—1-1

ﬁ4k+4 -1 N (l4k+4 -1
 a-=2 g -2

'B4k+4 -1 a,4k+4- -1

a—2 * p—2

= [_L4k+2+L2]
= (—1)4k+3(L4k+2_L2)
Ozdeslik 6’dam = 2k, n = 2k + 2 alinirsa

. . -1 4k+3
() Ly =T GhaiFana)

0<i,j<4k

n = 4k + 3 oldugundan

> () DLy = (1" GFasFas)

0<i,jsn
elde edilir.

n =4k + 1 ven = 4k + 2 i¢in de ispat benzer sekildedir.

n =4k + 1, k € Zi¢in Binet formiilii ve toplam formdilii 6zellikleri kullanildiginda

z (;) (—1)/Ls;—j = Z (-1)/ (;) Lsi_;

0<i,j<n 0<i,js4k+1
i C e .
= > ()i s g
0<i,j<4k+1 J
i oL [ oL
= ) (Jevess ) (Jense
0<i,j<4k+1 J 0<i,j<4k+1 J
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Lemma 3.2.2.1° den son ifade

(a5 _ a4—)4k+1 -1 N (BS _ ﬁ4)4k+1 -1
as_a4_1 ﬁs_ﬁ4_1

ave B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
a’—a*=ad a®—-1=2a,B°—-p*=p3 p3-1=28, af = —1 olup gerekKli

diizenlemeler yapildiginda son ifade

12k+6 _ q ﬁ12k+6 1

2a + 2

a

1
= _E [_a12k+5 — ﬁ12k+5 —q— ﬁ]

1 1
=5 [@?2K*5 4 pr2k+s 4 1] = E(L12k+5 + L)

Ozdeslik 5’te m = 6k + 2,n = 6k + 3 alinirsa

i 1
Z (]) Lsi-j =5 Lek+2Lek+3

0<i,j<n

n = 4k + 1 oldugundan

i 1
Le;_; ==L L
(]) 5i—j 2 3n2+1 3(TLZ+1)

bulunur.

n =4k + 2, k € Zi¢in Binet formiilii ve toplam formiilii 6zellikleri kullanildiginda

> ()= 3 ()

0<i,jsn 0<i,j<4k+2

() 1@t + oty

0<i,j<4k+2
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> (e 3 (v

0s<i,j<4k+2 0<i,js4k+2

Lemma 3.2.2.1° den son ifade

(d + d2)4k+3 -1 (ﬁ +ﬁ2)4k+3 -1
a+a?-1 p+p*—1

a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kdkleri oldugundan
a’—a*=ad a®—-1=2a,B°—-p*=p3 p3-1=28, af = —1 olup gerekKli
diizenlemeler yapildiginda son ifade

a12k+8 -1 ﬁ12k+8 -1

2a + 2

1
= _E [_a12k+8 _ 312k+8 —a— B]

— %[a12k+8 + [12k+8 4 q]

1
=5 (Li2k+s + 1)

Ozdeslik 4’te n = 6k + 4 alinirsa

i) _ 1 F3(6k+4)
NLlsi—j =5—F—
o< 724k J 2 Ferra
n = 4k + 2 oldugundan
Z (i)L 1F3(37"+1)
NLlsi—j =5—F——
o<i 2k Y 2 F37”+1

elde edilir. n = 4k ve n = 4k + 3 i¢in de ispat benzer sekildedir.

4. Esitligin sol tarafinda Binet formiilii ve toplam formiilii 6zellikleri kullanildiginda
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Z (;) (=1) Liagr2yi-j = Z (}l) (—1)) (a@+Di= 4 plat+2)i-j)

0<i,j<n 0<i,j<n

= Z (Jl) (1) @Ut+Di=T 4 z (}l) (—1)/ gl

0<i,jsn 0<i,jsn
Lemma 3.2.2.1° den son ifade

(a4t+2 _ a4t+1)n+1 -1 (ﬁ4t+2 _ ﬁ4t+1)n+1 -1

+
a4t+2 — a4t+1 -1 ﬁ4t+2 — ﬁ4t+1 -1

a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri ve

4t+2 4t+1 _ ,,4t. 4t+2 4t+1
- =a; ﬁ _.B

a a = B* oldugundan diizenlemeler yapildiginda

af = —1 oldugundan son ifade

gdtm+1) _q B4t(n+1) -1

a4-t_1 + '34t_1

(ﬁél—t _ 1)(a4t(n+1) _ 1) 1+ (a4t _ 1)(ﬁ4t(n+1) _ 1)
@ =DE* - D

ﬁ4ta4t(n+1) _ '34t — g+ 4 q 4 a4tﬁ4t(n+1) — gt — 'B4t(n+1) +1

d4tﬁ4t — a4t — B4—t +1

B a4tn _ ﬁ4t _ a4t(n+1) +14+ ’34tn _ a4t _ ﬁ4tn +1
2 - L4-t

Lemma 3.1.1 ve Ozdeslik 8’ den son ifade

—Lat+1)n + Lagn — Lae + 2
_L4-t + 2

_ LotnFottneyFat
Fp?

olup boylece
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L - LotnFatm1)
> () D ey =22 (2 0)
J 2t

0<i,j<n

bulunur.

5. Toplam ifadesi n nin mod 4’e gore olusan tiim durumlart i¢in ayr1 ayri

incelenmelidir.
n = 4k, k € Z icin Binet formiilii,toplam formiilii 6zellikleri ve Lemma 3.2.2.1

kullanildiginda

> (Jevinsm 3 ()t

0<i,j<n 0<i,j<4k

() 1@ + g2y

0<i,j<4k

i o ; -
(1) o + | (=1)/ g3t
0<i,j<4k ( ) Osi,jzs4k (j)
(a3 _ 0(2)4k+1 -1 (,83 _ 32)4k+1 -1

a3 —a?2 -1 + 133_132_1

a ve B, x? — x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
a® —a? =a ; B2 — B? = B ifade de yerine yazilirsa aff = —1 olup gerekli

diizenlemeler yapildiginda

4k+1 _ 1 B4k+1 -1

—B + —a

a

[a4k+2 +ﬁ4k+2 + a +ﬁ]

N| =

[a4k+2 +ﬁ4k+2 + 1]

N| =

1
=5 (Lags2 + 1)
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Ozdeslik 4> den

Z <i>L. _1Fak
j) 3T T2 Fopaq

0<i,j<4k
n = 4k oldugundan
5 (e p
= \j) T Faao
0<i,j<4k o

bulunur.

n=4k +1, n =4k + 2 ven = 4k + 3 igin de ispatlar benzer sekildedir.

6. Toplam ifadesi n nin mod 4’e gore olusan tiim durumlari i¢in ayr1 ayr1
incelenmelidir.

n =4k, k € Zi¢in Binet formiilii, toplam formiilii 6zellikleri ve Lemma 3.2.2.1
kullanildiginda

Y, (Jevn= 3 (e

0<i,j<n 0<i,j<4k

PISICEYD

0<i,j<4k

[ o i o

- 3 (ewe 3 (o
0<i,j<4k 0<i,j<4k J

(1 _ a)4k+1 -1 N (1 _ ﬁ)4k+1 -1
1-a—1 1--1

'34k+1 -1 a**t1_1

—a —B

1
— E [a4k+2 + ﬁ4k+2 —a - ﬁ]
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%[a4k+2 + ﬁ4k+2 _ 1]

= (Lak+2— 1)
Ozdeslik 4’te n = 2k + 1 alinirsa

I , F32k+1)
)y, =Py
0<i,j<4k 2k+1

n = 4k oldugundan

elde edilir.

n =4k + 3, k € Z igin Binet formiilii, toplam formiilii 6zellikleri ve Lemma 3.2.2.1

kullanildiginda
i ) [ . [ S .
Y ()ev= > (eviy= Y (Jewie +p9
0s<i,jsn J 0<i,j<4k+3 J 0<i,j<4k+3 J
[ o i o
- 3 Qe 3 (Jeow
0si,j<4k+3 0si,j<4k+3 J

B (1—6¥)4k+4—1+(1—ﬁ)4k+4—1
 1-a-1 1-8-1

ﬁ4k+4 -1 a4—k+4 -1
= 2 _IB
— a4—k+5 + ,84k+5 —a— B
4k+5 + ﬁ4k+5 _ 1

=a

= Lygqs — Ly
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Ozdeslik 6’dam = 2k + 2,n = 2k + 3 alinirsa

i .
z (1) (_1)]Lj =5F k42 2143

0<i,j<n

n = 4k + 3 oldugundan

[ .
D, ()DL =5 FunFass

0<ij<n 2 2
bulunur.

n =4k + 1, n =4k + 2 i¢in de ispatlar benzer sekildedir.
7. Toplam ifadesi n nin mod 4’e gore olusan tiim durumlari i¢in ayr1 ayri
incelenmelidir.

n =4k + 1, k € Z i¢in Binet formiilii ve toplam formiilii 6zellikleri kullanildiginda

Z (;) (—1)jL4i+j = Z (;) (_1)jL4i+j

0<i,jsn 0<i,j<4k+1

_ Z (;) (—1)J (] + gHi+)

0s<i,js4k+1

- % Qewmer 3 (e

0<i,j<4k+1 0<i,j<4k+1
Lemma 3.2.2.1° den son ifade

(CZ4 _ a5)4k+2 -1 N (,34 _ ,35)4k+2 -1
a4_a5_1 ﬁ4_ﬁs_1

a12k+6 -1 ,812k+6 -1

T a1 * -p3-1
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a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
a’ —a*=ad, —a®—1=2a?%, B°—p*=p3 —p3—1=2p2% ifade de yerine

yazilirsa, aff = —1 olup gerekli diizenlemeler yapildiginda son ifade

ql2k+6 _ 1 glak+e _q
+
—2a? _2'32
(—1) [al2k+6 — 1 pgizk+6 _q
-~ o2 + 32

(_1)4k+1
= o [lagirs — L)
Ozdeslik 5’tem = 6k + 1, n = 6k + 3 alinirsa

(_1)4k+1

i )
() (_1)]L4i+j = T (Lek+1Lek+3)

0<i,js4k+1

n = 4k + 1 oldugundan

Z (]l) (—1)Lyiyj = (—Tl)" (Lg’nz—_lL@)

0<i,jsn
bulunur.

n =4k, n = 4k + 2 ve n = 4k + 3 iginde ispat benzer sekildedir.

8. n = 2k i¢in ifadenin sol tarafinda Binet formiilii ve Lemma 3.2.2.1

kullanildiginda

Z (;) (=1 Laernyivj = Z (Jl) (1)) (@@t Dig) 4 pUt+Dip)y

0<i,jsn 0<i,j<n

= Y ()eatra s Y (;)(—1)%(4””%"

0<i,j<2k 0<i,j<2k
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(0(4t+1 _ a4t+2)2k+1 -1 (ﬁ4t+1 _ ﬁ4t+2)2k+1 -1

+
a4t+1 — a4t+2 -1 ﬁ4t+1 — ﬁ4t+2 -1

ave B, x?—x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
attt? — qtttl = git, pAt+Z 4 pAt+3 — At ifade de yerine yazilirsa, aff = —1
olup gerekli diizenlemeler yapildiginda son ifade

— itk _ g _ﬁ4t(2k+1) -1

_a4t -1 + _’34-1.“ -1

B (_ﬁ4t _ 1)(_a4t(2k+1) _ 1) 1+ (_a4-t _ 1)(—ﬁ4t(2k+1) _ 1)
i} (= DA D

,B‘“a‘”@k“) + ,84t + a4t(2k+1) +1+ a4t‘84t(2k+1) + a4t + ﬁ4t(2k+1) +1
(Z4tﬁ4t + a4t + 'B4t +1

a4t2k +ﬁ4t + a4t(2k+1) + 1 +ﬁ4t2k +a4t +ﬁ4t(2k+1) + 1
2+ Lo,

Lemma 4.1.2 ve Ozdeslik 7’ den son ifade

Lyatok + Larzks1) + Lae + 2

_ LotnLatczk+1) L2t
Ly.”

olup buradan

i - (=D "LaenLotn+1)
2 () (_1)]L(4t+1)i+j = Ln .
J 2t

0<i,j<n
bulunur.

n = 2k + 1 icin de benzer sekilde ispat yapulir.

9. Toplam ifadesi n nin mod 4’¢ gore olusan tiim durumlari i¢in ayr1 ayri
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incelenmelidir.
n = 4k, k € Z i¢in Binet formiilii, toplam formiilii 6zellikleri ve Lemma 3.2.2.1
kullanildiginda

2 (;) (_1)jL2i+j = Z (]l) (_1)jL2i+j

0<i,j<n 0<i,j<4k

_ Z (;>(_1)j(a2i+j+'82i+j)

0<i,j<4k

< 3 (ewens 3 (evm

0<i,j<4k 0<i,j<4k

- 3 (v 3, o)

0<i,j=4k 0<i,j<4k

_ (az _ a3)4k+2 -1 N (,82 _ ,83)4k+2 -1
a2 — a3 -1 ,82_,83_1

a ve B, x?> —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin k&kleri oldugundan
a’ —a?=a ; 3 — p? = B ifade de yerine yazilirsa, aff = —1 olup gerekli
diizenlemeler yapildiginda son ifade

a4k+2 -1 ﬁ4k+2 -1
—a—1 * - -1

= (—1)***2[Ly — 3]
= (_1)4k+2(L4k — L — 2)
Ozdeslik 6’dam = 2k — 1, n = 2k alinirsa

N — 1)
<l> (=1 Ly =% (5FFop-1 +2)

0<i,j<4k

n = 4k oldugundan
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D (;) (=1 Lyisj = (~1)"(5FnFn-2 +2)

0<i,j<n
elde edilir.

n=4k+1, n=4k+ 2 ven = 4k + 3 i¢in de ispat benzer sekilde yapilir.

10.

Z (;) (1) Lats3yivj = Z (jl) (1)) (@+it] 4 glt+3)it)y

0<i,j<n 0<i,j<n

_ Z (;) (—1)) U+t 4 Z (;) (—1)] plat+3)i+j

0<i,j<n 0<i,j<n

Lemma 3.2.2.1° den son ifade

(0{4t+3 _ a4t+4—)n+1 -1 (,B4t+3 _ '34t+4)n+1 -1

+
a4t+3 — a4-t+4— -1 ﬁ4t+3 — :84t+4 -1

a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan

4t+4 __ ,4t+3 4t+2; B4t+4 _ ﬁ4t+3 — B4t+2

a a = «a ifade de yerine yazilirsa,

af = —1 olup gerekli diizenlemeler yapildiginda son ifade

gD+ _ 1 pat2)at(n+) _ q
(D™ +

_a4t+2 -1 _ﬁ4t+2 -1

~(—1n (= BA+2 — 1) (@Ut+DM+D) _ 1) 4 (—g¥t+2 — 1)(BA+DM+D) _ 1)]
= _ (_a4t+2 — 1)(_'34t+2 — 1)

B Iy '(_'84t+2 _ 1)(a(4t+2)(n+1) _ 1) + (—0(4t+2 _ 1)(‘8(4t+2)(n+1) _ 1)'
- (_ ) _ (_a4t+2 _ 1)(—[34”2 — 1)
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D"

(X4t+2,34t+2 — a4t+2 — lB4t+2 +1

% [—ﬁ4t+2a(4t+2)("+1) 4+ '34t+2 _ a(4t+2)("+1) +1— 0(4”2,8(4”2)(""'1)
_a4t+2 _ ’3(4t+2)(n+1) + 1]
Lemma 4.1.1 ve Ozdeslik 8 den son ifade

—Leat+2yn — Lat+2)(n+1) + Laesr) + 2
—Lyryp +2

_ LetrynFeen e Faes1

2
F2t+1
olup buradan

z : (l) (1) Lisermyin; = (—D"Lze+nF2t+1)m+1)
. 4t+3)i+] —
J

F.
0<ij<n 2t+1

bulunur.
4.2.3. (—1)" Katsayih Cift Toplamlar

Teorem 4.2.3.1 [19] Her t tamsayisi i¢in asagidakiler dogrudur.

Z <l> (—D)"™ Ly = D arnnfer-nme
j —

|
0l <n 2t-1

58



F
(7343

Frn+2
2

)

)
Ln+2
2

\ T 2

n = 0 (mod 4)

Ln+1ln+3,  n =1 (mod4)

i) . > >
Z ( (_1)l+]L._.:<
J - Ls("TJ’Z)

0<i,j<n

n = 2 (mod 4)

5Fn_+1Fn_+3, n=3 (mOd 4‘)

(LanL3n+2 + 2, n = 0 (mod 4)
2 "2
. 1) L3n-1L3n+1), n =1 (mod 4)
<l> (—1)"*Lg;_; =Q< 2 2
— \J S 2 5F3nF3n+2 +2, n =2 (mod4)
0<i,jsn > 2
5F3n_1F3(n+1), n=3 (mod 4)
\ T2 T2
I i+] (D" (LatnLoensry »  mift
) CD T Laerai-; T L, (5F,,F n tek
04TTen J 2t 2tnl2t(n+1) »
(5FnFn—2 + 2, n = 0 (mod 4)
2 "2
i Ln-3Ln+1, n =1 (mod 4)
—_1\itj7_.. . =(—1\" 2 2
- <j>( D™ Lsi-j = (=D Lnln-2 + 2, n = 2 (mod 4)
0<i,jsn 2 T2
SFn-3Fn+1, n = 3 (mod 4)
\ 7

59



(SFnFn—2 + 2, n = 0 (mod 4)

2 2
i Ln-3Ln+1, n =1 (mod 4)
—1\iti] . = (—1\n 2 2
L (j)( DL =(=1) <LELn_2+2, n = 2 (mod 4)
<i,jsn Z T3
)
(L 3n
335441
Lz ), n = 0 (mod 4)
S
i 1 L3n+1L3(n+1), n=1 (mod 4)
_ =it
3, ()it 1
0<i,jsn J 3(7n+1)
T F , n = 2 (mod 4)
L
L5F3n+1F3(n+1), n = 3 (mod 4)
2 2z
L i LytnFarm+1
(5) DM Lagsayiny =222 (e 2 0)
0<j<n J Fae
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F
(T D

Fn+2
2

, n = 0 (mod 4)

i Ln+1ln+s, n =1 (mod4)
(j) ()" Lyiyj =5 L 22

<j i< 3(77._"'2)
0stjsn 2~ n = 2 (mod 4)

Ln+2
2
S5Fn+1Fn+3, n =3 (mod 4)
\ Tz 2

10.
Z (l) (—1)i+jL = L{L(2t+1)nl'(2t+1)(n+1) , ngift
0STen ] (4t+3)i+j L2t+1 5F(2t+1)nF(2t+1)(n+1) , n tek
dir.
Ispat:

1. Esitligin sol tarafi i¢in Binet formiilii, toplam formiilleri ve Lemma 3.2.3.1

kullanildiginda

Z (;) (=)™ Ly

0<i,j<n
— Z () (_1)l+](a4tl—] +ﬁ4tl_1)
0<i,j<n J
_ Z (l..)(_l)i+ja4ti—j+ Z (i.)(_l)i+jﬁ4ti—j
0<i,jsn J 0<i,j<n J

B (a4t _ a4t—1)n+1 + 1 (ﬁ4t _ '84t—1)n+1 +1
- aft —g4t-1 41 ﬂ4t _ ﬁ4t—1 +1

avep, x? — x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
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att — gt = g2, pAt — pAt-1 = p4-2 ifade de yerine yazilirsa, af = —1

olup gerekli diizenlemeler yapildiginda son ifade

a(4t—2)(n+1) + 1 ﬁ(4t—2)(n+1) + 1
a4t—2 +1 + ﬁ4t—2 +1

B (ﬁ4t—2 + 1)(a(4t—2)(n+1) + 1) + (a4t—2 + 1)(ﬁ(4t—2)(n+1) + 1)
- (a*t=2 4+ 1)(p42 + 1)

B (ﬁ4t_2 + 1)(a(4t—2)(n+1) 1+ 1) 1+ (a4t—2 + 1)(3(4t—2)(n+1) + 1)
- (a4t—2 + 1)(ﬁ4t—2 +1)

1
= QHZRA2 _ qat-2 _ gat—2 4 |

x [ﬁ4t—2a(4t—2)(n+1) _ 341:—2 — gD+ 4 q 4 a4—t—2'B(4t—2)(n+1)

—qMt2 ﬁ(4t—2)(2k+1) +1]

a(4t—2)n+ﬁ4t—2 + a(4t—2)(n+1) + 1 +ﬁ(4t—2)n +a4—t—2 +ﬁ(4t—2)(n+1) + 1
24 Lyt_y

Lemma 4.1.2 ve Ozdeslik 8 den

Z (l) (—1)i+jL4—ti—j _ (_l)nL(Zt_l)nF(Zt—l)(n+1)

F_
0<ij<n 2t=1

bulunur.

2. Toplam ifadesi n nin mod 4’¢ gore olusan tim durumlart ig¢in ayri ayri

incelenmelidir.

n = 4k, k € Z ig¢in Binet formiili, toplam formiilii 6zellikleri ve Lemma 3.2.3.1

kullanildiginda

S (e S (e,

0<i,j<n 0<i,j<4k
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> () v + g

0<i,j<4k

i S i o

- 3 (evars 3 (enea
0<i,j<4k J 0<i,j<4k J

(a _ 1)4k+1 +1 N (ﬁ — 1)4—k+1 +1
a—1+1 B—1+1

_ﬁ4k+1 + 1 N _a4k+1 + 1
= . ﬂ

1

— E [a4k+2 + ﬁ4k+2 —a—p]
1

— E [a4k+2 + B4k+2 1]
1

= E (Lag+2 — 1)

Ozdeslik 4 ‘ten = 2k + 1 alinirsa

1Bk

i) o
(=D)L=
( 2 Py

0si,j<4k
n = 4k oldugundan

F
35D

[ s
DL .=

0<i,j<4k >

elde edilir.

n =4k + 1, k € Zi¢in Binet formiilii kullanildiginda
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> (v,

0<i,j<n

- S (o,

0<i,j=dk+1

- 3 (e

0<i,j<4k+1

= > () enH@ +p)

0<i,j=dk+1

- T (evras Y (e

0<i,js4k+1 0si,js4k+1
Lemma 3.2.3.1 den son ifade

(_1)4—k+1(a _ 1)4k+2 +1 (_1)4k+1(ﬂ _ 1)4—k+2 +1
a—1+1 p—1+1

_ﬁ4k+2 + 1 N _a4k+2 + 1
= . B

[a4k+3 + B4k+3 —a - B]

N| =

— %[a4k+3 + pk+3 1]

1
= E (Lag+s — 1)

= 5 (Lak+3 — L1)

Ozdeslik 5’te m = 2k + 1,n = 2k + 2 alinirsa

i .
Z (1) (_1)l+]Li—j =Loks1Lok+2

0<i,jsn
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n = 4k + 1 oldugundan

[ .
z () (—1)l+]Li_j =Ln+1Ln+3
J 2 2

0<i,j<n
bulunur.

Benzer sekilde n = 4k + 2 ve n = 4k + 3 igin de ispatlanir.

3. Toplam ifadesi n nin mod 4’e gore olusan tiim durumlari i¢in ayr1 ayri
incelenmelidir.

n =4k + 2, k € Z igin Binet formiilii,toplam formiilleri ve Lemma 3.2.3.1

kullanilirsa

(;) (—1D)"™/Ls;_;

0<i,j<n

= Z (i.)(—l)Hjle'—j

0<i,j<4k+2

= i _Ni+j (o 5i—] i
_OSL;IHZ(,)( 1)+ (@517 + g5i=iy

- Z <;)(_1)i+ja5i—j+ Z <;>(_1)i+jﬁsi—j

0s<i,j<4k+2 0<i,j<4k+2

= Z <i.>(_1)i+ja5i—j+ Z (_1)i+j<]i_)ﬂ5i-j

0si,j<4k+2 0<i,j<4k+2

(aS _ a4)4k+3 +1 N (ﬁS _ ﬁ4)4k+3 +1
a’ —a*t+1 B> —p*+1

a’—a*=ad a® =2a+1, B°—p*=p3 B3 =2p + 1 oldugundan son ifade

a12k+9 +1 B12k+9 +1
+
ad+1 p+1

65



a12k+9 +1 ﬁ12k+9 +1
2a+2 | 28+2

@B+ 2D)(@F+1)  (Qa+2)(BP +1)
 QRa+2)(2B+2) + Qa +2)(26 + 2)

2Ba12k+9+2,8+2+2a12k+9+2aﬁ12k+9+2a+2+2[312k+9
B 4af +4a + 4B + 4

_a12k+8 + ﬁ + 1 + a12k+9 _ ﬁ12k+8 + a + 1 + ﬁ12k+9
- 2a + 28

_ (_1)4k+2

> [Lizk+7 + L1 + 2]

Ozdeslik 6’dam = 6k + 3, n = 6k + 4 alinirsa

i i (__1)4k+2
> () D Laiy = GFaaFosa + 2

0<i,j<n

n = 4k + 2 oldugundan

> () 0oy = S GFanFan + 2

0<i,jsn
elde edilir.

n = 4k + 3, k € Z igin Binet formiilii,toplam formiilleri ve Lemma 3.2.3.1

kullanilirsa

(Jl) (=)™ Lg;_;

0<i,j<n
i P
= () (=D Lg;;
0<i j=ak+3
_ Z (l) (=1)1* (aSi=) + BSi))
osiZak+s J
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Z (;)(_1)i+ja5i—j+ Z <;>(_1)i+jﬁ5i—j

0<i,j=4k+3 0<i,j<4k+3
i e e v ..
= i (_1)l+1a51—1 + (_1)l+] . '351—}
0<i,j<ak+3 J 0<i,j<ak+3 J

(CZS _ a4)4—k+4 +1 N (ﬁs _ ,84)4k+4 +1
a’—a*+1 p>—p*+1

a’—a*=a? a® =2a+1, B°—p*=p3 B3 =2p + 1 oldugundan son ifade

a12k+12 +1 N ﬁ12k+12 +1
ad+1 p3+1

a12k+12 + 1 ﬁ12k+12 + 1
= T 2a+2z T 28+2

@B+ (@2 +1)  (2a+2)(BT2 +1)
T QRa+2)(2B+2) + a +2)(26 + 2)

2ﬁa12k+12 + 2,8 + 2+ 2a12k+12 + zaﬁ12k+12 +2a+ 2+ 2312k+12

B 4af +4a + 46 + 4

—d12k+11 + ,3 + 1 + a12k+12 _ ,812k+11 +a+ 1 + ,812k+12
- 2a + 28

(_1)4k+3
T [L12k+10 - LZ]

Ozdeslik 6’dam = 6k + 4, n = 6k + 6 alinirsa

i i (_1)4k+3
(5) D™ Lsiy = T SFaraFose)

0<i,j<4k+1

n = 4k + 3 oldugundan

i " (="
O (1) DLy = = (5Fani Fauin)
j 2 R

0<i,jsn
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bulunur.
n = 4k ve n = 4k + 1 icin de benzer sekilde ispat yapilir.

4. Bu toplam iki ayr1 durum iginde ayr1 ayri incelenmelidir:

i o
Z <]) (D" Lae+2yi-j

0<i,jsn

_ 2 <]l> (—1)i*) (@@t+Dig=J 4 glat+2)ig=)y

0<i,jsn
n = 2k igin ifadenin sol tarafinda Binet formiilii ve Lemma 3.2.3.1 kullanilirsa

son ifade

2 (;)(_1)i+ja(4t+2)ia_f+ Z (;)(_1)i+jﬁ(4t+1)i'8—j

0<i,j<2k 0<i,j<2k

_ (_1)4k(a4t+2 _ a4t+1)2k+1 +1 (_1)4k(ﬁ4t+2 _ 'B4t+1)2k+1 +1
- Qitt2 — gAt+l 41 ﬁ4t+2 _ '34t+1 +1

a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kdkleri oldugundan
attt? — qtttl = g4ty pAt+2 4 pAt+3 — B4t ifade de yerine yazildiginda aff = —1
olup gerekli diizenlemeler yapildiginda son ifade

a4—t(2k+1) +1 '34t(2k+1) +1
+
att +1 pr+1

B (ﬁ4t + 1)(a4t(2k+1) + 1) + (a4t + 1)(ﬂ4t(2k+1) + 1)
- (a* + 1)(B* +1)

_ﬁ4ta4t(2k+1) +ﬁ4t+ a4t(2k+1) + 1 +a4tﬁ4t(2k+1) +a4t+ﬁ4t(2k+1) + 1
- a4tﬁ4t + a4t + ﬁ‘l—t +1

at2k +‘B4t + a4t(2k+1) +1 +'84t2k +a4t+ﬁ4t(2k+1) +1
B 2+ Ly,
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Lemma 4.1.2 ve ozellik’ 7 den

i » LainLatn+1)
Z <) (=D Liars2)i-j =%
J 2t

0<i,js<n
bulunur.
n = 2k + 1 i¢in de ispat benzerdir.

5. Toplam ifadesi n nin mod 4’e gore olusan tiim durumlari i¢in ayr1 ayri

incelenmelidir.

n = 4k, k € Z i¢in Binet formiilii ve Lemma 3.2.3.1 kullanildiginda

5 (Y.

0<i,j<n

i L
= Z (.)(_1)l+1L3i—j
0<i =4k
— Z (.>(_1)l+](a3l—]+ﬁ3l—j)
o<tz J
_ z (l:)(_l)i+ja3i—j+ z (l:)(_l)i+jﬁ3i—j
o<tz J o<tz J
_ Z (l.')(_l)i+ja3i—j+ z (—1)i+i g3i-i
o<iiZak J 0<i j=4k

3 (_1)4k(a3 _ a2)4k+1 +1 (_1)4k(ﬁ3 _ ,82)4k+1 +1
B a3 —a?+1 B3 —p%+1

a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
a’ —a?=a ; B3 — B?=p ifade de yerine yazilirsa, aff = —1 olup gerekli

diizenlemeler yapildiginda son ifade
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a4k+1 +1 ,B4k+1 +1

_14k
D a+1 * p+1

B+ D@1 +1) (a+D(B*1+1)
@+ DB+ | @+rD@B+D

ﬁa‘l-k‘l‘l +ﬁ+1+a4k+1+aﬁ4k+1+a+1+ﬁ4k+1
af+a+pf+1

__a4k+ﬁ+1+a4k+1_ﬁ4k+a+1+ﬁ4—k+1

a+pf
= (=1)*[Lay—1 + 3]
Ozdeslik 6’dam = 2k, n = 2k — 1 alinirsa
i o (—1)%k
(1) DM Lsiy =5 GFarFarr + )

0<i,j<4k

n = 4k oldugundan

> () DM Lsiy = (D" SFaFazz + 2)
osen J z 2
elde edilir.

n = 4k + 3, k € Z i¢in Binet formiilii, toplam formiilii 6zellikleri ve Lemma 3.2.1.3

kullanildiginda

(]l) (=)™ Ly

0<i,jsn

i .
= Z () (=D Ls;_;
0<i,j<4k+3
— Z () (_1)l+](a3l—] +'33l—])
0<i,j<4k+3 J

70



Z (;)(_1)i+ja3i—j+ Z <;>(_1)i+jﬁ3i—j

0<i,j=4k+3 0<i,j<4k+3
= (_1)l+]a3l—1 + (_1)l+]’83l—]
0<i,j=4k+3 J 0<i,j<4k+3

_ (—1)4k+3(6¥3 _ a2)4k+4 +1 N (_1)4k+3(,83 _ '32)4-k+4- +1
a3—0{2+1 '83_'82+1

ave B, x?—x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan

a’—a?=a; B®— p? =P ifade de yerine yazilirsa, aff = —1 olup gerekKli

diizenlemeler yapildiginda son ifade

_a4k+4 + 1 _ﬁ4k+4— + 1
+
a+1 p+1

_B+HDEaYr + 1) (a+ D=+ 1)
(e + DB +D + (a+1)(B+1)

_Ba4k+4+ﬁ+1_a4k+4_aﬁ4k+4+a+1_ﬂ4k+4
B af+a+p+1

_a4k+3 +ﬁ+1_a4k+4+ﬁ4k+3+a+1_ﬁ4k+4
a+p

= (_1)4k+3[L4k+1 — 3]

(—D)**3[Lypyp—Lo]
Ozdeslik 6’dam = 2k, n = 2k + 2 alinirsa

(_1)4k+3

(l) (D)™ Ly ;= >

0<i,j=4k

(5F2kFak+2)

n = 4k + 3 oldugundan

Z (Jl) (- Ly = (1" (5Fn_3Fns1)

0<i,j<n
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bulunur.
n =4k +1ven = 4k + 2 icin de ispat benzer sekildedir.

6. Toplam ifadesi n nin mod 4’e gore olusan tiim durumlart i¢in ayr1 ayri

incelenmelidir.

n = 4k, k € Z i¢in Binet formiilii, toplam formiilleri ve Lemma 3.2.3.1

kullanildiginda son ifade

> ()

0<i,j<n

<l> (-D™L;

0<i,j<4k

() i + )

0<i,j<4k

B (_1)4k(1 _ a)4k+1 +1 N (_1)4k(1 _ '3)4k+1 +1

T—a+1 1-B+1
_ (_1)4k ﬁ‘l—k‘l‘l + 1 N a4k+1 + 1
p+1 a+1

(a+ DB +1) B+ D1 +1)
B+D@+D) | @+rD@+D

= (-1)*

aﬁ4k+1+a+1+ﬁ4k+1 +ﬁa4k+1 +ﬁ+1+a4k+1
B af+a+p+1

_ﬁ4k+1 +a+ 1 +ﬁ4k+4_a4k +ﬁ + 1 +a4k+1
B a+p

= (=D)*[Lyg—y — 3]
= (—1)4k(L4k—1 +1+ 2)
Ozdeslik 6 ‘dam = 2k, n = 2k — 1 alinirsa
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Z (;) (—1)i+ij — (—1)** (5FFop—1 + 2)

2
0<i,j<4k

n = 4k oldugundan
Z (l) (—D"™L; = (=1)"(5FnFn-2 + 2)
0<i,j<n J z 2

elde edilir.

n=4k+2, n=4k + 2, n = 4k + 3 i¢in de ispat benzerdir.

7. Toplam ifadesi n nin mod 4’e gore olusan tiim durumlart igin ayr1 ayri

incelenmelidir.

n =4k + 1, k € Z igin Binet formiilii, toplam formiilleri ve Lemma 3.2.3.1

kullanildiginda son ifade

Z (]l) (=1) Layirj

0<i,j<n

= Z <l> (_1)jL4ti+j

0<i,j=dk+1

— Z (l) (_1)j(a4ti+j + ﬁ4ti+j)
0<i,j<4k+1

= Z (;)(—1)"a4”+f+ Z <]i.>(—1)iﬁ4”+j

0<i,j<4k+1 0<i,j<4k+1

(a4t _ a‘““)‘”‘” +1 N (ﬁél»t _ 134t+1)4k+2 +1
alt — i+l +1 'B4t _ ﬁ4t+1 +1

ave B, x?— x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan

4t+1 _ 4t

a = "1, pat+l _ gt = p4t=1 jfade de yerine yazilirsa son ifade
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(_1)4-k+1(_a4-t—1)4-k+2 +1 (_1)4k+1(_ﬁ4t—1)4—k+2 +1
_a4t—1 + 1 + _ﬁ4t—1 + 1

(_ﬁ4t—1 + 1)(_a(4t—1)(4k+2) + 1) + (_a4—t—1 + 1)(_'8(4—t—1)(4k+2) + 1)
(_a4t—1 + 1)(_‘841,'—1 + 1)

(_B4t—1 + 1)(_a(4t—1)(4k+2) + 1) + (_a,4t—1 1+ 1)(—ﬁ(4t_1)(4k+2) + 1)
(_a4t—1 + 1)(_ﬁ4t—1 + 1)

Lemma 4.1.1° den

i "y 1
Z <]> (=D Lygiyj =§L3n+1L3(n+1)

0<ij<n 2 2
bulunur.

n =4k, n = 4k + 2 ven = 4k + 3 igin de benzer sekilde ispatlanir.

8. Esitligin sol tarafi i¢in Binet formiilii ve Lemma 3.2.3.1 kullanildiginda

[ i
Z (1) (_1) JL(4t+1)i+j

0<i,jsn

Z (l> (=1)i*] (@@t+Di+] 4 glat+ ity
J

0<i,jsn
_ z <l> (—1)iH qUt+Diti 4 Z <l> (—1)i+ gUat+Dit)
0<i,j<n J 0<i,j<n J

B (a4t+1 _ a4t+2)n+1 +1 (ﬁ4t+1 _ ’84t+2)n+1 +1
- Qittl — gAt+2 11 '34t+1 _ B4—t+2 +1

ave B x?—x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
attt? — qtttl = g4ty patt2 _ pat+l — B4t jfade de yerine yazilirsa son ifade

(_1)n(_a4t)n+1 +1 (—1)”(—ﬁ4t)n+1 +1
_6¥4t +1 + _B‘l—t +1
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(_B4t 1+ 1)(_a4t(n+1) 4+ 1) 4+ (_a,4t + 1)(_ﬁ4t(n+1) + 1)
(e + DA+ D

(_B4t + 1)(—0(4t(2k+1) + 1) + (_a4t + 1)(—ﬁ4t(2k+1) + 1)
T DR D

ﬁ4ta4t(2k+1) _ ﬁ4t — gM@k+D) 4 q 4 a4tﬁ4t(2k+1) —qtt— ﬁ4t(2k+1) +1

a4tﬁ4t — (X4t — ﬁél-t +1

Lemma 4.1.1 ve Ozdeslik 8 den

z : L " LatnFat(n+1)
() (—1)l+]L(4t+1)i+j = nF - (t+0)
2t

0<i,j<n

elde edilir.

n = 4k, k € Z igin Binet formiili, toplam formiilii 6zellikleri ve Lemma 3.2.3.1

kullanildiginda

Z (]l) (=)™ Ly

0<i,j<n

i i
= Z () (=D Loy
o< Tzar
_ Z (l:)(_l)i+j(a2i+j+ﬁzi+j)
o< Tzar
_ Z <l> (—1)i* a2t 4 Z (l) (—1)i+i g2iti
o< Tear J o<Tear

(_1)4k(a2 _ a3)4k+1 +1 (_1)4k(ﬁ3 _ ﬁ2)4k+1 +1
aZ_a3+1 '32_33_'_1

ave B, x?— x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan

a® —a?=a ; 3 — p? = B ifade de yerine yazilirsa son ifade
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_a4k+1 + 1 _ﬁ4k+1 + 1
+
B a

— a4k+2 + ﬁ4k+2 _

a—p
= qtk+2 4 ﬁ4k+z -1
= Lggqz — 1

Ozdeslik 4’te n = 2k + 1 alinirsa

1F52k41)
2 Fogiq

i .
() (_1)l+1L2i+j =
0<i,j<4k

n = 4k oldugundan

F
3055

() D Ly =2
. i+j
o<iiZa J F"T”

bulunur.

n =4k + 1, k € Z i¢in Binet formiilii, toplam formiilii 6zellikleri ve Lemma 3.2.3.1

kullanildiginda

(;) (—1)"™ Ly

0<i,jsn

= Z (%)(_1)i+jL2i+j

0<i,j=a4k+1

_ Z (;) (—1)i* (@ + B2+

0<i,j<4k+1

= Z (;) (_1)i+ja2i+j + z (;) (_1)i+j’32i+j

0<i,j<4k+1 0<i,j<4k+1

_ (_1)4k+1(a2 _ a3)4k+2 +1 N (—1)4k+1(ﬁ3 _ ,82)4k+2 +1
a?—ad3+1 B2 —p3+1
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a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
a’ —a? =a ; 3 — p? = B ifade de yerine yazilirsa son ifade

_a4k+2 +1 _,B4k+2 +1
+
B a

= q¥k+3 4 gHH3 _ g g

= q¥k+3 4 gAk+3 _

Lygys — Lq
Ozdeslik 5°te m = 2k + 1,n = 2k + 2 alinirsa

i L
Z (]) (_1)l+1L2i+j =Loks1Lloks2

0<i,jsn

n = 4k + 1 oldugundan
i .
Z () (_1)]Li+j =Ln+1Ln+3
0 J 2 2
<i,j<n

bulunur.

n =4k + 2 ven = 4k + 3 igin de benzer sekilde ispatlanir.

10. Bu toplam iki ayr1 durum iginde ayr1 ayr1 incelenmelidir.

Z C) (—1)i+jL(4t+3)i+j = Z (Jl) (_1)i+j(a(4t+3)iaj +ﬂ(4t+3)iﬁj)

0<i,jsn 0<i,j<n

n = 2k i¢in ifadenin sol tarafinda Binet formiilii, toplam formiilleri, Lemma 3.2.3.1

kullanildiginda son ifade

<l> (—1)i+ e+t 4 Z (l) (—1)i+] glat+ai+]
0<i =2k 0<i =2k

B (_1)2k(a4t+3 _ a4—t+4)2k+1 +1 (—1)2k(ﬁ4t+3 _ B4—t+4)2k+1 +1
- Qitt3 — gAtte 1 ﬁ4t+3 _ ﬁ4t+4 +1
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a ve B, x? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugundan
attt? 4 qttt3 = gAtte, pattz 4 pAt+3 — R4t jfade de yerine yazilirsa son ifade

—qtt)(2k+1) 4 _ﬁ(4t+2)(2k+1) +1
—q4t+2) +1 + _ﬁ(4t+2) +1

(_ﬁ(4t+2) + 1)(_a(4t+2)(2k+1) + 1) + (_a,(4t+2) + 1)(—ﬂ(4t+2)(2k+1) + 1)
(_a(4t+2) + 1)(_‘3(4t+2) + 1)

1

a4t+2ﬁ4t+2 — a4t+2 — ﬁ4t+2 +1

% [ﬁ4t+2a(4t+2)(2k+1) _ ﬁ4t+2 _ a(4t+2)(2k+1) +1+ a4t+2ﬁ(4t+2)(2k+1)
_a4t+2 _ ,3(4t+2)(2k+1) + 1]

B a(4t+1)2k _ '34t+2 _ a(4t+2)(2k+1) +14 'B(4t+1)2k _ a4t+2 _ B(4t+1)2k +1

2 — L4t+2
Lemma 4.1.1 ve Ozdeslik 7> den son ifade

Lat+2)2c — Laer2)cziee1) — Liaesz) +2

Lyt—2 =2
_ LotronleernmenLlaes
= P
2t+1
olup boylece
i 4 Latrnnleirnmen
2 () (—1)l+1L(4t+3)i+j = nL .
0<ij<n 2t+1

bulunur.

n = 2k + 1 i¢in de benzer sekilde ispat yapilir.
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SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, Fibonacci ve Lucas sayilarini iceren binomiyel ¢ift toplamlar ve
alterne benzerleri detayli bir sekilde incelenmistir. Ozel say1 dizilerinden olan
Fibonacci ve Lucas sayilarini igeren ¢ift toplamlar1 hesaplandiginda elde edilen
sonuclar yine Fibonacci ve Lucas sayilarinin ¢arpimlar1 seklinde ifade edilmistir.
Bundan sonraki calismalarda, Fibonacci ve Lucas sayilarimin kuvvetlerini iceren

binomiyel ¢ift toplamlar ¢aligilabilir.
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