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ÖZET 

 

Bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, yapılan çalışma ile ilgili 

literatür bilgisi verilmiştir. İkinci bölümde, Fibonacci ve Lucas sayıları tanıtılmış, Fibonacci 

ve Lucas sayıları ile ilgili temel özdeşlikler verilmiştir. Üçüncü bölümde, Fibonacci sayılarını 

içeren binomiyel çift toplamlar ve alterne benzerleri verilmiştir. Özgün bir çalışmadan oluşan 

dördüncü bölümde ise Lucas sayılarını içeren binomiyel çift toplamlar ve alterne toplamlar 

hesaplanmış ve tüm toplamlar Fibonacci ve Lucas sayılarının çarpımı olarak ifade 

edilebilmiştir. Son bölümde ise yapılan çalışma değerlendirilmiş ve bazı önerilerde 

bulunulmuştur.  

  

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayıları, Lucas sayıları, Binomiyel toplamlar, Binomiyel çift 

toplamlar, Alterne Binomiyel çift toplamlar. 
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ABSTRACT 

 

This thesis consists of four sections. In the first section, the literature information is given 

about study conducted. In the second section, Fibonacci and Lucas numbers are introduced 

and basic identities about Fibonacci and Lucas numbers are given. In the thirth section, 

binomial double sums including Fibonacci numbers and alternating analogous are given. In 

the fourth section consisted of an original study, binomial double sums and alternating sums 

including Lucas numbers are computed and all sums are expressed as multiplication of 

Fibonacci and Lucas numbers. In the last section, the study is evaluated and given some 

suggestions.  

 

Keywords: Fibonacci numbers, Lucas numbers, Binomial sums, Binomial double sums, 

Alternating Binomial double sums. 
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1. GİRİŞ 

Leonardo Fibonacci, 13. yüzyılda yaşamış yenilikçi matematikçilerden biridir. 

İtalya'nın Pisa şehrinde doğduğu için Leonardo Pisano ya da Pisalı Leonardo olarak 

da biliniyordu. Babası Afrika'nın kuzey kıyısında Bugia’de gümrük tahsildarıyken 

Fibonacci’yi Hint - Arap sayı sistemi ve hesaplama yöntemleri ile tanıştırdı. Yaygın 

seyahat ve hesaplamalı sistemlerin kapsamlı çalışmasından sonra Fibonacci, 1202'de, 

Hint - Arap rakamlarını hesaplamada nasıl kullanıldığını açıkladığı Liber Abaci'yi 

yazdı. Fibonacci, Liber Abacci adlı kitabında tavşan çiftliği olan bir arkadaşıyla ilgili 

olduğunu iddia ettiği bir soru sorar. Bu probleme göre arkadaşının çiftliğindeki 

tavşanlar doğdukları ilk iki ay yavru yapamazlar. Üçüncü aydan itibaren her çift 

tavşan her ay bir çift yavru yapar. Tavşanların ölmedikleri kabul edilecek olursa, 

herhangi n. ayda çiftlikte toplam kaç çift tavşan vardır? Buna göre belli bir aydaki 

çift sayısı önceki iki ayın toplamına eşittir. O halde tavşan çifti sayıları aylara göre 

bir yıl içinde 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 olacaktır. 

 19. yüzyılda Fransız matematikçisi Edouard Lucas bu sayı örüntüsüne Fibonacci 

dizisi adını verdi. 

Edouard Lucas var olan Fibonacci sayı dizisindeki başlangıç değerlerini değiştirerek 

Lucas sayılarını oluşturmuştur. Bunlar; 

2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, … dir. Fibonacci ve Lucas sayı dizilerinin çeşitli 

özellikleri ve genellemeleri için [4, 5, 18]’e başvurabiliriz. Fibonacci veya Lucas 

sayıları ve binom katsayılarının çarpımlarını içeren birçok toplam vardır [1, 2, 17, 

20].  Örneğin [1] de yazarlar aşağıdaki toplamları hesaplamıştır: 

∑(
𝑛
𝑘
)𝐹𝑘

𝑛

𝑘=0

= 𝐹2𝑛, ∑ (
𝑛
𝑘
)𝐹4𝑘

𝑛

𝑘=0

= 3𝑛𝐹2𝑛, 

∑(
𝑛
𝑘
)2𝑛−𝑘𝐹5𝑘

𝑛

𝑘=0

= 5𝑛𝐹2𝑛, ∑ (
𝑛
𝑘
) 3𝑛−𝑘𝐹6𝑘

𝑛

𝑘=0

= 8𝑛𝐹2𝑛, 



 

∑(
𝑛
𝑘
) (−2)𝑘𝐹2𝑘

𝑛

𝑘=0

= (−1)𝑛𝐹3𝑛, ∑ (
𝑛
𝑘
) (−2)𝑘𝐹5𝑘

𝑛

𝑘=0

= (−1)𝑛5𝑛𝐹3𝑛. 

Binomiyel toplamlar çeşitli metodlarla birçok yazar tarafından araştırılmıştır [12,13]. 

Örneğin [13] te yazarlar 𝑇𝑛 genelleştirilmiş Fibonacci veya Lucas dizisi olmak üzere 

aşağıdaki şekildeki toplamları çalışmışlardır: 

∑(
𝑛
𝑖
) 𝑇𝑘(𝑎+𝑏𝑖)

𝑛

𝑖=0

 𝑇𝑘(𝑐+𝑑𝑖) , ∑(
𝑛
𝑖
) (−1)𝑖𝑇𝑘(𝑎+𝑏𝑖)

𝑛

𝑖=0

 𝑇𝑘(𝑐+𝑑𝑖) 

Kılıç ve diğ. [8]  Fibonacci ve Lucas sayılarının kuvvetlerinin binomiyel toplamları 

için aşağıdaki toplamları ispatlamıştır: 

∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

 𝐹(2𝑘+𝛿)𝑡
2𝑚+𝜀   ,      ∑ (

𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

 𝐿(2𝑘+𝛿)𝑡
2𝑚+𝜀  

ve 

∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

(−1)𝑘 𝐹(2𝑘+𝛿)𝑡
2𝑚+𝜀   ,      ∑ (

𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

(−1)𝑘 𝐿(2𝑘+𝛿)𝑡
2𝑚+𝜀  

Burada 𝑡 pozitif bir tamsayı ve δ, ε ϵ {0,1} dir. 

Kılıç ve Ionascu [11], 𝑎 ϵ ℂ \ {0} olmak üzere aşağıdaki gibi bir eşitlik bulmuşlardır: 

∑(
2𝑛
𝑛 + 𝑘

)

𝑛

𝑘=0

(𝑎𝑘 + 𝑎−𝑘) =
1

𝑎𝑛
(𝑎 + 1)2𝑛 + (

2𝑛
𝑛
). 

Khan ve Kwong [6], binomiyel toplamların aşağıdaki iki tipini çalışmışlardır: 

∑ℎ𝑚 (
𝑛
ℎ
)𝑈ℎ

𝑛

ℎ=0

,    ∑(−1)𝑛+ℎℎ𝑚 (
𝑛
ℎ
)𝑈ℎ

𝑛

ℎ=0

. 

 

Kılıç ve Arıkan [9], genelleştirilmiş ikinci, üçüncü ve daha yüksek mertebeden lineer 

reküranslarla ilişkili aşağıdaki yeni çift binom katsayılı çift toplamları elde 

etmişlerdir: 



 

∑ (
𝑛 − 𝑗
𝑗
) (
𝑖 + 𝑗
𝑗
) (−1)𝑖 =

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐹𝑛+1, 

∑ (
𝑖

𝑗 − 1
)

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

= 𝐹𝑛+3 − 1 . 

Kılıç ve Belbachir [10], tarafından genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri ile 

ilgili kompleks katsayılı çeşitli çift  binomiyel toplamlar ve binomiyel çift toplamlar 

verilmiştir. 

∑(
𝑛 − 𝑖
𝑗
) (
𝑛 − 𝑗
𝑖
)

𝑖,𝑗

= 𝐹2𝑛+2  

dir. 

Kılıç [7], aşağıdaki formdaki genelleştirilmiş alterne binomiyel toplamları 

hesaplamıştır: 

∑(
𝑛
𝑖
) 𝑓(𝑛, 𝑖, 𝑘, 𝑡)

𝑛

𝑖=0

 

Burada 𝑓(𝑛, 𝑖, 𝑘, 𝑡); 𝑈𝑘𝑡𝑖𝑉𝑘𝑛−𝑘(𝑡+2)𝑖 , 𝑈𝑘𝑡𝑖𝑉𝑘𝑛−𝑘𝑡𝑖 ve 𝑈𝑡𝑘𝑖𝑉(𝑘+1)𝑡𝑛−(𝑘+2)𝑡𝑖 dir. 

Kılıç ve Arıkan [9], aşağıdaki formdaki tek binom katsayılı çift toplamları 

hesaplamışlardır: 

∑ (
𝑛 + 𝑖
𝑗 − 𝑖

)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

= 𝐹2𝑛+3 − 2
𝑛, ∑ (−1)𝑗 (

𝑛 + 𝑖
𝑗 − 𝑖

)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

= (−1)𝑛𝐹2𝑛 

∑ (
𝑖 + 𝑗
𝑖 − 𝑗

)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

= 𝐹2𝑛+2  ,     ∑ (
𝑖

𝑗 − 𝑖
)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

= 𝐹𝑛+3 − 1. 

Kılıç ve Taşdemir [14], ilk kez aşağıdaki formdaki genelleştirilmiş Fibonacci veya 

Lucas katsayılı binomiyel çift toplamları incelemişlerdir: 

∑ (
𝑖
𝑗
)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝑈𝑟𝑖+𝑡𝑗  ,    ∑ (
𝑖
𝑗
)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝑉𝑟𝑖+𝑡𝑗  , 



 

∑ (
𝑖
𝑗
) (−1)𝑖

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝑈𝑟𝑖+𝑡𝑗 ,     ∑ (
𝑖
𝑗
) (−1)𝑖

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝑉𝑟𝑖+𝑡𝑗 .  

𝑟, 𝑡 tek tamsayılar ve 𝑘 çift tamsayı olmak üzere  

∑ (
𝑖
𝑗
)

0≤𝑖,𝑗≤𝑘

𝑈𝑟𝑖+2𝑡𝑗 =
∆
𝑘
2𝑈𝑡

𝑘+1[𝑉(𝑡+𝑟)(𝑘+1) + ∆𝑈𝑡𝑈𝑘(𝑡+𝑟)] − 𝑈𝑡𝑉𝑡+𝑟

∆𝑈𝑡
2 + ∆𝑈𝑡𝑈𝑡+𝑟 − 1

 , 

∑ (
𝑖
𝑗
)

0≤𝑖,𝑗≤𝑘

𝑉𝑟𝑖+2𝑡𝑗 =
∆
𝑘
2
+1𝑈𝑡

𝑘+1[𝑈𝑡𝑉𝑘(𝑡+𝑟) + 𝑈(𝑡+𝑟)(𝑘+1)] + ∆𝑈𝑡𝑈𝑡+𝑟 − 2

∆𝑈𝑡
2 + ∆𝑈𝑡𝑈𝑡 − 1

 . 

𝑘 tek tamsayı olmak üzere  

∑ (
𝑖
𝑗
)

0≤𝑖,𝑗≤𝑘

𝑈𝑟𝑖+2𝑡𝑗 =
∆
𝑘+1
2 𝑈𝑡

𝑘+1[𝑈𝑡𝑉𝑘(𝑡+𝑟) + 𝑈(𝑡+𝑟)(𝑘+1)] − 𝑈𝑡𝑉𝑡+𝑟

∆𝑈𝑡
2 + ∆𝑈𝑡𝑈𝑡+𝑟 − 1

 , 

∑ (
𝑖
𝑗
)

0≤𝑖,𝑗≤𝑘

𝑉𝑟𝑖+2𝑡𝑗 =
∆
𝑘+1
2 𝑈𝑡

𝑘+1[∆𝑈𝑡𝑈𝑘(𝑡+𝑟) + 𝑉(𝑡+𝑟)(𝑘+1)] + ∆𝑈𝑡𝑈𝑡+𝑟 − 2

∆𝑈𝑡
2 + ∆𝑈𝑡𝑈𝑡+𝑟 − 1

 . 

Kılıç ve Taşdemir [15], bazı 𝑟, 𝑡  tamsayıları için aşağıdaki formdaki tek binom 

katsayılı çift toplamları incelemiş ve hesaplamışlardır: 

 ∑ (
𝑖
𝑗
)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐹𝑟𝑖+𝑡𝑗   

Benzer şekilde yukarıdaki formdaki toplamların  

∑ (
𝑖
𝑗
) (−1)𝑖

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐹𝑟𝑖+𝑡𝑗   ,     ∑ (
𝑖
𝑗
) (−1)𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐹𝑟𝑖+𝑡𝑗   ,      ∑ (
𝑖
𝑗
) (−1)𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐹𝑟𝑖+𝑡𝑗    

alterne benzerlerini de hesaplamışlardır. 

Bu tez çalışmasında [14,15] daki toplam formüllerinden yola çıkarak Lucas sayılarını 

içeren binomiyel çift toplamlar ve alterne toplamlar hesaplanarak, elde edilen 

sonuçlar Fibonacci ve Lucas sayılarının çarpımı olarak ifade edilmiştir.



 

 

2. TEMEL BİLGİLER 

Bu bölümde, tanım ve teoremler verilmektedir. 

2.1. Fibonacci ve Lucas Sayıları 

Tanım 2.1.1. (Fibonacci Sayıları) 

𝐹0  =  0 , 𝐹1  =  1,  𝑛 ≥ 2 için 𝐹𝑛  =  𝐹𝑛−1  + 𝐹𝑛−2 yineleme bağıntısı ile tanımlanan 

tamsayılar dizisindeki sayılara Fibonacci sayıları denir ve 𝑛. Fibonacci sayısı 𝐹𝑛  ile 

gösterilir.  

Tanım 2.1.2. (Lucas Sayıları) 

𝐿0  = 2 , 𝐿1  =  1,  𝑛 ≥ 2 için 𝐿𝑛  =  𝐿𝑛−1  + 𝐿𝑛−2 yineleme bağıntısı ile tanımlanan 

tamsayılar dizisindeki sayılara Lucas sayıları denir ve 𝑛. Lucas sayısı 𝐿𝑛  ile 

gösterilir.  

Tanım 2.1.3. (Altın Oran)  

Altın oran, matematik ve sanatta, bir bütünün parçaları arasında gözlemlenen, uyum 

açısından en yetkin boyutları verdiği sanılan geometrik ve sayısal bir oran 

bağıntısıdır. İlk olarak kimler tarafından keşfedildiği bilinmese de, Mısırlılar’ın ve 

Yunanlılar’ın bu konu üzerinde yapmış oldukları bazı çalışmalar olduğu 

görülmektedir. Öklid, milattan önce 300′lü yıllarda yazdığı “elementler” adlı tezinde 

“ekstrem ve önemli oranda bölmek” olarak altın oranı ifade etmiştir. Mısırlıların 

Keops Piramidinde, Leonardo da Vinci’nin “İlahi Oran” adlı çalışmada sunduğu 

resimlerde  kullanıldığı bilinen "altın oran" , “Fibonacci Sayıları” olarak da 

bilinmektedir. 

Bu oranın kısaca gösterimi:     

1 + √5

2
 ≈ 1,618  

şeklindedir. 
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Bir Fibonacci sayısının kendinden önceki Fibonacci sayısına bölümü ile elde edilen 

sonuç, 1,618…'dir. Örneğin; 6765 / 4181 = 1,618… sonucunu vermektedir. Bu 

durum, 89!dan daha küçük olan Fibonacci sayıları için 0,01 gibi küçük bir farklılıkla 

ortaya çıksa da, büyük sayıların tamamında sonuç aynıdır. Yani dizideki ardışık iki 

sayının oranı, sayılar büyüdükçe Altın Oran'a yani 1.618'e yaklaşır, 89/55 ve 

sonrasında ise 1.618...'de sabitlenir. 

Teorem 2.1.4. (Binet Formülleri) 

𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0  karakteristik denkleminin kökleri 𝛼 ve 𝛽 olmak üzere  𝐹𝑛  ve 𝐿𝑛 için 

Binet formülleri sırasıyla 

𝐹𝑛 =
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
   

ve 

𝐿𝑛 = 𝛼
𝑛 + 𝛽𝑛    

şeklindedir. Burada  

𝛼 =
1 + √5

2
 , 𝛽 =

1 − √5

2
 

dir. 

𝐹𝑛  ve  𝐿𝑛  için Binet formüllerinden  

𝐹−𝑛   = (−1)
𝑛+1𝐹𝑛    ve   𝐿−𝑛 = (−1)

𝑛𝐿𝑛  

elde edilir. 

Teorem 2.1.5. (Binom Teoremi) 

𝑥, 𝑦 reel sayılar ve 𝑛 pozitif bir tamsayı olmak üzere 

(𝑥 + 𝑦)𝑛 =∑(
𝑛

𝑘
) 𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑦𝑛−𝑘 
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dir. Burada  

(
𝑛

𝑘
) =

𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! 𝑘!
 

dir. 

2.2. Toplam Notasyonu 

𝑟, 𝑛 𝜖 ℤ  ve 𝑟 ≤ 𝑛 olmak üzere 

𝑓 ∶  ℤ → ℝ  ve 𝑓(𝑘) = 𝑎𝑘 olsun. 𝑎𝑟 , 𝑎𝑟+1, 𝑎𝑟+2, . . . , 𝑎𝑛terimlerinin toplam ifadesi 

𝑎𝑟 + 𝑎𝑟+1 + 𝑎𝑟+2+ . . . +𝑎𝑛 = ∑ 𝑎𝑘

𝑛

𝑘 = 𝑟

 

ile tanımlanır. 

Toplam sembolünün temel özellikleri aşağıda verilmiştir: 

1. ∑ 𝑏

𝑛

𝑘 = 1

= 𝑛𝑏 , 𝑏 𝜖 ℝ ,  

2. ∑(𝑎𝑘 ∓ 𝑏𝑘

𝑛

𝑘 = 𝑟

) =  ∑ 𝑎𝑘

𝑛

𝑘 = 𝑟

∓ ∑ 𝑏𝑘

𝑛

𝑘 = 𝑟

  , 

3. ∑ 𝑏(𝑎𝑘)

𝑛

𝑘 = 𝑟

= 𝑏 ∑ 𝑎𝑘

𝑛

𝑘 = 𝑟

 , 𝑏 𝜖 ℝ ,  

4. ∑ (
𝑖

𝑗
) 𝑥𝑖𝑦𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑘

 = ∑ 𝑥𝑖

0≤𝑖≤𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝑦𝑗

0≤𝑗≤𝑖

. 

2.3. Özdeşlikler  

1. Her 𝑚, 𝑛  tamsayısı için 

𝐹𝑛+𝑚 − (−1)
𝑚𝐹𝑛−𝑚 = 𝐹𝑚𝐿𝑛 

elde edilir [16]. 
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2. Her 𝑚, 𝑛  tamsayısı için 

𝐹𝑛+𝑚 + (−1)
𝑚𝐹𝑛−𝑚 = 𝐿𝑚𝐹𝑛 

bulunur [16]. 

3.  Her  𝑛  tamsayısı için 

𝐿3𝑛 = 𝐿𝑛[𝐿2𝑛 − (−1)
𝑛] 

elde edilir [16]. 

4. Her  𝑛  tamsayısı için  

𝐹3𝑛 = 𝐹𝑛[𝐿2𝑛 + (−1)
𝑛] 

bulunur [16]. 

5. Her 𝑚, 𝑛  tamsayısı için 

𝐿𝑛+𝑚 + (−1)
𝑚𝐿𝑛−𝑚 = 𝐿𝑚𝐿𝑛 

elde edilir [20]. 

6. Her 𝑚, 𝑛  tamsayısı için 

𝐿𝑛+𝑚 − (−1)
𝑚𝐿𝑛−𝑚 = 5𝐹𝑚𝐹𝑛 

bulunur[20]. 

7. Her 𝑛  tamsayısı için 

𝐿2𝑛 + 2(−1)
𝑛 = 𝐿𝑛

2 

elde edilir [20]. 

8. Her 𝑛  tamsayısı için 

𝐿2𝑛 − 2(−1)
𝑛 = 5𝐹𝑛

2
 

elde edilir [20].



 

 

3. FIBONACCİ SAYILARINI İÇEREN BİNOM KATSAYILI 

ÇİFT TOPLAMLAR 

3.1. Binomiyel Çift Toplamlar 

Lemma 3.1.1. 𝑥 + 𝑥𝑦 ≠ 1 olmak üzere her 𝑥, 𝑦  reel sayısı için   

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝑥𝑖𝑦𝑗 =

(𝑥 + 𝑥𝑦)𝑛+1 − 1

𝑥 + 𝑥𝑦 − 1
0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

dir [14]. 

Lemma 3.1.2. Her 𝑚, 𝑛  tamsayısı için aşağıdaki eşitlik vardır. 

𝐹2𝑚+2𝑛 − 𝐹2𝑚 − 𝐹2𝑛 = {

5𝐹𝑚𝐹𝑛𝐹𝑚+𝑛 ,             𝑚, 𝑛 çift 
𝐿𝑚𝐿𝑛𝐹𝑚+𝑛 ,               𝑚, 𝑛 tek 
𝐿𝑚𝐹𝑛𝐿𝑚+𝑛 , 𝑚 tek, 𝑛 çift 

 

dir [14]. 

Teorem 3.1.3. [16] Her 𝑡 tamsayısı için aşağıdakiler doğrudur.  

1. 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐹𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

2

{
  
 

  
 
𝐹3𝑛
2
𝐿3𝑛+4

2
,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐹3𝑛+1
2
𝐿3(𝑛+1)

2

,     𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐿3𝑛
2
𝐹3𝑛+4

2
,           𝑛 ≡ 2 (mod 4)

𝐿3𝑛+1
2
𝐹3(𝑛+1)

2

,     𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

2.  

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐹4𝑡𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

𝐿2𝑡+1
{
𝐹(2𝑡+1)𝑛𝐿(2𝑡+1)(𝑛+1),      𝑛 çift 

𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1),      𝑛 tek 
 

3. 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐹2(2𝑡+1)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐹2𝑛(𝑡+1)𝐹2(𝑛+1)(𝑡+1)

𝐹2(𝑡+1)
       (𝑡 ≠ −1)
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4.  

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐹𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

{
𝐹𝑛𝐿𝑛+1,            𝑛 çift 
𝐹𝑛+1𝐿𝑛,             𝑛 tek 

 

 

5. 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐹2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

2

{
  
 

  
 
𝐹3𝑛
2
𝐿3𝑛+4

2
,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐹3𝑛+1
2
𝐿3(𝑛+1)

2

,     𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐿3𝑛
2
𝐹3𝑛+4

2
,           𝑛 ≡ 2 (mod 4)

𝐿3𝑛+1
2
𝐹3(𝑛+1)

2

,     𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

6. 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐹(4𝑡+1)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

𝐿2𝑡+1
{
𝐹(2𝑡+1)𝑛𝐿(2𝑡+1)(𝑛+1) ,       𝑛 çift

𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1), 𝑛 tek 
 

7. 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐹(4𝑡+3)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐹2𝑛(𝑡+1)𝐹2(𝑛+1)(𝑡+1)

𝐹2(𝑡+1)
       (𝑡 ≠ −1) 

3.2. Alterne Binomiyel Çift Toplamlar 

Bu kısımda, bir önceki kısımda verilen toplamların alterne halleri verilecektir. 

3.2.1. (−𝟏)𝒊  Katsayılı Çift Toplamlar 

Lemma 3.2.1.1. Her 𝑥, 𝑦  reel sayısı için 𝑥 + 𝑥𝑦 ≠ −1 olsun. Aşağıdakiler doğrudur. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝑥𝑖𝑦𝑗 =

(−1)𝑛(𝑥 + 𝑥𝑦)𝑛+1 + 1

𝑥 + 𝑥𝑦 + 1
0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

 dir [15]. 
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Lemma 3.2.1.2. Her 𝑚, 𝑛  tamsayısı için aşağıdaki eşitlik doğrudur. 

𝐹2𝑚+2𝑛 + 𝐹2𝑚 + 𝐹2𝑛 = {
5𝐹𝑚𝐹𝑛𝐹𝑚+𝑛,       𝑚, 𝑛 tek  
𝐿𝑚𝐿𝑛𝐹𝑚+𝑛,       𝑚, 𝑛 çift

 

dir [15]. 

Lemma 3.2.1.3. 𝑚, 𝑛 çift tamsayıları için aşağıdaki eşitlik doğrudur. 

𝐹2𝑚+2𝑛 + 𝐹2𝑚 − 𝐹2𝑛 = 𝐹𝑚𝐿𝑛𝐿𝑚+𝑛 

dir [15]. 

Lemma 3.2.1.4. 𝑚 tek, 𝑛 çift tamsayıları için aşağıdaki eşitlik doğrudur. 

𝐹2𝑚+2𝑛 − 𝐹2𝑚 + 𝐹2𝑛 = 5𝐹𝑚𝐹𝑛𝐹𝑚+𝑛 

dir [15]. 

Teorem 3.2.1.5. [15] Her 𝑡 tamsayısı için aşağıdakiler doğrudur.  

1. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐹𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

2

{
  
 

  
 
𝐹3𝑛
2
𝐿3𝑛+2

2
,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐹3𝑛−1
2
𝐿3(𝑛+1)

2

,     𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿3𝑛
2
𝐹3𝑛+2

2
,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿3𝑛−1
2
𝐹3(𝑛+1)

2

,     𝑛 ≡ 0 (mod 4)

 

2. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐹4𝑡𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛𝐹(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1)

𝐹2𝑡+1
 

3. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐹(4𝑡+2)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

𝐿2(𝑡+1)
{
𝐿2(𝑛+1)(𝑡+1) 𝐹2𝑛(𝑡+1),      𝑛 = 2𝑘

 𝐹2(𝑛+1)(𝑡+1)𝐿2𝑛(𝑡+1),    𝑛 = 2𝑘 + 1
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4. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐹𝑗 = (−1)

𝑛𝐹𝑛𝐹𝑛+1
0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

5. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐹2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

2

{
  
 

  
 
𝐹3𝑛
2
𝐿3𝑛+2

2
,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐹3𝑛−1
2
𝐿3(𝑛+1)

2

,     𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿3𝑛
2
𝐹3𝑛+2

2
,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿3𝑛−1
2
𝐹3(𝑛+1)

2

,     𝑛 ≡ 0 (mod 4)

 

6. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐹(4𝑡+1)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛𝐹(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1)

𝐹2𝑡+1
 

7. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐹(4𝑡+3)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

𝐿2(𝑡+1)
{

𝐿2(𝑛+1)(𝑡+1) 𝐹2𝑛(𝑡+1),      𝑛 = 2𝑘

 𝐹2(𝑛+1)(𝑡+1)𝐿2𝑛(𝑡+1)  , 𝑛 = 2𝑘 + 1
  

3.2.2. (−𝟏)𝒋  Katsayılı Çift Toplamlar 

Lemma 3.2.2.1. Her 𝑥, 𝑦 reel sayısı için (𝑥 − 𝑥𝑦) ≠ 1 olsun. Aşağıdaki eşitlik 

doğrudur. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 =

(𝑥 − 𝑥𝑦)𝑛+1 − 1

𝑥 − 𝑥𝑦 − 1
0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

dir [15]. 
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Teorem 3.2.2.2. [15] Negatif olmayan her 𝑛  tamsayısı için aşağıdakiler doğrudur. 

1. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐹𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

−

{
  
 

  
 
𝐹𝑛
2
𝐿𝑛+4

2
,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐹𝑛+3
2
𝐿𝑛+1

2
,        𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐿𝑛
2
𝐹𝑛+4

2
,            𝑛 ≡ 2 (mod 4)

𝐿𝑛+3
2
𝐹𝑛+1

2
,        𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

2. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐹𝑖+𝑗 = 0

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

3. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐹2𝑖−𝑗 = 0 

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

3.2.3. (−𝟏)𝒊+𝒋  Katsayılı Çift Toplamlar 

Lemma 3.2.3.1. Her 𝑥, 𝑦 reel sayısı için  𝑥 − 𝑥𝑦 ≠ −1 olsun. Aşağıdaki eşitlik 

doğrudur. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 =

(−1)𝑛(𝑥 − 𝑥𝑦)𝑛+1 + 1

𝑥 − 𝑥𝑦 + 1
0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

dir [15]. 

Teorem 3.2.3.2. [15] Negatif olmayan her 𝑛  tamsayısı için aşağıdakiler doğrudur. 

1. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐹𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛+1

{
  
 

  
 
𝐹𝑛
2
𝐿𝑛−2

2
,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐹𝑛−3
2
𝐿𝑛+1

2
,        𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐿𝑛
2
𝐹𝑛−2

2
,            𝑛 ≡ 2 (mod 4)

𝐿𝑛−3
2
𝐹𝑛+1

2
,        𝑛 ≡ 3 (mod 4)
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2. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐹𝑖+𝑗 = 0

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

3. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐹2𝑖−𝑗 = 0 .

0≤𝑖,𝑗≤𝑛
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4. LUCAS SAYILARINI İÇEREN BİNOMİYEL ÇİFT 

TOPLAMLAR 

Orijinal bir çalışmadan oluşan bu bölümde [14,15] daki toplam formüllerinden yola 

çıkarak Lucas sayılarını içeren binomiyel çift toplamlar ve alterne toplamlar 

hesaplanarak elde edilen sonuçlar Fibonacci ve Lucas sayılarının çarpımı olarak 

ifade edilmiştir. 

4.1. Binomiyel Çift Toplamlar 

Lemma 4.1.1. Her 𝑚 ve 𝑛 tamsayısı için aşağıdaki eşitlik doğrudur. 

𝐿2(𝑚+𝑛) + 𝐿2𝑛 − 𝐿2𝑚 − 2 = {

𝐿𝑚𝐿𝑛𝐿𝑚+𝑛  ,        𝑚 çif𝑡, 𝑛 tek

5𝐿𝑚𝐹𝑛𝐹𝑚+𝑛  ,          𝑚 ve 𝑛 çif𝑡

5𝐹𝑚𝐿𝑛𝐹𝑚+𝑛  ,          𝑚 ve 𝑛 tek
  

dir [15]. 

İspat: Eşitliğin sağ tarafındaki ilk durum için ispat yapılırsa 

𝐿𝑚𝐿𝑛𝐿𝑚+𝑛 = (𝛼
𝑚 + 𝛽𝑚)(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛)(𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽𝑚+𝑛) 

                                              = (𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽𝑚+𝑛 + 𝛼𝑚𝛽𝑛 + 𝛽𝑚𝛼𝑛)(𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽𝑚+𝑛) 

                                                 = (𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽𝑚+𝑛 + 𝛽𝑛−𝑚 + 𝛼𝑛−𝑚)(𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽𝑚+𝑛)    

                                                 = 𝛼2𝑚+2𝑛 + (−1)𝑚+𝑛 + 𝛽2𝑚+2𝑛 + (−1)𝑚+𝑛 + 𝛼2𝑛     

                                                                                                  +𝛽2𝑛 − (𝛼2𝑚 + 𝛽2𝑚) 

                                                 = 𝛼2𝑚+2𝑛 + 𝛽2𝑚+2𝑛 + 𝛼2𝑛 + 𝛽2𝑛 − (𝛼2𝑚 + 𝛽2𝑚) − 2 

                                                    = 𝐿2(𝑚+𝑛) + 𝐿2𝑛 − 𝐿2𝑚 − 2  

dir. Benzer şekilde diğer durumlar için de ispat yapılır. 
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Lemma 4.1.2. Her 𝑚 ve 𝑛 tamsayısı için aşağıdaki eşitlik doğrudur. 

𝐿2(𝑚+𝑛) + 𝐿2𝑛 + 𝐿2𝑚 + 2 = {

5𝐿𝑚𝐹𝑛𝐹𝑚+𝑛 ,        𝑚 çift, 𝑛 tek

𝐿𝑚𝐿𝑛𝐿𝑚+𝑛  ,          𝑚 𝑣𝑒 𝑛 çift

5𝐹𝑚𝐿𝑛𝐹𝑚+𝑛 ,          𝑚 𝑣𝑒 𝑛 tek
  

dir [15]. 

İspat: Eşitliğin sağ tarafındaki ikinci durum için Binet formülü kullanılırsa 

𝐿𝑚𝐿𝑛𝐿𝑚+𝑛 = (𝛼
𝑚 + 𝛽𝑚)(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛)(𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽𝑚+𝑛) 

                                            = (𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽𝑚+𝑛 + 𝛼𝑚𝛽𝑛 + 𝛽𝑚𝛼𝑛)(𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽𝑚+𝑛) 

                                             = (𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽𝑚+𝑛 + 𝛽𝑛−𝑚 + 𝛼𝑛−𝑚)(𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽𝑚+𝑛)    

                                        = 𝛼2𝑚+2𝑛 + (−1)𝑚+𝑛 + 𝛽2𝑚+2𝑛 + (−1)𝑚+𝑛 + 𝛼2𝑛 

                                                                                                         +𝛽2𝑛 + 𝛼2𝑚 + 𝛽2𝑚 

                                                = 𝛼2𝑚+2𝑛 + 𝛽2𝑚+2𝑛 + 𝛼2𝑛 + 𝛽2𝑛 + 𝛼2𝑚 + 𝛽2𝑚 + 2 

                                                = 𝐿2(𝑚+𝑛) + 𝐿2𝑛 + 𝐿2𝑚 + 2 

ifadesi elde edilir. Benzer şekilde diğer durumlar için de ispat yapılır. 

Aşağıdaki teorem ilk sonuç olarak verilebilir. 

Teorem 4.1.3. [19]  Her 𝑡 tamsayısı için aşağıdakiler doğrudur.  

1. 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿4𝑡𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

𝐿2𝑡+1
{
𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐿(2𝑡+1)(𝑛+1)  ,          𝑛 çif𝑡

5𝐹(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1) ,         𝑛 tek
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2. 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

2

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝐿
3(
3𝑛
2
+1)

𝐿3𝑛
2
+1

,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿3𝑛+1
2
𝐿3(𝑛+1)

2

,     𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐹
3(
3𝑛
2 +1)

𝐹3𝑛
2
+1

,          𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹3𝑛+1
2
𝐹3(𝑛+1)

2

,     𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

3. 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿(4𝑡+2)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿2𝑛(𝑡+1)𝐹2(𝑛+1)(𝑡+1)

𝐹2(𝑡+1)
       (t ≠ −1) 

4. 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿(4𝑡+1)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

𝐿2𝑡+1
{
𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐿(2𝑡+1)(𝑛+1)  ,        𝑛 çift

5𝐹(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1) ,         𝑛 tek
 

 

5. 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

2

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝐿
3(
3𝑛
2 +1)

𝐿3𝑛
2 +1

,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿3𝑛+1
2
𝐿3(𝑛+1)

2

,     𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐹
3(
3𝑛
2 +1)

𝐹3𝑛
2 +1

,             𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹3𝑛+1
2
𝐹3(𝑛+1)

2

,    𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

6.  

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿(4𝑡+3)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿2𝑛(𝑡+1)𝐹2(𝑛+1)(𝑡+1)

𝐹2(𝑡+1)
       (t ≠ −1) 
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İspat: 

1. 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿4𝑡𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

toplam ifadesi 𝑛 = 2𝑘 durumu için incelenirse, Lemma 3.1.1’ den 

∑ (
𝑖

𝑗
) (𝛼4𝑡𝑖+𝑗 + 𝛽4𝑡𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

= ∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛼4𝑡𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛽4𝑡𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘

 

                                                           =
(𝛼4𝑡 + 𝛼4𝑡+1)2𝑘+1 − 1

𝛼4𝑡 + 𝛼4𝑡+1 − 1
−
(𝛽4𝑡 + 𝛽4𝑡+1)2𝑘+1 − 1

𝛽4𝑡 + 𝛽4𝑡+1 − 1
 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

 𝛼4𝑡 + 𝛼4𝑡+1 = 𝛼4𝑡+2;   𝛽4𝑡 + 𝛽4𝑡+1 = 𝛽4𝑡+2 yukarıdaki ifade de yerine yazılırsa 

𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) − 1

𝛼(4𝑡+2) − 1
+
𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) − 1

𝛽(4𝑡+2) − 1
 

olur. 𝛼𝛽 = −1 olup gerekli düzenlemeler yapıldığında elde edilen son ifade 

(𝛽4𝑡+2 − 1)(𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) − 1) + (𝛼4𝑡+2 − 1)(𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) − 1)

(𝛼4𝑡+2 − 1)(𝛽4𝑡+2 − 1)
 

                   =
1

𝛼4𝑡+2𝛽4𝑡+2 − 𝛼4𝑡+2 − 𝛽4𝑡+2 + 1
 

                × [𝛽4𝑡+2𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) − 𝛽4𝑡+2 −  𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1 + 𝛼4𝑡+2𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) 

                                                                                              −𝛼4𝑡+2 − 𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1] 

     

=
𝛼(4𝑡+2)2𝑘 − 𝛽4𝑡+2 −  𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1 + 𝛽(4𝑡+2)2𝑘 − 𝛼4𝑡+2 − 𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1

2 − 𝐿4𝑡+2
 

Özdeşlik 7 ve Lemma 4.1.1’ den son ifade 
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−𝐿(4𝑡+2)2𝑘 + 𝐿(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 𝐿4𝑡+2 − 2

𝐿4𝑡+2 − 2
 

𝑛 = 2𝑘 yazıldığında 

                                          =
𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐿(2𝑡+1)(𝑛+1)𝐿2𝑡+1

𝐿2𝑡+1
2  

olup buradan 

           ∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿4𝑡𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐿(2𝑡+1)(𝑛+1)     
𝐿2𝑡+1

 

elde edilir. 

𝑛 = 2𝑘 + 1 için de benzer şekilde ispat yapılır. 

2. Toplam ifadesi 𝑛 = 4𝑘,   𝑘 ∈ ℤ  için ispatlanırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (𝛼𝑖+𝑗 + 𝛽𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

           = ∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛼𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛽𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

Lemma 3.1.1’ den 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛼𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛽𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

=
(𝛼 + 𝛼2)4𝑘+1 − 1

𝛼 + 𝛼2 − 1
+
(𝛽 + 𝛽2)4𝑘+1 − 1

𝛽 + 𝛽2 − 1
 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼3 = 𝛼2 + 𝛼,     𝛼2 + 𝛼 − 1 = 2𝛼;   𝛽3 = 𝛽2 + 𝛽, 𝛽 + 𝛽2 − 1 = 2𝛽 ifade de yerine  

yazılırsa 𝛼𝛽 = −1 olup gerekli düzenlemeler yapıldığında son ifade 

 
𝛼12𝑘+3 − 1

2𝛼
+
𝛽12𝑘+3 − 1

2𝛽
= −

1

2
[−𝛼12𝑘+2 − 𝛽12𝑘+2 − 𝛼 − 𝛽]       

                                                                   =
1

2
[𝛼12𝑘+2 + 𝛽12𝑘+2 + 1] 
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1

2
(𝐿12𝑘+2 + 1) 

Özdeşlik 3’de 𝑛 = 6𝑘 + 1 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

1

2

𝐿3(6𝑘+1)

𝐿6𝑘+1
 

𝑛 = 4𝑘 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

2

𝐿
3(
3𝑛
2 +1)

𝐿3𝑛
2 +1

 

dir. 

𝑛 = 4𝑘 + 1,   𝑘 ∈ ℤ için  

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

∑ (
𝑖

𝑗
) (𝛼𝑖+𝑗 + 𝛽𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

             = ∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛼𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛽𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

Lemma 3.1.1’ den 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛼𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛽𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

=
(𝛼 + 𝛼2)4𝑘+2 − 1

𝛼 + 𝛼2 − 1
+
(𝛽 + 𝛽2)4𝑘+2 − 1

𝛽 + 𝛽2 − 1
 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼3 = 𝛼2 + 𝛼,     𝛼2 + 𝛼 − 1 = 2𝛼;   𝛽3 = 𝛽2 + 𝛽, 𝛽 + 𝛽2 − 1 = 2𝛽 ifade de yerine 

yazılırsa, 𝛼𝛽 = −1 olup gerekli düzenlemeler yapıldığında son ifade 

                                              
𝛼12𝑘+6 − 1

2𝛼
+
𝛽12𝑘+6 − 1

2𝛽
 

= −
1

2
[−𝛼12𝑘+5 − 𝛽12𝑘+5 − 𝛼 − 𝛽] 
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1

2
[𝛼12𝑘+5 + 𝛽12𝑘+5 + 1] 

 =
1

2
(𝐿12𝑘+5 + 𝐿1) 

Özdeşlik 5 den 𝑚 = 6𝑘 + 2, 𝑛 = 6𝑘 + 3 alınırsa son ifade 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

1

2
𝐿6𝑘+2𝐿6𝑘+3 

𝑛 = 4𝑘 + 1 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

2
𝐿3𝑛+1

2
𝐿3(𝑛+1)

2

 

elde edilir. 

𝑛 = 4𝑘 + 2  ve 𝑛 = 4𝑘 + 3 için de benzer şekilde ispat yapılır. 

  3. Eşitliğin sol tarafı için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri kullanılırsa 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿(4𝑡+2)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (𝛼(4𝑡+2)𝑖+𝑗 + 𝛽(4𝑡+2)𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                                                     = ∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛼(4𝑡+2)𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛽(4𝑡+2)𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

Lemma 3.1.1’ den son ifade 

        
(𝛼4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+3)𝑛+1 − 1

𝛼4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+3 − 1
+
(𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3)𝑛+1 − 1

𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3 − 1
 

𝛼 ve 𝛽,  𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+3 = 𝛼4𝑡+4;   𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3 = 𝛽4𝑡+4 ifade de yerine yazılırsa, 𝛼𝛽 = −1  

olup gerekli düzenlemeler yapıldığında son ifade 
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𝛼(4𝑡+4)(𝑛+1) − 1

𝛼(4𝑡+4) − 1
+
𝛽(4𝑡+4)(𝑛+1) − 1

𝛽(4𝑡+4) − 1
 

       =
(𝛽4(𝑡+1) − 1)(𝛼4(𝑡+1)(𝑛+1) − 1) + (𝛼4(𝑡+1) − 1)(𝛽4(𝑡+1)(𝑛+1) − 1)

(𝛼4(𝑡+1) − 1)(𝛽4(𝑡+1) − 1)
 

                =
1

𝛼4(𝑡+1)𝛽4(𝑡+1) − 𝛼4(𝑡+1) − 𝛽4(𝑡+1) + 1
 

              × [𝛽4(𝑡+1)𝛼4(𝑡+1)(𝑛+1) − 𝛽4(𝑡+1) −  𝛼4(𝑡+1)(𝑛+1) + 1 + 𝛼4(𝑡+1)𝛽4(𝑡+1)(𝑛+1) 

                                                                                              −𝛼4(𝑡+1) − 𝛽4(𝑡+1)(𝑛+1) + 1] 

           =
𝛼4(𝑡+1)𝑛 − 𝛽4(𝑡+1) −  𝛼4(𝑡+1)(𝑛+1) + 1 + 𝛽4(𝑡+1)𝑛 − 𝛼4(𝑡+1) − 𝛽4(𝑡+1)𝑛 + 1

2 − 𝐿4(𝑡+1)
 

Lemma 4.1.1 ve Özdeşlik 8’ den son ifade 

                  
−𝐿4(𝑡+1)𝑛 + 𝐿4(𝑡+1)(𝑛+1) + 𝐿4(𝑡+1) − 2

𝐿4𝑡+2 − 2
 

                                                 

                                                   =
𝐿2(𝑡+1)𝑛𝐹2(𝑡+1)(𝑛+1)𝐹2𝑡+2

𝐹2𝑡+2
2  

olup böylece 

             ∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿(4𝑡+2)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿2𝑛(𝑡+1)𝐹2(𝑛+1)(𝑡+1)

𝐹2(𝑡+1)
       (t ≠ −1)  

bulunur. 

4. Eşitliğin sol tarafı için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri kullanılırsa 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿(4𝑡+1)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (𝛼(4𝑡+1)𝑖𝛼−𝑗 + 𝛽(4𝑡+1)𝑖𝛽−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

𝑛 = 2𝑘 ve Lemma 3.1.1’ den 

 ∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛼(4𝑡+1)𝑖𝛼−𝑗 + ∑ (

𝑖

𝑗
) 𝛽(4𝑡+1)𝑖𝛽−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘0≤𝑖,𝑗≤2𝑘
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(𝛼4𝑡 + 𝛼4𝑡+1)2𝑘+1 − 1

𝛼4𝑡 + 𝛼4𝑡+1 − 1
+
(𝛽4𝑡 + 𝛽4𝑡+1)2𝑘+1 − 1

𝛽4𝑡 + 𝛽4𝑡+1 − 1
 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

 𝛼4𝑡 + 𝛼4𝑡+1 = 𝛼4𝑡+2;    𝛽4𝑡 + 𝛽4𝑡+1 = 𝛽4𝑡++2  ifade de yerine yazılırsa, 𝛼𝛽 = −1 

olup gerekli düzenlemeler yapıldığında son ifade 

𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) − 1

𝛼4𝑡+2 − 1
+
𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) − 1

𝛽4𝑡+2 − 1
 

=
(𝛽4𝑡+2 − 1)(𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) − 1) + (𝛼4𝑡+2 − 1)(𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) − 1)

(𝛼4𝑡+2 − 1)(𝛽4𝑡+2 − 1)
 

              =
1

𝛼4𝑡+2𝛽4𝑡+2 − 𝛼4𝑡+2 − 𝛽4𝑡+2 + 1
 

        × [𝛽4𝑡+2𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) − 𝛽4𝑡+2 −  𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1 + 𝛼4𝑡+2𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) 

                                                                                    −𝛼4𝑡+2 − 𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1] 

=
𝛼(4𝑡+2)2𝑘 − 𝛽4𝑡+2 −  𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1 + 𝛽(4𝑡+2)2𝑘 − 𝛼4𝑡+2 − 𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1

2 − 𝐿4𝑡+2
 

Lemma 4.1.1 ve Özdeşlik 7’ den son ifade 

−𝐿(4𝑡+2)2𝑘 + 𝐿(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 𝐿4𝑡+2 − 2

𝐿4𝑡+2 − 2
 

 

                                          =
𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐿(2𝑡+1)(𝑛+1)𝐿2𝑡+1

𝐿2𝑡+1
2  

olup buradan 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿4𝑡𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐿(2𝑡+1)(𝑛+1)     
𝐿2𝑡+1

 

bulunur. 

𝑛 = 2𝑘 + 1 için de ispat benzer şekildedir. 
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5. Toplam ifadesi 𝑛 nin mod 4’e göre oluşan tüm durumları için ayrı ayrı  

incelenmelidir. 

 𝑛 = 4𝑘, 𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü ve Lemma 3.1.1’ den 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (𝛼2𝑖−𝑗 + 𝛽2𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

           = ∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛼2𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛽2𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

             =
(𝛼 + 𝛼2)4𝑘+1 − 1

𝛼 + 𝛼2 − 1
+
(𝛽 + 𝛽2)4𝑘+1 − 1

𝛽 + 𝛽2 − 1
 

𝛼 ve 𝛽,  𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼2 = 𝛼 + 1,     𝛼2 + 𝛼 − 1 = 2𝛼;   𝛽2 = 𝛽 + 1, 𝛽 + 𝛽2 − 1 = 2𝛽  ifade de yerine  

yazılırsa düzenlemeler yapıldığında 𝛼𝛽 = −1 olduğundan son ifade 

𝛼12𝑘+3 − 1

2𝛼
+
𝛽12𝑘+3 − 1

2𝛽
 

          = −
1

2
[−𝛼12𝑘+2 − 𝛽12𝑘+2 − 𝛼 − 𝛽] 

                           =
1

2
[𝛼12𝑘+2 + 𝛽12𝑘+2 + 1] =

1

2
(𝐿12𝑘+2 + 1) 

Özdeşlik 3’de 𝑛 = 6𝑘 + 1 alınırsa  

1

2
(𝐿12𝑘+2 + 1) = ∑ (

𝑖

𝑗
) 𝐿2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

1

2

𝐿3(6𝑘+1)

𝐿6𝑘+1
 

𝑛 = 4𝑘 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

1

2

𝐿
3(
3𝑛
2 +1)

𝐿3𝑛
2 +1
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bulunur. 

𝑛 = 4𝑘 + 3, 𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü yapıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

∑ (
𝑖

𝑗
) (𝛼2𝑖−𝑗 + 𝛽2𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

  = ∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛼2𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛽2𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

Lemma 3.1.1’ den son ifade 

(𝛼 + 𝛼2)4𝑘+4 − 1

𝛼 + 𝛼2 − 1
+
(𝛽 + 𝛽2)4𝑘+4 − 1

𝛽 + 𝛽2 − 1
 

şeklindedir. 𝛼 ve 𝛽,  𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼2 = 𝛼 + 1,  𝛼2 + 𝛼 − 1 = 2𝛼; 𝛽2 = 𝛽 + 1, 𝛽 + 𝛽2 − 1 = 2𝛽  ifade de yerine  

yazılırsa, gerekli düzenlemeler yapıldığında 𝛼𝛽 = −1 olduğundan son ifade 

𝛼12𝑘+12 − 1

2𝛼
+
𝛽12𝑘+12 − 1

2𝛽
 

= −
1

2
[−𝛼12𝑘+11 − 𝛽12𝑘+11 − 𝛼 − 𝛽] 

                    =
1

2
[𝛼12𝑘+11 + 𝛽12𝑘+11 + 1] =

1

2
(𝐿12𝑘+11 + 𝐿1) 

Özdeşlik 6 den 𝑚 = 6𝑘 + 5, 𝑛 = 6𝑘 + 6 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

2
5𝐹6𝑘+5𝐹6𝑘+6 

𝑛 = 4𝑘 + 3 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

2
5𝐹3𝑛+1

2
𝐹3(𝑛+1)

2  
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bulunur. 

𝑛 = 4𝑘 + 1  ve 𝑛 = 4𝑘 + 2  durumları için de ispat benzer şekildedir. 

 

 

6. Eşitliğin sol tarafı için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri  

 

kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿(4𝑡+3)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (𝛼(4𝑡+3)𝑖−𝑗 + 𝛽(4𝑡+3)𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                                                   = ∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛼(4𝑡+3)𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝛽(4𝑡+3)𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

Lemma 3.1.1’ den son ifade 

              
(𝛼4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+3)𝑛+1 − 1

𝛼4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+3 − 1
+
(𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3)𝑛+1 − 1

𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3 − 1
 

𝛼 ve 𝛽,  𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

 𝛼4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+3 = 𝛼4𝑡+4;   𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3 = 𝛽4𝑡+4 ifade de yerine yazılırsa, son ifade 

                 
𝛼(4𝑡+4)(𝑛+1) − 1

𝛼(4𝑡+4) − 1
+
𝛽(4𝑡+4)(𝑛+1) − 1

𝛽(4𝑡+4) − 1
 

                  =
(𝛽4(𝑡+1) − 1)(𝛼4(𝑡+1)(𝑛+1) − 1) + (𝛼4(𝑡+1) − 1)(𝛽4(𝑡+1)(𝑛+1) − 1)

(𝛼4(𝑡+1) − 1)(𝛽4(𝑡+1) − 1)
 

                 =
1

𝛼4(𝑡+1)𝛽4(𝑡+1) − 𝛼4(𝑡+1) − 𝛽4(𝑡+1) + 1
 

                 × [𝛽4(𝑡+1)𝛼4(𝑡+1)(𝑛+1) − 𝛽4(𝑡+1) −  𝛼4(𝑡+1)(𝑛+1) + 1 + 𝛼4(𝑡+1)𝛽4(𝑡+1)(𝑛+1) 

                                                                                                 −𝛼4(𝑡+1) − 𝛽4(𝑡+1)(𝑛+1) + 1] 

=
𝛼(4𝑡+1)𝑛 − 𝛽4(𝑡+1) −  𝛼(4𝑡+1)(𝑛+1) + 1 + 𝛽(4𝑡+1)𝑛 − 𝛼4(𝑡+1) − 𝛽(4𝑡+1)𝑛 + 1

2 − 𝐿4(𝑡+1)
 

Lemma 4.1.1 ve Özdeşlik 8’ den son ifade 
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−𝐿4(𝑡+1)𝑛 + 𝐿4(𝑡+1)(𝑛+1) + 𝐿4(𝑡+1) − 2

𝐿4𝑡+2 − 2
 

𝐿2(𝑡+1)𝑛𝐹2(𝑡+1)(𝑛+1)𝐹2𝑡+2

𝐹2𝑡+2
2  

olup buradan 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿(4𝑡+3)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿2𝑛(𝑡+1)𝐹2(𝑛+1)(𝑡+1)

𝐹2(𝑡+1)
       (t ≠ −1) 

bulunur. 

4.2. Alterne Binomiyel Çift Toplamlar 

Bu bölümde, bir önceki kısımda verilen toplamların alterne benzerleri detaylı bir 

şekilde hesaplanacaktır. 

4.2.1. (−𝟏)𝒊  Katsayılı Çift Toplamlar 

Teorem 4.2.1.1. [19]  Negatif olmayan her 𝑡 tamsayısı için aşağıdakiler doğrudur. 

1. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿4𝑡𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1)

𝐹2𝑡+1
   

2. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

2

{
  
 

  
 
𝐿3𝑛
2
𝐿3𝑛+2

2
+ 2,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿3𝑛−1
2
𝐿3(𝑛+1)

2

,           𝑛 ≡ 1 (mod 4)

5𝐹3𝑛
2
𝐹3𝑛+2

2
+ 2,       𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹3𝑛−1
2
𝐹3(𝑛+1)

2

,        𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

3. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿(4𝑡+2)𝑖+𝑗 =

(−1)𝑛

𝐿2𝑡+1
{
𝐿2𝑛(𝑡+1)𝐿2(𝑡+1)(𝑛+1)   ,         𝑛 çif𝑡

5𝐹2𝑛(𝑡+1)𝐹2(𝑡+1)(𝑛+1) ,         𝑛 tek
0≤𝑖,𝑗≤𝑛
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4. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿(4𝑡+1)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1)

𝐹2𝑡+1
   

 

5. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

2

{
  
 

  
 
𝐿3𝑛
2
𝐿3𝑛+2

2
+ 2,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿3𝑛−1
2
𝐿3(𝑛+1)

2

,           𝑛 ≡ 1 (mod 4)

5𝐹3𝑛
2
𝐹3𝑛+2

2
+ 2,       𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹3𝑛−1
2
𝐹3(𝑛+1)

2

,        𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

6.  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿(4𝑡+3)𝑖−𝑗 =

(−1)𝑛

𝐿2𝑡+1
{
𝐿2𝑛(𝑡+1)𝐿2(𝑡+1)(𝑛+1),           𝑛 çift

5𝐹2𝑛(𝑡+1)𝐹2(𝑡+1)(𝑛+1),         𝑛 tek
     

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

İspat: 

1.  Eşitliğin sol tarafı için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri 

kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿4𝑡𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖(𝛼4𝑡𝑖+𝑗 + 𝛽4𝑡𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                                                             = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛼4𝑡𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛽4𝑡𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

Lemma 3.1.1’ den son ifade 

                    
(−1)𝑛(𝛼4𝑡 + 𝛼4𝑡+1)𝑛+1 + 1

𝛼4𝑡 + 𝛼4𝑡+1 + 1
+
(−1)𝑛(𝛽4𝑡 + 𝛽4𝑡+1)𝑛+1 + 1

𝛽4𝑡 + 𝛽4𝑡+1 + 1
 

şeklindedir. 
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𝛼 ve 𝛽,  𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼4𝑡 + 𝛼4𝑡+1 = 𝛼4𝑡+2, 𝛽4𝑡 + 𝛽4𝑡+1 = 𝛽4𝑡+2 ifade de yerine yazılır ve düzenlemeler 

yapılırsa 𝛼𝛽 = −1 olduğundan son ifade 

(−1)𝑛𝛼(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1

𝛼4𝑡+2 + 1
+
(−1)𝑛𝛽(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1

𝛽4𝑡+2 + 1
 

                             

= (−1)𝑛 [
(𝛽4𝑡+2 + 1)(𝛼(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1) + (𝛼(4𝑡+2) + 1)(𝛽(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1)

(𝛼4𝑡+2 + 1)(𝛽4𝑡+2 + 1)
] 

= (−1)𝑛 [
(𝛽4𝑡+2 + 1)(𝛼(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1) + (𝛼4𝑡+2 + 1)(𝛽(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1)

(𝛼4𝑡+2 + 1)(𝛽4𝑡+2 + 1)
] 

        =
(−1)𝑛

𝛼4𝑡+2𝛽4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+2 + 1
 

 × [𝛽4𝑡+2𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 𝛽4𝑡+2 +  𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1 + 𝛼4𝑡+2𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) 

                                                                                   +𝛼4𝑡+2 + 𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1] 

Lemma 4.1.1 ve Özdeşlik 8’ den son ifade 

(−1)𝑛 [
𝐿(4𝑡+2)𝑛 + 𝐿(4𝑡+2)(𝑛+1) + 𝐿4𝑡+2 + 2

𝐿4𝑡+2 + 2
] 

                                          =
(−1)𝑛𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1)𝐹2𝑡+1

𝐹2𝑡+1
2  

olup buradan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿4𝑡𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1)

𝐹2𝑡+1
   

elde edilir. 

2. Toplam ifadesi 𝑛 nin mod 4’e göre oluşan tüm durumları için ayrı ayrı 

incelenmelidir. 
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𝑛 = 4𝑘 + 1,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri kullanıldığında 

                                                    ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                                            = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

                                           =  ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖(𝛼𝑖+𝑗 + 𝛽𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

                           = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛼𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛽𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

                                                            

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛼𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛽𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

Lemma 3.1.1’ den son ifade 

                       (−1)4𝑘+1 [
(𝛼 + 𝛼2)4𝑘+2 − 1

𝛼 + 𝛼2 + 1
+
(𝛽 + 𝛽2)4𝑘+2 − 1

𝛽 + 𝛽2 + 1
] 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼2 + 𝛼 + 1 = 2𝛼2, 𝛽2 + 𝛽 + 1 = 2𝛽2  ifade de yerine yazılırsa, 𝛼𝛽 = −1 olup 

gerekli düzenlemeler yapıldığında son ifade 

(−1)4𝑘+1 [
𝛼12𝑘+6 − 1

2𝛼2
+
𝛽12𝑘+6 − 1

2𝛽2
] 

              =
(−1)4𝑘+1

2
[𝛼12𝑘+4 + 𝛽12𝑘+4 − 𝛼2 − 𝛽2] =

(−1)4𝑘+1

2
(𝐿12𝑘+4 − 𝐿2) 

Özdeşlik 5’te 𝑚 = 6𝑘 + 1 ,  𝑛 = 6𝑘 + 3 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1
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(−1)4𝑘+1

2
(𝐿6𝑘+1𝐿6𝑘+3) 

𝑛 = 4𝑘 + 1 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

2
(𝐿3𝑛−1

2
𝐿3(𝑛+1)

2

) 

bulunur. 

𝑛 = 4𝑘 + 2,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü uygulandığında 

 ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

 

 = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖(𝛼𝑖+𝑗 + 𝛽𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

 

                            = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛼𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛽𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

 

                                                            

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛼𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛽𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

 

Lemma 3.1.1’ den son ifade 

                  (−1)4𝑘+2 [
(𝛼 + 𝛼2)4𝑘+3 + 1

𝛼 + 𝛼2 + 1
+
(𝛽 + 𝛽2)4𝑘+3 + 1

𝛽 + 𝛽2 + 1
] 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

 𝛼2 + 𝛼 + 1 = 2𝛼2;   𝛽2 + 𝛽 + 1 = 2𝛽2  ifade de yerine yazılırsa ve gerekli  

düzenlemeler yapılırsa son ifade  
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           (−1)4𝑘+2 [
𝛼12𝑘+9 + 1

2𝛼2
+
𝛽12𝑘+9 + 1

2𝛽2
] 

                          =
(−1)4𝑘+2

2
[𝛼12𝑘+7 + 𝛽12𝑘+7 + 𝛼2 + 𝛽2] 

=
(−1)4𝑘+2

2
(𝐿12𝑘+7 + 𝐿2) 

        =
(−1)4𝑘+2

2
(𝐿12𝑘+7 + 𝐿1 + 2) 

Özdeşlik 6 den 𝑚 = 6𝑘 + 3 ,  𝑛 = 6𝑘 + 4 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

(−1)4𝑘+2

2
(5𝐹6𝑘+3𝐹6𝑘+4 + 2) 

𝑛 = 4𝑘 + 2 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

2
(5𝐹3𝑛

2
𝐹3𝑛+2

2
+ 2) 

elde edilir. 

𝑛 = 4𝑘 ve  𝑛 = 4𝑘 + 3 değerleri için de benzer şekilde ispat yapılır. 

 

 3.  Eşitliğin sol tarafı için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri  

 

kullanıldığında  𝑛 = 2𝑘 + 1 için 

 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿(4𝑡+2)𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖(𝛼(4𝑡+2)𝑖𝛼𝑗 + 𝛽(4𝑡+2)𝑖𝛽𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                                  = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛼(4𝑡+2)𝑖𝛼𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘+1

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛽(4𝑡+2)𝑖𝛽𝑗

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘+1

 

Lemma 3.1.1’ den son ifade 
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(−1)2𝑘+1(𝛼4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+3)2𝑘+2 + 1

𝛼4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+3 + 1
+
(−1)2𝑘+1(𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3)2𝑘+2 + 1

𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3 + 1
 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan  

𝛼4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+3 = 𝛼4𝑡+4;   𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3 = 𝛽4𝑡+4 ifade de yerine yazılır ve gerekli  

düzenlemeler yapılırsa son ifade 

                     
−𝛼(4𝑡+4)(2𝑘+2) + 1

𝛼4𝑡+4 + 1
+
−𝛽(4𝑡+4)(2𝑘+2) + 1

𝛽4𝑡+4 + 1
 

            =
(𝛽4𝑡+4 + 1)(−𝛼(4𝑡+4)(2𝑘+1) + 1) + (𝛼4𝑡+4 + 1)(−𝛽(4𝑡+4)(2𝑘+1) + 1)

(𝛼4𝑡+4 + 1)(𝛽4𝑡+4 + 1)
 

                 =
1

𝛼4(𝑡+1)𝛽4(𝑡+1) − 𝛼4(𝑡+1) − 𝛽4(𝑡+1) + 1
 

                 × [−𝛽4(𝑡+1)𝛼4(𝑡+1)(2𝑘+1) + 𝛽4(𝑡+1) −  𝛼4(𝑡+1)(2𝑘+1) + 1 

                        −𝛼4(𝑡+1)𝛽4(𝑡+1)(2𝑘+1) + 𝛼4(𝑡+1) − 𝛽4(𝑡+1)(𝑛+1) + 1] 

       =
−𝛼(4𝑡+1)2𝑘 + 𝛽4(𝑡+1) −  𝛼(4𝑡+1)(2𝑘+1) − 𝛽(4𝑡+1)2𝑘 + 𝛼4(𝑡+1) − 𝛽(4𝑡+1)2𝑘 + 2

2 + 𝐿4(𝑡+1)
 

Lemma 4.1.1 ve Özdeşlik 7’ den son ifade 

                 
 −𝐿4(𝑡+1)2𝑘 − 𝐿4(𝑡+1)(2𝑘+1) + 𝐿4(𝑡+1) + 2

𝐿4𝑡+2 + 2
 

 

=
5𝐹2(𝑡+1)𝑛𝐹2(𝑡+1)(𝑛+1)𝐿2𝑡+2

𝐿2𝑡+2
2  

olup buradan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿(4𝑡+2)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛5𝐹(2𝑡+2)(𝑛+1)𝐹(2𝑡+2)𝑛     

𝐿2𝑡+2
 

bulunur.  

𝑛 = 2𝑘  için de ispat benzer şekildedir. 
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4.  Eşitliğin sol tarafı için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri 

kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿(4𝑡+1)𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖(𝛼(4𝑡+1)𝑖−𝑗 + 𝛽(4𝑡+1)𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛼(4𝑡+1)𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛽(4𝑡+1)𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

Lemma 3.1.1’ den son ifade 

                          
(−1)𝑛(𝛼4𝑡 + 𝛼4𝑡+1)𝑛+1 + 1

𝛼4𝑡 + 𝛼4𝑡+1 + 1
+
(−1)𝑛(𝛽4𝑡 + 𝛽4𝑡+1)𝑛+1 + 1

𝛽4𝑡 + 𝛽4𝑡+1 + 1
 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼4𝑡 + 𝛼4𝑡+1 = 𝛼4𝑡+2;  𝛽4𝑡 + 𝛽4𝑡+1 = 𝛽4𝑡+2 ifade de yerine yazılırsa ve 𝛼𝛽 = −1  

olup gerekli düzenlemeler yapıldığında son ifade 

(−1)𝑛𝛼(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1

𝛼4𝑡+2 + 1
+
(−1)𝑛𝛽(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1

𝛽4𝑡+2 + 1
 

       = (−1)𝑛
(𝛽4𝑡+2 + 1)(𝛼(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1) + (𝛼(4𝑡+2) + 1)(𝛽(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1)

(𝛼4𝑡+2 + 1)(𝛽4𝑡+2 + 1)
 

            =
1

𝛼4𝑡+2𝛽4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+2 + 1
 

 × [𝛽4𝑡+2𝛼(4𝑡+2)(𝑛+1) + 𝛽4𝑡+2 +  𝛼(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1 + 𝛼4𝑡+2𝛽(4𝑡+2)(𝑛+1) 

                                                                                   +𝛼4𝑡+2 + 𝛽(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1] 

= (−1)𝑛 [
𝛼(4𝑡+2)2𝑘 + 𝛽4𝑡+2 +  𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1 + 𝛽(4𝑡+2)2𝑘 + 𝛼4𝑡+2 + 𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1

2 + 𝐿4𝑡+2
] 

şeklindedir. Lemma 4.1.1 ve Özdeşlik 8’ den son ifade 
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(−1)𝑛 [
𝐿(4𝑡+2)𝑛 + 𝐿(4𝑡+2)(𝑛+1) + 𝐿4𝑡+2 + 2

𝐿4𝑡+2 + 2
] 

olup böylece 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿(4𝑡+1)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1)

𝐹2𝑡+1
   

bulunur. 

5. Toplam ifadesi 𝑛 nin mod 4’e göre oluşan tüm durumları için ayrı ayrı 

incelenmelidir. 

𝑛 = 4𝑘,   𝑘 ∈ ℤ  için Binet formülü uygulandığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿2𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖(𝛼2𝑖−𝑗 + 𝛽2𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛼2𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛽2𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

Lemma 3.1.1’ den son ifade 

                  (−1)4𝑘 [
(𝛼 + 𝛼2)4𝑘+1 + 1

𝛼 + 𝛼2 + 1
+
(𝛽 + 𝛽2)4𝑘+1 + 1

𝛽 + 𝛽2 + 1
] 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

 𝛼2 + 𝛼 + 1 = 2𝛼2;  𝛽2 + 𝛽 + 1 = 2𝛽2  ifade de yerine yazılırsa, son ifade 

(−1)4𝑘 [
𝛼12𝑘+3 + 1

2𝛼2
+
𝛽12𝑘+3 + 1

2𝛽2
] 

  =
(−1)4𝑘

2
[𝛼12𝑘+1 + 𝛽12𝑘+1 + 𝛼2 + 𝛽2] 
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(−1)4𝑘

2
(𝐿12𝑘+2 + 𝐿2) 

     =
(−1)4𝑘

2
(𝐿12𝑘+2 + 𝐿1 + 2) 

Özdeşlik 5 den 𝑚 = 6𝑘 ,  𝑛 = 6𝑘 + 1 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

(−1)4𝑘

2
(𝐿6𝑘𝐿6𝑘+1 + 2) 

𝑛 = 4𝑘 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

2
(𝐿3𝑛

2
𝐿3𝑛+2

2
+ 2) 

bulunur. 

   𝑛 = 4𝑘 + 3,   𝑘 ∈ ℤ  için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri  

 

kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿2𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿2𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

        = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛼2𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛽2𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

Lemma 3.1.1’ den son ifade 

(−1)4𝑘+3 [
(𝛼 + 𝛼2)4𝑘+4 − 1

𝛼 + 𝛼2 + 1
+
(𝛽 + 𝛽2)4𝑘+4 − 1

𝛽 + 𝛽2 + 1
] 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼2 + 𝛼 + 1 = 2𝛼2;   𝛽2 + 𝛽 + 1 = 2𝛽2  ifade de yerine yazılıp düzenlemeler  

yapılırsa 𝛼𝛽 = −1 olduğundan 
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                                      (−1)4𝑘+3 [
𝛼12𝑘+12 − 1

2𝛼2
+
𝛽12𝑘+12 − 1

2𝛽2
] 

=
(−1)4𝑘+3

2
[𝛼12𝑘+10 + 𝛽12𝑘+10 − 𝛼2 − 𝛽2] 

                                     =
(−1)4𝑘+3

2
(𝐿12𝑘+10 − 𝐿2) 

Lemma 4.1.2 de 𝑚 = 6𝑘 + 4 ,  𝑛 = 6𝑘 + 6 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

(−1)4𝑘+3

2
(5𝐹6𝑘+4𝐹6𝑘+6) 

𝑛 = 4𝑘 + 3 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

2
(5𝐹3𝑛−1

2
𝐹3(𝑛+1)

2

) 

elde edilir.  

Benzer şekilde 𝑛 = 4𝑘 + 1 ve 𝑛 = 4𝑘 + 2  için de ispat yapılır. 

6.  Eşitlik için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿(4𝑡+3)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖(𝛼(4𝑡+3)𝑖𝛼−𝑗 + 𝛽(4𝑡+3)𝑖𝛽−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

𝑛 = 2𝑘 ve Lemma 3.1.1’ den son ifade 

   ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛼(4𝑡+3)𝑖𝛼−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝛽(4𝑡+3)𝑖𝛽−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘

 

                  =
(−1)2𝑘(𝛼4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+3)2𝑘+1 + 1

𝛼4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+3 + 1
+
(−1)2𝑘(𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3)2𝑘+1 + 1

𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3 + 1
 

𝛼 ve 𝛽,  𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+3 = 𝛼4𝑡+4;  𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3 = 𝛽4𝑡+4 ifade de yerine yazılırsa son ifade 
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𝛼(4𝑡+4)(2𝑘+1) + 1

𝛼4𝑡+4 + 1
+
𝛽(4𝑡+4)(2𝑘+1) + 1

𝛽4𝑡+4 + 1
 

 
(𝛽4𝑡+4 + 1)(𝛼(4𝑡+4)(2𝑘+1) + 1) + (𝛼4𝑡+4 + 1)(𝛽(4𝑡+4)(2𝑘+1) + 1)

(𝛼4𝑡+4 + 1)(𝛽4𝑡+4 + 1)
 

          =
1

𝛼4(𝑡+1)𝛽4(𝑡+1) + 𝛼4(𝑡+1) + 𝛽4(𝑡+1) + 1
 

          × [𝛽4(𝑡+1)𝛼4(𝑡+1)(2𝑘+1) + 𝛽4(𝑡+1) +  𝛼4(𝑡+1)(2𝑘+1) + 1 + 𝛼4(𝑡+1)𝛽4(𝑡+1)(2𝑘+1) 

                                                                                                  +𝛼4(𝑡+1) + 𝛽4(𝑡+1)(2𝑘+1) + 1] 

         =
𝛼4(𝑡+1)2𝑘 + 𝛽4(𝑡+1) +  𝛼4(𝑡+1)(2𝑘+1) + 2 + 𝛽4(𝑡+1)2𝑘 + 𝛼4(𝑡+1) + 𝛽4(𝑡+1)2𝑘

2 + 𝐿4(𝑡+1)
 

Lemma 4.1.2 ve Özdeşlik 7’ den son ifade 

𝐿4(𝑡+1)𝑛 + 𝐿4(𝑡+1)(𝑛+1) + 𝐿4(𝑡+1) + 2

𝐿4𝑡+4 − 2
 

 

                                         =
𝐿2(𝑡+1)𝑛𝐿2(𝑡+1)(𝑛+1)𝐿2𝑡+2

𝐿2𝑡+2
2  

olup buradan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖𝐿(4𝑡+3)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛𝐿(2𝑡+2)(𝑛+1)𝐿(2𝑡+2)𝑛     

𝐿2𝑡+2
 

bulunur. 

 𝑛 = 2𝑘 + 1 için de ispat benzer şekildedir. 

4.2.2. (−𝟏)𝒋  Katsayılı Çift Toplamlar 

Teorem 4.2.2.1. [19] Her 𝑡 tamsayısı için aşağıdakiler doğrudur. 

1. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿4𝑡𝑖−𝑗 =

1

𝐿2𝑡−1
{
𝐿(2𝑡−1)𝑛𝐿(2𝑡−1)(𝑛+1)     ,       𝑛 çift

5𝐹(2𝑡−1)𝑛𝐹(2𝑡−1)(𝑛+1)  ,        𝑛 tek
0≤𝑖,𝑗≤𝑛
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2. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

{
  
 

  
 
5𝐹𝑛

2
𝐹𝑛−2

2
+ 2,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿𝑛−3
2
𝐿𝑛+1

2
,                 𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐿𝑛
2
𝐿𝑛−2

2
+ 2,             𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹𝑛−3
2
𝐹𝑛+1

2
,             𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

3. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿5𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

2

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝐿
3(
3𝑛
2 +1)

𝐿3𝑛
2 +1

,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿3𝑛+1
2
𝐿3(𝑛+1)

2

,     𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐹
3(
3𝑛
2 +1)

𝐹3𝑛
2 +1

,             𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹3𝑛+1
2
𝐹3(𝑛+1)

2

,    𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

 

4. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿(4𝑡+2)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿2𝑡𝑛𝐹2𝑡(𝑛+1)

𝐹2𝑡
       (𝑡 ≠ 0) 

 

5. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿3𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝐹
3(
𝑛+2
2 )

𝐹𝑛+2
2

,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿𝑛+1
2
𝐿𝑛+3

2
,     𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐿
3(
𝑛+2
2 )

𝐿𝑛+2
2

,             𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹𝑛+1
2
𝐹𝑛+3

2
,    𝑛 ≡ 3 (mod 4)
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6. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝐹
3(
𝑛+2
2
)

𝐹𝑛+2
2

,            𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿𝑛+1
2
𝐿𝑛+3

2
,        𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐿
3(
𝑛+2
2
)

𝐿𝑛+2
2

,             𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹𝑛+1
2
𝐹𝑛+3

2
,      𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

7. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿4𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

2

{
  
 

  
 
𝐿3𝑛
2
𝐿3𝑛+2

2
+ 2,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿3𝑛−1
2
𝐿3(𝑛+1)

2

,           𝑛 ≡ 1 (mod 4)

5𝐹3𝑛
2
𝐹3𝑛+2

2
+ 2,       𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹3𝑛−1
2
𝐹3(𝑛+1)

2

,        𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

 

8. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿(4𝑡+1)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

𝐿2𝑡
{
𝐿2𝑡𝑛𝐿2𝑡(𝑛+1)     ,        𝑛 çift

5𝐹2𝑡𝑛𝐹2𝑡(𝑛+1) ,         𝑛 tek
 

 

9. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿2𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

{
  
 

  
 
5𝐹𝑛

2
𝐹𝑛−2

2
+ 2,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿𝑛−3
2
𝐿𝑛+1

2
,                 𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐿𝑛
2
𝐿𝑛−2

2
+ 2,             𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹𝑛−3
2
𝐹𝑛+1

2
,             𝑛 ≡ 3 (mod 4)
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10. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿(4𝑡+3)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1)

𝐹2𝑡+1
        

İspat: 

1.  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿4𝑡𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼4𝑡𝑖𝛼−𝑗 + 𝛽4𝑡𝑖𝛽−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

Bu toplam iki ayrı durum içinde ayrı ayrı incelenmelidir. 

 𝑛 = 2𝑘 için ifadenin sol tarafı için Binet formülü ve Lemma 3.2.2.1’ den son ifade 

                         ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼4𝑡𝑖𝛼−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽4𝑡𝑖𝛽−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘

 

                  =
(𝛼4𝑡 − 𝛼4𝑡−1)2𝑘+1 − 1

𝛼4𝑡 − 𝛼4𝑡−1 − 1
+
(𝛽4𝑡 − 𝛽4𝑡−1)2𝑘+1 − 1

𝛽4𝑡 − 𝛽4𝑡−1 − 1
 

 𝛼 ve 𝛽,  𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼2 − 𝛼 − 1 = 0,   𝛼4𝑡 − 𝛼4𝑡−1 = 𝛼4𝑡−2;    𝛽2 − 𝛽 − 1 = 0,      𝛽4𝑡 − 𝛽4𝑡−1 = 𝛽4𝑡−2  

ve 𝛼𝛽 = −1 olup gerekli düzenlemeler yapıldığında son ifade 

𝛼(4𝑡−2)(2𝑘+1) − 1

𝛼(4𝑡−2) − 1
+
𝛽(4𝑡−2)(2𝑘+1) − 1

𝛽(4𝑡−2) − 1
 

=
(𝛽4𝑡−2 − 1)(𝛼(4𝑡−2)(2𝑘+1) − 1) + (𝛼4𝑡−2 − 1)(𝛽(4𝑡−2)(2𝑘+1) − 1)

(𝛼4𝑡−2 − 1)(𝛽4𝑡−2 − 1)
 

              =
1

𝛼4𝑡−2𝛽4𝑡−2 − 𝛼4𝑡−2 − 𝛽4𝑡−2 + 1
 

        × [𝛽4𝑡−2𝛼(4𝑡−2)(2𝑘+1) − 𝛽4𝑡−2 −  𝛼(4𝑡−2)(2𝑘+1) + 1 + 𝛼4𝑡−2𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) 

                                                                                              −𝛼4𝑡−2 − 𝛽(4𝑡−2)(2𝑘+1) + 1] 
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𝛼(4𝑡−2)2𝑘 − 𝛽4𝑡−2 −  𝛼(4𝑡−2)(2𝑘+1) + 1 + 𝛽(4𝑡−2)2𝑘 − 𝛼4𝑡−2 − 𝛽(4𝑡−2)(2𝑘+1) + 1

2 − 𝐿4𝑡−2
 

Lemma 4.1.1 ve Özdeşlik 7’ den son ifade 

𝐿(4𝑡−2)2𝑘 − 𝐿(4𝑡−2)(2𝑘+1) − 𝐿4𝑡−2 + 2

−𝐿4𝑡−2 + 2
 

 

                                         =
𝐿(2𝑡−1)𝑛𝐿(2𝑡−1)(𝑛+1)𝐿2𝑡−1

𝐿2𝑡−1
2  

olup buradan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿4𝑡𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿(2𝑡−1)𝑛𝐿(2𝑡−1)(𝑛+1)     
𝐿2𝑡−1

 

elde edilir. 

Benzer şekilde 𝑛 = 2𝑘 içinde ispat yapılır. 

2.  

𝑛 = 4𝑘,   𝑘 ∈ ℤ  için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri kullanıldığında 

     ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

              = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼𝑖−𝑗 + 𝛽𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                                         = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                                         = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (−1)𝑗 (
𝑖

𝑗
) 𝛽𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

Lemma 3.2.2.1’ den son ifade 
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(𝛼 − 1)4𝑘+1 − 1

𝛼 − 1 − 1
+
(𝛽 − 1)4𝑘+1 − 1

𝛽 − 1 − 1
  

     = (−1)4𝑘+1 [
𝛽4𝑘+1 − 1

𝛼 − 2
+
𝛼4𝑘+1 − 1

𝛽 − 2
] 

                                             = (−1)4𝑘+1[−𝐿4𝑘−1 − 3]  

Özdeşlik 6’de 𝑚 = 2𝑘 ,  𝑛 = 2𝑘 − 1 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

(−1)4𝑘

2
(5𝐹2𝑘𝐹2𝑘−1 + 2) 

𝑛 = 4𝑘 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛(5𝐹𝑛
2
𝐹𝑛−2

2
+ 2) 

olur. 

𝑛 = 4𝑘 + 3,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼𝑖−𝑗 + 𝛽𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

                             = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

                            = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

∑ (−1)𝑗 (
𝑖

𝑗
) 𝛽𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

Lemma 3.2.2.1’ den son ifade 
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(𝛼 − 1)4𝑘+4 − 1

𝛼 − 1 − 1
+
(𝛽 − 1)4𝑘+4 − 1

𝛽 − 1 − 1
 

         =
𝛽4𝑘+4 − 1

𝛼 − 2
+
𝛼4𝑘+4 − 1

𝛽 − 2
 

       =
𝛽4𝑘+4 − 1

𝛼 − 2
+
𝛼4𝑘+4 − 1

𝛽 − 2
 

                                                        = [−𝐿4𝑘+2+𝐿2] 

 = (−1)4𝑘+3(𝐿4𝑘+2−𝐿2) 

Özdeşlik 6’da 𝑚 = 2𝑘 ,  𝑛 = 2𝑘 + 2 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

(−1)4𝑘+3

2
(5𝐹2𝑘𝐹2𝑘+2) 

𝑛 = 4𝑘 + 3 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛(5𝐹𝑛−3
2
𝐹𝑛+1

2
) 

elde edilir. 

𝑛 = 4𝑘 + 1  ve 𝑛 = 4𝑘 + 2 için de ispat benzer şekildedir. 

3. 

𝑛 = 4𝑘 + 1,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿5𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (−1)𝑗 (
𝑖

𝑗
) 𝐿5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

                                                             = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼5𝑖−𝑗 + 𝛽5𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

                                                   = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼5𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1
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Lemma 3.2.2.1’ den son ifade 

(𝛼5 − 𝛼4)4𝑘+1 − 1

𝛼5 − 𝛼4 − 1
+
(𝛽5 − 𝛽4)4𝑘+1 − 1

𝛽5 − 𝛽4 − 1
 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼5 − 𝛼4 = 𝛼3,   𝛼3 − 1 = 2𝛼 , 𝛽5 − 𝛽4 = 𝛽3,    𝛽3 − 1 = 2𝛽,  𝛼𝛽 = −1 olup gerekli  

düzenlemeler yapıldığında son ifade 

                                            
  𝛼12𝑘+6 − 1

2𝛼
+
𝛽12𝑘+6 − 1

2𝛽
 

                                           = −
1

2
[−𝛼12𝑘+5 − 𝛽12𝑘+5 − 𝛼 − 𝛽] 

                =
1

2
[𝛼12𝑘+5 + 𝛽12𝑘+5 + 1] =

1

2
(𝐿12𝑘+5 + 𝐿1) 

Özdeşlik 5’te 𝑚 = 6𝑘 + 2, 𝑛 = 6𝑘 + 3 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿5𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

2
𝐿6𝑘+2𝐿6𝑘+3 

𝑛 = 4𝑘 + 1 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿5𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

2
𝐿3𝑛+1

2
𝐿3(𝑛+1)

2

 

bulunur. 

𝑛 = 4𝑘 + 2,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿5𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (−1)𝑗 (
𝑖

𝑗
) 𝐿5𝑖−𝑗    

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼5𝑖−𝑗 + 𝛽5𝑖−𝑗)

 0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2
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                           ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼5𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

 

Lemma 3.2.2.1’ den son ifade 

(𝛼 + 𝛼2)4𝑘+3 − 1

𝛼 + 𝛼2 − 1
+
(𝛽 + 𝛽2)4𝑘+3 − 1

𝛽 + 𝛽2 − 1
 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼5 − 𝛼4 = 𝛼3,   𝛼3 − 1 = 2𝛼 , 𝛽5 − 𝛽4 = 𝛽3,    𝛽3 − 1 = 2𝛽,  𝛼𝛽 = −1 olup gerekli  

düzenlemeler yapıldığında son ifade 

                                               
𝛼12𝑘+8 − 1

2𝛼
+
𝛽12𝑘+8 − 1

2𝛽
 

                                          = −
1

2
[−𝛼12𝑘+8 − 𝛽12𝑘+8 − 𝛼 − 𝛽] 

                                        =
1

2
[𝛼12𝑘+8 + 𝛽12𝑘+8 + 1] 

                                        =
1

2
(𝐿12𝑘+8 + 1) 

Özdeşlik 4’te 𝑛 = 6𝑘 + 4 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿5𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

1

2

𝐹3(6𝑘+4)

𝐹6𝑘+4
 

𝑛 = 4𝑘 + 2 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿5𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

1

2

𝐹
3(
3𝑛
2 +1)

𝐹3𝑛
2 +1

 

elde edilir. 𝑛 = 4𝑘  ve 𝑛 = 4𝑘 + 3 için de ispat benzer şekildedir. 

 

 

4.  Eşitliğin sol tarafında Binet formülü ve toplam formülü özellikleri kullanıldığında 
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∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿(4𝑡+2)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼(4𝑡+2)𝑖−𝑗 + 𝛽(4𝑡+2)𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                                              = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼(4𝑡+2)𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽(4𝑡+2)𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

Lemma 3.2.2.1’ den son ifade 

                      
(𝛼4𝑡+2 − 𝛼4𝑡+1)𝑛+1 − 1

𝛼4𝑡+2 − 𝛼4𝑡+1 − 1
+
(𝛽4𝑡+2 − 𝛽4𝑡+1)𝑛+1 − 1

𝛽4𝑡+2 − 𝛽4𝑡+1 − 1
 

𝛼 ve 𝛽,  𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri ve 

𝛼4𝑡+2 − 𝛼4𝑡+1 = 𝛼4𝑡;   𝛽4𝑡+2 − 𝛽4𝑡+1 = 𝛽4𝑡  olduğundan düzenlemeler yapıldığında  

𝛼𝛽 = −1 olduğundan son ifade 

                                           
𝛼4𝑡(𝑛+1) − 1

𝛼4𝑡 − 1
+
𝛽4𝑡(𝑛+1) − 1

𝛽4𝑡 − 1
 

        =
(𝛽4𝑡 − 1)(𝛼4𝑡(𝑛+1) − 1) + (𝛼4𝑡 − 1)(𝛽4𝑡(𝑛+1) − 1)

(𝛼4𝑡 − 1)(𝛽4𝑡 − 1)
 

=
𝛽4𝑡𝛼4𝑡(𝑛+1) − 𝛽4𝑡 −  𝛼4𝑡(𝑛+1) + 1 + 𝛼4𝑡𝛽4𝑡(𝑛+1) − 𝛼4𝑡 − 𝛽4𝑡(𝑛+1) + 1

𝛼4𝑡𝛽4𝑡 − 𝛼4𝑡 − 𝛽4𝑡 + 1
 

=
𝛼4𝑡𝑛 − 𝛽4𝑡 −  𝛼4𝑡(𝑛+1) + 1 + 𝛽4𝑡𝑛 − 𝛼4𝑡 − 𝛽4𝑡𝑛 + 1

2 − 𝐿4𝑡
 

Lemma 3.1.1 ve Özdeşlik 8’ den son ifade 

−𝐿4(𝑡+1)𝑛 + 𝐿4𝑡𝑛 − 𝐿4𝑡 + 2

−𝐿4𝑡 + 2
 

                                                    =
𝐿2𝑡𝑛𝐹2𝑡(𝑛+1)𝐹2𝑡

𝐹2𝑡
2  

olup böylece 
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∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿(4𝑡+2)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿2𝑡𝑛𝐹2𝑡(𝑛+1)

𝐹2𝑡
       (𝑡 ≠ 0) 

bulunur. 

5. Toplam ifadesi 𝑛 nin mod 4’e göre oluşan tüm durumları için ayrı ayrı 

incelenmelidir. 

𝑛 = 4𝑘,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü,toplam formülü özellikleri ve Lemma 3.2.2.1    

 

kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿3𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿3𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼3𝑖−𝑗 + 𝛽3𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                          = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼3𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽3𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

          =
(𝛼3 − 𝛼2)4𝑘+1 − 1

𝛼3 − 𝛼2 − 1
+
(𝛽3 − 𝛽2)4𝑘+1 − 1

𝛽3 − 𝛽2 − 1
 

𝛼 ve 𝛽, 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼3 − 𝛼2 = 𝛼  ;  𝛽3 − 𝛽2 = 𝛽 ifade de yerine yazılırsa 𝛼𝛽 = −1 olup gerekli  

düzenlemeler yapıldığında 

𝛼4𝑘+1 − 1

−𝛽
+
𝛽4𝑘+1 − 1

−𝛼
 

                                                    =
1

2
[𝛼4𝑘+2 + 𝛽4𝑘+2 + 𝛼 + 𝛽]  

                                                   =
1

2
[𝛼4𝑘+2 + 𝛽4𝑘+2 + 1] 

                                                   =
1

2
(𝐿4𝑘+2 + 1) 
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Özdeşlik 4’ den  

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿3𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

1

2

𝐹3(2𝑘+1)

𝐹2𝑘+1
 

𝑛 = 4𝑘 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) 𝐿3𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

𝐹
3(
𝑛+2
2
)

𝐹𝑛+2
2

 

bulunur. 

𝑛 = 4𝑘 + 1, 𝑛 = 4𝑘 + 2  ve 𝑛 = 4𝑘 + 3 için de ispatlar benzer şekildedir. 

 

6. Toplam ifadesi 𝑛 nin mod 4’e göre oluşan tüm durumları için ayrı ayrı  

 

incelenmelidir. 

 

𝑛 = 4𝑘,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü, toplam formülü özellikleri ve Lemma 3.2.2.1  

 

kullanıldığında 

 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼𝑗 + 𝛽𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                        = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

         =
(1 − 𝛼)4𝑘+1 − 1

1 − 𝛼 − 1
+
(1 − 𝛽)4𝑘+1 − 1

1 − 𝛽 − 1
 

                                              =
𝛽4𝑘+1 − 1

−𝛼
+
𝛼4𝑘+1 − 1

−𝛽
 

                                            =
1

2
[𝛼4𝑘+2 + 𝛽4𝑘+2 − 𝛼 − 𝛽]  
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1

2
[𝛼4𝑘+2 + 𝛽4𝑘+2 − 1] 

                                          = (𝐿4𝑘+2 − 1) 

Özdeşlik 4’te 𝑛 = 2𝑘 + 1 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

𝐹3(2𝑘+1)

𝐹2𝑘+1
 

𝑛 = 4𝑘 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

𝐹
3(
𝑛+2
2 )

𝐹𝑛+2
2

 

elde edilir. 

𝑛 = 4𝑘 + 3, 𝑘 ∈ ℤ  için Binet formülü, toplam formülü özellikleri ve Lemma 3.2.2.1  

 

kullanıldığında 

 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼𝑗 + 𝛽𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

                     = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

=
(1 − 𝛼)4𝑘+4 − 1

1 − 𝛼 − 1
+
(1 − 𝛽)4𝑘+4 − 1

1 − 𝛽 − 1
 

                                          =
𝛽4𝑘+4 − 1

−𝛼
+
𝛼4𝑘+4 − 1

−𝛽
 

                                         = 𝛼4𝑘+5 + 𝛽4𝑘+5 − 𝛼 − 𝛽  

                                         = 𝛼4𝑘+5 + 𝛽4𝑘+5 − 1 

                                          = 𝐿4𝑘+5 − 𝐿1 
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Özdeşlik 6’da 𝑚 = 2𝑘 + 2, 𝑛 = 2𝑘 + 3 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

5𝐹2𝑘+2𝐹2𝑘+3 

𝑛 = 4𝑘 + 3 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑗 = 5

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐹𝑛+1
2
𝐹𝑛+3

2
 

bulunur. 

𝑛 = 4𝑘 + 1,   𝑛 = 4𝑘 + 2  için de ispatlar benzer şekildedir. 

 

7.  Toplam ifadesi 𝑛 nin mod 4’e göre oluşan tüm durumları için ayrı ayrı 

 

 incelenmelidir. 

 

𝑛 = 4𝑘 + 1,   𝑘 ∈ ℤ  için Binet formülü ve toplam formülü özellikleri kullanıldığında 

 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿4𝑖+𝑗 =

0≤ 𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿4𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼4𝑖+𝑗 + 𝛽4𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

                                = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼4𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽4𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

Lemma 3.2.2.1’ den son ifade 

(𝛼4 − 𝛼5)4𝑘+2 − 1

𝛼4 − 𝛼5 − 1
+
(𝛽4 − 𝛽5)4𝑘+2 − 1

𝛽4 − 𝛽5 − 1
 

                                       =
𝛼12𝑘+6 − 1

−𝛼3 − 1
+
𝛽12𝑘+6 − 1

−𝛽3 − 1
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𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼5 − 𝛼4 = 𝛼3,  −𝛼3 − 1 = 2𝛼2 ,    𝛽5 − 𝛽4 = 𝛽3,  −𝛽3 − 1 = 2𝛽2  ifade de yerine  

yazılırsa, 𝛼𝛽 = −1 olup gerekli düzenlemeler yapıldığında son ifade 

                                                       
𝛼12𝑘+6 − 1

−2𝛼2
+
𝛽12𝑘+6 − 1

−2𝛽2
 

               =
(−1)

2
[
𝛼12𝑘+6 − 1

𝛼2
+
𝛽12𝑘+6 − 1

𝛽2
] 

=
(−1)4𝑘+1

2
[𝐿12𝑘+4 − 𝐿2] 

Özdeşlik 5’te 𝑚 = 6𝑘 + 1 ,  𝑛 = 6𝑘 + 3 alınırsa  

                ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿4𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

=
(−1)4𝑘+1

2
(𝐿6𝑘+1𝐿6𝑘+3) 

𝑛 = 4𝑘 + 1 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿4𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

=
(−1)𝑛

2
(𝐿3𝑛−1

2
𝐿3(𝑛+1)

2

) 

bulunur. 

𝑛 = 4𝑘, 𝑛 = 4𝑘 + 2 ve 𝑛 = 4𝑘 + 3 içinde ispat benzer şekildedir. 

8.  𝑛 = 2𝑘 için ifadenin sol tarafında Binet formülü ve Lemma 3.2.2.1  

kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿(4𝑡+1)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼(4𝑡+1)𝑖𝛼𝑗 + 𝛽(4𝑡+1)𝑖𝛽𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                         = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼(4𝑡+1)𝑖𝛼𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽(4𝑡+1)𝑖𝛽𝑗

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘
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(𝛼4𝑡+1 − 𝛼4𝑡+2)2𝑘+1 − 1

𝛼4𝑡+1 − 𝛼4𝑡+2 − 1
+
(𝛽4𝑡+1 − 𝛽4𝑡+2)2𝑘+1 − 1

𝛽4𝑡+1 − 𝛽4𝑡+2 − 1
 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

 𝛼4𝑡+2 − 𝛼4𝑡+1 = 𝛼4𝑡;   𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3 = 𝛽4𝑡 ifade de yerine yazılırsa, 𝛼𝛽 = −1  

olup gerekli düzenlemeler yapıldığında son ifade 

                                       
−𝛼4𝑡(2𝑘+1) − 1

−𝛼4𝑡 − 1
+
−𝛽4𝑡(2𝑘+1) − 1

−𝛽4𝑡 − 1
 

=
(−𝛽4𝑡 − 1)(−𝛼4𝑡(2𝑘+1) − 1) + (−𝛼4𝑡 − 1)(−𝛽4𝑡(2𝑘+1) − 1)

(−𝛼4𝑡 − 1)(−𝛽4𝑡 − 1)
 

𝛽4𝑡𝛼4𝑡(2𝑘+1) + 𝛽4𝑡 +  𝛼4𝑡(2𝑘+1) + 1 + 𝛼4𝑡𝛽4𝑡(2𝑘+1) + 𝛼4𝑡 + 𝛽4𝑡(2𝑘+1) + 1

𝛼4𝑡𝛽4𝑡 + 𝛼4𝑡 + 𝛽4𝑡 + 1
 

     =
𝛼4𝑡2𝑘 + 𝛽4𝑡 +  𝛼4𝑡(2𝑘+1) + 1 + 𝛽4𝑡2𝑘 + 𝛼4𝑡 + 𝛽4𝑡(2𝑘+1) + 1

2 + 𝐿4𝑡
 

Lemma 4.1.2 ve Özdeşlik 7’ den son ifade 

𝐿4𝑡2𝑘 + 𝐿4𝑡(2𝑘+1) + 𝐿4𝑡 + 2

𝐿4𝑡 + 2
 

                                                   =
𝐿2𝑡𝑛𝐿2𝑡(2𝑘+1)𝐿2𝑡

𝐿2𝑡
2  

olup buradan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿(4𝑡+1)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛𝐿2𝑡𝑛𝐿2𝑡(𝑛+1)     
𝐿2𝑡

 

bulunur. 

𝑛 = 2𝑘 + 1 için de benzer şekilde ispat yapılır. 

 

9. Toplam ifadesi 𝑛 nin mod 4’e göre oluşan tüm durumları için ayrı ayrı 
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 incelenmelidir. 

 

𝑛 = 4𝑘,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü, toplam formülü özellikleri ve Lemma 3.2.2.1  

 

kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿2𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿2𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                                                            = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼2𝑖+𝑗 + 𝛽2𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                                                            = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼2𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽2𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                                                          = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼2𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (−1)𝑗 (
𝑖

𝑗
) 𝛽2𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                                        =
(𝛼2 − 𝛼3)4𝑘+2 − 1

𝛼2 − 𝛼3 − 1
+
(𝛽2 − 𝛽3)4𝑘+2 − 1

𝛽2 − 𝛽3 − 1
 

𝛼 ve 𝛽,  𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan   

 𝛼3 − 𝛼2 = 𝛼  ;  𝛽3 − 𝛽2 = 𝛽  ifade de yerine yazılırsa, 𝛼𝛽 = −1 olup gerekli  

düzenlemeler yapıldığında son ifade 

   
𝛼4𝑘+2 − 1

−𝛼 − 1
+
𝛽4𝑘+2 − 1

−𝛽 − 1
 

= (−1)4𝑘+2[𝐿4𝑘 − 3] 

         = (−1)4𝑘+2(𝐿4𝑘 − 𝐿1 − 2) 

Özdeşlik 6’da 𝑚 = 2𝑘 − 1 ,  𝑛 = 2𝑘 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿2𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

(−1)4𝑘

2
(5𝐹2𝑘𝐹2𝑘−1 + 2) 

𝑛 = 4𝑘 olduğundan 
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∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿2𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛(5𝐹𝑛
2
𝐹𝑛−2

2
+ 2) 

elde edilir. 

𝑛 = 4𝑘 + 1, 𝑛 = 4𝑘 + 2  ve 𝑛 = 4𝑘 + 3 için de ispat benzer şekilde yapılır. 

 

10. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿(4𝑡+3)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼(4𝑡+3)𝑖+𝑗 + 𝛽(4𝑡+3)𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                                  = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼(4𝑡+3)𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽(4𝑡+3)𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

Lemma 3.2.2.1’ den son ifade 

                     
(𝛼4𝑡+3 − 𝛼4𝑡+4)𝑛+1 − 1

𝛼4𝑡+3 − 𝛼4𝑡+4 − 1
+
(𝛽4𝑡+3 − 𝛽4𝑡+4)𝑛+1 − 1

𝛽4𝑡+3 − 𝛽4𝑡+4 − 1
 

𝛼 ve 𝛽,  𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼4𝑡+4 − 𝛼4𝑡+3 =   𝛼4𝑡+2;  𝛽4𝑡+4 − 𝛽4𝑡+3 =  𝛽4𝑡+2 ifade de yerine yazılırsa, 

 𝛼𝛽 = −1 olup gerekli düzenlemeler yapıldığında son ifade 

         (−1)𝑛 [
𝛼(4𝑡+2)(𝑛+1) − 1

−𝛼4𝑡+2 − 1
+
𝛽(4𝑡+2)4𝑡(𝑛+1) − 1

−𝛽4𝑡+2 − 1
] 

  = (−1)𝑛 [
(−𝛽4𝑡+2 − 1)(𝛼(4𝑡+2)(𝑛+1) − 1) + (−𝛼4𝑡+2 − 1)(𝛽(4𝑡+2)(𝑛+1) − 1)

(−𝛼4𝑡+2 − 1)(−𝛽4𝑡+2 − 1)
] 

 = (−1)𝑛 [
(−𝛽4𝑡+2 − 1)(𝛼(4𝑡+2)(𝑛+1) − 1) + (−𝛼4𝑡+2 − 1)(𝛽(4𝑡+2)(𝑛+1) − 1)

(−𝛼4𝑡+2 − 1)(−𝛽4𝑡+2 − 1)
] 
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(−1)𝑛

𝛼4𝑡+2𝛽4𝑡+2 − 𝛼4𝑡+2 − 𝛽4𝑡+2 + 1
 

      × [−𝛽4𝑡+2𝛼(4𝑡+2)(𝑛+1) + 𝛽4𝑡+2 −  𝛼(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1 − 𝛼4𝑡+2𝛽(4𝑡+2)(𝑛+1) 

                                                                          −𝛼4𝑡+2 − 𝛽(4𝑡+2)(𝑛+1) + 1] 

Lemma 4.1.1 ve Özdeşlik 8’ den son ifade 

−𝐿(4𝑡+2)𝑛 − 𝐿(4𝑡+2)(𝑛+1) + 𝐿(4𝑡+1) + 2

−𝐿4𝑡+2 + 2
 

 

                                              =
𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1)𝐹2𝑡+1

𝐹2𝑡+1
2  

olup buradan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿(4𝑡+3)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1)

𝐹2𝑡+1
       

bulunur.    

4.2.3. (−𝟏)𝒊+𝒋  Katsayılı Çift Toplamlar 

Teorem 4.2.3.1 [19] Her 𝑡 tamsayısı için aşağıdakiler doğrudur. 

1. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿4𝑡𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛𝐿(2𝑡−1)𝑛𝐹(2𝑡−1)(𝑛+1)

𝐹2𝑡−1
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2. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝐹
3(
𝑛+2
2
)

𝐹𝑛+2
2

,            𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿𝑛+1
2
𝐿𝑛+3

2
,         𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐿
3(
𝑛+2
2
)

𝐿𝑛+2
2

,             𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹𝑛+1
2
𝐹𝑛+3

2
,    𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

 

3. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿5𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

2

{
  
 

  
 
𝐿3𝑛
2
𝐿3𝑛+2

2
+ 2,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿3𝑛−1
2
𝐿3(𝑛+1)

2

,           𝑛 ≡ 1 (mod 4)

5𝐹3𝑛
2
𝐹3𝑛+2

2
+ 2,       𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹3𝑛−1
2
𝐹3(𝑛+1)

2

,        𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

 

4. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿(4𝑡+2)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

𝐿2𝑡
{
𝐿2𝑡𝑛𝐿2𝑡(𝑛+1)     ,       𝑛 çift

5𝐹2𝑡𝑛𝐹2𝑡(𝑛+1)  ,       𝑛 tek
 

 

5. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿3𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

{
  
 

  
 
5𝐹𝑛

2
𝐹𝑛−2

2
+ 2,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿𝑛−3
2
𝐿𝑛+1

2
,                 𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐿𝑛
2
𝐿𝑛−2

2
+ 2,             𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹𝑛−3
2
𝐹𝑛+1

2
,             𝑛 ≡ 3 (mod 4)
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6. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛

{
  
 

  
 
5𝐹𝑛

2
𝐹𝑛−2

2
+ 2,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿𝑛−3
2
𝐿𝑛+1

2
,                 𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐿𝑛
2
𝐿𝑛−2

2
+ 2,             𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹𝑛−3
2
𝐹𝑛+1

2
,             𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

 

 

 

7. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿4𝑡𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

2

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝐿
3(
3𝑛
2 +1)

𝐿3𝑛
2 +1

,           𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿3𝑛+1
2
𝐿3(𝑛+1)

2

,     𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐹
3(
3𝑛
2 +1)

𝐹3𝑛
2 +1

,             𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹3𝑛+1
2
𝐹3(𝑛+1)

2

,    𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

8. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿(4𝑡+1)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿2𝑡𝑛𝐹2𝑡(𝑛+1)

𝐹2𝑡
       (𝑡 ≠ 0) 

 

9. 
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∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿2𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝐹
3(
𝑛+2
2
)

𝐹𝑛+2
2

,            𝑛 ≡ 0 (mod 4)

𝐿𝑛+1
2
𝐿𝑛+3

2
,        𝑛 ≡ 1 (mod 4)

𝐿
3(
𝑛+2
2
)

𝐿𝑛+2
2

,             𝑛 ≡ 2 (mod 4)

5𝐹𝑛+1
2
𝐹𝑛+3

2
,      𝑛 ≡ 3 (mod 4)

 

 

10. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿(4𝑡+3)𝑖+𝑗 =

1

𝐿2𝑡+1
{
𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐿(2𝑡+1)(𝑛+1)     ,      𝑛 çift

5𝐹(2𝑡+1)𝑛𝐹(2𝑡+1)(𝑛+1)  ,       𝑛 tek
0≤𝑖,𝑗≤𝑛

      

dir.  

 

İspat: 

1. Eşitliğin sol tarafı için Binet formülü, toplam formülleri ve Lemma 3.2.3.1  

kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿4𝑡𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗(𝛼4𝑡𝑖−𝑗 + 𝛽4𝑡𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                           = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼4𝑡𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛽4𝑡𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                =
(𝛼4𝑡 − 𝛼4𝑡−1)𝑛+1 + 1

𝛼4𝑡 − 𝛼4𝑡−1 + 1
+
(𝛽4𝑡 − 𝛽4𝑡−1)𝑛+1 + 1

𝛽4𝑡 − 𝛽4𝑡−1 + 1
 

𝛼 ve 𝛽,  𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 
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𝛼4𝑡 − 𝛼4𝑡−1 = 𝛼4𝑡−2;  𝛽4𝑡 − 𝛽4𝑡−1 = 𝛽4𝑡−2  ifade de yerine yazılırsa, 𝛼𝛽 = −1 

olup gerekli düzenlemeler yapıldığında son ifade 

𝛼(4𝑡−2)(𝑛+1) + 1

𝛼4𝑡−2 + 1
+
𝛽(4𝑡−2)(𝑛+1) + 1

𝛽4𝑡−2 + 1
 

  =
(𝛽4𝑡−2 + 1)(𝛼(4𝑡−2)(𝑛+1) + 1) + (𝛼4𝑡−2 + 1)(𝛽(4𝑡−2)(𝑛+1) + 1)

(𝛼4𝑡−2 + 1)(𝛽4𝑡−2 + 1)
 

  =
(𝛽4𝑡−2 + 1)(𝛼(4𝑡−2)(𝑛+1) + 1) + (𝛼4𝑡−2 + 1)(𝛽(4𝑡−2)(𝑛+1) + 1)

(𝛼4𝑡−2 + 1)(𝛽4𝑡−2 + 1)
 

                =
1

𝛼4𝑡−2𝛽4𝑡−2 − 𝛼4𝑡−2 − 𝛽4𝑡−2 + 1
 

        × [𝛽4𝑡−2𝛼(4𝑡−2)(𝑛+1) − 𝛽4𝑡−2 −  𝛼(4𝑡−2)(𝑛+1) + 1 + 𝛼4𝑡−2𝛽(4𝑡−2)(𝑛+1) 

                                                                                     −𝛼4𝑡−2 − 𝛽(4𝑡−2)(2𝑘+1) + 1] 

𝛼(4𝑡−2)𝑛 + 𝛽4𝑡−2 +  𝛼(4𝑡−2)(𝑛+1) + 1 + 𝛽(4𝑡−2)𝑛 + 𝛼4𝑡−2 + 𝛽(4𝑡−2)(𝑛+1) + 1

2 + 𝐿4𝑡−2
 

Lemma 4.1.2 ve Özdeşlik 8’ den 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿4𝑡𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛𝐿(2𝑡−1)𝑛𝐹(2𝑡−1)(𝑛+1)

𝐹2𝑡−1
        

bulunur. 

2.  Toplam ifadesi 𝑛 nin mod 4’e göre oluşan tüm durumları için ayrı ayrı 

incelenmelidir. 

𝑛 = 4𝑘, 𝑘 ∈ ℤ  için Binet formülü, toplam formülü özellikleri ve Lemma 3.2.3.1  

 

kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘
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∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗(𝛼𝑖−𝑗 + 𝛽𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                           = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛽𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

=
(𝛼 − 1)4𝑘+1 + 1

𝛼 − 1 + 1
+
(𝛽 − 1)4𝑘+1 + 1

𝛽 − 1 + 1
 

                                          =
−𝛽4𝑘+1 + 1

𝛼
+
−𝛼4𝑘+1 + 1

𝛽
 

                                          =
1

2
[𝛼4𝑘+2 + 𝛽4𝑘+2 − 𝛼 − 𝛽]  

                                          =
1

2
[𝛼4𝑘+2 + 𝛽4𝑘+2 − 1] 

                                          =
1

2
(𝐿4𝑘+2 − 1) 

 

Özdeşlik 4 ‘te 𝑛 = 2𝑘 + 1 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

1

2

𝐹3(2𝑘+1)

𝐹2𝑘+1
 

𝑛 = 4𝑘 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

𝐹
3(
𝑛+2
2 )

𝐹𝑛+2
2

 

elde edilir. 

𝑛 = 4𝑘 + 1,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü kullanıldığında 
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∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

                = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗(𝛼𝑖−𝑗 + 𝛽𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

                                                = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛽𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

Lemma 3.2.3.1 den son ifade 

(−1)4𝑘+1(𝛼 − 1)4𝑘+2 + 1

𝛼 − 1 + 1
+
(−1)4𝑘+1(𝛽 − 1)4𝑘+2 + 1

𝛽 − 1 + 1
 

=
−𝛽4𝑘+2 + 1

𝛼
+
−𝛼4𝑘+2 + 1

𝛽
 

=
1

2
[𝛼4𝑘+3 + 𝛽4𝑘+3 − 𝛼 − 𝛽]  

=  
1

2
[𝛼4𝑘+3 + 𝛽4𝑘+3 − 1] 

                                                     =
1

2
(𝐿4𝑘+3 − 1) 

                                                   =
1

2
(𝐿4𝑘+3 − 𝐿1) 

Özdeşlik 5’te 𝑚 = 2𝑘 + 1, 𝑛 = 2𝑘 + 2 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿2𝑘+1𝐿2𝑘+2 
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𝑛 = 4𝑘 + 1 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿𝑛+1
2
𝐿𝑛+3

2
 

bulunur. 

Benzer şekilde 𝑛 = 4𝑘 + 2 ve 𝑛 = 4𝑘 + 3  için de ispatlanır. 

 

3. Toplam ifadesi 𝑛 nin mod 4’e göre oluşan tüm durumları için ayrı ayrı  

 

incelenmelidir. 

 

𝑛 = 4𝑘 + 2, 𝑘 ∈ ℤ  için Binet formülü,toplam formülleri ve Lemma 3.2.3.1  

 

kullanılırsa 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

 

                   = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗(𝛼5𝑖−𝑗 + 𝛽5𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

 

                                            = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼5𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛽5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

 

                                      = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼5𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

∑ (−1)𝑖+𝑗 (
𝑖

𝑗
) 𝛽5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+2

 

       =
(𝛼5 − 𝛼4)4𝑘+3 + 1

𝛼5 − 𝛼4 + 1
+
(𝛽5 − 𝛽4)4𝑘+3 + 1

𝛽5 − 𝛽4 + 1
 

 𝛼5 − 𝛼4 = 𝛼3,  𝛼3 = 2𝛼 + 1 ,  𝛽5 − 𝛽4 = 𝛽3,   𝛽3 = 2𝛽 + 1 olduğundan son ifade 

      
𝛼12𝑘+9 + 1

𝛼3 + 1
+
𝛽12𝑘+9 + 1

𝛽3 + 1
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𝛼12𝑘+9 + 1

2𝛼 + 2
+
𝛽12𝑘+9 + 1

2𝛽 + 2
 

                                     =
(2𝛽 + 2)(𝛼12𝑘+9 + 1)

(2𝛼 + 2)(2𝛽 + 2)
+
(2𝛼 + 2)(𝛽12𝑘+9 + 1)

(2𝛼 + 2)(2𝛽 + 2)
 

                             =
2𝛽𝛼12𝑘+9 + 2𝛽 + 2 + 2𝛼12𝑘+9 + 2𝛼𝛽12𝑘+9 + 2𝛼 + 2 + 2𝛽12𝑘+9

4𝛼𝛽 + 4𝛼 + 4𝛽 + 4
 

                             =
−𝛼12𝑘+8 + 𝛽 + 1 + 𝛼12𝑘+9 − 𝛽12𝑘+8 + 𝛼 + 1 + 𝛽12𝑘+9

2𝛼 + 2𝛽
 

=
(−1)4𝑘+2

2
[𝐿12𝑘+7 + 𝐿1 + 2] 

Özdeşlik 6’da 𝑚 = 6𝑘 + 3 ,  𝑛 = 6𝑘 + 4 alınırsa  

                ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

=
(−1)4𝑘+2

2
(5𝐹6𝑘+3𝐹6𝑘+4 + 2) 

𝑛 = 4𝑘 + 2 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

=
(−1)𝑛

2
(5𝐹3𝑛

2
𝐹3𝑛+2

2
+ 2) 

elde edilir. 

𝑛 = 4𝑘 + 3,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü,toplam formülleri ve Lemma 3.2.3.1  

 

kullanılırsa 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

                                                = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗(𝛼5𝑖−𝑗 + 𝛽5𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3
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                                            ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼5𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛽5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

                                          = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼5𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

∑ (−1)𝑖+𝑗 (
𝑖

𝑗
) 𝛽5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

            =
(𝛼5 − 𝛼4)4𝑘+4 + 1

𝛼5 − 𝛼4 + 1
+
(𝛽5 − 𝛽4)4𝑘+4 + 1

𝛽5 − 𝛽4 + 1
 

 𝛼5 − 𝛼4 = 𝛼3,  𝛼3 = 2𝛼 + 1 ,  𝛽5 − 𝛽4 = 𝛽3,   𝛽3 = 2𝛽 + 1 olduğundan son ifade 

       
𝛼12𝑘+12 + 1

𝛼3 + 1
+
𝛽12𝑘+12 + 1

𝛽3 + 1
 

=
𝛼12𝑘+12 + 1

2𝛼 + 2
+
𝛽12𝑘+12 + 1

2𝛽 + 2
 

                                       =
(2𝛽 + 2)(𝛼12𝑘+12 + 1)

(2𝛼 + 2)(2𝛽 + 2)
+
(2𝛼 + 2)(𝛽12𝑘+12 + 1)

(2𝛼 + 2)(2𝛽 + 2)
 

                      =
2𝛽𝛼12𝑘+12 + 2𝛽 + 2 + 2𝛼12𝑘+12 + 2𝛼𝛽12𝑘+12 + 2𝛼 + 2 + 2𝛽12𝑘+12

4𝛼𝛽 + 4𝛼 + 4𝛽 + 4
 

                     =
−𝛼12𝑘+11 + 𝛽 + 1 + 𝛼12𝑘+12 − 𝛽12𝑘+11 + 𝛼 + 1 + 𝛽12𝑘+12

2𝛼 + 2𝛽
 

(−1)4𝑘+3

2
[𝐿12𝑘+10 − 𝐿2] 

Özdeşlik 6’da 𝑚 = 6𝑘 + 4 ,  𝑛 = 6𝑘 + 6 alınırsa  

                ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

=
(−1)4𝑘+3

2
(5𝐹6𝑘+4𝐹6𝑘+6) 

𝑛 = 4𝑘 + 3 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿5𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

=
(−1)𝑛

2
(5𝐹3𝑛−1

2
𝐹3(𝑛+1)

2

) 
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bulunur. 

𝑛 = 4𝑘  ve  𝑛 = 4𝑘 + 1 için de benzer şekilde ispat yapılır. 

4.  Bu toplam iki ayrı durum içinde ayrı ayrı incelenmelidir: 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿(4𝑡+2)𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                            = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗(𝛼(4𝑡+2)𝑖𝛼−𝑗 + 𝛽(4𝑡+2)𝑖𝛽−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

 𝑛 = 2𝑘 için ifadenin sol tarafında Binet formülü ve Lemma 3.2.3.1 kullanılırsa  

son ifade 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼(4𝑡+2)𝑖𝛼−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛽(4𝑡+1)𝑖𝛽−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘

 

     =
(−1)4𝑘(𝛼4𝑡+2 − 𝛼4𝑡+1)2𝑘+1 + 1

𝛼4𝑡+2 − 𝛼4𝑡+1 + 1
+
(−1)4𝑘(𝛽4𝑡+2 − 𝛽4𝑡+1)2𝑘+1 + 1

𝛽4𝑡+2 − 𝛽4𝑡+1 + 1
 

 𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

  𝛼4𝑡+2 − 𝛼4𝑡+1 = 𝛼4𝑡;   𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3 = 𝛽4𝑡 ifade de yerine yazıldığında 𝛼𝛽 = −1  

olup gerekli düzenlemeler yapıldığında son ifade 

 
𝛼4𝑡(2𝑘+1) + 1

𝛼4𝑡 + 1
+
𝛽4𝑡(2𝑘+1) + 1

𝛽4𝑡 + 1
 

                          =
(𝛽4𝑡 + 1)(𝛼4𝑡(2𝑘+1) + 1) + (𝛼4𝑡 + 1)(𝛽4𝑡(2𝑘+1) + 1)

(𝛼4𝑡 + 1)(𝛽4𝑡 + 1)
 

            =
𝛽4𝑡𝛼4𝑡(2𝑘+1) + 𝛽4𝑡 +  𝛼4𝑡(2𝑘+1) + 1 + 𝛼4𝑡𝛽4𝑡(2𝑘+1) + 𝛼4𝑡 + 𝛽4𝑡(2𝑘+1) + 1

𝛼4𝑡𝛽4𝑡 + 𝛼4𝑡 + 𝛽4𝑡 + 1
 

                                      =
𝛼4𝑡2𝑘 + 𝛽4𝑡 +  𝛼4𝑡(2𝑘+1) + 1 + 𝛽4𝑡2𝑘 + 𝛼4𝑡 + 𝛽4𝑡(2𝑘+1) + 1

2 + 𝐿4𝑡
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Lemma 4.1.2 ve özellik’ 7 den 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿(4𝑡+2)𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿2𝑡𝑛𝐿2𝑡(𝑛+1)     
𝐿2𝑡

 

bulunur. 

𝑛 = 2𝑘 + 1 için de ispat benzerdir. 

5. Toplam ifadesi 𝑛 nin mod 4’e göre oluşan tüm durumları için ayrı ayrı 

incelenmelidir. 

𝑛 = 4𝑘,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü ve Lemma 3.2.3.1 kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿3𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿3𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗(𝛼3𝑖−𝑗 + 𝛽3𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                                              = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼3𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛽3𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                                   = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼3𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (−1)𝑖+𝑗𝛽3𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                                               =
(−1)4𝑘(𝛼3 − 𝛼2)4𝑘+1 + 1

𝛼3 − 𝛼2 + 1
+
(−1)4𝑘(𝛽3 − 𝛽2)4𝑘+1 + 1

𝛽3 − 𝛽2 + 1
 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼3 − 𝛼2 = 𝛼  ;   𝛽3 − 𝛽2 = 𝛽  ifade de yerine yazılırsa, 𝛼𝛽 = −1 olup gerekli  

düzenlemeler yapıldığında son ifade 
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 (−1)4𝑘 [
𝛼4𝑘+1 + 1

𝛼 + 1
+
𝛽4𝑘+1 + 1

𝛽 + 1
] 

                  =
(𝛽 + 1)(𝛼4𝑘+1 + 1)

(𝛼 + 1)(𝛽 + 1)
+
(𝛼 + 1)(𝛽4𝑘+1 + 1)

(𝛼 + 1)(𝛽 + 1)
 

                                   =
𝛽𝛼4𝑘+1 + 𝛽 + 1 + 𝛼4𝑘+1 + 𝛼𝛽4𝑘+1 + 𝛼 + 1 + 𝛽4𝑘+1

𝛼𝛽 + 𝛼 + 𝛽 + 1
 

                       =
−𝛼4𝑘 + 𝛽 + 1 + 𝛼4𝑘+1 − 𝛽4𝑘 + 𝛼 + 1 + 𝛽4𝑘+1

𝛼 + 𝛽
 

                                           = (−1)4𝑘[𝐿4𝑘−1 + 3]  

Özdeşlik 6’da 𝑚 = 2𝑘 ,  𝑛 = 2𝑘 − 1 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿3𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

(−1)4𝑘

2
(5𝐹2𝑘𝐹2𝑘−1 + 2) 

𝑛 = 4𝑘 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿3𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛(5𝐹𝑛
2
𝐹𝑛−2

2
+ 2) 

elde edilir. 

𝑛 = 4𝑘 + 3,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü, toplam formülü özellikleri ve Lemma 3.2.1.3  

 

kullanıldığında 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿3𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿3𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

                                                = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗(𝛼3𝑖−𝑗 + 𝛽3𝑖−𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3
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                                            ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼3𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛽3𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

                                      = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼3𝑖−𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

∑ (−1)𝑖+𝑗𝛽3𝑖−𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+3

 

                                      =
(−1)4𝑘+3(𝛼3 − 𝛼2)4𝑘+4 + 1

𝛼3 − 𝛼2 + 1
+
(−1)4𝑘+3(𝛽3 − 𝛽2)4𝑘+4 + 1

𝛽3 − 𝛽2 + 1
 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼3 − 𝛼2 = 𝛼  ;   𝛽3 − 𝛽2 = 𝛽  ifade de yerine yazılırsa, 𝛼𝛽 = −1 olup gerekli 

düzenlemeler yapıldığında son ifade 

  
−𝛼4𝑘+4 + 1

𝛼 + 1
+
−𝛽4𝑘+4 + 1

𝛽 + 1
 

                                                 =
(𝛽 + 1)(−𝛼4𝑘+4 + 1)

(𝛼 + 1)(𝛽 + 1)
+
(𝛼 + 1)(−𝛽4𝑘+4 + 1)

(𝛼 + 1)(𝛽 + 1)
 

                                                =
−𝛽𝛼4𝑘+4 + 𝛽 + 1 − 𝛼4𝑘+4 − 𝛼𝛽4𝑘+4 + 𝛼 + 1 − 𝛽4𝑘+4

𝛼𝛽 + 𝛼 + 𝛽 + 1
 

                                       =
𝛼4𝑘+3 + 𝛽 + 1 − 𝛼4𝑘+4 + 𝛽4𝑘+3 + 𝛼 + 1 − 𝛽4𝑘+4

𝛼 + 𝛽
 

                                                 = (−1)4𝑘+3[𝐿4𝑘+1 − 3] 

(−1)4𝑘+3[𝐿4𝑘+2−𝐿2] 

Özdeşlik 6’da 𝑚 = 2𝑘 ,  𝑛 = 2𝑘 + 2 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿3𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

(−1)4𝑘+3

2
(5𝐹2𝑘𝐹2𝑘+2) 

𝑛 = 4𝑘 + 3 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿3𝑖−𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛(5𝐹𝑛−3
2
𝐹𝑛+1

2
) 
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bulunur. 

𝑛 = 4𝑘 + 1 ve 𝑛 = 4𝑘 + 2  için de ispat benzer şekildedir. 

6. Toplam ifadesi 𝑛 nin mod 4’e göre oluşan tüm durumları için ayrı ayrı 

incelenmelidir. 

𝑛 = 4𝑘, 𝑘 ∈ ℤ  için Binet formülü, toplam formülleri ve Lemma 3.2.3.1 

 

kullanıldığında son ifade 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

            = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗(𝛼𝑗 + 𝛽𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                                                 =
(−1)4𝑘(1 − 𝛼)4𝑘+1 + 1

1 − 𝛼 + 1
+
(−1)4𝑘(1 − 𝛽)4𝑘+1 + 1

1 − 𝛽 + 1
 

              = (−1)4𝑘 [
𝛽4𝑘+1 + 1

𝛽 + 1
+
𝛼4𝑘+1 + 1

𝛼 + 1
] 

                                                 = (−1)4𝑘 [
(𝛼 + 1)(𝛽4𝑘+1 + 1)

(𝛽 + 1)(𝛼 + 1)
+
(𝛽 + 1)(𝛼4𝑘+1 + 1)

(𝛼 + 1)(𝛽 + 1)
] 

                                                 =
𝛼𝛽4𝑘+1 + 𝛼 + 1 + 𝛽4𝑘+1 + 𝛽𝛼4𝑘+1 + 𝛽 + 1 + 𝛼4𝑘+1

𝛼𝛽 + 𝛼 + 𝛽 + 1
 

                                                  =
−𝛽4𝑘+1 + 𝛼 + 1 + 𝛽4𝑘+4−𝛼4𝑘 + 𝛽 + 1 + 𝛼4𝑘+1

𝛼 + 𝛽
 

                                                 = (−1)4𝑘[𝐿4𝑘−1 − 3] 

                                                = (−1)4𝑘(𝐿4𝑘−1 + 1 + 2) 

Özdeşlik 6 ‘da 𝑚 = 2𝑘 ,  𝑛 = 2𝑘 − 1 alınırsa  
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∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

(−1)4𝑘

2
(5𝐹2𝑘𝐹2𝑘−1 + 2) 

𝑛 = 4𝑘 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

(−1)𝑛(5𝐹𝑛
2
𝐹𝑛−2

2
+ 2) 

elde edilir. 

𝑛 = 4𝑘 + 2, 𝑛 = 4𝑘 + 2, 𝑛 = 4𝑘 + 3  için de ispat benzerdir. 

 

7. Toplam ifadesi 𝑛 nin mod 4’e göre oluşan tüm durumları için ayrı ayrı 

incelenmelidir. 

𝑛 = 4𝑘 + 1,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü, toplam formülleri ve Lemma 3.2.3.1 

 

kullanıldığında son ifade 

   ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿4𝑡𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿4𝑡𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

                 = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗(𝛼4𝑡𝑖+𝑗 + 𝛽4𝑡𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

                       = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛼4𝑡𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝛽4𝑡𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

                                    =
(𝛼4𝑡 − 𝛼4𝑡+1)4𝑘+2 + 1

𝛼4𝑡 − 𝛼4𝑡+1 + 1
+
(𝛽4𝑡 − 𝛽4𝑡+1)4𝑘+2 + 1

𝛽4𝑡 − 𝛽4𝑡+1 + 1
 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

 𝛼4𝑡+1 − 𝛼4𝑡 = 𝛼4𝑡−1;   𝛽4𝑡+1 − 𝛽4𝑡 = 𝛽4𝑡−1  ifade de yerine yazılırsa son ifade 
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(−1)4𝑘+1(−𝛼4𝑡−1)4𝑘+2 + 1

−𝛼4𝑡−1 + 1
+
(−1)4𝑘+1(−𝛽4𝑡−1)4𝑘+2 + 1

−𝛽4𝑡−1 + 1
 

=
(−𝛽4𝑡−1 + 1)(−𝛼(4𝑡−1)(4𝑘+2) + 1) + (−𝛼4𝑡−1 + 1)(−𝛽(4𝑡−1)(4𝑘+2) + 1)

(−𝛼4𝑡−1 + 1)(−𝛽4𝑡−1 + 1)
 

   =
(−𝛽4𝑡−1 + 1)(−𝛼(4𝑡−1)(4𝑘+2) + 1) + (−𝛼4𝑡−1 + 1)(−𝛽(4𝑡−1)(4𝑘+2) + 1)

(−𝛼4𝑡−1 + 1)(−𝛽4𝑡−1 + 1)
 

Lemma 4.1.1’ den  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿4𝑡𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

1

2
𝐿3𝑛+1

2
𝐿3(𝑛+1)

2

 

bulunur. 

𝑛 = 4𝑘, 𝑛 = 4𝑘 + 2  ve 𝑛 = 4𝑘 + 3  için de benzer şekilde ispatlanır. 

 

8.  Eşitliğin sol tarafı için Binet formülü ve Lemma 3.2.3.1 kullanıldığında 

 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿(4𝑡+1)𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

 

                         ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗(𝛼(4𝑡+1)𝑖+𝑗 + 𝛽(4𝑡+1)𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

 

                                        = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼(4𝑡+1)𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛽(4𝑡+1)𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                       =
(𝛼4𝑡+1 − 𝛼4𝑡+2)𝑛+1 + 1

𝛼4𝑡+1 − 𝛼4𝑡+2 + 1
+
(𝛽4𝑡+1 − 𝛽4𝑡+2)𝑛+1 + 1

𝛽4𝑡+1 − 𝛽4𝑡+2 + 1
 

𝛼 ve 𝛽   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

 𝛼4𝑡+2 − 𝛼4𝑡+1 = 𝛼4𝑡;   𝛽4𝑡+2 − 𝛽4𝑡+1 = 𝛽4𝑡  ifade de yerine yazılırsa son ifade 

(−1)𝑛(−𝛼4𝑡)𝑛+1 + 1

−𝛼4𝑡 + 1
+
(−1)𝑛(−𝛽4𝑡)𝑛+1 + 1

−𝛽4𝑡 + 1
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(−𝛽4𝑡 + 1)(−𝛼4𝑡(𝑛+1) + 1) + (−𝛼4𝑡 + 1)(−𝛽4𝑡(𝑛+1) + 1)

(−𝛼4𝑡 + 1)(−𝛽4𝑡 + 1)
 

   =
(−𝛽4𝑡 + 1)(−𝛼4𝑡(2𝑘+1) + 1) + (−𝛼4𝑡 + 1)(−𝛽4𝑡(2𝑘+1) + 1)

(−𝛼4𝑡 + 1)(−𝛽4𝑡 + 1)
 

=
𝛽4𝑡𝛼4𝑡(2𝑘+1) − 𝛽4𝑡 −  𝛼4𝑡(2𝑘+1) + 1 + 𝛼4𝑡𝛽4𝑡(2𝑘+1) − 𝛼4𝑡 − 𝛽4𝑡(2𝑘+1) + 1

𝛼4𝑡𝛽4𝑡 − 𝛼4𝑡 − 𝛽4𝑡 + 1
 

 Lemma 4.1.1 ve Özdeşlik 8’ den 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿(4𝑡+1)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿2𝑡𝑛𝐹2𝑡(𝑛+1)

𝐹2𝑡
       (𝑡 ≠ 0) 

elde edilir. 

9. 

𝑛 = 4𝑘,   𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü, toplam formülü özellikleri ve Lemma 3.2.3.1 

 

kullanıldığında 

                                                ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿2𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

                                           = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿2𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗(𝛼2𝑖+𝑗 + 𝛽2𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

                              = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼2𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛽2𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

 

(−1)4𝑘(𝛼2 − 𝛼3)4𝑘+1 + 1

𝛼2 − 𝛼3 + 1
+
(−1)4𝑘(𝛽3 − 𝛽2)4𝑘+1 + 1

𝛽2 − 𝛽3 + 1
 

𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼3 − 𝛼2 = 𝛼  ;  𝛽3 − 𝛽2 = 𝛽  ifade de yerine yazılırsa son ifade 
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−𝛼4𝑘+1 + 1

𝛽
+
−𝛽4𝑘+1 + 1

𝛼
 

                                           = 𝛼4𝑘+2 + 𝛽4𝑘+2 − 𝛼 − 𝛽  

                                               = 𝛼4𝑘+2 + 𝛽4𝑘+2 − 1 

                                               = 𝐿4𝑘+2 − 1 

Özdeşlik 4’te 𝑛 = 2𝑘 + 1 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿2𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

1

2

𝐹3(2𝑘+1)

𝐹2𝑘+1
 

𝑛 = 4𝑘 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿2𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘

𝐹
3(
𝑛+2
2 )

𝐹𝑛+2
2

 

bulunur. 

𝑛 = 4𝑘 + 1, 𝑘 ∈ ℤ için Binet formülü, toplam formülü özellikleri ve Lemma 3.2.3.1 

 

kullanıldığında 

 ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿2𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿2𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

               = ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗(𝛼2𝑖+𝑗 + 𝛽2𝑖+𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

= ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼2𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛽2𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤4𝑘+1

 

         =
(−1)4𝑘+1(𝛼2 − 𝛼3)4𝑘+2 + 1

𝛼2 − 𝛼3 + 1
+
(−1)4𝑘+1(𝛽3 − 𝛽2)4𝑘+2 + 1

𝛽2 − 𝛽3 + 1
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𝛼 ve 𝛽,   𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼3 − 𝛼2 = 𝛼  ;  𝛽3 − 𝛽2 = 𝛽  ifade de yerine yazılırsa son ifade 

  
−𝛼4𝑘+2 + 1

𝛽
+
−𝛽4𝑘+2 + 1

𝛼
 

= 𝛼4𝑘+3 + 𝛽4𝑘+3 − 𝛼 − 𝛽  

                                                   = 𝛼4𝑘+3 + 𝛽4𝑘+3 − 1 

𝐿4𝑘+3 − 𝐿1 

Özdeşlik 5’te 𝑚 = 2𝑘 + 1, 𝑛 = 2𝑘 + 2 alınırsa  

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿2𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿2𝑘+1𝐿2𝑘+2 

𝑛 = 4𝑘 + 1 olduğundan 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑗𝐿𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿𝑛+1
2
𝐿𝑛+3

2
 

bulunur. 

𝑛 = 4𝑘 + 2  ve 𝑛 = 4𝑘 + 3  için de benzer şekilde ispatlanır. 

 

10. Bu toplam iki ayrı durum içinde ayrı ayrı incelenmelidir. 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿(4𝑡+3)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗(𝛼(4𝑡+3)𝑖𝛼𝑗 + 𝛽(4𝑡+3)𝑖𝛽𝑗)

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

 𝑛 = 2𝑘 için ifadenin sol tarafında Binet formülü, toplam formülleri, Lemma 3.2.3.1 

kullanıldığında son ifade 

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛼(4𝑡+3)𝑖+𝑗 +

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘

∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝛽(4𝑡+3)𝑖+𝑗

0≤𝑖,𝑗≤2𝑘

 

            =
(−1)2𝑘(𝛼4𝑡+3 − 𝛼4𝑡+4)2𝑘+1 + 1

𝛼4𝑡+3 − 𝛼4𝑡+4 + 1
+
(−1)2𝑘(𝛽4𝑡+3 − 𝛽4𝑡+4)2𝑘+1 + 1

𝛽4𝑡+3 − 𝛽4𝑡+4 + 1
 



78 

 

𝛼 ve 𝛽,  𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri olduğundan 

𝛼4𝑡+2 + 𝛼4𝑡+3 = 𝛼4𝑡+4;  𝛽4𝑡+2 + 𝛽4𝑡+3 = 𝛽4𝑡+4 ifade de yerine yazılırsa son ifade 

                        =
−𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1

−𝛼(4𝑡+2) + 1
+
−𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1

−𝛽(4𝑡+2) + 1
               

=
(−𝛽(4𝑡+2) + 1)(−𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1) + (−𝛼(4𝑡+2) + 1)(−𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1)

(−𝛼(4𝑡+2) + 1)(−𝛽(4𝑡+2) + 1)
 

     =   
1

𝛼4𝑡+2𝛽4𝑡+2 − 𝛼4𝑡+2 − 𝛽4𝑡+2 + 1
 

     × [𝛽4𝑡+2𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) − 𝛽4𝑡+2 −  𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1 + 𝛼4𝑡+2𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) 

                                                                       −𝛼4𝑡+2 − 𝛽(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1] 

         =
𝛼(4𝑡+1)2𝑘 − 𝛽4𝑡+2 −  𝛼(4𝑡+2)(2𝑘+1) + 1 + 𝛽(4𝑡+1)2𝑘 − 𝛼4𝑡+2 − 𝛽(4𝑡+1)2𝑘 + 1

2 − 𝐿4𝑡+2
 

Lemma 4.1.1 ve Özdeşlik 7’ den son ifade 

                                       
𝐿(4𝑡+2)2𝑘 − 𝐿(4𝑡+2)(2𝑘+1) − 𝐿(4𝑡+2) + 2

𝐿4𝑡−2 − 2
 

 

               =
𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐿(2𝑡+1)(𝑛+1)𝐿2𝑡+1

𝐿2𝑡+1
2  

olup böylece 

               ∑ (
𝑖

𝑗
) (−1)𝑖+𝑗𝐿(4𝑡+3)𝑖+𝑗 =

0≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝐿(2𝑡+1)𝑛𝐿(2𝑡+1)(𝑛+1)     
𝐿2𝑡+1

 

bulunur. 

𝑛 = 2𝑘 + 1 için de benzer şekilde ispat yapılır.
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SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında, Fibonacci ve Lucas sayılarını içeren binomiyel çift toplamlar ve 

alterne benzerleri detaylı bir şekilde incelenmiştir. Özel sayı dizilerinden olan 

Fibonacci ve Lucas sayılarını içeren çift toplamları hesaplandığında elde edilen 

sonuçlar yine Fibonacci ve Lucas sayılarının çarpımları şeklinde ifade edilmiştir. 

Bundan sonraki çalışmalarda, Fibonacci ve Lucas sayılarının kuvvetlerini içeren 

binomiyel çift toplamlar çalışılabilir. 
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