T.C.

YOZGAT BOZOK UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

Yiiksek Lisans Tezi

INTEGRAL DENKLEMLER UZERINE

Onur CAGLIYAN

Tez Damismani
Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV

Yozgat 2020






T.C.

YOZGAT BOZOK UNIiVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

Yiiksek Lisans Tezi

INTEGRAL DENKLEMLER UZERINE

Onur CAGLIYAN

Tez Damismani
Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV

Yozgat 2020



YOZGAT BOZOK UNIiVERSITESI

TEZ ONAY FORMU

T.C,
YOZGAT BOZOK UNIVERSITESIH
FEN BiLIMLER ENSTITUSU

Enstitiimiiziin Matematik Anabilim Dah Tezli Yiiksek Lisans Programi 70111318004
numarali dgrencisi Onur CAGLIYAN'm hazirladi@ “Integral Denklemler Uzerine” bashkli
tezi ile ilgili tez savunma sinavi, Lisansiisti Egitim-Ogretim ve Siav Yénetmeligi'nin ilgili
maddeleri geregince 28/02/2020 Cuma giinii saat 11:00'de yapimis, tezin onayma oy

birligi/ ey=gideBu ile karar verilmistir,

p—
7z

Baskan : Prof. Dr. Mehmet Tamer SENEL m .

Jiri Uyesi  : Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV (Danisman) 7’ . j 1
Jiiri Uyesi  : Dog. Dr. Abdullah SONMEZOGLU >
ONAY:

Yonetim Kurulu Karari 1le onaylanmigtir.

2..181.2020

Prof. Dr. MMACI

- Midiir




ICINDEKILER

[0 /21 D8 LR U PP PUPOTRPTR i
ABSTRACT ..ttt bttt R ettt e et et e re s iv
TESEKKUR .......oooviiiiieiceeeeee e seeee et sttt ns st sa st s et n et en st snsnsannans v
KISALTMALAR VE SEMBOLLER LISTESI .........ccccoooviiiiiiiiicceee s Vi
Lo GIRIS .ottt ettt 1
2. INTEGRAL DENKLEMLERIN ESAS SINIFLARI ..........c.co.coovcvviiiiiiieieeesieseesenis 2
2.1. Lineer Integral DenkIEMIET ...........c.coovevevererieeeeeeiessiieseseieseseseseie s 2
2.1.1. Fredholm DenkIemi .........cccoiiiiiiii s 2
2.1.2. integral Denklemlere OrnekIer ...........ccccoverveveeriicuereeieseeeeeeeie e 3
2.1.3. Volterra DenKIBMI ........cccoviiiiiiiiiie et 4

2.2. Lineer Olmayan Integral Denklemler.............ccccvveviiriirerereriiiecrereeieesee e 5)
2.2.1. Ur1Son DenkIemi........ccoviiiiiiiiiiiiiies i 5
2.2.2. Gammerstain DenKIEMI .........cccoveiiiiiiiii e 6
2.2.3. Lyapunov-Lichtenstein Integral Denklemi...........cccccovvvrceerireriiieceenernnnn. 6
2.2.4. Lineer Olmayan Volterra DenkIemi ..........c.cocvveiiiiiineniiccceee 6

3. INTEGRAL DENKLEMLERE GETIiRILEN PROBLEMLER............cccocniiniiniininn. 7
3.1. Integral Denkleme Getirilen Probleme Bir Ornek............c.cocvveverrrrieuerennnn. 10
4. INTEGRAL DENKLEMIN COZUMUNDE FREDHOLM TEORISI ..................... 12
4.1. Fredholm FOrmulIeri .......ccueeiiuieiiiiiiiiii it 12
4.2. Fredholm Integral Denkleminin Coziimiine Ait Bir Ornek..............cccceevenee. 19

5. YOZLASAN CEKIiRDEKLI INTEGRAL DENKLEMLER. FREDHOLM
TEOREMI ..ottt ettt ettt n st nantennees 21

5.1. Yozlasan Cekirdekli Integral Denklemlerin Tanimi ..........cccoeveveveveverererenennne, 21



5.2. Ikinci Cesit Yozlasan Cekirdekli Fredholm Integral Denklemin Coziim

4531105 51 PSRRI 21
5.3. Frednolm TeOIEMI. ..c.coiiiiii e 23
5.4. Yozlasan Cekirdekli Integral Denklemin Coziimiine Ait Bir Ornek............... 23
5.5. (5.2) Denkleminin RezZoIVENtasi..........cccuvviiiiiiiiiiiniiie e 25
5.6. Fredholm AREINALIVI ........ccooiiiiiiieeee e 25
6. SONUC ..ot e e e e e s e s e e s et ee et ee s e e s eee s eees e ees e eeseenns 28
KAYNAKLAR ettt bt e bbbt e e sbe e sbe e saeeenbeenes 29

(077103 0.7 1 15T 30



INTEGRAL DENKLEMLER UZERINE

Onur CAGLIYAN

Yozgat Bozok Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal
Yiiksek Lisans Tezi

2020; Sayfa: 30

Tez Damismani: Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV

OZET

Bu tezde integral denklemler ele alinmustir. Lineer integral denklemler tanimlanmustir.
Bunun yaninda, Fredholm denklemi ele alinmis ve incelenmistir. Lineer olmayan integral
denklemlere 6rnekler gosterilmistir. Daha sonra, integral denklemlerin ¢6ziimiinde Fredholm
teorisi verilmistir. Yozlasan ¢ekirdekli integral denklemler ele alinmistir. Ayrica, yozlasan
cekirdekli integral denklemlerin ¢oziimiine ait ornekler gosterilmistir. Son olarak, integral
denklemin ¢ekirdeginin approksime edilmesiyle yozlasan gekirdekli integral denkleme

getirilen integral denklemin ¢oziimiine ait 6rnek verilmistir.

Anahtar Kelimeler: integral denklemler, Fredholm integral denklemleri, Yozlasan
¢ekirdekli integral denklemler, Volterra denklemi, Urison ve Gammerstain denklemi
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ABSTRACT

In this thesis, integral equations have been addressed. Linear integral equations are defined.
Besides that, Fredholm equation is handled and analyzed. Nonlinear integral equation
examples are shown. After that, while solving the integral equations, Fredholm theory is
given. Degenerate integral equations have been handled. Also, the examples of those solved
degenerate integral equations are shown. Finally, an example is given of the solution of the
integral equation, which has been transformed into the degenerate integral equation by

approximation of the kernel of the integral equation.

Keywords: Integral equations, Fredholm integral equations, Degenerate in kernel integral

equation, Volterra equation, Urison and Gammerstain equation.
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER LiSTESI

dx : : : .

m : x fonksiyonunun t degiskenine gore tiirevi

d’x(t) . .. .. - . . ..
pre : x degiskeninin t degiskenine gore 2. mertebeden tiirevi

D,(A)  :3. mertebeden determinant

R(t,s;A) : integral denklemin rezolventasi

Zn:ai (Db, (s) = &, ()b, () +a,()b,(s) +... + 2, ()b, (5)

b
(p(t)ZKJ.K(t,S)(p(s)dsﬂLf(t) lineer integral denklem, K(t,s) integral denklemin

cekirdegi, f(t) serbest terimini gosteren belirli fonksiyonlardir.

Q{0<ts<1}={(t;s):0<t<1,0<s<1}

Vi



1. GIRIS

Bu tezde integral denklemlerin tanimi verildi ve integral denklemlerin esas
siiflar1 gosterildi. Lineer integral denklemler ele alindi. Fredholm denklemleri ele
alind1 ve integral denklemlere Ornekler gosterildi. Volterra denkleminin tanimi
verildi. Lineer olmayan integral denklemlere 6rnek gosterildi. Urison denklemi ve
Gammerstain denklemi tamimlandi. Integral denklemlere getirilen denklemler
gosterildi. Integral denklemlere getirilen denklemlere ornek gosterildi. Integral
denklemlerin ¢6ziimiinde Fredholm teorisi ele alind1 ve Fredholm formiilii gosterildi.
Yozlasan c¢ekirdekli integral denklemler ele alindi ve Fredholm teoremi verildi.
Yozlasan ¢ekirdekli integral denklemlerin ¢ozlimiine ait 6rnek gosterildi. Fredholm
alternativi hakkinda teorem verildi. Integral denklemin cekirdeginin approksime

(yaklasim) edilmesiyle yozlasan g¢ekirdekli integral denkleme getirilen denklemin

b
¢oziimiine ait 6rnek gosterildi. Ozel olarak ikinci cesit @(t) = XI K(t,s)p(s)ds +f(t)
Fredholm denklemi ele alindi. K(t,s) ¢ekirdeginin K(t,s) = Zai(t)bi(s) sekli ele
=
b
alindi. Fredholm denkleminde K(t,S) ¢ekirdegi dahil olan IK(t,S)(p(s)ds integrali

ZK(t,Sj)(p(sj)S seklinde yakinlastirildi. Burada SZE esitligi ile tanimlanan
n

=1

sayidir.



2. INTEGRAL DENKLEMLERIN ESAS SINIFLARI

2.1. Lineer Integral Denklemler

Aranan fonksiyon integral altinda olan denklemlere integral denklem denir.
Integral denklemde aranan fonksiyon lineer oldugunda bdyle integral denkleme

lineer integral denklem denir [1-5].

Mesela,
b
o) =2 j K(t,s)¢(s)ds + f{t) (2.1)

lineer integral denklemdir. Bu denklemde ¢(t) fonksiyonu aranan fonksiyon, f(t)
ve K(t,s) fonksiyonlar1 dnceden verilmis belli fonksiyonlardir, A ise parametredir.
K(t,s), a<t, s<b fonksiyonuna integral denklemin ¢ekirdegi denir [2].

f(t), a<t<b fonksiyonu integral denklemin serbest terimidir.

2.1.1. Fredholm Denklemi

Lineer integral denklemlerin en 6nemli siiflarindan biri Fredholm integral
denklemleridir. Birinci ve ikinci gesit integral denklemleri vardir. ikinci cesit

Fredholm integral denklemi sade sekilde asagidaki sekildeki integral denklemdir [3]:

o(t) =2 j K(t,s)p(s)ds +f(t). (2.2)

Burada ¢(t) aranan fonksiyondur.

Burada a, b integralleme limitleri sonlu ve sonsuz olabilirler.

t degiskeninin integralleme yapilan (a,b) araliginda degistigini varsayariz.
Fredholm denklemlerinde K(t,s) ¢ekirdeginin Q{a<t,s<b} karesinde serbest

f(t) fonksiyonunun a <t<b araliginda siirekli fonksiyonlar olduklar1 ya da

“dtds < +oo, 2.3)

D ey T

ﬂK(t,s)



hf(t)rdt < +o0 2.4)

sartlarin1 sagladigi varsayilir [2].

(2.3) sartin1 saglayan ¢ekirdeklerine Fredholm ¢ekirdegi denir.

(2.2) integral denkleminde f(t) serbest terimi [a,b] araliginda aynen sifira
doniistiigiinde, yani her bir te[ab] i¢in f(t)=0 sarti saglandiginda (2.2)
denklemine homojen, aksi halde homojen olmayan integral denklem denir.

Burada dikkate alalim ki (2.2) denklemi A parametresine bagli denklemler ailesidir.

(2.2) denkleminde aranan ¢(t) fonksiyonu integral disinda olmadigi halde alinan

j)‘ K(t,s)op(s)ds = f(t) (2.5)

seklinde integral denkleme birinci ¢esit Fredholm denklemi denir [4].

Bu integral denklemin K(t,s) c¢ekirdegi ve f(t) fonksiyonu listte gosterilen sartlari

saglayan verilmis fonksiyonlardir.

2.1.2. integral Denklemlere Ornekler

1. Asagidaki

o(t)= % .([ (t+5s?)p(s)ds +sint

ikinci cesit Fredholm denklemidir. Burada K(t,s)=t+s* integral denklemin
cekirdegi ve f(t) =sint serbest terimidir. Bu fonksiyonlar uygun olarak

Q={(s,):0<t,s <1} karesinde ve [0,1] araliginda siirekli fonksiyonlardur.

2. Asagidaki

+o0 tz

o) = [ e p(s)ds+e ?

1
integral denkleminde

f f2(t)dt = f et dt < +o0
1 1

ve



+j)QT)KZ(t,s)dtds = T dtT e?ds = 1
11 1 2

1

+o Dt

.!ert<+w

sartlar1 saglandigindan bu denklem de Fredholm denklemidir.

3. Asagidaki

+o0

o(®)= [ ¢™o(s)ds + (1) (2.6)

integral denklemi Fredholm denklemi degildir.
Bu integral denklemin saginda integral altindaki

K(t,s) = el

fonksiyonu i¢in
+00 t +oo
J’ e2tdlgg = J‘e-z(t-s)ds+ J' e260gs =1
-0 -0 t

oldugundan (2.6) denklemi

f f [K(t,s)[" dtds = f dtT h Tdt -

-0

olur. Bu yiizden integral iraksaktir. (2.6) integral denklemi Fredholm denklemi
degildir.

2.1.3. Volterra Denklemi

Asagidaki

o(t)= kjf K(t,s)p(s)ds +1(t), a<t<b (2.7)

seklindeki integral denkleme ikinci ¢esit Volterra integral denklemi denir. Burada
¢o(t) aranan fonksiyondur. K(t,s) c¢ekirdegi ve f(t) serbest terimi belli

fonksiyonlardir ve A sayisal parametredir.

Burada f(t) =0 oldugunda (2.7) denklemi

(1) =A[ K(t,)p(s)ds

seklini alir. Bu denkleme ikinci ¢esit homojen Volterra denklemi denir [5].



Integral disinda aranan ¢(t) fonksiyonunu saglamayan

j K(t,5)o(s)ds = f(t) (2.8)

denklemine birinci gesit Volterra integral denklemi denir.

Volterra denklemini Fredholm denkleminin 6zel hali gibi ele alabiliriz. Burada

K(t,s), s<t
K(t,s)={0 o>t

olarak aldigimizda (2.8) denkleminin, (2.7) denkleminin 6zel hali oldugu goriliir.
Burada «(t,s) fonksiyonunu gosterilen sekilde tanimladigimizda «(t,s) g¢ekirdekli

Fredholm denklemi
b
o(t) = A[ (t,5)p(s)ds + (1)

(2.7) Volterra denklemi ile esdeger denklem olur.
Ama Volterra denkleminin 6zel 6zellikleri vardir.
2.2. Lineer Olmayan Integral Denklemler

Cok sayida lineer olmayan integral denklemler vardir. Bu yiizden lineer olmayan
integral denklemlerin smiflandirilmas1 ¢ok zordur. Bu yiizden burada teorik ve

uygulamasi olan lineer olmayan denklemlere 6rnekler gosterelim.
2.2.1. Urison Denklemi

Asagidaki sekildeki integral denkleme Urison integral denklemi denir [3]:

b
9(0) = [ K(t,5,0(s))ds (2.9)
Buradaki K(t,s, ) fonksiyonu adeta
a<t, s<b; -M<o<M, M>0

araliginda siirekli fonksiyon oldugu varsayilir. Buradaki M >0 sayis1 yeterince
biiyiik olan say1 oldugu varsayailir.



2.2.2. Gammerstain Denklemi

Urison denkleminin ¢ok énemli hali olan

9(t) = [ K(t,)F(s,p(s))ds (2.10)

denklemine Gammerstain denklemi denir [3].
Buradaki K(t,s) ¢ekirdegi Fredholm ¢ekirdegidir.
2.2.3. Lyapunov-Lichtenstein Integral Denklemi

Asagidaki sekildeki

b b b
o(t) = f(t) + [ K, (t,)o(s)ds + [ [ K, (1,5, 2)0(s)p(z)dsdz

integral denklemine Lyapunov-Lichtestein integral denklemi denir. Burada K,(t,s)
ve K, (t,s,2) integral denklemin cekirdekleridir. A ve p sayisal parametrelerdir [4].

2.2.4. Lineer Olmayan Volterra Denklemi

9(0) = [ F(t,s, 9(s))ds, 2.11)

denklemine lineer olmayan Volterra denklemi denir. Buradaki F(t,s,¢) fonksiyonu
mesela t,s,¢ argiimentlerine baglhh a<t, s<b, -M<@e<M bolgesinde siirekli
fonksiyondur.

Lineer olmayan integral denklemler "Simirnov N.S., Vvedeniye v teoriyle nelineylix
integrallnix uravneniy ONTI 1936" calismasinda ele alinmistir [4].



3. INTEGRAL DENKLEMLERE GETIRILEN PROBLEMLER
g(x) fonksiyonu verildiginde

00 = % [ e iy)dy (2.12)

denklemindeki f(y) fonksiyonu bulunmasi Fourier tarafindan 1811'de asagidaki

formiille bulunmustur:

1) = <= ] €000 2.13)

Burada (2.13) formiilii ile bulunan f(y) fonksiyonu (2.12) integral denkleminin
¢oziimiidiir. Ama burada g(x) fonksiyonu verilmis fonksiyondur ve tersine de
olabilir.

Buradaki (2.12) ve (2.13) formiillerine Fourier déniistim formiilleri denir.

Ornegin asagidaki

I(p(s)e'itstZ 2me
denklemi ele alalim. Burada ¢(s) aranan fonksiyondur. Bu denklemin sol yanini
¢(s) fonksiyonunun Fourier doniisiimii olarak ele alabiliriz. Bu durumda donme

formiiline esasen

2
1+¢?

j elledt =

oldugunu buluruz. Burada

P(s) = e

fonksiyonu verilmis integral denklemin ¢éziimiidiir [1].

Lineer olmayan (2.11) Volterra denklemine asagidaki adi tiirevli diferansiyel
denklem igin Cauchy problemi getirilir [1]:

dx _
i F(t, x(t)), (2.14)



X(ty) = X,- (2.15)
Burada, x = x(t) fonksiyonunun (2.14) denkleminin (2.15) baslangi¢ sartin1 saglayan
¢oziimii oldugunu varsayalim. Bu X(t) ¢6ziimiinii (2.14) denkleminde aranan X(t)
fonksiyonunun yerine yazip alinan esitligi t degiskenine gére tj'dan tye dek

integralini aldigimizda

X(t) = X, + j F(s, X(s))ds (2.16)

to

esitligini buluruz. Yani X(t) fonksiyonu (2.16) integral denklemini sagliyor.

Tersine, X(t) fonksiyonu (2.16) denkleminin ¢oziimii oldugunda, bu fonksiyonu
(2.16) denkleminde yerine yazip alman esitligi t degiskenine gore
diferansiyelledigimizde

dx
== = F(t, x(t
m (t, x(1)
esitligini buluruz. Yani x(t) fonksiyonunun (2.14) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii

oldugu goriilir. (2.16) esitliginden t = t, aldigimizda X(t,) = X, esitligi bulunur.

Boylece, (2.16) integral denkleminin ¢oziimi (2.14) - (2.15) Cauchy probleminin
¢ozlimiine esdegerdir.

Lineer diferansiyel denklemler i¢in baslangi¢ sartli problemi ikinci g¢esit Volterra
denklemine getirilir. 1837 yilinda Liouville ikinci mertebeli diferansiyel denklemleri
incelediginde bunu kullanmistir.

Ornegin,

d°x@® . 2 _

we 2y |x(®)=0 (2.17)
denkleminin

x(t,) =1, X (t,) =0, (2.18)

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasinin istendigini varsayalim.

Burada sabit katsayil

2
% +22x(6) = g(t) (2.19)
denkleminin (2.18) baslangi¢ sartli problemini ele alalm. Burada g(t) bir siirekli

fonksiyon olsun.



(2.19) denkleminin (2.18) baslangi¢ sartin1 saglayan ¢oziimii, sabitin varyasyonu
yontemi ile asagidaki sekilde bulunur:

X(t) = COSA(t - )+%jg(t)sin?»(t—r)dt (2.20)

Simdi (2.17) denklemini asagidaki sekilde yazalim:
d’x(t)
dt?

ve bu denklemin sag yanindaki fonksiyonu belli fonksiyon gibi ele alalim. Bu
durumda (2.20) esitligini kullanarak

+17x(8) = Y(OX(1) (2.21)

X(t) = cosA(t-a)+ % j y(t)sinA(t - T)x(t)dt

ikinci ¢esit Volterra integral denklemini almis oluruz.

Simdi lineer diferansiyel

d*x dx _

W+a1(t)a+a2(t)x(t) =F(), t>0 (2.22)
denkleminin

X(0)=C,, x(0)=C, (2.23)

baslangi¢ sartini saglayan Cauchy probleminin Volterra integral denklemine
getirildigini gosterelim. Burada a,(t), a,(t) katsayilarimin t=0 noktasinin bir

komsulugunda siirekli fonksiyonlar olduklarint varsayalim. C, ve C, sabit sayilardur.
Burada

d’x _
e o(t) (2.24)

alalim.

Baslangi¢ sartlarin1 kullanarak ardisik olarak buluruz.

dx

t
o = 'f(p(s)ds +C,
0

t (2.25)
X(t) = [ (t-s)p(s)ds + C,t +C,

Burada matematik analizde ispatlanmis



1

(n-1)!

jdsj ds...j f(s)ds = j(t -5)"*f(s)ds

formiilii kullanildi.
Burada (2.24), (2.25) esitliklerini kullanarak (2.22) denklemini asagidaki sekle

getirebiliriz:

o)+ j[al(t) +a, (t)(t- S)] @(s)ds = F(t) - Cja, (1) - C,ta, (t) - Cpa, (t). (2.26)
Burada (2.26) denkleminde
-[a,() +a,(O(t-5)| = K(t,5),

F(t)-C,a, (1) - Cita, (1) - Coa, (1) = (1)
alarak (2.26) denklemini

o(t) = 't[K(t, s)o(s)ds +f{(t) (2.27)

seklinde yazabiliriz.

Bu (2.27) denklemi ikinci gesit Volterra denklemidir. Boylece (2.22) - (2.23)
problemi (2.27) integral denkleminin ¢oziimiine getirilmis oldu. (2.27) denkleminin
¢oziimiinii bularak bu @(t) ¢oziimiini (2.25)'in ikinci esitliginde yerine yazarak
(2.22) - (2.23) probleminin x(t) ¢6ziimiinii buluruz.

3.1. integral Denkleme Getirilen Probleme Bir Ornek

Burada asagidaki

2
9% 1+ t2)x(t) = cost,
dt
x(0)=0, x(0)=2
Cauchy problemini integral denkleme getirelim.
Burada
¢
dt?
alalim. Bu durumda (2.25) esitliklerini kullanarak

=o(t)
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dx |
E = J-(p(s)ds +2,

0

t

X(t) = [ (t-s)o(s)ds +2t

esitlikleri bulunur.

2

Burada C(;T)z( ve X(t) icin ele aldigimiz ifadeleri verilmis diferansiyel denklemde

yerlerine yazarak asagidaki integral denklemi buluruz:

o(t) = -j- (1+1t%)(t-s)@(s)ds + cost - 2t(1+ t?)
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4. INTEGRAL DENKLEMIN COZUMUNDE FREDHOLM
TEORISI

4.1. Fredholm Formiilleri

Burada ele aldigimiz
b
(1) =A[ K(t,9)g(s)ds + f(1) (4.2)

denkleminin siirekli ¢ekirdekli K(t,s) ve serbest terimli f(t) siirekli fonksiyon

halinde A parametresinin tiim miimkiin degerlerinde ¢6ziimiiniin varligi problemini
1904 yilinda Fredholm incelemistir [3].

Fredholm (4.1) integral denkleminin ¢6ziimii problemine n bilinmeyenli n tane lineer
cebirsel denklemin ¢oziimiiniin benzeri seklinde ele almigtir. Burada (4.1) integral

denklemindeki integral, integral toplamla [a,b] araigmnm s degiskenine bagli n tane

esit uzunluklu, her bir par¢anin uzunlugu

olmakla integral toplamina ayrilmistir.

Boylece, (4.1) denklemi yaklasik olarak

o(t)= %2 K(t,s;)9(s;)d +1(t) 4.2)
i=
denklemi ile degistirilmistir [2].
$; olarak araliklarin orta noktalari olarak aliabilir.
(4.2) esitliginde t=s,,t=s,,..,t =5, alarak n tane ¢(s;) bilinmeyenlerine gore

lineer cebirsel olan asagidaki denklemler sistemini aliriz:

o(s;) = kzn:K(si,sj)(p(sj)8+f(si), 1=1,2,..,n (4.3)

=1

(4.3) cebirsel denklemler sisteminin determinanti



1-AK(s;,8,)0  -AK(s;,8,)0 ... -AK(s;,S,)0

D ()= -AK(s,,s,)0 1-AK(s,,s,)0 .. -AK(s,,s,)0

(4.4)
-AK(s,,s,)0  -AK(s,,s,)0 .. 1-AK(s,,s,)0

A parametresinin polinomudur.

Burada A parametresi D, (L) polinomunun kokleri (sifirlari) ile ¢akismadiginda

(4.3) sisteminin keyfi sag yan i¢in tek bir ¢oziimii olur. Bu ¢6ziim belli Kramer

formiilleri ile bulunabilir. Bu sistemi ¢ozerek tim o(s,) 'leri buluruz ve bdylece,

aranan ¢(t) fonksiyonunun yaklasik ifadesini bulmus oluruz. ¢(t) nin ifadesi parca

parga sabit olan ¢, (t) fonksiyonu olur.

Burada n sayisi1 biiylik oldukg¢a ¢(t) fonksiyonu aranan ¢(t) fonksiyonunu daha

dakik approksime eder (yaklastirir).

n —oo sartinda lineer (4.3) sistemi (4.1) integral denklemine doniisiir ve o, (t)

yaklasik ¢oziimii (4.1) integral denkleminin @(t) ¢Oziimiine doniigiir. Ama bunu

esaslandirmak gerekir.

Burada baska bir sekilde de yaklasabiliriz. Burada once (4.3) sistemini ¢oziip
bulunmus ¢(s;) degerlerini (4.2) formiiliinde yerine yazarak (4.1) denkleminin

yaklasik analitik ifadesini bulabiliriz.

o(t) ~ (1) + Q(t’sl’[?’('};;s“ ) (4.5)

Burada K(t,s) ve f(t) fonksiyonlar: siirekli fonksiyon olduklarinda (4.5) esitliginin

ol b-a :
sag yanimdaki ikinci terimi ¢ = e — 0 sartinda uygun olarak kesrin pay ve paydasi

b
A j D(t,s; V)f(s)ds ve D(V)

ifadelerine yakinsayacaktir.

Burada D(A) ve D(t,s;A) fonksiyonlari A parametresine bagli tam analitik
fonksiyonlar olur [2].

Burada

13



D(t,s; %)

R(t,s; M) =
(t;s;h) DGy
gibi gostererek asagidaki
b
o(t) = f(t) + 1 j R(t,s; M)f(s)ds (4.6)

ifade alinir. (4.6) formiilii D(A) # 0 sartin1 saglayan her bir A i¢in (4.1) denkleminin

¢Oziiminiin formiiliidir.

Buradaki R(t,s;A) fonksiyonuna Fredholm rezolventas: denir.
Burada D()) i¢in yaklagik ifadeler bulalim.

n =3 aldigimizda

1-AK(s;,8,)0  -AK(s;,8,)0  -AK(s;,s;)0
D,(A) =|-AK(s,,s,)0 1-AK(s,,s,)0 -AK(s,,s;)d
-MK(s;,8,)0  -AK(s3,5,)0  1-AK(s;,8;)0

esitligini buluruz.
Buradaki K(s;,s;) =K (i,j=1,2,3) gibi gosterdigimizde D;(A) i¢in asagidaki
esitligi yazabiliriz:

K11+t K12 KlS
D, =(M)°| K,, K,+t K, |, (4.7)
K K, K+t

31

burada t = -i.
A

Burada

Kll + t KlZ K13
Fi)=| K, K,+t K, (4.8)
K31 KSZ K33 +t

isaret edelim.

F(t) fonksiyonu tiglincii dereceli t degiskeninin polinomu oldugu agiktir.

Taylor formiiliinti kullanarak F(t) polinomunu t'nin derecelerine gore agalim:

14



Fy=FO)+ D+ T O FO

1! 2! 3!
(4.8)'den
Ky Ky Kg
FOO) =K, K, Ky
Ka K K

esitligini buluruz.
Determinantin tiirevinin bulunmasi formiiliine dayanarak

1 Ky Kis Kptt 0 K, Kptt K, 0
F) =10 K,+t Ky [+] Ky 1 Ky [+] Ky Ky+t 0
0 Ky K+t Ky 0 Kg+tt Ky Ky 1

esitligi bulunur.

Bu esitligi kullanarak
F.(O) = K22 K23 + Kll K13 + Kll K12
K32 K33 K31 K33 K21 K22
esitligi bulunur.
Buradan da
F- 0 1 35 K“l"l K“l"-z
( ) B Ealzzlazzzl Kazal 00

esitligi bulunur.

Benzer sekilde

O 0y 010 003

1 3 3 3 K
F(O) - 5 z z Z Kf’-zul K“zaz K“zaa
K

" =la,=laz=1

O30y O30 G303

esitligi bulunur.

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Burada (4.11) esitliginin t degiskenine gore diferansiyelleyip t =0 aldigimizda

F"(O) = K33 + K22 + K33 + Kll + K22 + Kll

esitligini buluruz.

15



Buradan da

3
F'(0) =2 Koy,

=1
esitligini buluruz.
Son olarak
F"(0)=6
oldugu bulunur.
Boylece,
KO.(I o, 0L 0 0L
l 3 3 3 191 142 143 1 3 3 Kaial
F(t) : _| Z Z z K“z% a0, 003 +_| Z Z
3'(11:1 ap=1az=1 2'(11:1 o, =1 quul
Kﬂa% Oz0p o303
.t
+2>» K +6—,
(; 01 0ly 2| 3|
esitligini buluruz.
e 1 . C e
.16) esitliginde t =-— sagidaki esitligi buluruz:
(4.16) esitliginde t = v alarak asagidaki esitligi bul
D, (M) = (-A8)*F(t) =
K
L3 22 &Ko, w5 3 | Mm
1-— > K o0+— ' ’ K
1!; Y ZZI Ko, Kuzuz ZT Z Zl K“Z‘“

Tamamen benzer sekilde her bir n i¢in asagidaki esitlik bulunur:

00y 002 010
n (-1 A" & n (K
0Ly 0 00 0,0,
Dno\')zl_l—z( ) ZZ 204 202 20m
o moT i
Oy O Oy 0ty Kamam

Burada dikkate alalim ki

Z K“l‘*z 6= Z K(SJ,SJ )8
a;=1 j=1

16
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toplaminda & — 0 sartinda limit aldigimizda bu toplam
b
J. K(s,s)ds

integraline yakinsiyor. Bu integrale K(t,S) cekirdeginin iz diisiimii denir.

Benzer sekilde 6 — 0 sartinda

0,0y 0,0y e 0 0Ly
no 0K K . K
§ 2 020 Gp0 00 Bm
(1121 am:l e e e e
Kamal Oy, Oy e Oy Oy

toplami asagidaki integrale yakinsiyor.

00y 040 '" 00y
b b
C — 020 G0 00 d d
m oY,
> A
Kama1 iy .. Kdm(xm

n — oo sartinda

D, (V) ifadesinin limitini D)) ile gosterdigimizde agagidaki esitligi buluruz:

(-1) Cm}\‘m’
m!

D)=y

Burada C,, katsayilar1 (4.17) formiilii ile hesaplanir ve C; =1 olur.

(4.17)

(4.18)

(4.18) serisi her yerde yakinsak oldugundan D(A), A parametresinin tam analitik

fonksiyonu olur.

Benzer sekilde D(t,s;A) fonksiyonunun da asagidaki sekilde Fredholm serisine

acildig gosterilir:
0 m }\’m
D(t,5;0) = > (-D)" =B, (t,9),
m=0 m!

burada

17
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K(t,s) Ktao) ... Ko,

Bmﬂﬁ)Zi“j Kops) Koy, 00) - K““““Jd%md%, (4.20)
a aK(()Lm,s) K(o,,0,) ... K(a,,a,)

burada

B, (t,s) = K(t,s)
olur.
Dikkate alalim ki

b

C,=[B,.(t.t)dt, n>0 (C,=1)

olur.

(4.19) serisi A parametresinin tiim degerlerinde yakinsaktir. Bu yiizden de D(t,s; )
fonksiyonu A parametresine bagli tam analitik fonksiyondur.

Boylece,

D(t,s; 1)
D)

R(t,S;A) =

Fredholm rezolventasi Fredholm denklemindeki serbest terimi olan f(t)

fonksiyonuna baglh degildir ve iki tam analitik fonksiyonun orantis1 seklinde
gosterilir. Yani A parametresine bagli meromorf fonksiyondur.

(4.18) ve (4.19) Fredholm formiilleri (4.1) denkleminin ¢6ziim c¢ekirdegi olan
R(t,s;A) fonksiyonunu insa etmeye imkan sagliyor.

Fredholm denkleminin rezolventasinin oldugu A 'nin degerlerine regiiler degerler
denir. Ama rezolventanin olmadigi A 'nin degerlerine karakteristik degerler denir.
Karakteristik sayilar D(A) fonksiyonunun sifirlari ile gakigir.

Boylece, Fredholmun fundamental (esasli) sonucu asagidaki sekilde ifade edilir.

A 'nin degerleri regiiler oldugunda
b
(1) = A[ K(t,5)o(s)ds + f(1) (4.2)

denkleminin, K(t,s) cekirdegi ve f(t) serbest terimi siirekli fonksiyon olduklarinda,

bu denklemin tek bir tane siirekli ¢(t) ¢oziimii vardir ve bu ¢dziim

18



b
o(t) = f(t) + 2 j R(t,sV)f(s)ds

formila ile bulunur.

Buradan sonug olarak alinir ki A'nin degerleri regiiler oldugunda homojen

0(t) = [ K(t,5)p(s)ds

denkleminin yalniz trivial (yani aynen sifir) @(t) =0 ¢6ziimii olur.

A'nin karakteristik degerlerinde homojen denklemin trivial olmayan ¢6ziimii olabilir.
Homojen denklemin trivial olmayan ¢oziimiine verilmis karakteristik sayiya uygun
karakteristik ¢oziim denir veya K(t,S) ¢ekirdegine uygun karakteristik ¢oziim denir.

4.2. Fredholm Integral Denkleminin Céziimiine Ait Bir Ornek

Burada
K(t,s)=e", 0<t, s<1
¢ekirdegi igin rezolventasini insa edelim.

Burada C, =1, B, =¢e"* olur. Ama

1
C = IBO (a0, )doy =1,
0

ve

1| atas th-oy 1 s o

ee’ ee e* e
B,(t,s) = I o oy = etJ-e"‘l . o |doy=0
v|ee” e“e™ > |e7 e™

olur. Buradan da k > 2 i¢in tiim B, (t,s) ve C, 'larin her biri sifir olur. Bu yiizden de
D) =1-A, D(ts; %) =e*
olur. Béylece, K(t,s) =e" cekirdeginin Fredholm rezolventi

D(t,s; M) _ e'®
DY 1-A

R(t,s;0) =

olur.
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t-s

Bu esitlikten ¢

rezolventinin A =1 noktasindan bagka tim kompleks diizlemde
analitik fonksiyon oldugu goriiliir. A =1 noktasi rezolventin sade kutup noktasidir.

Bu yiizden tim A#1 degerleri ig¢in serbest terim olan f(t) fonksiyonu [0,1]
araliginda keyfi siirekli fonksiyon oldugunda

9(0) = 1] e o(s)ds +f(1)

integral denkleminin tek bir tane

1

N T
90 = £+ j e f(s)ds

0
¢Oziimii vardir.

A =1 halinde uygun homojen
1

o(t) = [ ¢“o(s)ds
0

integral denkleminin sifira esit olmayan ¢(t)=e' ¢oziimii olur. Bu ¢(t)=e¢'
fonksiyonu K(t,s) =e"* cekirdeginin karakteristik fonksiyonu olur. Kolaylikla ¢

keyfi sabit sayr olmakla ¢(t)=ce' fonksiyonunda bu ¢ekirdegin karakteristik

fonksiyonu oldugu goriiliir.
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5. YOZLASAN CEKIRDEKLI INTEGRAL DENKLEMLER.
FREDHOLM TEOREMI

5.1. Yozlasan Cekirdekli Integral Denklemlerin Tanim

Tamm. Integral denklemin K(t,s) cekirdegi sonlu sayida bir t degiskenine ve digeri

s degiskenine bagli fonksiyonlarin ¢arpiminin toplami seklinde gosterildiginde, yani
K(t,s) ¢ekirdegi

K(ts)= Y2, 0b,6) (5.1)

seklinde gosterildiginde bu integral denklemin K(t,S) ¢ekirdegine yozlasan ¢ekirdek

denir. Ele alinmis integral denkleme ise yozlasan ¢ekirdekli integral denklem denir.

Burada a, (t),a,(t),...,a,(t) ve b,(t),b,(t),...,b,(t) fonksiyonlar: kendi arasinda lineer

bagimsiz fonksiyonlar olduklarini varsayariz. Aksi halde (5.1) denklemindeki
toplaminda toplananlarin sayisini azaltmak olur [2].

Burada a,(t) ve Db,(t) fonksiyonlarmm [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar
olduklarmi varsayalim. Bu yiizden K(t,s) ¢ekirdegi Q{a<t s<b} dikdértgeninde

stirekli fonksiyon olur.

5.2. Ikinci Cesit Yozlasan Cekirdekli Fredholm integral Denklemin Coziim
Y ontemi

Burada ikinci gesit yozlasan K(t,S) cekirdekli Fredholm integral denklemini ele

alalim:
00 = 1Y 2,(0 b, (o(5)ds + (0, 52

burada serbest terim olan f(t) fonksiyonunun [a,b] araliginda siirekli verilmis

fonksiyon oldugunu varsayalim. (5.2) denkleminin ¢ =@(t) ¢oziimiiniin oldugunu

varsayalim.

Burada

b
¢ = [@(s)bi(s)ds, 1=1,2,3,....,n (5.3)

alalim. Bu durumda (5.2) esitliginden



o) =10 +13 e, () (54)

oldugunu buluruz.

Bu formiilden goriiyoruz ki yozlasan c¢ekirdekli integral denklemin ¢oziimi

C,,C,,...,C, sabit sayilarinin bulunmasina getirilir.

(5.4) esitliginde | indisine gore toplamda indisini j olarak degistirelim. Alinan
esitligin her yanimi b, (t) fonksiyonu ile ¢arpalim ve alinmis esitligin her yanimni t

degiskenine gore a noktasindan b noktasina dek integralini alalim.

b

j p(t)b, (t)dt = j f(t)bi(t)dt+XZn:cj j a (b, (dt, 1=1,2,...,n (5.5)

a

Bu esitlikte
b b
jaj(t)bi(t)dtz K, jf(t)bi(t)dtzfi, i,j=1,2,..,.n

isaretlerini kabul ederek (5.4) denkleminden c,,c,,...,C, katsayilarinin bulunmasi

i¢in lineer cebirsel denklemler sistemini buluruz:
C -AY Kye; =1, i=1,2,3,.,n. (5.6)
=1

Bu sistem ¢oziilmediginde (5.2) denklemi de ¢oziilemez.

Simdi (5.6) sisteminin C,C,,...,C, ¢Ozlimiiniin oldugunu varsayalim. Katsayilarin bu
degerlerini (5.4) formiiliinde yerlerine yazarak o(t) fonksiyonunu buluruz.

Bulunmus bu o(t) fonksiyonu (5.2) integral denkleminin ¢dzlimii olur.

(5.6) sisteminin determinanti D(A)

1-AK,, MK, .. -AK,
-AK 1-AK,, ... -AK
D(}\‘) — 21 22 2n (57)
MK, MK, .. 122K,

esitligi ile bulunur.
D(A), A parametresinin derecesi n sayisini agmayan polinomu olur.

D(A) =0 denkleminin koklerine K(t,S) ¢ekirdeginin karakteristik sayilar1 denir veya

(5.8) denkleminin karakteristik sayilar1 denir.

22



5.3. Fredholm Teoremi.
A'nin degerleri D(A) polinomunun sifirlar ile ¢akismadiginda, yani D(A) # 0 sarti
saglandiginda (5.6) denklemi keyfi sag yanindaki f,, 1=1,2,..,n icin bir degerli

olarak ¢oziliir, yani A sayisi karakteristik sayilar olmadiginda (5.2) denklemi tek bir

tane @(t) ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim (5.4) formiilii ile keyfi serbest f(t) ile bulunur.

D(M) # 0 sart1 saglandiginda homojen
n b
o1 =1 a,(t) [ b, (s)p(s)ds (5.8)
i=1 a

denklemi [a,b] araliginda f(t)=0 halinde bulunur ve bu (5.8) homojen denklemi
yalmz @(t)=0 trivial ¢oziimi olur. Burada, f(t)=0 oldugunda tim f,
(i=1,2,...,n) sayilart sifir olur. Bu durumda (5.6) denklemi, determinant1 sifirdan

farkli olan homojen lineer denklemler sistemi olur. Bdyle sistemin yalniz

C,=¢C, =...=C, =0 ¢ozlimii olur.
Bu yiizden birinci Fredholm teoremi asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

Teorem: (5.2) denkleminin keyfi f(t) sag yam i¢in gerek ve yeter sart (5.2)
denklemine uygun homojen denkleminin yalniz trivial ¢(t) =0 ¢dziimiiniin olmasidir

[3].
5.4. Yozlasan Cekirdekli integral Denklemin Coziimiine Ait Bir Ornek.

Burada

ot)=1+ XI (t-s)p(s)ds

integral denklemini ¢ozelim. Bu amagla bu integral denklemini asagidaki sekilde
yazalim:

ot)=1+ xtj o(s)ds + L j (-s)p(s)ds,

Bu denklemde b,(s) =1, b,(s) =-s oldugundan

C, =

O ey

¢(s)ds, ¢, = [ (5)o(s)d(s)

olur. Bu yiizden de
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o(t) =1+Act +2c, (5.9
olur.

(5.9) esitliginin her yanini ardigik olarak b,(t) ve b,(t) fonksiyonlar: ile garpip t
degiskenine gore 0'dan 1'e dek integralini alarak asagidaki esitlikleri buluruz:

jcp(t)dt =j dt+ xcljl' tdt +ic, j dt,
0 0 0 0

1 1 1 1
j(-t)q>(t)dt = j(-t)dt +xC1j (-t2)dt +hc, j (-t)dt
0 0 0 0
Buradan da
A
Cl(l' E) - }\,C2 = 1

A A 1
G3* (1"‘5)(32 =5

sistemini buluruz.

Bu sistemin determinanti

PRy :

D =| 2 x S+
Lo 12
3 2

olur. D(A) keyfi reel A igin sifirdan farklidir.

Kramer formiillerini kullanarak ¢, ve c, i¢in asagidaki ifadeleri buluruz:

1 A
1 A
. 5 1+E 12
' D(V) 12+0%
-2
2
A1

3 2 6+

27 DOy 12+A2
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Bu ¢, ve c, sayilan i¢in bu degerleri (5.9) esitliginde uygun olarak yerlerine

yazdigimizda A # i2i\/§ i¢in agagidaki esitligi buluruz:

N 12Xt 6k+k2:6(2+2xt-70
12+A% 12+22 12+22

o(t) =

5.5. (5.2) Denkleminin Rezolventasi

(5.5) sistemini Kramer formiillerinin uygulanmasiyla ¢6zerek paydaki
determinantlarin1 serbest terimleri saglayan siitunlarinin elemanlarina gére agarak
asagidaki sekilde ifadeler aliriz:

1
C —mle,k(k)f (i=1,23,..n),

burada D, (1) ifadeleri derecesi n-1 sayisini asmayan A parametresine bagh

polinomlardir. ¢, i¢in bulunmus bu ifadeleri (5.4) formiilinde c,'lerin yerlerine
yazdigimizda asagidaki esitligi

o(t) = f(t)+xz ZD,k(x)a (t) j f(s)b, (s)ds

“D(\)&
veya
b
o(t) = f(t) + 2 J’ R(t,sV)f(s)ds (5.10)
esitligini buluruz. Burada
) _ L n n
R(t,s;1) D0y & D, (Ma; ()b, (s) (5.11)

esitligi ile tammlanan R(t,s;A) fonksiyonu (5.2) integral denkleminin rezolventasidir

(yani (5.2) denkleminin ¢6zen ¢ekirdegidir).

R(t,s;1) fonksiyonu t,s degiskenlerine gore stirekli fonksiyondur.

5.6. Fredholm Alternativi

Alternativ Hakkindaki Teorem

Yozlasan c¢ekirdekli homojen Fredholm integral denklemi yalniz trivial ¢oziimii
oldugunda bu homojen denkleme uygun homojen olmayan denklemin yalniz ve
yalniz tek bir tane ¢oziimii olur. Ama homojen denklemin trivial olmayan ¢6ziimii
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oldugunda bu homojen denkleme uygun homojen olmayan denklemin serbest f(t)

terimine bagl olarak ya ¢oziimii olmuyor ya da sonsuz sayida ¢oztiimii olur [1].

Burada dikkate alalim ki,
b
o(t) =\ j K(t,s)p(s)ds + (). (5.12)

denkleminin ¢ekirdegi yozlasmayan g¢ekirdek oldugunda ve K(t,s) ¢ekirdeginin ve
f(t) serbest teriminin keyfi siirekli fonksiyonlar olduklarinda K(t,s) ¢ekirdegine
yeterince yakin olan yozlagsan H(t,S) ¢ekirdegini ingaa edip (5.12) denklemine uygun
yozlasan H(t,s) cekirdekli

b
o(t) = A[ H(t, s)p(s)ds + (1) (5.13)
integral denklemini ¢ozdiigiimiizde (5.12) denkleminin ¢éziimiine yakin olan (5.13)

denkleminin ¢6zlimiinii bulmus oluruz.

Dikkate alahm ki, K(t,S) cekirdegini kuvvet serisinin kismi toplami veya iki kat
trigonometrik  serinin  kismi  toplamn ile Qf{a<ts<b} dikdortgeninde

yaklagtirabiliriz. Ya da cebirsel veya trigonometrik interpolyasyon polinomlari ile
yaklastirabiliriz.

Burada bu deginilenlere ait bir 6rnek gosterelim.

Burada
1
o(t) = jt(l ~e®)p(s)ds +e' -t
0

integral denklemin ¢6zlimiinii yaklagik olarak bulalim.

Burada K(t,s) =t(1-e") ¢ekirdegini Taylor serisinin ii¢ terimi birinci toplamu ile
yaklagtiralim, yani

3a2 4.3
H(t,s) = s 1S
2 6

fonksiyonu ile K(t,s) =t(1-e®) cekirdegini yaklastiralim.

Burada verilmis integral denklem yerine
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Z(t) = _[(t s+t—s+t—s)Z(s)ds+e t

integral denklemini ele alalim.

Bu sonuncu denklem yozlasan g¢ekirdekli integral denklemdir. Bu denklemin
¢Ozimuniu

Z(t)=e'-t-ct’-c,t’-c,t’
seklinde arayalim.

Burada
C, jz(s)ds C, —'l[iz(s)ds C, -Jl‘ﬁz(s)ds
0 5 2 - 46
olur.

C,,C,,C, sabitlerinin bulunmasi i¢in asagidaki cebirsel lineer sistemi buluruz:

5 1 1 2

—C,+=C,+=C, =—,

41 5% 6° 3

1 13 1 9

gcl+gc2+ C, e-Z,

1 1 49 29
1t 2+EC3__'2

Bu sistemi ¢ozerek

¢, =0,5010, ¢,=0,1671, c, =0,0422

oldugunu buluruz.

Boylece,

Z(t) =e' -t-0,5010t* -0,1671t> - 0,0422t*
oldugunu buluruz.
Ele alinan denklemin dakik ¢6ziimii ¢(t) =1'dir.
Burada t=0; t=0,5; t=1,0 aldigimizda

Z(0) =1,0000, Z(0,5)=1,0000, Z(1)=1,0080 olur.
Dakik ¢oziimle yaklasik ¢6ziimiin farki 0,008 olur.
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6. SONUC

Bu tezde integral denklemler ele alinmistir ve lineer integral denklemlerin siniflart
gosterilmistir. Fredholm denklemlerinin ¢6ziimiinde Fredholm teorisi verilmistir.
Yozlasan ¢ekirdekli integral denklemler ele alinmis ve bu denklemler i¢in Fredholm
teorisi verilmistir. Yozlasan g¢ekirdekli integral denklemin ¢6ziimiine ait Ornekler
gosterilmistir. Integral denkleminin ¢ekirdeginin approksime edilmesiyle yozlasan
cekirdekli integral denkleme getirilen denklemin ¢Ozliimiine ait Ornekler

gosterilmistir.
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