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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

I-YAKINSAKLIK ve I-SÜREKLİLİK 

Yeliz KIYAK UÇAR 

Afyon Kocatepe Üniversitesi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof. Dr. Fatih NURAY 

I, N pozitif tamsayılar kümesinin alt kümelerinin bir ideali iken metrik uzaylarda 

dizilerin I-yakınsaklığı kavramı tanıtılmıştır. Bu kavram metrik uzaylarda tanımlı reel 

fonksiyonların dizilerinin I-yakınsaklığı kavramına genişletilmiş ve ilgili bazı temel 

özellikler verilerek ilgili teoremler ispatlanmıştır. Bu temel özellikler extremal I-limit 

noktaları ile ilişkilendirilmiştir. Ayrıca istatistiksel yakınsaklık kavramı, I-yakınsaklık 

kavramına genelleştirilerek istatistiksel yakınsaklığın sonuçları I-yakınsaklığa 

genişletilmiştir. Bununla birlikte fonksiyonların istatistiksel sürekliliğinin bir 

genelleştirilmesi olan yeni bir süreklilik kavramı tanımlanarak bazı özellikleri 

verilmiştir. Reel fonksiyonlar için tanımlanan I-süreklilik kavramı keyfi topolojik 

uzaylardaki fonksiyonlara dönüştürülerek genelleştirilmiştir. Ayrıca metrik uzaylarda ve 

aynı zamanda dizisel uzaylarda I-süreklilik ve süreklilik kavramlarının denk oldukları 

gösterilmiştir. 

 

2008, 49 sayfa 

Anahtar Kelimeler: I-Yakınsaklık, I*-Yakınsaklık, I-Süreklilik 
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ABSTRACT 

MsSc Thesis 

I-CONVERGENCE and I-CONTINUITY 

Yeliz KIYAK UÇAR 

Afyon Kocatepe University 
Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Prof. Dr. Fatih NURAY 

We introduce and study of I-convergence of sequences in metric spaces, where I is an 

ideal of subsets of the set N of positive integers. We extend this concept to I-

convergence of sequence of real functions defined on a metric space and prove some 

theorems and basic properties of this concepts. This basic properties deal with extremal 

I-limit points.  Further the concept of statistical convergence generalize to I-

convergence and the conclusions of statistical convergence extend to I- convergence. 

Besides we introduce a new notion of continuity, which is the generalization of 

statistical continuity of functions. We generalize the notion of I-continuity, which was 

defined for real functions by transforming to functions on arbitrary topological spaces. 

Further we show the equvalence of I-continuity and continuity for metric spaces and 

sequential spaces as well. 

2008, 49 pages 

Keywords: I-convergence, I*-convergence, I-continuity 
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SİMGELER DİZİNİ 

N  Doğal sayılar kümesi 

R  Reel sayılar kümesi 

( )nxx =  Reel sayı dizisi 

sup  En küçük üst sınır 

inf  En büyük alt sınır 

( )Ad  A  kümesinin doğal yoğunluğu 

( )Ad  A  kümesinin üst yoğunluğu 

( )Ad  A  kümesinin alt yoğunluğu 

nxst lim−  nx  dizisinin istatistiksel limiti 

I  Doğal sayıların alt kümelerinin ideali 

0I  Maksimal ideal 

)(IF  Pozitif tamsayıların alt kümelerinin süzgeci 

( )ρ,X  Metrik uzay 

nxI lim−  nx  dizisinin I-limiti 

nxI lim* −  nx  dizisinin I*-limiti 

N2  N  nin tüm alt kümelerinin ailesi 

BA∆  A  ve B  kümelerinin simetrik farkı 

 )( xI Γ  x dizisinin I-yığılma noktalarının kümesi 

 )( xI Λ  x dizisinin I-limit noktalarının kümesi 

),( 0 δxB  0x  merkezli δ  yarıçaplı açık yuvar 

)(0 IF  I-yakınsaklığın yakınsaklık alanı 

)I( *
0F  I*-yakınsaklığın yakınsaklık alanı 

ω  Reel dizilerin kümesi 

∞l  Sınırlı dizilerin uzayı 

Ζ  N  nin bütün uygun ideallerinin sınıfı 

Xf |  f  fonksiyonunun X  kümesine kısıtlanması 

A  A kümesinin kapanışı 



 vi

Aχ  A kümesinin karakteristik fonksiyonu 

( )IC  I-sürekli fonksiyonlar kümesi 

( )AP  Sonlu toplamsallık özelliği 
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1. GİRİŞ 

 

Bu çalışmada, I bir ideal iken metrik uzaylarda dizilerin I-yakınsaklığı kavramı 

verilmiştir. Daha sonra bu kavram metrik uzaylarda tanımlı reel fonksiyon dizilerinin I-

yakınsaklığı kavramına genişletilmiştir. Benzer şekilde I-yakınsaklıkla yakından ilişkili 

olan I*-yakınsaklık olarak adlandırılan yakınsaklık kavramı tanıtılmış ve I-yakınsaklık 

ile I*-yakınsaklık kavramları arasındaki ilişkiler incelenmiştir. I-yakınsaklıklıkla ilgili 

olarak bu yakınsaklığı koruyan fonksiyonlara da değinilmiştir. I-limit noktaları ve I-

yığılma (Cluster) noktaları verildikten sonra bu ifadeler I-yakınsaklık ve extremal I-

limit noktaları kavramları tartışılmıştır.  

 

I-yakınsaklığın yakınsaklık alanı kavramı verildikten sonra sınırlı dizilerin uzayında,  

  )(     ve)( *II FF  yakınsaklık alanlarında maksimal idealler incelenmiştir.  

 

I-yakınsaklık kavramı kullanılarak bir noktada bir fonksiyonun limitinin Heine tanımına 

benzer bir yolla I-süreklilik kavramı araştırılmıştır. Daha sonra reel fonksiyonlar için 

tanımlanan I-süreklilik kavramı keyfi topolojik uzaylardaki fonksiyonlara dönüştürülerek 

genelleştirilmiştir. Aynı zamanda dizisel uzaylarda I-süreklilik ve süreklilik 

kavramlarının denk oldukları gösterilmiştir 
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2. GENEL BİLGİLER 

 

Bu bölümde çalışmamızda gerek duyulan bazı tanımlar ve teoremler verilecektir. 

 

Tanım 2.1: ( )nxx =  bir reel sayı dizisi ve Ra∈  olsun. Her 0>ε  için 0nn >  

olduğunda ε<− axn  olacak biçimde ε  a bağlı bir 0n  sayısı bulunabiliyorsa ( )nxx =  

dizisi a  ya yakınsaktır denir ve axn =lim  veya ( ) axn →  ile gösterilir. 

 

Tanım 2.2: ( ) Rxn ⊂  ve Ra∈  olsun. a  noktasının her −δ komşuluğunda ( )nx  

dizisinin a  dan farklı en az bir elemanı varsa bu a  noktasına ( )nx  dizisinin bir yığılma 

noktası denir. 

 

Tanım 2.3: ( )knx  , ( )nx  dizisinin bir alt dizisi olsun. ( )knx  yakınsak ve limiti a  ise bu 

a  noktasına ( )nx  dizisinin bir limit noktası denir. 

 

Tanım 2.4: RAfRA →⊂ :,  bir fonksiyon ve Aa∈  olsun. Her 0>ε  için δ<− ax  

olduğunda ( ) ( ) ε<− afxf  olacak şekilde bir 0>δ  sayısı varsa f  fonksiyonu a  

noktasında süreklidir denir. Fonksiyonun sürekli olmadığı noktaya da süreksizlik noktası 

denir. 

 

Tanım 2.5: A , N  in bir alt kümesi ve { }AknkAn ∈≤= :  olsun. Buna göre A  

kümesinin sırasıyla alt ve üst yoğunluğu  

( )
n

A
Ad ninflim=        ,         ( )

n
A

Ad nsuplim=  

olarak verilir. 
n

An  dizisinin limitinin var olması durumunda bu limite A  kümesinin 

doğal yoğunluğu denir ve ( )Ad  ile gösterilir. Yani ( )Ad  eşitliklerinin sağlanması 

halinde NA ⊂  kümesinin doğal yoğunluğu 



 
 

3

( ) { }Aknk
nn

A
Ad n ∈≤== :1limlim  

dır. [Nived vd.,1991] 

 

Tanım 2.6: Her 0>ε  için { }εξε ≥−∈== kxNkAA :)(  kümesinin yoğunluğu sıfır 

yani  

                                    { } 0:1lim =≥−≤ εξkxnk
n

 

 ise ( )kxx =  dizisi R∈ξ  sayısına  istatistiksel yakınsaktır denir ve ξ=− xst lim  ile 

gösterilir.[Steinhaus,1951, Fast,1951, Fridy,1985] 

 

Tanım 2.7: φ≠X  olsun. Eğer X  in altkümelerinin XI 2⊂ ailesi aşağıdaki özellikleri 

sağlıyorsa X  de bir idealdir denir. 

 

 

Eğer φ≠I  ve   IX ∉  ise I  idealine gerçek (proper) ideal,  eğer I  gerçek ideali  X  in 

tüm sonlu altkümelerini içeriyorsa I  idealine uygun (admissible) ideal denir. 

 

Tanım 2.8: φ≠X  olsun. Eğer XF 2⊂  boş olmayan ailesi aşağıdaki özellikleri 

sağlıyorsa X  de bir süzgeçtir denir. 

dir.  FBiken  BA ,FA .3
FBAiken  FB,A .2

F .1

∈⊂∈
∈∩∈

∉φ
 

 

Önerme 2.1: XI 2⊂  idealinin gerçek ideal olması için gerek ve yeter şart 

{ }IAAXIFF ∈== :\)( kümesinin X  de bir süzgeç olmasıdır. 

 

Tanım 2.9: Boş olmayan bir X  kümesi ile RXxX →:ρ  fonksiyonu verilsin ve her 

Xzyx ∈,,  için aşağıdaki özellikler sağlansın. 

dir. IBiken  AB ,IA 3. 
IBAiken  IB,A 2. 

I 1. 

∈⊂∈
∈∪∈

∈φ
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1. ( ) 0, ≥yxρ  

2. ( ) yxyx =⇔= 0,ρ  

3. ( ) ( )xyyx ,, ρρ =  (simetri özelliği) 

4. ( ) ( ) ( )zyyxzx ,,, ρρρ +≤  (üçgen eşitsizliği) 

Bu ρ  fonksiyonuna X  kümesi üzerinde bir metrik, ( )ρ,X  ikilisine de bir metrik uzay 

denir. 

 

Tanım 2.10: ( )ρ,X  bir metrik uzay ve XA ⊂  olsun. Her Ayx ∈,  için 

( ) ( )yxyxA ,, ρρ =  biçiminde tanımlanan Aρ  fonksiyonu A  üzerinde bir metrik 

uzaydır. ( )AX ρ,  metrik uzayına ( )ρ,X  nun bir alt metrik uzayı denir. 

 

Tanım 2.11: ( )ρ,X  bir metrik uzay, XA ⊂  olsun. Eğer φ=A  ise veya Aa∈  için 

( ) AraB ⊂,  olacak biçimde a  merkezli r  yarıçaplı bir ( )raB ,  açık yuvarı varsa A  

kümesine X  in bir açık alt kümesi denir. 

 

Tanım 2.12: ( )ρ,X  bir metrik uzay ve ( )nx  bu uzayda bir dizi olsun. Herhangi bir 

0>ε  için 0, nnm >  olduğunda ( ) ερ <nm xx ,  olacak şekilde bir ( )ε00 nn =   sayısı 

varsa ( )nx  dizisine Cauchy dizisi denir. X  deki her ( )nx  Cauchy dizisi Xx∈  

noktasına yakınsaksa yani Xxxn ∈→  ise ( )ρ,X  metrik uzayına tam metrik uzay 

denir. 

 

Tanım 2.13: X  bir küme τ  , X  in alt kümelerinin aşağıdaki koşulları sağlayan bir 

ailesi olsun. 

1. τ∈X  ve τφ ∈  dır. 

2. τ  ailesinin sonlu sayıda elemanlarının ara kesiti τ  ya aittir. 

3. τ  nun herhangi sayıda elemanlarının birleşimi τ  ya aittir. 

Bu takdirde τ  ya X  üzerinde bir topoloji, ( )τ,X  ikilisine de topolojik uzay denir. τ  

ailesinin her bir elemanına da açık denir. 
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Tanım 2.14: ( )τ,X   bir topolojik uzay, XA ⊂  olsun. Eğer A\X  açıksa A  kümesine 

kapalıdır denir. 

 

Tanım 2.15: A  kümesini kapsayan en küçük kapalı kümeye A  nın kapanışı denir ve bu 

A  ile gösterilir. 

 

Tanım 2.16: ( )τ,X  bir topolojik uzay, XA ⊂  olsun. XA =  ise A  ya X  kümesinde 

her yerde yoğun küme denir.  

 

Tanım 2.17: YX ,  iki topolojik uzay YXf →:  bir fonksiyon ve Xx ∈0  olsun. 

( )0xf  noktasının her V  komşuluğu için ( ) VUf ⊂  olacak şekilde 0x  noktasının bir U  

komşuluğu varsa f  fonksiyonuna 0x  noktasında süreklidir denir. Eğer f  fonksiyonu 

X  kümesinin her noktasında sürekli ise f  ye X  üzerinde sürekli denir. 

 

Tanım 2.18: ( )τ,X  bir topolojik uzay, Xx ∈0  olsun. 0x  noktasını eleman kabul eden 

X  in her A  açık alt kümesine 0x  noktasının bir açık alt komşuluğu denir. 

 

Tanım 2.19: YXf →:  fonksiyonu verilsin. Eğer ( ) TSf =  ise f  fonksiyonuna örten 

fonksiyon denir.  

 

Tanım 2.20: X  in herhangi  iki x  ve y  elemanı için ( ) ( )yfxf =  eşitliği 

yx = eşitliğini gerektiriyorsa f  fonksiyonuna birebir fonksiyon denir. 

 

Tanım 2.21: YX ,  iki topolojik uzay , YXf →:  birebir ve örten bir fonksiyon olsun. 

Eğer f  ve 1−f  fonksiyonları sürekli ise f  ye bir homeomorfizm (topolojik eş yapı 

dönüşümü), X  ve Y  topolojik uzaylarına da homeomorfturlar denir. Aralarında bir 

homeomorfizm bulunan topolojik uzaylara homeomorfik uzaylar denir.  

 

Tanım 2.22: ( )τ,X  bir topolojik uzay ve XY ⊂  olsun. Y  nin alt kümelerinin 
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 { }ττ ∈∩== AYAAAY ,: ''  ailesi Y  üzerinde bir topolojidir ve Yτ  topolojisine 

indirgenen topoloji, Y  ye de X  in bir alt uzayı denir. 

 

Tanım 2.23: ( )τ,X  topolojik uzay ve X   kümesi üzerinde bir H  denklik bağıntısı 

verilsin. HXX /: →Φ  fonksiyonu her Xx∈   için ( ) [ ]xx =Φ  ile tanımlansın. Φ  

bölüm dönüşümünü sürekli kılan HX /  bölüm kümesi üzerindeki topolojilerin en 

incesine veya τ  topolojisinin HX /  kümesi üzerindeki sonuç topolojisine τ  

topolojisinin H  bağıntısına göre bölüm topolojisi denir. Bölüm topolojisi ℜ  sembolü 

ile gösterilirse, ( )ℜ,/ HX  uzayına da ( )τ,X  uzayının H  bağıntısına göre bölüm uzayı 

denir. 

 

Tanım 2.24: Bir matrisin determinantı sıfırdan farklı ise bu matrise regüler matris 

denir. 

 

Tanım 2.25: X  bir küme, XA ⊆  olmak üzere 

( )




∈
∈

=
A\   ,0

   ,1
Xx

Ax
xAχ  

biçiminde tanımlanan { }1,0: →XAχ  fonksiyonuna A  nın X  deki karakteristik 

fonksiyonu denir. 

 

Tanım 2.26: Boş olmayan bir X  kümesi verilsin. ( ),.,+K  reel veya kompleks sayılar 

cismi olsun. ( )⊕,X  değişmeli grup olmak üzere XKxX →⊗ :  fonksiyonu aşağıdaki 

özellikleri sağlıyorsa X  kümesine vektör uzay (lineer uzay veya lineer vektör uzay) 

denir. 

1. Her Ka∈  ve Xx∈  için Xxa ∈⊗  

2. Her Ka∈  ve Xyx ∈,  için ( ) ( ) ( )yaxayxa ⊗⊕⊗=⊕⊗  

3. Her Kba ∈,  ve Xx∈  için ( ) ( ) ( )xbxaxba ⊗⊕⊗=⊗+  

4. Her Kba ∈,  ve Xx∈  için ( ) ( )xbaxba ⊗⊗=⊗.  

5. Ke∈  birim elemanı ise her Xx∈  için xxe =⊗ . 
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Tanım 2.27: Reel veya karmaşık K   cismi üzerinde bir vektör uzayı X  olsun. 

RXn →: , ( ) xxn =  biçiminde bir n  fonksiyonu aşağıdaki üç önermeyi sağlıyorsa n  

ye X  üzerinde bir norm denir.  

1. Her 0, ≠∈ xXx  için 0>x . 

2. Her K∈λ  ve Xx∈  için xx λλ = . 

3. Her Xyx ∈,  için yxyx +≤+ . 

( )nX ,  ikilisine de normlu uzay (normlu lineer vektör uzayı) denir. 

 

Tanım 2.28: X  bir E  kümesinde tanımlanmış sınırlı fonksiyonlar uzayı olmak üzere  

( )xff
Ex∈

= sup  

normuna supremum normu (sup-norm) denir. 

 

Tanım 2.29: Boş olmayan bir kümenin ikişer ikişer ayrık ve boş olmayan 

altkümelerinden oluşan örtüye bu kümenin bir ayrışımı denir. 

 

Tanım 2.30: Sonlu küme veya doğal sayı kümesi ile eş güçlü olan kümeye sayılabilir 

küme denir. 

 

Tanım 2.31: Bir V  vektör uzayında doğrusal bileşimlerinin kümesi V  yi veren bir alt 

kümeye V  nin üreteci denir. 

 

Tanım 2.32: ( )o,G  bir cebirsel yapı olsun. Eğer; 

1. o ikili işlemi birleşme özelliğine sahipse 

2. birim elemanı varsa 

3. her a  elemanının 'a  tersi varsa 

( )o,G  cebirsel yapısına grup denir. ( )o,G  grubu değişme özelliğne sahipse bu gruba 

değişmeli grup denir. 

 

Tanım 2.33: φ≠H  bir küme ve üzerinde tanımlı iki işlem ( )+  ve ( )•  olsun. ( )•+,,H   
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cebirsel yapısı aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa bu yapıya halka denir. 

1. ( )+,H  değişmeli bir gruptur. 

2. “• ” işlemi birleşme özelliğine sahiptir. 

3. “• ” işleminin “+” işlemi üzerine dağılma özelliği vardır. 

 

Tanım 2.34: φ≠F  bir küme olsun. ( )•+,,F  cebirsel yapısı aşağıdaki aksiyomları 

sağlıyorsa bu yapıya cisim denir. 

1. ( )+,F  sistemi değişmeli bir gruptur. 

2. { }( )•,F 0\  sistemi değişmeli bir gruptur. 

3. “• ” işleminin “+” işlemi üzerine dağılma özelliği vardır. 

 

Tanım 2.35: ( )oG,  ve ( )∆,'G  birer grup ve ': GG →Φ  dönüşümü verilsin. Her 

Gb,a ∈  için ( ) ( ) ( )baaob ∆ΦΦ=Φ  eşitliği gerçekleniyorsa Φ  dönüşümüne G  den 'G  

ye bir grup homomorfizimi denir. 

 

Tanım 2.36: ( )oG,  ve ( )∆,'G  gruplarında etkisiz elemanlar e  ve 'e  olsun. ': GG →Φ  

grup homeomorfizmi olmak üzere ( ){ }'ex  veGx:xK =Φ∈=Φ  kümesine Φ  

homomorfiziminin çekirdek kümesi (çekirdeği) denir ve KerΦ  ile gösterilir. 

 

Tanım 2.37: Toplanabilme teorisinde ( )nk1 cC =  matrisi  







>

≤≤=
nk;       0

nk1;     
n
1   cnk  

ile verilir ve (birinci dereceden) Cesaro matrisi olarak adlandırılır. 

 

Tanım 2.38: { }İi:Xi ∈ , İ ile indislenmiş topolojik uzayların ailesi olsun. C
i

iXX =  

kümesine iX  kümelerinin ayrık toplamı denir. 
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3. I-YAKINSAKLIK 

 

Bu bölümde öncelikle I -yakınsaklık kavramı ile *I -yakınsaklık kavramı verilerek  bu 

kavramlar arasındaki ilişkiler incelenecektir.  

 

Tanım 3.1: XI 2⊂  bir gerçek ideal ve ( )ρ,X  bir metrik uzay olsun. Eğer her 0>ε  

için ( ){ }εξρε ≥= ,:)( nxnA  kümesi I  ya ait ise ( )nxx =  dizisi X∈ξ  e I -

yakınsaktır denir. ξ  sayısına ( )nxx =  dizisinin −I limitidir denir ve ξ=− xI lim  ile 

gösterilir. 

 

Burada I -yakınsaklığa ve ideallere bazı örnekler verelim. 

 

Örnek 3.1: 

.1 { }φ=I  , N  de minimal idealdir. ( )nxx =  dizisinin I -yakınsak olması için gerek ve 

yeter şart sabit olmasıdır. 

 

.2 NMNM ≠⊂≠  , φ  olsun. M
MI 2=  olduğunda NI M  , de bir gerçek ideal olur. 

( )nxx =  dizisinin      MI -yakınsak olması için gerek ve yeter şart MN \ de sabit 

olmasıdır, yani her MNn \∈ için ξ=nx  olacak biçimde R∈ξ olmasıdır. φ=M  için 

1. örnek .2 örneğin özel bir halidir. 

 

.3 fI , N in tüm sonlu alt kümelerinin bir ailesi olsun. fI , N de bir uygun idealdir 

ve fI -yakınsaklık, alışılmış yakınsaklıktır. 

 

.4 ( ){ }0: =⊂= AdNAId  şeklinde ifade edilsin. O halde NId  ,  de bir uygun idealdir 

ve dI -yakınsaklık istatistiksel yakınsaklıktır. 

 

.5  I -yakınsaklığın geniş bir sınıfı şu yöntemle bulunabilir: 

( )nktT = , negatif olmayan regüler bir matris olsun. O halde  NA ⊂  için             
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                       ( )( ) ( ) ( )∑
∞

=
==

1
,...2,1      k.  

k
Ank

n
T ntAd χ    

 dir. Eğer ( ) ( )( )AdlimAd n
TT =  varsa buna A  nın T -yoğunluğu denir. T  nin 

regülerliğinden ∑
∞

=
=

1
1

k
nktlim  dir ve buradan eğer varsa ( ) [ ]1,0∈AdT  dir. 

( ){ }0: =⊂= AdNAI TTd  şeklinde ifade edilsin. O halde NI Td   , de bir uygun 

idealdir.  Burada kullanılan T  matrisinin farklı seçimleriyle bilinen bazı yakınsaklık 

türleri elde edilir. Örneğin 






>

≤=
isen    k  ,  0

ise    ,   1 nk
ntnk    cesaro matrisi seçimiyle istatistiksel 

yakınsaklık elde edilir. 

 

.6 NDN
j

j   ,
1
U
∞

=
=  in bir ayrışımı  (yani φ=∩≠ lk DDlk için   ) ve ( )1,2,...j  =jD  ler 

sonsuz kümeler olsun. Örneğin ( ){ }NssDj j
j ∈−== − :122için    ,...2,1 1  seçebiliriz. 

NA ⊂  olmak üzere A nın sonlu sayıda jD  ile kesişimlerinin sınıfı I  ile gösterilsin. I  

bir uygun idealdir. 

 

Yakınsaklığın hangi aksiyomlarının I -yakınsaklık için sağlandığını araştıralım. Bilinen 

birçok yakınsaklık aksiyomlarının bazı özellikleri aşağıdaki gibidir. 

.a  Her { },...,...,,, ξξξξ  sabit dizisi ξ  sayısına yakınsar. 

.b  Yakınsak dizilerin limiti tek olarak belirlidir. 

.c  Eğer ( )nxx =  dizisinin limiti ξ  ise bu dizinin tüm alt dizilerinin limiti de aynıdır. 

.d  Eğer ( )nxx =  dizisinin tüm alt dizilerinin ξ  sayısına yakınsayan bir alt dizisi varsa 

x , ξ  sayısına yakınsar. 

 
Önerme 3.1: X  in en az iki noktası olduğunu varsayalım. XI 2⊂  bir uygun ideal 

 olsun. 

I.   1 -yakınsaklık .a , .b ve .d  yi sağlar. 
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.2  Eğer I  sonsuz bir küme içeriyorsa I -yakınsaklık .c  yi sağlamaz. 

İspat: .a.    1 nın doğruluğu açıktır. .b nin ispatı için ( )nxx =  dizisinin ηξηξ ≠∈  , , X  

iki limiti olacak biçimde ),(
2
10 ηξρε <<  seçelim.        

                                  ( ){ } IxNnA n ∈≥∈= εξρ ,:1  

ve 

                                  ( ){ } IxNnA n ∈≥∈= εηρ ,:2    

biçiminde ifade edilir.  

                    ( ) ( ) ( )IFAN,AN ∈21 \\   ve  ( ) ( ) ( )IFANAN ∈∩ 21 //   

olduğundan  

                                         ( ) ( ) φ≠∩ 21 \\ ANAN   

bulunur. Burada ε  un seçimi gereğince ηξ =  elde edilir. .d  nin sağlanmadığını kabul 

edelim. Yani x  in her bir alt dizisi ξ  ye yakınsayan bir alt diziye sahip olsun fakat x  

dizisi ξ  ye I -yakınsaklık olmasın. O halde  

                                ( ) ( ){ } IxNnA n ∉≥∈= εξρε ,:   

olacak biçimde 0>ε  vardır. Fakat I  bir uygun ideal olduğundan )(εA  sonsuz bir 

kümedir. ( ) { }......21 <<<<= knnnA ε  olsun. Nk ∈  için 
knk xy =  olsun. O halde 

( )∞== 1kkyy , x  in ξ  sayısına I -yakınsayan bir alt diziye sahip olmayan bir alt dizisi 

olur. Bu durum kabule uygun değildir. 

.2 IA∈  sonsuz bir küme olsun. { }......21 <<<<= knnnA  ve 

{ }...m...mmANB k <<<<== 21\ olsun. 

I  bir uygun ideal olduğundan B  de sonsuz bir kümedir. 2121  , , ξξξξ ≠∈ X  seçimiyle 

( )nxx =  dizisi tanımlansın ve Nk ∈  için 21   , ξξ ==
kk mn xx  şeklinde ifade edilsin. O 

halde 2ξ=− kxlimI  dir fakat ( )knx  alt dizisi 1ξ  e I -yakınsar. 

 

Uyarı 3.1: Eğer I  sonsuz küme içermeyen bir uygun ideal ise I -yakınsaklık 

yakınsaklıkla benzerdir ve .c  sağlanır. 
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3.1  I-Yakınsaklık ve I*-Yakınsaklık 

 

İstatistiksel yakınsaklık teorisinde bilinen bir sonuç aşağıdaki gibidir. 

( )nxx =  reel sayı dizisinin  ξ  sayısına istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter 

şart ( ) 1=Md  ve ξ=kmxlim  olacak biçimde { }......21 <<<<= kmmmM  

kümesinin olmasıdır. 

 

Bu sonuç bizi I -yakınsaklıkla yakından ilişkili olan *I -yakınsaklık olarak adlandırılan 

yakınsaklık kavramına götürür. 

 

Tanım 3.1.1: X  in elemanlarının bir ( )nxx =  dizisinin X∈ξ sayısına *I -yakınsak 

olması için gerek ve yeter şart ( ) 0=ξρ ,xlim km  olacak biçimde 

{ } ( )IMN)I(F...m...mmM k ∈∈<<<<= \        21     kümesinin var olmasıdır. 

 

Önerme 3.1.1: I  bir uygun ideal olsun. Eğer ξ=− n
* xlimI  ise  ξ=− nxlimI  dir. 

İspat: { }...m...mmHNM k <<<<== 21\  olacak biçimde IH ∈  kümesinin 

olduğunu varsayalım. O halde  

       ξ=kmxlim                                                   (3.1)        

olur.  

0>ε  olsun. (3.1) den dolayı her 0kk >  için ( ) εξρ <,kmx  olacak biçimde Nk ∈0  

vardır. Dolayısıyla  

                  ( ) ( ){ } { }021 kn m,...,m,mH,x:NnA ∪⊂≥∈= εξρε                      (3.2) 

dır. { }021 km,...,m,mH ∪  kümesi I  ya aittir ( I  uygun ideal olduğundan). O halde 

IA ∈)(ε  dır. 

 

Bu önermenin tersinin her zaman doğru olmadığı aşağıdaki örnekle gösterilebilir. 
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Örnek 3.1.1: I , örnek 3.1 .5  de  olduğu gibi bir ideal olsun. ( )nxx =  dizisi şu şekilde 

tanımlansın. 

jDn∈  için ( ),...2,1           1
== j

j
xn   olsun. 

O halde açıkça 0lim =− nxI  dır. Diğer yandan 0lim* =− nxI  olmadığını 

göstermeliyiz. 0lim* =− nxI  olduğunu varsayalım. O halde  

0=
∈

m
Mm

xlim                                                      (3.3) 

olacak biçimde )(IFM ∈  kümesi vardır. )(IF  nın tanımından dolayı IH ∈   

iken HNM \=  dır. I  nın tanımından pDDH ∪∪⊂ ...1  olacak biçimde Np∈  

vardır.  Fakat M , 1+pD  kümesini içerir ve buradan M den bir çok m   için 
1

1
+

=
p

xm  

dir. Bu (3.3) ile çelişir. 

 

Teorem 3.1.1: ),( ρX bir metrik uzay olsun. 

1.   Eğer X  in bir yığılma noktası yoksa I - ve *I -yakınsaklık her NI 2⊂  uygun ideali 

için aynıdır. 

2. Eğer X  in bir ξ  yığılma noktası varsa bir NI 2⊂  uygun ideali ve 

 ξ=− nylimI olacak biçimde X  in elemanlarının bir )y( n  dizisi vardır. Fakat 

nyI lim* −  yoktur.  

İspat: 1. ξξ =−∈ nxlimIX     ve  olsun. Önerme 3.1.1 den   ξ=− n
* xlimI olduğunu 

ispatlamak yeterlidir. X  in yığılma noktası olmadığından  

                                   ( ) ( ){ } { }ξδξρδξ =<∈= ,:, xXxB   

 olacak biçimde 0>δ  vardır. Kabulden dolayı  

                                          ( ){ } IxNn n ∈≥∈ δξρ ,:    

dır.  Buradan  

                           ( ){ } { } ( )IFxNnxNn nn ∈=∈=<∈ ξδξρ :,:  



 
 

14

dır ve açıkça     ξ=− n
* xlimI  olur.  

2. X  ,ξ  in bir yığılma noktası olduğundan  nxlim=ξ   olacak biçimde X  in 

elemanlarının bir ( )nxx =  dizisi vardır ve ( )( )ξρ ,xn  dizisi 0 a azalır. Nn∈  için  

( )ξρ ,nn x=∈  şeklinde ifade edilsin. Örnek 3.1 .6 dan I  için bir ε  ideali alınır. jDn∈  

iken jn xy =  ile bir )y( n  dizisi tanımlayalım. 0>η  olsun. η<∈v  olacak biçimde 

Nv∈  seçelim.      

                            ( ){ } vn DDynA ∪∪⊂≥= ...,:)( 1ηξρη  

dir. Buradan ( ) ξεεη =−∈ nylimA              ve                   dir.  

ξε =− n
* ylim   olduğunu varsayalım. { }...m...mmHNM k <<<<== 21\  için 

( ) 0=ξρ ,ylim km  olacak biçimde bir ε∈H  kümesi vardır. ε  un tanımından 

lDDH ∪∪⊂ ...1  olacak biçimde Nl ∈  vardır. Fakat o zaman MHNDl =⊂+ \1  

dir. Böylece sonsuz sayıda k  için (her iD  bir sonlu küme) ξ→kmy  ile çelişen 

( ) 0, 1>=∈ +lkmy ξρ  elde edilir.  ξ≠y  için yylim n
* =−ε  varsayımı da çelişkiye 

sebep olur.  

 

I  ideali için I - ve *I -yakınsaklığın eşdeğer olması ile ilgili gerek ve yeter şartlar şu 

şekilde verilebilir. 

 

Tanım 3.1.2: Eğer φ=∩ ji AA  ( ),...2,1,  , =≠ jiji  ve IAi ∈  ise her Ni∈  için 

 ii BA ∆  sonlu küme ve  U
∞

=
∈=

1i
i IBB  olacak biçimde iB  kümeleri varsa  NI 2⊂  

uygun ideali )(AP  koşulunu sağlar denir.  

 

Uyarı 3.1.1: IBNi i ∈∈ iken    olduğuna dikkat edilmelidir.  
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Teorem 3.1.2: NI 2⊂  bir uygun ideal olsun. 

1. I  ideali )(AP  özelliğine sahip ve ( )ρ,X  keyfi bir metrik uzay ise X  in 

elemanlarının keyfi bir  ( )nxx =  dizisi için  ξ=− nxlimI  iken  ξ=− n
* xlimI  dir.  

 2.  Eğer  ( )ρ,X   en az bir yığılma noktasına sahip ve X in elemanlarının keyfi bir  

( )∞== 1nnxx  dizisi ve her X∈ξ  için  ξ=− nxlimI  iken  ξ=− n
* xlimI  ise I  , 

)(AP  özelliğine sahiptir. 

İspat: 1. I  nın )(AP  özelliğini sağladığını varsayalım.  ξ=− nxlimI olsun. O halde 

0>ε  için ( ) ( ){ } IxNnA n ∈≥∈= εξρε ,:  dır. Nnn ∈≥   , 2  için 

( ){ } ( )








−
<≤∈=≥∈=

1
1,1:             ve1,: 1 n

x
n

NnAxNnA nnn ξρξρ  şeklinde ifade 

edilsin. Açıkça φ=∩≠ ji AAji için    olur. )(AP  koşuluyla Nj∈  ve U
∞

=
∈=

1j
j IBB   

ve  jj BA ∆  sonlu kümeler olacak biçimde { }nB  kümelerinin bir dizisi vardır. 

BNM \=  iken 

ξ=
∈

n
Mn

xlim                                                         (3.4) 

olduğunu göstermek ispat için yeterlidir. 

0>η  olsun. η<
+1
1

k
 olacak biçimde Nk ∈  seçelim. O halde      

                                     ( ){ } U
1

1
,:

+

=
⊂≥∈

k

j
jn AxNn ηξρ  

 dir. 1,...,2,1    ,   +=∆ kjBA jj   sonlu küme olduğundan 

 { } { }0
1

1
0

1

1
:: nnNnAnnNnB

k

j
j

k

j
j >∈∩













=>∈∩












 +

=

+

=
UU                 (3.5) 

olacak biçimde Nn ∈0  vardır. Eğer 0nn >  ve Bn∉ ise U
1

1

+

=
∉

k

j
jBn ve (3.5) den dolayı 
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 U
1

1

+

=
∉

k

j
jAn  dir. O halde ( ) ηξρ <

+
<

1
1,

n
xn  dir ve (3.4) elde edilir.  

2. XX  ,∈ξ in bir yığılma noktası olsun. nxlim=ξ  olacak biçimde X  in elemanlarının 

bir ( )nxx =  dizisi vardır ve ( )( )ξρ ,xn  dizisi azalarak 0 a gider. Nn∈  için 

( )ξρ ,nn x=∈  olsun. { }nA , I  da boş olmayan kümelerin bir ayrık ailesi olsun. jAn∈  

iken jn xy =  olmak üzere ( )ny  dizisi tanımlansın. 0>η  olsun. η<∈m  olacak biçimde 

Nm∈  seçelim. ( ) ( ){ } mn AAyNnA ∪∪⊂≥∈= ...,: 1ηξρη  dir. Buradan  

( ) ξη =∈ nyIA lim-I      ve  olur. Varsayımdan dolayı ξ=− n
* ylimI  dir. Buradan 

{ }...mmBNM <<== 21\  olacak biçimde IB∈  kümesi vardır. Buradan  

ξ=
kmylim                                                    (3.6) 

olur. BABNj jj ∩=∈ için   şeklinde ifade edilsin. Her n  için IB j ∈  dır. Ayrıca 

U U
∞

=

∞

=
⊂∩=

1 1j j
jj BABB  dir. Buradan U

∞

=
∈

1j
j IB  dır.  Nj∈ dir. (3.6) den MA j    ,  

kümesi ile ortak elemanlarının sonlu bir sayısına sahiptir. Böylece 

( ) { }021 ,...,, kjj mmmBAA ∪∩⊂  olacak biçimde bir  Nko ∈ vardır. Buradan 

{ }021 ,...,,/ kjjjj mmmBABA ⊂=∆  dır ve jj BA ∆  sonlu bir kümedir.  Nj∈ in keyfi 

olmasından )(  , API  özelliğine sahiptir. 

 

 

3.2  I-Yakınsaklığı Koruyan Fonksiyonlar 

 

Tanım 3.2.1: ( )ρ,X  bir metrik uzay, XXg →:  bir fonksiyon ve NI 2⊂  bir uygun  

ideal olsun. Eğer her X∈ξ  ve X  in elemanlarının her ( )nxx =  dizisi için 

( ) ( )ξξ gxglimIxlimI nn =−=− iken      oluyorsa g  fonksiyonu X  de I -yakınsaklığı 

koruyor denir.  
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Böylece aşağıdaki önerme verilebilir. 

 

Önerme 3.2.1: XXg →:  fonksiyonunun X  de I -yakınsaklığı koruması için gerek 

ve yeter şart  g  nin X  de sürekli olmasıdır (keyfi bir I  uygun ideali için ). 

İspat: 1.  ξ=− nxlimI olsun. g  sürekli ise her 0>η  için ( )δξ ,Bx∈  olacak biçimde 

0>δ  vardır ve ( ) ( )( )ηξ ,gBxg ∈  dir. Fakat     

( ) ( ){ } ( ) ( )( ){ } ( )ηηξρδξρδ DgxgNnxNnC nn =<∈⊂<∈= ,:,:  

dir ve ( ) )(IFC ∈δ  olduğundan ( ) )(IFD ∈η  dır. Bundan dolayı ( ) ( )ξgxglimI n =−  

dir. 

2. Bazı  X∈ξ  için g  sürekli değilse bu takdirde  ξ=nxlim ve Nn∈  için 

( ) ( )( ) ηξρ ≥gxg n ,  olacak biçimde X  in elemanlarının bir ( )nxx =   dizisi ve bir 0>η  

sayısı vardır. Buradan g  herhangi bir I  ideali için I -yakınsaklığı korumaz. 

 

 

3.3 I - Limit Noktaları ve I -Yığılma (Cluster) Noktaları  

 

R∈ξ  ve ( )nxx =  reel sayı dizisi için ( ) 0>Md  ve ξ=kmxlim  olacak biçimde bir 

{ } NmmM ⊂= ,..., 21  kümesi varsa R∈ξ sayısına ( )nxx =  dizisinin bir istatistiksel 

limit noktası denir. Her 0>ε  için { } 0: ><−∈ εξnxNnd  varsa R∈ξ  sayısına 

( )nxx =   dizisinin bir istatistiksel yığılma noktası denir. 

 

Aşağıdaki yolla bu kavramlar I -yakınsaklığa genişletilebilir. 

 

Tanım 3.3.1: ( )ρ,X  bir metrik uzay, ( )nxx =  X  in elemanlarının bir dizisi olsun. 

1. ξ=∉ kmxlimIM     ve  olacak biçimde { } NmmM ⊂= ,..., 21  kümesi varsa X∈ξ  

elemanına x  in I -limit noktası denir.  
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2. X∈ξ  elemanının x  in I -yığılma noktası denmesi için gerek ve yeter şart her 0>ε  

için ( ){ } IxNn n ∉<∈ εξρ ,:  olmasıdır. 

 

x  in tüm I -yığılma ve I -limit noktalarının kümeleri sırasıyla )(  ve)( xx II ΛΓ  ile 

gösterilir. 

 

Önerme 3.3.1: I  bir uygun ideal olsun. X  in elemanlarının her ( )nxx =  dizisi için 

)()( xx II Γ⊂Λ  dir. 

İspat: )( xI Λ∈ξ  olsun.  

( ) 0=ξρ ,xlim km                                                        (3.7) 

olacak biçimde { } ImmM ∉= ,..., 21  kümesi vardır. 

0>δ   olsun. Tanım 2.1 e göre 0kk >  olacak biçimde Nk ∈0  vardır  ve 

( ) δξρ <,kmx  dır. Buradan ( ){ } { }01,...,\,: kn mmMxNn ⊃<∈ δξρ  dır ve 

( ){ } IxNn n ∉<∈ δξρ ,:  dır yani )( xI Γ∈ξ  dir.  

 

Teorem 3.3.1: I  bir uygun ideal olsun.  

1. X  in elemanlarının her ( )nxx =  dizisi için )( xI Γ  kümesi X  de kapalıdır. 

2. ( )ρ,X  bir ayrılabilir metrik uzay olsun. Nn∈  için IM n ∉  ve NM n ⊂ olacak 

biçimde ( )nM kümelerinin ayrık bir dizisi olduğunu varsayalım. Her XF ⊂  kapalı 

kümesi için )( xIF Γ=  olacak biçimde X  in elemanlarının bir ( )nxx =  dizisi vardır. 

İspat: 1. )( xIy Γ∈  ve 0>ε  olsun. ( )εξ ,)(0 yBI x ∩Γ∈  vardır. ( ) ( )εδξ ,,0 yBB ⊂  

olacak biçimde 0>δ  seçelim. Açıkça ( ){ } ( ){ }δξρερ <∈⊃<∈ nn xNnxyNn ,:,: 0  

dır. Buradan ( ){ } IxyNn n ∉<∈ ερ ,:  dır ve )( xIy Γ∈  dir. 

2. { } FaaA ⊂= ,..., 21 , F de sayılabilir yoğun bir küme olsun. ini axMn =∈ için   

şeklinde ifade edelim. Açıkça FI x ⊂Γ )(  dir. )( xIF Γ⊂  olduğunu ispat etmek için 

0      ve >∈ εFz  alalım. ( ) ερ <zai ,0   olacak biçimde Ni ∈0  alalım. 
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0in ax = olduğundan her  0iMn∈ için ( ){ } 0in Mz,x:Nn ⊃<∈ ερ elde edilir. Buradan 

( ){ } IzxNn n ∉<∈ ερ ,:  ve )( xIz Γ∈  dir.  

 

I -yakınsaklığın genelde metriklenemez olduğunu göstermek zor değildir. 

 

Önerme 3.3.2: X  en az iki elemanlı ve NI 2⊂  ; NM ⊂  sonsuz kümesini içeren bir 

uygun ideal olsun. −I yakınsaklık metriklenemez. 

İspat: X  de ξ=− nxlimI  olması için gerek ve yeter şartın ( ) 0=ξσ ,xlim n  olacak 

biçimde bir σ  metriğinin varolduğunu kabul edelim. 2121   ,, ξξξξ ≠∈ X   alalım, ( )nx  

dizisi eğer Mn∈  ise Mnxn ∉= ,1ξ  ise  2ξ=nx  şeklinde tanımlansın. Açıkça 

2ξ=− nxlimI  ve ( ) 02 =ξσ ,xlim n  dır, MN \  bir sonsuz küme olduğundan 

0),( 21 =ξξσ  olmasını gerektirir. Bu da 21 ξξ ≠  ile çelişir. 
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4.  I-YAKINSAKLIK VE EKSTREMAL I-LİMİT NOKTALARI 

 
Metrik uzaylardaki porosity kavramı burada aşağıda verildiği şekliyle kullanılacaktır. 

 
Tanım 4.1: ),( δY  bir metrik uzay, YM ⊂  olsun. YyyB ∈  ),,( δ  merkezli, 0>δ  

yarıçaplı bir yuvar yani { }δρδ <∈= ),(:),( yxYxyB  olsun. 

0  , >∈ δYy  için; 

[ ] [ ]{ }φδδδγ =∩∧⊂∈∃>= MtzByBtzByBztMy ),(),(),(:),(:0sup),,(  şeklinde 

ifade edilsin. Eğer 0>t  yoksa 0),,( =My δγ  alalım. 

δ
δγ

δ
δγ

δδ

),,(suplim),(p  ,  ),,(inflim),(
00

MyMyMyMyp
→→

==  

sayılarına M  kümesinin y deki alt ve üst porosity’si  denir. Eğer her bir Yy∈  için 

0),( >Myp  ise M  ye Y  de porous denir. Y  de her porous kümesinin Y  de hiçbir 

yerde yoğun olmadığı açıktır.  

 
Eğer 0),( >≥ cMyp  ise M  ye Y de c-porous denir. Eğer her bir Yy∈  için 

0),( >≥ cMyp  ise M  ye Y  de c-porous denir. 

 
Eğer 0),( >Myp  ise M  ye Y de çok-porous denir. Eğer her bir Yy∈  de M  çok-

porous ise M  ye Y  de çok-porous denir. y  de kümenin çok c-porous ve Y  de kümenin 

çok c-porous kavramları benzer şekilde tanımlanabilir. 

 
Eğer )),()(,(),( MypMypMyp ==  ise ),( Myp  sayısına y  de M  kümesi için 

porosity denir. Eğer  1),( =Myp  ise M  ye y  de güçlü porous denir. M  kümesi 

Yy∈  de güçlü porous ise Y  de güçlü porous tur denir. [Kostyrko,P., Macaj,M., 

Salat,T., Sleziak,M., 2000] 

 
 

4.1 I-Yakınsaklığın Yakınsaklık Alanı 

 
Bu bölümde I  bir uygun ideal olmak üzere tüm reel I -yakınsak dizilerin kümesi 

)(0 IF  ile ifade edilecektir. )(0 IF   kümesine I -yakınsaklığın yakınsaklık alanı  denir.  
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Tüm reel dizilerin kümesi ω  iken )(0 IF ω⊂  dır. )(0 IF  alanının bazı özellikleri 

aşağıdaki gibidir. 

 

Teorem 4.1.1: I  bir uygun ideal olsun. 

1. Eğer ξ=nxlim  ise ξ=− nxlimI  dir. 

2. Eğer ξ=− nxI lim  , η=− nyI lim  ise ηξ +=+− )(lim nn yxI  dir. 

3. Eğer ξ=− nxI lim  , η=− nyI lim  ise ηξ .).(lim =− nn yxI  dir. 

İspat: 1. II f ⊂  olduğundan ifadenin doğruluğu açıktır.  

2. 0>ε  olsun.  

           { }






 ≥−∪







 ≥−⊂≥+−+

2
:

2
:)()(: εηεξεηξ nnnn ynxnyxn   

olduğundan ifade sağlanmış olur. 

3. Varsayımdan { } )(1: IFxnB n ∈<−= ξ  dır. Açıkça 

ξηηξη −+−≤− nnnnn xyxyx  dir. Bn∈  için 1+< ξnx  dir ve  

ξηηξξη −+−+≤− nnnn xyyx )1(                                   (4.1) 

dir. 0>ε  olsun.  

            
1

20
++

<<
ηξ
εδ                                                   (4.2) 

olacak biçimde 0>δ  seçelim. { }δξ <−= nxnM :1  ve { }δη <−= nynM :2  

kümeleri )(IF  ya aittir. Açıkça )(21 IFMMB ∈∩∩  dır ve her bir 21 MMBn ∩∩∈  

için (4.1) ve (4.2) den εξη <−nn yx  dır. Buradan { } Iyxn nn ∈≥− εξη:  dır ve 3. 

sağlanır.  

 

Reel dizilerde −I yakınsaklığın −*I yakınsaklığa denk olabilmesi için gerek ve yeter 

şartın I  nın )(AP  özelliğinde olması gerektiğinden bölüm 3.1 de bahsedilmiştir. 

Burada −I yakınsaklık ve −*I yakınsaklık bazı toplanabilme (limitleme) metotları ile 

ilişkilendirilecektir.  
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)(0 IF ( ))( *
0 IF  , −I yakınsaklık ( −*I yakınsaklık) metodunun yakınsaklık alanı olsun. 

Yani  

{ }RxlimI:)x(x)I( nn ∈−∈== ω0F  

{ }RxlimI:)x(x)I( n
*

n
* ∈−∈== ω0F  

dır.  

 

Genellikle  

)()( 0
*

0 II FF ⊂                                                        (4.3) 

alınır ve (4.3) de eşitlik olması için gerek ve yeter şart I  idealinin )(AP  özelliğine 

sahip olmasıdır. Ayrıca burada sınırlı dizilerden bahsedilecektir. ∞l  , tüm sınırlı 

dizilerin sup-norm uzayı iken )(0 IF∩∞l  ve )( *
0 IF∩∞l  kümelerinden 

bahsedilecektir. ∞⊂ l)(IF  ve ∞⊂ l)( *IF   kümeleri aşağıdaki gibi tanıtılacaktır.  

{ }RxlimI:)x(x)I( nn ∈−∈== ∞lF  

{ }RxlimI:)x(x)I( n
*

n
* ∈−∈== ∞lF  

)(0 IF nın ∞l  lineer uzayının (halka) bir lineer alt uzayı (alt halka) olduğu (Teorem 

4.1.1 de) gösterilmiştir. )( *
0 IF kümesi için de benzer bir iddia vardır.  

 

I  idealine bağlı olarak )(0 IF  ve )( *
0 IF  yakınsaklık alanlarının özellikleri verilebilir.  

 

Ζ , N  in tüm uygun ideallerinin sınıfı olsun. Eğer Ζ⊂Ζ0 , Ζ  nin boş olmayan 

doğrusal sınıflanmış alt kümesi ise 0Ζ  üstten sınırlı iken U 0Ζ ın N  de bir uygun ideal 

olduğu kolaylıkla sağlanır. Zorn Lemmasından (“Boş olmayan ve her zinciri bir üst 

sınıra sahip olan kısmen sıralı bir kümenin bir maksimal elemanı vardır.”) Ζ  de bir 

maksimal uygun ideal vardır.  Aşağıdaki lemma bir maksimal uygun idealin tanımını 

verir.  

 

Lemma 4.1.1: 0I , N de tüm sonlu alt kümeleri içeren bir ideal olsun. 0I  ın maksimal 

uygun ideal olması için gerek ve yeter şart her bir NA ⊂  için  
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)IAN()IA( 00 \  veya ∈∈                                              (4.4) 

olmasıdır. 

İspat: 1. 0I  her NA ⊂  kümesi için (4.4) ü sağlayan bir ideal olsun. 0I  ın maksimal 

uygun olduğu çelişkiyle gösterilebilir.  1I , N  de bir uygun ideal ve 10 II
≠
⊂  olsun. O 

halde 01 \ IIA∈  olacak biçimde NA ⊂  vardır. (4.4) e bağlı olarak 0IA∉  olduğundan 

0\ IAN ∈  dır. Sonuç olarak 1IA∈ , 1\ IAN ∈  ve 1IN ∈  dir,  bu bir çelişkidir. 

2. 0I , N de bir maksimal uygun ideal olsun. Çelişki yoluyla (4.4) ispatlanmalıdır. 

NA ⊂  kümesi 

)IAN()IA( 00 \  ve ∉∉                                              (4.5) 

biçiminde olsun. { }0: IAXNXK ∈∩⊂=  şeklinde ifade edilsin. 

a. 0IK ⊃  

b. K , N de bir uygun ideal 

olduğu gösterilmelidir. 

a. 0IX ∈  olsun. O halde XAX ⊂∩  ve 0IAX ⊂∩  dır, buradan KX ∈  dır. 

b. Açıkça KN ∉  dır ve K , Nn∈  için  her  bir  { }n   sonlu  alt  kümelerini  içerir.  

Eğer KXX ∈21,  ise 021   , IAXAX ∈∩∩  dır ve 

02121 )()()( IAXAXAXX ∈∩∪∩=∩∪  dır, sonuç olarak KXX ∈∪ 21  dır. 

KX ∈  ve XX ⊂1  olsun. O halde 01 IAXAX ∈∩⊂∩  ve IAX ∈∩1  dır. Buradan 

KX ∈1  dır. Böylece K  nın N de bir uygun ideal olduğu ve 0IK ⊃  olduğu 

gösterilmiştir. 0I  ın maksimalliğinden 0IK =  dır. 0\ IA)AN( ∈=∩ φ  dan 

KAN ∈\  elde edilir ki bu (4.5) e bağlı olarak bir çelişkidir. 

 

Teorem 4.1.2: I , N  de bir uygun ideal olsun. ∞= l)(IF  olması için gerek ve yeter 

şart I  nın N  de bir maksimal uygun ideal olmasıdır.  

İspat: 1. I , N  de bir maksimal uygun ideal olsun. ∞∈= l)x(x n  olsun. 

RxI n ∈− lim  olduğu gösterilmelidir. ∞∈ lx  olduğundan her bir Nn∈  için 

bxa n ≤≤  olacak biçimde Rba ∈,  sayıları vardır. 






 +

≤≤=
2

:1
baxanA n , 
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





 ≤≤

+
= bxbanB n2

:1  şeklinde ifade edilsin. O halde NBA =∪ 11  dir. I  bir uygun 

ideal olduğundan 11, BA  kümelerinin her ikisi de I  ya ait değildir. Böylece en azından 

biri I  ya ait değildir. Bu küme 1D  ile ve buna karşılık gelen aralık ise 1J  ile 

gösterilsin. O halde { } IJxnD n ∉∈= 11 :  olacak biçimde 1J  aralığı ve 1D  vardır.  

Tümevarımla ......21 ⊃⊃⊃⊃ nJJJ   [ ]nnn baJ ,=  kapalı aralığının bir dizisi 

oluşturulabilir. ( ) 0=− nn ablim  ve { } IJxnD knk ∉∈= :  ,...)2,1( =k  dır. 

I
∞

=
∈

1l
kJξ  ve 0>ε  ve { }εξε <−= nxnM :)(  olsun.  Yeterince büyük bir m  için 

[ ] ( )εξεξ +−⊂= ,, mmm baJ  dır. IDm ∉  olduğundan ( ) IM ∉ε  olduğu görülür. I  

bir maksimal ideal olduğundan Lemma 4.1.1 e bağlı olarak ( ) IMN ∈ε/  ve 

{ } Ixn n ∈≥− εξ:  elde edilir. Buradan ξ=− nxI lim  dir. 

2. I  nın maksimal ideal olmadığını kabul edelim. Lemma 4.1.1 den dolayı IM ∉  ve 

IMN ∉\  olacak biçimde { }...21 <<= mmM  kümesi vardır. )x(x n=  dizisi şu 

şekilde tanımlansın: 

( ) ( ),...2,1== n                nx Mn χ  

O halde ∞∈ lx  ve nxI lim−  yoktur. Gerçekten her R∈ξ  ve yeterince küçük 0>ε  

için { }εξ ≥−nxn :  kümesi M  ye veya MN \ ye veya N  ye eşittir ve bu kümelerin 

hiçbiri I  ya ait değildir.  

 

Uyarı 4.1.1:Teorem 4.1.2  sınırsız diziler için genişletilemez. Bu şu şekilde gösterilir. 

 

Önerme 4.1.1: I  bir uygun ideal olsun. O halde nxI lim−  in olmadığı reel sayıların 

sınırsız bir dizisi vardır. 

İspat: nxn =  , ( ),...2,1=n  şeklinde ifade edilsin. Açıkça nxI lim−  yoktur. Burada 

∞l  da )(0 IF  ve )(I*
0F  yakınsaklık alanlarının topolojik özelliklerinden söz edilecektir.  
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Teorem 4.1.3: I ,  N  de bir uygun ideal olsun. O halde )(IF , ∞l  un bir kapalı lineer 

alt uzayıdır ( ∞l  , sup-norm ile verilmiştir). 

İspat: ∞l  da ( )jxx = ,  ( ) ( )( ) ( ) ( ) xxlim,,...,m)I(xx mm
j

m ==∈=       21      F  yani 

( ) 0=− xxlim m  olsun. )(Ix F∈  olduğu ispatlanmalıdır. 

( ) ( ),...2,1lim =∈=− m     RxI m
m ξ  in var olduğunu varsayalım. İspat iki adımda 

gerçekleşecektir. 

1. ( )mξ   dizisinin bir cauchy dizisi olduğu ispatlanmalıdır (öyle ki Rlim m ∈= ξξ  

vardır). 

2. ξ=− xI lim  olduğu ispatlanmalıdır.  

1. 0>η  olsun. ( ) xxlim m =  den ( )( )mx dizisinin ∞l  da bir cauchy dizisi olduğu 

sonucuna varılır. Bu nedenle her bir 0, mvu >  olacak biçimde bir Nm ∈0  vardır ve 

    ( ) ( )
3
η

<− vu xx                                                    (4.6) 

dır.  

( )






 <−=








3
:

3
ηξη

u
u
jxjU , ( )







 <−=








3
:

3
ηξη

v
v
jxjV  kümelerinin )(IF  ya ait 

olduğuna dikkat edilmelidir. Böylece bunların kesişimleri boş değildir. Bir çok 







∩






∈

33
ηη VUs  elemanı için  

( ) ( )
3

  , 
3

ηξηξ <−<− v
v

su
u

s xx                                        (4.7) 

dir. (4.6) ve (4.7) den  

( ) ( ) ( ) ( ) ηηηηξξξξ =++<−+−+−≤−
3

 
33v

v
s

v
s

u
s

u
suvu xxxx  olur. Buradan  ( )mξ  bir 

cauchy dizisidir ve Rlim m ∈= ξξ  vardır. 

2. 0>ε  olsun. 0vv >  olacak biçimde 0v  seçelim, aynı zamanda  

( )
3

  ,  
3

εεξξ ≤−<− xx v
v                                         (4.8) 
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olur. O halde her bir Nn∈   için  

( ) ( ) ξξξξ −+−+−≤− vv
v

n
v

nnn xxxx                              (4.9) 

dir.  

( ) { }εξε ≥−= nxnA : , ( ) { }εξε <−= nxnCA : , ( )






 ≥−=








3
:

3
εξε

v
v

nv xnA   

( )






 ≥−=








3
:

3
εξε

v
v

nv xnCA  olsun. (4.8) ve (4.9) dan ( )εvCAn∈  için εξ <−nx  

eşitsizliği ve  

( ) ( )εε CACAv ⊂3                                                    (4.10) 

elde edilir. ( ) IAv ∈3
ε  olduğuna dikkat edilmelidir. Eğer (4.10) daki kümelerin 

tümleyeninden ( ) IA ∈ε  elde edilir ve 2 nin ispatı tamamlanır.  

 

)(),( *I  I FF  yakınsaklık alanlarını ilgilendiren sonuçlar şu şekilde özetlenebilir. 

 )()( * II FF ⊂  ((4.3) den) dir ve )()( * II FF =  eşitliğinin olması için gerek ve yeter şart 

I  nın )(AP  koşulunda tutarlı olmasıdır. Buradan  I , )(AP  koşulunda tutarsızsa ve 

maksimal değilse ∞
≠≠
⊂⊂ l)()( * II FF  dır.  

 

Şimdi her I  uygun ideali için )( *IF  kümesinin )(IF  da yoğun olduğunu gösterelim. 

 

Teorem 4.1.4: N  deki her I  uygun ideali için )()( * II FF =  dır  (    I ∞l;)( *F da )( *IF  

ın kapanışıdır). 

İspat: )()( * II FF ⊂  dır. )(IF , ∞l  un bir kapalı alt uzayı olduğundan (Teorem 4.1.3)  

)()( * II FF ⊂ dır. )()( *II FF ⊂  olduğunu göstermek yeterlidir.  

∞∈ lz , 0>δ  için ( ) { }δδ <−∈= ∞ zxxzB :, l  şeklinde ifade edilsin ( ∞l  da yuvar). 

Her bir ( )Iy F∈  ve 10 << δ  için  

( ) ( ) φδ ≠∩ *, IFyB                                             (4.11) 
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olduğunu ispatlamak yeterlidir. yIL lim−=  şeklinde ifade edilsin. Keyfi bir ( )δη ,0∈  

seçelim. O halde ( ) { } ILynA n ∈≥−= ηη :  dır. ( )nxx =  şu şekilde tanımlansın: 

                     eğer ( )ηAn∈  ise nn yx =  aksi takdirde Lxn =  

Buradan açıkça ∞∈ lx  dur, LxI =− lim*  ve ( )η,yBx∈  dir.  O halde (4.11) elde 

edilir ve ispat tamamlanır. 

 

Bilinen başka bir durum eğer XW ,  lineer normlu uzayının bir lineer kapalı alt uzayı ve 

WX =  ise W  nın X  de yoğun olmadığıdır. Bu ω  nin porosity si hakkında bir soruya 

yol açar. Genel anlamda bu soruya yanıt verilecek ve )(IF  ve )( *IF  yakınsaklık 

alanlarının bazı uygulamaları gösterilecektir. 

 

Lemma 4.1.2: X  in bir lineer normlu uzay ve W  nın X  in bir kapalı lineer alt uzayı 

olduğunu varsayalım, XW ≠ . ( ) ( ) ( ){ }WByBWs /1,,:0sup θδδ ⊂∃>=  olsun ( X ;θ  in 

sıfır elemanı). O halde ( )
2
1

=Ws  dir. 

İspat: İspat için dolaylı bir yol izlenilecektir. ( )
2
1

>Ws  olduğunu varsayalım. O halde 

uygun bir y  için  

( ) ( ) W,B,yB \1θδ ⊂                                               (4.12) 

olacak biçimde bir 
2
1

>δ  vardır.  

Burada iki olası durum vardır: 

2
1   1. >y                ,                 

2
1   2. ≤y  

 

.1  Bu durumda her c  için ( )δδ ,. , 
2
1 yBy

y
cyc ∈+<<  dır. Aynı zamanda  

11. >+=









+=+ cyy

y
cy

y
cy  dir. Buradan ( )1,. θBy

y
cy ∉+  dir ve bu durum 

(4.12) ile çelişir. 
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.2  Bu durumda ( ) WyB ∩∈ δθ ,  dır, bu da (4.12) ile çelişir. Buradan 

( )
2
1

≤Ws  dir. WXv \∈  olsun ve uv
v

−=
∈ω

α inf  şeklinde ifade edilsin. Açıkça 0>α  

dır. Genelleme dışında 
2
1

=α  olduğu varsayılabilir (eğer 
2
1

≠α  ise v  yerine v.
2
1
α

 

alınabilir). 





∈

2
1,0ε  için α  nın tanımıyla ε−<−≤

2
1

2
1

0uv  olacak biçimde ω∈0u  

vardır. 0uvy −=  ve εδ −=
2
1  şeklinde ifade edilsin. (4.12) nin bunları sağladığı 

gösterildi. Eğer ( )δ,yBz∈  ise ε−<−
2
1yz  ve 

1
2
1

2
1

=





 ++






 −<+−≤ εεyyzz  dir yani ( ) ( )1,, θε ByB ⊂  dir. ( ) WyBz ∩∈ δ,  

olduğunu varsayalım, buradan  ε−<−
2
1yz  dır. Diğer taraftan ( Wuz ∈+ 0  

olduğundan); ( ) ( )
2
1

00 ≥−+=−−=− vuzuvzyz  dir. Böylece çelişki elde edilir 

ve buradan ( ) φδ =∩WyB ,  dir. Eğer +→ 0ε  ise 
−

→
2
1δ  dir ve ( )

2
1

=Ws  dir. 

 

Teorem 4.1.5: X  in bir lineer normlu uzay ve W  nın X  in kapalı lineer alt uzayı 

olduğunu varsayalım, XW ≠ . O halde W , X  de bir çok porous kümedir, daha fazla 

ayrıntıya inildiğinde; 

1. Eğer WXx \∈  ise ( ) 1, =Wxp  

2. Eğer Wx∈  ise ( )
2
1, =Wxp  dir. 

İspat: 1.; X  de W  nın yakınsaklığının basit bir sonucudur. 2. yi ispatlayalım. XW ≠  

olduğundan, 

( ) ( ) W,B,uB \1θδ ⊂                                                    (4.13) 

olacak biçimde 0>δ  ve bir ( ) W,Bu \1θ∈  vardır. Önce 

1≤+ δu                                                           (4.14) 

olduğunu gösterelim. Bunun için dolaylı bir yol izlenecektir. 1>+δu  olduğunu  

varsayalım. 1<u  olduğundan uygun bir 0>c  için δ+<+< uucu1  dır. Buradan 

δ<uc  dır ve bu sebeple  

( )δ,uBcuu ∈+                                                     (4.15) 
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dır. Diğer taraftan ( ) 11 >+=+=+ ucuuccuu   dir ve buradan ( )1,θBcuu ∉+  dir, 

(4.13) ve (4.15) çelişir, buradan (4.14) elde edilir.  

Wx∈  ve 0>ε  olsun. Eğer (4.13) sağlanırsa; 

( ) ( ) WxBuxB /,, εεδε ⊂+                                             (4.16) 

olduğu gösterilir. 

( )εδε ,uxBz +∈  için uxz εω −−=  şeklinde ifade edilsin. O halde  

εδεω <−−= uxz                                                (4.17) 

dır. Ayrıca ωε +=− uxz  dır, buradan (4.14) ve (4.17) ile 

εεδεωεωε ≤+<+≤+=− uuuxz  

olur. Buradan ( )ε,xBz∈  olur. Henüz Wz∉  olduğu gösterildi. Karşıt durumda 

Wuxz ∈+=− ωε  dir, buradan; 

Wu ∈+ ω
ε
1                                                       (4.18) 

dır. δω
ε

<
1   olduğundan ( )δω

ε
,1 uB∈  dır. Fakat  (4.13) den Wu ∉+ ω

ε
1  olur, bu da 

(4.18) ile çelişir.  

 

Buradan ( ) ( ) W,B,uB \1θδ ⊂  varsayımı altında (4.16) ispatlandı. Fakat ( )Wx ,,ε℘  nın 

tanımıyla (4.13) elde edilecek biçimde her bir 0>δ  için ( ) εδεγ ≥W,,x  dır. Buradan 

Lemma 4.1.2 de bahsedilen ( )
2
1

=Ws  iken ( ) ( )Ws,,x εωεγ ≥ , ( ) ( )WsWxp ≥,  dir. Her 

( )δ,yB  yuvarı için ( ) ( )1,,  , 
2
1 θδδ ByB ⊂>  olduğundan Lemma 4.1.2 den, Teorem 

4.1.5 in iddiasından ( )δθ ,yB∈  elde edilir. 

)(),( *I  I FF  yakınsaklık alanları çalışılırken Teorem 4.1.5 kullanılacaktır. I , N  de bir 

uygun ideal olsun. n
n

xx
,...2,1

sup
=

= ,  ( ) ∞∉= lnxx  sup-normu ile tüm sınırlı reel 

dizilerin lineer normlu −∞l uzayını alalım. Teorem 4.1.2 den dolayı )(IF  yakınsaklık 

alanının ∞l  ile benzer olması için gerek ve yeter şart I  nın bir maksimal ideal 

olmasıdır. Buradan I  nın maksimal olmadığı varsayımı altında )(IF  dan söz etmek 
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uygundur. Bu durumda ∞
≠
⊂ l)(IF  dır ve Teorem 4.1.3 ile  )(IF  kümesi ∞l  un bir 

kapalı lineer alt uzayıdır. 

 

Aşağıdaki teorem, Teorem 4.1.5 in bir sonucudur. 

 

Teorem 4.1.6: I  nın N  de maksimal olmayan bir uygun ideal olduğunu varsayalım. 

Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

1. Eğer )I(x F\∞∈ l  ise ( ) 1)(, =Ixp F  dir. 

2. Eğer )(Ix F∈  ise ( )
2
1)(, =Ixp F  dir. 

Teorem 4.1.4 den )()()( ** III FFF =⊂  olduğundan ispat elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.1: Teorem 4.1.6 nın koşulları altında; 

1. Eğer )I(x F\∞∈ l  ise ( ) 1)(, * =Ixp F   

2. Eğer )(Ix F∈  ise ( )
2
1)(, * =Ixp F   

dir. 

 
 

4.2      ve     , )()( *II FF∞l da Maksimal İdealler 

 

Burada cebirsel açıdan )()(, *I  ve  I  FF∞l  reel sayı dizilerinin halkasından söz 

edilecek ve N  de I  maksimal (gerçek) idealleri ve bu halkalardaki cebirsel A  

maksimal (gerçek) idealleri arasındaki bağlantı verilecektir. 

Öncelikle halkalarda ideallerle ilgili bazı bilinen durumları hatırlayalım. R , 1 ile bir 

değişmeli halka olsun. O halde A  nın R  de bir maksimal gerçek ideal olması için gerek 

ve yeter şart AR \  nın bir cisim olmasıdır. Açıkça A∈1  ise A  ideali gerçek ideal 

değildir.  

 

Lemma 4.2.1: R  değişmeli halkasında her A  gerçek ideali R  de bir 0A  maksimal  
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ideali tarafından kapsanır. 

 

Lemma 4.2.2: { }iUU =  , X  in alt kümelerinin bir  ailesi olsun. U  nun sonsuz alt 

aileleri X  i örtecek şekilde verilsin. O halde U  ailesi, X  deki bir maksimal I  idealine 

genişletilebilir. 

Reel sayıların ( )nxx = , ( )nyy =  dizileri için ( )nn yxyx +=+  ve ( )nn yxyx .. =  

şeklinde ifade edilir. O halde )()(, *I  ve  I   FF∞l  ( I , N  de bir uygun ideal) bu yolla 

tanımlanan + ve . ile ( )11 =   ile değişmeli halkalardır.  

 

Aşağıdaki ifade de  N  in I  maksimal idealinin uygun olması gerekmediği kabul 

edilecektir yani I , Tanım 2.7 nin yalnız koşullarını sağlar. Teorem 4.1.2 nin ispatının 

ayrıntılı bir analizi I  nın uygun olması gerekmediğini gösterir. Aşağıdaki teoremin 

ispatında Teorem 4.1.2 nin bu özelliği kullanılmıştır.  

 

Teorem 4.2.1: S , ∞l  un bir alt halkası olsun.  

1. S , tüm sabit dizileri içeriyor ise 

2. Eğer bazı K  reel sayıları ve her Nn∈  için ( ) Sxn ∈ ve 0>> Kxn  ise 

S
xn

∈






 1 dir. 

O halde A  nın S  de bir maksimal ideal olması için gerek ve yeter şart 

( ){ }0lim; =−∈=== nnI xISxxAA  olacak biçimde N  de I  maksimal idealinin var 

olmasıdır.  

İspat: I  nın N  de bir maksimal ideal olduğunu varsayalım. Açıkça IA , S  de bir 

idealdir. IA  nın maksimal olduğu gösterilebilir. Teorem 4.1.2 ye bağlı olarak her bir 

( ) ∞∈ lnx  için nxI lim−  vardır. ( ) nI xIx lim−=Φ  olacak biçimde bir ( ) RS:xI →Φ  

homomorfizmi tanımlanabilir. S  tüm sabit dizileri içerdiğinden IΦ  örtendir. Açıkça 

Φ= KerAI  ve RAS I =\  dir. Buradan IA  bir maksimal idealdir.  

 

S   de her maksimal idealin, N  de bazı I  maksimal ideali için IA  formunda olduğunu  
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gösteririz. ( )NM , N  deki tüm maksimal ideallerin kümesi olsun. ( )NMI ∈  iken S  de 

A  idealinin hiçbir IA  tarafından kapsanmadığını varsayalım. Buradan her bir 

( )NMI ∈  maksimal ideali için 0>nx  ve 0lim >=− LxI n  olacak biçimde bir 

( ) Axn ∈  dizisi vardır. Böylece her IVn∈  için 
2
Lxn >   olacak biçimde )(IFVI ∈  

vardır. U
m

k
kIVN

1=
⊂  olacak biçimde sonlu bir  

{ }mIII ,...,, 21                                                   (4.19) 

kümesinin var olduğunu gösterelim. Karşıt olarak ( ){ }NMIVI ∈;  Lemma 4.2.2 nin  

varsayımlarını sağlar ve ( ){ } 0; IINMIVI ⊂∈  ile 0I  maksimal ideali vardır. Buradan 

00
IVI ∈  ve )( 00

IFVI ∈  çelişkisi elde edilir.  

(4.19) daki    { }mIII ,...,, 21    için   ( )ix    ( mi ,...,2,1= ) dizisi  her IVn∈    için  

( )
2
ii

n
L

x >  ve ( ) 0>i
nx  ı sağlayan ( ) ( )( ) Axx i

n
i ∈=  şeklinde olsun ( )( )i

nii xIL lim−= . 

( ) ( ) ( )m
nnnn xxxz +++= ...21  şeklinde ifade edilsin.  O halde her bir Nn∈  için ( ) Azn ∈  

dır ve 0
2

min
1

>>
≤≤

i
mi

n
L

z  dır. )(ii  den S
zn

∈






 1  dir ve A
z

z
n

n ∈







=

1.1  dır. Buradan 

A , S  de bir gerçek ideal değildir.  

 

Sonuç 4.2.1: ( ))(),( *I I   FF∞l  da ( ))(),( *I I   A FF∞∈ l  kümesinin bir maksimal ideal 

olması için gerek ve yeter şart ( ) ( ){ }0lim:)(),( * =−∈=== ∞ nnj xJI I  xxAA FFl  

olacak biçimde N  de bir J  maksimal idealinin olmasıdır. 

 

Örnek 4.2.1: Eğer I , Nm∈  i içermeyen N  in tüm alt kümelerinin tamamını  

oluşturan maksimal bir ideal ise ( ){ }0: =∈== mn xSxxA  nin S  de maksimal ideal 

olduğu kabul edilir.  
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5. REEL FONKSİYONLARIN −I SÜREKLİLİĞİ 

 

−I yakınsaklık kavramı kullanılarak bir noktada bir fonksiyonun limitinin Heine 

tanımına benzer bir yolla −I süreklilik kavramı tanımlanabilir. 

 

Tanım 5.1: I  bir ideal ve f RR →:  bir fonksiyon olsun. Eğer        

)x(f)x(flimIxxlimI nn 00 =−⇒=−  

f  fonksiyonu Rx ∈0  noktasında −I süreklidir denir. 

 

Örnek 3.1 5. de −dI yakınsaklığın istatistiksel yakınsaklığa denk olduğu gibi 

−I süreklilik de aynı seçimle istatistiksel sürekliliğe denktir. 

 

Teorem 5.1: f  , 0x  da −I sürekli olsun. O halde f , 0x  da genel anlamda süreklidir. 

İspat: Eğer f , 0x  da sürekli değilse 0x  da  −I sürekli olmadığı gösterilecektir. Eğer 

f , 0x  da sürekli değilse ,...2,1=n  için 0xxn →  ve ( ) ( ) 0>≥− ηxfxf n  olacak 

biçimde bir ( )nx  dizisi ve bir 0>η  sayısı vardır. 0xxn →  ve I  ideali uydun ideal 

olduğundan  0xxlimI n =−  dir. Açıkça ( ) ( ){ } INxfxfn n ∉=≥− η:  dır ve 

)x(f)x(flimI n 0=−  sağlanmaz. 

 

Önerme 5.1: f  ve g ,  R  de −I sürekli olsun. gof  fonksiyonu  R  de −I süreklidir. 

 

Önerme 5.2: Eğer f  ve g  fonksiyonları 0x  da −I sürekli ise gf +  ve gf . , 0x  da 

−I süreklidir. 

İspat: Fonksiyonların çarpım durumu için ispat şu şekildedir: 

0xxlimI n =−  olsun.  

( )( ) ( )0xg.fxg.flimI n =−  

yani 
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( ) ( ) ( ) ( )00 xg.xfxg.xflimI nn =−                                          (5.1) 

olduğu ispatlanacaktır. Önermenin varsayımından 

( ) ( ){ } ( )IFxfxfnB n ∈<−= 1: 0  

dır.   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00000 xfxfxgxgxgxfxgxfxgxf nnnnn −+−≤−   (5.2) 

elde edilir. Bn∈  için  

( ) ( ) 10 +< xfxf n                                                    (5.3) 

dir ve (5.2) ve (5.3) den   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )000000 1 xfxfxgxgxgxfxgxfxgxf nnnn −+−+≤−  (5.4) 

olur. 0>ε  olsun. 

( ) ( ) 1
20

00 ++
<<

xgxf
εη                                             (5.5) 

olacak biçimde 0>η   seçelim.  

( ) ( ){ }η<−= 01 : xfxfnM n       ve     ( ) ( ){ }η<−= 02 : xgxgnM n        kümeleri 

( )IF  ya aittir. Açıkça ( )IFMMB ∈∩∩ 21  ve her bir 21 MMBn ∩∩∈  için (5.4) ve 

(5.5) den ( ) ( ) ( ) ( ) ε<− 00 xgxfxgxf nn  elde edilir. Buradan              

                                  ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )IFxgxfxgxfn nn ∈≥− ε00:   

 dır ve (5.1) sağlanır. 

 

Burada ayrıca ( )b,a  de araştırılacak −I süreklilik kavramı ve ( ) Rb,a:f →  

fonksiyonundan söz edilecektir. ( )b,a  üzerinde tüm −I sürekli fonksiyonların kümesi 

( )IC  olsun. Yukarıda sözü edilen Teorem 5.1 , ( ) ( )fICIC ⊂  olduğunu öne sürer 

( ( )fIC -genel anlamda tüm sürekli fonksiyonların sınıfı). 

 

Teorem 5.2: ( ) ( )ICIC f ⊂  dır. 

Bu teoremin ispatı için gerekli olan aşağıdaki lemmayı ifade ve ispat edelim. 

 

Lemma 5.1: ( )IC  kümesi her I  ideali için düzgün yakınsaklığa bağlı olarak kapalıdır.  
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İspat: Her bir m  için ( )ICfm ∈ , ( )mf  dizisi f  e düzgün yakınsak olsun ve 

 ( )b,ax ∈0  olsun. f  in 0x  da −I sürekli olduğunu göstermek yeterlidir. Keyfi 0>ε  

seçelim ve ( )nx  dizisi için 0xxlimI n =−  olsun. ( ) ( ) ( ){ }εε ≥−= 0: xfxfnA n  

şeklinde ifade edilsin. ( )mf  in f  e düzgün yakınsaklığı her bir ( )b,ax∈  için 

( ) ( )
3
ε

≤− xfxfk  olacak biçimde k  nın var olduğu anlamına gelir. O halde her 

( )εAn∈  için          

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ε

ε

3
2

0

0000

+−

≤−+−+−≤−≤

xfxf

xfxfxfxfxfxfxfxf

knk

kknknknn
 

elde edilir.  Sonuç olarak ( ) ( )03
xfxf knk −≤

ε  dır. Buradan 

( ) ( ) ( ) IxfxfnA knk ∈






 ≥−⊂

3
: 0

εε , ( ) IA ∈ε  ve           ( ) ( )0lim xfxfI n
n

=−
∞→

 dır.  

 

İspat (Teorem 5.2): −I sürekliliğin tanımının basit bir sonucu ( ) =xf sabit ve 

( ) xxf =  fonksiyonlarının ( )IC  ya ait olduğudur. Toplama ve çarpmaya göre ( )IC  

kümesi kapalı olduğundan her bir ( ) ∑
=

=
n

k

k
k xcxf

0
.  polinomunun ( )IC  ya ait olduğu 

sonucu elde edilir. Weierstrass teoremine göre her sürekli fonksiyon, polinomlar 

dizisinin bir düzgün limitidir ve Teorem 5.2 nin ifadesi Lemma 5.1 in  sonucudur.  

  

Tanım 5.2: 1I  ve 2I  uygun idealler olsun. Eğer her ( )nx  dizisi için 

( ) ( )0201 xfxflimIxxlimI nn =−⇒=−  elde ediliyorsa ( ) Rb,a:f →  fonksiyonu 

0x  da ( )−21, II süreklidir denir ( ( )b,ax ∈0 ). Eğer f , her bir ( )b,ax∈  de 

( )−21, II sürekli ise f , ( )−21, II süreklidir denir.  

 

Uyarı 5.1: Daha önce bahsedilen −I süreklilik Tanım 5.2 deki ( )−II , süreklilik 

anlamındadır. 
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Teorem 5.3: 1.  21 II ⊂  olsun. f  in ( )−21, II sürekli olması için gerek ve yeter şart f  

in −fI sürekli olmasıdır. 

2. φ≠21 \ II  olsun. f  in ( )−21, II sürekli olması için gerek ve yeter şart f  in bir sabit 

fonksiyon olmasıdır.  

İspat: 1. f , 0x  da  −fI sürekli olsun ve nxlimIx −= 10  olsun. Teorem 5.2 ye göre 

( ) ( )nxflimIxf −= 10  elde edilir yani her bir 0>ε  için 

( ) ( ) ( ){ } 10: IxfxfnA n ∈≥−= εε  dir.  21 II ⊂  olduğundan her 0>ε  için ( ) 2IA ∈ε  

ve ( ) ( )02 xfxflimI n =−  dır.  

0x , f  in bir süreksizlik noktası olsun. 0xxlimI nf =−  olacak biçimde bir ( )nx  dizisi 

vardır ve uygun bir 0>ε  için ,...2,1=n  olduğunda ( ) ( ) ε≥− 0xfxf n  eşitsizliği 

sağlanır. Buradan açıkça 01 xxlimI n =−  ve ( ) ( ) ( ){ } 20: INxfxfnA n ∉=≥−= εε  

dir. Buradan f , 0x  da ( )−21, II sürekli değildir.  

2. Eğer ( )b,ax ∈0  ve f  sabit bir fonksiyon ise her bir 0>ε  ve 01 xxlimI n =−  

şeklinde her ( )nx  dizisi için ( ) ( ) ( ){ } 20: IxfxfnA n ∈=≥−= φεε  dir ve f , 0x  da 

( )−21, II süreklidir. 

Eğer f  sabit fonksiyon değilse ( )b,a  de ( ) ( )21 yfyf ≠  olacak biçimde 1y  ve 2y  

vardır. Varsayımdan  21 \ IIA∈  ve AN \  sonsuz kümelerdir. 1yzk →  olmak üzere 

( )nx  dizisi { }...nnANn <<=∈ 21\  için kn zx
k
=  ve An∈  için 2yxn =  şeklinde 

tanımlansın. Açıkça 11 yxlimI n =− dir. 

( ) ( ) ( ){ } AyfxfnA n ⊇≥−= εε 1:  elde edilir. 2IA∉  olduğundan ( )εA  kümesi 2I  ye 

ait değildir. Böylece f , 1y  de ( )−21, II sürekli değildir. 

 

Tanım 5.3: Her ( )nx  dizisi için ( ) ( )00 xfxflimIxxlimI n
*

n
* =−⇒=−   
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sağlanıyorsa f  fonksiyonu 0x  da −*I süreklidir. 

  

Teorem 5.4: Eğer I  ideali  ( )AP  özelliğine sahipse f  in 0x  da −*I sürekli olması 

için gerek ve yeter şart f  in 0x  da sürekli olmasıdır.  

İspat: ( )nx  bir dizi ve f , 0x  da −*I sürekli olsun. O halde 

( ) ( )00 xfxflimIxxlimI n
*

n
* =−⇒=−  dır. I , ( )AP  özelliğinde ise bu ifade 

( ) ( )00 xfxflimIxxlimI nn =−⇒=−  ile denktir ve Teorem 5.1 e göre f , 0x  da 

süreklidir. f , 0x  da sürekli ve 0xxlimI n
* =−  olsun. O halde 0xxlim km =  olacak 

biçimde bir { }...21 <<= mmM  kümesi vardır. f , 0x  da sürekli olduğundan 

( ) ( )0lim xfxf
km

k
=

∞→
 ve ( ) ( )0xfxflimI n

* =−  elde edilir. 

 

Tanım 5.2 den aşağıdaki tanım yapılabilir: 

 

Tanım 5.4: 1I  ve 2I  uygun idealler olsun. Eğer her ( )nx  dizisi için 

( ) ( )0201 xfxflimIxxlimI n
*

n
* =−⇒=−  oluyorsa, ( ) Rb,a:f →  fonksiyonu 0x  da 

( )−*
2

*
1 , II süreklidir denir ( ( )b,ax ∈0 ). Eğer f  fonksiyonu her bir ( )b,ax∈  de 

( )−*
2

*
1 , II sürekli ise f , ( )−*

2
*
1 , II süreklidir denir.  

 

Teorem 5.5: 1I    ( )AP  özelliğinde olsun. 

1. 21 II ⊂  olsun. f  in ( )−*
2

*
1 , II sürekli olması için gerek ve yeter şart f  in 

−fI sürekli olmasıdır. 

2. φ≠21 \ II  olsun. f  in ( )−*
2

*
1 , II sürekli olması için gerek ve yeter şart f  in bir 

sabit fonksiyon olmasıdır.  
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İspat:  

( ) ( )0201 xfxflimIxxlimI n
*

n
* =−⇒=−  

iken 

( ) ( )0201 xfxflimIxxlimI nn =−⇒=−  

olduğunu göstermek yeterlidir. 0101 xxlimIxxlimI nn
* =−⇔=−  denkliği 1I  in 

( )AP  özelliğinde olmasının bir sonucudur. 

( ) ( ) ( ) ( )0202 xfxflimIxfxflimI nn
* =−⇒=−  

olduğu açıktır. Teorem 5.5 in ifadesi Teorem 5.3 ün sonucudur. 
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6. TOPOLOJİK UZAYLARDA −I SÜREKLİLİK 

 

Reel fonksiyonlarda olduğu gibi topolojik uzaylarda da −I süreklilik için benzer bir 

tanım verilebilir. 

 

Tanım 6.1: I , N  de bir ideal ve YX  ,  topolojik uzaylar olsun. Eğer X  de her bir 

( )nx  dizisi için; 

                         ( ) ( )00 limlim xfxfIxxI nn =−⇒=−  

oluyorsa YXf →:  dönüşümü 0x  da −I süreklidir denir. 

 

Teorem 6.1: YX  ,  topolojik uzaylar ve I   keyfi bir uygun ideal olsun. Eğer 

YXf →:   −I sürekli ise f , −fI süreklidir. 

İspat: f  in −I sürekli olduğunu fakat −fI sürekli olmadığını varsayalım. O halde 

xxI nf =− lim  olacak biçimde bir ( )nx  dizisi vardır, fakat )()(lim xfxfI nf =−  

değildir. ( ) ( ){ } fn IVxfnVA ∉∉= :  olacak biçimde ( )xf  in bir V  açık komşuluğu 

vardır. Yani ( )VA  sonsuzdur. ( )ny   N  in ( )VA  alt kümesi ile verilen ( )nx  dizisinin alt 

dizisi olsun. O halde ( ){ } NVyfn n =∉:  dir. Aynı zamanda ( )ny  alt dizileri için 

xyI nf =− lim  elde edilir. O halde xyI n =− lim  ve f  in −I sürekliliği ile 

( ) ( )xfyfI n =− lim  dir. Buradan ( ){ } INVyfn n ∈=∉:  dır ki bu bir çelişkidir. 

 

Teorem 6.1 deki ifadenin çift taraflı olmadığına dair bir örnek bir sonraki bölümde 

verilecektir. 

 

−fI sürekliliğin sürekliliğe denk olduğu topolojik uzaylara dizisel uzaylar denir. 

Dizisel uzaylar “Spaces in which sequences suffice” de S.P.Fraklin tarafından tamamen 

incelenmiştir. Dizisel uzaylarla ilgili iyi bilinen bazı durumlar tanıtılacaktır. Tüm ilk 

sayılabilir ve tüm metrik uzaylar diziseldir. X  in dizisel olması için gerek ve yeter 

şartın XV ⊂  in X  de her bir yakınsak diziyi tüm limitleriyle kapsayan kapalı bir küme 

olması gerektiği bilinir. Dizisel uzaylar, metrik uzayların tam anlamıyla bölüm 
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uzaylarıdır. Dizisel uzaylar, bölüm uzayları ve topolojik toplamların oluşumu altında 

kapalıdır.  

 

Sonuç 6.1: X  bir dizisel uzay ve I  bir uygun ideal olsun. Y  bir topolojik uzay 

YXf →:  bir dönüşüm olsun. O halde aşağıdaki ifadeler denktir. 

1. f , süreklidir, 

2. f , −fI süreklidir, 

3. f , −I süreklidir. 

 

 

6.1 −I Süreklilik ve Asal Uzaylar 

 

Eğer X  in bir yığılma noktası varsa X  topolojik uzayına asal uzaydır denir.    N  de 

gerçek idealler ile ∞  yığılma noktalı { }∞∪N  kümesi üzerindeki asal uzaylar arasında 

birebir eşleme vardır.  

 

I  bir gerçek ideal olsun. { }∞∪N  kümesi üzerinde bir IN  topolojik uzayı şu şekilde 

ifade edilir: { }∞∪⊂ NU  kümesinin IN  da açık olması için gerek ve yeter şart U∉∞  

veya { } ( )IFU ∈∞/  olmasıdır. IN ,  ∞  yığılma noktası ile açıkça bir asal uzaydır.  

  

Diğer taraftan P , { }∞∪N üzerinde ∞  yığılma noktası ile bir asal uzay olsun. 

{ }kapalı de  ,: PUNUI ⊂=  olsun. I  nın bir gerçek ideal olduğu kolaylıkla görülür.  

 

Aşağıdaki önerme IN  uzayı ve −I yakınsaklık arasındaki ilişkiyi gösterir. 

 

Önerme 6.1.1: X  bir topolojik uzay, her bir Nn∈  için Xxn ∈ , Xx∈  olsun. 

( ) nxnf =  ve ( ) xf =∞  ile XNf I →:  dönüşümü tanımlansın. O halde xxI n =− lim  

olması için gerek ve yeter şart f  in sürekli olmasıdır.  

İspat: xxI n =− lim  olsun ve U , X  in bir açık alt kümesi olsun. Eğer Ux∉  ise 
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[ ]Uf 1−∉∞  dur ve [ ]Uf 1−  açıktır. Eğer Ux∈  ise ( ){ } ( )IFUnfn ∈∈:  ve 

[ ] ( ){ } { }∞∪∈=− UnfnUf :1  açıktır. O halde f  süreklidir.  

XNf I →:  sürekli olduğunu varsayalım. xxI n =− lim  olduğu gösterilmelidir. 

Gerçekten eğer U , x  in bir açık komşuluğu ise [ ] ( ){ } { }∞∪∈=− UnfnUf :1  IN  da 

açıktır. Buradan { } ( )IFUxn n ∈∈:  ve { } IUxn n ∈∉:  dır. 

 

S , N  de gerçek ideallerin bir ailesi olsun. Her bir SI ∈  için f   −I sürekli iken her 

YXf →:  dönüşümü sürekli ise X  topolojik uzayına −S dizisel uzay denir (kısaca f  

−S süreklidir denir). 

 

Lemma 6.1.1: Her bir SI ∈  için IN  uzayı −S diziseldir. 

İspat: Açıkça N  de ∞=− nI lim  dur. Önerme 6.1.1 den ispat elde edilir.  

 

Lemma 6.1.2: Tüm −S dizisel uzayların sınıfı, bölüm uzaylarının ve topolojik 

toplamların oluşumu altında kapalıdır. 

İspat: JjX j ∈ , , −S dizisel uzaylarının bir sistemi olsun.  C
Jj

jX
∈

 nin −S dizisel 

olduğunu gösterilecektir. YXf
Jj

j →
∈
C: , −S sürekli olsun. Her bir Jj∈  için 

jXf |  

nin −S sürekli olduğunu göstermek yeterlidir (o zaman her bir 
jXf |  süreklidir ve bu 

sebeple aynı zamanda f   süreklidir). Diğer taraftan jX  de xxI n =− lim  ise 

C
Jj

jX
∈

de de xxI n =− lim  olduğu açıktır. O halde 

( ) ( ) ( ) ( )xfxfxfIxfI
jj XnnX |lim|lim ==−=−  dir.  

X   bir −S dizisel uzay ve YXg →:  bir bölüm dönüşümü olsun. ZYf →:   

−S sürekli olsun. O halde fog  −S süreklidir (Önerme 5.1 ve Teorem 4.1). Buradan 

fog  sürekli ve f  süreklidir.  

 

Lemma 6.1.3:  X   ve Y  topolojik uzaylar ve YXf →:  örten sürekli bir dönüşüm 
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olsun. O halde f  in bölüm dönüşümü olması için gerek ve yeter şart her bir ZYg →:  

için  

g  sürekli ⇔  gof  sürekli                                               (6.1) 

olmasıdır. 

 

Teorem 6.1.1: SI ∈  için X  topolojik uzayının −S dizisel olması için gerek ve yeter 

şart X  in IN  uzaylarının benzerlerinin bir topolojik toplamının bölümü olmasıdır. 

İspat: ( )⇐  Lemma 6.1.1 ve Lemma 6.1.2 den ispat elde edilir. 

( )⇒  Önerme6.1.1 e göre ZXf →:  dönüşümünün sürekli olması için gerek ve yeter 

şart her bir SI ∈  ve her sürekli XNg I →:  dönüşümü için fog  nin sürekli olmasıdır. 

Bazı SI ∈  için JjXXg ii ∈→   , : , Ij NX =  olacak biçimde tüm sürekli 

dönüşümlerin sistemi olsun. O halde C
Jj

jj XXgq
∈

→:][:  kombinasyonu Lemma 

6.1.3 den bir bölüm dönüşümüdür.   

 

Sonuç 6.1.1: X  in her bir sayılabilir U   alt uzayı için UV ∩ , U  da kapalıyken 

XV ⊂  kapalıysa topolojik uzaya sayılabilir üreteç denir. S , N  in tüm (uygun) 

ideallerinin sistemi olsun. O halde X  topolojik uzayının sayılabilir üreteç olması için 

gerek ve yeter şart X  in −S dizisel olmasıdır, yani her Y  topolojik uzayı ve her 

YXf →:  dönüşümü için; 

              f  sürekli ⇔ f , N  de her bir I  (uygun) ideali için −I sürekli 

dir. 

 

Örnek 6.1.1: JjA j ∈,  sonsuz kümelerin meydana getirdiği N  in bir ayrışımı olsun. 

N  de bir I  ideali tanımlayalım. M  in I  ya ait olması için gerek ve yeter şart M  in 

sadece sonlu birçok jA  ile sonsuz kesişimini içermesidir. Açıkça I  bir uygun idealdir 

(“On subsequentialspaces” da S.P. Franklin ve M. Rajagopalan tarafından incelendiği 

gibi IN  uzayı −
2S  uzayına homomorfiktir. Bu dizisel olmayan bir uzayın bir örneği 

olarak burada kullanılır).  
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IN  da doğal sayıların ( )nx  dizisi için ( ) ∞→nx  olmadığını iddia ediyoruz. Her bir 

Nn∈  için Nxn ∈  ve IN  da ∞=nxlim  olduğunu dolaylı olarak farz edelim. Her bir 

Nk ∈  için kI AN \  kümesi  ∞  un bir açık komşuluğudur, o halde kA  , ( )nx  dizisinin 

sadece sonlu birçok terimini içerir. Bu nedenle { }Nnxn ∈:  I  ya aittir ve IN  da ∞  un 

bir açık komşuluğudur.  

 
O halde IN  uzayında gerçek yakınsak dizisel yoktur. Bu nedenle her XNf I →:  

dönüşümü −fI süreklidir. Eğer kAn∈  ise ( )
k

nf 1
=  ve ( ) 1=∞f  olacak biçimde 

RN:f I →  dönüşümünü kuralım. Açıkça f  sürekli değildir. O halde bu örnek  

Teorem 5.1 deki içeriğin tersinin doğru olmadığını gösterir. Lemma 6.1.1 den f , 

−I sürekli değildir ( IN  da ∞=− nI lim  dır, fakat )()(lim ∞=− fnfI  elde edilmez). 

Bu örnek aynı zamanda Teorem 6.1 in içeriğinin tersinin olmadığını gösterir. 

  
,S  N  de uygun ideallerin bir sistemi olsun. S  dizisel uzaylarının dizisel uzaylar gibi 

benzer koşullarla karakterize edilip edilemeyeceğini araştıralım. 

 

V  nin noktalarının her bir −I yakınsak ( )nx  dizisi için 

                      SI ∈  iken V , ( )nx  in tüm −I limitlerini içeriyorsa V ,                (6.2) 

            X  de kapalıdır. 

 
Eğer V  nin noktalarının her bir −I yakınsak ( )nx  dizisi için V , ( )nx  in tüm 

−I limitlerini içeriyorsa kısaca V , −I limitlere bağlı olarak kapalıdır denir.  

 
Lemma 6.1.4: Eğer bir X  topolojik uzayı (6.2) yi sağlıyorsa −S diziseldir. 

İspat: YXf →:  bir −S sürekli dönüşüm ve YV ⊂  bir kapalı küme olsun. [ ]Vf 1−  

nin kapalı olduğu gösterilmelidir. Her bir Nn∈  için [ ]Vfxn
1−∈  , SI ∈  için 

xxI n =− lim  iken [ ]Vfx 1−∈   olduğunu göstermek yeterlidir. f  in −S sürekliliği 

( ) ( )xfxfI n =− lim  ve ( ) VVxf =∈  anlamına gelir ve buradan [ ]Vfx 1−∈  dır.  
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Lemma 6.1.5: (6.2) yi sağlayan tüm X  uzaylarının sınıfı, bölüm uzayları ve topolojik 

toplamların oluşumu altında kapalıdır.  

İspat: C
Jj

jX
∈

 nin bir alt kümesinin kapalı olması için gerek ve yeter şart her bir Jj∈  

için jX  ile kesişimlerinin jX  de kapalı olmasıdır. Eğer V , C
Jj

jX
∈

 de −I limitlere 

bağlı olarak kapalı ise her bir Jj∈  için jX  deki −I limitlere bağlı olarak jXV ∩  de 

kapalıdır. Buradan bu uzayların sınıfı topolojik toplamlar oluşumu altında kapalıdır.  

X ,n  (6.2) yi sağlasın ve YXq →:  bir bölüm dönüşümü olsun. V , her bir Jj∈  için 

jX  deki −I limitlere bağlı olarak kapalı olan Y  nin bir alt kümesi olsun. [ ]Vq 1−  nin 

kapalı olduğu gösterilmelidir. Her bir SI ∈  için −I limitlerine göre [ ]Vq 1−  nin kapalı 

olduğunu göstermek yeterlidir. Her bir Nn∈  için [ ]Vqxn
1−∈  ve SI ∈  iken 

xxI n =− lim  olsun. q  süreklidir ve Teorem 5.1 den aynı zamanda −I süreklidir. 

Buradan )()(lim xqxqI n =−  ve Vxq ∈)( , [ ]Vqx 1−∈  dir. 

  

Lemma 6.1.4, Lemma 6.1.5 ve Teorem 6.1.1 in birleşiminden aşağıdaki ifade elde 

edilir. 

 

Önerme 6.1.2: S , N  de uygun ideallerin bir sistemi olsun. Her bir SI ∈  için IN  

uzayı (6.2) yi sağlasın. O halde bir X  topolojik uzayının −S dizisel olması için gerek 

ve yeter şart SI ∈  için V  ( )nx   in tüm −I limitlerini içeriyorken V  nin noktalarının 

her bir −I yakınsak ( )nx  dizisi için XV ⊂  in kapalı olmasıdır.  

 

Sonraki örnek bir IN  asal uzayı için genelde (6.2) nin sağlanmadığını gösterir. 

 
Örnek 6.1.2: JjA j ∈ ,  sonlu kümelerden oluşan N  in bir ayrışımı olsun. N  de bir I   

ideali tanımlansın. M  in I  ya ait olması için gerek ve yeter şart 1AM ∩  in sonlu ve 

M  in sadece sonlu bir çok jA  ile sonsuz kesişimlerine sahip olmasıdır. Açıkça 

{ }∞∪1A  kümesi üzerindeki IN  uzayının alt uzayı, fIN  de homomorfiktir ve Örnek 
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6.1.1 den { } 












∪∞

∞

=
U

2j
jA  kümesi üzerindeki alt uzay, −

2S  uzayına homomorfiktir.  

U
∞

=
=

2j
jAV  olsun, IV ≠  dır, bu nedenle V , IN  de kapalı değildir. Fakat 

−I limitlerine bağlı olarak V  kapalıdır. 

 

Tersine sadece sonsuzdan sonsuza bir dönüşüm olacak biçimde { }∞∪→VN:f I  

sürekli dönüşümünün var olduğunu farz edelim.  O halde kısıtlı { }∞∪1
|Af    −

2S  de ∞  a 

yakınsayan bir diziye karşılık gelir.  Fakat Örnek 6.1.1 de −
2S  de böyle bir dizinin 

olmadığı gösterildi. 
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