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Yiksek Lisans Tezi

I-YAKINSAKLIK ve I-SUREKLILIK

Yeliz KIYAK UCAR

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Prof. Dr. Fatih NURAY

I, N pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin bir ideali iken metrik uzaylarda
dizilerin I-yakinsakligir kavrami tanitilmistir. Bu kavram metrik uzaylarda tanimli reel
fonksiyonlarin dizilerinin I-yakinsakligi kavramina genisletilmis ve ilgili baz1 temel
ozellikler verilerek ilgili teoremler ispatlanmistir. Bu temel 6zellikler extremal I-limit
noktalart ile iliskilendirilmistir. Ayrica istatistiksel yakinsaklik kavrami, I-yakinsaklik
kavramia genellestirilerek istatistiksel yakinsakligin  sonuclar1 I-yakinsakliga
genisletilmistir. Bununla birlikte fonksiyonlarin istatistiksel —siirekliliginin  bir
genellestirilmesi olan yeni bir siireklilik kavrami tanimlanarak bazi o6zellikleri
verilmistir. Reel fonksiyonlar i¢in tanimlanan I-siireklilik kavrami keyfi topolojik
uzaylardaki fonksiyonlara doniistiiriilerek genellestirilmistir. Ayrica metrik uzaylarda ve
ayni1 zamanda dizisel uzaylarda I-siireklilik ve siireklilik kavramlarimin denk olduklar1

gosterilmistir.

2008, 49 sayfa

Anahtar Kelimeler: I-Yakinsaklik, I*—Yakmsakhk, I-Siireklilik



ABSTRACT
MsSc Thesis

I-CONVERGENCE and I-CONTINUITY

Yeliz KIYAK UCAR

Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Fatih NURAY

We introduce and study of I-convergence of sequences in metric spaces, where I is an
ideal of subsets of the set N of positive integers. We extend this concept to I-
convergence of sequence of real functions defined on a metric space and prove some
theorems and basic properties of this concepts. This basic properties deal with extremal
I-limit points. Further the concept of statistical convergence generalize to I-
convergence and the conclusions of statistical convergence extend to I- convergence.
Besides we introduce a new notion of continuity, which is the generalization of
statistical continuity of functions. We generalize the notion of I-continuity, which was
defined for real functions by transforming to functions on arbitrary topological spaces.
Further we show the equvalence of I-continuity and continuity for metric spaces and

sequential spaces as well.

2008, 49 pages
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Reel sayilar kiimesi
Reel say1 dizisi
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En biiyiik alt sinir

A kiimesinin dogal yogunlugu
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A kiimesinin alt yogunlugu

x,, dizisinin istatistiksel limiti
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Maksimal ideal

Pozitif tamsayilarin alt kiimelerinin stizgeci
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N nin tiim alt kiimelerinin ailesi

A ve B kiimelerinin simetrik farki

x dizisinin I-y1g1lma noktalarinin kiimesi
x dizisinin I-limit noktalarinin kiimesi

xo merkezli & yaricapl agik yuvar

I-yakinsakligin yakinsaklik alan1

I"-yakinsakligin yakinsaklik alani

Reel dizilerin kiimesi

Sinirh dizilerin uzay1

N nin biitiin uygun ideallerinin sinifi

f fonksiyonunun X kiimesine kisitlanmasi

A kiimesinin kapanis1



XA A kiimesinin karakteristik fonksiyonu
C (I ) I-siirekli fonksiyonlar kiimesi

(4P) Sonlu toplamsallik 6zelligi

Vi



OZGECMIS

Adi Soyadi Yeliz KIYAK UCAR
Dogum Yeri Tokat

Dogum Tarihi 13.09.1979

Yabanci Dili Ingilizce

Egitim Durumu
Lise [zmir Tiirk Koleji, 1996
Lisans Izmir Dokuz Eyliil Universitesi Buca Egitim Fakiiltesi
Orta Ogretim Fen ve Matematik Alanlar Egitimi
Matematik Ogretmenligi Boliimii, 2001.

Calistigr Kurumlar ve Y1l Araligi

2001-2005 Usak Ulubey Lisesi.
2005- Usak Izzettin Calislar Lisesi.

vii



1. GIRIS

Bu calismada, 1 bir ideal iken metrik uzaylarda dizilerin I-yakinsakligi kavrami
verilmistir. Daha sonra bu kavram metrik uzaylarda tanimli reel fonksiyon dizilerinin I-
yakinsaklig1 kavramina genisletilmistir. Benzer sekilde I-yakinsaklikla yakindan iliskili
olan I*-yakmsakhk olarak adlandirilan yakinsaklik kavrami tanitilmis ve I-yakinsaklik
ile I"-yakisaklik kavramlar1 arasindaki iliskiler incelenmistir. I-yakinsakliklikla ilgili
olarak bu yakinsaklig1 koruyan fonksiyonlara da deginilmistir. I-limit noktalar1 ve I-
yigilma (Cluster) noktalar1 verildikten sonra bu ifadeler I-yakinsaklik ve extremal I-

limit noktalar1 kavramlari tartisilmistir.

I-yakinsakligin yakinsaklik alani kavrami verildikten sonra sinirli dizilerin uzayinda,

F(I) ve F( *) yakinsaklik alanlarinda maksimal idealler incelenmistir.

I-yakinsaklik kavrami kullanilarak bir noktada bir fonksiyonun limitinin Heine tanimina
benzer bir yolla I-siireklilik kavrami aragtirilmigtir. Daha sonra reel fonksiyonlar igin
tanimlanan I-stireklilik kavrami keyfi topolojik uzaylardaki fonksiyonlara dontistiiriilerek
genellestirilmistir.  Ayn1  zamanda dizisel wuzaylarda I-siireklilik ve siireklilik

kavramlarinin denk olduklar1 gsterilmistir



2. GENEL BIiLGILER
Bu boliimde ¢alismamizda gerek duyulan bazi tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1: x=(x,) bir reel say1 dizisi ve a R olsun. Her £>0 igin n>ng
oldugunda |xn —a| < & olacak bigimde & a bagh bir n sayis1 bulunabiliyorsa x = (x,, )

dizisi a ya yakinsaktir denir ve limx, =a veya (x,)— a ile gosterilir.

Tamm 2.2: (x,)c R ve acR olsun. a noktasmm her &-komsulugunda (x,,)
dizisinin @ dan farkli en az bir eleman: varsa bu @ noktasima (x,,) dizisinin bir yigiima

noktasi denir.

Tanm 2.3: (xn X ) , (x,,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (xn X ) yakinsak ve limiti a ise bu

a noktasina (xn) dizisinin bir limit noktasi1 denir.

Tamm 2.4: Ac R, f: A— R bir fonksiyon ve a € 4 olsun. Her & >0 i¢in |x— a| <o

oldugunda | fx)-r (a)| < ¢ olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 varsa f fonksiyonu a

noktasinda siireklidir denir. Fonksiyonun siirekli olmadigi1 noktaya da siireksizlik noktasi

denir.

Tamm 2.5: 4, N in bir alt kiimesi ve 4, ={k <n:ke 4} olsun. Buna gore A4

kiimesinin sirasiyla alt ve iist yogunlugu

A — A
d(4)= 1iminfM , d(4)=1lim supM
n n
N . o
olarak verilir. —— dizisinin limitinin var olmasi durumunda bu limite A4 kiimesinin
n

dogal yogunlugu denir ve d(A) ile gosterilir. Yani d(A) esitliklerinin saglanmasi

halinde 4 — N kiimesinin dogal yogunlugu



d(4)= limM = 1iml|{k <n:keAf
n n

dir. [Nived vd.,1991]

Tamm 2.6: Her ¢ >0 icin 4= A(¢) = {k eN: |xk - §| > g} kiimesinin yogunlugu sifir

yani
lim[{k < n:|x; —¢> 2] =0
n

ise x =(x;) dizisi & e R sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st —limx = & ile

gosterilir.[Steinhaus, 1951, Fast, 1951, Fridy,1985]

Tamm 2.7: X # ¢ olsun. Eger X in altkiimelerinin / c 2X ailesi asagidaki ozellikleri

sagliyorsa X de bir idealdir denir.

l.del
2.A,BelikenAuBel
3.Ael,Bc Aiken B eI dir.

Eger/ #¢ ve X ¢ 1 ise I idealine gergek (proper) ideal, eger / gercek ideali X in

tiim sonlu altkiimelerini igeriyorsa / idealine uygun (admissible) ideal denir.

Tammm 2.8: X #¢ olsun. Eger F c2X bos olmayan ailesi asagidaki o6zellikleri

sagliyorsa X de bir siizgectir denir.

l.oeF
2.A,BeFikenAnBeF
3.Ae€F,AcBikenBeF dir.

Onerme 2.1: 7<2¥ idealinin gercek ideal olmasi igin gerek ve yeter sart

F=F)= {X \A:Ael }kﬁmesinin X de bir slizge¢ olmasidir.

Tamm 2.9: Bos olmayan bir X kiimesi ile p: XxX — R fonksiyonu verilsin ve her

X,y,z € X i¢in agsagidaki ozellikler saglansin.



= p(y,x) (simetri 6zelligi)
4. p(x,z) < p(x,y)+ p(y,z) (licgen esitsizligi)
Bu p fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metrik, (X, p) ikilisine de bir metrik uzay

denir.

Tamm 2.10: (X,p) bir metrik uzay ve Ac X olsun. Her x,yed igin
P4 (x,y)z p(x, y) bi¢iminde tanimlanan p, fonksiyonu A {iizerinde bir metrik

uzaydir. (X P A ) metrik uzayina (X , p) nun bir alt metrik uzay1 denir.

Tanim 2.11: (X,p) bir metrik uzay, 4 < X olsun. Eger 4=¢ ise veya a € 4 i¢in
B(a,r)c A olacak bicimde a merkezli r yarigapl bir B(a,r) acik yuvari varsa A

kiimesine X in bir acik alt kiimesi denir.

Tamm 2.12: (X , p) bir metrik uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Herhangi bir
£>0 igin m,n>ng oldugunda p(x,,,x,)<e¢ olacak sekilde bir ny =ng(s) sayist
varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi denir. X deki her (x,) Cauchy dizisi x e X
noktasina yakinsaksa yani x, > xe X ise (X ,p) metrik uzayina tam metrik uzay

denir.

Tamm 2.13: X bir kiime 7 , X in alt kiimelerinin agagidaki kosullar1 saglayan bir
ailesi olsun.

l. Xer ve ger dir.

2. 7 ailesinin sonlu sayida elemanlarinin ara kesiti = ya aittir.

3. = nun herhangi sayida elemanlarinin birlesimi 7z ya aittir.

Bu takdirde 7 ya X {izerinde bir topoloji, (X ,z') ikilisine de topolojik uzay denir. 7

ailesinin her bir elemanina da ac¢ik denir.



Tamm 2.14: (X ,r) bir topolojik uzay, 4 — X olsun. Eger X \ A agiksa 4 kiimesine
kapalidir denir.

Tamm 2.15: A4 kiimesini kapsayan en kiiciik kapali kiimeye A nin kapanisi denir ve bu

A ile gosterilir.

Tanim 2.16: (X,T) bir topolojik uzay, 4 < X olsun. A=X ise 4 ya X kiimesinde

her yerde yogun kiime denir.

Tanmm 2.17: X,Y iki topolojik uzay f:X — Y bir fonksiyon ve x; € X olsun.
f(xg) noktasmmn her ¥ komsulugu i¢in f(U)c ¥ olacak sekilde x noktasmnin bir U
komsulugu varsa f fonksiyonuna x noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu

X kiimesinin her noktasinda siirekli ise f* ye X Tlzerinde siirekli denir.

Tamm 2.18: (X,7) bir topolojik uzay, xy € X olsun. x, noktasmni eleman kabul eden

X inher A4 agik alt kiimesine x( noktasinin bir agik alt komsulugu denir.

Tanmm 2.19: f: X — Y fonksiyonu verilsin. Eger f (S ) =T ise f fonksiyonuna Orten

fonksiyon denir.

Tanmm 2.20: X in herhangi iki x ve y elemam igin f (x)= f (y) esitligi

x = y esitligini gerektiriyorsa f fonksiyonuna birebir fonksiyon denir.

Tamm 2.21: X,Y iki topolojik uzay , f : X — Y birebir ve orten bir fonksiyon olsun.

Eger f ve f -1 fonksiyonlar1 siirekli ise f ye bir homeomorfizm (topolojik es yap1

doniigiimii), X ve Y topolojik uzaylarina da homeomorfturlar denir. Aralarinda bir

homeomorfizm bulunan topolojik uzaylara homeomorfik uzaylar denir.

Tanim 2.22: (X , r) bir topolojik uzay ve ¥ < X olsun. Y nin alt kiimelerinin



Ty = {A' ‘A4 = ANY,Ae r} ailesi Y Tlzerinde bir topolojidir ve 7y topolojisine

indirgenen topoloji, ¥ ye de X in bir alt uzay1 denir.

Tanimm 2.23: (X ,T) topolojik uzay ve X kiimesi ilizerinde bir H denklik bagintisi
verilsin. ®:X — X/H fonksiyonu her xe X igin ®(x)=[x] ile tanimlansin. ®

boliim doniisiimiinii siirekli kilan X /H bolim kiimesi {izerindeki topolojilerin en
incesine veya 7 topolojisinin X /H kiimesi lizerindeki sonug¢ topolojisine =
topolojisinin H bagintisina gore boliim topolojisi denir. Boliim topolojisi R sembolii
ile gosterilirse, (X I H ,‘.R) uzayina da (X ,z') uzaymin H bagintisina gére bolim uzay1

denir.

Tanim 2.24: Bir matrisin determinant1 sifirdan farkli ise bu matrise regiiler matris

denir.

Tanim 2.25: X bir kiime, 4 € X olmak iizere

ZA(X):{

bi¢ciminde tanimlanan y ,:X — {O,l} fonksiyonuna 4 min X deki karakteristik

1, xed
0, xe X\A

fonksiyonu denir.

Tanim 2.26: Bos olmayan bir X kiimesi verilsin. (K ,+,.) reel veya kompleks sayilar
cismi olsun. (X ,@) degismeli grup olmak iizere ® : KxX — X fonksiyonu asagidaki
ozellikleri sagliyorsa X kiimesine vektor uzay (lineer uzay veya lineer vektor uzay)
denir.

l.HeraeK ve xe X i¢in a®xe X

2.Her ae K ve x,y € X i¢in a®(x®y):(a®x)®(a®y)

3.Her a,beK ve xe X igin (a+h)®@x=(a®x)®(h®x)

4.Her a,beK ve xe X i¢in (ab)®x=a®(h®x)

5.e € K birim elemani ise her x € X i¢cin e® x = x .



Tanmm 2.27: Reel veya karmasik K cismi iizerinde bir vektdr uzayr X olsun.
n:X — R, n(x)=|x| bigiminde bir n fonksiyonu asagidaki ii¢ 5nermeyi sagliyorsa n
ye X iizerinde bir norm denir.

1. Her x € X,x#0 igin |x]>0.

2.Her 1€ K ve xe X igin | Ax| = |2||x|.

3. Her x,y e X igin [x+ ] < x| +]]-

(X , n) ikilisine de normlu uzay (normlu lineer vektdr uzay1) denir.

Tamm 2.28: X bir £ kiimesinde tanimlanmis sinirlt fonksiyonlar uzay: olmak tizere

|71/ sup|£(x)
xek

normuna supremum normu (sup-norm) denir.

Tanim 2.29: Bos olmayan bir kiimenin ikiser ikiser ayrik ve bos olmayan

altkiimelerinden olusan ortiiye bu kiimenin bir ayrisimi denir.

Tamm 2.30: Sonlu kiime veya dogal say1 kiimesi ile es giiclii olan kiimeye sayilabilir

kiime denir.

Tamm 2.31: Bir V' vektor uzaymda dogrusal bilesimlerinin kiimesi /' yi veren bir alt

kiimeye V' nin lireteci denir.

Tanim 2.32: (G,o) bir cebirsel yap1 olsun. Eger;

1. o ikili islemi birlegsme 6zelligine sahipse

2. birim elemani varsa

3. her a elemanimin a tersi varsa

(G,o) cebirsel yapisina grup denir. (G,o) grubu degisme Ozelligne sahipse bu gruba

degismeli grup denir.

Tamm 2.33: H # ¢ bir kiime ve iizerinde tanimli iki islem (+) ve (o) olsun. (H,+,)



cebirsel yapist asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bu yapiya halka denir.
1. (H ,+) degismeli bir gruptur.
2. “e” iglemi birlesme 6zelligine sahiptir.

3. “e” isleminin “+” islemi tizerine dagilma 6zelligi vardir.

Tamm 2.34: F#¢ bir kiime olsun. (F ,+,0) cebirsel yapis1 asagidaki aksiyomlari
sagliyorsa bu yapiya cisim denir.

1. (F ,+) sistemi degismeli bir gruptur.

2. (F\{0}e) sistemi degismeli bir gruptur.

3. “e” igleminin “+” iglemi iizerine dagilma 6zelligi vardir.

Tanim 2.35: (G,o) ve (G',A) birer grup ve ®:G>G doniigiimii verilsin. Her

a,beG icin ®(aob)=D(a)AdD(b) esitligi gercekleniyorsa ® doniisiimiine G den G

ye bir grup homomorfizimi denir.

Tanim 2.36: (G,o) ve (G',A) gruplarinda etkisiz elemanlar e ve e olsun. ®:G—>G

grup homeomorfizmi olmak {izere K¢ = {x :xeGve d)(x): e'} kiimesine @

homomorfiziminin ¢ekirdek kiimesi (¢ekirdegi) denir ve Ker @ ile gosterilir.

Tamm 2.37: Toplanabilme teorisinde C; = (¢ ) matrisi

l 1<k<n
Cnk =) n
0 ;k>n

ile verilir ve (birinci dereceden) Cesaro matrisi olarak adlandirilir.

Tanim 2.38: {Xi e 1}, [ ile indislenmis topolojik uzaylarm ailesi olsun. X = HXi

1

kiimesine X; kiimelerinin ayrik toplami denir.



3. I-'YAKINSAKLIK

Bu béliimde oncelikle 7 -yakinsaklik kavrami ile 7 *—yakmsakhk kavrami verilerek bu

kavramlar arasindaki iliskiler incelenecektir.

Tamm 3.1: 7 < 2% bir gercek ideal ve (X , p) bir metrik uzay olsun. Eger her ¢ >0
icin A(e)={n:p(x,,&)> ¢} kimesi I ya ait ise x=(x,) dizisi feX e I-
yakinsaktir denir. & sayisina x = (xn) dizisinin [ — limitidir denir ve / —limx=¢ ile

gosterilir.
Burada [ -yakinsakliga ve ideallere bazi 6rnekler verelim.

Ornek 3.1:

1.1= {¢} , N de minimal idealdir. x = (xn) dizisinin / -yakinsak olmasi i¢in gerek ve

yeter sart sabit olmasidir.

22g#M cN,M #N olsun. I, = oM oldugunda 7,,, N de bir ger¢ek ideal olur.
x=(x,) dizisinin I,y -yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart N\ M de sabit
olmasidir, yani her n € N\ M i¢in x,, =& olacak bicimde & € R olmasidir. M =¢ igin

1. 6rnek 2.6rnegin 6zel bir halidir.

3.1y, Nin tim sonlu alt kiimelerinin bir ailesi olsun. /,, N de bir uygun idealdir

ve I p -yakinsaklik, ahsilmig yakinsakliktir.

4.1; ={Ac N :d(4)=0} seklinde ifade edilsin. O halde /;, N de bir uygun idealdir

ve I ;-yakinsaklik istatistiksel yakinsakliktir.

5. I -yakinsakligin genis bir sinifi su yontemle bulunabilir:

T= (fnk ), negatif olmayan regiiler bir matris olsun. O halde 4 c N i¢in



A=Ytz al) (1=12.)
k

=1
dir. Eger dT(A):Iimdgn)(A) varsa buna 4 nin 7 -yogunlugu denir. 7 nin

0
regiilerliginden  /im Ztnk =1 dir ve buradan eger varsa dp(4)e[0,1] dir.
k=1

Lap ={4c N:d;(4)=0} seklinde ifade edilsin. O halde lgp, Nde bir uygun

idealdir. Burada kullanilan 7" matrisinin farkli secimleriyle bilinen bazi yakinsaklik

1 .
.. . e “. — < .. . . ..
tirleri elde edilir. Omegin ¢, =4, ° k< ise cesaro matrisi segimiyle istatistiksel

0,k>n ise

yakinsaklik elde edilir.

o0
6. N = UDJ" N in bir ayrisimi (yani k # [ i¢cin Dy "Dy =¢) ve D; (j:1,2,...) ler
j=1

sonsuz kiimeler olsun. Ornegin j=1,2,... icin D i = {Zj _1(2s —1):s eN } secebiliriz.
Ac N olmak lizere A nin sonlu sayida D ile kesigimlerinin simfi 7 ile gosterilsin. /

bir uygun idealdir.

Yakinsakligin hangi aksiyomlarinin 7 -yakinsaklik i¢in saglandigini arastiralim. Bilinen
birgok yakinsaklik aksiyomlarinin bazi 6zellikleri asagidaki gibidir.

a. Her {5,5,5,...,5,...} sabit dizisi & sayisina yakinsar.

b. Yakinsak dizilerin limiti tek olarak belirlidir.

c. Eger x = (x,,) dizisinin limiti & ise bu dizinin tiim alt dizilerinin limiti de aymdir.

d. Eger x = (xn) dizisinin tiim alt dizilerinin & sayisina yakinsayan bir alt dizisi varsa

x, & sayisina yakinsar.
Onerme 3.1: X in en az iki noktasi oldugunu varsayalm. I 2% bir uygun ideal

olsun.

1. [ -yakinsaklik a.,b.ve d. yi saglar.
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2. Eger I sonsuz bir kiime igeriyorsa / -yakinsaklik c. yi saglamaz.

Ispat: 1. a@.nimn dogrulugu aciktir. b.nin ispati icin x = (xn) dizisinin £&,ne X ,&E#7n
iki limiti olacak bi¢cimde 0 < ¢ < % p(&,n) secelim.

A ={neN:plx,, &) >¢elel
ve

Ay = {n eN:p(xn,n)Z 8}6]
bi¢iminde ifade edilir.

(N\4))(N\dy)e F(I) ve (N/4))n(N/4y)e F(I)
oldugundan
(N\4))N(N\A4y) = ¢
bulunur. Burada ¢ un sec¢imi geregince & =7 elde edilir. d. nin saglanmadigini kabul
edelim. Yani x in her bir alt dizisi £ ye yakinsayan bir alt diziye sahip olsun fakat x
dizisi & ye [ -yakinsaklik olmasin. O halde
Ale)={neN:p(x,.&)>elel

olacak bigimde & >0 vardir. Fakat / bir uygun ideal oldugundan A(g) sonsuz bir

kiimedir. A(¢)={n; <n, <..<n; <..} olsun. ke N icin y; =Xy, olsun. O halde

y= (yk )?:1 , x in & sayisma [ -yakinsayan bir alt diziye sahip olmayan bir alt dizisi

olur. Bu durum kabule uygun degildir.

2.4l sonsuz bir  kiime olsun. A= {nl <ng <..<m < } ve
B=N\A4= {ml <my <..<my < ...}olsun.
I bir uygun ideal oldugundan B de sonsuz bir kiimedir. &, € X, & # &, secimiyle

x =(x,) dizisi tanimlansin ve k € N igin Xp, =&1, Xpm, =& seklinde ifade edilsin. O

halde 7 —limx; =&, dir fakat (v, ) alt dizisi & e I -yakinsar.

Uyann 3.1: Eger [ sonsuz kiime icermeyen bir uygun ideal ise [ -yakinsaklik

yakinsaklikla benzerdir ve c. saglanir.
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3.1 I-Yakinsaklik ve I -Yakinsakhk

Istatistiksel yakinsaklik teorisinde bilinen bir sonug asagidaki gibidir.

X = (xn) reel say1 dizisinin & sayisina istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter

sart d(M)=1 e limx,,, =¢& olacak bicimde M = Imy <my <...<my <.}

kiimesinin olmasidir.

Bu sonug bizi [ -yakinsaklikla yakindan iligkili olan 7 *-yaklnsakhk olarak adlandirilan

yakinsaklik kavramina gotiirtir.

Tamm 3.1.1: X in elemanlarinin bir x = (xn) dizisinin & € X sayisina [ *-yaklnsak

olmasi i¢cin gerek ve yeter sart [lim p(xmk,f):O olacak  bicimde

M={my<my<..<my <.} eF(I) (N\M e1I) kiimesinin var olmasidir.

Onerme 3.1.1: / bir uygun ideal olsun. Eger I —lim x, =¢ 1se [—limx, =& dir.

ispat: M =N\H={m <my<..<my <..} olacak bigimde H el kiimesinin

oldugunu varsayalim. O halde

limx,,, =& (3.1

olur.

£>0 olsun. (3.1) den dolay1 her k > kg igin plx,,, .&)<e olacak bigimde kg € N

vardir. Dolayisiyla
A(g)z{neN.' p(xn,§)2 g}cHu{ml,mz ..... mko} (3.2)
dir. Hu {ml,mz ..... mko} kiimesi / ya aittir (/ uygun ideal oldugundan). O halde

A(g) el drr.

Bu 6nermenin tersinin her zaman dogru olmadig1 asagidaki 6rnekle gosterilebilir.
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Ornek 3.1.1: 1, 6rnek 3.1 5. de oldugu gibi bir ideal olsun. x = (xn) dizisi su sekilde

tanimlansin.

- 1
neD; igin x, :; (j=12,..) olsun.

O halde agikga [-limx, =0 dir. Diger yandan [ i —limx, =0 olmadigini

gostermeliyiz. * _lim x, =0 oldugunu varsayalim. O halde

lim x,, =0 (3.3)
meM

olacak bigimde M € F(I) kiimesi vardir. (/) nin tanimindan dolay1 H € /

iken M =N\H dir. [ nin tammindan H < Dy U..u D, olacak bicimde pe N

vardir. Fakat M, D, kiimesini igerir ve buradan M den bir ¢ok m i¢in x,, = m

dir. Bu (3.3) ile geligir.

Teorem 3.1.1: (X, p) bir metrik uzay olsun.

1. Eger X in bir y18ilma noktas1 yoksa 7 - ve [ *-yaklnsakhk her 7 <2V uygun ideali

icin aymdir.
2. Eger X in bir & yigilma noktasi varsa bir [ =2V uygun ideali ve

I —limy, =& olacak bi¢gimde X in elemanlarinin bir (y, ) dizisi vardir. Fakat
* .
I —limy, yoktur.

Ispat: 1. £e€ X ve I -limx, =& olsun. Onerme 3.1.1 den I —limx, =& oldugunu

ispatlamak yeterlidir. X in y1g1lma noktasi olmadigindan
B(¢.6)={xe X :p(x.g)<s}=1¢)
olacak bicimde 6 > 0 vardir. Kabulden dolay1
{neN:p(x,,&)>del
dir. Buradan

neN:p(x,,&)<st={neN:x, =& e F(I)
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dir ve agikca I*—limxn =¢  olur.
2. &£, X in bir yigilma noktasi oldugundan & =I/imx, olacak bicimde X in

elemanlarimin bir x:(xn) dizisi vardir ve (p(xnf)) dizisi Oa azalir. ne N igin

e, = plx,,&) seklinde ifade edilsin. Ornek 3.1 6.dan I icin bir ¢ ideali alinir. n e D i
iken y, =x; ile bir (y,) dizisi tamimlayalim. 7 >0 olsun. €,<7 olacak bi¢imde

ve N secelim.
A(n) = {n : p(yn,f)z n}c Dyvu..uD,

dir. Buradan A(17) e ¢ ve e—limy, =¢ dir.

P —limy, =& oldugunu varsayallm. M =N\H = {ml <mp <..<my < } icin
lim p(ym X ,§)= 0 olacak bi¢cimde bir H €& kiimesi vardir. ¢ un tanimindan

H c Dy u..uD; olacak bi¢imde /€ N vardir. Fakat o zaman D;, i c N\H =M

dir. Boylece sonsuz sayida k& icin (her D; bir sonlu kiime) Yy — & ile celisen
p(ymk ,§)=el+1> 0 elde edilir. y#¢ icin & —lim v, =y varsaymmi da geliskiye

sebep olur.

I ideali i¢in /- ve [ *—yakmsakhgm esdeger olmasi ile ilgili gerek ve yeter sartlar su

sekilde verilebilir.

Tamm 3.1.2: Eger 4, N 4; = ¢ (i *J, 0, j= 1,2,...) ve A; €1 iseher i e N i¢in
o0
A;AB; sonlu kime ve B = UBi el olacak bi¢imde B; kiimeleri varsa [ c 2N

i=l

uygun ideali (4P) kosulunu saglar denir.

Uyanr13.1.1: i € N iken B; € [ olduguna dikkat edilmelidir.
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Teorem 3.1.2: 7 = 2% bir uygun ideal olsun.

1. I ideali (4P) &zelligine sahip ve (X,p) keyfi bir metrik uzay ise X in

elemanlarinin keyfi bir x = (x,,) dizisi i¢in 7 —limx, =& iken I " _lim x, =¢ dir.
2. Eger (X , p) en az bir yigilma noktasina sahip ve X in elemanlarinin keyfi bir
x=(x,)"_, dizisi ve her e X icin [—limx,=¢ iken I —limx, =& ise I ,

(AP) ozelligine sahiptir.

Ispat: 1. I nin (AP) 6zelligini sagladigimi varsayalim. [ —/imx, =& olsun. O halde

>0 icin Ale)={neN:p(x,.&)zclel dir. nz2,neN icin

n n—

A ={neN:p(x,,&)>1 ve 4,= {n eN: 1 < p(x,,&)< %} seklinde ifade

o0
edilsin. A¢ik¢a i # j icin 4; N4, = ¢ olur. (AP) kosuluyla je N ve B = UBj el
j=1

ve A;AB; sonlu kiimeler olacak bi¢imde {B,} kiimelerinin bir dizisi vardr.

M = N\ B iken

lim x, =¢& 3.4)
neM

oldugunu gostermek ispat icin yeterlidir.
1 >0 olsun. ﬁ <n olacak bicimde k£ € N segelim. O halde
_+_

k+1
neN:plx,.&)znic |4,
j=1

dir. AjABj , j=L2,..,k+1 sonlu kiime oldugundan

k+1 k+1
UB]- m{neN:n>n0}: UAj ﬂ{neN:n>n0} (3.5)
j=1 J=1
k+1
olacak bigimde ny € N vardir. Eger n>ng ve n¢ Bise n ¢ UBj ve (3.5) den dolay1
j=1
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k+1
ne|J4; dir. Ohalde p(x,.&)< Ll < n dir ve (3.4) elde edilir.
n-+

J=1

2. £ € X, X in bir y181lma noktasi olsun. & = lim x,, olacak big¢imde X in elemanlarinin

bir x= (xn) dizisi vardir ve (p(xnf)) dizisi azalarak 0 a gider. ne N igin
€, = plx,,&) olsun. {4,}, I da bos olmayan kiimelerin bir ayrik ailesi olsun. n € 4 j
iken y, =x; olmak lizere (yn) dizisi tanimlansin. 7 > 0 olsun. €,,< 77 olacak bigimde

meN  segelim.  A(n)={neN:p(y,.&)>n}c 4, u..u4, dir. Buradan

A(n)e] ve I-limy, =& olur. Varsayimdan dolay1 [ * _lim Y, =¢ dir. Buradan

M =N\B= {ml <my < } olacak bi¢imde B €/ kiimesi vardir. Buradan

limyy = (3.6)

olur. je Nigin B j=4;NB seklinde ifade edilsin. Her » i¢in B j €l dir. Ayrica

o0 o0 o0
UB; =Bn|J4; B dir. Buradan JB; el dir. jeN dir. 3.6) den 4;, M
J=1 J=1 J=1
kiimesi ile ortak elemanlarmin  sonlu bir sayisina  sahiptir.  Boylece

Aj c (Aj mB)u {ml,mz,...,mko } olacak bi¢imde bir £k, € N vardir. Buradan
A;AB;=4;/B; c {ml,mQ,...,ka } dir ve 4;AB; sonlu bir kiimedir. j€ N in keyfi

olmasindan 7, (AP) 6zelligine sahiptir.

3.2 I-Yakinsakhi@1 Koruyan Fonksiyonlar

Tanim 3.2.1: (X , p) bir metrik uzay, g: X — X bir fonksiyon ve 7 = 2V bir uygun
ideal olsun. Eger her £e€X ve X in elemanlarmin her x=(x,) dizisi icin

I -limx, =¢& iken [ —Ilim g(xn): g(f) oluyorsa g fonksiyonu X de [ -yakinsaklig

koruyor denir.
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Boylece asagidaki onerme verilebilir.

Onerme 3.2.1: g: X — X fonksiyonunun X de [ -yakinsakligi korumasi i¢in gerek
ve yeter sart g nin X de siirekli olmasidir (keyfi bir / uygun ideali i¢in ).

ispat: 1. I —limx, = & olsun. g siirekli ise her 77 > 0 igin x € B(&,5) olacak bigimde

5> 0 vardir ve g(x)e B(g(&),n) dir. Fakat

C(&)=tneN:plx,.&) <t fne N:plglx,).g¢)) < n}=Dln)
dir ve C(5)e F(I) oldugundan D(n)e F(I) dir. Bundan dolay1 [ —Ilim g(xn)= g(f)

dir.
2. Bazi $eX icin g siirekli degilse bu takdirde limx, =& ve neN igin

plg(x, ) g(&))=n olacak bicimde X in elemanlarimin bir x =(x,,) dizisi ve bir 7 >0

sayis1 vardir. Buradan g herhangi bir / ideali i¢in / -yakinsaklig1 korumaz.

3.3 I- Limit Noktalar1 ve 7-Yi1gllma (Cluster) Noktalar:

EeR ve x=(x,) reel say1 dizisi igin 3(M)> 0 ve limx,, =¢ olacak bi¢imde bir

M = {ml,mz,...} c N kiimesi varsa & € Rsayisina x = (xn) dizisinin bir istatistiksel
limit noktas1 denir. Her & >0 igin g{n eN: |xn —§| < g}> 0 varsa &e R sayisina

X = (xn) dizisinin bir istatistiksel y1g1lma noktas1 denir.

Asagidaki yolla bu kavramlar 7 -yakinsakliga genisletilebilir.

Tamm 3.3.1: (X, p) bir metrik uzay, x =(x,,) X in elemanlarinin bir dizisi olsun.

I. M ¢l ve limxy,, =¢ olacak bigimde M = {my,my,..}c N kiimesi varsa &e X

elemanina x in / -limit noktas1 denir.
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2. £ € X elemaninin x in / -y1gilma noktas1 denmesi i¢in gerek ve yeter sart her & > 0

icin {ne N: p(x,,&)< &}g I olmasidr.

x in tim [/ -y181lma ve [ -limit noktalarinin kiimeleri sirasiyla /(I'y) ve I(A,) ile

gosterilir.

Onerme 3.3.1: 7 bir uygun ideal olsun. X in elemanlarmim her x =(x,,) dizisi i¢in
I(Ay) cI(T,) dir.
Ispat: £eI(A,) olsun.

lim plx,y, £)=0 (3.7)

olacak bicimde M = {m),m,,...} & I kiimesi vardr.
0>0 olsun. Tanim 2.1 e gore k >ky olacak bi¢imde kye N vardir ve

p(xmk ,§)< 5§ dir. Buradan {ne N:p(x,,&)<d}> M\ {ml,...,mko } dir ve

{neN:plx,,&)<d}el diryani &eI(T,) dir.

Teorem 3.3.1: / bir uygun ideal olsun.

1. X in elemanlarimin her x = (x,,) dizisi igin /(") kiimesi X de kapalidir.
2. (X,p) bir ayrilabilir metrik uzay olsun. ne N igin M, ¢ I ve M, c N olacak
bicimde (M " )kﬁmelerinin ayrik bir dizisi oldugunu varsayalim. Her F — X kapali

kiimesi i¢cin F' = I(I',) olacak bi¢imde X in elemanlarinin bir x = (xn) dizisi vardir.

Ispat: 1. yeI(T,) ve £€>0 olsun. & e I(T,)N B(y,g) vardir. B(§0,5)c B(y,g)
olacak bi¢imde ¢ >0 segelim. Acikca {n eN: p(y, X, ) < g} > {n eN: p(fo,xn ) < 5}
dir. Buradan {ne N: p(y,x,)<e}e I dirve y e I(T,) dir.

2. A={a,ay,..;c F, Fde sayilabilir yogun bir kiime olsun. ne M, i¢inx, = a
seklinde ifade edelim. Ac¢ikca I(I',) < F' dir. F < I(I'y) oldugunu ispat etmek i¢in

zeF ve £>0 alalim. p(al-o ,z)< g olacak bicimde iy e N  alalm.
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xp = a;, oldugundan her n e M;  i¢in {neN:plx, z)<eloM i €lde edilir. Buradan

lneN:p(x,,z)<elel ve zeI(T,) dir.
I -yakinsakligin genelde metriklenemez oldugunu gostermek zor degildir.

Onerme 3.3.2: X en az iki elemanh ve 7 < 2"V ; M < N sonsuz kiimesini i¢eren bir
uygun ideal olsun. / — yakinsaklik metriklenemez.

ispat: X de I—limx, =& olmasi igin gerek ve yeter sartin limo(x,,&)=0 olacak

bigimde bir ¢ metriginin varoldugunu kabul edelim. &;,&, € X, & # &, alahm, (x,,)
dizisi eger neM ise x,=¢&,neM i1se x,=¢&, seklinde tanimlansin. Acikca

I-limx, =& ve limo(x,,&)=0 dir, N\M bir sonsuz kiime oldugundan

o0(¢,,¢,) =0 olmasini gerektirir. Buda &, # &, ile gelisir.
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4. I-YAKINSAKLIK VE EKSTREMAL I-LIMIT NOKTALARI
Metrik uzaylardaki porosity kavrami burada asagida verildigi sekliyle kullanilacaktir.

Tamm 4.1: (Y,0) bir metrik uzay, M c Y olsun. B(y,0), y €Y merkezli, 6 >0
yarigapli bir yuvar yani B(y,0) = {x eY:p(x,y)<o } olsun.

yveY, 6 >0 igin;

y(3,8,M) =sup{t >0:3z € B(y,5):[B(z,t) © B(y,6)|A[B(z,t) nM = ¢]}  seklinde
ifade edilsin. Eger ¢ > 0 yoksa y(y,0,M) =0 alalim.

P = lim inf YOO M) S0 vy = i sup 722 M)
50 6 50 )

sayillarma M kiimesinin y deki alt ve iist porosity’si denir. Eger her bir y €Y igin

;(y,M )>0 ise M ye Y de porous denir. ¥ de her porous kiimesinin Y de higbir

yerde yogun olmadig agiktir.

Eger ;(y,M)2c>0 ise M ye Yde c-porous denir. Eger her bir yeY icin

;(y,M) >¢>0 ise M ye Y de c-porous denir.

Eger p(y,M)>0 ise M ye Y de ¢ok-porous denir. Eger her bir yeY de M c¢ok-

porous ise M ye Y de ¢ok-porous denir. y de kiimenin ¢ok c-porous ve ¥ de kiimenin

cok c-porous kavramlari benzer sekilde tanimlanabilir.

Eger E(y,M)=;(y,M)(= p(y,M)) ise p(y,M) sayisina y de M kiimesi i¢in
porosity denir. Eger p(y,M)=1 ise M ye y de giicli porous denir. M kiimesi
yeY de giiglii porous ise ¥ de giiclii porous tur denir. [Kostyrko,P., Macaj,M.,
Salat,T., Sleziak,M., 2000]

4.1 I-Yakinsakhgin Yakinsaklhik Alam

Bu boliimde / bir uygun ideal olmak iizere tiim reel / -yakinsak dizilerin kiimesi

Fo(7) ile ifade edilecektir. Fy(/) kiimesine / -yakinsakligin yakinsaklik alan1 denir.
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Tiim reel dizilerin kiimesi @ iken Fy(/) c @ dir. Fy(/) alanmin bazi 6zellikleri

asagidaki gibidir.

Teorem 4.1.1: / bir uygun ideal olsun.

1. Eger limx, =& ise I —limx, =& dir.
2.Bger I -limx,, =& , [-limy, =n 1se I —lim(x,, + y,)=&+n dir.
3.Eger [ -limx, =¢ , I -limy, =n ise [ —lim(x,,.y,) = &.n dir.

Ispat: 1. 1 <1 oldugundan ifadenin dogrulugu agiktir.
2. £ >0 olsun.

{n:|(xn +yn)—(§+77)| > g}c {n:|xn —cf| Zg}u{n :|yn —77| Z%}
oldugundan ifade saglanmis olur.
3. Varsayimdan B = {n : |xn - §| < 1} € F(I) dir. Agikca
|xnyn —§77| < |xn ||yn —77| +|77||xn —§| dir. n € B i¢in |xn| < |§| +1 dir ve

¥y = &n < ([ + Dy — 1]+ fx — ] (4.1)

dir. £ >0 olsun.

0<20< 4.2)

&
€]+l +1
olacak bicimde o6 >0 secelim. M| = {n:|x,, —§| < 5} ve M, = {n:|yn —77| < 5}
kiimeleri F'(I) ya aittir. Agtkga BNAM| "M, € F(I) dirveherbir ne BNM; "M,
icin (4.1) ve (4.2) den |an’n —§n| < & dir. Buradan {n : |an’n —§7y| > g}e I dir ve 3.

saglanir.

Reel dizilerde 7 —yakimsakligin / . —yakinsakliga denk olabilmesi i¢in gerek ve yeter
sartin / nin (AP) oOzelliginde olmasi gerektiginden boliim 3.1 de bahsedilmistir.

Burada 7 —yakinsaklik ve 7 ’ —yakinsaklik bazi toplanabilme (limitleme) metotlar1 ile

iligkilendirilecektir.
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Fo(Z) (FO 04 *)) , I —yakinsaklik (/ i — yakinsaklik) metodunun yakinsaklik alani olsun.

Yani
Fo(l)={x=(x,)ew:I-limx, €R}
FO(I*):{xz(xn)ea):I* —limx, eR}
dir.
Genellikle

%
Fo(l ) =Fo(l) (4.3)
almir ve (4.3) de esitlik olmast i¢in gerek ve yeter sart / idealinin (AP) Ozelligine

sahip olmasidir. Ayrica burada sinirh dizilerden bahsedilecektir. ¢, , tim simirh
dizilerin sup-norm wuzayr iken (,NFy(I) ve (,NFy( *) kiimelerinden
bahsedilecektir. F(/)c /., ve F(/ *) c /, kiimeleri agagidaki gibi tanitilacaktir.
F(I)=~{)c=()cn)e€OO A =limx, eR}
F(I" )= {x:(xn)eﬁoo 21 —limx, eR}
Fo(/)nin ¢, lineer uzaymin (halka) bir lineer alt uzay: (alt halka) oldugu (Teorem

4.1.1 de) gosterilmistir. Fy(/ *) kiimesi i¢in de benzer bir iddia vardir.

I idealine bagli olarak Fy (/) ve Fy(/ *) yakinsaklik alanlarinin 6zellikleri verilebilir.

Z, N in tim uygun ideallerinin smifi olsun. Eger Zy < Z, Z nin bos olmayan
dogrusal siniflanmus alt kiimesi ise Z, tistten sinirli iken UZO m N de bir uygun ideal

oldugu kolaylikla saglanir. Zorn Lemmasindan (“Bos olmayan ve her zinciri bir iist
siira sahip olan kismen sirali bir kiimenin bir maksimal elemani vardir.”) Z de bir
maksimal uygun ideal vardir. Asagidaki lemma bir maksimal uygun idealin tanimini

Verir.

Lemma 4.1.1: /), N de tiim sonlu alt kiimeleri iceren bir ideal olsun. /(, 1n maksimal

uygun ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir A — N i¢in
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(Aely)veya(N\Ael) 4.4)
olmasidir.

Ispat: 1. I) her Ac N kiimesi igin (4.4) ii saglayan bir ideal olsun. 7, m maksimal

uygun oldugu celiskiyle gosterilebilir. 7;, N de bir uygun ideal ve /(< olsun. O
%

halde 4 € I{ \ 1 olacak bicimde 4 — N vardir. (4.4) e bagh olarak 4 ¢ /(; oldugundan
N\ Ael dir. Sonug olarak 4 €I}, N\ A el ve N € dir, bu bir ¢eliskidir.
2. Iy, N de bir maksimal uygun ideal olsun. Celiski yoluyla (4.4) ispatlanmalidir.
A c N kiimesi

(Aely)ve(N\Agl) (4.5)
bigiminde olsun. K = {X c N: X N4 eI} seklinde ifade edilsin.
a. Kol

b. K, N de bir uygun ideal
oldugu gosterilmelidir.

a. X €l olsun.Ohalde Xn"4c X ve XN Ac I dir,buradan X € K dir.

b. Agtkca N ¢ K dirve K, ne N i¢in her bir {n} sonlu alt kiimelerini igerir.

Eger X1,Xp ek ise X1NA, XonAel dir ve
(XjuXy)nA=(X;NnA)U(XynA)ely dir, sonug olarak X; U X, e K dir.
X eK ve X;c X olsun. O halde X1 "nAdc XnAdely ve Xy Ael dir. Buradan
X, €K dir. Boylece K nmin Nde bir uygun ideal oldugu ve K o1/ oldugu
gosterilmistir.  /; 1m maksimalliinden K =17, dir. (N\A)nA=¢el; dan
N\ 4 e K elde edilir ki bu (4.5) e bagl olarak bir ¢eliskidir.

Teorem 4.1.2: /, N de bir uygun ideal olsun. F(/) =/, olmasi i¢in gerek ve yeter
sart / nin N de bir maksimal uygun ideal olmasidir.

Ispat: 1. I, N de bir maksimal uygun ideal olsun. x=(x,)e/, olsun.

I -limx, e R oldugu gosterilmelidir. x e/, oldugundan her bir ne N igin

a<x, <b olacak bicimde a,beR sayilarn vardir. 4= {" 1Ay = - ;b}’
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B = {n : a;b <x, < b} seklinde ifade edilsin. O halde 4; U B; = N dir. I bir uygun

ideal oldugundan A, B; kiimelerinin her ikisi de / ya ait degildir. Bdylece en azindan
biri / ya ait degildir. Bu kiime D; ile ve buna karsilik gelen aralik ise J; ile
gosterilsin. O halde D; = {n 1X, € Jl}e&‘ I olacak bigimde J; aralifi ve Dj vardir.

Timevarmla J; 5J; 5..5J, >.. J, =[a,.b,| kapali arahgmn bir dizisi

olusturulabilir. lim(h, —a,)=0 ve Dy ={n:x, e J; }eI (k=12,.) dur.

o0
e ﬂJk ve €>0 veM(e)= {n :|xn —§| < g} olsun. Yeterince bliyliik bir m icin
/=1

I =am by | (E—5,&+¢) dir. D, €1 oldugundan M(g)e I oldugu goriilir. 1
bir maksimal ideal oldugundan Lemma 4.1.1 e baghi olarak N/M(s)el ve
{n:|x, —&> e}el elde edilir. Buradan I —limx, =& dir.

2. I nm maksimal ideal olmadigini kabul edelim. Lemma 4.1.1 den dolayr M ¢ I ve

N\M g1 olacak bigimde M ={m; <m, <..} kiimesi vardir. x=(x,) dizisi su
sekilde tanimlansin:
Xy =M (n) (n = 1,2,...)

O halde xe /., ve I—-limx, yoktur. Ger¢ekten her £ € R ve yeterince kiigiik ¢ >0
icin {n : |x,, - §| > g} kiimesi M ye veya N\ M ye veya N ye esittir ve bu kiimelerin

hicbiri / ya ait degildir.
Uyar 4.1.1:Teorem 4.1.2 simirsiz diziler i¢in genisletilemez. Bu su sekilde gosterilir.

Onerme 4.1.1: [ bir uygun ideal olsun. O halde /—limx, in olmadig: reel sayilarin

sinirsiz bir dizisi vardir.

ispat: x, =n , (n=12,..) seklinde ifade edilsin. A¢ikca I —limx, yoktur. Burada

!y da Fo(l) ve FO* (1) yakmsaklik alanlariin topolojik 6zelliklerinden s6z edilecektir.
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Teorem 4.1.3: /, N de bir uygun ideal olsun. O halde F(/), /., un bir kapal1 lineer

alt uzayidir (£, , sup-norm ile verilmistir).

Ispat: ¢, da x= (xj), xlm) = (xg.m))e F(1) (m=12,.), lim x\m) = x yani
lime(m )_ xH =0 olsun. x € F(/) oldugu ispatlanmalidir.

1 —limx(m) =&, €R (m=1,2,...) in var oldugunu varsayalim. Ispat iki adimda
gerceklesecektir.

1. (cfm) dizisinin bir cauchy dizisi oldugu ispatlanmalidir (6yle ki lim&,, =& e R

vardir).

2. I -limx = ¢ oldugu ispatlanmalidir.

1. 7>0 olsun. limx™ =x den (x("))dizisinin ¢,, da bir cauchy dizisi oldugu
sonucuna varilir. Bu nedenle her bir u,v > m(, olacak bigimde bir my € N vardir ve

<))

<

n
: (4.6)

Aol b

olduguna dikkat edilmelidir. Boylece bunlarin kesisimleri bos degildir. Bir ¢ok

seU (g) N V(gj elemani i¢in

<%} kiimelerinin F'(/) ya ait

W el | W) e 7
X5 —ey| < 30 Sv|< 3 (4.7)
dir. (4.6) ve (4.7) den
£ =& <1E, —xgu) +‘x§”) —xgv) + xgv) —-&, <%+%+% =77 olur. Buradan (&,,) bir

cauchy dizisidir ve & =/lim¢&,, € R vardr.

2. £ >0 olsun. v > v olacak bicimde v secelim, ayn1 zamanda

x(v) — xH <& (4.8)

|®—ﬂ<§, :
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olur. O halde her bir n € N igin

|xn —§|£ +

xSZV) _év

X, — x,(lv)

+[&, —¢] (4.9)

zf}
3
&

ZE} olsun. (4.8) ve (4.9) dan ne CAv(g) i¢in |xn —§| <&

dir.

A= bk -glze) caC)=bib-d<sl 4[)={n:

ca(£)-{n:

esitsizligi ve

xgl‘}) - é:v

x(") —-&,

n

c4,(8)< cae) (4.10)
elde cdilir. 4,(¢)e/ olduguna dikkat cdilmelidir. Eger (4.10) daki kimelerin

tiimleyeninden A(g)e I elde edilir ve 2 nin ispati tamamlanur.

F(I), F( *) yakinsaklik alanlarini ilgilendiren sonuclar su sekilde 6zetlenebilir.

F(/ *) c F(I) ((4.3) den) dir ve F(/ *) =F(7) esitliginin olmasi i¢in gerek ve yeter sart

I nin (AP) kosulunda tutarli olmasidir. Buradan /7, (AP) kosulunda tutarsizsa ve

maksimal degilse F(I")cF(I)c /., dir.
* *

Simdi her / uygun ideali i¢in F(/ *) kiimesinin F(/) da yogun oldugunu gosterelim.
Teorem 4.1.4: N deki her / uygun ideali i¢in F(I*) =F() dir (F(I*); /., da F(I*)

n kapanisidir).

Ispat: F(J *) cF({) dir. F(I), ¢, un bir kapali alt uzay1 oldugundan (Teorem 4.1.3)

F(I *) cF()dwr. F(I)cF{U *) oldugunu gostermek yeterlidir.
zely, §>0 igin B(z,6)={x ety :|x— 2| < 5} seklinde ifade edilsin (£, da yuvar).

Her bir y e F(7) ve 0< & <1 igin

B( ,5)mF(I*)¢¢ .11
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oldugunu ispatlamak yeterlidir. L =7 —lim y seklinde ifade edilsin. Keyfi bir 7 € (0, o )
secelim. O halde 4(77) { | Yn— L| > 77} eI dir. x=(x,) su sekilde tanimlansn:

eger n e A(n) ise x,, = y,, aksi takdirde x, = L

Buradan agik¢a x e/, dur, I"~limx=L ve xe B(y,n) dir. O halde (4.11) elde

edilir ve ispat tamamlanir.

Bilinen baska bir durum eger W, X lineer normlu uzaymin bir lineer kapali alt uzay1 ve

X =W ise W nin X de yogun olmadigidir. Bu @ nin porosity si hakkinda bir soruya

yol acar. Genel anlamda bu soruya yanit verilecek ve F(/) ve F(/ *) yakinsaklik

alanlarinin baz1 uygulamalar1 gosterilecektir.

Lemma 4.1.2: X in bir lineer normlu uzay ve W nin X in bir kapali lineer alt uzay1

oldugunu varsayalim, 7 # X . s(W)=sup{5 > 0:3B(y,5)c B(6,1)/ W} olsun (6; X in

sifir elemani). O halde S(W) = % dir.

Ispat: Ispat icin dolayli bir yol izlenilecektir. S(W) >% oldugunu varsayalim. O halde

uygun bir y igin
B(y,8)c B(O)\W (4.12)

olacak bigimde bir & >% vardir.

Burada iki olasi durum vardir:

LS 2 <1

1. Bu durumda her ¢ igin % <c<o,y+ ﬁ.y € B(y, 5) dir. Ayn1 zamanda
Y

( || ”]”y” ||y|| +c¢>1 dir. Buradan y+— ” ” v & B(0.1) dir ve bu durum

el
v

(4.12) ile gelisir.
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2. Bu durumda 6 € B(y,8)nW dir, bu da (4.12) ile gelisir. Buradan

s(w) S% dir. ve X \W olsun ve « = inf ||v —u|| seklinde ifade edilsin. Agik¢a o >0
vew
dir. Genelleme disinda « =% oldugu varsayilabilir (eger o ;t% ise v yerine 2—.v
a
- 1) .. 1 1 ..
alnabilir). € € O,E icin o nin tanimiyla > < ||v - u0|| < 5 & olacak bicimde u( € ®
vardir. y=v-ugy ve O :%—5 seklinde ifade edilsin. (4.12) nin bunlar1 sagladig
gosterildi. Eger zZe B(y, 5) ise ||Z — y|| < % -& ve
I <[z = 3]+ ] < (%_g] +G+S) _1 dir yani B(y.)< B(0.) dir. = € B(y.8)W
oldugunu varsayalim, buradan ||z — y|| < %— g dir. Diger taraftan (z+upgeW

oldugundan);

2=y =|z-(—up)|=|(z+ug)-+| = % dir. Boylece geliski elde edilir

ve buradan B(y,8)NW = ¢ dir. Eger £ > 0% ise § —>% dir ve s(W) :% dir.

Teorem 4.1.5: X in bir lineer normlu uzay ve W nin X in kapali lineer alt uzay1
oldugunu varsayalim, W # X . O halde W, X de bir ¢ok porous kiimedir, daha fazla
ayrintiya inildiginde;

1. Eger x € X \W ise p(x,W)=1

2.Eger xeW ise p(x,W):% dir.

Ispat: 1.; X de W nin yakinsakliginin basit bir sonucudur. 2. yi ispatlayalim. W = X
oldugundan,
B(u,86)c B(O)\W (4.13)
olacak bigimde & > 0 ve bir u € B(4,1)\W vardir. Once
Ju + 0 <1 (4.14)
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in dolayh bir yol izlenecektir. [u+ 5 >1 oldugunu
varsayalim. ||u|| <1 oldugundan uygun bir ¢ >0 i¢in 1< ||u|| + c||u|| < ||u|| + ¢ dir. Buradan

c||u|| < 0 dir ve bu sebeple

u+cu e Bu,d) (4.15)
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dir. Diger taraftan ||u + cu|| =(1+ c]|u|| = ||u|| + c||u|| >1 dir ve buradan u + cu ¢ B(6,1) dir,

(4.13) ve (4.15) gelisir, buradan (4.14) elde edilir.
xeW ve g >0 olsun. Eger (4.13) saglanirsa;

B(x+eu,e5) c B(x,e)/ W (4.16)
oldugu gosterilir.
z € B(x +au,&5) igin @ = z — x — su seklinde ifade edilsin. O halde

] = |z - x - ] < &6 @.17)
dir. Ayrica z—x = eu + @ dir, buradan (4.14) ve (4.17) ile
|z =] = e+ @] < ] + o] < el + £5 < &

olur. Buradan ze B(x,e) olur. Heniiz zgW oldugu gosterildi. Karsit durumda

z—Xx=é&u+weW dir, buradan;

u +la) ew (4.18)
£
1 g 1 1
dir. [—@| < S oldugundan — @ € B(u,5) dir. Fakat (4.13) den u+—w ¢ W olur, bu da
£ & &

(4.18) ile gelisir.

Buradan B(u,6)c B(6,1)\W varsaymm altinda (4.16) ispatlandi. Fakat o(x,&,#) nin
tanimiyla (4.13) elde edilecek bigimde her bir 6 >0 i¢in y(x,g,W) > &6 dir. Buradan

Lemma 4.1.2 de bahsedilen s(7) =% iken y(x,&,0)>&s(W), plx,w)>s(W) dir. Her

B(y,5) yuvan icin & >%, B(y,5)c B(6,1) oldugundan Lemma 4.1.2 den, Teorem

4.1.5 in iddiasindan @ € B(y,d) elde edilir.

F(I), F( *) yakinsaklik alanlar1 ¢aligilirken Teorem 4.1.5 kullanilacaktir. /7, N de bir

, X= (xn)éé l,, sup-normu ile tim smnirh reel

uygun ideal olsun. ||x||: sup |xn
n=12,...

dizilerin lineer normlu 7, _uzaymi alalim. Teorem 4.1.2 den dolay1 F(/) yakinsaklik
alanmnin /7, ile benzer olmasi i¢in gerek ve yeter sart / mnin bir maksimal ideal

olmasidir. Buradan / nin maksimal olmadig1 varsayim altinda F(/) dan s6z etmek
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uygundur. Bu durumda F(/)c/, dir ve Teorem 4.1.3 ile F(/) kiimesi ¢, un bir
+

kapal1 lineer alt uzayidir.
Asagidaki teorem, Teorem 4.1.5 in bir sonucudur.

Teorem 4.1.6: / nin N de maksimal olmayan bir uygun ideal oldugunu varsayalim.
Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

1. Eger x €/, \F(I) ise p(x,F(I))=1 dir.

2. Eger x e F(1) ise p(x, F(I)) =% dir.

Teorem 4.1.4 den F(/ *) cF)=FU *) oldugundan ispat elde edilir.

Sonug 4.1.1: Teorem 4.1.6 nin kosullar1 altinda;
1. Eger x e ¢, \F(I) ise p(x,F(J*))z 1

1

2. Eger x e F(1) ise p(x, F(I*))Z 5

dir.

42 (., F() ve F( *) da Maksimal Idealler

Burada cebirsel agidan 7, F(1) ve F(1 *) reel say1 dizilerinin halkasindan soz

edilecek ve N de I maksimal (gercek) idealleri ve bu halkalardaki cebirsel A4

maksimal (gercek) idealleri arasindaki baglant1 verilecektir.

Oncelikle halkalarda ideallerle ilgili baz1 bilinen durumlari hatirlayalim. R, 1 ile bir

degismeli halka olsun. O halde 4 nin R de bir maksimal ger¢ek ideal olmasi i¢in gerek

ve yeter sart R\ A nin bir cisim olmasidir. Agikga led ise A ideali gergek ideal
degildir.

Lemma 4.2.1: R degismeli halkasinda her 4 gergek ideali R de bir 4, maksimal
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ideali tarafindan kapsanir.

Lemma 4.2.2: U ={U,} , X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. U nun sonsuz alt

aileleri X 1 ortecek sekilde verilsin. O halde U ailesi, X deki bir maksimal / idealine
genisletilebilir.

Reel sayilarm x=(x,), y=(y,) dizleri i¢in x+y=(x,+y,) ve xy=(x,.y,)
seklinde ifade edilir. O halde /., F(I) ve F(/ *) (I, N de bir uygun ideal) bu yolla

tammlanan + ve . ile 1= (1) ile degismeli halkalardir.

Asagidaki ifade de N in / maksimal idealinin uygun olmasi gerekmedigi kabul
edilecektir yani /, Tanim 2.7 nin yalmz kosullarin1 saglar. Teorem 4.1.2 nin ispatinin
ayrintili bir analizi / nm uygun olmasi1 gerekmedigini gosterir. Asagidaki teoremin

ispatinda Teorem 4.1.2 nin bu 6zelligi kullanilmistir.

Teorem 4.2.1: S, 7/, un bir alt halkasi olsun.
1. §, tiim sabit dizileri iceriyor ise

2. Eger bazi K reel sayillarnn ve her ne N igin (xn)e Sve x,>K>0 ise

[L] e § dir.
xi’l

O halde 4 nn S de bir maksimal ideal olmasi icin gerek ve yeter sart
A=A ={x=(x,)e S;I-limx, =0} olacak bigimde N de / maksimal idealinin var
olmasidir.

Ispat: / nmin N de bir maksimal ideal oldugunu varsayalim. Agikca A4;, S de bir
idealdir. 4; nin maksimal oldugu gosterilebilir. Teorem 4.1.2 ye bagl olarak her bir
(x,)e ly icin I —limx, vardir. ®;(x)=17~limx, olacak bicimde bir @;(x): S — R
homomorfizmi tanimlanabilir. S tiim sabit dizileri i¢erdiginden @®; ortendir. Agikca

A; = Ker® ve S\ 4; =R dir. Buradan 4; bir maksimal idealdir.

S de her maksimal idealin, N de baz1 / maksimal ideali i¢in 4; formunda oldugunu
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gosteririz. M(N), N deki tiim maksimal ideallerin kiimesi olsun. 7 € M(N) iken S de
A 1idealinin higbir A4; tarafindan kapsanmadigini varsayalim. Buradan her bir

Ie M(N) maksimal ideali i¢in x, >0 ve I-limx, =L>0 olacak bigimde bir

(x,)e 4 dizisi vardir. Boylece her neV; igin x, >§ olacak bigimde V; € F(1)

m
vardir. N © UVIk olacak bi¢cimde sonlu bir
k=1

15,1} (4.19)
kiimesinin var oldugunu gosterelim. Karsit olarak {V;;7 € M(N)} Lemma 4.2.2 nin

varsayimlarmni saglar ve {V;;1 € M(IN)}c I ile I, maksimal ideali vardir. Buradan

Vi, € 1o ve Vi, € F(Ip) eliskisi elde edilir.

@4.19) daki  {I;,01y,n1,,} igin  x@)  (i=12,.,m) dizisi her neV; icin
ng) > % ve xgli) >0 1 saglayan ) = (x,(f))e A4 seklinde olsun (Li =1; —limx,(f)).
2, =xW @ m) seklinde ifade edilsin. O halde her bir ne N icin (z, )e A
dir ve z,, > min Li >0 dir. (if) den [L] eS dirve 1= [anJ € A dir. Buradan

1<i<m 2 Zp Zp

A, S de bir gergek ideal degildir.

Sonug 4.2.1: 7 (F(I), F(I*)) da Ael, (F(I), F(]*)) kiimesinin bir maksimal ideal
olmas i¢in gerek ve yeter sart 4=4; = {x = (xn)e l (F(I),F(I*)): J—limx, = O}

olacak bigimde N de bir J maksimal idealinin olmasidir.

Ornek 4.2.1: Eger I, me N iigermeyen N in tiim alt kiimelerinin tamamin

olusturan maksimal bir ideal ise 4 ={x=(x,)e S:x, =0} nin S de maksimal ideal

oldugu kabul edilir.
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5. REEL FONKSIYONLARIN 7 - SUREKLILiGi

I —yakinsaklik kavrami kullanilarak bir noktada bir fonksiyonun limitinin Heine

tanimina benzer bir yolla / — siireklilik kavrami tanimlanabilir.
Tanim 5.1: / birideal ve f : R — R bir fonksiyon olsun. Eger
I -limx, =xg=>1-limf(x,)=f(xq)

f fonksiyonu x, € R noktasinda / — siireklidir denir.

Omek 3.1 5. de I, —yakinsakhigin istatistiksel yakinsaklia denk oldugu gibi

I —siireklilik de ayn1 se¢imle istatistiksel siireklilige denktir.

Teorem 5.1: 1, x, da [ —siirekli olsun. O halde f, x; da genel anlamda siireklidir.

Ispat: Eger f,x( da siirekli degilse xq da [ — siirekli olmadig1 gosterilecektir. Eger
f,xo da siirekli degilse n=12,... i¢cin x,, = xy ve |f(xn)—f(x) =1 >0 olacak
bigimde bir (x,,) dizisi ve bir 77 >0 sayisi vardir. x,, = xo ve I ideali uydun ideal

oldugundan [ -/limx, =x, dir. Acikca {n ; |f(xn )— f(x] > 77}= Negl dir ve

I —1limf(x, )= f(xy) saglanmaz.

Onerme 5.1: f ve g, R de I —siirekli olsun. gof fonksiyonu R de I — siireklidir.

Onerme 5.2: Eger f ve g fonksiyonlar1 x, da [ —siirekli ise f+g ve f.g, x, da
I — siireklidir.
Ispat: Fonksiyonlarm carpim durumu igin ispat su sekildedir:

I —limx, = x olsun.

I—lim(f.g)\x,)= f.g(xp)

yani
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I—tim f(x,)g(x,)= flx0)&(xo) (5.1)

oldugu ispatlanacaktir. Onermenin varsayimindan
B=1{n:|f(x,)- f(xo) <1} F(1)

dur.

|/ (e ) (en )= £ (o0 ) (o) < | N ) = &lxo )} + g (o N ()= £ (x0) (5.2)
elde edilir. 1 € B icin

|/ Gen ) <[/ (oo )} +1 (5.3)

dir ve (5.2) ve (5.3) den

£ G, g, )= Gy D (o )} <[£ (e )+ 18 (v, ) — & ocg ) + | G £ (x, ) = £ (g ) (5.4)

olur. £ > 0 olsun.

0<2p< (5.5)

| (x0 ) +|glxg ) +1

olacak bigimde 7 > 0 segelim.
My ={n:|fn)-fxo)<nf  ve  Ma={n:]g(x,)-g(xo) <n) kiimeleri
F(I) ya aittir. Agikga BAM| "M, € F(I) ve her bir ne BAM| N M, igin (5.4) ve
(5.5) den | f(x,, )g(x, )— f(x0)g(xo) < & elde edilir. Buradan

{21/ (e Dl )= £ (x0 g (x0 ) = e} e F(1)

dir ve (5.1) saglanr.

Burada ayrica (a,h) de arastirilacak I —siireklilik kavrami ve f :(a,b)— R
fonksiyonundan séz edilecektir. (a,b) iizerinde tiim 7 — siirekli fonksiyonlarin kiimesi

C(I) olsun. Yukarida sozii edilen Teorem 5.1 , C(I)c C(I f) oldugunu one siirer

(C (I f )-genel anlamda tiim siirekli fonksiyonlarin sinift).

Teorem 5.2: C(If)c C(1) dr.

Bu teoremin ispati i¢in gerekli olan asagidaki lemmay1 ifade ve ispat edelim.

Lemma 5.1: C (I ) kiimesi her / ideali i¢in diizgiin yakinsakliga bagl olarak kapalidir.
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Ispat: Her bir m icin f,, € C(I ), ( fm) dizisi f e dlizglin yakinsak olsun ve
xg € (a,b) olsun. f in x da I —siirekli oldugunu gostermek yeterlidir. Keyfi & > 0

secelim ve (x,, ) dizisi igin 7 —limx,, = x( olsun. A(e { |f )> g}
seklinde ifade edilsin. ( fm) in f e dilizgiin yakinsaklig1 her bir x € (a,b) icin

| Tk (x)— f (x] < % olacak bicimde £ nin var oldugu anlamina gelir. O halde her
ne A(e) icin

& <|f(en)= S o) <[ (e )= S Cen )+ Cen )= S (g ) + [ (0 )= S (0 )} <
i)~ ficlwo )+

elde  edilir. Sonu¢  olarak % < | Fi ()= 1 (xo )| dir.  Buradan

A(e)c{n:|fk(xn)—fk(x0)2§}el, Alg)el ve I— lim f(x,)= f(xq) dir.

n—>0

Ispat (Teorem 5.2): [ —siirekliligin taniminin basit bir sonucu f (x):sabit ve

f (x): x fonksiyonlarinin C(I ) ya ait oldugudur. Toplama ve ¢arpmaya gore C (1 )

n
kiimesi kapal1 oldugundan her bir f ZCk Xk polinomunun C( ) ya ait oldugu
k=0

sonucu elde edilir. Weierstrass teoremine gore her siirekli fonksiyon, polinomlar

dizisinin bir diizgiin limitidir ve Teorem 5.2 nin ifadesi Lemma 5.1 in sonucudur.

Tamm 5.2: Iy ve I, wuygun idealler olsun. Eger her (xn) dizisi i¢in
I} —limx, =xy = I, —lim f(x,)= f(xo) elde ediliyorsa f :(a,b)— R fonksiyonu
xo da (Ij,I,)-siireklidir denir (xy €(a,b)). Eger f, her bir xe(a,b) de

(1;,1,)-siirekliise f, (1,1, )— siireklidir denir.

Uyar 5.1: Daha 6nce bahsedilen 7 — siireklilik Tanim 5.2 deki (7, 1)- siireklilik

anlamindadir.

35



Teorem 5.3: 1. /{ < I, olsun. f in ([ 117 )— stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart f

in / f- surekli olmasidir.

2. )\I, #¢ olsun. f in (1 1,12 )— stirekli olmast icin gerek ve yeter sart f in bir sabit
fonksiyon olmasidir.

Ispat: 1. f, xy da [  —strekli olsun ve xo =I; —limx, olsun. Teorem 5.2 ye gore
flxg)=1 —limf(x,)  elde  edilir  yani her bir &>0  igin
Alg)= {n : |f(xn)—f(x0)| > g}e I dir. I; c I, oldugundan her ¢ >0 igin A(g)e I,
ve Ip —lim f(x,)= f(xo) du.

Xo, f in bir siireksizlik noktas: olsun. [ ; —limx, = x olacak bigimde bir (x,,) dizisi
vardir ve uygun bir £ >0 i¢in n=12,.. oldugunda | flx,)-r1 (x0)| > ¢ esitsizligi
saglanir. Buradan agikga I; —limx, = xy ve Ale { |f x,)— f(x M 8}:N¢12

dir. Buradan £, xq da (I,1,)- siirekli degildir.

2. Eger xg €(a,b) ve f sabit bir fonksiyon ise her bir £>0 ve I} —limx, =x

seklinde her (x,,) dizisi icin A(e { |f f(x()] > g}z pel, dirve f, xy da
(1;,1, )~ siireklidir.

Eger f sabit fonksiyon degilse (a,b) de f (yl);t f (yz) olacak bicimde y; ve y;
vardir. Varsayimdan A€/ \/, ve N\ A sonsuz kiimelerdir. z; — y; olmak lizere

(x,) dizisi ne N\A={n <ny <.} igin x, =z ve ned igin x, =y, seklinde

tammlansin. Agikea 11 —limx, =y, dir.

= {n : |f(xn )—f(y1)| > g}; A elde edilir. 4 ¢ I, oldugundan A(g) kiimesi 7, ye

ait degildir. Boylece f, y; de (11,1, )— siirekli degildir.

Tamm 5.3: Her (x,,) dizisi igin " —limx, =xq = I —lim f(x,)= f(xo)
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saglantyorsa f fonksiyonu x da / * _ siireklidir.

Teorem 5.4: Eger / ideali (AP) ozelligine sahipse f in xy da / * _siirekli olmast

icin gerek ve yeter sart f in x( da siirekli olmasidir.
ispat: (x,) bir dizi ve f, xy da [ " _siirckli olsun. O halde

I —lim X, =Xy = I —lim flx,)=fl(xg) dir. I, (4P) ozelliginde ise bu ifade

I—limx, =xq = I—limf(x,)= f(xy) ile denktir ve Teorem 5.1 e gére f, xq da

streklidir. f, xq da siirekli ve [/ " _lim X, =xo olsun. O halde limx,, =xq olacak

bigimde bir M ={m; <m, <..} kiimesi vardir. f, x, da siirekli oldugundan

lim f{x,, )=f(x) ve I" —lim f(x, )= f(xy) elde edilir.

k—o
Tanim 5.2 den agagidaki tanim yapilabilir:

Tamm 5.4: [y ve I, uygun idealler olsun. Eger her (xn) dizisi i¢in
11* —limx, =xy = I; —lim f(x,)= f(xy) oluyorsa, f:(a,b)— R fonksiyonu x, da

*

(11* Iy )— stireklidir denir (x( € (a,b)). Eger f fonksiyonu her bir xe (a,b) de

(I 1* vi ; )— stirekli ise f, (I 1* v ; )— stireklidir denir.

Teorem 5.5: I; (AP) ozelliginde olsun.

1. Iy, olsun. f 1n (]1* ,1;)—sﬁrekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart f in

1 f- surekli olmasidir.

2. I}\1I, #¢ olsun. f in (11*,15 )— stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart f in bir

sabit fonksiyon olmasidir.
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Ispat:

11* —limx, =Xx :>I; —tim f(x,,) = 1 (xo)

iken

I, =limx, =xy =1, —lim f(x, )= f(xp)
oldugunu gostermek yeterlidir. 11* —limx, =xy < I —limx, =xy denkligi /; in

(4P) bzelliginde olmasimin bir sonucudur.
13 =lim f(vy) = f(x0) = Iy ~lim £ (x,) = £ (x0)

oldugu aciktir. Teorem 5.5 in ifadesi Teorem 5.3 iin sonucudur.

38



6. TOPOLOJIK UZAYLARDA I - SUREKLILIiK

Reel fonksiyonlarda oldugu gibi topolojik uzaylarda da [/ —siireklilik i¢in benzer bir

tanim verilebilir.

Tamm 6.1: /, N de bir ideal ve X,Y topolojik uzaylar olsun. Eger X de her bir
(x,,) dizisi igin;
I—limx, =xy = I -lim f(x,)= f(xo)

oluyorsa f: X — Y doniisiimii x, da I —siireklidir denir.

Teorem 6.1: X,Y topolojik uzaylar ve I keyfi bir uygun ideal olsun. Eger
J:X —>Y [I-surekliise [, I, —stireklidir.

Ispat: f in I —siirekli oldugunu fakat 7  —strekli olmadigini varsayalim. O halde
Iy —limx, =x olacak bigimde bir (x,) dizisi vardir, fakat I, —lim f(x,) = f(x)
degildir. A(V)={n:f(x,)eV} el r olacak bi¢imde f (x) in bir ¥ agik komsulugu
vardir. Yani A(V) sonsuzdur. (y,) N in A(V) alt kiimesi ile verilen (x,,) dizisinin alt
dizisi olsun. O halde {n:f(y,)eV}=N dir. Aymt zamanda (y,) alt dizileri igin
Iy—-limy, =x elde edilir. O halde /-limy,=x ve f in [ —strekliligi ile

I—1lim f(y, )= f(x) dir. Buradan {n: f(y,)eV}= N eI dir ki bu bir geliskidir.

Teorem 6.1 deki ifadenin ¢ift tarafli olmadigina dair bir 6rnek bir sonraki boliimde

verilecektir.

Iy —sirekliligin siireklilige denk oldugu topolojik uzaylara dizisel uzaylar denir.

Dizisel uzaylar “Spaces in which sequences suffice” de S.P.Fraklin tarafindan tamamen
incelenmistir. Dizisel uzaylarla ilgili iyi bilinen bazi durumlar tanmitilacaktir. Tiim ilk
sayilabilir ve tiim metrik uzaylar diziseldir. X in dizisel olmasi i¢in gerek ve yeter
sartin ¥ < X in X de her bir yakinsak diziyi tiim limitleriyle kapsayan kapali bir kiime

olmasi gerektigi bilinir. Dizisel uzaylar, metrik uzaylarin tam anlamiyla boélim
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uzaylaridir. Dizisel uzaylar, boliim uzaylar1 ve topolojik toplamlarin olusumu altinda

kapalidir.

Sonu¢ 6.1: X bir dizisel uzay ve [ bir uygun ideal olsun. Y bir topolojik uzay
f : X — Y bir doniisiim olsun. O halde asagidaki ifadeler denktir.

1. f, stireklidir,

2. f, 1 r — stireklidir,

3. f, I —siireklidir.

6.1 I —Siireklilik ve Asal Uzaylar

Eger X in bir yigilma noktasi varsa X topolojik uzayina asal uzaydir denir. N de
gercek idealler ile oo yi1gilma noktali N v {oo} kiimesi tizerindeki asal uzaylar arasinda

birebir esleme vardir.

I bir gercek ideal olsun. N U {oo} kiimesi tizerinde bir N; topolojik uzay: su sekilde
ifade edilir: U c N v {oo} kiimesinin N; da agik olmas i¢in gerek ve yeter sart oo ¢ U

veya U/ {oo} eF (I ) olmasidir. N, oo yigilma noktas ile agikca bir asal uzaydir.

Diger taraftan P, N u{oo}ijzerinde o yigilma noktast ile bir asal uzay olsun.

I = {U c N:U,Pde kapah} olsun. / nin bir gergek ideal oldugu kolaylikla goriiliir.

Asagidaki onerme N; uzay: ve I — yakinsaklik arasindaki iligkiyi gosterir.

Onerme 6.1.1: X bir topolojik uzay, her bir ne N igin x, € X, xe X olsun.
f(n)=x, ve f(o)=xile f:N; — X doniisiimii tanmimlansin. O halde 7 —limx, = x
olmasi icin gerek ve yeter sart f* in stirekli olmasidir.

Ispat: 7 —limx, = x olsunve U, X in bir agik alt kiimesi olsun. Eger x ¢ U ise
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ooef_l[U] dur ve f_l[U] aciktir. Eger xeU ise {n:f(n)eU}eF([) ve

f -1 [U]= {n: f(n)e Ut {o} agiktir. O halde f siireklidir.

f:N;—> X siirekli oldugunu varsayalim. /—limx, =x oldugu gosterilmelidir.

Gergekten eger U, x in bir agik komsulugu ise /! [U]={n: f(n)eU}U{o} N; da
agiktir. Buradan {n:x, eU}e F(I) ve {n:x, ¢U}e dr.

S, N de gergek ideallerin bir ailesi olsun. Her bir 7 € § i¢in f [ —siirekli iken her
f X — Y dontisiimii stirekli ise X topolojik uzayina S —dizisel uzay denir (kisaca f

S —siireklidir denir).

Lemma 6.1.1: Her bir / € § i¢in N; uzay1 S —diziseldir.
Ispat: Agikca N de 7 —limn = oo dur. Onerme 6.1.1 den ispat elde edilir.

Lemma 6.1.2: Tim S —dizisel uzaylarin sinifi, bolim uzaylarmin ve topolojik

toplamlarin olusumu altinda kapalidir.

Ispat: X j»J€J, S—dizisel uzaylarmm bir sistemi olsun. HX j nin S —dizisel
jeJ

oldugunu gosterilecektir. f : HX j =Y, §—sirekli olsun. Her bir j € J i¢in f| X;
jeJ

nin § —stirekli oldugunu gostermek yeterlidir (o zaman her bir f| X; stireklidir ve bu

sebeple ayni zamanda f  sireklidir). Diger taraftan X ; de /-limx, =x ise

HX jde de I -limx, =x oldugu aciktir. O halde
jeJ

[=limf |y, (v,)=1-limf(x,)=f(x)=f|x, (x) dir.
X bir S—dizisel uzay ve g: X — Y bir bolim doniisimi olsun. f:¥Y > Z

S —siirekli olsun. O halde fog S —siireklidir (Onerme 5.1 ve Teorem 4.1). Buradan
fog stirekli ve f stireklidir.

Lemma 6.1.3: X ve Y topolojik uzaylar ve f: X — Y Orten siirekli bir doniisiim
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olsun. O halde f in boliim doniisiimii olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir g:Y — Z
i¢in
g siirekli < gof siirekli (6.1)

olmasidir.

Teorem 6.1.1: / €S icin X topolojik uzaymin § —dizisel olmasi icin gerek ve yeter

sart X in N; uzaylarmin benzerlerinin bir topolojik toplaminin boliimii olmasidir.
ispat: (<) Lemma 6.1.1 ve Lemma 6.1.2 den ispat elde edilir.

(:>) Onerme6.1.1 e gore f: X — Z doniisiimiiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter
sart her bir / € S ve her siirekli g: N; — X doniisiimii i¢in fog nin siirekli olmasidir.

Bazi eSS i¢in g;:X; > X, jeJ, X;=N; olacak bi¢imde tim stirekli

déniigiimlerin sistemi olsun. O halde ¢:[g;]: HX j =X kombinasyonu Lemma
jeJ

6.1.3 den bir boliim dontistimiidiir.

Sonu¢ 6.1.1: X in her bir sayilabilir U alt uzay: i¢in VU, U da kapaliyken
V < X kapaliysa topolojik uzaya sayilabilir iirete¢ denir. S, N in tim (uygun)
ideallerinin sistemi olsun. O halde X topolojik uzayinin sayilabilir lirete¢ olmasi i¢in
gerek ve yeter sart X in S —dizisel olmasidir, yani her Y topolojik uzay1r ve her
f: X =Y doniislimii i¢in;

f siirekli < f, N deher bir / (uygun) ideali i¢in 7/ — siirekli
dir.

Ornek 6.1.1: 4 j»J €J sonsuz kiimelerin meydana getirdigi N in bir ayrisimi olsun.

N de bir [ ideali tanimlayalim. M in / ya ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart M in

sadece sonlu birgok 4 ile sonsuz kesisimini i¢ermesidir. Agik¢a / bir uygun idealdir
(“On subsequentialspaces” da S.P. Franklin ve M. Rajagopalan tarafindan incelendigi

gibi N; uzayr S, uzayma homomorfiktir. Bu dizisel olmayan bir uzaym bir 6rnegi

olarak burada kullanilir).
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neN i¢in x,, e N ve Ny da limx, = oldugunu dolayl olarak farz edelim. Her bir

ke N igin N;\ 4; kiimesi oo un bir agik komsulugudur, o halde 4 , (x,,) dizisinin
sadece sonlu birgok terimini igerir. Bu nedenle {x, :n € N} I ya aittir ve N; da o un

bir acik komsulugudur.

O halde N; uzayinda gergek yakinsak dizisel yoktur. Bu nedenle her f:N; > X

doniisimi [, —stireklidir. Eger ne 4; ise f (n) =% ve f(0)=1 olacak bicimde

f :N; >R donlsiimiinii kuralim. Agik¢a f siirekli degildir. O halde bu 6rnek
Teorem 5.1 deki icerigin tersinin dogru olmadigini gosterir. Lemma 6.1.1 den f,
I —stirekli degildir (N; da I —limn =oo dir, fakat / —1lim f(n) = f(0) elde edilmez).

Bu 6rnek ayni zamanda Teorem 6.1 in igeriginin tersinin olmadigini gosterir.

S, N de uygun ideallerin bir sistemi olsun. S dizisel uzaylarinin dizisel uzaylar gibi

benzer kosullarla karakterize edilip edilemeyecegini arastiralim.

V' nin noktalarmin her bir / — yakinsak (x,,) dizisi igin
IS iken V, (xn) in tiim / — limitlerini igeriyorsa V', (6.2)
X de kapalidir.

I — limitlerini igeriyorsa kisaca V', I — limitlere bagli olarak kapalidir denir.

Lemma 6.1.4: Eger bir X topolojik uzay1 (6.2) yi sagliyorsa S — diziseldir.

Ispat: f: X — Y bir S—siirekli doniisim ve ¥ Y bir kapal kiime olsun. f _I[V]
nin kapali oldugu gosterilmelidir. Her bir ne N i¢in x, € f _1[V] , 1S igin
I -limx, =x iken xe f _I[V] oldugunu gostermek yeterlidir. f in § —siirekliligi

I—lim f(x,)= f(x) ve f(x)e V =V anlamma gelir ve buradan x e f_l [V] dur.
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Lemma 6.1.5: (6.2) yi saglayan tim X uzaylarinin sinifi, boliim uzaylar1 ve topolojik

toplamlarin olusumu altinda kapalidir.

Ispat: HX ;j nin bir alt kiimesinin kapal1 olmas i¢in gerek ve yeter sart her bir j € J
jeJ

icin X ; ile kesisimlerinin X ; de kapali olmasidir. Eger V', HX j de I—limitlere
jeJ

bagli olarak kapali ise her bir j € J i¢in X ; deki / —limitlere bagh olarak "X ; de

kapalidir. Buradan bu uzaylarin sinifi topolojik toplamlar olusumu altinda kapalidir.

X ,n (6.2) yisaglasin ve g: X — Y bir boliim doniisiimii olsun. V', her bir j € J i¢in
X ; deki I —limitlere bagh olarak kapali olan Y nin bir alt kiimesi olsun. q_l[V] nin
kapal1 oldugu gosterilmelidir. Her bir /7 € S i¢in / — limitlerine gore q_l[V] nin kapali

oldugunu gostermek yeterlidir. Her bir ne N i¢in x, eq_l[V] ve [eS iken

I -limx, =x olsun. g siireklidir ve Teorem 5.1 den aym1 zamanda [ — siireklidir.

Buradan /—-limg(x,)=¢g(x) ve g(x)eV, xe q_l [V] dir.

Lemma 6.1.4, Lemma 6.1.5 ve Teorem 6.1.1 in birlesiminden asagidaki ifade elde

edilir.

Onerme 6.1.2: S, N de uygun ideallerin bir sistemi olsun. Her bir / €S igin N;
uzay1 (6.2) yi saglasin. O halde bir X topolojik uzaymin § —dizisel olmasi i¢in gerek

ve yeter sart [ € S igin ¥ (x,) in tiim 7 — limitlerini igeriyorken ¥ nin noktalarinin

her bir I —yakinsak (x,,) dizisi igin ¥ < X in kapali olmasidur.

Sonraki 6rnek bir N; asal uzayi i¢in genelde (6.2) nin saglanmadigin1 gosterir.

Ornek 6.1.2: 4 jJ€J sonlu kiimelerden olugan N in bir ayrisimi olsun. N de bir /

ideali tanimlansin. M in / ya ait olmasi igin gerek ve yeter sart M M A4; in sonlu ve

M in sadece sonlu bir ¢cok A4 i ile sonsuz kesigsimlerine sahip olmasidir. Acikga

A v {oo} kiimesi tizerindeki N; uzaymnin alt uzayi, N; f de homomorfiktir ve Ornek
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6.1.1 den {oo}u A; | kiumesi iizerindeki alt uzay, S, uzayma homomorfiktir.

J
2

s

J

o0
V= UA i olsun, V' #[1 dir, bu nedenle V', N; de kapali degildir. Fakat
j=2

I — limitlerine bagli olarak V' kapalidir.

Tersine sadece sonsuzdan sonsuza bir doniisiim olacak bi¢cimde f :N; — Vu{oo}

stirekli doniisiimiiniin var oldugunu farz edelim. O halde kisith 1| 4, Ufo} S 5 de oo a

yakinsayan bir diziye karsilik gelir. Fakat Ornek 6.1.1 de S, de bdyle bir dizinin

olmadig1 gosterildi.
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