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2020; Sayfa: 68

Tez Danismant: Dr. Ogretim Uyesi Yusuf Ali TANDOGAN

OZET

Bu tez dort béliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrilmastir.

fkinci boliimde, 3-boyutlu Oklid ve 3-boyutlu Afin uzayindaki ylizey teorisi ile ilgili
bazi tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde,3-boyutlu Afin uzaydaki ételeme yiizeyi ele alinacak ve bu yiizeyin
hem agilabilir hem de minimal olmasi igin gerekli hesaplamalar yapilacaktir. Buna
ilaveten daha 6nce Centro-Afin uzayda Huili Liu tarafindan verilen minimal yiizeylerin
Afin uzayda minimal ve agilabilir olma sartlari verilmistir.

Dordiincii bolim sonug kismina ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Gauss egriligi, ortalama egrilik, 6teleme ylizeyi, minimal yiizey



SOME FLAT AND MINIMAL SURFACES
IN THREE DIMENSIONAL AFFINE SPACE
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2020; Page: 68
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some definitions and theorems related to surface theory in 3-
dimensional Euclid and affine space are given.

In the third chapter, 3-dimensional affine translational surface in space will be dealt
with and the calculations required for this surface to be both developable and
minimal.

In addition, conditions of minimal surfaces are provided that given before by Huili
Liu to be minimal and developable in affine space.

The four chapter is devoted to result and discussion.

Keywords : Gaussian curvature, mean curvature, translational surface, minimal

surface
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1.GIRIS

Afin uzay, Oklid uzayinin bazi ozelliklerini, sadece paralellik ve paralel dogru
pargalarinin uzunluklarinin oranini koruyarak, uzaklik ve uzaklik kavramlarindan
bagimsiz olacak sekilde genellestiren geometrik bir yapidir. Afin diferansiyel
geometri, diferansiyel degismezlerin hacim koruyucu afin doniisimleri altinda
degismez oldugu bir tir diferansiyel geometridir. Afin ve Riemann diferansiyel
geometrisi arasindaki temel farklilik, afin durumda, metrikler yerine bir manifold
tizerine hacim formlart eklenmesidir.

R3'te afin maksimal yiizey ailesi; geometrik bir fonksiyonun agirihklari ve iligkili
Euler-Lagrange denklemi bir Hessian denkleminin genellestiren, dogrusal olmayan
dordiincii dereceden bir kismi diferansiyel denklemi oldugu igin geometrik analizde
onemli bir konudur (Milan F., 2014).

Diizlemsel egrilik ¢izgilerine sahip minimal yiizeylerin incelenmesi klasik bir
konudur ve 19'uncu yiizyilin sonunda Bonnet, Enneper ve Eisenhart tarafindan
incelenmigtir (Calabi E., 1990).

Minimal yiizeyler teorisi, 1740 yilinda Isvegli Matematik¢i Leonhard Euler (1707-
1783)’in ¢alismalari ile baslamis ve 1760°da Fransiz Matematik¢i Joseph Louis
Lagrange (1736-1813)"1n galismalart ile hiz kazanmistir. Bilinen ilk minimal ylizey
dizlemdir.

Agilabilir yiizeyler, gerilmeden ve yirtilmadan diizleme serilebilen yiizeylerdir. Bu
ozelliginden dolayt sheet-metal ve plate-metal temelli endiistrilerde (Boersma J.,
1995, Frey W., 1992) deniz araglari ylizeyinde, ugak yiizeylerinde (Pegna J., 1992)
ve mimari yapilarda yaygin bir sekilde kullaniimaktadir. Gemi, ugak ve mobil
vasitalarin tasariminda ¢ok kullanilan agilabilir yiizeylerin kesisimi literatlirde
Onemli bir yer tutmaktadir.

Diferansiyel geometriden de bilindigi gibi, bir agilabilir ytizey duzlem, konik,
silindirik yiizey ya da bir egrinin tegetlerinin dogurdugu yiizey olabilir (Kruppa E.,
1957, Hacisalihoglu H., 1994). Uretegleri asal egrilerdir ve ylizeyin tiim noktalarinda
Gauss egriligi sifirdir.

Bu ¢alismada, 3-boyutlu Afin uzayda, Centro-afin uzayda (Liu H.,1996) tarafindan
bulunan bazi yiizeylerin agilabilir ve minimal olma sartlarini saglayan durumlar
{izerinde ¢aligacagiz.



2. MATERYAL VE YONTEMLER

Bu bsliimde 3-boyutlu Oklid ve 3-boyutlu Afin uzayindaki yiizeyler teorisi ile ilgili
bilgiler verilecektir.

2.1. Oklid Uzay ve Yiizeyler

Bu boliimde Oklid uzay: ve bu uzaydaki teorisine ait temel tanim ve teoremler
verilecektir.

Tamm 2.1. Q, E? uzaymn irtibatli bir agik alt ciimlesi olmak iizere,
Y:QcE*—>E? , diferensiyellenebilir ve regiiler bir doniigim olsun.

¥:Qc E? - o(Q) doniigimii bir homomorfizm ise W(Q) cimlesine, £° uzayinda

bir basit yiizey denir. Y., E’ uzayimnin bir alt cimlesi olsun. M her bir p noktast igin
peW(Q) ve ¥(Q)c X olacak bigimde bir'W(Q) basit yiizeyi bulunabiliyorsa 2

ciimlesine £’ uzayinda bir yiizey denir (Hacisalihoglu H., 1994).

Tammm 2.2. Bir <,>:R3><R3—>R fonksiyonu  her x,ye R’ igin

X =(X,%),%3),y = (yl,yz,y3);x,,yf € R olmak iizere,

3
(x,9)=Y xy,
i=l

seklinde tanimlaniyorsa (,> fonksiyonuna R’ vektdr uzayinda bir i¢ garpim denir. Bu

i¢ carpima Oklid anlamindaki i¢ arpim veya R’ uzayindaki standart i¢ garpim denir.

Herhangi iki x=(x,,x,,x,) ve y=(y,,5,,¥,) vektorlerinin i¢ g¢arpimi geklinde

gosterilir(Hacisalihoglu H., 1994).

Tamim 2.3. E* uzayinda bir x vektoriiniin normu ,/(x, x) olarak tanimlanir ve

\}

ile gosterilir (Hacisalihoglu H., 1994).

Tanm 2.4. 3 boyutlu Oklid uzaymda Vx=(x,x,,x,), y=0,,,,,)€ E igin
Oklid vektorel garpimi,



X /\y:(sz’3 = VaXy, X3 Yy — VaXy s X Yy _J’1x2) 2.1)
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu H., 1994).

Tamm 2.5. Y yizeyi ¥:Qc E* — E® parametrizasyonu ile verilsin. Y nin
p

pe W(u,v) noktasindaki teget uzayr T ,(M), W, ve ¥, ile gerilen bir vektor

uzayidir. Béylece ) nin birinci ve ikinci temel formlari, sirasiyla,
I = Edu® + 2Fdudv + Gdv® 2.2)
Il = edu’ +2 fdudv + gdv®

esitlikleri ile hesaplanir. Burada, N birim normali olmak iizere, birinci ve ikinci

temek katsayilari, sirayla,

E=(¥

u?

), F=(¥,¥,), G=(¥,

u?

¥, (2.3)
ve

e=(¥,.N).f=(¥,.N),g=(¥,,) (2.4)
seklindedir (Hacisalihoglu H., 1994).

Eger ¥, A Y,

| #0 ise ‘I’(u,v) parametrizasyonu regiilerdir denir .Bundan sonra,

aksi soylenmedigi sirece ¥(u,v) parametrizasyonu regiiler kabul edilecektir.

Onerme 2.1. Y vyiizeyi ¥:Q c E* — E° parametrizasyonu ile verilsin. (2.3) ve

(2.4) esitliklerinden, Y yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligi sirasi ile

— .2
K =8 .)‘_2
EG-F"

Eg = 2Ff +Ge

2H = :
EG-F



seklindedir. Ylizeyin asli egrilikleri

k=H+VH>-K
k,=H-VH>-K

dir

Tanim 2.6. Monge Yiizeyi

Y:QcE*—>E’ve h: E* >R, (u,v)-h(uv) olmakiizere,
Y¥(u,v) = (u,v,h(u,v)) seklinde tanimlanan yiizey Monge yiizeyi adin: alir.

(Liu, H.L., 1999)

Tanim 2.7. Oteleme Yiizeyi
Y yiizeyi,

W(u,v) = (u,v, h(u,v))
seklinde tanimlansin. Burada

h(u,v) = f(w) + g(v)
bigiminde ise,
W(u,v)=(u,v, fW)+g(v))

seklinde yazabiliriz. Bu durumda ¥ yiizeyine dteleme yiizeyi denir.

Tanim 2.8. Minimal Yiizey

Y yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu siftr ise bu ylizeye minimal yiizey denir.
(Hacisalihoglu H., 1994)

Tanim 2. 9. Scherk Yiizeyi
W(u,v)=(u,v, f(u) + g(v))
minimal yiizey ve a # 0 olmak tizere
flu) = —%ln(cosau)_ ve g(v) = %ln(cosav)

ise



¥ (u,v) = (u, v,iln (ﬂﬁ»

Cosau

seklinde yazilir. Bu ¥ yiizeyine Scherk yiizeyi denir. (Liu, H.L., 1999)

Lemma 2. 1. Genel olarak bir (u, v) - (u, v, h(u, v)) Monge yiizeyi,bir minimal
yiizeydir. © (1 + h2)hy,, — 2h,h,hy, + (1 + h2)h,, =0
Burada 4 nin 6zel se¢imiyle minimal yiizeylerin ilging bir 6rnegini bulabiliriz.

1835°te Scherk (u,v) — (u, v, f(uw) + g(v)) formunun, yani 6teleme yiizeyinin
minimal ylizey olma sartini saptamistir, Bu, asagidaki teoremle verilecektir.

Teorem 2.1. Eger, Monge yiizeyi h(u,v) = f(u) + g(v) minimal ételeme yiizeyi
ise ¥ ,

ya bir diizlem pargasidir ya da a # 0 olmak tizere;

h(u,v) = %log (M)

cos(au)
dir. (Liu H.L., 1999)
Ispat :

h(u,v) = f(u) + g(w)

hy = f"(u)
hy, =0
hyy, = g”(V)

(1 + hg)huu - Zhuhvhuv + (1 + hﬁ)hvv =0

(1+g' MW+ A+ f(WHg"w) =0

f _ 9w
1+f'(w)? 1+g'(v)?

fw o gw
1+f'(w)? 1+g'(v)?



1+4p2

-—p—dp = [ad,

1+p?
arctan(p) = au + ¢,
p = tan(au + ¢4)
f'=p

af _
== tan(au + ¢4)

df = tan(au + ¢;)du

f(u) — fsin(a.lwcl) du

cos(a.u+cy)
f(u) = —log(cos(aw) + cy)
=0
= f(u) = —=log(cos(au))

Benzer sekilde,

AQ)
1+g'(v)?

=a esitliginden
gv) = ilog(cos(av))
elde edilir.

Boylece,

h(u,v) = %log (M)

cos(au)

bulunur. Bulunan bu yiizey Scherk yiizeyi adini alir ve asagidaki sekilde yazilir.



Scherk [a](u, v) = (u, V'LII (log (E::EE:D))

Bu durumda Scherk yiizeyi 6teleme yiizeyleri iginde minimal olan tek ylizeydir ve
Sekil 2.1 de goriildtigu gibidir.

Sekil 2.1. Scherk yiizeyi

2.2. AFIN UZAY VE YUZEYLER

Bu boliimde Afin uzaya ve Afin ylizeylere ait temel tanim ve teoremler verilecektir.
2.2.1. Afin Uzay
Tanim 2.10. 4 # ¢ bir ciimle ve V' de F cismi lizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger
bir

Y:AxXA->V

dontistimii P,Q € A4 noktalari igin

(P,0)~ (Po)e v

Seklinde tanimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A ciimlesine V ile

birlestirilmis bir afin uzay denir.

J



i.VP,Q,Re A iqin“ PR =P_Q.+@{ dir,
ii. VPe Ave VaeV i¢in P_Q = « olacak bigimde bir tek Q € 4 noktasi vardir.

P_Q vektoriinde P noktasina baslangig noktasi ve Q noktasina ug noktasi denir.

Diger yandan 4 nin boyutu ,

boyA = boyV

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu H., 1994).

Tanmm 2.11. Bir V vektdr uzayr ile birlesen afin uzaylardan biri 4 olsun.

Py, P B, € A

noktalart i¢in FP,F,P,,.,FP €V vektorlerinin sistemi ¥ nin bir bazt ise

{R. B B

nokta (n+1)—1isine A afin uzaymn bir afin gatisi (afine frame) denir. Burada £,

noktasina gatinin baslangic noktasi ve F noktalarina da gatinin birim noktalar1 denir

(Hacisalihoglu H., 1994).

Teorem 2.2. Bir V vektor uzayi ile birlesen afin uzaylardan biri 4 olsun. Belli bir

P, € 4 noktasi segildiginde baslangict F, olan bir afin ¢ati vardir (Hacisalihoglu H.,
1994)
ispat: ¥ nin bir baz1 {@,,...,c,} olsun. Her bir 1</ <n, igin ﬁ=a, olacak

sekilde bir
tek P € 4 noktasimn var oldugunu biliyoruz. O halde {P,,P,..., P,} nokta (n+1) —
lisi bir

afin ¢atidir ve {a,,..., @, } baz1 verildiginde tektir.



Sonug 2.2. Bir V' vektdr uzayi ile birlesen bir A4 afin uzayi verildiginde 4 da bir
Fe 4

noktast ve ¥ de bir {¢,,...,c, } bazi verildiginde baglangict P, olan afin gati ile ¥

deki {@,,...,, } baz1 birbirine karsilik gelirler (Hacisalihoglu H., 1994).

Tamim 2.12. 7 - boyutlu bir V' vektoér uzay: ile birlesen bir 4 afin uzayinin afin

¢atilarindan biri {P,,P,...,P,} olsun. Bu ¢ati 4 da asagidaki gibi afin koordinat

[
sistemi denen bir koordinat sistemi belirtir. ¥ nin bir baz {%P,,E)PZ,...,POP"}

oldugundan VP e 4 igin ﬁ € V' vektdriinii bu baza gore tek tiirlil

|

o

PRP=>aPRPF , oecF
i=l

i

ifade edebiliriz. 4 nin birlestigi ¥ vektor uzayr F cismi lizerinde tanimlandigina

gore
x:A->F , 1<i<n
fonksiyonlarint VP € 4 igin

Pox(P)=a ,1<i<n

bi¢iminde tanimlayalim. Boylece Pe 4 noktasina F" standart afin uzaymin bir

(x,(P), x,(P)....,x,(P)} elemanmi karsilik tutmus oluruz; bu sirali n - liye P

noktasinin koordinatlar1 denir.

Tersine » tane &, ,,...,«, € F sayilari verildiginde koordinatlart {e,,...,, } olan

bir tek P € A noktast vardir. Gergekten

(iaﬁ)—ﬁ)e 14

i=|



vektdriinii ele alalim. Bu halde ikinci afin aksiyom uyarinca

n

PP=) «

!

f*u{

i=1

olacak bigimde bir tek Pe A noktasi vardir. Boylece x,x,,x;,.,x,:4—F
fonksiyonlariun bir {x,, x,,..., x, } sistemini elde etmis oluruz. Bu sistem yardimiyla
bir

ALkt " (standart afin uzay)

déniigiimii elde edilmis olur. Bu fonksiyonlar sistemine 4 nin bir afin koordinat

sistemi denir. O halde {x,x,,.,x,} afin koordinat sisteminde x,:4— F
fonksiyonlari afin anlamda koordinat fonksiyonlaridirlar. {x,x,,...,x,} sistemini
belirleyen {P,,P,..., P, }afin gatisindaki P,,P,..,P, € A noktalarindan P, baslangig

noktasi ve digerleri birim noktalardir (Hacisalihoglu H., 1994).

Ornek 2.1. n- boyutlu bir 4 afin uzayinda bir afin gati {,,P,,..., P,} ise P,,P,.., P,
noktalarinin koordinatlar1 £, = (0,0,...,0),1’I = (1,0,...,0),...,Pn . (0,0,...,1) dir. Buradan

da B, in 4 da baslangig noktasi ve P, nin de 4 da i—yinci birim nokta oldugu

1

goriilmektedir (Hacisalihoglu H., 1994).

Ornek 2.2. n-boyutlu standart afin uzay F" de

E, =(00,..0),E, =(1,0,..,0),..., E, =(0,0,..,1) noktalarini alalim. {E,E,,...E,}
catisina standart afin ¢at1 ve bu gatiya karsilik gelen afin koordinat sistemine de
standart koordinat sistemi denir. Bu koordinat sisteminde VPe F” noktasina

@,,0,,..,0, € F saylar, P nin koordinatlari olarak P =(e,,..,a,) bigiminde

kargilik gelir (Hacisalihoglu H., 1994).

10



Tamm 2.13. 4 n - boyutlu bir afin uzay ve {P}={R,P,.,P} ile
{0.1=10,,0,,...0,} de 4 da farkli iki afin ¢ati olsun. {P,}catisinin {Q,} gatisina

goére konumu asagidaki bigimde ifade edilebilir:

{Q,.}aﬁn ¢atis1 yardimiyla belirlenen afin koordinat sisteminde £, € 4 oldugundan

0,FP, € V ve dolayisiyla
oy =ZaiQOQi (2.5)
i=1

ve benzer sekilde F, P, e A oldugundan PO_P, e V ve dolayisiyla

PP =Y 0,00, , 1<is<n (2.6)

yazilabilir. (2.5) ifadesinden goriilmektedir ki {P,} catisindaki £, baslangig

noktasinin {Q,} catisina gore afin koordinatlart [a,] dir. Benzer olarak (2.6)
ifadesinden goriilmektedir ki A=la!.,.J matrisinin i - yinci kolonu FOEG 14

vektoriintin V' deki { OQ,} bazina gore koordinatlarindan olusur. Diger yandan

{POP,.,l <i<n} ve {QOQ;,I <i<n} sistemleri ¥ nin birer bazi olduklarindan A
matrisi regiilerdir. O halde {P,}ve {0,} afin gatilarinin rollerini degistirerek (2.5) ve

(2.6) ifadeleri yerine, sirasi ile,
RO, = b AP, 27)
00, =D b, RP, (28)

elde edilir. (2.8) deki B:[bj,.]zF"” matrisi (2.6) deki A=[a’,.j]e F matrisinin

inversidir. Dolayisiyla
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AB=BA=1,=[8,]c F

dir. P e A keyfi bir nokta olmak tizere birinci afin aksiyomdan

Qo P =0, + B, P (2.9)
yazabiliriz. Burada P nin ~{Q,.} catisina gore koordinatlari [y,] olmak {izere
0P =7,0,0, (2.10)
i=l

dir. Ayn1 bigimde nin ¢atisina gore koordinatlars olmak {izere

P=Y xR0, (2.11)
=1
dir. (2.5), (2.10) ve (2.11) in (2.9) de yerlerine yazilmast ile
O,P = OF, + FyP
i Z(Z o,x; +a, )—_.
=l
veya iki vektoriin esitligi tanimindan
=Z%%+a 1<i<n, (2.12)
veya matris formundaki ifade ile
Y=ax+C, Y=[yleF , 4=la,] (2.13)

elde edilir. (2.9) ifadesinde Pe A noktast keyfi oldugundan {P} ve {Q,} catilari

tarafindan belirtilen iki koordinat sistemi arasindaki baginti (2.12) ile verilebilir. Bu

ifadenin (2.13) ile verilen matris formu agik olarak yazilirsa
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M a, a, Q, o |X
Vs a, Oy @, & || X,
=| % : 0 : : (2.14)
y n anl anZ arm an xn
1 L 0 0 1]

elde edilir (Hacisalihoglu H., 1994).

Teorem 2.3. A bir afin uzay ve {P} ile {Q,} de 4 da iki afin gat1 olsun. Bu iki ¢ati

Q0P0=zanoQi ve R)R=zainon I<isn

i=l J=

bi¢iminde bagmtili ise bu g¢atilarin belirledigi afin koordinat sistemleri olan {x,.} ve

R R

bigiminde bagintilidirlar. Py = Q, olmast o6zel halinde su sonug elde edilir
(Hacisalihoglu H., 1994).

Teorem 2.4. A bir afin uzay ve {P}ile {Q,} de A4 uzaymnda iki afin cat1 olsun.

By =0, ise
bu iki ¢atinin belirledigi {x,} ve {y,} afin koordinat sistemleri arasindaki baginti
Y=AX veya X=A4"Y

dir, burada 4 = [o:,.j]e F dir (Hacisalihoglu H., 1994).
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Teorem 2.5. Abir afin uzay ve {P} ile {0} de 4 uzayinda iki afin gat: olsun. Vi,

i¢in I‘ZIB,T:QOQ, ise bu gatiya karsiik gelen {x,} ve {y,} koordinat sistemleri

e S WL

ifadeleri koordinat eksenlerinin 6telenmesi hareketine karsilik gelir (Hacisalihoglu
H., 1994)

arasindaki baginti

Ornek 2.3. iki boyutlu bir reel vektdr uzayi ile birlesen bir afin uzay A olsun.

Y, =3x+2
Yy =4x, =17

dontisiimii 4 daki iki afin koordinat sistemi arasindaki bagintiyr gostermektedir.

Gergekten bu sistemi matris formunda yazarsak

Y 30 2 |x
y, =0 4 =T|x,
1 0 0 I |1

oldugunu goriiriiz ki bu da (2.10) formundadir. Buradan x,,x, yi y,,y, cinsinden

hesaplarsak

<

=
[\ 5]
I
S O W=
O —
— A~ !
W N

bulunur. Buradan

matrislerine karsilik

14



L _2
B=A"=|3 Cb=A'c=| 3
o 1 7

4 4

oldugu goriiliir (Hacisalihoglu H., 1994)

Teorem 2.6. F standart afin uzayinda bir {P,,P,...,P,} nokta sisteminin bir afin ¢at1

olmasi igin gerek ve yeter sart

1)10 [)ll In
PZO P 2n
det| : : c|#0
PnO Pnl })nn
1 1 e 1]
olmasidir, burada
B,
By .
F=71, 1<i<n
dir.
Ispat:
Pli —Plo
1?73‘ _ Py =Py
0ti T [ L]
Pm' -PnO

dir. Biliyoruz ki {I—’OE} vektorlerinin F" standart vektor uzayinda bir baz olmas! igin

gerek ve yeter kosul, kolonlar1

15



f)h' - ‘PH'I
— || =

2 20 .
RE =", . 1<is<n

P,—P

ni ni

olan nxn matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasidir, yani,

‘PII—PIO Pn_Plo Hn_RO
d le—on Pzz_on P211_‘P20
et “ . _ ;
_Rﬂ —PIIO RrZ T4 wn PnO
[P, B, B, R,]
‘PZO P2] P22 2n
(—1)ydet| : i i P20
R10 Rﬂ 1):12 n
111 [ ]

dir. Diger taraftan {R)—P; } sistemi F"vektor uzayinda bir baz olusturursa {P,}, nokta

sistemi de F" vektor uzay: ile birlestirilen F" standart afin uzayinda bir ¢ati

olusturur.
2.2.2. Afin Yiizeyler

Afin diferansiyel geometride afin dontsiimler altinda invaryant olan 3-boyutlu

uzayda yiizeylerin ozelliklerini ¢alistyoruz. (Ozyiirek D.D.,2019).

Tanim 2.14. Berwald-Blaschke metrigi afin donisiimler igin invaryanttir ve aynt
zamanda koordinat sistemlerinin bagimsizidir. Bu metrik kuadratik formdur. Bu
kuadratik formun pozitif tanimli (dig biikey olmayan durum) olmayabilecegini

gérecegiz.

Berwald-Blaschke metrigi;
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b= Ldu?® + 2Mdudv + Ndv?

\LN—MZ\%

tarafindan verilir ki burada L, M ve N

L=[\P \Pv’\Puu] L] M=[\Ilu’\yv’\Puv] ? N=[\Pu_’\Pv’\Pw]

w?

olarak verilir. Bundan boyle, yiizeyin non-dejenere oldugunu kabul edebiliriz, yani

LN — M* # 0dir (Ozytirek D.D.,2019).

Birinci temel afin formu ile ikinci Oklidyen temel formunun katsayilan

arasindaki iliski:

Birinci temel afin formu ile ikinci 6klidyen temel formunun katsayilar1 arasinda bir

iliski vardir. Oyle ki,

VRV (6 A 7 R L )
/ [, Aq"“ T AT

ki, bu denklemde N = —“——" ¢klidyen normal vektordiir.

[, A
Oklidyen Gauss egriligi asagidaki sekilde elde edilebilir :

_ det()
.

. K<0s LN-M?*<0

2. K=0& LN-M*=0 (2.15)

3. K>0LN-M?*>0

17



LN — M? negatif, sifir veya pozitif oldugundan noktalar sirasiyla hiperbolik,
parabolik veya eliptikti. LN —M? # 0 hipotezinden dolayr sadece konveks
durumlarda (eliptik noktalar) ve konveks olmayan durumlarda (hiperbolik noktalar)

calistyoruz (Ozytirek D.D.,2019).

Tammm 2.15. S non-dejenere noktalarla regiiler yiizey ve ¥:Qc R> - Sc R’

parametrizasyon olsun, afin konormal vektorii

Y. AW
Y= U v
|LN Mz|/

(2.16)

ifadesiyle verilir ki burada L,M ve N birinci temel afin formun katsayilaridir.

Ayrica isarete gore saptandigim unutinamak gerekir. Tanimdan, gorilyoruz ki

¥-d¥ =0 dir. Noktanin eliptik yada hiperbolik olmasina bagli olarak * isaretin

oldugu durumda p* = +(LN — M ?*)olsun. Bu notasyonu kullanarak,
g=—r" v 2.17)

elde ederiz.

Tanim 2.16. Afin normal vektérii

9-&=1
¥,§=0 (2.18)
v,-£=0

denklemleri ile tanimlariz. Afin normal vektdriin S yilizeyine, tanjant diizlemine ait
olmadigini gozlemleyelim.  (2.18) deki birinci denklemin tiirevi alindiginda

&, =0 ve ¥-& =0 oldugunu kolayca dogrulayabiliriz. Dolayisiyla ¢:Q — R

fonksiyonu vardir, dyle ki;
§=06(5, A7)

dir. Simdi, fonksiyonunu elde etmek igin afin normal ve konormalin i¢ garpimint
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asagidaki gibi hesaplayabiliriz.

1= ¢=6[8,9,8]

Boylece, d = [ , yani afin normal vektor

80,8 ]

> Mur Yy

=0, AD, (2.19)

dir (Ozyiirek D.D.,2019).

Ayrica afin normal vektoriin isarete gdre saptandigini unutmayalim. Her bir x e Q

noktasi i¢in afin normal &(x) vektorii yoniinde x boyunca dogru aliriz. Bu dogru, &

i¢in isaretin se¢iminden bagimsiz olarak x boyunca afin normal olarak adlandirilir,

Sekil 2.2. Afin normal ve konormal vektorii

Ornek 2.4. Afin normal vektorii eliptik ve hiperbolik paraboloidlerde sabittir. Eliptik
ve paraboloidlerin parametrizasyonunun X (u,v) = (u, v, % (u* +v?)) oldugunu kabul
edelim. u ve v ye gore tiirevleri

X, =0,0,u) , X, =00, , X,, =00, ,
X,=(01v) , X,, =(0,0,0)

dir. Boylece,
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p=[ u’Xv’X ][Xu’Xv;Xw]—[Xu’Xv’Xuv]2=1

dir. Dolayisiyla,

X AX
9=20 220y v))
0

dir. O nedenle, ¢, =(-1,0,0) ve &, =(0,—1,0) sonrasinda

£= 8, A0, =(0,0) (2.20)

|
[9.4,.0,]
dir. Benzer yoldan hiperbolik paraboloidin parametrizasyonunu
S(u,v) =, v,%(u2 —v?)) olarak kabul edersek, afin normalin bu yiizeyin herhangi

bir noktasinda (0,0,1) vektorii oldugu gosterilebilir.

Tamim 2.17. Afin egrilikler normal vektdriin varyasyonlarint  tanimiar.

& =1 & =0 oldugunu gordiik. Yani, &, ve &, tiirevleri ¢ ye diktir.

Sekil 2.3. Eliptik paraboloid Sekil 2.4. Hiperbolik paraboloid

Bilhassa &, ve {, € T,§ dir. Bu nedenle S sekil operatriinii §:7,5 — 7,5 olarak
tanimlayabiliriz ki burada §,(v)=-D,§ dir. &, ve &, yiizeye teget olduklari igin

i, =1,2 olmak iizere b, : Q2 — R fonksiyonlarina sahibiz, dyle ki
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& =5, +b,%Y, ,
& =b,%Y, +b,7P,
dir. Boylece,
DE() = (bu' +b,v Y, + (b +by,v )P,

dir. Bu nedenle

Dé u: =(b|, bn] u"
14 b21b22 v
dir.
Yukaridaki esitlik {¥

¥ } bazinda S ,(V)=D,& sekil operatdriiniin i, j =1,2 i¢in

u?

B = (b,) matrisi tarafindan verildigini gdsterir. Bu matris simetrik olmak zorunda

degildir (Ozyiirek D.D.,2019).

Tamm 2.18. b, katsayilari determinanti ve izinin yarisi sirasiyla Gauss ve afin

ortalama egrilikler olan B = (b;) matrisini olugturur. Bu nedenle,

KZthB =b”b22 —b12b21 5
1 1
HZEWBZE(Z)” +b,,)

dir

Tanim 2.19. Afin diferansiyel geometrisinde, izotermal koordinatlar metrigin lokal

olarak
h= p(a’u2 +dv?)

formuna sahip oldugu anlammna gelir, ki burada p diferensiyellenebilir

fonksiyondur. Bu durumda, konveks durumu dikkate aliyoruz. Boylece, asagidaki

denklemlerde verilen 6zelliklerle koordinatlari galigiriz.
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[\P va"le]z [\Pn’\Pv"Pw] = pz ve [‘{Iu’va’\Puv] = 0 (221)

Simdi afin diferansiyel geometrisinde dnemli bir sonug belirledik ve kanitliyoruz.

Teorem 2.7. (Lelieuvre Formiilii) Izotermal koordinatlarla lokal olarak konveks

yiizeylerde
Y, =9A0 ve Y =-U9Ad, (2.22)

esitliklerimiz vardir (Ozytirek D.D.,2019).

ispat. (2.16) den L = Nve M =0 oldugundan

lljH' /\ \PV p— \Pll /\ \PV — \Pll /\ \PV

TLN_le%— |L|/'/2 P

dir. v ye gore konormal vektdriin tiirevi

19 — p[(‘{,ll\’ /\ \PV)+ (\{’ll /\ \P\’\’ )]_ (\Illl /\ \PV )pv

v 2

Jo,

dir.

Simdi, (A A B)A(4AC)=[4,B,Cl4 esitligini kullanrsak direk hesaplamayla

s s \/ \/ e J \
Ly AWVJA[MU.M )+ (2, A, )= (¥, A v\.)p.}

1

= ;12_ [\PV : \Pll 4 \PHV- ]\Pv + ? [\Pu 4 \Pv > \va ]\Pu - p; [\Pu 2 \Pv ’ va ]lPu
=t w e e = ot =,

elde ederiz. Ayni yontemle W, = -} A ¥, oldugunu ispatlayabiliriz. Simdi
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p=[59,3] (2.23)

esitligini ispatlayalim. (Teorem 2.7) Lelieuvre Formiiliinden konormal vektorii

hesaplamak i¢in agagidaki formiilii elde ederiz.

VAW, =(0AD)N(-0IAD,)
=—[0.0,0 s

Vv M

o [1'9’ 191/’ 191:]

Boylece,

oA,
[9,8 .9 ]

2 ne

=1}

dir. (2.17) den &= & Y, A ‘Iﬂ denklemine sahibiz. Sonug olarak,
P :

p=[02

l’ﬂv]

dir.

W,

Py

Sekil 2.5. Afin Ugyiizlii ve Duali

Aynt zamanda ¢, ve ¥, konormal vektorlerin tiirevlerini asafidaki gekilde

hesaplayabiliriz.
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‘PVA§=(—19A12,)A(—lI9VA19u)
p

=L@ Ad)r(8, A0,)

Benzer sekilde ¢ konormal vektériiniin v ye gore tiirevini hesaplayabiliriz.

¥, /\f=(19/\l9v)/\(—%19v Aﬂuj

=L A9)A (B A0,)
P

. l [19v’ 0’ 1914 ]19v
P

=9,
dir veya esit bir bigimde

B =EAY, ve O =Y, A¢

dir.

(2.24)

Lelieuvre Formiiliinii kullanarak p afin metrigi igin bagka bir formiil ve afin normal

vektorii i¢in bir formiil elde edebiliriz.

[Tu,Wv,f]=[0Aﬂv,—ﬂA 0u,l19,, /\ﬂvjl
P

= L(@nv)A(@AY,) @ A1)
Yo

=-%[z9,z9v,19,,]19-(l9u AY,)

=Lw.(8 r0,)
p .
=[0’19u’0v]

Boylece,
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p = [19’ 0u’1'9v]= [\Pu’\Pv’é:]
dir.
Simdi, ¢ konormal vektorii ile H ortalama afin egriligi arasinda bir iliski bulabiliriz.

Teorem 2.8. ¥ : Q — R’izotermal koordinatlarla bir diferensiyellenebilir fonksiyon

olsun. Bu durumda
g, +0,=2pHY (2.25)

dir ki burada p afin metrigi, ¢ konormal vektér ve H afin ortalama egriligidir.

Bagka bir deyisle,
AO=-Ho=- 19""24;%
dir (Ozyiirek D.D., 2019).
Ispat. Lelieuvre Formiiliinden
Y, =0A0 Y, =-J9Ad,

dir.
Sonra sirasiyla vve u ya gore tiirevlerini hesaplarsak,
\Ptrv =1}A0W 4 \Ilvu =_19A19uu

elde ederiz.

¥ diferensiyellenebilir fonksiyondur ve ¥,, =¥, dir. Bundan dolayi,

IAD, =-OAD

dir. Boylece,
A0, +0,)=0
dir.
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Simdi, 4, +9, =ad esitligi ile sonuglandirabiliriz. Afin normal vektoriin

tanimindan ¢9- £ =1 dir. Boylece

@, +8,) é=a

dir.
(2.18) denklemi bize ¢ -£ =0 esitligini verir, bu esitlifin v ye gore tiirevini
aldigimizda
4, ¢+7,-¢,=0,
elde ederiz. Ayni zamanda 9, - & = 0 esitliginin # ya gore tiirevi alindiginda
8, £+0,:£,=0
dir. (2.18.) taniminu kullanarak

U, =7, ¢,
=-0, '(bn\Pu +b2|‘l’v)
=-b, 7, '(19’\19|')—b210u '(_0/‘19:4)
=-b,[0,,8,8,]+b,[8,,9,9,]
=b,p

dir. Benzer sekilde,

d, ¢=-0,-4,
=-7, .(bIZ\Pu +b22\I’v)
==b,0, (A D0,)=bpd, - (-0 D,)
=~bu[0,,,0,]+ b, [0, 0,5,
=byp

dir. Sonra

(1} +19w).§=1'9uu '§+19w.§‘=(bll+b22)p=2pH

nuu

dir. Boylece
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Jd,+0, =2pHd

esitligiyle sonuglandrrabiliriz.

Dahast, A, =~ ﬂ‘";ﬂ oldugundan
P

A,0=-H¥
dir.

Boylece, H ortalama afin egriligi ile afin konormal vektoriin laplasyani arasinda bir

iliski elde ettik. Dahasi, Teorem (2.7.) den biliyoruz ki ¥, = ¢ A ¢, ifadesinin u ya

gore ve W, = - A ¢, ifadesinin v ye gore tiirevleri alindiginda

lIJuu = (19" A 0v)+(19/\19 )’

ve
¥, =(9,18,)-(043,)

uv

elde ederiz. Bu nedenle,
\Puu+\va=2p-1_19u/\lyv=2p6
o)

dir. Boylece,
!PMM +\PVV = 2p§

oldugunu ispatladik.

Teorem (2.8.) den &, -&=-0,-& =bp ve 8, -&E=-0, & =by,p esitliklerine
sahibiz. (2.16.) afin normal vektdriin tanimimi kullanarak , &, - &€ =0 denkleminin u

ya gore tiirevini alirsak
0"" .§+1}V -gll =0

27



elde ederiz. Boylece,

0,620, £,
=7, '(an/u +b21\P‘,)
=~b,, U, -(19/\ 19,1)—[;2'19" .(_19,\,9“)
= _bll[12"051911]+b21[l9v,l9,19u]
=byp

dir. Ayrica, Tanim (2.16.) dan elde ettigimiz ¢, -& =0 denkleminin v ye gore

titrevini alirsak

8, &+ & =0

uy

olur, Béylece,

U &=-7,°¢,
. _19 ’ (bIZ\Pu + b22\Pv)

= _b1219u ' (19/\ ﬂv)_b220u '(—19/\ 1911)
. —blZ [1914’19’ 19\;]+b22 [014’19’ 1911]
=bpp

dir. Bu yiizden, konveks durumda b, = b,, dir.

Simdi B matrisinin katsayilarini hesaplamak igin diger formiilleri bulacagiz. (2.24)

den hatirlayalim ki, ¢, =&AY, ve ¥, =¥, A{ ve B matrisinin b, katsayilari

agagidaki formiillerle verilir :

bll =—_1' u ' u =_l[§’\yv’§u]=l[£u’\Pv,§]
p p p

bl2 =—ll9u'gv=_i[f’lyv’§v]=l[§v’\yv’§]
p p p

b2l =_l0v .gu :_l[l}lu’g’fu]:l[\yu’fu’f]
p p p
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by =_ldr £, :_l[\yuaé:sfv]zl[\lluafw‘ﬂ
P P P

Bdylece, sekil operatoriiniin katsayilarini hesaplamis oluruz.

Hatirlayalim ki - & =1ve ¢-&, =¢-£, =0 dir. Bundan dolay: §, ve £, € T,S dir.

B = D ¢ nin self-adjoint (kendine es) oldugunu gérmek igin,

éll.lz’zévilyll

esitligini ispatlamak yeterlidir.

¥-& =0 ve ¢-& =0 oldugunu biliyoruz, bu esitliklerin sirasiyla v ve uya gore

tiirevlerini aldigimizda,
8,8, +p: 6, =0 ve ¥,-§,+8:6, =0
elde ederiz. Boylece,
0,¢,=-0,=0,¢,

dir. Dolayisiyla, B = D,¢ matrisinin self-adjoint (kendine es) oldugu sonucuna

varabiliriz.

Tanim 2.20. Konveks olmayan durum i¢in asimptotik (u,v) parametreleri alabiliriz,

mesela
h =2pdudv ,

ki burada p diferensiyellenebilir fonksiyondur. Béylece, asimptotik koordinatlar

asagidaki ozellik ile caligiriz (Ozyiirek D.D.,2019).

[ u’\Pv"Puu]z[q’u’\Pv’\Pw]:O ’ [\P

"

va’ \Iluv] . pz (2'26)

Teorem 2.9. (Lelieuvre Formiili)) Yerel hiperbolik yiizeylerdeki asimptotik

koordinatlarda

Y, =0A0, ve Y, =-0Ad (2.27)

v u
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dir (Ozyiirek D.D.,2019).
Ispat. (2.16)dan L=N =0 ve M = p* oldugundan

Y, AY, W, AY, Y AY,

\LN - M2|% i

V= b =
‘M|/2 P

elde ederiz. Konormal vektoriin ¢ ye gore tiirevi

g _ PP A+ (Y, A= (, A )p,

2

P

dir. Simdi (A A B) (A A C) e [A, B, C]A esitligini kullanirsak direk hesaplamayla
A Zﬂ” =[l \.])‘" A ‘P‘.) A [p[( \Pv ) A (\Pu /\Z\PW )]‘— (\Pu A \Pv )pv ]
P p

- [[;‘2- ¥ AW, ] AW, AW, )1 + H# ¥, A ‘PVJ AP, A, )}

- [(% ¥ AW, J AE, AW, ]]
1 1

=_[\Fv’\llu’\lluv]\llv +_2[\}’u’l{l
P

vv]lPu - Z; [lPu’\Pv’va]\Pu

— v, ¥, v,

dir. Ayn1 yoldan, ¥, = ¢ A ¢, oldugunu ispatlayabiliriz.

Simdi,
p=[89,9,] (2.28)

ispatlayalim. Lelieuvre formiilii (Teorem 2.9.) dan
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WA, =(BA0)A(OAD)
= _[0’ 1_9“,19"]19

sonucu ¢ikar. Boylece,

¥, A,
[rS‘ W, ]

u’

dir. Simdi (2.17) yi kullanarak 9 = = Y, AW, esitligini elde ederiz, boylece
P

IO . [1}’ 19\’ £/ 1911]
dir. Boylece, afin normal ve konormal vektorleri elde etmis oluruz.

g"'=—1—l7v/\z9u ve 19=l‘1’u/\‘1‘v

Io p

dir. Biz ayni zamanda ¢ konormal vektodriiniin tiirevlerini agagidaki gibi bulabiliriz.

¥, A§=(—19A19V)A(l19v w,,)
P
=l(z9v ANA(D, AD,)
P

“Lw,o0 P,
p

=0

v

Benzer yoldan, ¥ konormal vektériintin v ye gore tiirevini hesaplayabiliriz.

W AE=(-0A 0u)A(%0v /\ﬂuJ
=L, o)A@, A8
p

[19 9,8, 18,

ud

=19

u
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Boylece,
=AY, ve O =Y A& (2.29)
sonucuna variriz.
Lelieuvre formiiliinti kullanarak p afin metrigi igin ve afin normal vektdrii igin
bagka bir formiil elde edebiliriz.
[\Pu,\yv,g]{mﬂu,—mz9v,izsv Aﬂu]
P
== (@A 8)A @A) (2, 78,)
yoj
|

=—[0,8,81 @ A0)=Ls (8 r0).
P P

Boylece,
p = [03 19117 1914] = [\P",\P‘,,g]
dir.

Simdi belirsiz durumda ortalama afin egriligi ve konormal ¢ vektorii arasinda bir

iliski bulabiliriz (Ozyiirek D.D., 2019).

Teorem 2.10. ¥:Q — R’ asimptotik parametrelerle bir diferensiyellenebilir

fonksiyon, ?Jafin konormal vektdér ve H ortalama afin egriligi olsun. Buradan
¥, =pH? (2.30)

elde ederiz, ki burada p =[¢,9,,8 ]|> 0 afin metrigidir. Bagka bir deyisle,

> My Mu

1911\‘

Ad=-2H8=—
2p

dir (Ozytirek D.D.,2019).
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Ispat. Lelieuvre formiiliinden

¥, =0Ad, , VY, =-0Ad

v v
elde ederiz.
Sonrasinda, sirasiyla v ve uya gore tiirevlerini hesapladigimizda

\Puvzﬂvl\ﬁu-i_l}/\ﬁuv ’ l//vuz_ﬂu/\iyv_d/\lyvu

elde ederiz. W diferensiyellenebilir fonksiyondur dolayisiyla ‘¥, =¥, dur. Bu

nedenle,
VAL, =—-UAD,
dir.Boylece,
vad, =0

it

dir. $imdi, 4, = a¢} oldugu sonucuna varabiliriz.

Yukaridaki esitligi ve @9- & =1 afin normal vektdr tanimini kullanarak,
4, f=a

uy

elde ederiz. (2.18) den ¢ - & =0 oldugunu biliyoruz. u ya gore tiirevini aldigimizda
8, &+0 & =0,

elde ederiz, aym zamanda &, - £ =0 oldugundan, bu ifadenin v ye gore tiirevini

aldigimizda
19“\/ .§+19M .§V =0

dir. Tanim 2.16. kullanilarak
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0, ¢=-7,-¢,
=-10, '(banu +b21l{lv)
=-b,7, ’(19/\19;,)"172119‘; (-vAd,)
=~b,[0,,8,9,]+6,[5,,9,5,]
=b,p

elde edilir.

Benzer sekilde,

b, 6=-9,"¢,

-4, '(blzTu +b22‘Pv)

b, 8, (FAD,)=by0, - (- OAD))
_b12 [19,,>19, ﬂv]"'bzz [011’19’ 19”]

=byp

dir. Bu iki esitlikten konveks olmayan durumda galisildiginda b,, =b,, oldugu

sonucuna vartlabilir. Sekil operatoriiniin  self-adjoint (kendine es) oldugunu

ispatlamak i¢in
6 0,=7,¢,
oldugunu gostermek igin yeterlidir.
b, =-1, &, ve by, =0, - £, oldugunda b = b,, esitliginden bu agikardir. Bdylece,
29, -§=0,+9,)§=0,-5+0, &=(b,+b,)p=2pH

dir. Bu sebeple,

v, = pHY

sonucuna varabiliriz. Dahas,
ADd=— L
2p
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oldugundan
A, P=-2H?
dir.

Boylece, afin konormal vektdriin laplasyan: ile H ortalama afin egriligi arasinda bir

iliski

kurariz. Simdi B matrisinin katsayilarinin geriye kalanini hesaplamak istiyoruz.

Teorem 2.10. dan
leu '§=_19\1 'gu =bllp ve ﬂuv é::_lyu .gv =b22p

esitliklerini elde ederiz. (2.16.) afin normal vektdrii tanimindan, ¢, - £ = 0 ifadesinin

v ye gore tiirevi alindiginda
4, ¢=90,-¢,=0
elde edilir. Bundan dolayi,

0, §=-0,¢,
==, '(blz\Pu +b22\Ilv)
=-b,7, '(19/\ 4, )_b2219v '(— oA 19‘:)
=_b12[19v’19’ 1914]+b22[1}v5192 19v]
=b,p

dir. Tamm 2.16. dan &, - & =0 ifadesini elde ederiz, bu ifadenin u ya gore tiirevi

alindiginda ise
g, E+0 €, =0

elde edilir. Boylece,
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J,,¢=-1,¢,
:_1}“ '(bn\Pu +bz|\{lv)
=—b,8, (BA3,)=b,8, (-9 D)
:—b..[ 8,8 |+b,, [19,,,1919]
=b,p

u’

dir.

Asagidaki denklemler sekil operatoriiniin katsayilarmi hesaplamak igin bize diger

formiilii
verir. (2.29) dan & =& AW, ve U, =W, A& dir

by =i £, = L6, 8 =L, £
p P p

by =——0,-¢, =—l[f,‘l’,.,f‘,]=l[§v,‘i’v,f]

bzz =__1—19u é: - [lPu’f 5] [\P,;’§v7§]
p P

by =-%z9 [\v.l,f £)=1 [\P.,,ft,,f]

Sonug olarak, B matrisinin katsayilarim hesapladik. Dahasi, Teorem 2.10. dan

1¥// 4, oldugunu biliyoruz. Lelieuvre formiiliinden ‘¥, = ¢ A ¢, denkleminin vye

gore tiirevi alindiginda

W, = (0 A0 H(OAD)= 0, AL = pBAD, = pb
P

uy v

elde edilir. Boylece, siradaki formiil

elde edilir (Ozyiirek D.D., 2019).
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2.2.3. Has Olmayan Afin Kiireler Ve Afin Maksimal Doniisiimler

Bu béliimde, afin minimal déniisiim ve afin minimal ylizey kavramlarini tanitacagiz.

Ayni zamanda has olmayan afin kiire tanimini verecegiz.

Tanmm 2.21. H afin ortalama egriligi sifir olan yiizeyler afin minimal yiizeyler
olarak adlandiriltr, ¢linkil H=0 denklemi kompakt i¢ destek ile diferensiyellenebilir
deformasyonlara gore afin alani duragan (kritik) olan yuzeyleri karakterize eden
Euler-Lagrange denklemidir. Konveks durumda, onlari minimal degil maksimal
olarak belirlemeyi tercih ederiz, ¢iinkii bazi yiizeyler i¢in afin alanin ikinci
varyasyonu her zaman negatiftir. (Calabi E., 1988) bu notasyonu kullanan ilk kigiydi
(Ozyiirek D.D., 2019).

Bir baska deyisle, biz afin minimal ylizeyler olarak adlandirilan sifir afin
ortalama egrilik ile yiizeylere ¢alisiriz ve konveks yiizeyler igin onlar ayn1 zamanda

afin maksimal yiizeyler olarak adlandirilir.

Tanim 2.22. Afin ortalama egrilik ile birlesen yiizeyler afin minimal yiizeyler olarak

adlandirilir.

Tamim 2.23. Sabit afin £ normali ile ¥ :Q — R’ immersiyonu has olmayan afin

kiire olarak adlandirilir,

Has olmayan afin kiire, afin minimal yiizeydir. ¢ ye esdeger minimal afin yiizeyler
harmoniktir. Hakikaten, konveks durumda Teorem (2.6.) dan sadece ve sadece

H=0 oldugu durumda &, +8, =0elde edilir. Belirsiz durumda ise Teorem (2.6.)

dan sadece ve sadece H=0 oldugu durumda ayni zamanda ¢, =0 elde edilir.

Diger taraftan, konormal afin vektdrin ¢:Qc R’ — R> harmonik ve

Im(¢9) C diizlem oldugunu kabul edelim. ¥ nin has olmayan afin kiire oldugunu

ispatlamaliyiz.

Genelligi kaybetmeden diizlemin z=1 oldugunu varsayabiliriz. Eger

Im(09) < diizlem ise konormal vektor igin parametrizasyon

u,v)=(v, (u,v),v,(u,v)1) dir. £=(0,0,1) normal vektoriiniin (2.18) denklemini
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sagladigini kolayca dogrulayabiliriz. (2.18) in asagidaki denklemler sistemine esit

oldugunu dikkate alirsak,

$-E=1
19.514 =O
8.& =0

dir. Béylece, £ nin sabit oldugu sonucuna varabiliriz. Bu da ¥ nin has olmayan afin

kiire oldugu anlamina gelir.

Tanmm 2.24. Q regiiler ylizey olsun. Eger ¢ harmonik vektor alani1 var ise yani,

0,0 .,8]Q\ S, de sifirdan farkli ise ¥:Q — R’ dontistimiine afin maksimal
v b

u?

donligiim denir, ki burada S, tekil egrilerin kiimesi ve ¥ (2.17) de verildigi gibidir.

Bir baska deyisle, eger ¥ afin minimal yiizeyse afin minimal déniistimdir ve
(4,4, 8, ] = 0 oldugunda noktalarda belirli tekilliklere izin verir. p = [, 4,,2 |sifir
oldugunda, ¥ afin maksimal déniigiimiintiin S, tekil kiimesi noktalarin kiimesidir.

Bu durumda ¥ afin normali S, lzerinde iyi tanimli olmayabilir. Tabii ki, Sy, = ¢
oldugunda afin minimal yiizeye sahibiz ve & sabit oluyor ise has olmayan afin

kiiredir.
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3. BULGULAR

Bu bélimde 3-boyutlu Afin uzaydaki 6teleme yiizeyi ele alinacak ve bu yiizeyin hem

agilabilir hem de minimal olmasi igin gerekli hesaplamalar yapilacaktir. Buna

ilaveten daha 6nce Centro-afin uzayda (Liu H.,1996) tarafindan verilen minimal

yiizeylerin Afin uzayda minimal ve agilabilir olma sartlar1 verilecektir. Ayrica,

Monge tipinden yiizeylerin agilabilir ve minimal olma durumlar incelenecektir.

3.1. Afin Uzayda Baz1 Aqilabilir ve Minimal Yiizeyler

3.1.1. Afin Uzayda Oteleme Yiizeyi

a(u) ve f(v) afin uzay egrilerinin toplam1 olarak tanimlanan bir S yiizeyi afin

3-uzayda bir 6teleme yiizeyi olarak adlandirilir. Boylece bir 6teleme yiizeyi olarak,

¥ (w,v) = (u,v, f(u) + a(v)

seklinde ifade edilir.

Tanjant vektorler i¢in baz ,

\P u - (1'0' f,(u‘)) 3
v, =(0019®)
olarak verilir.

¥ (u,v) nin ikinci kismi tlirevleri,

Vo = (0,0, 77(w),
¥ = (0,0,0)
¥, =(00,9"(»))

dir.
Oteleme yiizeyinin birinci afin temel formun katsayilari,

L=f"w, N=g') M=0,
d = (LN = M) = (f"g")s

G.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)



seklindedir. Boylece oteleme yiizeyinin Berwald-Blaschke metriginin katsayilari

veya oteleme yiizeyinin ikinci afin temel formun katsayilari,

f” gll
E=—L—, ¢= . F=0 (3.5)
119" (F''g"

olarak ifade edilir.

Berwald-Blaschke metriginin non-dejenere oldugunu varsayalim : d # 0. Geometrik
olarak d > 0 olmast demek Oklidyen Gauss egriliginin olmamasi demektir, yani

oteleme yiizeyi giiglii bir bigimde konvekstir. Oteleme yiizeyinin afin es normal alan

’ ! 1
19=<_ L -, 1) (3.6)
FgE (R (fg"E

seklinde verilir.

Boylece, afin normal vektorii

¢
1 1 "o e r 12 e "2 "2 v
fm(fl/gn)z gm(f//gu)z (f g )4 (_f g f +f (4g -g'g ))
- 4f”2 ' 49112 ! 4fnzgr/2
3.7)
dir.
Sonug olarak, B = [bi j] matrisinin b;; formundaki katsayilari,
(f"g")%(7f”'2—4f”f(4))
by = o ; (3.8)
b B gf’-rfffgfff
12 ———7,
160t
by = _Lq_.z’
16(f”g”)4
1
(r"g" Y (79""* ~4g" g)
by, = e}

164

dir.
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Onerme 3.1: S, afin 3-uzayinda non-dejenere bir dteleme yiizeyi olsun. S nin Gauss

ve ortalama egriligi sirasiyla,

f’”z(12g'”2—7g”g(4))+f”f(4)(—7g”'2+4g”g(4))

K= -
64(f”g”)i

. (3.9)

1 1
(g (s -ar s @) (g V(79" -4g" g @)
H= 13 * 3
32f 329"

olarak verilir.

(3.1) denklemi ile verilen non-dejenere 6teleme yiizeyinin Gauss egriliginin sifir

oldugunu varsayalim. Sonrasinda,

Fr(12g" = 79"9) + £ O(~7g"" + 4g"g®) =0 310

elde ederiz. Burada u ve v bagimsiz degiskenlerdir, boylece (3.10) denkleminin her

iki tarafi p € R sabitine esittir. Devaminda, (3.10) denklemi

ffnz _ _ 79’”2—49”3(4)
fuf(.g) =p= 129;”2_?.0,,”(4) (31 1)
ifadesine indirgenir.
(3.11) denklemini ¢6zdiiglimiizde, bazi ¢; € R sabitleri igin,
3p-2
— _ Cau—puteyp) P71
fu) =cq +cu =i (3.12)
2-3p
_ _ ¢((5p=3)v+eg(7p—4))3~5P
gw) =cs + ceu PR 5

elde ederiz. Sonrasinda S,
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¥ (u,v) =

) 2-3p
c3(u—pu+cyp) P-1 c7((5p—3)v+cg(7p—4))3-5P
u;U,(C1+C2u— 3 P 4P) )+<C5+C6u— 7( p-3) s\/p )

6p2—7p+2 6p2-7p+2
(3.13)
tarafindan parametrize edilir.
Ozellikle,eger p = 0 ise ¢; € R igin
fw) = cu? + cou + c3, (3.14)
2
g(v) = ¢, +Csv— c6(3v;4c7)3'
dir. Bu durumda S,
z
¥ (u,v) = (u, v, (cau? + cou + ¢3) + ¢4 + sV —M) (3.15)

tarafindan parametrize edilir.

Teorem 3.1. S afin 3-uzayinda non-dejenere bir Gteleme ytizeyi olsun. Eger S sifir
Gauss egriligine sahipse veya afin flat ise S, (3.13) veya (3.15) denklemleri olarak

parametrize edilir.

Varsayalun ki, S afin minimal olsun. Boylece, ortalama egrilik ancak ve ancak

1 1
f”g”)z 7f”lz_4f”f(4) (f”,g”)x 7g”’2—4g”g(4)
o ), 0 )

32f'7° 329" =0 (3.16)
durumunda sifirdir.
Dahasi, degiskenler i¢in
(17"2=45"s®) (7" -4" )
"‘T =p= —T (3.17)

(3.16) denkleminin minimallik durumu olarak ayrilabilir.
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Bu durumda, lineer olmayan (3.17) diferansiyel denklemi p € R\ {0} ig¢in analitik

olarak ¢oziilemez.
Eger p = 0 ise ¢; € R igin,

2
ca(3utdcy)3

fW)=c¢ +cu —i= (3.18)
( )E

_ _ & 3v+4cg)3
g(w) =cs +cgv E—
dir.
Bu durumda, S

2 2

¥ (u,v) = u,v,(c1+cZu—W)+<cs+c6v—M) (3.19)

tarafindan parametrize edilir.

3.1.2. Afin Uzayda Centro-Afin Minimal Yiizeyler

Burada, Cetro-Afin uzayda tanimlanan minimal olan yiizeylerin, afin uzayda

minimal ve agilabilir olma sartlart incelenecektir.

Teorem 3.2. S4, S, ve S3 Afin uzayda birer ylizey olsunlar. Bu takdirde, S1, S, ve Sj
yiizeylerinin ag¢ilabilir ve minimal olmasi igin,
D Si:¥ = {e“,e”,e“u"ﬂ"} olsun. Eger S; ylizeyi a¢ilabilir ise,
a,f €ER ve(-1+a+ p)+ 0 olmakiizere @ = 1 veya f = 1 olmalidir.
Eger S, ylizeyi minimal ise,
(a,B) ; u,v sabit (ya da parametere)
eWtvtuatvf 44 olacagindan yaa=1; BER yaf=1; a €R, ya da

a = —f8 olmalidir,
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2) Sp:¥ = {e“ sinv,e" cosv, ezﬁ”“’“’} olsun. Eger S, ylizeyi acilabilir ise,
L =0 veya a?+4(—1+p)2=0 olmalidir. Eger S, yiizeyi minimal ise,
(a,8) ; u,vsabit (yada parametere) eV 4B 40 olacagindan
fla?+4(B—1)) =0 isef =0 veya a®+4(—1+B)>*=0 olmaldir.
3) S3:¥ = {e", e",e"(ua + Bv)} olsun. Eger S, yiizeyi agilabilir ise,

a = 0 olmahdir. Eger S5 yiizeyi minimal ise,

(a,B) ; u,v sabit (ya da parametere) e?**V #0 olacagindan
a = 0 olmalidir,

Ispat:

Simdi yukaridaki teoremde verilen yiizeylerin afin uzayda agilabilir ve minimal olma

sartlarini inceleyelim.

1.Tip Minimal ve Agilabilir Yiizey
¥ = {et, g¥, gauthr) (3.20)
yiizeyini goz 6niine alalim.
¥, ={e* 0,e"*Pa} (3.21)
v, = {0, €7, ev+vB g}
¥, = {e0,e B q?} (3.22)
¥ ., = {0,0,e4*"qp)}
y= {0’ e?, euatvh 2}
olmak tizere,
L=[¥,¥,¥,]=e""""E(—1+a)a (3.23)

N=[P, ¥, ¥,]=etvruatl(—1 4 p)p
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M= [‘I’ . N7 o Wy uv] — eu+v+ua+vﬁaﬂ
dir.
p=(LN—-M)"s

. 1
_ (_ez(u+v+ua+vﬁ)aﬁ(_1 +a+ 3)) /s (3.24)

£ = [romim (% (i) + o ()]

e—ua—v(1+f) (’1"'3)(82(u+u+ua+vm“ﬁ(—1+a+ﬁ)) Y4
2a(-1+a+p) '

={—

e—u(1+a) (-1+a)(e“”""*’““*"maﬁ(—1+a+g))1/4
28(-1+a+p) ’

1
e-u—u(ez(u-+v+ua+vﬁ)aB(_1+a+ﬁ)) /4(¢l+3) )
2(-1+a+p) } (3.25)

e Ldu?+2Mdudv+Ndv?
p

etV HuEt VB (g2 gy du a?—dv? f+2dudv af+dvi p2)
= - (3.26)

(ezu.rzuuurxﬂuﬂaﬁ(ﬁl“}a*‘m) /4

plrviuatvf (_“+a2)

E = 1’(
(ezu-wv-rzuauuﬁa’g(ﬁ1_;‘“4_.(;)) 4

G _ eu+v+rm+vﬂ(_ﬂ+‘82) 1 (327)
(82u+2u+21m+zuﬂ“ﬁ(_1_,_a+ﬂ)) I

F‘ _ eu+v+tm+uﬂ(aﬁ)

= 1

(e?.u+2u+zua+zvﬂaﬁ(_1+a+ﬁ)) f"

dir.
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_ WYy

v
P
_ Eu-Htai-vﬁ « ett m(-l-uﬂ'ﬂ
i ];‘rq y 1{41
(e3f“+"+"“+"maﬁ(—1+a+ﬁ]) (ez(u+u+ua+uﬂ)“ﬁ(_1+“.|.,9))
Uty
7} (3.28)

(ez(u+v+ua+uﬁ)aB (—1+a+6)) /s

Simdi sekil operatoriiniin katsayilarini hesaplayabiliriz.

b — [fu, ‘Pv :{]
1™ 19,0,,9)

1
6-u(Ha)_”(Hﬂ)(—1+a)(—1+ﬁ)(€2(”+v+u“+"ﬁ)aﬁ(—1+a+ﬁ)) /4

-7 4a(-1+a+B) 629)
b — [fv, lpv vf]
127 199wy
e—u(1+a)—u(1+[f)(e2(u+v+ua+vﬂ)aB(_1+a+ﬁ))1/4(_1+ﬁz)
-7 4a(—1+a+B)
b = [Pududl
21T 19.0u,9]
e—u(1+a)—v(1+ﬁ)(_1+a2)(ez(u+v+ua+ug)aﬂ(_1+a+ﬁ))1/4
-7 4B(—1+a+B)
b, = Pudnil
227 [9,0u9)]
e_u(1+a)_v(1+ﬁ)(—1+“)(—1+m(e2(u+v+ua+vﬂ)a’ﬁ(—1+a+3))1/4
- 48(-1+a+f)
dir.

Boylece K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi asagidaki sekilde hesaplanir,
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K= b11 b22 . b21 blz Oldugundan,

(—1+a)(—1+f)

=— (3.30)

8(—1+a+B)Je2(u+V+ua+vﬂ)a-ﬁ(-1+a+p)
b1+ b
H = le—zz oldugundan,
utv+ua+vf_ 1. o
ey € (—1+a)( 1+ﬁ)(a+f/) (3.31)

8(e2(u+v+uoc+vp)aB(_1+a+ﬁ)) 4

dir.

K =0 olmasiigin a ve nin alacagi degerleri bulalim.
K =0ise

B (-1+a)(=1+4) 0

B(-1+a+p) jezfu+v+"«+vmaﬁ(-1+a.+m

(=1 =0
(B —1)=0¢ olmaldir.
Buradan, « = 1 veya 8 =1 elde edilir.

Fakat (—1+ a + ) #0 olmaldur.

H = 0 minimal olmasi igin @ ve f nin alacagi degerleri bulalim.

WAVHNAVE 4 4 ) (=
e (—1+a)( 1+ﬂ}(“+f) =0, af(—1+a+p)#0

B(G 2(u+v+ua-+ "3)aﬁ(—1+a+ﬁj) /4

—eutvtuatvB(_1 4 q) (-1 + B)(a+ B) =0

(a,B) ; u,v sabit (ya da parametere)

eWtvtuatvl 40 olacagindanyaa =1; fER yaf=1; a€R,yadaa = —f
olmalidir.

Bu ii¢ durumdan birisi H = 0 olmasina denktir.
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2.Tip Minimal ve Ag¢ilabilir Yiizey

Y = {e¥sinv,e* cos v, e2Fu-ov} (3.32)

ylizeyini géz dniine alalim.

¥, = {e*sinv,e* cosv, 2e2Fu= g} (3.33)
, = {e“cosv,—e¥sinv,—e?F¥"q}

W, = {e*sinv, e cos v, 4e2Fu-2 32} (3.34)

Y., = {e“cosv,—e*sinv, —2e2Fu"qp}

¥, = {—e¥sinv, —e* cos v, e2F¥~*q?}

olmak tizere,

L =[¥, ¥, V] = —2e-w+2ul+B (1 + 28) (3.35)

N = [y, Wy, W] = —e~ 240 (a2 + 2)

M =[¥, ¥, V] = em@+2u+Bg (-1 + 2p)

dir.

p= (LN — M?)'/s (3.36)

1
— (_e—Zav+4u(1+ﬁ)a2(_1 + ZB)Z + ze—Zav+4u(1+ﬂ)B(_1 + zﬁ)(az o Zﬂ)) /4

Yiizeyin normali,

e3u=av+2uB (34(1+2p) cos v+(a?-4(~1+p)B) sin v)
— 3
) /s

§={

Z(e —2av+4u(1+8) (=142 8)(a? +42)

1
edu=av+2ub((g2—4(~1+f)) cosv+2a(1-2B) sinv) e 2Up(e 2N (—142p)(a?+45?)) / “}
- 1-2f

3
Z(e—zqv+4u(1+8)(_1+zﬁ)(a2+4{i2}) 4

(3.37)
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. e~@v+2u(+6) (2qu2 (1-26)f +2dudv a(-1+2f)-dv?(a?+28))

T
(e—Zav+4u(1+ﬁ) (-1+2[})(a2+4ﬂ2)) /a

e~ v+2u(+8) (2 qudy a+dv?a?-2du?f+2dv? f—4dudvaf+4adu® B2)

== T (3.38)
(e—zow+4u(1+ﬂ) (-1+28)(a? +4ﬂ2)) &

(_2+432)e—«u+2u(1 +1)

1
(e—2au+~lu(1 +ﬂ}(_1+zﬁ)(“2+432}) /4

E=-—

(az +2[}2)e_m”' 2ul1+f1)

G=- . (3.39)
(e—zauﬂu( LEB) (—1428) (a2 +4 z)) 4

(a—ZaB)e‘“""'zu(l"'ﬂ)

F=-—

1
(e—zrxv+4u(1+ﬂ)(_1+ztg) (a? +4ﬂ2)) /4

dir.

Yiizeyin konormali,

9 ={ e eV H2UB (g cog v+ 2 sinv) et t2uf (38 cos vra sinv)
- 17 17
(e"z""”'"‘(”m(—}+2ﬂ)(az+4ﬁz)) /a (e~zn.v+4u.(l+m(_1+zﬂ)(az+¢ﬂ2)) /4
o2l
- } (3.40)

(ewzav-mu(l B (—14+2f)(a? +4ﬁ3))1f“'

Simdi sekil operatoriiniin katsayilarini hesaplayabiliriz.

e"’“’+2u(1+B)ﬁ(a2—4(—1+ﬁ)ﬂ)

e - 3.41)
2(e=2@0HuC+B) (= 1424) (a2 +452))
, e—au+zu(1+3)a(az—4—(-—1+ﬂz))
12 =~ 7
4(e-2avtauQtB) (~1+26)(a?+452) ) i
e~ w+2ut+B gp(—1+2p)
by =

3
(e—zav+4u(1+ﬁ) (~1+28)(a? +4ﬁ2)) /a
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e-ow+2u(1+B) (2+a2_2ﬂ)6

byz = — 3/,
(e—zav+4u(1+ﬁ) (—1+28)(a? +432))

dur.
Boylece K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi asagidaki sekilde hesaplanir.

2 a 2
K=— Bla?+4(—1+4)?) (3.42)

4(—1+2ﬁ)Je'2‘7‘"+4u(1+ﬂ)(—1+2[?)(a2+4ﬂ2)

dir.

i = e—av+2ufl+ﬂ')(“2+4{_1+ﬁ)2)ﬁ

= (3.43)
4(9—2“”““(‘+ﬁ3{—1+2,6)(a2+4ﬁz)) *

dir.
K =0 olmasiigin a ve  nin alacagi degerleri bulalim.
K = 0ise

_ pla?+a(-1+M)?%) -0

4(—1+2ﬁ)Je—2“”+4u(1+ﬁ)(—1+23)(a2+4ﬁ’2)

pla? +4(f —1)?) =0 olmaldir.
Budurumda, f =0 veya a?+4(-1+8)2=0
dir.

H = 0 minimal olmasi i¢in @ ve f nin alacagi degerleri bulalim.

e—-mr+2u{1 +ﬂ)(‘r_2 +4(-1 +ﬂ}2)ﬂ

=0
3
4(,_,—-2au+4u(1+3}(_1+2m(“z+4‘32)) /4

e-—av+2u(1+ﬁ)(a2 + 4(_1 + :3)2),3 =0
(a,B) ; u, v sabit (ya da parametere)
gWtvtuatvB 40 olacagindan

Ba*+4(B—1)*) =0 isef =0 veya a’+4(-1+p)*=0
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olmalidir.
3.Tip Minimal ve Agilabilir Yiizey
Y = {e% e’ e (ua + pv)} (3.44)
ylizeyini goz Oniine alalim.
¥, = {e* 0, —ae" — (ua + fv)} (3.45)
¥, ={0,e%, —Be"}
W, = {e% 0, —2ae* — e*(ua + fv)} (3.46)
Wy = {0,0,—Be™}
Y, = {0,ev,0}
olmak tizere,
L = [¥y, ¥y, Vo] = —ae®**¥ (3.47)
N = [y, ¥y, Ppp] = e+
M = [Py, ¥y, Yol = —Be?*
dir.
p= (—afet+? — ﬁ»2‘¢d,4u+2v)1/4 (3.48)

Yiizeyin normali,

f _ {_ ,[)’63’“'” geluty Beau+v((2+u)a+(2+v)ﬂ)} (3 49)
2@ e 2l pet )’ 2(platpretiia)Ya '
— dulgelut? 2 dudv BeZIH-lI dv? ﬂezu+u
={ (afetut2vyg2osutzvyl/y - (afetu+avygresutavyl/y (ape4u+2v+ﬁ2e4u+2v)1/4}

(3.50)
dir.
ettty
i (ageuwzu,;.ﬁzewuu)1{‘1
2u+tv
‘= z (3.51)

T (aBetutrvipgzetutznyl/y
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ﬁezu-l-v

(a'ﬁe"“*'z"+ﬁz eéu-l-zv] 1/4
dir.

Yiizeyin konormali,

¢ e"Yatua+vf) B e fdv? gZutv @3 52)
T Yptatprerrzryla’ (Bla+presurzn)'fe’ (Bla+B)etutavy'ls '
dir.
Simdi sekil operatdriiniin katsayilarini hesaplayabiliriz.
by, =0 (3.53)
b - _ ﬁe;!'ll'P'l’
12 4(.(;(“+B)e4u+zv)3f4
b _ “eZu-l-u
21~ z(ﬁ(“.,_ﬁ)gﬂn—zuffq
aezu-&v
bzz - 4{ﬁ(a+ﬂ)e““+2”}3/4
drr.
Boylece K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi asagidaki sekilde hesaplanir.
g p
(14
K= 8(a+p)JBla+p)er 2y (3.54)
m,5211+ra'
H T 8(e4u+zvﬂ(a+ﬁ))3/4 (3'55)

dir.
K =0 olmastigin « ve f nin alacagi degerleri bulalim.

K =01ise

4

=0
4(—1+2[;)J(—1+2ﬂ)(a2+4ﬁ2)e-2aV+4u(1+ﬁ)

a = 0 olmalidir.

H =0 olmasiigin a ve f nin alacagi degerleri bulalim.
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anu+U

0

T sarpernTa

anu+u =

a = 0 olmalidir.

3.1.3. Afin Uzayinda Agilabilir ve Minimal Monge Tipi Yiizeyler

Teorem 3.3. 54, S, ve S;3 Afin uzayda Monge tipi yiizey olsunlar. Bu takdirde, S4, S,

ve S; vyiizeylerinin agilabilir ve minimal olmasi igin,

1) S;:¥ = {u, v, u® + vﬁ} olsun. Eger S, ylizeyi agilabilir ise,

a=21i¢in f =2 veya a= olmahdir. Eger S, ylizeyi minimal ise,

B
(—1+428)

n € Z% olmak {izere, a = 2n icin B =2n+1,

a=2n+1licin B=2n ve a=2n+1 F=2n+1 olmaldir.

2) S, ¥ = {u, v, ﬁ} olsun. Eger S, yiizeyi a¢ilabilir ve minimal ise,

a=f= O,—1,% olmalidir.
3) S3: W= {u, v, ua—iuf} olsun. Eger S, yiizeyi agilabilir ve minimal ise,
a=f= 0,—1,% olmalidir.

ispat H

Simdi yukaridaki teoremde verilen Monge tipi yiizeylerin afin uzayda agilabilir ve

minimal olma sartlarint inceleyelim.

1. Tip Monge Y{iizeyi
Y = {u,v,u® + vF} (3.56)

ylizeyini gdz dntine alalim.
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Y, = {1,0,au1*}

¥, = {0,1, Bv~1*F}

Yy = (0,0, (=1 + @)au=2*%}
¥, = {0,0,0}

¥, = {0,0,(—1 + B)Bv~2*F}
olmak tlizere,

L=(-1+a)au 2t

N = (—=1+ p)pv=2*F

M=0

dir.
_ _ Y,
p= ((_1 + a)a(—l + B)ﬂu 2+ay, 2+ﬂ)

Yiizeyin normali ,

£={ (=2 +a)(—=1+ B)pv=2*F

~ (=1 + a)a(=2 + fu~?+
qu(u-2tey=2+B(—-1 + a)a(—-1 + ,8)[3)3/4’

(u—2+av-2+3(_1 + a)a(—l + ﬂ)ﬁ)1/4(_ﬂ + a(—l + ZB))
4(-1+a)(-1+p) J

_ (m1+@aduu” (=14 f) fdviv 2t

h o
((~1+a)a(-1+f)pu-2+av=2+F)

E = (—14+a)au=?+ g

((—1+a)a{—1+_.{;)gu-z+av_z+ﬁ) 4
(-1+p)pv~2+F

G = -
({_““)“(—Hﬂ)ﬁu‘““v'“ﬂ)

F=0
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- 4u(u—2rey=2+f (-1 + a)a(—1 + 5)3)3/4'

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)



Yiizeyin konormali 9 ,

au—1ta ﬁu‘”ﬂ 1
={ (11‘“““1;‘2+ﬂ(—1+oz)oz(—1+ﬁ)ﬁ)1/4 ' (u‘z‘“"v‘z"‘ﬁ(—1+a)oc(~1+ﬁ)[3)1/4 ’ (u‘““v‘”ﬁ(—1+a)a(—1+ﬁ)ﬁ)l/4}

(3.64)

9 (-2 + rr) (-'E + (l’)ﬂ‘z(-—l + B)B“-—Hh"--zm (-—I + a)mr“'“"
u

a 4(u2ry=24 (1 + @)a(~1 + ,8),;‘3’)5"'!4 - (e (=1 + a)a(-1 + £)B) /¥

(—2+ ) (-1 + a)a(-1 + p)ptu v ¥ (m2+ ) (-1 + a)a(=1 + p)pu*ey

4((~1 + (=14 Ppua ) " 4((<1+ al(-1 + f)fu-rrap2+8)

(3.65)
(—1+a@)a?(=2+B) (= 1+f) pu—3+2ey—3+0
9, = { 50
4((—-1+a)rt(—-1+{})ﬁu‘2+“v‘“'ﬂ)
(-1 + a)a(=2 + ) (=1 + p)pru >y ¥ (-1 +8)po ™
57 A
4((~1 + @)al(~1 + p)Bu?*ay=2+F) /a ((-1+ )al-1+ p)guzrey2r) ™
=tk - a =240 ,,—3 I-ﬂ
_ (mr@a(-2+F)(-1+8)fu v . (3.66)
A((~1+a)a(—1+p)fu—2ray-2+f) 4
dir.
Simdi sekil operatériiniin katsayilarint hesaplayabiliriz.
B _ - -2+f
b11 — (—2+a)(-2+3a)(-1+B) v . (3.67)
16u2((—1+a)a(—1+B)ﬂu‘2+“v‘2+ﬁ) *
(—2+@)(=2+ ) (=1+p)pv3+F
by = — 3/
16u({~1+a)a(—1+p)pu-2+ay=2+F) /4
(—2+a)(—1+a)a(-2+B)u~3+®
by = — 3,
1611((—1+a)(x(—1+B)Bu'2+“v'2+ﬁ)
(—1+e)a(—2+f)(=2+3M)u" 2
by, = 3/
161}2((—l+af]a(—1+ﬁ),8u‘““u—2+ﬂ) !
dir.

Boylece K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi asagidaki sekilde hesaplanir.
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(~2+a)(~2+B)(-p+a(-1+2p8))

64u2p? J(—J +a)a(=1+F)pu-2+ay=2+p

K = (3.68)

gl 224301 ppyHE (C1t @a(2 4 2+ 3Pu
2\16u2((-1 + @a(-1+ Ppu-sar-248) " 1602((-1+ a(-1 + ppu-trav-2+6)

((=2+ @)(=2 +3a)(=1 + B)FVF + (=1 + Wa(=2 + f)(=2 + 3H)u)

(32u2v2((—1 +)a(—1+ ﬁ)ﬁu‘““v"“ﬁ)a/“)
(3.69)

K =0 olmastigin « ve f nin alacagi deZerleri bulalim.

(=2+a)(=2+B)(-f+a(-1+20))

64u2v2J(—1+a)a(—1+[f)ﬁu"2+“v‘2+3

=0

(—2+a)(=2+ ) (B +a(-1+2p8)) =0
(=2 +a) = 0'dan
@ =2 olur,
(=2 + ) = 0°dan
B = 2 olur.

(=B + a(=1+2p)) = 0’dan

B =a(—1+2p)
_ f

=G

dir.

H = 0 minimal olmast igin @ ve f nin alacagi degerleri bulalim.

((~2+@)(-2+30)(~1+ ) VP +(-1+@)a(-2+F) (~2+3)u®)

=0
3
(32u2v2((—1+a)a(—1+ﬁ)ﬁu‘2+“v-2+ﬁ) /4)
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((=2+ &) (=2 +3a)(=1+ B)PvF + (-1 + )a(-2 + B)(—2 + 3f)u*) =0
(=2 + a)(=2 +3a)(—=1+ B)BvF = = (-1 + a)a(-2 + B)(-2 + 3B)u”
a=p oldugu durumda,
(=2 +B)(=2+3B) (=1 + BIBvF = —(=1+ PB(-2 + ) (-2 + 3p)uf
v = —yP
v +uf =0
dir.

Yani @ = oldugu durumda u® ve vf disindaki tiim degerler ayni oldugundan
ihmal edilir.’

n € Z* olmak iizere,
a=2n, p=2n+1
a=2n+1, pB=2n ve
a=2n+1 f=2n+1

oldugu durumlar igin v# + u* = 0 denklemi saglanr.

2. Tip Monge Yiizeyi

v= i)

ylizeyini gbz dniine alalim. (3.70)
Y = {u,v,u" v #}

v, ={1,0,—au1"%F} (3.71)
g, ={0,1, —u*pv~1"#}

Y ={0,0,—(-1— a)au?"%y~F} (3.72)

Y, = {0,0,afu~t"v1-F}
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¥, = {0,0,—u~*(-1— f)fv=?7F}

olmak tizere,

L=a(l+a)u 2k (3.73)
N= g1+ Bu %2k

M = qfu~ "%y~

elde edilir.

1
p = (—a?B?u?"2%y 272 4 o (1 + a)B(1 + p)u~2"2%y~2728) /s (3.74)
olur.

Yiizeyin normali &,

B+ Bu~t-*py=2F a(l+ a)u 2%y 1-F
201 +a+ B)u‘2(1+“)v‘2(1+5))3/4 ’ 21 +a+ ﬁ)u“2(1+“)v'2(1+ﬁ))3/4'

(@+B)(aB(1+a+ [?)u‘z(”"‘)v‘z(l’Lm)1/4
20+ a+pB)

}

(3.75)
dir.

(du?v?)a(1+a)u~?"%y=2-8 +uﬁ'(2dudv va+dv?u(l +B))

Y. (3.76)
(aB(1+a+B)u—2(1+@)y-2(1+p)) /4

elde edilir. Boylece,

. 3 3
" u v (af (1 + a + flu?"p=272F) /a uv?*Ba(af(1 + a + fu—?"24y=272F) /4

= BA+a+p) H FA+atf)

o eplrat Bu 2y ) a g (ap(1 + a + B)uP P o
N a1+ a+p) a(l+a+p)

Fe u1+"‘ul+l?(a;3(1+oc+13)14'2'2"‘1"2'213)3/4 (3.77)

(1+a+p)
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olarak bulunur.

Yiizeyin konormali,

_ au~1—ay=h pu-ap~1-F#
T @B+ a + B uttr @2+ e (af(1 + a + f)u—2Ar0y—20+M) o’

1
(af(1+ a+ ﬁ)u—2(1+a)v—»2(1+ﬁ))3/4

}

(3.78)
dir.
u ve v ye gore tiirevlerini alalim.

@ (1 + a)B(1 + a + pu2-e"2(+a)y,—F-201+4) , (=1 —a)au™?" v F
‘o 2(af (1 + a + Bu-2(+@)y=20+/)"/4 (@Bl + a + B u—2+a)y=2048)) /s’

{1(1 + a)ﬁz(l +a +'B)u—l—a—z(lﬂt)v—l—ﬁ—2(1+ﬂ) aﬁu—l—av—l—ﬁ
2aB(1 + a + B u-2a+ay=20+5)%s (@B + a + Bu-2a+ay-20+m) e

a(1 4 a)B(1 + a + fu 172140y =20+4)
2(af(1 + a + fu~20+@y=20+7) "/,

{azﬂ(l + B + a + futramAira)y,y—1-f-2(1+H) e
19V = 5 e : 17 ¢
2(u2W+ @204 (1 + a + ) /a (u—20+@)y=20+BB(1 + a + f)) /a
af?(1 + B)(1 + @ + pu~ - H1+@ y=2-f-2H) (-1 - pB)Buv=?"F
2(af(l +a+ ,"f)u"z““‘)u“?[“'m)ﬁh (af(1+a+ [})u—2(1+a)u—2(1+ﬁ))1/4'

af(1+ B)(1 + a + [ u20+Dy=1-20+0)
2(aB(1 + a + Bu-2+a)y=20+6))%s

}

dir. Bu durumda yiizeyin normali,

1
9y Ay, ult®yB (14 8)(af(1+a+p)u—20+0)y=201+5) /a
&= =
[9,9::9] 2a(1+a+p) !

(1+a)uavl+[f(aﬁ(1+a+ﬂ)u—2(1+a)v—2(1+B))1/4, (a+g)(aﬂ(1+«+ﬁ)u‘2‘-‘+“)v"?(”m)l/"}
28(1+a+f) ! 28(1+a+p)

(3.79)

dir.
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Simdi, sekil operatoriiniin katsayilarini hesaplayabiliriz.

by, = (1+a)(1+ﬁ)uavﬁ(aﬁ(1+a+/z)u-2<1+“>v-2(1+‘”)1/4 (3.80)

4a(1+a+p)

b _(—1+B)(1+ﬂ)u1+“v’1+ﬁ(a:ﬁ(1+a+B)u'2(1+“)v‘2(1+5))1/4
1z —

4a(1+a+f)
oo = (—1-m)(1+aJu"-*“v“‘13(aﬁ(1+a+ﬂ)u‘2(1+“)v'2(1+m)1/4
21 = Af(1+a+p)
b _(1+a){1+ﬁ)u“vﬁ(aﬁ;1+a+ﬂ)u-2(1+“)v-2<1+ﬂ))1/4
22 = 1B (1+a+pB)

olarak bulunur.

Boylece K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi asagidaki sekilde hesaplanir.

(1+a)(1+ﬁ)(a’+B)u2“v2ﬁJlxﬁ(1+rx+ﬁ)u‘2(1+a)u‘2(1+3)

s BaB(1+a+p)? (3.81)

dir.

1{(1+a)1+pu*vP(ap(l+ a+ [})u‘z(““)v‘z(“ﬂ))l/“

2 4a(l1+a+p)

1+ a)1 + Pu*vP(af(Q +a + ﬁ)u-2<1+“>v-2(1+ﬂ>)1/ 4)
* 43(1+a+p)

@+ a1+ (a+ uvF(af(l+a+ ﬁ)u_z(”"‘)v‘z(”m)l/"
- 8af(1+ a+f)

(3.82)
dir.

K = 0 olmasiigin a ve B nin alacagi degerleri bulalim.

(1+a)(1 +[i)(a+[i’)u2“u2ﬁJ(xﬁ(1+a+ﬁ)u—2(1+“)v‘2(1+ﬂ)

8af(1+a+p)? =0

(14 a)(1 + B)(a + Bu2®v?P [aB(1 + a + pu—2(+a)y—2(1+8) =
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a # f# oldugu durumda, bu denklemin sifira esit oldugunu hesaplamak miimkiin

olmadigindan « = f# durumu igin kosullari inceleyecegiz.

a = f§ oldugu durumda,

A+a)d+ a)(a+ a)uzavza\/az(l + 2a)(uv)—2(+a)
(1 + a)?2a. aV1 + 2a (uv)?*(uv) =1+

(1 + a)?2a?V1 + 2a (uv)*?

a=0 igin =0

a=-1 igin f=-1

06=—-;— igin ﬂ:—-;-

degerleri denklemi saglar.

H = 0 minimal olmasi i¢in a ve f nin alacag degerler,

(1+oc)(1+[i)(o:+[?)u"‘uﬂ(oz,(?(1+oc+[i')u"2(1‘”“)v'z(1'”3))1/4 -0
8apf(1+a+p) -

1
(1+a)(@ + B)(a+ fuvf(af(1l + a + pu~2i+a)y=201+4)) fa _ 0
denkleminin ¢6ziimii K = 0 olmas1 durumu ile aynidir.

Bu durumda,
a=f i¢in a=p =O,—1,%

dur.

3. Tip Monge Yiizeyi

1
Y = {u, v, m} (383)
ylizeyini goz Oniine alalim.
_ qu-1+a
Y, = {1,0, —m} (3.84)
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ﬁl?"l+ﬂ }
p, = -t
v {0'1' (ue+vh)°

—(—1+a}a;r}§_4:9 2 gly=2+2a)

(
=10,0,—
t (uatvh)* (ux+vh)® (3.85)
B af2u-1+ay=1 I-,G]
- {o 0.5
(-14+8)pv2+F zﬁzv‘z*zﬂ]
=100 — :
Fov { " (ue+vB)° (ua+vh)’
olmak tizere,
_ au~2+(~(~1+a)vF+(1+a)u®)
L= o (3.86)
N = Br=2+B(— (—1+[?)u“+(1+[i’)v")
(u“+vl’)
2afu~1+ay=1+8
M =828 s
(u"‘+1;5)3
elde edilir.
1
p = (—a?BPu~2"2y= 2728 4 (1 + a) (1 + flu~2"20y~272F) /4 (3.87)
olur.

Yiizeyin normali,

¢
_ L1+ pu~t-2y=2-F a(1+ aq)u=2"oy~1-6
2(aB(1 + a + Pu-2@+r@y=20+)%/a" 2(aB (1 + a + B u—2+@y=20+8))/s
(@a+B)(ap(l+a+ ﬁ)u'z(1‘“"‘)17‘2(1’“3))1/4
20+ a+p) )
(3.88)
dir.
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wimay—2=f (cluzvza(l-f-a)+uﬂ(2dudv va+dv?u(l +,G))) (3.89)

h= .
(@B(1+a+Byu-2(+a)y=2(1+4)) /4

elde edilir. Boylece,

E =
3

w8 (—ap (1+atfu-2-20y=2-20) 1w Pa(~ap(1+atpur 20 2Bap(1tatp)) fa

B(1+a+p) B(1+a+p)

_ u”“vﬁ(—aﬁ(1+a+ﬁ)u‘2‘2“v‘2‘23)3/4 n u““vﬁp’(—aﬂ(1+a’+ﬂ)u"2‘2“v‘2‘25)3/4

a(l+a+p) a(l+a+p)
u1+av1+[3(_aﬁ(l+a+mu—2—2av—z—zﬁ)3/4
F == (3.90)
1+a+f
dir.

Yiizeyin konormali,

9 ={ au-1"%p~B [)’u,‘av—l—ﬁ
_ (@Bl +a+ ﬁ)u—Z(Ha)”—z(Hm)l/“’ (af(1+ a+ ﬂ)u-2(1+a)v—2(1+ﬂ))1/4'
1 7} (3.91)
(a[i’(1+a+ﬁ)u—2(1+a)v_2(1+m) /4
dir.

uve v ye gore tiirevlerini alalim,

Y, =
(1 +P(1 +a+ pur 2Dy IR (-1 - a)au=?"%p~F
2(@B(1 + a + Bu-2(+a)y=2(1+£))/s (@B(1 + a + fu-2(+a)y-20+£) /4’
a(1+ a)B2(1 + a + Bu~ 12 2+a)y,~1-F-2(1+F) aput-*y=1-A

2aB(1 + a + Bu-2a+ay-20+8) %4 (@B + a + Bu-2Gray-2+my e’

a(1+a)B(1+a+ ) u=t=2004a),=2(1kf)
s
3(“ﬁ(1+a+ﬁ}u"2i1+«}v-z(1+m) fa
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9, =

azﬁ(l + B)(l +a4+ ﬂ)u—l—a-—z(lﬂx)v—l—ﬁ—2(1+ﬁ) aﬁu—l—av—l—ﬁ

2(af (1 + a + fu-2+@)y=20+8))"4 T (@B + a + Bu-2rary-2a+m) s’
rxﬁz(l + ﬁ}(l +a+ mu—«—z(xm)],—z-ﬁ-zcnm (_1 _ ﬂ)ﬁu‘“vl“z"ﬁ

2(af(1 + a + fu-2(+a)y=2046))4 (@f (1 + a + B u21+ay=20+8)) /s’

aB(1+B)(1+a+B)u~21+a)y—1-2(1+£)

5
Z(aﬁ’(l+a+ﬁ)u'2(1+“)v‘2(1+ﬁ)) /s

(3.92)
dir.

Simdi, sekil operatdriiniin katsayilarini hesaplayalim.

B s (1+oz)(1+B)(ot+[i)u"‘v/3(a:[)‘(1+ot+ﬁ)u‘2(1+‘")v'z(“ﬂ))l/4 393
1 = da(1+a+p) (3.93)

b _(-1+,rz)(1+mu1+%-1+ﬁ(a/3(1+a+ﬂ)u-2(1+a>v-2(1+ﬁ))1/4
12 = 4ae(1+a+f)

b, = (~1+|nc]|(1+ac)n'1““‘v“*f'i(ocﬁ(1-4-0:+[?)u‘2(1"“)1)"2(1*"3))1/4
a1 4B (1+a+p)

b _(1+a)(1+ﬁ)u“vﬁ(aﬁ(1+a+ﬁ)u‘2(1*'“)u-2(1+ﬂ))1/"’
22— 4B(1+a+p)

olarak bulunur.

Boylece K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi asagidaki sekilde hesaplanir.

(1+a)(1+B)(a+ﬁ)u2“v2ﬁJaﬁ (1+a+pyu—20+a)y=2(1+4)
- 8af(1+a+p)?

(3.94)

e 1{ A+ a)1+uvP(ap(l+ a+ ﬁ')u'z(l’”")v‘z(”/”))1/4
T2 4a(l+a+p)

(1 + a)(l +ﬁ)uaUB(C(,3(1 +a +ﬁ)u—2(1+a)v—2(1+5))1/4)
* BA+a+h)
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@+ +p)(a+ ButvF(ap(l +a+ ﬁ)u‘2(1+“)v'2(1+ﬁ))1/4
- 8af(1+a+f)

(3.95)
dir.

Buradaki a ve 8 degerleri 2.Tip Monge yiizeyindeki sonuglart ile aymdir.
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4. SONUC

Bu tez ¢alismasinda 3-boyutlu Afin uzayda yiizeyler teorisi ile ilgili temel tanim ve
teoremler ifade edildi. Cetro-afin uzaydaki minimal yiizeylerin afin uzayda agilabilir
ve minimal yiizey olma sartlart incelendi. Ayrica Afin uzayda bazi Monge
ylizeylerinin agilabilir ve minimal olma sartlar1 da belirlendi. Yapilan bu galismada
gerekli olan uygulamalar ve hesaplamalar Matematica paket programi kullanilarak

yapilmigtir.

Bu ¢aligmadan elde edilen sonuglar, agilabilir ylizeylerin kullanildig1 deniz araglari
ylizeyi, ugak yllzeyleri, mimari yapilarda ve metal temelli endiistrilerde gerekli olan

uygulamalara 1s1k tutabilir,



10.

11.
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