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OZET

ZAMAN SKALASINDA BIRINCI MERTEBEDEN
DINAMIK DENKLEMLERIN SALINIMLILIGI

Yiksek Lisans Tezi

Bagsak KARPUZ

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Ozkan OCALAN

Fark denklemler ve diferensiyel denklemler matematik tarihinin baslangicindan
bugiine kadar biiytk bir ilgi odagi olmustur. Ayrica, bu ¢aligma sahasi genis
bir uygulama alanina sahiptir. Ancak fark denklemlerinin ve diferensiyel
denklemlerin her ikisinin de yetersiz oldugu bir ¢ok yer vardir ve eskiden
cevapsiz kalan bu sorularin biiyiikk bir boéliimiinii, hentiz ¢ok yeni olan di-
namik denklemler kavrami agiklamigtir. Tezin ilk boliimiinde, fark denklem-
ler ve diferensiyel denlemler tizerinde elde edilen sonuglardan bahsedilmigtir.
Tezin ikinci boliimiinde, dinamik denklemler icin gerekli olan zaman skalasi
kavramindan bahsedilecektir. Uciincii béliimde pozitif katsayili dinamik denk-
lemlerin salinimhilik davraniglar: ve dordiincii boliimde pozitif ve negatif kat-
say1ll1 neutral dinamik denklemlerin salinimhilik davraniglar1 incelenmistir.
Tezin son boliimiinde ise ticlincii ve dordiincii boliimde elde edilen sonuclar
literatiirdeki var olan sonuglarla kiyaslanmigtir.

2008, 42 sayfa
Anahtar Kelimeler: Neutral dinamik denklemler, salinimlilik, salinimsiz-
lik, zaman skalasi.
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ABSTRACT

OSCILLATION OF FIRST-ORDER DYNAMIC EQUATIONS
ON TIME SCALES

Master of Science Thesis

Basak KARPUZ

Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Ozkan OCALAN

Difference equations and differential equations have been a focus of interest,
because there is a very large application field of this area. However, there
are so many questions that neither difference equations nor differential equa-
tions fail to give reply, and most of such equations found their answers by
the means of dynamic equations, which is a very new concept. In the first
section of the thesis, we tread some results in the literature that are given
for difference equations and differential equations; in the second section of
the thesis, we introduce the concept of time scales of which dynamic equa-
tions are defined on; in the third section, we study oscillatory behaviour of
dynamic equations including a positive coefficient, and in the fourth section,
we study the oscillatory behaviour of neutral dynamic equations including
positive and negative coefficients. And in the last section of the thesis, we
compare our newly obtained results with the existing results in the literature.

2008, 42 pages
Keywords and Phrases: Neutral dynamic equations, oscillation, non-
oscillation, time scales.
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1 GIRIiS

Fark denklemler teorisi, matematigin sistematik olarak geligmesiyle birlikte
ortaya cikan ilk teorilerden birisidir. Bu teori, zamana bagl ayrik olaylarin
matematiksel ifadesinde kullanilmigtir. Fark denklemler bir ¢cok doga olayini
ifade etmekte kullanilir. Bununla birlikte, fark denlemler, diferansiyel den-
klemlerin niimerik ¢oziimlerinin incelenmesinde de kullanilir. Yani, verilen
bir diferansiyel denklemin, ayrik benzeri olan fark denklem ifade edilir ve bu
fark denklem, diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin yapisini arastirmak igin in-
celenir. Bu nedenledir ki, fark denklem teorisi ve diferansiyel denklem teorisi
birbirine ¢ok yakin ve paralel olarak geligmektedir. Fark denklem teorisi ile
diferansiyel denklem teorisi arasinda ¢ok fazla benzerlikler oldugu kadar ¢ok
onemli farklilklar1 da vardir. Ornegin, birinci mertebeden bir diferansiyel
denklemin salinmli olan ¢oziimleri yok iken, bu denkleme iligkin fark
denklemi salinimli ¢oziimlere sahip olabilmektedir.

Fark denklemler teorisi yaklagik olarak sekiz asirlik ¢aligmalar sonunda
sistematik bir hale gelmisken, diferansiyel denklemler teorisi dort asirdir
caligilmaktadir. Diferansiyel denklemler teorisinin daha kisa stiredir
caligilmasinin sebebi, doga olaylarinin kesiksiz oldugunun var sayilmasidir.
Bu yiizden, diferansiyel denklemler teorisi; fizik, kimya, biyoloji, astronomi,
ekonomi ve diger bilimlere ait matematiksel ifade yontemi olarak kullanilir.
Ancak zaman siirekli olarak ilerlese de, olaylarimin kendi iginde stireklilik
ve stireksizlik hallerinin ayni anda olabilecegi bir gergektir. Dolayisiyla, her
matematiksel olay1 diferansiyel denklemlerle ve fark denlemlerle ifade etmek
miimkiin degildir.

Fark denklemler Fibonacci tarafindan ¢alisma konusu olarak dikkate
alinmistir ve onun ¢ok basarili calismalart sonucunda bir ¢ok matematikci
daha sonralarda bu ilging alana yonelmistir. Ornegin, Laplace sabit katsayih
homojen dogrusal fark denklemleri, Guichard ise ayni denklemin homojen
olmayan 0zel hallerini ve Gelgrum bu denklemlerin ¢oztimlerinin asimptotik
davranigini inceleme konusu olarak se¢mistir.

Diferansiyel denklemler teorisi ise Leibnitz ve Newton tarafindan baglatilip,
Claurit, Frobenious, Euler ve diger bir ¢cok matematikgi tarafindan
geligtirilmistir. Bu teoriye adimi veren Leibnitztir.

Yukarida deginildigi gibi, doga olaylar1 ne tam olarak stirekli ne de tam
olarak kesiklidir. Dolayisiyla, olaylara iligkin denklemlerin modellemelerinde
yeni bir teoriye ihtivac duyulmaktadir. Iste bu teorinin adi Zaman Skalasidir.



Zaman skalasi teorisi ile birlikte, hem siireklilik hem de siireksizlik igeren
olaylarin denklemlerinin matematiksel modellemesi formiilize
edilebilmektedir. Zaman skalasi iizerinde tamimli bu denklemlere dinamik
denklemler denir. Dinamik denklemler zaman skalasinin 6zel durumlarinda,
fark denkem yada diferansiyel denklem haline doniisiir ve Kuantum fiziginde
ortaya ¢ikan kuantum fark denklemine de doniigiir. Boylece fark denklem
ve diferansiyel denklem ig¢in ayr1 ayri sonuclar vermek yerine, keyfi zaman
skalalar1 i¢in gecerli birlestirilmig sonuclar verilebilir.

Ladas 1990 yilindaki galigmasinda, p pozitif bir reel say1 ve a pozitif bir
tamsay1 olmak iizere

Az(n)+pr(n—a)=0, neZ"

denkleminin her ¢oztimiiniin salimimliligini incelemistir ve gerek ve yeter sart
vermistir. Erbe ve Zhang 1989 yilindaki ¢aligmalarinda, {p (n)}, .+ negatif
degerli olmayan bir dizi ve « pozitif bir tamsay1 olmak tizere

Az(n)+pn)x(n—a)=0, neZ* (1.0.1)

denkleminin her ¢oziimiiniin salimmlilig1 icin yeter sart vermistir. Ladas,
Philos ve Sficas 1989 yilinda, Erbe ve Zhang’in elde ettigi sonuclar1 daha da
geligtirmigtir. Bu ¢aligmada, (1.0.1) denkleminin her ¢dziimiiniin salimmlhilig

icin
n—1 o a+1
lim inf > pn) > (a+1) (1.0.2)

n=n—ao

kosulununun yeterli oldugu verilmigtir.
(1.0.1) denklemine karsilik gelen diferansiyel denklem

) +pt)r(t—a)=0, teR*T (1.0.3)

olup, bu denklem i¢in Ladas 1979 ve Koplatadze ile Chanturia 1982 yillarinda

t

1
liminf/p(n) dn > - (1.0.4)

t—oo
t—a

sartinin salimimlilik i¢in yeterli oldugunu vermistir. Burada p negatif degerli
olmayan stirekli bir fonksiyon ve « pozitif bir reel sayidir. Acikca

1 a+1
lim (CH ) —e (1.0.5)

a—00 o




oldugu goriilebilir. (1.0.5) ifadesinden, (1.0.1) denklemi ile buna kargilik gelen
(1.0.3) diferansiyel denkeminin yakin iligkisi gortilmektedir.

(1.0.1) ve (1.0.3) denklemlerini kapsayan dinamik denklem ise, p zaman
skalasinda negatif degerli olmayan bir fonksiyon ve o fonksiyonu azalmayan
simirsiz ve her ¢ € R igin o (t) < t saglayan bir fonksiyon olmak tizere

) +pt)x(a) =0, teT (1.0.6)

seklindedir. Zhang 2002 ve Bohner 2003 yillarinda (1.0.6) denkleminin her
¢oziimiinin salinimhiligl icin

1
lim inf inf > 1 1.0.7
t—00 —/\pGR;(([Ja(t),t)) {)\eAp (t,a(t))} ( )
>

kogulunu elde etmiglerdir. Béliim 4 te, (1.0.7) ifadesinin nasil (1.0.2) ve
(1.0.4) ifadesine doniigtiigi gosterilecektir.

Ladas ile Qian 1990, Chen ile Zhang 1994 ve diger bir ¢ok matematikci,
{p(n)},cpv ve {q(n)}, ey negatif degerli olmayan bir dizi ve « ile 3 pozitif
tamsayilar olmak iizere

Az(n)+pn)z(n—a)—qgn)z(n—08)=0, neZ (1.0.8)

fark denkleminin her ¢oziimiintin salinimliligi i¢in yeter kogullar vermiglerdir.
(1.0.8) denklemine kargilik gelen diferansiyel denklem, p ile ¢ negatif degerli
olmayan siirekli fonksiyonlar ve « ile 8 pozitif bir reel sayilar olmak tizere

?y)+pt)x(t—a)—qt)z(t—p)=0, teR" (1.0.9)

seklindedir. (1.0.9) denkleminin her ¢6ziimiiniin salimmhlig: i¢inde bir gok
matematik¢i yeter sartlar vermistir. Ancak, Guan ile Shen 2007 yilindaki
caligmasinda, p ile ¢ negatif degerli olmayan siirekli fonksiyonlar ve «a, 3 €
(1, 00) reel sayilar olmak tizere

2 (&) +pt)z(t/a) —qt)z(t/8) =0, teR* (1.0.10)

denklemini (hatta daha da genel halini) ifade etmis ve bu denklemin her
¢oziiminiin salimimliligl i¢in yeter sartlar vermislerdir.

Zhang'm ve Bohner’in pozitif katsayili (1.0.1) ve (1.0.3) denklemleri igin
yaptiklar: (1.0.6) genellestirmesi gézoniine alinarak, ” Acaba, (1.0.8), (1.0.9)
ve (1.0.10) denklemleri igin de uygun bir genellegtirme verilebilir mi?” sorusuna

3



olumlu yamt verecegiz. Bu tezde, (1.0.8), (1.0.9) ve (1.0.10) denklemlerini,
p ile ¢ zaman skalasinda negatif degerli olmayan fonksiyonlar ve « ile (8
fonksiyonlar1 artan, smirsiz ve her ¢ € R icin o (¢), 5 (t) < t olmak tizere

22 () +pt)e(a(t) —qt)z(B(t) =0, teT

denkleminin (ve hatta daha genel halinin) her ¢éziimiiniin salimmhlig: i¢in
yeterli sartlar elde edilecektir ve yeni sonuclarin nasil literatiirdeki sonuclardan
daha iyi sonuclara doniigtiigii gosterilecektir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Zaman Skalasi

Tanmim 2.1 (Zaman skalas1). Reel sayilarin bogtan farkl ve kapali olan alt
kiimelerine zaman skalasi(time scale) denir ve T ile gosterilir (Bohner, Pe-
terson 2001).

a,b € T icin, [a,b]y := [a,b] N'T ile tammlansin. Daha genel olarak, bir
araligin alt indisinde T simgesi varsa, belirtilen araligin zaman skalasi ile
arakesitini anlayacagiz.

Tanim 2.2. T bir zaman skalasi olmak lizere
o(t) :==inf (t,00)p ve p(t):=sup(—o0,t);

ile tamimlanan operatorlere sirasiyla ileri atlama(forward jump) ve geri at-
lama(backward jump) operatorleri denir. Ayrica uygunluk igin

infg:=supT ve sup@:=infT

ile tanimlanmstir. Tleri atlama operatériinden elde edilen par¢aciklilik(graininess)
fonksiyonu

p(t)=o(t)—t>0
ve
T . {(—oo,sup T)p, supT <oovep(supT) <supT

T diger durumlarda

Y

ile tanimlanmigtir (Bohner, Peterson 2001).

Tanim 2.3. Tanim 2.2 ye gore zaman skalasinin elemanlar1 asagidaki gibi
siniflandirilir:

(i) ot

) ) =tise t € T elemanina sag yogun(right dense) denir.
(ii) o (t) > tise t € T elemanina sag sa¢inumli(right scattered) denir.
)

(i)
(iv) p(
(Bohner, Peterson 2001).

t) =t ise t € T elemania sol yogun(left dense) denir.
)

t) < tiset € T elemanima sol sa¢inamli(left scattered) denir.



2.2 Delta Turev

Tanim 2.4. f: T — R fonksiyonunun her ¢ € T* i¢in
t —
g £ =1
—s

oy o)

limiti mevcut ise bu limite f fonksiyonunun Delta tirevi(delta derivative)
veya Hilger tiirevi denir ve f2 ile gosterilir (Bohner, Peterson 2001).

Tezde aksi belirtilmedikge, tiirev terimi ile delta tiirev kastedilecektir.

Teorem 2.5. Kabul edelim ki; f: T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Bu
durumda, asagidakiler gecerlidir:

(i) f fonksiyonu t noktasinda tireve sahipse; f fonksiyonu t noktasinda
sureklidir.

(ii) f fonksiyonu t noktasinda sirekli ve t sag saginiml ise

o) =

dir.

(i1i) t sag yogun olmak tzere; f fonksiyonunun t noktasinda tireve sahip
olmas i¢in gerek ve yeter kosul

WIOEFI0

s—t t—s

limatinin mevcut olmasidir. Bu durumda ise

fA (t) — lim f (t) B f (S)

s—t t—s
dir.
(iv) f fonksiyonu t noktasinda tireve sahipse;
flo@®)=Ff@) +ult)f> @
dir (Bohner, Peterson 2001).



Teorem 2.6. Kabul edelim ki; f,g: T — R fonksiyonlar, t € T noktasinda
tiureve sahip olsun. O zaman, asagidakiler gecerlidir:

(i) f+g:T — R toplaminin t noktasindaki tirevi,
(f+9° ) =) +g° (1)
dir.
(i) fg:T — R ¢arpymimn t noktasindaki tirevi,

(f9)" () = f2 () g (D) + f (a(1)) g (¢)
dir. Burada, fg = gf olduguna da dikkat edilmelidir.

(i) f(t) f(o(t)) # 0 olmak tzere, 1/f fonksiyonu t noktasinda tireve

sahiptir ve
NS R
(f) RN TONI0)

dir (Bohner, Peterson 2001).

2.3 Delta integral

Tanim 2.7. Bir f: T — R fonksiyonunun sag yogun noktalarindaki sagdan
limiti var (sonlu) ve sol yogun noktalarindaki soldan limiti varsa f fonksiy-
onuna dizenli(reguler) denir (Bohner, Peterson 2001).

Tanim 2.8. Bir f : T — R fonksiyonu sag yogun noktalarinda siirekli ve
sol yogun noktalarindaki soldan limiti varsa f fonksiyonuna rd-siirekli(right
dense continuous) denir.

f T — R geklindeki rd-stirekli fonksiyonlarin kiimesi C,q4 (T, R) ile
gosterilir. f € Cq (T, R) ve f& € C,q(T,R) ifadelerini saglayan fonksiy-
onlarm olugturduklar kiime ise C}, (T,R) ile gosterilir (Bohner, Peterson
2001).

Tanim 2.9. Bir f: T — R fonksiyonu, bir R C T" bolgesi i¢gin, her t € D
noktalarinda tiirevlenebilir ve T*\ D bolgesi sag sagimmh nokta igermeyen
sayilabilir bir kiime ise f fonksiyonuna D bdlgesinde dén-tirevienebilir(pre-
differentiable) denir (Bohner, Peterson 2001).



Teorem 2.10 (Ortalama deger teoremi). Kabul edelim ki, f,g fonksiyon-
lary T uzerinde reel degerli ve ayni D bolgesinde on-turevlenebilir olsun. Bu
durumda, hert € D icin

F2 (6] < g% (1)

1se, her s,tT ve t > s i¢cin
[f (@) = f(s) <g(t)—g(s)
dir (Bohner, Peterson 2001).

Sonug 2.11. f,g: T — R fonksiyonlar aynt D bolgesinde on-tirevlenebilir
ve U C T, baslangi¢c ve bitis noktalar: siraswyla s,t € T olan kompakt bir
aralik olsun. Bu durumda,

[f (&)= f(s)l < sup [f2 ()] [t —s|

neUrND
saglanir (Bohner, Peterson 2001).

Teorem 2.12 (On-antitiirevlerin varhigl). Kabul edelim ki, f diizenli olsun.
Bu durumda, uygun bir D bélgesi ve bu bolgede on-tiurevlenebilir F fonksiyonu
vardwr, oyle ki; her t € D icin F2(t) = f(t) saglanar (Bohner, Peterson
2001).

Tanim 2.13. Kabul edelim ki, f : T — R fonksiyonu diizenli olsun. Bu
durumda, Teorem 2.12 deki gibi olan her F' fonksiyonuna f fonksiyonunun
on-antitirevi(pre-antiderivative) denir. Bu durumda, ¢ keyfi bir sabit olmak
uzere,

/f(n)AnzF(t)+c

ifadesine diizenli f fonksiyonunun belirsiz integrali(indefinite integral) denir.
Cauchy integrali(Cauchy integral) ise

/f(ﬁ)AUZF(t)—F(S) her s,t € T

ile tamimhdir (Bohner, Peterson 2001).



Teorem 2.14 (Antitiirevlerin varhig). Her rd-sirekli fonksiyonun bir an-
titirevi vardwr. Ozel olarak, bir s € T ve hert € T i¢in

F (1) :=/f<n>An

ile tanamly fonksiyon, f fonksiyonunun antitirevidir (Bohner, Peterson 2001).

Teorem 2.15. f € C,q(T) ve t € T* olmak izere,

o(t)
/f<n>An=u<t>f<t>

saglanar (Bohner, Peterson 2001).

Teorem 2.16. f2 > 0 ise f fonksiyonu azalmayandir (Bohner, Peterson
2001).

Teorem 2.17. r;s,t € T, A € R ve f,g € C.q(T) olsun. Bu durumda,
asaqidaki ozellikler gecerlidir:

(i) [ (f+9)(m) A= [1f(m)An+ [g(n)An
(ii) [T ONF) () An = X [} f (n) An
(iii) [, f(n) An=— [ f(n)An
(iv) [, f () An= [ f(m)An+ [ f(n)An

(v) [1f (o) g™ () An=(fg)(t) = (fg)(s) = [L f* () g (n) An
(Bohner, Peterson 2001).
Teorem 2.18. s,t € T ve f € C,q(T) olmak tzere, asagidakiler vardur:
(i) T =R ise

jf(n)Anzjf(n)dn

dar.



(ii) T sadece izole(hem sag hem de sol saginimli) noktalardan olusuyorsa,

/f(n)Anz S fn)p ()

nelt;s)
dar.
(Bohner, Peterson 2001).

Tanim 2.19. s € T, supT = oo ve f € C,4(T) olsun. Bu durumda, [ty, 00)
tizerindeki has olmayan integral(improper integral)

7f(n)An :ZtIiggO/tf(n)An

ile tamimhidir. Eger bu limit mevcut ise has olmayan integral yakinsaktir,
aksi halde de raksaktir denir (Bohner, Peterson 2001).

Teorem 2.20 (Degisken degistirme). Kabul edelim ki, f : T — R kesin
artan bir fonksiyon ve T := f(T) bir zaman skalasi olsun. g € Cpq (T,R) ve
feC (T, R) olmak iizere, her s,t € T igin

t f@®)
Jomrman= [ (o 1)) 5¢
s f(s)
dur (Bohner, Peterson 2001).
Sonug 2.21. Teorem 2.20 deki sartlar altinda T =T ise
¢ f(t)
Jomr2man= [ (gor) g
s f(s)
dar.

Teorem 2.22 (Ara deger teoremi). f : T — R fonksiyonu siirekli olsun.
s,t € T vet > s olmak tizere,

f(s)f(t) <0

saglanwyorsa, bir v € [s,t)g i¢in f(r) = 0 veya f(r) f(o(r)) < 0 olur
(Bohner, Peterson 2001).
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Teorem 2.23 (Leibnitz kural). Kabul edelim ki, s € T% ve f: T x T" —
R fonksiyonu, her r > s ve r € T olmak tzere (r,r) noktasinda siirekli
olsun. Bununla birlikte, f* (r,-) € Crq([s,0 (1)]p) olsun. O zaman; g (t) =

[Lf(t,n) A dle tamumlanirsa g® (t) = [ f2 (t,n) An + f (o () ,t) saglaner
(Bohner, Peterson 2001).

Yukaridaki teoremde tiirev birinci bilegene uygulanmaktadir.

2.4 Genellestirilmis Ustel Fonksiyon

Tanim 2.24. h > 0 olmak iizere, Hilger karmagik sayilari, Hilger ekseni,
Hilger yedek ekseni ve Hilger sanal cemberi sirasiyla agagidaki gibi tanimhdir:

1
Ch::{ZGC:z#—E},
1
Rh::{zeCh:zeRvez>—E},

1
Ah::{zeCh:zeRvez<—E},

2'4—1—l
h| hf’

Bunlarla beraber, h = 0 i¢in Cy := C, Ry := R, I := iR ve Ay := @ ile
tanimhidir (Bohner, Peterson 2001).

]Ih:—{zE(Ch:

Tanmim 2.25. h > 0 olmak iizere, &, : C,, — Zp, :={2 € C: —n/h <Im(z) < 7/h}
silindir déniigimi(cylinder transformation)

z, h=20
Z) = 1
& (2) ZLog(L+zh), h>0

ile tammhdir. Ters silindir donisimini(inverse cylinder transformation)
{,:1 Ly, — Cy, ise

h=0

Z,
-1 —
gh (Z) : %(eZh—l), h>0

seklindedir (Bohner, Peterson 2001).
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Tanim 2.26. f: T — R fonksiyonuna
L4+ u(t) f(t) #0, her t € T®

ifadesini sagliyorsa regresif (regressive) denir ve rd-stirekli regresif fonksiyon-
larin kiimesi

R=R(T)=R(T,R):={f € Crg(T,R): 1+ p(t) f(t) #0 her t € T"}
ile tanimhdir (Bohner, Peterson 2001).

Tanim 2.27. Pozitif regresif fonksiyonlarin kiimesi(set of positive regressive
functions)

RT =R (T) =R (T,R) :={f € R(T,R) : 1+ s (t) f () > 0 her ¢ € T"}
ile tamimhdir (Bohner, Peterson 2001).

Tanim 2.28. f € R (T, R) olmak iizere zaman skalasi tizerinde tstel fonksiyon
(exponential function)

ef(t,s) :=exp /fu(n) (f(n)An her s,t € T

ile tanimhdir (Bohner, Peterson 2001).
Teorem 2.29. f € R(T,R) ve s € T olmak tizere,
et —f(t)r=0, x(s)=z€R

ile verilen baglangi¢ deger probleminin(initial value problem), T zaman skalas
tizerindeki tek ¢ozimai

z(t) =xpes(t,s), teT,
ile belirlidir (Bohner, Peterson 2001).

Teorem 2.30 (Sabitlerin degisimi). f € R(T,R), g € Crq (T, R) ves € T
olmak tzere,

= f(e=g(t), x(s)=z€R
ile verilen baslangi¢c deger probleminin tek ¢oziumai

t

£ (t) = zoes <t,s>+/ef<t,a<n>>g<nmn, LeT,

S

ile belirlidir (Bohner, Peterson 2001).
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Teorem 2.31 (Ustel fonksiyonun igareti). Kabul edelim ki, f € R ve s € T
olsun. O zaman,

(1) f € R ise, hert € T igin e (t,s) > 0 olur.

(1t) 14 (t) f (t) < 0 ifadesini saglayant € T noktalar icines (t,s) ef (0 (t),s) <
0 olur.

(Bohner, Peterson 2001).
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3 GECIKMELI DINAMIK DENKLEMLERIN
SALINIMLILIK DAVRANISI

Bundan sonraki boltimlerde T zaman skalasinin tistten sinirsiz oldugu kabul
edilmigtir.

Tanim 3.1. o € C,4(T,T) fonksiyonu asagidaki ozellikleri saghyorsa T
iizerinde bir gecikme fonksiyonudur:

(i) yeterince biiytiik her ¢t € T i¢in v azalmayan,
(ii) limy o a () = 00,
(iii) yeterince biiyiik her ¢t € T i¢in « (t) < ¢.

a fonksiyonu, T tizerinde bir gecikme fonksiyonu olmak iizere, sabit bir
to € Tigin t_; := a (tp) ile tamimlansin. Simdi,

2 +pt)roa=0, tE€/lt,o00) (3.0.1)

denklemini g6z 6ntine alalim. (3.0.1) denkleminin bir ¢éziimi, x € Cyq ([t_1,00)7, R)
ve x € C}, ([to, 00)p , R) olmak fizere, [ty, 00); zaman skalasi tizerinde (3.0.1)
denklemini 6zdes olarak saglar. Ayrica, (3.0.1) denkleminin [ty, 00); zaman
skalas1 tizerinde, baglangic fonksiyonu ¢ € Cyq([t_1,%0)r,R) olmak {izere,
[t_1,t0) tizerinde x = 1 ile belirli tek bir ¢oziimi vardir.

(3.0.1) denkleminin bir ¢6zlimii, [tg,00); zaman skalasmin bir alt yari
sonsuz ekseninde sabit igaretli ise bu ¢oziime salinimsiz denir. Eger (3.0.1)
denkleminin bir ¢oziimii, [ty,00); zaman sklasiin her alt yar sonsuz ek-
seninde sabit igaretli degilse bu ¢oztime salinimli denir. Eger, her v baglangic
fonksiyonu i¢in (3.0.1) denkleminin x ¢dziimii salimimli ise, (3.0.1) denklemine
salinymly denir.

Simdi bu kavramlar: daha farkl sekillerde ifade edelim. Bir ¢oziim salinimli
ise artan ve 1raksak bir {s,}, .y C [to, 00)p disizi vardir ve

z(sy)z(o(s,)) <0

olur. Bu durumda, her n € Ni¢in s,, noktasina x fonksiyonunun genellestirilmis
sifiry denir.

Diger taraftan bir ¢oziim salinimsiz ise agagidaki iki durumdan birisi s6z
konusudur:
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(i) yeterince biiyiik bir s vardir ve
xz(t) >0 hertels 00);
saglanir. Bu durumda ¢oztime er ge¢ pozitiftir denir.
(ii) yeterince biiytik bir s vardir ve
z(t) <0 hertels,00)g
saglanir. Bu durumda ¢oziime er ge¢ negatiftir denir.
Uyar: 3.2. (3.0.1) denklemi lineer oldugundan, salimmsiz bir ¢dziimiiniin

varligi, er ge¢ pozitif ¢oziimiiniin varligi anlamina gelir.

3.1 Yardimci Sonuglar

Bu bolimde dinamik denklemlerin salinimliliginin incelenmesi icin gerekli
baz1 sonuclar elde edilecektir.

Lemma 3.3. s,t noktalar1 T zaman skalasinin ¢ > s ozelligine sahip iki
noktasi olsun. —p € R* (T) ve p nonnegatif ise

t t

exp —/p(n)An >ep(t,s) > 1—/19(77) An (3.1.1)

saglanir (Bohner 2005).

ispat. f: T — R fonksiyonu, s € T sabit ve t € [s, 00); olmak tizere

ile tanimlansin, o zaman ¢ := f2 + p(t) f + p (t) olmak iizere

fAapt)f=gt)—p() (3.1.2)
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oldugu goriiliir. Teorem 2.30 dan, (3.1.2) denkleminin f(s) = 0 baslangig
degeriyle verilen ¢oziimii

t

F(t)=ey(t.s) f(s)+ / ey (t,0 (1) [g () — p(n)] A

> _ / ey (t0 (1) p (n) An

S

=1—e_,(t,5s) (3.1.3)

dir. Bu da esitsizligin sol tarafidir.
Simdi esitsizligin diger tarafini ispat edelim. Silindir doniigiimiiniin tanimindan
ve her z € [—1,00)y i¢in > Log (1 + ) olusundan, her ¢ € T igin

. —€®7 p(t)=0
S CPIE Los1 - 0 u (). u () >0
< —p(t)
olup,
expd — [ o0 B ey () (3.1.4)

s

elde edilir. Boylece, (3.1.3) ve (3.1.4) ifadelerinden (3.1.1) esitsizliginin saglandig
goriilir. O

3.2 Pozitif Katsayili Dinamik Denklemler

Bu boliimde, p € Cyq ([to, 00)y, RT) ve a € C,q (T, T) fonksiyonu T tizerinde
bir gecikme fonksiyonu olmak iizere

2+ pt)roa=0 (3.2.1)

denkleminin [ty, 00) zaman skalasi tizerinde her ¢Ozlimiiniin salimmhilig: in-
celenecektir.

Bu boliimde elde edilecek sonuglar, bir sonraki béliimde inecelenecek den-
klemin salinimliligi hakkinda yardimc: olacaktir.
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Teorem 3.4. Eger
o(t)
hmsup/p(n) Anp>1 (3.2.2)
t—o00

a(t)

saglanyorsa, (3.2.1) denkleminin her ¢ézimai salinimldur (Sahiner, Stavroulakis
2006).

Ispat. Kabul edelim ki, (3.2.1) denkleminin bir er ge¢ pozitif ¢6ziimi var
olsun. Bu durumda bir ¢; € [ty, 00) vardir ve her t € [ty, 00) i¢in = (o (2)) >
0 saglanir. (3.2.1) denkleminden, her ¢t € [t1, 00) igin

2 (t)=—pt)z(at) <0 (3.2.3)

olup, z ¢ézlimiiniin [t;, 00)y lizerinde artmayan oldugu goriiliir. (3.2.3) esitliginin
her iki tarafinin «a (t2) € [t;,00)p ve t € [tg,00); olmak tizere, [a(t),t];
iizerinde integrali alinarak

a(t) a(t)

o(t)
<—| [pmag- (3.2.4)

(1)

elde edilir. (3.2.2) ifadesi dikkate alinarak, (3.2.4) esitsizliginin geligkiye yol
agtigr goriiliir. O halde, (3.2.1) denkleminin bir er ge¢ pozitif ¢oziimii yoktur.
O

Lemma 3.5. p € Cpq ([to, 00), RY) olmak iizere
® +pt)roa <0, tE [ty00); (3.2.5)

esitsizliginin bir pozitif ¢oziimii varsa, —p fonksiyonu [ty, 00) zaman skalasinin
bir alt yar1 sonsuz arahiginda pozitif regresiftir (Bohner 2005).
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ispat. x fonksiyonu (3.2.5) denkleminin bir er geg¢ pozitif ¢éziimii olsun.
Kabul edelim ki, ¢; € [tg, 00); olmak {izere her ¢ € [t1,00) icin = (a (t)) >
0 olsun. Bu durumda, = fonksionunun [t1,00); tizerinde artmayan oldugu
aciktir. O halde, her t € [t1,00) igin x () > 0 ve p () > 0 oldugundan,

0> p(t) [2% (1) +p(t)z (t)]
=a(o () —x(t)+p)pt)z(t)
> [p(t)p(t) =1z (?)

saglanir. Bu ise, —p € R* ([t1, 00)) oldugunu soyler. O
Teorem 3.6. Kabul edelim ki,
lim sup sup {Ne_yn (ta(t))} <1 (3.2.6)
t=o0 _ApeR* ([a(t) b))
A>0

saglansin. O zaman, (3.2.1) denkleminin her ¢ozimii [to, 00)y tizerinde salinim-
ludvr (Bohner 2005, Bohner, Karpuz, Ocalan 2008, Zhang, Deng 2002).

Ispat. Kabul edelim ki, (3.2.1) denkleminin er ge¢ pozitif bir ¢oézimi =
olsun. O halde, bir ¢; € [ty, 00); ve ¢ > 1 sabiti vardir, her ¢ € [t;, 00) igin
z(a(t)) >0 ve
1
swp {Aey(ha(®)} <
AR ([a(t) 1)r) ¢
A>0

(3.2.7)

saglanir. (3.2.7), Lemma 3.3 ve Lemma 3.5 ten dolay1 her t € [t1, 00) igin

t

>e_,(ta(t)>1— /p(n)An

a(t)

[

saglanir, buradan da

o (t)

/p(n)Anz /tp(n)Anzfzo, co = (1—%) >0

a(t) a(t)

oldugu goriiliir. ¢ € [t;, 00)g olmak tizere f : [ (t), 0 (t)]; — R fonksiyonu

f(s):= /p(n)M—;



ile tamimlanirsa f (« (t)) f (o (¢)) < 0 elde edilir. Boylece, Teorem 2.22 den
bir s = 5o (t) € [ (t), 0 (t)]y igin f (s9) < 0ve f (0 (s9)) > 0 olur. Buradan,

[ pmsn=5 4106 =G

o(t) o(t)

[raso=[pmsn-[ren+%] =3

50 a(t)

oldugu gortliir. Bu durumda da

2(s0) 2 2 (s0) =2 (o (1) = [ p)a (@) An = Fala(®)

o(so)
> Deat) ~ 2@ (o) =5 [ pzlam)an
a(t)
> ZOCU (a (s0))
(3.2.8)
olup, t € [t1,00)y i¢in
_z(a())
y () = o ) (3.2.9)
ile tamimlanirsa 4
Y (s0) < 2

bulunur. Béylece, ¢ := liminf, ., y (t) ifadesinin sonlu oldugu goriiliir.
(3.2.1) denkleminden

22 () +pt)y(t)z(t) =0

yazilir. Lemma 3.5 ten, to € [y, 00)p vardir ve —p € RT ([t2,00)p) olur.
Teorem 2.29 dan dolayi, bu denklemin ¢oziimii

x(t) =e_py (t,t1)x(t1), herte [ty,00); (3.2.10)
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esitsizligini saglar. t € [ts, 00)p olmak fizere y (t) :=inf {y (n) : n € [ (t) ,t)}
fonksiyonunu tammlayaim. Acikca, liminf, .y (t) = £ saglamr. Bir t3 €
[~ (t3) , 00)p vardir ve her t € [t3, 00) icin —p € RT ([ (t) 1)) oldugundan,
(3.2.9) ve (3.2.10) gbz 6niine almarak

x (o (t 1
V0 =" = e
S 1 _ y ()
—eyp (La(t)  y () eyp (o (1))
> cy (t) (3.2.11)

oldugu goriiliir. Bu durumda, (3.2.11) ifadesinin her iki tarafindan, ¢ — oo
icin liminf alinarak, ¢ > ¢/ oldugu goriiliir. Bu ise ¢ > 1 ile celisir ve ispati
tamamlar. ]

Uyar: 3.7. (3.2.6) ifadesi

lim inf inf { 1 } >1
t—00 f)\peRﬂL([a(t),t)T) Ae_yy (75,04 (t))
A>0

ifadesine denktir.

Uyar: 3.8. Teorem 3.4 ve Teorem 3.6 da verilmig olan sonuglar
A
= +pt)roa<0
dinamik esgitizliginin er ge¢ pozitif ¢oziimiiniin olmasini engeller.

Teorem 3.9. Kabul edelim ki, bir pozitif Ny sabiti ve her t € [tg, 00) i¢in
—Xop € RT ([to,00)p)  ve Age_xp (L a(t)) >1 (3.2.12)

saglansin. O zaman, (3.2.1) denkleminin [to, 00)y tzerinde bir pozitif ¢ozimi
mevcuttur (Zhang, Deng 2002).

Ispat. (3.2.1) denkleminin bir pozitif ¢dziimiiniin varligini gésterelim. Bunun
icin,
1, t e [t,l,to)T
t) = 1 3.2.13
Ao e xopy (£ (1))
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seklinde tamimlansin. (3.2.12) ve (3.2.13) ifadeleri dikkate alindiginda, her
t € [tg,00) i¢in 0 < y (t) < 1 olur. Boylece, —Aopy € R ([ty, 00)1) saglanir.
Simdi, pozitif ¢oziimii olugturalim. Bunun i¢in, x fonksiyonunu asagidaki
gibi tamimlayalim:

T (t) o 17 te [tflut())'ﬂ‘
€_Xopy (t, tO) , te [t07 OO)’]I‘ :

Agiktir ki, Teorem 2.31 den, her ¢ € [ty, 00) i¢in
z(t)>0 ve Mz(t)y(t)=xz(a(t)) (3.2.14)
saglanir. (3.2.13) ve (3.2.14) ifadelerinden, her ¢ € [ty, 00); icin

25 (1) = =Aop () y (1) z (t) = —p () 2 (a (1))

olur. Buise, x fonksiyonunun (3.2.1) denkleminin bir pozitif ¢6ziimii oldugunu
gosterir. L]

3.3 Pozitif ve Negatif Katsayili Neutral Dinamik Den-
klemler

Bu bolimde, r € C}, ([to, ), RY), p,q¢ € Cri([to, ), RY) ve 7,0,
fonksiyonlar: da T {izerinde gecikme fonksiyonlar: olmak tizere

[z—rt)zoy]* +pt)zoa—qt)zof =0 (3.3.1)

denkleminin [ty, 00); tizerinde her ¢oziimiiniin salimmliligr incelenecektir.
Tirev operatorii, x fonksiyonun gecikmeli bir terimine uygulaniyorsa, den-
kleme neutral denklem denir.

Ifadelerde uygunluk igin 7 gecikme fonksiyonu [ty, 00), fizerinde

) a(t), r=0
(®): {min{fy(t),a(t)}, rZ0

ve t_y = 7 () ile tanmmlansm. O zaman, (3.3.1) denkleminin ¢dziimi
olan z fonksiyonu, [tg, 00); zaman skalasi iizerinde (3.3.1) denklemini saglar,
bununla birlikte z € Cyq ([t-1,00)¢,R) ve & — 7 (t)x 0y € CL, ([to, 00), R)
saglar. ¢ € Crq ([t-1,t0)r,R) bir baglangi¢ fonksiyonu olmak iizere, (3.3.1)
denkleminin [t_y, )y tizerinde x = 9 ile belirli tek bir ¢dziimii vardur.

Bu baslik altinda kullanacagimiz hipotezler agagidaki gibidir:
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(H1) a, 8 gecikme fonksiyonlari [ty, 00) iizerinde kesin artan ve o < 3 olmak
tizere ¢ gecikme fonksiyonu, § := $7! o « ile tammlansin. Ayrica,
6 € CY, (T, T) i¢in § (T) = T olsun.

(H2) p:=p—862qod € Crq([to,00),RT) 6zdesg olarak 0 olmasin.
(H3) yeterince biiyiik her ¢ € [ty, 00)q icin

t

T(t)+/Q(n)An§1

(1)
olsun.
(H4) p:=(podt)/ (0% 007") € Cry([to,0)y , RT) Gzdes olarak 0 olmasin.
(H5) yeterince biiyiik her ¢ € [t, 00)y i¢in
r(t) + /t PO ) An>1
St
dir.

Lemma 3.10. (H1)-(H3) saglansin ve x fonksiyonu (3.3.1) denkleminin bir
er geg pozitif ¢éziimii olsun. x in (3.3.1) denklemine iligkin birinci kompanyan
doniisiimii, ¢t € [771 (fg) , 00); i¢in

t

FAQ:$@—T@$W@»—/QW$WW»NL (3.3.2)

8(t)

ile tamimlansin. O zaman, I', fonksiyonu, [tg, 00); zaman skalasimin bir alt

yar1 sonsuz ekseninde
I,>0 ve T2 <0 (3.3.3)

esitsizligini saglar.

Ispat. (H1) den dolay, bir t; € [a~" (), 00), vardir ve her ¢ € [t;, 00)y igin
x (a(t)) > 0dir. O halde, (H2), (3.3.1) denklemi, Sonug 2.21 ve Teorem 2.23
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kullamilarak, her ¢ € [t1, 00) icin

[a: () =r &)z (v (t))]A —q()x (B () +0% () q(d 1)z (o)
—p(t)x(a(t)) < (3.3.4)

olur. I'; artmayan olup, (H2) den dolay1 [t;, 00); zaman skalasinin bir alt
yar1 sonsuz ekseninde kesin pozitif veya kesin negatiftir. Kabul edelim ki, I,
fonksiyonu to € [ti,00)y icin [t, 00)y fizerinde I', < 0 olsun. ¢ € [tg,00)
icin 7 (t) := sup{z(n):n€a(t),B(t))} ve ¢ := limsup, , = (t) olarak
tanimlamsin. Agikca, limsup, . 7T (f) = ¢ olur. Bu durumda, (3.3.2) ten,
her ¢ € [ty, 00)q icin

t

x(t)ZFx(t)Jrr(t)x(v(t))Jr/Q(n)x(ﬁ(n))An

5(t)

< T, (t) + 7 (1) (3.3.5)

yazilabilir. 2 fonksiyonunun sinirli oldugunu gostermek igin aksini kabul
edelim. Bu durumda bir t3 € [ty, 00)p vardir ve x (t3) = T (t3) olur, bu ise
(3.3.5) den T'; (t2) > 0 celigkisini verir. O halde, z smirhdir, yani ¢ negatif
olmayan bir sabittir. (3.3.5) ifadesinin her iki tarafindan ¢ — oo i¢in lim sup
alimirsa ¢ < T', (t2) + ¢ elde edilir, bu ise I'; (t2) > 0 celigkisini verir. Sonug
olarak, I'; fonksiyonu [t2, 00); tizerinde pozitiftir. Yani, (3.3.3) gegerlidir ve
ispat tamamlanir. O
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Teorem 3.11. Kabul edelim ki, (H1)-(H3) ve

o(t)
lim sup / p(n)An>1 (3.3.6)

t—o0
a(t)

saglansin. O zaman, (3.3.1) denkleminin her ¢ézimi salinvmbidor.

Ispat. Bu durumda, z ¢oziimiiniin (3.3.1) denklemine iligkin birinci kom-
panyan fonksiyonu olan ', Lemma 3.10 dan dolay1 er gec pozitif ve art-
mayandir. Buradan, [ty, 00); zaman skalasinin bir alt yar: sonsuz ekseninde
I', < x saglanir. Bu esitsizlik (3.3.4) da kullanilarak

I +5H)T,0a <0 (3.3.7)

elde edilir. Ancak (3.3.6), Teorem 3.4 ve Uyari 3.8 den, (3.3.7) esitsizligi
er geg pozitif ¢oziime sahip degildir. Bu geligki ise = fonksiyonunun (3.3.1)
denkleminin er ge¢ pozitif ¢oziimii olamayacagini ifade eder. ]

Teorem 3.12. Kabul edelim ki, (H1)-(H3) ve

lim inf inf > 1
=00 _xper™* ([a(t).0)z) { Ae_xp (o (1)) }
A>0

saglansin. O zaman, (3.3.1) denkleminin her ¢ézimi salinvmbidor.

ispat. (3.3.7), Teorem 3.6 ve Uyar1 3.8 dikkate alinarak ispat tamamlanir.
O

Lemma 3.13. Kabul edelim ki, (H1), (H3), (H4) saglansin. x fonksiyonu
(3.3.1) denkleminin bir er geg pozitif ¢dziimii olmak {izere, z in (3.3.1) den-
klemine iligkin ikinci kompanyan dontisiimii, ¢ € [77* (fg) , 00); i¢in

0= -r0s00) - [ H e Guan 3y
()

ile tanimlansin. O zaman, ¥, fonksiyonu, [ty, c0); zaman skalasimn bir alt

yar1 sonsuz ekseninde
T, >0 ve U2<0 (3.3.9)

esitsizliklerini saglar.
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Ispat. (H1) ve (H3) ten dolay1, bir t; € [37! (to) ,00) vardir ve her ¢t €
[t1,00)p i¢in (5 (t)) > 0 dir. O halde, (3.3.1) denklemi, Sonuc 2.21 ve
Teorem 2.23 kullanilarak, her ¢ € [t1, 00) igin

w20 = 00— (006 0 - K0 30+ 02 0)

= —p(H)z (B (1) <0 (3:3.10)

olur. (H4) ve (3.3.10) ifadesinden goriiliir ki, ¥, artmayan olup, [t;,00) za-
man skalasinin bir alt yar1 sonsuz ekseninde kesin pozitif veya kesin negatiftir.
Kabul edelim ki, ¥, fonksiyonu ty € [t1,00)y icin [ta, 00) lizerinde ¥, < 0
olsun. t3 € [07! (t2), 00) olmak iizere, (3.3.10) ifadesi ¢3 ten ¢ € [t3,00); €
integre edilerek,

t

W, (1) =W (t2) ~ [ pn) (5 (n) A (3:3.11)
elde edilir. (H3), (3.3.11) ve ¥, in tanimi kullanilarak, her ¢ € [t3, 00); icin
o) =l +r 02 (0 0)+ [ K Da 3@ an= [pna(3m)an
4(t) t3

4(t) t

:\Ifm(ts)Jr?"(t)w(v(t))—/p(n)x(ﬁ(n))AnJr/q(n)x(ﬁ(n))An

ts 5(t)
t

<t +r (O (0 (0)+ [ gl () B (3.3.12)
30
yazilabilir. Boylece, (3.3.12) ifadesinden her ¢ € [t3, 00)y icin,

t

r(t) <V, (1) + | r () + /q<n> An |z ()
8(t)
< W, (t3) + 7 (t)

bulunur. Bu durumda, Lemma 3.10 daki gibi ¥, (¢3) < 0 olamaz. Bdylece,
(3.3.9) saglanir. O
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Yeni sonuglar elde edebilmek i¢in, ¢ € C,q ([to, 00) , RT) artmayan keyfi
fonksiyon olmak tizere g : [to, oo)% — R* fonksiyonu

=1(n)
3, (t, ) == max / 6(6) ALy € 5.1l
n

ile tanimlansin. Agikca, g, fonksiyonu ikinci bilegeni sabit iken birinci bilegenine
gore azalmayandir.

Lemma 3.14. Kabul edelim ki, (H1), (H3)—(H5) saglansin. Bunlarla bir-
likte, uygun bir artmayan ¢ : T — T fonksiyonu ve yeterince biiyiik bir
s € [tg, 00)y icin
L, SR
g ¢ (t> S )
dinamik esitsizligi [¢y, 00); zaman skalasinda er geg pozitif ¢éziime sahip ol-
masin.
O zaman, x fonksiyonunun (3.3.1) denklemine iligkin ikinci kompanyan
déniigiimii olan W, [ty, 00); zaman skalasin bir alt yar1 sonsuz ekseninde

U, <0 ve U2<0 (3.3.14)

(3.3.13)

esitsizliklerini saglar.

Ispat. Bir t; € [tg,00); vardir ve her t € [t;,00), icin (3.3.10) saglanir.,
(3.3.14) ifadesinin gegerliligini gostermek i¢in aksini kabul edelim; yani, t5 €
[t1,00) olmak tizere her t € [ty, 00); igin W, (¢) > 0 olsun. Simdi,

m = Smin (o () s € [r () )},

olmak iizere her t € [7 (t2),00); icin z () > m oldugu gosterilecektir. Agikca
m > 0 dir, ¢linkli z > ¥, > 0 saglanir. Kabul edelim ki, bir 7" € (t2, 00)
icin « (T') < m ve her t € [ty,T) i¢in x (¢) > m olsun. Bu durumda,

m>x(T) =V, (T)+r(T)z(y(T)) + /
8(T)

p (6~ ()
—————x(B(n)An>m
555 (")

olup, celiski elde edilir. O halde, her ¢t € [ (t2),00); i¢in x (¢) > m dir.
0 = limy_ o U, (t) ile tammlansim, bu durumda agagidaki iki durum soz
konusudur.
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(i) £ =0olsun. Budurumda lim; .., ¢ (¢) ¥, () = 0 olacagindan, yeterince
buiytik bir t3 € [ta, 00)p vardir ve her ¢ € [t3, 771 (t3)]; i¢in
(1)

20> m> = [ 000 ) A

t3
elde edilir.

(ii) ¢ > 0 olsun. Acikga her t € [ty, 00) i¢in U, (¢) > £ dir. (3.3.8) dikkate
alinarak, bir t3 € [ta, 00)p vardir ve her ¢ € [t3,00) icin

20> 000+ [ HO )
5(1)

t

p (6~ (n)
4(t)

>(+m (3.3.15)

saglanir. (3.3.15) yinelenerek, her ¢t € [77! (t3), 00); igin,

t
z(t)>l+rt)z(y(@)+ / ——
5(1)
t )
0+ rt+/—A77 L+m
OF ] sy e
5(t)
>204+m
bulunur. Burada tiimevarim uygulanarak artan ve iraksak {77" (£3)},,cx

dizisinin, her n € N ve her ¢t € [77" (t3),00) i¢cin z (t) > (n+ 1) +m
ifadesini sagladigi goriiliir. Béylece, lim;_.o, x () = oo olur. O halde,
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bir t4 € [t3,00)y vardir ve her t € [t4, 77! (t4)]7 igin

772(t4)

/ b (n) ¥, (n) An

tq
T71(t)

1
§¢ (t47 S)

x(t) >

> _ 1 /(b(n)%(n)An

g¢ (ta 5)

tg
oldugu gortliir.

Yukaridaki incelemelere gore, her ¢ € [ty, 77" (t4)]y igin

r() >~y (), () = / ST, (MAy  (33.16)

saglanir. §imdi, (3.3.16) esitsizliginin [t4, 00) lizerinde saglandig gosterilecektir.
Aksi halde bir T' € (771 (t4) , 00)y vardir, [t4,T) iizerinde (3.3.16) saglanr
ve

olur. Ancak
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1
> / ()W (1) A+ =y (1)
= my (== (D))

bulunur. Bu ise (3.3.16) ile ¢eligir. O halde, (3.3.16) ifadesi gegerlidir. Yeter-
ince biiytik bir t5 € [t4, 00) vardir. ¢ € [t5, 00) i¢in z fonksiyonu

Z(t)ZZ/\Ifz(n)An>0

ile tanimlanirsa, her ¢ € [t5, 00); icin

1 -1
P> = (T 0)
L
25 S)y(
6(t)
> - s) (3.3.18)
bulunur. Diger taraftan, her ¢ € [t5, 00); icin
A7 (1) = U2 (1) (3.3.19)

oldugu goriiliir. (3.3.10), (3.3.18) ve (3.3.19) ifadelerinden z fonksiyonunun
(3.3.13) dinamik egisizliginin bir er geg ¢oziimii olur. Elde edilen bu son
celigki (3.3.14) ifadesinin gegerli oldugunu gosterir. O

Lemma 3.15. Kabul edelim ki, a € Cy4 ([to, 00)7 , RT) olsun.
A +a(t)z=0
denkleminin

(i) her ¢dziimiiniin salinimh olmasi i¢in

I 1
li{ninft/a(n) An > )
t

saglanmasi yeterlidir,
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(ii) bir pozitif ¢dziimiiniin olmasi i¢in

o0

1
limsupt/a(n)An <1
t—o00
t

saglanmas yeterlidir (Karpuz, 2008).

Uyar1 3.16. Lemma 3.15(i) deki sart altinda
A ta)r <0

dinamik esitsizligi [ty,00); zaman skalasinda er ge¢ pozitif ¢oziime sahip
degildir.

Teorem 3.17. Kabul edelim ki, (H1),(H3)-(H5) saglansin ve (3.3.13) er ge¢
pozitif ¢oziime sahip olmasin. Bu durumda, (3.3.1) denkleminin her ¢ézimi
salinymlidar.

ispat. Kabul edelim ki,  (3.3.1) denkleminin er ge¢ pozitif ¢dziimii olsun.
Bu durumda, Lemma 3.10 ve Lemma 3.13 ten celigki elde edilir. Boylece
ispat tamamlanir. O

Sonug 3.18. Kabul edelim ki, (H1), (H3)-(H5) saglansin ve azalmayan bir
¢ : [to, 00)p — RT fonksiyonu i¢in

o0

liminf¢ MAU > 1
t—oo ) g¢ (na S) 4

saglanacak sekilde bir s € [tg,00)p varsa, (3.3.1) denkleminin her ¢ozimi
salinvmbdar.

Uyar1 3.19. Yukarida elde edilen sonuclarin hepsi
[:E—T(t)xo'y]A+p(t)xooz—q(t)xoﬁ <0

dinamik egitsizliginin er ge¢ pozitif ¢oziimiiniin olmasini engeller.
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4 UYGULAMALAR

4.1 Pozitif Katsayili Dinamik Denklemler

Asagidaki sonuglar literatiirde yer alan ¢ok onemli teoremlerdir ve hepsi
Boliim 3.2 de elde edilen sonuglarin 6zel halidir. Bu boliimde p fonksiy-
onunun pozitif oldugu kabul edilmistir.

Ornek 4.1. T = Z, a € Z" icin a(t) = t — « olsun. Agagidaki fark
denklemini gézontine alalim:

Az (t)+p(t)z(t —a)=0. (4.1.1)
(4.1.1) denkleminin,
e a \*"
hggclgf n:t_ap (n) > (a n 1) (4.1.2)

saglandiginda her ¢oziimii salinimhiyken, bir pozitif Ay sabiti ve her t &€
0, 00), icin

t—1

L=Xp(t)>0 ve X [] [1=Aop(m)] =1 (4.1.3)

n=t—a
saglandiginda bir pozitif ¢oztimi vardir.

Coziim. (4.1.1) denklemi igin,

t—1
' 1 . 1 »
inf > inf - 1—\
AR ([t-art)y) {)‘ e (£t — ) } T 1-2p(m)>0 { A H [ p ()] }

A>0 Ue[t)\;‘évt)z n=t-a
a1 atl t-1
z( ! ) S pm)  (414)

n=t—o

olarak elde edilir. Uyar1 3.7 ve (4.1.4) ten dolay1 (4.1.2) ifadesi saglandiginda
her ¢oziim salinimhdir. (4.1.1) denkleminin pozitif ¢éziimiintin varhg: ise
(4.1.3) ifadesinden ve Teorem 3.9 dan goriilmektedir.
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Ornek 4.2. T=R, v € R* icin o (t) = t — a olsun. Bu durumda,

) +pt)z(t—a)=0 (4.1.5)
denkleminin,
¢
1
li{n inf / p(n)dn > - (4.1.6)
—00 e
t—a

saglandiginda her ¢oziimii [0, 00)g tizerinde salimmliyken, bir pozitif Ay sabiti
ve her ¢ € [0, 00) icin
Ao
t
Ao [ p(n)dn
e t—a
saglandiginda bir pozitif ¢éziimii vardir (bakimiz Gyéri, Ladas 1991, Theorem
2.3.1, Theorem 2.3.2).

<1 (4.1.7)

Coziim. Bu durumda,

1 1
inf =inf { —exp{ —\ / 7(n)d
“ApERY ([t-ast)g) { Ae_ys (t,t —«a) } AS0 1\ p p(n)dn
A>0 t—a
t
—c [ By
t—a

olarak elde edilir. Boylece, (4.1.6) saglandiginda, Uyar1 3.7 den dolay1 (4.1.5)
denkleminin her ¢oziim salinimhdir. Teorem 3.9 dikkate alinarak, (4.1.7)
saglandiginda ise (4.1.5) denkleminin bir pozitif ¢6ziimii oldugunu gérmek
kolaydir.

Ornek 4.3. ¢ > 1icin T = ¢ U {0} ve v € N icin a (t) = t/¢* olsun. Bu
durumda,

o x(qt) —x(t
At +pO /i) =0, A==y
denkleminin
a (a+1)
t 1 a
lim inf — " —_— 4.1.
e n=1 qnp(t/q )> q—1 (Oé‘i‘l) (4.19)

saglandiginda her ¢oziimii [1,00) 2, {0y Uzerinde salmimhdur.
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Coziim. Ornek 4.1 in ¢oziimii dikkate ahnarak, Uyar1 3.7 den (4.1.8) den-
kleminin (4.1.9) ifadesi altinda her ¢6ziimiiniin salinimh oldugu goriiliir.

4.2 Pozitif ve Negatif Katsayili Neutral Dinamik Den-
klemler
Asagidaki ornekler literatiirdeki ¢ok 6nemli teoremlerdir ve hepsi Boliim 3.3

te elde edilen sonuglarin ozel halidir. Bu boliimde r, p, ¢ fonksiyonlarinin
pozitif olduklar1 kabul edilmistir.

Ornek 4.4. T = Z, a > (3 olmak iizere v,a,3 € N icin v (t) = t — 7,
a(t)=t—ave 3(t) =t — [ olsun. Ayrica, yeterince biiytik her ¢ igin

t—1

r+ Y, g <1 ve p(t)=p(t)—q(t—a+p5)>0(Z0)

n=t—a+p

olsun. Eger

t—1 o a+1
lim inf D >
imin p(n) (a n 1)
n=t—a«a
ise

Ale@) —r@®azt=y)]+pH)z(t-a)—qg®)z(t-0F=0  (42.1)

denkleminin her ¢6ztimii [0, 00), iizerinde salimmhdir (bakiniz Ladas, Qian
1989, Theorem 2).

Coziim. Agikca, hert € Zigin 6 (t) =t —a+ 5, Ad(t) =1ve 6 (Z) = Z
olur. Ayrica,

1 1 t—1 )
inf > lnf — 1 o )\_ _
—ApERT ([t—ant)y) {AeAp (t,t — ) } T 1-2p(n)>0 { A H [ p(n)] }

Elt—ait n=t—o
A>0 n [)\>0 )Z
a1\t 2L
> (“5) Tow

n=t—a

olarak elde edilir. Teorem 3.12 den dolay1 (4.2.1) denklemine ait her ¢6ziim
salimimbhdir.
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Ornek 4.5. T = R, a > [ olmak iizere v,a,3 € R i¢in v (t) = t — 7,
a(t) =t —ave f(t) =t — [ olsun. Bununla birlikte, yeterine biiyiik her ¢
icin
t
r+ [ amd<t e F=p0-gt-a+0)=0
t—a+0

saglansin. Bu durumda,

1

li%ninf/g_o(n) dn > —

—00 e
t—a

ise

) —r@zt-—+pt)zt—a)—qt)z(t-B) =0  (422)

denkleminin her ¢ziimii [0, 0o)y tizerinde salimmhdir (bakimiz Gyéri, Ladas
1991, Theorem 2.6.1).

Co6ziim. Bu durumda, hert € Ricin 6 (t) =t—a+5,0 (t) =1ved(R) =R
olarak elde edilir. Buna ek olarak,

1 1
inf =inf{ —exp<{ —\ / 7(n)d
—AﬁeR*([t—mt)R) { A €_)\p (t,t — a) } x>0 )\ p p (77) n

A>0 t—a

bulunur. Teorem 3.12 den dolay1, (4.2.2) denkleminin her ¢6ziim salimmhidir.

Asagida ornek olarak verilen sonuglar literetiirde 6nemli yer tutan teorem-
lerin gelistirilmesidir ve bu sunuclarin hepsi Sonug 3.18 in 6zel bir halidir.

Ornek 4.6. T = Z, o > [ olmak iizere v,a,3 € Z* icin v(t) =t -7,
a(t)=t—ave §(t) =t — [ olsun. Ayrica yeterince biiyiik her ¢ i¢in

t—1 t—1

r+ Y am <1l rM+ Y, pln+a—p8)>1

n=t—a+p n=t—a+p

34



pt)=plt+a—-pB)—q(t)>0

olsun. Eger,

RS max {, a}
hggftZ]_?(n)dn >y
n=t
ise (4.2.1) denkleminin her ¢éziimii [0, 00),, iizerinde salinimhdir.
Coziim. Hert € Z igin § (t) =t —a+ §, Ad(t) = 1 ve 0 (Z) = Z oldugu
goriiliir, ¢ (t) =1 ve her t > s > 0 i¢gin

max{n+y,n+a}-1

Gy (t,5) = max Z 1:npelst], p =max{y,a}
&=n

bulunur. Sonug 3.18 den dolayi, (4.2.1) denklemine ait olan her ¢dziim
salinimhidir.

Uyar1 4.7. Ornek 4.6 ten goriilmektedir ki, Tang, Shen, Peng, 2000, Teorem
1 deki

t—1

r)+ Y an=1

n=t—a+p

sart1 (4.2.1) denkleminin her ¢6ziimiiniin salimmhgini gostermek igin gerekli
degildir.

Ornek 4.8. T = [0, 00)rs Y, @, 3 > 1 ve a > [ olmak {lizere,
() =t/y, at)=t/a ve [(t)=1t/0

ile verilsin. Bununla birlikte, yeterine biiyiik her ¢ icin

t

7‘(?5)+/Q(77)d77§1, r<t>+/%p<an/ﬁ>dnz1
Bt/a Bt/a

p(t) = %p (at/B) — g (t) >0,
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saglansin. Bu durumda,

t

1 1
liminft/—ﬁ(n) dn > n (max {7, a})
n

t—o0 4
t

ise

[z () +r )z (/N +p )z (t/a) —q(t)z(t/8) =0 (4.2.3)
pantograf denkleminin her ¢éziimi [1, 00)p lizerinde salmimhdir.
Coziim. Bu durumda, her t € Ricin 6 (t) = ft/o, §' (t) = f/ave § ([0,00)g) =
0, 00)p olarak elde edilir. Acikca, ¢ (t) =1/t ve her t > s > 1 i¢in

max{yn,an}
1

3

Gy (t,5) = max d¢ :n € [s,tlg p = In(max {vy,a})

n

bulunur. Sonug 3.18 den dolay1, (4.2.1) denklemine ait her ¢dziim salinimhdir.

Uyar1 4.9. Ornek 4.8 den goriilmektedir ki, Guan, Shen 2007, Teorem 3.2
deki

t

r(t) + / q(n)dn=1
Bt/a
sart1 (4.2.3) denkleminin her ¢6ziimiiniin salimmhgimi gostermek igin gerekli
degildir.
Ornek 4.10. T = R, a > 3 olmak iizere o, 8 € R* icin a(t) =t—a ve
B (t) =t — (8 olsun. Bununla birlikte, yeterine biiyiik her ¢ i¢in
t t
r(t) + / g(n)dn <1, r(t)+ / p(n+a—p)dy=1
t—a+p t—a+8
ve
p(t)=plt+a—03)—q(t)=0
saglansin. Bu durumda,

t

ipint [ p (g > 20
t—a

ise (4.2.2) denkleminin her ¢éziimii [¢y, 00)y tizerinde salinimhidir.
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Cozim. Her t > s igin,
max{n+y,n+a}
Gy (t,5) = max / 1d¢ = n € [s,t]p ¢ = max{y,a}
"

bulunur. Burada, ¢ > to olmak tizere ¢ (t) = 1 alimmistir. Sonug 3.18 den
dolay1 her ¢oziim salimimlidir.

Uyar 4.11. Ornek 4.10 dan goriilmektedir ki, Luo, Shen 2004, Teorem 3.2
deki

r () + / (dn=1
t—a+p

sart1 (4.2.2) denkleminin her ¢6ziimiiniin salimmhgini géstermek i¢in gerekli
degildir.
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