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1. GIRIS

Bu ¢alismada, @ {iizerinde taniml dizilerin ideal yakinsaklig1 (/ —yakimsakligi)
incelenmistir. ideal yakimsaklik (I —yakinsaklik) fikri yakimnsaklik fikrinin bir
genellemesidir. (Swradan yakmsaklik durumunda 7/ ideali, @ nin sonlu alt
kiimelerinin idealine esittir). Istatistiksel yogunlugu 0 (sifir) olan kiimlerin ideali ilk
kez Steinhaus ve Fast (1951) tarafindan incelenmistir (Bu durumda ideal
yakinsaklik istatistiksel yakimsakliga denktir). Bu fikrin daha kapsamli bi¢imi
Bernstain (1969/1970) (maksimal ideal i¢cin) ve Katetov un (1968) calismalarinda
ele almmustir. Her ikiside bu ¢aligmalarinda silizge¢ yakinsakliginin dual fikrini
kullanmiglardir. Son  birka¢ yil i¢inde bu fikir pek ¢ok yoOnleriyle yeniden
kesfedilmis ve genellestirilmistir.

Unlii Bolzano-Weierstrass teoremi reel sayilarin herhangi bir smirl dizisi yakinsak

bir alt diziye sahip oldugunu ifade eder. Baska bir ifadeyle herhangi bir
(x,) =[0,1] dizisi i¢in (x,)T A yakimsak olacak sekilde A sonsuz kiimesi vardr.

Biz Bolzano-Weierstrass teoreminin verilen bir [/ ideali i¢in gecerli olup
olmadigmni arastiracagiz.

Oncelikle ideal ve I —yakinsaklik kavramlar1 verilmis ve bu kavramlarla ilgili
olarak tanim, notasyon ve teoremlere deginilmistir. Bolzano-Weierstrass 6zelligi
olan ya da olmayan ideal ornekleri verilmistir. Daha sonra bazi ideal siniflari
iizerinde Bolzano-Weierstrass 0Ozelliginin tanimi verilmistir. Son bdlimde bir
idealin S bi¢cimindeki Cech-Stone kuralinin P-noktasina genisletilebilme olasilig1
ile ilgili 6zellikleri gosterilecektir.

Eger acik ve sade bir yolla verilirse bir [/ idealin analitik oldugu hatirlanacaktir,
ornegin istatistiksel yogunlugu 0 olan kiimelerin ideali

I, :{Aca):5(A):1imsupl‘{kSn:keA}‘zO}
n

n—x0

bir analitik idealdir.

Ancak Boolean P(a))/ I bolim cebiri 6rnegindeki gibi basit ideallerle ilgili bazi

nesneler oldukca karmasik olabilir. Analitik idealler i¢in Bolzano-Weierstrass
ozelliginin, Boolean cebirinden nasil ayrildig1 gosterilecektir. Son olarak; Bolzano-
Weierstrass 0zelliginin, Rudin-Keisler idealleri tarafindan korunup korunmadigi

ele alinacaktir.



2. GENEL BIiLGILER
Bu boliimde ¢alismamizda gerek duyulan bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1 (Fonksiyon) : A ve B iki kiime olsun. A dan B ye olan bir /* bagmtisi
(i) Vxe A4 igin (x,y) € f olacak sekilde 3 y € B var,
(ii)(x,y)e f ve (x,z)e f ise y=z
ozelliklerine sahipse f ye A dan B ye bir fonksiyon denir.
Tamim 2.2 (Birebir Fonksiyon): f: 4 — B fonksiyonu icin 4 tanim kiimesinin
farkli elemanlarinin f* altindaki goriintiileri de farkli ise f fonksiyonuna birebir
fonksiyon denir.

Vx,x, €A igin x;, #x, = f(x,)# f(x,) yada f(x)=f(x,)=>x =x,
oluyorsa f foksiyonu birebir bir fonksiyondur.

Tanim 2.3 (Bir Fonksiyonun Tersi): f: X — Y fonksiyonu birebir drten olsun.

(fog)(y)=» ve (gof )(x)=x
esitliklerini saglayan g fonksiyonuna f nin tersi denir, f' ile gdsterilir.
Tanmim 2.4 (A¢ik Yuvar) : a=(a,,a,,...,a,) , R" de bir sabit nokta ve &>0
olsun.

D(a,e)={xeR":d(x,a)< ¢
kiimesine a merkezli ¢ yarigapl agik yuvar adi verilir.
Tanim 2.5 (Komsuluk) : £ >0 ve a<R olsun.
K:{x:|x—a|<8,xeR}

kiimesine a nmin ¢ komsulugu denir.
Tanim 2.6 (Dizi) : Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi
denir.

Diziler deger kiimelerine gore ¢esitli adlar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi R reel

sayilar kiimesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayilar kiimesi olan diziye
rasyonel terimli dizi ad1 verilir. Dizi x = (x,) : N — R bi¢iminde gosterilir.
Tamm 2.7 (Alt Dizi): x:N > R, x(n)=x, dizisi verilmis olsun.

k:N->N, k(n)=k,

fonksiyon (dizisi) bir artan dizi olmak tizere

(xok):N—>R



bileske fonksiyonuna x dizsinin bir alt dizisi ad1 verilir ve

(xok)(n) = x(k(n)) = x(k,) = x,

seklinde gosterilir.
Tamm 2.8 (Simirh Dizi): Her ne N igin |xn|£M olacak sekilde bir M pozitif
reel sayis1 varsa (x,) dizisine sinirli dizi denir.
Tamm 2.9 (Yakinsak Dizi): (x,) bir reel say1 dizisi ve a € R olsun. Ve >0 igin,
n>n, oldugunda |xn —a| <¢ olacak sekilde, & na bagh bir n, saysi
bulunabiliyorsa (x,) dizisi a ya yakinsaktir denir ve

limx, =a veya (x,) > a
seklinde gosterilir.

Tanmmm 2.10 (Yigilma Noktasi): (x,)cR ve aeR olsun. a noktasmm her
0 —komsulugunda (x,) dizisinin a dan farkli en az bir elemam varsa bu a
noktasma (x,) dizisinin bir yigilma noktasi denir.

Tamm 2.11 (Limit Noktasi): (x,), (x,) dizisinin bir alt dizisi olsun.(x, )
yakinsak ve limiti s ise, bu s noktasma (x,) dizisinin bir /imit noktas: denir.
Tanim 2.12 (Siireklilik): 4c R, f: 4—> R fonksiyon ve a € 4 olsun. Her & >0
igin |x—a|<8 oldugunda |f(x)—f(a)<e olacak sekilde bir §>0 varsa
f fonksiyonuna a noktasinda siireklidir denir.

Tamm 2.13 (Ayrik Kiimeler): AnB= ise A ile B kiimeleri ayriktir denir.

Tamm 2.14 (Topoloji): Bir X kiimesi verilsin. X kiimesinin alt kiimelerinin bir
7 ailesi asagidaki kosullara sahipse X e bir fopoloji, (X,7) ikilisine de X bir
topolojik uzay denir.

(i) X, er,

(ii) Herhangi sayida 4, € X i¢in ﬁAn €T,

n=l

(7i7) Sonlu sayida 4 € X i¢in UAn ET.

n=l

Tamm 2.15 (Filtre (Siizgeg)): X =< olsun. X in alt kiimelerinin bos olmayan

bir F 2" smfi; asagidaki 6zellikleri sagliyorsa F < 2* e X in bir filtresi denir .



(i) OeF

(i) A, BeF=>ANBeF

(iiiy AeF ve AcB = BeF

Tanim 2.16 (Supremum): Bir dizi iistten smirli ise iist smirlarin en kii¢iigline
dizinin en kiiciik vist simirt (ekiis) veya supremumu denir.

Tamm 2.17 (Infumum): Bir dizi alttan sinirli ise alt smirlarm en biiyiigiine dizinin
en biiyiik alt simir1 (ebas) veya infumumu denir.

Bir dizinin en biiyiik terimi varsa , o terim dizinin supremumu, en kii¢iik terimi
varsa o terim de dizinin infimumudur. Bir dizinin supremumu veya infumumu
dizinin bir terimi olmasi1 gerekmez.

Tanim 2.18 (Monotonluk): Bir aralik iizerinde tanimli bir fonksiyon tanim
araliginin tamami {izerinde artan veya azalan ise fonksiyona kesin olarak

monotondur, artmayan veya azalmayansa monotondur denir.

Tanmim 2.19 (Cisim): Degismeli ve birimli bir (F ,+,.) halkasinda halkanin sifir

hari¢ F nin diger her elemaninin ¢arpma islemine gore tersi varsa bu halkaya cisim

denir.

(F,+,.) matematik yapisin cisim olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki
onermeleri saglamasidir.
C,) (F,+) matematik yapisi degismeli gruptur.
C,) (F —{0},.) degismeli gruptur.
C,) Carpma isleminin toplama islemi tlizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi
vardir.
Tamm 2.20 (Vektor Uzayn): (V,®) degismeli grup, (F,+,.) bir cisim olsun.
O:FxV >V
©: (a,v) —>a®@v
dis islemi, asagidaki ozellikleri sagliyorsa V' ye (F ,+,.) cismi Ustiinde bir vektor

uzayt denir.

V)) YaeF ve VveV kgina®Qvel,
V,) Yae F ve Yu,vel icin a@(u@v)=(a®u)®(a®v),

V,) Ya,be F ve VveV igin (a+b)®v=(a®v)®(b®v),



V,) YVa,be F ve Yvel i¢in (a.b)®v=a®(b®v),
Vi) leF ve VvelV iin lOQv=vy
dir. (F,+,.) cismi istindeki ¥ vektér uzayr ((V,®),(F,+..),®) bigiminde
gosterilir.
Tanim 2.21 (Metrik Uzay): X O olsun. d: X x X — R fonksiyonu i¢in
M) d(x,y)=0x=y
M,) d(x,y)=d(y,x)
M,) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)
sartlar1 saglaniyorsa d ye X de bir metrik ve (X,d) ikilisine bir metrik uzay
denir. Bazen bu gosterim X, ile gosterilir.
Tanmm 2.22 (Norm): Gergel veya karmagsik K cismi iizerinde bir vektor uzay V
olsun. n:V —> R, n(x) :||x|| biciminde bir n fonksiyonu asagidaki ii¢ 6nermeyi
dogrularsa n ye V iizerinde bir norm denir.
(i) VxeV, x#0 i¢cin ||x|| >0
(i) VAeK, VxeV igin ||Ax| =|A||]
(iii) Vx,y eV igin ||x+ y|| < ||x|| + ||y||
Tanm 2.23 (Olgiim Uzay1): (X, S) dlgiilebilir bir uzay,
n:S—>R
asagidaki sartlar1 saglayan bir fonksiyon olsun.
i) n(D)=0,
ii) VAeS igin n(A4)=0,

iii) (An )nEN , S de ikiser ikiser ayrik kiimelerin bir ailesi (dizisi) dir.

n (UAJ =>'1(4,) (sayilabilirlik toplamsallik 6zelligi)
n=1 n=1

Bu taktirde 7 fonksiyonuna S iizerinde bir ol¢iim denir. (X,S,n) ye de dlgiim

uzayt denir.



Tamim 2.24 (Atomik Olgiim): 4eM, AcE olmast ya u(4)=0 ya da

u(A)=u(E) olmasm gerektirecek bigimde bir Ee€M kiimesini saglayan
p:M—[0,00] kiime fonksiyonudur.

Tamim 2.25 (Boolean Cebiri): Her ae€ A¢cin —a, a nin bir timleyeni olmak
iizere, lizerinde bir —: 4 — A4 islemi bulunan dagilimli bir A4 kafesidir.
Ornegin: X bir kiime olmak iizere 4 = P(x) kuvvet kiimesi

S<TeScT

olsun. Bu durumda

SAT=8"T, SvI=SuUT ve =S=X\S

olur. 4 bir Boolean cebiri, toplama islemi
a+b=(an—-b)v(br—-a)

esitligi ile tanimlanan simetrik fark, carpma islemi A olmak tlizere (A4,+,A) bir
Borel halkasidir. Bu sonug, Borel cebiri ile Borel halkalarinin denkliginin bir
yOniinii gosterir.
Tanmmm 2.26 (Homomorfizm,izomorfizm): (4,a,,....a,) ve (B,B,,...5,) ayn
tiirden matematik yapilar ve f: 4 — B ye bir fonksiyon olsun.Eger f* fonksiyonu
{1,2,...,n} ciimlesinin Vi elemani i¢in ¢, bagmntisni S, bagntisia doniistiiriiyor
ise f fonksiyonuna homomorfizm (denk yap1 doniisiimii) denir.
Eger f homomorfizmasi birebir ve orten ise izomorfizm (es yap1 doniisiimii) denir.

Tanim: 2.27 (Kompakthk): X bir metrik uzay olsun. X deki her bir dizi yakimnsak
bir alt diziye sahipse X e kompakt denir.

Tamm 2.28 (Cantor Kiimesi): [0,1] kapali arahigini g6z 6niine alalim. Sonra da bu

aralig1 li¢ esit parcaya aymralim ve ortadaki acik araligi atalim. Geri kalan kisma

c-pIf

diyelim. Ayni sekilde C, deki iki kapali araliginda tigte birlerini atalim. O zaman

ot Ml

olur. Bu sekilde devam edelim. Genel olarak bu c¢esit araliklarin birlesimi C, ise

elimizde kalan kiime

C, deki birlesimde yer alan her bir araligin ti¢ esit pargaya ayrilarak ortasinda kalan



ugte birlik agik araligin atilmasi ile geri kalan kapali araliklarmn birlesimi C,,; olur.

+1

Boylece ortaya ¢ikan

kiimesine Cantor kiimesi denir. Ispat edilebilir ki

a) C kiimesi kompakt kiimedir.

b) C de sonsuz ¢oklukla gercel say1 vardir.

¢) C kiimesi sayilamayan bir kiimedir.

Tanmmm 2.29 (F, Kiimesi): Timleyeni G; olan bir kiimedir. Buna gore X
topolojik uzaymm A4 alt kiimesinin bir £ kiimesi olmas: i¢in gerek ve yeter

kosul,

olacak sekilde F, (n=0,1,2,...) kapal alt kiimelerinin bulunmasidir.
Tanmm 2.30 (G, Kiimesi ) : X topolojik uzaymin A4 alt kiimesinin bir G, kiimesi

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

olacak sekilde G,, (n=0,1,2,...) a¢ik alt kiimelerinin olmasidur.
Tamim 2.31 (i¢ Carpim): R” uzaymnda x,yeR", x= (X5e05x)s y=5ees )
olmak iizere <x,y>=xy, +...+x,y, biciminde tanimlanan R"xR" - R islemi

bir i¢ ¢arpumdir. Bu ¢arpima, R" uzayinda skaler ¢carpim da denir.

Tamm 2.32 (Kartezyen Carpim): 4 ve B herhangi iki kiime olmak {izere,
birinci bileseni 4 kiimesinden, ikinci bileseni B kiimesinden alinarak olusturulan
biitlin swral ikililerin kiimesine, 4 ile B nin kartezyen ¢arpimi denir. A kartezyen
carpim B kiimesi Ax B ile gosterilir.

AxB={(x,y): xed ve yeB} dir.

A#B ise AxB=BxA dr.
Tamm 2.33 (Karakteristik Fonksiyon): X bir kiime, 4 < X olmak iizere, X
deki karakteristik fonksiyonu



(1) = Lxe A
a2 =0.xe XA

bi¢iminde tanimlanan y,: X — {O,l} fonksiyonudur. Bu fonksiyon 4 nin X deki

karakteristik fonksiyonudur.

Tanmim 2.34 (Yogunluk) : 4, N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olsun. y, ,

A nin kararkteristik fonksiyonu olmak iizere , eger
I
§(A)=lim—=>)_ x,(k)
n—w pn =
limiti mevcutsa A kiimesine, 6(A4) yogunluguna sahiptir denir.

N nin sonlu alt kiimeleri sifir yogunluguna sahiptir.

Tamim 2.35 (istatistiksel Yakinsaklik): x = (x,) bir dizi olsun. Eger her ¢ >0

sayi1s1 i¢in

liml{kSn:|xk—L|28}‘ =0

n—>0 n
ise yani
K: =K(¢): :‘{keN:|xk —L|28}‘
kiimesinin yogunlugu sifir ise x =(x,) dizisi L sayismna istatistiksel yakinsaktir

denir ve
st—=limx=1L
biciminde yazilir.

Tamm 2.36 (/" — yakinsakhk): Bir (x,) € X dizisinin
lim p(x,, ,£) =0
olacak sekilde bir alt dizisinin indeks kiimesi
M={m <m,<.<m <.}, MeF()
(yani N\M el)varise, (x,)e X dizisi € X ye [ " — yakinsaktr denir.

Tamim 2.37 (Maximal ideal) : R bir halka ve Rnin bir gergel / ideali verilsin.
(I #R). I c J olacak sekilde eger R nin gercel J idealinden baska ideali yoksa
I 1idealine maximal ideal denir.

Tanim 2.38 (P-noktas1) : X topolojik uzaymm bir eleman1 x , onu kapsayan G;

alt kiimesinin her birinin i¢ine uzanirsa buna P —noktas: denir.



Tanim 2.39 (Dual Uzay) : L:4— A" bir lineer doniisiim olsun. Bu taktirde A°
uzayma A uzaynin dual uzay: denir.

Teorem 2.1 (Bolzano-Weierstrass Teoremi) : Her sinirli reel say: dizisinin en az
bir yakinsak alt dizisi vardir.

Cech-Stone Kuralh : X in tamamen diizenli uzay oldugunu kabul edelim. O
zaman X, [0,1]" icine yerlestirilise S=A,  f elde edilir. [0,1] icindeki
B[X] in kapamsi X in kurali olur. Buna X in Cech-Stone kurali denir ve X
biciminde gosterilir.

Continuum Hipotezi : Hicbir kiimenin eleman sayis1 kesin olarak tamsayilar
kiimesinin eleman sayisi ile reel sayilar kiimesinin eleman sayismin arasinda
degildir.

Pigeon-Hole Kurah : iki sonlu kiime arasinda bire bir esleme olmas i¢in gerekli
ve yeterli kosul bu iki kiimenin eleman sayisinin esit olmasidir.

Konig Lemmasi : G sonsuz sayida tepe noktalar1 ile baglantili olsun ve bu tepe
noktalar1 sonlu dereceye sahip olsun. Sonlu derece, her bir tepenin sonlu sayidaki
baska tepelerle komsu olmasi demektir. Bu durumda G nin her bir tepesi sonsuz
uzunluktaki basit yoriingelerin bir parcasidir. Ve bu yoriinge tekrarl tepe igermez.
En yaygm 6zel durumu, bir agactir. Aga¢ sonsuz sayida tepeye sahiptir ve bu
tepeler sonlu dereceye sahiptir ve en az bir tane sonsuz yoriingesi vardir. Belirtelim
ki tepe derecesi sonlu olmak zorundadir. Ancak smirli olmak zorunda degildir:
Ornegin bir tepe derecesi 10 iken digeri 100 ve bir baskast 1000, ... olmasi

miumkiindir.



3. SINIRLI DiZiLERIN iDEAL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde ilk olarak ideal ve 7 —yakinsaklik kavrami verilecek, daha sonra bu

kavramlarla ilgili ihtiya¢c duyuldugu oranda tanim ve teoremlere deginilecektir.
Tamim 3.1: @ # J olsun. Eger @ nn alt kiimelerinin bir / < 2“ ailesi

(i) el

(ii) Her A,Bel i¢cin AUBel

(iii) Her A€/ ve Bc 4 i¢in Bel

sartlarin1 sagliyorsa [ ailesine bir ideal denir.

Acikca belirtilmedigi takdirde bir idealin 6z oldugunu (# P(w)) ve biitiin sonlu

kiimeleri kapsadigini kabul edecegiz. Fin gosterimi, @ nin biitiin sonlu alt

kiimelerinden olusan ideal anlamia gelecektir.

Eger A¢ 1 ise Ac o ye I —pozitif denir.

o iizerindeki bir [ ideali i¢in I~ dual siizgeci gosterecektir. @ iizerindeki bu

stizge¢ / nin elemanlarinin tiimleyeninden olusur. A4 ¢ I kiimesi i¢in bir ideal
ITA={BnA:Bel}

bigiminde tanimlanir.

Bir / ideali icin A c @ nin, B c @ tarafindan / —kapsandigimi (B [ —kapsar 4)
soyleyebiliriz ve A<’ B (B>’ A) olmasi igin gerek ve yeter sart A\B el

olmasidir.

A nm hemen hemen B tarafindan kapsandigini (B hemen hemen A4 y1 kapsar)
soyleyebiliriz ve eger A4, B i¢inde Fin kapsanmissa A B (B D" A birbirine esit

olmak tizere) biciminde yazilir.

Tamm 3.2: (xn )nem reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

{nea):|xn—x|28}el

10



oluyorsa (x,),.,dizisi x e [-—yakinsaktir denir ve x=/-limx, bigiminde

gosterilir.

(x,),., dizisinin bir / —alt dizisi ile bazi 4 I i¢in (x,) T 4 oldugunu kastederiz.
I —alt dizisi yerine alt dizi terimi kullanilacaktir.

Bu tezde o tzerindeki ideallerin agsagidaki 6zelliklerini inceleyecegiz.

BW: Eger reel sayilarin herhangi bir smirh (xn)nem dizisi i¢in (xn)TA,

I —yakinsak olacak sekilde 4¢/ varsa [ ideali BW (Bolzano-Weierstrass)

ozelligini saglar denir.

FinBW: Eger reel sayilarin herhangi bir sinirh (xn)nem dizisi i¢in (xn)TA,

Fin —yakmsak olacak sekilde A4¢ varsa [ 1ideali FinBW (sonlu Bolzano-

Weierstrass) 6zelligini saglar denir.

hBW: Eger reel sayilarin herhangi bir smirh (xn )nem dizisi icin ve Ag¢[igin

(x,) 1 B, I —yaknsak olacak sekilde B A, B¢, varsa I ideali hBW (kalitsal

Bolzano-Weierstrass) 6zelligini saglar denir.

Eger I Bolzano-Weierstrass o6zelligine sahipse (ayrica I/, hBW ve FinBW
ozelligine sahipse) / e BW (1 ehBW, I e FinBW) bi¢iminde yazilir.

Sonug olarak asagidaki sema ¢izilir.
(“A— B> demek, “eger I € A ise I € B” demektir.)
hFinBW
FinBW hBW
BW
Tamim 3.3 : Eger bir (x,) dizisi /—yakmsak bir (x,)T 4 alt dizisine sahipse ve

I-lim(x,)T A=x ise x, (x,)dizisinin /-yigilma noktasidir denir. Yani her

>0 i¢in

11



{n:|x, -x|<e}erl
dir fakat ters kapsama saglanmaz.

Gergekten her smirli dizi bir /—yigilma noktasina sahiptir. Fakat daha sonra

Bolzano-Weierstrass 6zelligine sahip olmayan ideal 6rnekleri verecegiz.

(Fatih Nuray ve William H. Ruckle 2000, Teorem 13)

I've J idealleri i¢in @x{0,1} tizerindeki ideal olarak /@ J direkt toplamu soyle

tanimlanir:

Ae [ ®J olmasi igin gerek ve yeter sart

{new:<n0>edlel ve {new:<nl>edlel

olmasidir.

Ac oxw ve new igin 4, ile A nin n deki dikey kismin1 gosterelim. Yani

An

{mew:<nm>e A}

olsun.

I ve J nin oxw iizerindeki /x.J Fubini ¢arpimi asagidaki sekilde tanimlanir:

A e IxJ omasi igin gerek ve yeter sart
{new:4,¢J}el
olmasidir.

Ive J, o lzerindeki iki ideal olsun. E§er A € I olmasi i¢in gerek ve yeter sart
f7'(A) e J olacak sekilde bir f:@ —> @ fonksiyonu varsa I <, J (Rudin-Keisler
siralamasi ile J, I nin Ustiindedir) biciminde yazilir. Eger f fonksiyonu sonlu
tane elemani bir elemana doniistiiriiyorsa / <,, J (Rudin-Blass siralamasiile J,
nin Ustiindedir) bi¢ciminde yazilir. Eger f, m ye bir fonksiyon ise I< J
biciminde yazilir.

Idealler icin literatiirde bilinen asagidaki gdsterim kullamilir. Istatistiksel yogunlugu

sifir olan kiimelerin ideali;

12



. 1

I, :{Aca):5(A):hmsup—‘{kSn:keA}‘zO}
n—swo N

biciminde gosterilir.

Higbir yerde yogun olmayan kiimelerin ideali;

NWD (Q)={ A= Qn[0,1]: 4 higbir yerde yogun degildir.}

biciminde gosterilir.

“Bos ideal” {J} biciminde gosterilir (bazen {J} yerine & kullanilir). “@” =
{D}dir. & bir ideal degildir. (<, biitlin sonlu kiimeleri icermez). Fakat ¢J nin

diger ideallerle Fubini ¢arpimi bizim tanimimizdaki ideali verir.

13



3.1. P—idealler

Tanmmm 3.1.1 : / idealindeki kiimelerin her (4,),_, dizisi i¢in, tim ne N ler i¢in

new

A ,C* A  olacak sekilde bir A€/ varsa I idealine P—ideal denir.

P —ideallerin asagidaki 6zelligini daha sonra kullanacagiz.

Teorem 3.1.1 : Eger 7, bir P—ideal ise (xn )nem dizisinin [ —yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter sart bir F e/ igin (xn) T F alt dizisinin Fin—yakisak olmasidr.

(Pavel Kostyrko, Tibor Salat ve Wladyslaw Wilczynski, 2000)

Eger her P—ideal I ve A ise bu takdirde 7 T 4 da bir P—idealdir. Boylece

asagidaki sonuclar1 elde ederiz.

Sonug¢ 3.1.2 : / nin bir P—ideal ve 4¢/ oldugunu kabul edelim. Eger (x,) T 4

alt dizisi 7 —yakinsak ise (xn) T B Fin-yakmsak olacak sekildle Bc A4, B¢l

vardir.

Sonu¢ 3.1.3 : Bolzano-Weierstrass 6zelligine sahip her P —ideali, sonlu Bolzano-

Weierstrass 6zelligini saglar.

Tanim 3.1.2: Sonlu kiimeler i¢inde her ne @ ve @ nm her (4,),_, parcalanmasi

igin |S' M A4,|<1 olmak iizere S el varsa @ iizerindeki / idealine Q —ideal denir.

(J. E. Baumgartner, A.D. Taylor ve S. Wagon, 1982)
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3.2. Altélciim ve Analitik Idealler

Dogal sayilarin  kiimelerini onlarin karakteristik fonksiyonlariyla tanimlayarak
P(w) y1 Cantor-uzay topolojisiyle diisiiniirsek boylece topolojik karmasikligi
tamsayilar kiime ideallerine tastyabiliriz. Ozellikle eger I ideali Cantor-uzaymmn

bir £ alt kiimesiise /, F, (analitik) dir.
¢: P(w) —>[0,] olsun. Her 4,B c @ i¢in

$(D)=0 ve ¢(4)<p(4UB)<p(A)+¢(B)
ise ¢, w tlizerinde bir altdlglimdiir.Eger her 4 — w i¢in

¢(A4)=lim¢({k<n:ke 4})

n—0

oluyorsa bu altdlgiim alt yarisiireklidir.

o luzerindeki herhangi bir alt yarisiirekli altolctim |||| ’ :P(a)) - [O,oo] olsun. Bu
altolctim

||A||¢ =limsup@(4\n) =lim@(4\n)
bi¢iminde tanimlansin. Burada ikinci esitlik ¢ nin monotonlugundan ¢ikar.

Exh(¢)={4 < o:|4], =0},

Fin(¢)={Adc w:¢(4)<x}
olsun. Keyfi bir ¢ altdlciimii i¢cin Exh(¢) ve Fin( ¢ ) nin ideal olduklar1 (6z ideal

olmasi gerekli degil) agiktir.

Biitiin analitik P —idealler, Solecki’nin asagidaki teoremi tarafindan karakterize

edilir.

Teorem 3.2.1: o lzerindeki bir / ideali i¢in asagidaki sartlar denktir.
(1) 7 , bir analitik P — idealdir.

(2) o tizerindeki alt yarisiirekli altdl¢iim ¢ icin 7 =Exh(¢) dir.

(Slawomir Solecki, 1999)
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Bundan baska F idealleri i¢in asagidaki karakterizasyon vardir.
Teorem 3.2.2 . w lzerindeki bir / ideali i¢cin asagidaki sartlar denktir.
(1) I, bir F_ idealidir.

(2) o iizerindeki alt yarisiirekli altdl¢iim ¢ icin 7 =Fin( ¢ ) dir.
(Krzysztof Mazur, 1991)

Tanim 3.2.1 :

2 f@)

if(i)=+oo ve I= A:lirgféf‘“"—:()
3 £G)

ien

olacak sekilde f:@ —[0,+00) fonksiyonu varsa I idealine Erdds-Ulam ideali

denir.

>, f0)

9, (A)=supd2——  olmak lizere Erdos-Ulam ideali Exh (¢,) formunda bir

D0

ien

analitik P —idealdir.

Uyan : Yukarida tanimlanan /, ideali herhangi bir sabit pozitif f fonksiyonu

tarafindan tiretilen Erdos-Ulam idealidir.
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3.3. Temel Ozellikler

Simdi BW 6zelligi olmayan ideallere &rnekler verilecektir. Unlii Bolzano-
Weierstrass teoreminden, @ nim sonlu alt kiimelerin ideali BW 6zelligini saglar.

3.3.1 teoreminden aynisi her maximal ideal i¢in de gegerlidir.

Teorem 3.3.1 (Folklore) : /, maximal ideal olsun. Bu durumda her sinirh alt dizi

I —yakmsaktir (Boylece 7, hBW 6zelligini saglar).

Asagida Bolzano-Weierstrass 0zelligi olmayan c¢ok iyi bilinen bazi idealleri

gosterecegiz.

Onerme 3.3.2 : NWD(Q) ideali BW 6zelligini saglamaz.

Ispat : Q N[0,1] iizerindeki bir dizi x, =g ve 4¢NWD(Q) olmak iizere kabul

edelim ki
NWD(Q) -limx, =x

olsun. 42 NWD(Q) oldugundan 4 nin yogun oldugu bos olmayan agik bir U
kiimesi vardir. x¢cl(V) olacak sekilde bos olmayan acik V' cU kiimesi

bulabiliriz. x ve V' arasindaki uzaklik & olsun. Bu durumda

VAAc {q e iy, —x\Zg} ve VAN AeNWD(Q)
dur. Boylece (xq)T A, x ¢ NWD(Q) yakinsak degildir.
Onerme 3.3.3 : [, ideali BW dzelligini saglamaz.

ispat: new ve ke{0,..,2" -1} ilimsupgin (x,) dizisi

n—0

2" +k o

bi¢iminde tanimlansin. Bir A¢ /I, i¢in (xn) T4 nn xeR ye I-yakmsak

oldugunu kabul edelim. 4 ¢ I, oldugundan

lim sup l‘{kSn:ke A}‘Za >0

n—>0 n
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olur. 27¥ < & olacak sekilde K olsun.
B :{n € A:|xn —x| < 2_(K+])}
dir.
{ie {22 1]y, —x| <2}
kiimesinin eleman sayis1 en fazla 2" oldugundan

lim sup l‘{k <n:ke B}‘ <27
n

n—0

dir.

C:{ne A:|xn —x|22"(K+])}

olsun. (x,)T4 nmn I, yakinsakligmdan Ce I, elde ederiz. Yani C nin

yogunlugu 0 a esit olur. 4 =B U C oldugundan

a = limsup l\{kSn:ke A}\zlimsup(l\{kSn:keB}\+l\{k3n:kec}\)
n n—w n n

n—0

< limsup l‘{kSn:keB}‘Jrlimsup l‘{kSn:keC}‘)S 2"
n n

n—>0 n—>0

elde edilir. Fakat 27 keyfi kiigiikliikte olabilir, boylece o =0 dir vebu A¢ I, ile
celisir.

Uyan : Teorem 3.5.2. de sadece [, idealinin BW 06zelligini saglamadigini degil,
ayni zamanda her Erdos-Ulam idealinin bu 6zelligi saglamadigini gosterecegiz.

Simdi BW ozellikli ya da BW 06zelliksiz ideal 6rneklerinin nasil olustugunu
gosterecegiz. 1k olarak 7@ J nin BW &zelligini saglamasi igin gerek ve yeter

sartin / veya J nin BW 6zeligini saglamas1 gerektigini gérmek cok basittir.

Onerme 3.3.4 : /xJ nin BW 6zelligini saglamasi icin gerek ve yeter kosul / nimn

BW 6zelligini saglamasidir.

Ispat : (=): IxJ eBW oldugunu kabul edelim. (xn), o lzerinde smirh bir dizi

olsun. wxw Tuzerindeki dizi x,, =x, bi¢giminde tamimlansmn. BW o&zelliginden
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Ag IxJ ve (x,,) T4 nn IxJ —limit noktas: olacak sekilde bir x noktasi
vardur.

B={new:A4,¢J}el ve {neB:|xn—x|26}:{neB:(Vmea))‘xn,m—x‘Zg}
ve (x,,) T 4, IxJ —yakinsak oldugundan son kiime / ya aittir. Bu da (x,) TB
nin x e [ —yakmsak oldugunu gosterir.

(<): Bunun tersini ispatlamak igin / eBW ve (x,,,) nin @xe iizerinde smirl
bir dizi oldugunu kabul edelim. (x,,)<=[0,1] kabul edebiliriz. Her new ve

ke {0,...,2" —1} i¢in

k k+1
A, = iea):xnie[—, i }
> H 27! 27!

bi¢iminde tanimlansmn. Her n i¢in @, A,, kiimelerinin birlesimi oldugundan

n,

4,, ¢J olacak sekilde bir k, bulunur. (y,)dizisini

2k, +1)

()

biciminde tanimlayalim. / nin BW o6zelliginden ( yn)TB , v ye [ —yakinsak

olacak sekilde B ¢ / vardir.

c={Uli}x4,,

ieB

olsun. C¢ IxJ oldugu aciktir. Asagida (xn,m)TC nin y ye [IxJ —yakinsak

oldugunu gosterecegiz. £ > 0 alalim. Bu takdirde
B(g):{neB:|yn —y|25}e]
ve 2% <& olacak sekilde K bulunur. Boylece

{(n,m) eC:

Xy —y‘Zg}c(B(g)u(K+1))xa)=

:(B(g)xa))u((l{+l)xa))e IxJ
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ve (xn,m ) 1 C, IxJ —yakmsaktr.

Uyan : 4 e]]I, olmasi igin gerek ve yeter sart {n cew:A ¢ In+,} €1, olmasidir

icw

formuliinii kullanarak Fubini carpiminin tanimin {IO,II,...} ideallerinin sayilabilen

[17, Fubini ¢arpimina genisletebiliriz.

Hemen hemen ayni ispat ile []7, nin BW 6zelligini saglamasi igin gerek ve yeter

icw

kosulun 7, m BW o6zelligini saglamasi gerektigini gosterebiliriz.
Bu boliimii, daha sonra kullanacagimiz bir dnerme ile bitirecegiz.

Onerme 3.3.5: (x,) reel sayilarm bir dizisi olsun ve (x,) in biitiin /—yigilma
noktalari kiimesi C olsun. Eger xeC ve UNC={x} olacak sekilde agik bir

U c R kiimesi var ise (xn) T A4 x e I -yakinsak olacak sekilde A ¢/ vardir.

Ispat : U cU, cl(U') cU kompakt olacak sekilde x in agik komsulugu ve
A= {n:xn € U'} olsun. x, bir 7/ —yigilma noktasi oldugundan 4¢ /7 dir. £>0

olsun. ¢/(U)NC ={x} oldugundan y ecl(U")\{x} i¢in

{neA:|y—xn <5y}e]

olmak tizere bir 6, >0 vardir. Boylece

c(UN\(x—¢&,x+¢) CLNJ(yl. -8, +6y,)
i=1

olmak tizere y,,y,,...,», ler vardir. Buradan

C=

{neA:|x—xn|28}c

{neA:|yl.—xn <5yl_}el

1

dir. Boylece (x,)T 4, I —yakinsaktur.

Sonuc 3.3.6 : Eger bir (xn )n dizisinin / — yigilma noktalarinm kiimesi sonlu ise,

I —yakinsak bir alt diziye sahiptir.
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3.4. Analitik idealler

Burada Bolzano-Weierstrass 6zelliginin bazi ideal gruplar1 i¢in alt yarisiirekli

altolgiimlerdeki tanimini verecegiz.

Teorem 3.4.1 : Her F ideali, hBW ve FInBW o6zelligini (boylece BW 6zelligini)

saglar.

Ispat : 7 bir F, ideali olsun. 3.2.2 teoreminden [ = Fin(¢) olmak iizere ¢ alt

yarisiirekli altdlglimii vardir.

(x,) herhangi bir sinirhi dizi ve 4 ¢ I olsun. (x,) < [0,1] oldugunu kabul edebiliriz.

Timevarimla C, ¢/ kimelerini ve 1 araliklarmi tanimlayalim. C, =4 ve

I, =[0,1] olsun. C,, I, nin k <n i¢in se¢ilmis oldugunu kabul edelim. I, =[a,b]

a+b
ve ¢ = olsun.

C), ={neC,:x, elac]}

C, ={neC,:x, elc,b]}
olsun. Eger C°, ¢ I ise

C.=Cpy vel,, =[ac]

dir. Aksi takdirde

CVn+l = C:LH ve In+l = [C,b]
dir.

¢ nin alt yarisiirekliliginden her » i¢in ¢(Bn) >n olacak sekilde B, < C, sonlu

kiimeleri vardiwr. B = UBn alalim. Acikca ¢(B):oo dur ve boylece B¢ [ dir.

new

Asagida (x,) T B nin xe ﬂ I, ye yakimsak oldugunu gosterecegiz.( diam (I,) nin

new
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0 a gittigini ve boylelikle tam bir tane bdyle x in oldugunu hatirlayalim.)

diam(1, )<§ olmak iizere N , minimal n olsun. Bu durumda
{neB:|x,—x|zejc{neB:x, ¢l,}

dir. En son kiime sonlu olan UBn icinde yer alir. Boylece (xn)TB, X e
n<N

Fin —yakinsaktir.

3.2.1 teoreminden asagidaki sartlar biitiin analitik P —idealler i¢in BW 6zelligini

karakterize eder.

Teorem 3.4.2 : ¢ alt yarisiirekli altolctim olsun. Asagidaki sartlar denktir.
(1) Exh(¢) ideali, BW 6zelligini saglar.

(2) Bir 6 >0 sayis1 vardir 0yle ki @ nin herhangi bir A4, 4,,..., 4, par¢alanmas1 ve

her k e w i¢in ¢(4,\k) > olacak sekilde bir i <n vardir.

(3) Bir 6 >0 sayist vardir 6yle ki @ nin herhangi bir 4, 4,,...,4, par¢alanmasi

igin ||4,| =6 olacak sekilde bir i <n vardur.

Ispat : 7= Exh(¢) olsun.
(1)=(2): Kabul edelim ki her />0 i¢in k, ve her i <n, i¢in ¢(Ail\kl)<% olmak
iizere @ mn bir parcalanmasi A/, 4,,...,4, olsun. Genelligi bozmaksizin her

i€{l,...n,,} i¢in 4™ < 4] olacak sekilde j e{l,...,n,} vardur.
(1) i#j igin [ NI, =@
1
!
(2) ‘Ii‘ < ?
(3)Eger A" c 4] ise 1" cint(I)

olacak sekilde [0,1] in kapali alt araliklarinin bir ailesi
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I:lew,i=12,.,n]

olsun. n€ w olsun. Her / e @ i¢in n e Al,[,l olmak tizere yalniz bir tane 7' vardir.
1

{xn} - ﬂli;‘

lew
olacak sekilde x, €[0,1] olsun.
fddia 3.4.2.1: x el! @ ne 4 dir.

(x,) T B I -—yaknsak olacak sekilde B¢/ olsun. (x=/—lim (x,) T B diyelim.)

I, P—ideal oldugundan (x,) 1 B nin Fin-yakinsak oldugunu kabul edebiliriz.

Her /ew icin xelg(l) olacak sekilde &ew” olsun. (x,)T B, x e yakmsak

oldugundan her / i¢in
B\{n €B:x, e Ilg(z)}
sonludur. Bu takdirde

B\N < 4y, \k,

(

olacak sekilde N >k, vardir, buradan
1
¢(B\N) < ¢(A;(1)\kl) <57

oldugundan B € I yazilir ki bu bir ¢eliskidir.

(2)= (1): (x,) sl bir dizi olsun. ((x,) =[0,1] oldugunu kabul edebiliriz.)

m Y1 =[0.1],

se2”
(2) Her s,t€2", s=#t¢ i¢in [I, N1 |<I,

@)L, vl =1,

1
(4) diam(I, )<—
(L) E
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olacak sekilde [0,1] in kapali alt araliklarinin bir ailesi (IS RS 2“") olsun.
Her s €2 i¢in 4, ={new:x, el } olsun.

Her new i¢in ¢(A4,\n)>05 y1saglayan en az bir s €2” olacak sekilde bir & >0

vardir.

T={se2%:4(4\|s|) > 5}

olsun. 7' nin biitiin seviyeleri sonlu olacak sekilde 7' 2™ @ yiikseklik agacidir

(tree of height). Kénig Lemmasindan 7 nin sonsuz tane kolu vardr. & TneT

olacak sekilde & e2” olsun. (Yani her new icin ¢ (A, \n) > o dir.) Altolgiim
¢, alt yaristireklidir. Boylece her n igin ¢ (Am \n) > ¢(Bn) >0 y1 saglayan sonlu

bir B, < 4., \n kiimesi vardur.

B= U B, olsun.

6 (B\n)>¢(B\n)>35 >0
oldugundan B ¢ I elde edilir.
Son olarak (x,) T B nin yakinsak oldugunu gosterecegiz. {x}= OI c, Olacak
sekilde x €[0,1] olsun. n e @ alahm. Her m > n igin eger i € B, ise
X € Iﬁm C Im
dir. Boylece
{ieB:x el |cBUBU.UB, e Fin
dir. Buradan (x,) T B = x tir.
(2)=(@3) : ® nm bir par¢alanmas1 4,, 4,,..., A, olsun. (2) den her & i¢in

¢(4,,,\k) > 6 olacak sekilde bir i(k) vardir. Herhangi bir £ i¢in i(k) <n
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oldugundan sonsuz tane k icin i(k) =i olacak sekilde i <n vardir. Ispat1 bitirmek

igin ||4,| =6 oldugunu dikkate alalim.

(3)=(2) : Bu gerektirme ||| nin tanimindan elde edilir. (Kosul (2) deki &, sabiti

ornegin, 0, /2 ye esit olabilir. Buradaki &,, kosul (3) teki bir sabittir.)

BW ve hBW ozelliklerinin aym1 6zellikler olup olmadigi sorulabilir. (sinirlayici
kurala bagl olarak) Yani BW o6zellikli her idealin , en az bir tanesi hBW
ozelligine sahip iki idealin direkt toplami olup olmadigi sorulabilir. Asagidaki

onerme bu soruya olumsuz yanit verir.

Onerme 3.4.3: Her A¢ [ icinbir A c A, A ¢l, 1T A¢BW var olacak sekilde
bir / e BW ideali vardir.

Ispat : A, nin kardinalitesi i.2" ye esit olmak iizere sonlu kiimeler iizerinde ® nin

i

bir pargalanmasi (4;) _ olsun. Her bir i i¢in u,: P(@)—[0,0],
1
p;(A) = ?|A M Ai|

Olglimiinii tanimlayalim. Her bir 7 i¢in  x,(4,) =7 olduguna dikkat edelim.

/,l(A) = Supiem luz(A)

olsun. Olgiim supremumu, bir altdlgiim oldugundan, u her bir i igin u(A4)=i

olacak sekilde o {lizerindeki bir altdl¢timdiir. 7 = Exh( x) olsun.

Ilk olarak / € BW oldugunu gosterecegiz. 3.4.2 teoreminden wnin herhangi bir

B,,B,,...,B, parcalanmasi ve her kew i¢in u(B \k)>1 olmak lizere i<n

oldugunu gostermek yeterlidir.
Pigeon-hole kuralindan her 7 >n dogal sayis1 i¢in Bl.(t) M 4, kiimesinin kardinalitesi

2" den daha biiyiik olmak iizere i (t) indisi bulabiliriz. Bu takdirde

U, (Bl.(t)) :% B,

) >1

N A4,
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dir. Eger 4, Nk=O ise
u(B, \k) = 1, (B, \k) = u,(B,,)) > 1

dir. 4 Nk=0 ve i(t)ﬁn olacak sekilde sonsuz c¢oklukta ¢ oldugundan , i(.)

fonksiyonu sonsuz c¢oklukta argiiman i¢in en azindan bir deger alir. Sonsuz
coklukta ¢ i¢in i(¢#) =i diyelim. Bu takdirde her bir k i¢in 4 Nk=C ve i(t) =i

olacak sekilde ¢ bulunur. Boylece
u(B\K)> 1,(B)>1

dir. Boylece 7, Bolzano-Weierstrass ozelligine sahiptir.

Simdi herhangi bir sinirli 7 tizerindeki herhangi bir sinirlamanin hBW 6zelligine
ait olmadigmi gosterecegiz. A¢l olsun. I T A ¢BW olacak sekilde 4 < A4,

A ¢ 1 bulacagiz. Yani her § >0 igin i <n olmak {izere
WAk <8
olmak iizere A niin A4, 4,,..., A, pargalanmasi ve k € ® var oldugunu gosterecegiz.
A ¢ I oldugundan sonsuz ¢oklukta 7 igin
H(ANA)=p(4)>c
olacak sekilde ¢ >0 vardur.
T={tew:pu(An4)>c}
olsun.

(1) Herbir teT igin 2.c> p, (4 N4)>c
(2) Aksihalde 4 N4, =

olacak sekilde 4 < A olsun.T sonsuz oldugundan u(A4)>0 ve A ¢ dir.
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Verilen herhangi bir 6 >0 i¢in n> % alalim. Her bir # € T i¢in hemen hemen esit

kardinaliteye sahip kiimelerin iizerindeki 4, =4 N4, nin bir pargalanmasi

A ,A,,.... A, olsun. Yani her bir i, j <n igin

el
i J
dir. Bu takdirde
it 2C 1 5 1
A)<—+—=—4+—
Hi( l)<£+2’ 2 2
o)
dir. i=12,...,n i¢gin
ey

teT

olsun. k yther 4 ¢k ve 2™ <% olacak sekilde alalim. Bu durumda her bir i <n
ve her bir ¢ i¢in

5,.1.8.5_
2

ANk <Z+—<Z 4
'ut(l ) 2 202

dir. Boylece
u(A\k)<s

olur. 3.4.2 teoreminden I T 4' ¢ BW dir.
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3.5. Yogunluk Idealleri

Tamm 3.5.1: I, yi o lizerinde ikiserli ayrik araliklar ve u,  yi I lizerinde bir

Olclim olarak kabul edelim. Bu durumda

¢ =sup u,
alt yarsiirekli altdl¢iimdiir ve Z; =Exh(¢) ye yogunluk ideali denir.

Biitiin yogunluk idealleri asagidaki gibi karakterize edilir.

Lemma 3.5.1: Z, yogunluk idealinin dort ayr1 smifi vardir ve her yogunluk ideali

bunlardan birine aittir.
at* () =sup{p({k}): ke )} ,  ar (p)=inf{g({k}):k &4 (0)}
ve |u| = u(@) olmak iizere
(#;) Atomik idealler: irif at (u,)>0
(%) Yogun olmayan non-atomik idealler :
irifat‘(un) =0 ve liznsup at*(u,)>0,
(%) Erdos-Ulam idealleri :

limat™(,)=0 ve supllu,| <o

=0

(%) limat"(u,)=0 ve sup|u,

dur. (Ilijas Farah, 2000, yardimci 6nerme 1.13.9)

Asagidaki 3.5.2 teoreminde sadece /, idealinin BW 6zelligini saglamadigmi degil,

ayni zamanda her Erdos-Ulam idealinin bu 6zelligi saglamadigini gosterecegiz.

Teorem 3.5.2 : [ yogunluk idealinin BW 06zelligi saglamasi i¢in gerek yeter sart

(%) , (%) yada (#;) smifina ait olmasidir.
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Ispat : (%)ve (%) durumu: Bu durumlarda idealler yogun degildir. (yani

idealden sonsuz alt kiime olmaksizin, sonsuz bir alt kiime vardir.) Bunlarin BW

ozelligini sagladigini gérmek kolaydir.

(#;)durumu : Herhangi bir 6 >0 alalim. Her newigin ||u,| <M olacak sekilde

M >0 olsun.

Her xel, ve m>Kigin u,({x}) <g olacak sekilde K € @ olsun.

2M -
N> = olsun. Bu durumda her n> K i¢in i <N oldugunda u, (B')<06 olacak
sekilde I, ninbir B/,..., By par¢alanmasi vardur.

m=12,..,N icin

olsun.

Simdi 4,,..., 4, parcalanmasi 3.4.2 teoremi ile birlikte 7 idealinin BW 6zelligini

saglamadigini gormek kolaydir.

(#;) durumu : 6 =1 olsun. ke w ve @ nm herhangi bir par¢alanmas1 4,,..., 4,

olsun. Burada

) |lu|=NS+1,

(2) min(1,)>k

y1 saglayan bir L e o vardir.

Simdi her i < N igin ¢(A4,\k) <6 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
NS+1< | = p,(0) = p, (1, \k) = 1, (4, O A\ k)
Sp (ANK)+ A+ p, (A \Nk) Sp(4\Nk)+...+ (A, \k) < N.O

bir celigkidir. Boylece 3.4.2 teoreminden / ideali BW 6zelligini saglar.
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4. GENISLEMELER

Bu bolimde bir idealin S bigimindeki Cech-Stone kuralinin P —noktasina

genisletilebilme olasiligi ile baglantili oldugunu gosterecegiz.

Teorem 4.1 : Eger bir / ideali, FinBW o0zelligini saglayan bir J ideale
genisletilebilirse, / FinBW 06zelligini saglar.

Ispat : (x,) smirl bir dizi olsun. (x,)T 4 Fin-yakmsak olacak sekilde Ag.J

vardir. Fakat [ — J oldugundan A4 ¢ [ dir.

3.1.3 sonucundan asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 4.2: Eger bir [ ideali, BW o6zelligini saglayan bir P —idealine
genisletilebiliyorsa 7, FinBW 6zelligini saglar ( ve buradan / e BW).

3.4.2 teoreminin, bitliin analitik P —ideallerinin smnifinda BW 6zelliginin
karakterizasyonunu verdigini hatirlayalim. Asagida bu ideal smifi i¢in BW 6zelligi

hakkinda alternatif karakterizasyon verecegiz.

Teorem 4.3 : Continuum Hipotezini kabul edelim. ¢, alt yarisiirekli altdlglim ve

I =Exh(¢) olsun. Asagidaki sartlar denktir.

(1) IeBW;

(2) 7, bir maximal P —ideale genisletilebilir.

4.3 teoremini ispatlamak i¢in bazi Lemma ve tanimlar verelim.

Tanim 4.1 : Bir / ideali i¢in eger , B asagidaki sartlar1 saglarsa B < P(w) ailesi,
1 — biiyiik kiime ailesidir denir.

(B1)Eger BeBve B 5B ise B €B

(B2) Eger B,UB,Bise B, eBveya B, €B dir.

(B3-) Herbir iew i¢in { B, }

cB kiimelerinin azalan bir dizisi i¢in (yani her

icw

i<ji¢in B> B,) BC " B, olacak sekilde bir B €B vardr.
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Eger B ailesi, Fin-biiyiilk kiimelerinin bir ailesi ise B ye, biiylik kiimelerin

P —ailesidir denir.

Lemma 4.4 : Continuum Hipotezini kabul edelim. Bir / idealinin bir maximal
P —idealine genisletilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart BN/ = olacak sekilde

biiyiik kiimelerin bos olmayan bir P —ailesi B < P(®) olmasidir.

Ispat : Ilk olarak 7', I y1 igeren bir maximal P —ideal ise biiyiik kiimelerin
P —ailesinin B=7" ailesi oldugunu gorecegiz. Aksini ispatlamak i¢in B~/ =&

olmak tizere biiyiik kiimelerin herhangi bir bos olmayan P —ailesi B y1 alalim.

BnI=C oldugundan, eger B e B ise, her sonlu F kiimesi icin B\F € B dir.
Eger B bos degilse ® € B oldugunu gorebiliriz.

iddia 4.4.1 :
(1) Her a < f8 i¢in Z, " Z,; ,
Q) (VAcw) Ga<w) (Z,c A veya Z, o\A)

olacak sekilde {Z,}  —'B transsonlu dizisi vardr.

Her bir 4 € P(a)) icin A=A, olacak sekilde bir o bulunacak sekilde w nin alt

kiimelerinin bir dizisi {A } olsun.
o) a<ay

{z,}, ., itranssonlu timevarimla tanimlayalim. o <@, bir ordinal say1 olmak

uzere
() Her B,<B,<a i¢in Z, =" Z, ,
(2) Herardisik <o igin  Z, c A, veya Zy; cw\ 4,

olacak sekilde {Z ﬂ} < B olsun.

P<a
a=0 i¢in Z, = olsun.

Ardisik bir @ =y +1 igin Z, ,biyiik kiimelerin B ailesine ait oldugundan
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Z,NA,€B veya Z N(w\4,)eB
dir. Z N4, veya Z N (@\4,) kimelerinden biri Z, €B olsun.
Bir o limiti i¢in, her bir i € ® i¢in

B, = mZi'

j<i

\(
{Zi'}i«o - {Zﬂ }ﬂ<a

alalim. Her bir B, , Zj' kiimelerinden birine esit oldugundan (modulo sonlu kiime),
{B.},.,» B biiyiik kiimelerinin P —ailesindeki kiimelerin azalan bir dizisidir.
Z, < B, olmak tlizere Z,6 B elde edilir. Ac¢ik bir sekilde her pB<a icin

Z,c Z, dr.
I',{w\Z, :a <o} ailesi tarafindan iiretilen bir ideal olsun.

fddia 4.4.2 : I , I y1igeren bir maximal P —idealdir.

Her Acw icin ya Ael ya da w\Ael oldugunu gosterecegiz. Gergekten

o < o, in ardisik ordinal oldugu bir A=4, i¢in ya Z, c 4, yada Z, cw\ A4, dr.

Birinci durumda 4, € I” dir. Ikinci durumda 4, c @\Z, dir ve bdylece 4, €l

diir.
I < I oldugunu gdstermek igin herhangi bir I /alarak ve =4, olmak iizere

ardisik o < @, bulmaliyiz. BN/ =< oldugundan 1= 4, c®w\Z, dr. Bu durumda

Iel drr.

{L}_, <1 olsun. Her bir I, nin o\Z, , kiimesi tarafindan kapsadigmi kabul

(i
edelim. Her / i¢in a(i ) <a olacak sekilde herhangi bir o < @, alalim. Burada her
iewigin I=w\Z, el ve 1,c" 1 dir. Budurumda /' bir P— idealdir.

Lemma 4.5 : ¢ nin alt yarisiirekli altdlciim oldugunu ve 6 >0, New, Acw

oldugunu kabul edelim. Asagidaki sartlar denktir.
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(1) A ninher A4,..., 4, par¢alanmasi i¢in ”141” >0 olmak tlizere i < N vardir.

(2) Her ¢>0 ve kew i¢in AN[k,k+r] nin bir 4,..,4, parcalanmasi i¢in

¢(A4,) > 6 — ¢ sartini saglayan i < N var olmak iizere r € @ vardur.
Ispat : ()= (1) : || tanimindan elde edilir.

(1) =(@2) : N lizerindeki 4 nin her 4,...,4, pargalanmasi i¢in ||Al.||25 olmak
izere i< N oldugunu kabul edelim. Yani her y:w—> N fonksiyonu ig¢in

H;("] O)a) AH >§ olacak sekilde i < N vardur.
Her r € ve her i < N igin ¢()(r'] (z)) <6 —¢ oldugunda

2 An[kk+r] >N
kismi fonksiyonu i¢in k € @ ve &€ >0 var oldugunu kabul edelim.

Tiimevarimla y, :® — N fonksiyonunu tanimlayalim. y, (0), x,(1),...,x,(n—1)

ifadesinin
S, ={r:r=n-1veher me An[k,k+r]N[0,n—1] i¢in g, (m)= x,(m)}
sonsuz olacak sekilde tanimlandigini farz edelim.

Eger ne Am[k,k+r] ise N smifindaki S, 1 y (n) degerine bagli olarak

parcalara ayiririz. Bazi ¢ < N i¢in
T={reS, :xn)=c}
kiimesi sonsuzdur. y, (n)=c ve S, =T alalim.

Aksi halde keyfi y,(n) alirsak S, =S, | 1elde ederiz.

Her i< N igin ‘

2, ()" A4| <8 oldugunu iddia ediyoruz ki bu bizim iddiamizla

celisir. Gergekten her i <N ve rew i¢inbaz1 s €S, i¢in
2 @ An[kk+r]= 2 GO Ok k+r]

dir. Boylece
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(., DN AN[kk+r])<s-¢
ve
(. (N A\k)<S—¢

olur. Buradan

;((;‘(i)mAHSS—s <5

dir.

Lemma 4.6 : ¢ nin bir alt yarsiirekli altolciim ve A4 nin herhangi bir sonlu
A,..., 4, par¢alanmasi i¢in ve en az bir i < N i¢in ||Al|| >0 olacak sekilde B 5 nin

(muhtemelen bos) @ nin biitliin A4 alt kiimelerinin bir ailesi oldugunu kabul edelim.

Bu durumda B da, kiimelerin azalan herhangi bir B, © B, ... dizisi i¢in ve her

bir new igin B’ B, olacak sekilde bir B e B vardur.
Ispat : B = B N|[0,r,]
ile gosterilirse 4.5 Lemmasindan bir 7, vardir. Bu takdirde ¢(B/)> 35 -1 dir.

B, UB; =B, m[r] +1,7 +r2]

. » 1 . . . .
ise ¢(B,)>0 Y saglanacak sekilde bir i <2 varsa yine 4.5 Lemmasimdan bir 7,

vardir.

Sonug olarak
; 1
¢(B,)>6——
n
olmak tuzere i<n varsa

1 2 n o__
B, UB!U..UB =B, N[r+r+..+r_+Ln+n+..+r,]

n

olacak sekilde 7, olsun.
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B=U B N [r+n+..+r +Ln+n+..+1]

biciminde tanimlayalim. Her bir i igin
B\B, C[O,r] +1, +...+rl._1]
olduguna dikkat edelim. Bdylece B <" B, dir.
B eB; oldugunu gostermek i¢in B nin bir par¢alanmasinm 4,,..., 4, oldugunu
kabul edelim. Her n> N i¢in

1
(A, O[r+n+.+r, +L7 +r2+...+rn])>5—;

olacak sekilde i(n) vardir.
Sonsuz ¢oklukta # i¢in i =i(n) olsun. Bu durumda sonsuz ¢oklukta n i¢in

1
(A N[ +n+..+r, +L7 +r2+...+rn])>5—;

dir. Boylece ”141” >0 olur.

Lemma 4.7 : ¢ nin bir alt yarisiirekli altdlgiim oldugunu kabul edelim. Eger

I = Exh(¢), BW 0zelligine sahipse
By;={dcw: A=4UA,0...UA4, ise ||Al.||2 0 yisaglayan i < N vardir}

kiimesi / ile ayrik olan biiyiik kiimelerin bos olmayan bir P —ailesi olacak sekilde

o >0 vardrr.

Ispat : 3.4.2 teoreminden @ nin herhangi bir 4,,..., 4, pargalanmasi igin ||Al.||2 o
oldugunda i < N olacak sekilde 6 >0 vardir. Bu nedenle w € B; ve By # O dir.
B s nin tanirmindan (B1) ve (B2) sartlar1 elde edilir. Sonug olarak 4.6 Lemmasindan

(B3-Fin) sart1 elde edilir. Boylece B ; biiyiik kiimelerin bir P —ailesidir.

Her bir Be B, i¢in |B||> 6 oldugundan B; N/ = dir.
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Teorem 4.3 iin ispat1 : 4.2 sonucundan eger [, P— ideal bir J€BW ye
genisletilebiliyorsa, / €BW dir. Boylece sadece herhangi bir analitik / €BW

idealinin maximal bir P —ideale genisletilebilecegini gostermeliyiz.

4.7 Lemmasindan 4 nin herhangi bir sonlu par¢alanmasi 4,..., 4, i¢in ve her bir
i<N icin ||Al.||25 olmak tlizere, @ nin biitiin 4 alt kiimelerinin B ; ailesi / ile

ayrik olan biiylik kiimelerin bir P —ailesi olacak sekilde 6 >0 bulunur. Boylece

4.4 Lemmasindan / , maximal bir P — ideale genisletilebilir.

4.5 ve 4.6 Lemma ispatlarinin ayn1 zamanda 6 = sartinda da sonug¢ verdigine
dikkat edelim. Boylece 4.7 Lemmasina benzer olarak 4.8 Lemmasini verebiliriz.

Lemma 4.8 : ¢ nin bir alt yarisiirekli altdlgiim oldugunu kabul edelim. Eger

I =Fin(¢) ise
B, ={Adco:|4|=x}=P)\I,

I 1ile ayrik olan biiyiik kiimelerin bos olmayan bir P —ailesidir.

Ispat : w¢ I oldugundan, we B, ve B, »@ dir. B, tanimmdan (B1) ve (B2)

sartlar1 elde edilir.

Son olarak 4.6 Lemmasindan (6 =0 i¢in ) (B3-Fin) sart1 saglanir. Boylece B, ,

biiyiik kiimelerin bir P —ailesidir.

Her bir BeB_ i¢in ¢(B) =0 oldugundan B "I/ = dir.

3.4.1 teoreminde her F, idealinin FinBW o6zelligini sagladigini hatirlayalim.

Asagida Continuum Hipotezini kabul ederek aynisi BW 6zellikli analitik P —

idealleri i¢cin de gegerlidir.

Teorem 4.9 : Continuum Hipotezini kabul edelim. ¢ , bir alt yarisiirekli altl¢iim

olsun. / =Fin(¢) olsun. Bu durumda / , bir maximal P —ideale genisletilebilir.

4.3 teoremi ile ayn1 metodu kullanarak yukaridaki teoremi ispatlayabiliriz.
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4.1. Boolean Cebirleri

Burada analitik idealler i¢in Bolzano-Weierstrass 0zelliginin Boolean cebirinden

nasil ayrildigin1 gorecegiz.
1,J c P(w) idealleri i¢cin
Pw)/I=P(w)/J
sembolii P(w)/1 ve P(w)/J Boolean cebirlerinin izomorfizmini gosterecektir.

Onerme 4.1.1 : Eger P(w)/I=P(w)/J ve BNI = olmak iizere I —Dbiiyiik

kiimelerin bos olmayan bir B ailesi varsa J, BW 6zelligine sahiptir.

Ispat : P(w)/I ve P(w)/J Boolean cebirlerinin arasindaki bir izomorfizm,
h:P(w)/I — P(w)/J olsun. (x,)<[0,1] olsun. (x,) nin J-yakinsak bir alt

diziye sahip oldugunu gdosterecegiz.
@ UL, :se2"}=[0,1]
(2) Her s, €2" ve s#t igin [I, NI,|<1,

@)L, Ul =1

(4) diam (1)< 1

Il
olacak sekilde [0,1] in kapali alt araliklarinin bir dizisi (IS 1S € 2“") olsun.

A ={new:x, el}

N

ve h([AS ]J) nin herhangi bir eleman1 B, olsun. (Yani h([AS ]J) :[Bs]] dir.) Acik

bir sekilde her bir #igin

z [Bs]l =1= [a)]l

se2”
dir. Boylece her n € igin

o\U B el

se2”
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dir. Bu durumda her 7 i¢cin B, € B olmak lizere s € 2" elde edilir.
T'={se2™:B B}

olsun. 7 nin biitin seviyeleri sonlu olmak tizere 7 < 2*” nin @ nin yiikseklik

agaci oldugu goriliir. Konig Lemmasindan 7 nin sonsuz tane kolu vardir. Her

new igin £ TneT olmak iizere & € 2° olsun. (Yani her bir n igin B.,, €Bdir.)
{B{S“}ném nin [/ —biylk kiimelerin B ailesinin elemanlarmnin azalan bir dizisi
oldugu goriiliir. Béylece her new igin B’ B, olacak sekilde B €B vardur.

h([A]J) =[B], olmak iizere 4 < olsun. Agik bir sekilde
0<[B], <[B.,],

ve boylece her bir n i¢in
0<[4], <[ 4,1,

dir. Bu durumda her n € w i¢in A4 \Aﬁn eJ dir.

Eger

ise her bir £ € ® i¢in
1
{neA:|xn—x|2F}c{neA:xn glm}:A\Am eJ

dir ve bdylece (x,)T 4, J - yakmsaktur.

Uyan : Yukaridaki ispatta , 2 nin sadece “yogunluk” 6zelligini kullandik. Eger

h, Boolean cebirinin yogun bir homomorfizmi ise ispatin gegerli oldugu
goriilebilir. Yani , her bir [B], >0 ise 0<#([4],)<[B], olacak sekilde [4], >0
vardir.

Sonu¢ 4.1.2 : Eger P(w)/I=P(w)/J ve I, BW 0Ozelligine sahip analitik

P —idealse (yada I, bir F idealiise ) J ,BW o6zelligine sahiptir.
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Ispat : 4.7 Lemmasmdan B~/ =@ olmak iizere biiyiik kiimelerin bos olmayan

P —ailesi B vardir. 4.1.1 6nermesinden J € BW dir.

Yukaridaki sonugtan biitiin analitik P —ideal smifinda Boolean cebirinin, Bolzano-

Weierstrass 0zelliginden farkli oldugunu ¢ikartabiliriz.

4.1.1 6nermesi ile 4.4 Lemmasini birlestirerek 4.1.3 sonucunu elde ederiz.

Sonu¢ 4.1.3 : Eger P(w)/I=P(w)/J ve I, bir maximal P— ideale

genisletilebiliyorsa J, BW 6zelligine sahiptir.
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4.2. Siralamalar

Bu kisimda Bolzano-Weierstrass 6zelliginin, ideallerin Rudin-Keisler siralamasini

koruyup korumadig: ele alinacaktir.

Onerme 4.2.1: me® igin /<, J olsun. Bu taktirde

(1) Eger J hBW o6zelligini saglarsa ,/ hBW 6zelligini saglar.
(2) Eger I hBW o6zelligini saglarsa, J BW ozelligini saglar.

Ispat : f:0o—>w fonksiyonu Ael < f'(4)eJ olacak sekilde m ye bir

fonksiyon olsun.
(1). (x,),., smurh bir dizive A¢ 1 olsun. Her n€w igin y, =x,, olsun.
B=f"(4)¢J olsun. f , m ye bir fonksiyon oldugundan B=B,UB, U..UB,

olmak tizere her i <m i¢in f(B,)=A4 ve f ) B, birebirdir (B, kiimelerinin ikiserli

ayrik olmasi gerekmez).

C,,C,,...,C, kiimelerini f(C,)¢ I olacak sekilde ve (xn)nei /¢, en fazla m tane
I —y1g1lma noktasina sahip olacak sekilde tanimlayacagiz.

Eger B ¢J ise (yn)necl, y' e J-—yakmsak ve C, ¢J olacak sekilde C, c B,

bulunur. Aksi takdirde C, = B, ve keyfi ' alalim.

Eger B,nf(f(C)eJ ise (v,) .- ¥ ye J-—yakinsak ve C,¢J olacak

sekilde C, =B, f'(f(C)) bulunur. Aksi takdirde C,=B, N f(f(C,) ve

keyfi y* alalim.

Bunu m defa tekrarlarsak en az bir tane B, ¢ J oldugundan f(C, )¢/ di.

Asagida eger yeé{y],yz,...,y'”} ise y nin (x,)T f(C,) nin bir I-yigilma
noktast olmadigini gosterecegiz.

Gergekten

(y—2.g,y+2.8)m {yl,yz,...,ym}zg
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olacak sekildeki her & > 0 i¢in

f_]({f(n)ef(Cm):‘xf(n) —y‘<8})chJ{neCi :|yn —y|<g}c

i=l1

yn—yi‘Zg}eJ

chJ{ne C:
i=1

elde edilir. Béylece 3.3.6 sonucundan (x,)T f(C,) nin 7 —yakimsak bir alt diziye

sahip oldugu cikar.
2). (xn)néw smirl bir dizi olsun. @ = 4, U...U 4, olmak lizere her i<m i¢in

f.=f 71 4 birebir ve f(4)eI olsun.

Sinirh bir

X _
( St my )neful)

olacak sekilde B, — f(4,) bulabiliriz.

Eger ['(B)NA eJ ise A=f"(B)n4 dir. Aksi halde f7'(B)n4, ¢J

olmak tizere en az bir i, 22 alalim. Ve bu durumda

(x./c;‘<n> )néB,

2

I —yakinsak olmak iizere (x” ye yakinsak olan diyebiliriz.) B, < f(f (BN 4,)

vardir.

Bu yapi, en cok m basamagina sahip oldugumuzdan j#i, igcin f "(Bl.k YNA eJ
ve (x. I (n))nEB,»k , I —yakmsak (x* ya yakisak olan diyebiliriz) olacak sekilde
A=f "(Bl.k)mAik ¢J kimesini veren k<m nin bazi1 basamaklarinda eksik
kalacaktir.

Bu, (xn) nin J — yakinsak oldugunu gdstermeyi hatirlatir.

neAd
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{neA:‘xn —x"*

X, —x" >g}c

>eh={nef(B)n4,:

o)

i
X —Xx*
i

cf"'({jeBik:

oldugundan (x,) , x ya J—yakinsaktur.

ned’

Eger, ideallerin hBW 6zelliginin yerine BW 0zelligini diistiniirsek yukaridaki

onerme saglanmaz.

Onerme 4.2.2 :71<,J ve I BW ozelligini saglamazken J BW o&zelligini

saglayacak sekilde / ve J idealleri vardir.

Ispat : 7 I, nin maximal bir genislemesiise /=1, ve J=1,@® I, olsun. 3.3.3

m 2

onermesinden /¢BW ve 3.3.1 teoreminden JeBW ¢ikar. Asagida [<,J

oldugunu gosterecegiz.

J nin 0x{0,1} kiimeleri iizerinde JTa)x{O} mn I, ye izomorfik , JTa)x{l} in
I, ye izomorfik seklinde tanimli bir ideal oldugunu kabul edelim. @x{0,1} in @
iizerindeki izdiisimii f:x{0,1} > ® olsun. Yani her be{0,1} , new igin
f(n,b)=n dir. f nin 2 ye bir fonksiyon ve f~'(4)eJ ise Aeloldugunu

gormek basittir. Dolayisiyla 7 <, J dir.

Teorem 4.2.3: [ <

—RK

J ve J,bir P—ideal olsun. Eger J BW 6zelligini saglarsa,

I BW o6zelligini saglar.

Ispat: del < f'(A)e ve (xn)néw bir sinirl dizi olacak sekilde f:0— o
fonksiyonu olsun. Her bir n igin x,=x,,, olsun. Agik bir sekilde (x;)nem
sinirhidir. J nin BW 6zelliginden (xn )neA, , xe R ye J-—yakinsak olacak sekilde
A ¢J vardir. J bir P—ideal oldugundan 3.1.2 sonucundan (xn )nEB, , x e Fin—

yakimsak olacak sekilde B c 4 ve B ¢J vardr. B:f(B') olsun. B'¢J ve

B < f7'(B) oldugundan B¢ I dir.
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(x, )B Fin — yakmsak oldugundan her & > 0 icin
T={neB:|x,-x|>¢e}={neB |, -x>¢}
sonludur ve
f(T)= {f(n) € B:|xy, —a> g} ={meB:|x, x| ¢}
sonludur. Biitiin sonlu kiimeler / ya ait oldugundan (x,) T B, I —yakmsaktir.

Teorem4.2.4: [ <

—RB

J ve J bir Q—ideal olsun. Eger J hBW 06zelligini saglarsa,

I hBW 6zelligini saglar.

Ispat: f:0 >0, AcI< f'(4)eJ olacak sekilde sonlu elemana-bir olsun. J ,
Q-—ideal oldugundan f TS birebir olmak tizere S € J" vardur. (xn) sinirlt bir dizi

ve A¢ I olsun.

A=f"(AeJ
oldugundan

B=AnSeJ
dir. J, hBW  ozelligini  sagladigindan (x f(n)) el J —yakmsak
(J -lim(x,,,) T C =x diyebiliriz) ve C'¢J olacak sekilde C' = B’ vardr.
C=f(C)el olsun.

X={neC :‘xf(n) —x‘ > g}

diyelim. Bu durumda X € J dir. (x,) T C nin 7—yakmsak oldugunu gdsterecegiz.
f(X) el oldugunu gostermek yeterlidir.
Karsit olarak f(X) ¢ I oldugunu kabul edelim. Bu durumda

Y=7(f(X)eJ

oldugundan Y NS ¢ J dir. Fakat diger yandan ¥ NS = X dir. Bu bir ¢eligkidir.

Aok ok
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