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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
INMIS ve ARMENDARIZ HALKALAR
Hatice ASLAN

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti

Danigsman: Dog. Dr. Muhittin BASER

Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir. {lk boliimde, tez ¢alismasi icin gerekli olan bazi
temel kavramlar ve ozellikler verilmistir. Ikinci boliimde, bir halkanin Armendarizlik
ozelligi tanitilarak bu 6zelligin verilen halkadan elde edilen bazi 6zel tipteki matris
halkalarina tasinip tasmnamayaca@i incelenmistir. Uciincii boliimde, Armendariz

halkalarin diger halka smiflariyla arasindaki iligki aragtirilmistir.

2009, 39 sayfa

Anahtar Kelimeler: Armendariz halka, terslenebilir halka, yar1 degismeli halka, inmis
halka, klasik kesirler halkasi.
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ABSTRACT
Masters Thesis
REDUCED and ARMENDARIZ RINGS
Hatice ASLAN

Afyon Kocatepe University

Institute for the Natural and Applied Sciences

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Muhittin BASER

This thesis consists of three chapters. In the first chapter, some basic defination and
fundemental properties which will be used in the sequel are given. In the second
section, by introducing consept of Armendariz rings we investigate whether the
property of being Armendariz can be moved to some special matrix rings which is
generalization of a ring or not. In the third chapter, we will search the relation between

Armendariz rings and the other ring classes.

2009, Page 39

Key Words: Armendariz ring, reversible ring, semicommutative ring, reduced ring,

classical quotient ring.
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1. GIRIS

Bu tezde, Nan Kyun Kim ve Yang Lee’nin ‘Armendariz and Reduced Rings’ baslikli
caligmalar: esas almarak Armendariz halkalar ve 6zellikleri, Armendarizlik 6zelliginin
R’den elde edilen yeni halkalara tasmip tasmmamayacagi ve Armendariz halka

smiflarmin diger halka siniflariyla olan iligkileri incelenecektir.

R birimli bir halka olmak {iizere R ’den katsayili polinomlarmm halkasi R[x] ile
gosterilir. Bir R halkasmin sifirdan farkli iistel sifir (nilpotent) elemani yoksa R
halkast inmis (reduced) halka olarak adlandirilir. Rege ve Chhawchharia 1997°de
f(x)=a,+ax+---+a, x" , gx)=b,+bx+---+b x" € R[x] polinomlar1 i¢in
S (x)g(x)=0 iken her bir 0<i<m, 0<j<n iin ab;, =0 oluyorsa, R halkasmi

Armendariz halka olarak adlandirmiglardir. Bu ismin segilis sebebi sudur ki;
Armendariz 1974’de inmis bir halkanin bu 6zelligi sagladigini ispatlamistir. Yani her

inmis halka Armendarizdir.

Bu calismada (Anderson ve Camillo 1998), (Armendariz 1974), (Rege ve
Chhawchharia 1997)’de elde edilen sonuglara paralel olarak Armendariz halkalarin

ozellikleri ve karakterizasyonlar: verilecektir.

Diger taraftan Armendariz halkalarin alt halkalarimin Armendariz oldugu aciktir. Fakat
Armendariz olmayan halkalarm Armendariz olan alt halkalarin1 bulunabilecegi de bu
caligmada gosterilecektir. Ik olarak Armendariz olan ve Armendariz olmayan halka
siiflarina 6rnekler verilecektir. (Rege ve Chhawchharia 1997)’de n =2 i¢in herhangi
bir halka ilizerindeki nXn tipindeki matris halkasinin Armendariz olmadigin1 gosteren
bir ornek verilmistir. Biz bu calismada nXxn tipindeki matris halkalarinin baz1 6zel

tipteki alt halkalarinin hangi sartlar altinda Armendariz halka oldugunu arastiracagiz.

Bir R halkasimin her bir temel sag ideali projektif ise ya da denk olarak R ’nin her bir
elemanmin sag sifirlayani bir eskare tarafindan iiretiliyorsa R halkasina bir sag p.p.-
halka denir. Yani R 'nin her a elemani i¢in r, (a) = eR olacak sekilde bir eskare e€ R
eleman1 varsa R ’ye sag p.p.-halka denir. R halkasinin her bostan farkli alt kiimesinin
sag sifirlayan1 bir eskare tarafindan iiretiliyorsa bir R halkasini Baer olarak adlandirilir.

Yani R halkasinin bostan farkli her X alt kiimesi igin 7, (X )=eR olacak sekilde



R’nin e eskare elemanmi varsa R halkasina Baer halkasi denir. Denk olarak R
halkasimin bostan farkh her X alt kiimesi igin [, (X )= Rf olacak sekilde R’nin f

eskare eleman1 varsa R halkasina Baer halkasi denir. Bir halkanin p.p 6zelligi ya da

Baer halka olma gibi 6zelliklerin halkanin bir geniglemesi olan R[x] polinom halkasina

hangi durumda tasinabilecegi arastirilacaktir.

Son olarak bir halkanin klasik sag kesirler halkasi ile Armendariz ve inmis olmasi

arasindaki iligkiler incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismamiz icin gerekli olan bazi temel tanimlar ve teoremler verilecektir.

Bu boliim icin temel referansimiz (Anderson ve Fuller 1992) olacaktir.

2.1 Halkalar ve Halka Homomorfizmalar:

Tamm 2.1.1 R bostan farkh bir kiime ve R iizerinde iki ikili iglem (+) ile (.) olsun.
R kiimesinin farkli iki elemam1 0 ve 1 olmak iizere, eger (R,+,0) bir degismeli grup,
(R..,1) bir monoid ve ¢arpma isleminin, toplama islemi iizerine sagdan ve soldan
dagilma o6zelligi varsa, bu durumda (R,+,.,O,1) sistemine bir halka denir. Eger carpma

isleminin degigsme 6zelligi varsa bu durumda R halkasina degismelidir denir.

Genellikle halkalarin birimsiz olarak tanimlandigini goriiriiz. Fakat birimsiz her bir
halka dogal bir yontemle birimli bir halka icerisine gomiilebilir. Bu sebeple iizerinde

calisilan halkanin birimli oldugunu kabul etmek teori agisindan hicbir zorluk ¢ikarmaz.

Tamm 2.1.2 R bir halka ve & # S < R olsun. Eger S; R ’nin toplamsal alt grubu ve
S; R ’nin carpimsal alt monoidi ise, bu durumda S ’ye R ’nin bir alt halkasidir denir ve

S <R seklinde gosterilir.

I; R’nin ¢arpimsal birimi olmak iizere S; R ’nin bir alt halkasi ise 1€ § oldugu

aciktir.

Tanim 2.1.3 R bir halka ve @ # 1 C R olsun. /; R ’nin bir toplamsal alt grubu olmak
lizere eger her xe I ve her a,be R i¢cin axbe I oluyorsa bu durumda / ’ya R ’nin bir

(iki yanli) ideali denir.

{0} ve R; R’nin idealleridir ve bu ideallere R 'nin asikar idealleri denir. R ’nin bu

ideallerinden farkli ideallerine oz ideal denir. R halkasinin {O} ideali kisaca 0O ile

gosterilir ve sifir ideal olarak adlandirilir.



Tanim 2.1.4 Eger bir R halkasmin 0’dan ve R ’den bagka bir ideali yoksa bu durumda
R ’ye basit (simple) halka denir.

Tanmm 2.1.5 R bir halka ve X < R olmak tizere

l.(X)={re RIHerxe X i¢in rx=0 } biciminde tanimlanan kiimeye X ’in R ’de sol
sifirlayant (left annihilator) denir. [,(X) R nin sol idealidir. Benzer sekilde Y c R
r.(Y)={re Rlyr=0heryeY igin} bigiminde tanimlanan kiimeye Y’nin R ’de sag
sifirlayant (right annihilator) denir. Kolayca goriilebilir ki, 7, (Y); R ’nin sag idealidir.
Tanim 2.1.6 R degismeli bir halka olmak {izere R ’nin abe I i¢in a€ I veya be

sartin1 saglayan / idealine bir asal ideal (prime ideal) denir.

Tanim 2.1.7 Bir R halkasinin asal ideallerinin kesisimine R ’nin asal radikali (prime

radical) denir.

Tanim 2.1.8 R ve § iki halka ve ¢: R — S bir fonksiyon olsun. Eger her a,be R icin
) p(a+b)=¢(a)+4(b),

ii) ¢(ab)=¢(a)¢(b)
oluyorsa bu durumda ¢ ’ye bir halka homomorfizmast denir.

Bir ¢:R— R halka homomorfizmasina R ’nin bir endomorfizmasi denir. Eger
@¢:R — S halka homomorfizmasi bire-bir ise ¢@’ye monomorfizma, orten ise ¢’ye
epimorfizma denir. ¢:R — S halka homomorfizmas1 hem bire-bir hem de Orten ise
¢ ’ye bir (halka) izomorfizmast denir. Eger boyle bir ¢ izomorfizmasi varsa R ve S

halkalarma izomorf halkalar denir ve S = R ile gosterilir.

Tanim 2.1.9 ¢:R— S bir halka homomorfizmasi olmak iizere ¢’nin cekirdegi
(kernel) Ker¢={xe RI¢(x)=O}Ve @’nin goriintiisii (image) Im¢={¢(x)|xe R}ile

tanimlanir.

Acik olarak Im¢; S ’nin bir alt halkasi ve Ker¢; R ’nin bir idealidir.



Onerme 2.1.10 R ile S iki halka ve ¢:R— S bir halka homomorfizmasi olsun. Bu

durumda;
(1) ¢ ortendir < Im¢g =S dir.
(2) ¢ bire-birdir < Kerg=0 dir.

Tanim 1.1.11 R bir halka ve 7 ; R ’nin bir ideali olsun. Bu durumda [/ yardimiyla R
tizerinde toplamsal ve carpimsal bir kongriians baglantis1 asagidaki gibi tanimhidir.

a,be R olmak iizere
a=b(modl) = a—-bel dir.

Bir aeR elemanmin yukaridaki denklik bagintisina gore denklik smifi

a+1={a+x|xe I} bigimindedir.

Tim boyle denklik siniflarinin kiimesi R/ ile gosterilir. R/I kiimesi iizerinde

toplama ve carpma islemleri
(a+1)+(b+1)=(a+b)+1
(a+1)(b+1)=(ab)+1I

biciminde tanimhidir. Bu islemlerle birlikte R/ kiimesi bir halkadir. R/I halkasina
R’nin [ idealine gore boliim halkast denir. R/ boliim halkasinin toplama ve carpma
islemlerine gore birimleri sirasiyla O+7 ve 1+17 dir.

Tanim 2.1.12 R bir halka ve 7 ; R ’nin bir ideali olmak iizere a€ R i¢in 7, (a) =a+1
ile tammh 7,:R—>R/I fonksiyonu Ker(n,)=I olan orten bir halka

homomorfizmasidir. 77,’ya dogal epimorfizma denir.

Tamm 2.1.13 R bir halka olsun. CenR={re Rlrx=xr(xe R)} kiimesine R 'nin

merkezi (centre) denir.



CenR kiimesinin R ’nin bir alt halkasi oldugu agiktir. Ayrica CenR degismelidir.
Fakat genel olarak CenR maksimal degismeli bir alt halka degildir. Eger re CenRise

bu durumda re€ R elemanina merkezildir (central) denir.

Tanmm 2.1.14 R bir halka ve e R olmak lizere eger e =e oluyorsa, bu durumda

e€ R elemanna bir eskare (idempotent) denir.

0 halkanm toplamsal birimini ve 1 halkanin carpimsal birimini gostermek iizere bir

halka her zaman 0 ve 1 eskare elemanlarina sahiptir.

Eger bir eskare eleman halkanin merkezine ait ise, bu durumda bu elemana bir merkezil

eskare denir.

Ornek 2.1.15 Eger ec R bir eskare ise, bu durumda 1—e elemam da R’de bir

eskaredir. Gergekten;

(l—e)2 =(1-e)(1-e)

=l—-e—e+e’
=l—-e—e+e
=l-e

elde edilir. Ayrica e merkezil eskare ise 1—e’de merkezil eskaredir.

Tammm 2.1.16 R bir halka ve xe R olsun. Eger x" =0 olacak sekilde bir pozitif n

tamsayis1 varsa, bu durumda xe R’ye bir iistel sifir (nilpotent) eleman denir. x" =0

kosulunu saglayan n tamsayilarinin en kiictigline x ’in iistel sifirlik indeksi denir.

Tanmm 2.1.17 R bir halka olsun. M #0 toplamsal degismeli bir grup olmak iizere,
eger A:R — End'(M) fonksiyonu bir halka homomorfizmasi ise, bu durumda (M, A)

ciftine bir sol R -modiil denir. Bunun anlami sudur; her bir ae€ Rigin asagidaki

kosullar1 saglayacak sekilde bir A(a): M — M fonksiyonunun olmasidir.

Her a,be R ve x,ye M ic¢in



(1) Aa)(x+y)=Aa)(x)+ Aa)(y)
(2) Alab)(x)=A(a)[AD)(x)]

(3) Ala+b)(x) = Aa)(x)+ADb)(x)
4) AD(x)=x

Pratikte genelde A ve parantezler ihmal edilir. Yani A(a)(x) yerine sadece ax
yazilarak A fonksiyonu (a,x) > ax ile tamimlh bir sol skaler carpim gibi diisiiniiliir.

Boylece yukarida yazilan aksiyomlar kisaca;
(D) a(x+ y) =ax+ay

2) (ab) x=a(bx)

3) (a+b)x=ax+bx

@ Ix=x

bigiminde gosterilir. Ayn1 zamanda (M, A) yerine kisaca M bir sol R modiildiir denir

ve M ile gosterilir. Benzer sekilde bir sag R -modiil (M, ) tanimlanabilir.

Tanmm 2.1.18 R ve § iki halka olsun. Eger M hem bir sol R -modiil hem de bir sag

S -modiil ise ve ayricaher re R, s€ §, xe M icin
r(xs)z(rx)s

ozelligi saglaniyorsa, bu durumda M *ye bir sol R, sag S - bimodiil denir ve M ile

gostertlir.



2.2 Bir Halkadan Elde Edilen Yeni Halkalar
Bu boliimde, verilen bir halka yardimiyla elde edilen bazi yeni halkalar verilecektir.

Tanim 2.2.1 R ’deki sifirdan farkli her bir e eskare eleman1 yardimiyla asagidaki gibi
yeni bir halka elde edilebilir.

eRe={exel xe R} kiimesi R’deki toplama ve g¢arpma islemlerine gore sirasiyla

0=e0e ve e=ecle toplamsal ve ¢carpimsal birimlerine sahip bir halkadir.

Eger e#1 ise, bu durumda eRe; R ’nin homomorfik bir goriintiisii olmak zorunda

degildir. Acik olarak, eger e merkezi eskare ise, bu durumda xe€ R i¢in

T,:XH> exe

bigiminde tamimli 7z, fonksiyonu R ’den eRe iizerine (1—¢)R(1—e) cekirdegine sahip

orten bir halka homomorfizmasidir.

Tamm 2.2.2 Halkalarin bostan farkli bir ailesi {R,lie I}ve R, toplamsal degismeli

gruplarin  direkt carpimi HRI. olsun. Bu durumda HRI. degismeli grubu

iel iel
(a)_, ()., =(ab),_, seklinde tanimlanan garpma ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya
{R lie I} halkalar ailesinin (dig) direkt carpimi denir. Eger indis kiimesi

I={1,2,...,n}seklinde sonlu bir kiime ise, bu durumda []R yerine R xR,X..xR,
iel

yazariz.

®R= {(al. ). , | sonlu tanesi disinda @, = 0,4, € R} kiimesi bilesensel toplama ve ¢arpma

iel e

islemleri ile bir halkadir. Bu halkaya R ’nin dik toplami denir. Acik olarak @ R halkas1

iel

HR halkasinin bir alt halkasidir.

iel

Tanim 2.2.3 R bir halka ve x bir bilinmeyen olmak iizere R ’den katsayili

polinomlarm kiimesi R[x]={a,x" +ax'+..+a,x"1a,€ R} ile gosterilir. R[x] kiimesi



asagida tamimlanan toplama ve carpma islemlerine gore bir halkadir.

f(xX)=a,+ax +..+ax" g(x)=b+bx' +..+b x" € R[x] olmak iizere;
0 1 n 0 1 m

f)+g(x)=(a,+b,)+(a,+b)x' +..+(a, +b ) x" +..4+ax" (n=m)

f(x)g(x)=a,b, +(ab, +ab)x+..+(ab, +ab,_ +..+ab)x" +..+ab x""

n-m

R[x] ‘e R ’den katsayili den katsayili polinom halkasi denir. R degismeli ise R[x] 'In

degismeli ve R birimli ise R [x] "in de birimli oldugu aciktir.

Tanmmm 2.2.4 R bir halka olmak iizere R[[x]]={aox°+a1xl+...+anx”+...Ial.e R}

kiimesi yukarida tamimlanan toplama ve carpma islemlerine gore bir halkadir ve bu

halkaya formal kuvvet seriler halkasi denir.

Tanim 2.2.5 R bir halka ve &: R — R bir endomorfizma olsun. Her a,be R i¢in
(1) §(a+b)=5(a)+5(b),
(2) 8(ab)=6(a)b+a(a)d(b)

Ozelliklerini saglayan bir J: R — R doniisiimiine R ’nin bir « —tiirevi ( & — derivation )

denir.

Tanmm 2.2.6 R bir halka «; R’nin bir endomorfizmasi ve ¢; R’nin bir

o — tiirevi olmak lizere R[x;a,d0]= {ao tax'+.+ax"lae R} kiimesi polinomlardaki
toplama ve xr=q(r)x+J(r) biciminde tamimlanan yeni ¢arpma islemi ile bir

halkadir.
R[x; a, 5] ya R halkasinin Ore genislemesi (Ore extension) denir.
Tamm 2.2.7 Yukaridaki tammda &zel olarak §=0 ahnwrsa R[x;@,0]=R[x;e] elde

edilir ve bu halkaya skew polinom halkasi denir. Dolaysiyla R[x;e|’daki ¢arpma

islemi r€ R olmak iizere xr = a(r)x bigiminde olur.



Tanmm 2.2.8 R bir halka olmak iizere bilesenleri R’den alinan nXxn tipindeki

a, ... a,

matrislerin kiimesi M (R)= ..+ lla.,e R} ile gosterili. M (R) kiimesi
n ij g n

a a

nl nn
matrislerdeki toplama ve carpma islemlerine gore bir halkadir. M, (R)’ye matris

halkas: denir.

M, (R) halkasinin
all alz aln
O a “ee a
T,(R)=4| . ' . lla,eR
0 0 0 a

alt kiimesi M, (R) ’nin bir alt halkasidir. T, (R) ye iist iicgensel matris halkast denir.

Tamm 2.2.9 R bir halka ve M, bir bimodiil olsun. T (R,M )= R® M kiimesi her

(r.m,).(r,m,)e T(R,M) igin;

(’i’ml)+(’§’mz):(’i+r2’m1+m2)

(’]’ml)(rz’mz):(rlrz’rlmz +m1r2)

ile tanimli islemlerle birlikte bir halkadir. T(R,M ) 've R’nin M ile asikar

genislemesi (trivial extension) denir.

rom
T(R,M ) kiimesi re R,me M olmak iizere tiim (O j bicimindeki tiim matrislerin
r

m

r
halkasina izomorftur. Yani T(R,M) = {[
o r

jlre R,me M} dir.

R halkast herhangi bir (p) dzelligi saglarken eRe ve M, (R) halkalar1 da ayni (p)

ozelligini sagliyorsa, bu durumda bu (p) 6zelligine Morita invaryant ozellik denir.

10



2.3 Baz1 Halka Sinmiflari

Tammm 2.2.3.1 a; R ’nin sifirdan farkl bir eleman1 olmak iizere ab =0 olacak sekilde
R ’nin sifirdan farkl bir b elemani varsa a’ya sol sifir boleni (left zero divisor) denir.
Benzer sekilde sifirdan farkli @ eleman: i¢in ca=0 olacak sekilde sifirdan farkli ¢
eleman1 varsa a’ya sag sifir bolen (right zero divisor) denir. Bir eleman hem sag hem

sol sifirlayan ise sifir bolen (divisor) adini alir.

Tanimm 2.2.3.2 R bir halka olmak iizere R ’nin bir eleman1 R ’de sag ya da sol sifir

bolen degilse diizgiin (regiiler) adin alir.

Tanim 2.2.3.3 R bir Q halkasinin alt halkas1 olmak iizere eger,

(1) R ’nin her diizgiin elemam1 Q ’da terslenebilir,

(2) Q’nun her elemam x,ye R ve x diizgiin olmak iizere x~'y formunda yazilabilir,

ise bu durumda @ halkas1 R ’nin klasik sol kesirler halkast (left classical ring of

quotients) olarak adlandirirlir.

Tanim 2.2.3.4 Bir R halkasinda sifirdan farkh iistel sifir elemanlar yoksa (ae€ R i¢in

a’=0isea=0 kosulu saglaniyorsa) R halkas1 inmis (reduced) olarak adlandirilir.

Acik olarak inmis bir halkanin her alt halkas1 de inmistir.

Tanmm 2.2.3.5 R bir halka olmak iizere a,be R icin ab=0 iken ba=0 oluyorsa R
halkasi terslenebilir (reversible) olarak adlandirilir.(Cohn 1999)

Her inmis halka terslenebilirdir. Gergekten ab =0 olsun. (ba)2 =baba=0 ve R inmis

oldugundan ba =0 elde edilir.

Tanmm 2.2.3.6 a,be R icin ab=0 iken aRb =0 oluyorsa bu durumda R ’ye yari

degismeli (semicommutative) bir halka denir.
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Lemma 2.2.3.7 R terslenebilir bir halka ise bu durumda R yar1 degismelidir.

Ispat a,be R icin ab=0 olsun. R terslenebilir oldugundan ba =0 ve her re R igin

bar =0 olup tekrar R terslenebilir oldugundan arb =0 yani aRb =0 dir. Sonug olarak
R yar1 degismelidir.
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3. ARMENDARIZ VE INMiS HALKALAR

Son yillarda pek c¢ok halka teorici tarafindan calisilan Armendariz halkalar, son
donemlerin oldukc¢a popiiler bir konusu haline gelmistir. Bu ¢alismalarin hemen hemen
hepsine 151k tutan N.K. Kim ve Y. Lee nin 2000 yilinda yazdiklar1 “Armendariz rings

2

and reduced rings” baslikli caligmadir. Bu bolimde bu caligmayr ayrintilari ile

inceleyecegiz. Bu sebeple bu bolim icin temel referansimiz yukarida bahsedilen

caligma olacaktir.

Tamim 3.1 R bir halka ve f(x)=a,+ax+..+a,x",g(x)=b,+bx+..+bx"e R[x]
olmak tizere f(x)g(x)=0 oldugunda her 0<i<m ve 0< j<n icin aibj =0 oluyorsa,

bu durumda R halkasi Armendariz olarak adlandirilir.

(Armendariz 1974)’de inmis her halkanmm Armendariz oldugunu ispatladigl icin
yukaridaki 6zellige sahip olan halkalara Armendariz halka adi verilmistir. Simdi bunu

gorelim.
Teorem 3.2 Her inmis halka Armendarizdir.

Ispat R inmis olsun. R ’nin Armendariz oldugunu gosterelim.

f(x)=a,+ax+..+a,x",g(x)=b,+bx+..+bx"€ R[x] icin f(x)g(x)=0 olsun.

Bu durumda,
a.b, =0 0)
a,b, +ab, =0 (1)
a.b, +ab,+a,b, =0 2)
a.b, +ab, +a,b, +ab, =0 3)
ab, +ab,_, +..+a,_b +ab,=0 (k)
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dir.

R inmis oldugundan R yar1 degismelidir. Boylece (0) denkleminden a,Rb, =0 olur.
(1) denklemini sagdan b, ile carparsak a,bb,+ab,” =0 ve buradan ab,”=0 elde
ederiz. Boylece byab, =0 dir. Simdi; (ab,)’ = abab, =0 olup R inmis oldugundan
a,b, =0 bulunur. Bu (1) denkleminde yerine yazilirsa ayb, =0 elde edilir. Su halde
a,Rb, =a,Rb, =0 dir. Simdi (2) denklemini sagdan b, ile ¢arpalim. Boylece a,b; =0
olur. Tekrar yukaridaki gibi a,b, =0 elde edilir. Boylece (2) denklemi a,b, +a,b, =0
haline gelir. Bu denklemi sagdan b, ile ¢arparsak abb, =0 elde edilir. R inmis

oldugundan ab, =0 olur ve boylece a,b, =0 elde edilir. Boyle devam edilirse her

0<i<mve 0<j<n igin ab, =0 elde edilir. Sonug olarak R halkasi Armendarizdir.

Lemma 3.3 Armendariz halkalarin alt halkalar1 da Armendarizdir.

Ispat. R bir Armendariz halka ve S, R’nin bir alt halkast olsun.
f(x)=a,+ax+..+a,x", g(x)=b,+bx+..+bx"e S[x] olmak lizere f(x)g(x)=0
olsun. her i,j i¢in a;,b,€ S ve §; R’nin alt halkasi oldugundan a;,b, € Rdir. R
halkas1 Armendariz ve f(x)g(x)=0 oldugundan her i,;j i¢in ab; =0 dir. Bundan
dolayr S halkasi Armendarizdir.

Herhangi bir halka tizerine kurulan matris halkasinin Armendariz olup olmadig1 merak

edilebilir. Asagidaki d6rnekle bunun miimkiin olmadigini goriiriiz.

Ornek 3. 4 R bir halka olmak iizere n>2 icin T, (R) Armendariz degildir.

T,(R) ’nin Armendariz olmadigini gostermek i¢in R halkasi iizerindeki 2x2 tipinde

tist ticgen matris halkasiin Armendariz olmadigini gostermek yeterlidir.
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b
R halkas1 igin T, (R):{(g jla,b,ce R} halkasin1 g6z Oniine alalim.
c

1 0 1 -1 0 0 01
f(x):[ j+[ jx, g(x):[ j+[ jxeS[x] alalm. Bu durumda

0 o0 0 O 0 1 01
I 0)0 1 0 1 00
f(x)g(x)=0 dir. Fakat = # = 0 oldugundan S halkas1
0 0){0 1 00 00

Armendariz degildir. Boylece n>2 icin R iizerindeki nXxn tipinde ist iicgensel

matrislerin halkast 7,(R) Armendariz degildir. Boylece lemma 3.3 geregince R

tizerindeki nxn tipindeki tiim matrislerin halkast M, (R) de Armendariz degildir.

Bununla beraber 3x3 tipindeki iist iicgensel matrisler halkasinin Armendariz olan bazi
alt halkalar1 vardir. Bu alt halkalar1 vermeden 6nce ¢alismamz boyunca kullanacagimiz

asagidaki lemmay1 ispatlayalim.

Lemma 3.5 R halkasinin inmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R[x] ’ in inmis

olmasidir.

Ispat. R[x] inmis olsun. R R[x]’in bir alt halkast oldugundan R de bir inmis

halkadir.

Tersine R inmis bir halka olsun. R[x] halkasinin inmis oldugunu gésterelim. R[x]’in

bir f(x)=a, +ax+..+a,x" elemaniigin (f(x))° =0 olsun. Bu durumda
0=(f(x))2 = (ao+a1x+...+anx")(a0+a1x+...+anx")

dan

0=a,’ +(aya +aa,) x+(a,a, +aa +a,a,) ¥ +...+(a; ) x>

elde edilir. Boylece a,” =0 ve Rinmis oldugundan @, =0 dir. Diger taraftan x*nin

katsayisinin sifir olmasindan a, =0 elde edilir ve x*’iin katsayisinin sifir olmasindan
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a, =0 elde edilir. Boyle devamla her 0<i<n i¢in g, =0 elde edilir ki bu da bize

f(x)=0 oldugunu verir. Sonug olarak R[x] inmis halkadur.

Asagidaki onerme R 'nin inmis bir halka olmasi durumunda 7, (R) ’nin Armendariz bir

alt halkasiin var oldugunu gosterir.

Onerme 3.6 R inmis bir halka olmak iizere

a b c
S;=410 a d|la,b,c,de R
0 0 a
halkas1 Armendarizdir.
a b c
Ispat ik olarak S, halkasinm bir |0 a d |elemanim (a,b,c,d) bigiminde goz
0 0 a

Oniine alabiliriz. Dolayistyla §; halkas: iizerindeki toplama ve carpma islemlerini

asagidaki gibi gosterebiliriz.

(al’bl’cl’dl)+(a2’b2’c2’d2):(al +a,,b +b,,c, +c, ,d, +d2)

(al’bl’cl’dl)'(a2’b2’c2’d2 ) = (ala2’alb2 +ba,,ac,+bd, +ca,,ad, +d1a2)

S,[x] halkasindaki her polinom R[x] halkasindaki uygun p,(x) polinomlart i¢in

( Py (), p,(x), p,(x), p;(x)) formunda yazilabilir. S,[x] halkasinin

)= (0, 10, [,(0, [,()) Ve g(x)=(g,(x), g,(x), g,(x), g5(x)) elemanlart igin

f(x)g(x)=0 olsun. Bu durumda

fo(0)gy(x)=0 0)
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o0& () + fi(x)g,(x) =0 (1)

Fo(X)8,(X)+ f,(x) g;(x) + f,(x)g,(x) =0 (2)

Jo(X)g5(x) + f5(x)8,(x) =0 3)
denklemlerini elde ederiz. Simdi bu denklemlerde goriinen her bir terimin sifir
oldugunu gosterelim. R halkast inmis oldufundan Lemma 3.5 geregince R[x]| de
inmistir ve boylece R[x] yar1 degismelidir. (1) denklemini sagdan g, (x) ile carparsak
fi(x)g,(x)g,(x)=0 bulunur. R[x]| halkasi inmis oldugundan f,(x)g,(x)=0 dir.
Boylece (1) denkleminden f,(x)g, (x)=0 elde edilir. (3) denklemi sagdan g,(x) ile
carplirsa f,(x)g,(x) =0 olur. Tekrar R[x| halkasi inmis oldugundan f;(x)g,(x)=0
bulunur. Béylece (3) denkleminden f;(x)g,(x)=0 elde edilir. (2) denklemi sagdan
g,(x) ile carpilirsa f,(x)g,(x)g,(x)=0 olur. R[x] halkasi inmis oldugundan
f>(x) g, (x)=0 bulunur. Boylece (2) denkleminden f,(x)g,(x)+ f;(x)g,(x)=0 olur.
Bu son denklemi sagdan g,(x) ile carparsak f,(x)g,(x)g;(x)=0 ve buradan da
£,(x)g,(x) =0 bulunur. Béylece f,(x)g,(x)=0 elde edilir. Simdi;

fox)= Zn(;aixi , filx)= Zno:bixi , fH(x)= Zno:cixi , ()= Zno:dixi

m m m

g()=Ydx", g ()=Dbx, g, ()= cix', g;(x)=) dx’
=0 =0 j=0 =0

fa b . a'j b, ¢,

olmak iizere; f(x):z 0 a d |x, g(x)zz 0 a, d,|x’ olsun. R halkas:
i—0 =0 :
0 0 a 0 0 a

Armendariz ve f,(x)g,(x)=0 oldugundan aa, =0, f,(x)g (x)=0 dan ab, =0,
f1(9)8(x)=0 dan B =0, fy(x)a(x)=0 dan ad; =0, f(x)g,(x)=0 dan

da; =0, f,(x)g,(x)=0 dan ac,=0, f(x)g(x)=0 dan bd,=0 ve

17



f,(x)g,(x)=0 dan ca;=0 elde edilir. Sonu¢ olarak her i,;j icin

a, b a'j b'j c'j a[a'j aib} +bl.a'j aic'j +bl.d} +cl.a'j
0 a d |0 a d,|=| 0 a,a; ad;+da; =0 olup S, halkas:
0 0 4){O0 0 g 0 0 a,a;

Armendarizdir.

Onerme 3.6’y1 goz 6niinde bulundurarak; n >4 icin S, matris halkasinin da Armendariz

oldugundan siiphe edilebilir. Fakat

a 4, 4y y,
0 a a,y a,,
R inmig bir halka ve S, =490 0 a - a,, |la,a;€ R} olmak lizere n=4i¢in

0O 0 0 0 a

S, Armendariz degildir. $imdi bunu bir drnekle gorelim.

a 4, 45 dy
- o . 0 a ay ay
Ornek 3.7 R herhangi bir halka olmak iizere §,= la,a, € R
0 0 a a, !
0 0 0 a
halkasini gbz 6niine alalim. S, [x] halkasinin
01 00y (01 -10 000 0y (0 O0OODO
000O0 |00 O0 O 0000 |0O0O01
f(x)= + x ve gx)= + X
000O0 (00 O0 O 0 0 01 0 0 01
0000 (OO0 OO 000 0)10O0O0OO

elemanlarin1 goz Oniine alalim. Bu durumda f (x) g(x) = O dir. Fakat

01 0 0)0 00 O0) (000 1
0000[0O0O0TL||0OO0O0O
0000000170000’
000 0Jlo 000 00O0O

oldugundan S, Armendariz halka degildir.
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Simdi 6nerme 3.6’ nin bir direkt sonucunu gorelim.

Sonu¢ 3.8 R inmis bir halka olmak iizere T(R,R) asikar genislemesi de

Armendarizdir.

Ispat R inmis bir halka olmak iizere, ,R, bimodiilini goz Oniine alalim.

ros
T(R,R)=R® R asikar genislemesinin {( jl r,s€ R} halkasma izomorf oldugunu
o r

s
biliyoruz. S,’iin U = jlr,se R} halkas1

r

S O 9
S Q@ &
Q O O

la,be R} alt halkas ile {(g

izomorf halkalardir. Yani T(R,R)z=U = la,be Ry dir. S, halkas1

S O 9
o Q@ &
Q* O O

Armendariz ve Armendariz halkalarn alt halkalar1 da Armendariz oldugundan U

halkast Armendarizdir. Bundan dolayr 7'(R,R) Armendarizdir.

Sonug¢ 3.8’de, R halkasi inmis halka ise 7'(R,R) asikar genislemesinin Armendariz
oldugunu gosterdik. Diger taraftan R Armendariz halka ise 7(R,R) ’nin Armendariz

olup olmadigindan siiphe edilebilir Fakat asagidaki 6rnek bu siipheyi ortadan kaldirir.

Ornek 3.9 H inmis bir halka olsun. Bu durumda Sonug 3.8’den dolay1

b
T(H,H)= {(g jla,be H } asikar genislemesi Armendariz halkadir. Bununla
a

beraber

A B
T(T(H,H), T(H,H))= {(0 Aj |A,Be T(H, H)} halkast Armendariz ~ degildir.

Gergekten; T(T(H,H),T(H, H)) halkasinin
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;
o

elemanlarini1 goz Oniine alalim.

gx)=

JE e 6
o) o o)) o o) (o o)

Bu durumda f(x)g(x)= 0O dur.

[

)

o o) o o) o) o 2)|[lo o ool]_,
o o) o o6 o) o)) Lo o) fo o

oldugundan T(T(H,H),T(H, H)) halkas1t Armendariz degildir.

Fakat

o O

Anderson ve Camillo Armendariz halkalar tizerindeki polinom halkalarmin Armendariz
olduklarim ispatlamistir. Yani R halkas1 Armendariz ise R[x] polinom halkas1 da
Armendarizdir. Bir R halkasmin Ore genislemesi R[x; o, 5] ile gosterilir. Burada

a:R — R .bir halka endomorfizmasti ve o:R — R bir a—tiirevidir Yani her

a,be Ricin

d(a+b)y=35(a)+5(b)

d(aby=a(a)d(b)+(a)b
esitlikleri saglanir. R[x; a, 5] da polinomlarin carpimi her r€ R icin
xr=a(r)x+d(r)ile tammhdir. =0 ise R[x;a,J] Ore genislemesi R[x;&] skew

polinom halkasi olur. Yani R[x;@,0]=R[x;e] dir. Anderson ve Camillo’nun

sonucundan esinlenerek Armendariz bir halkanin iizerindeki skew polinom halkasmin

da Armendariz olabileceginden siiphe edilmistir.

Ornek 3.10 [, ={0,1} olmak iizere R=[1, @], halkasini gz 6niine alalim. . Kolayca

goriilebilir ki R inmis halkadir dolayisiyla R halkas1 Armendarizdir. Simdi

all ,®0, »0,80,
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(ab) > a((a,b)) =(b,a)

endomorfizmasini géz Oniine alalim. ¢ ; R’ nin bir otomorfizmasidir. R[x; a] skew

polinom halkas1 Armendariz degildir. Gergekten R[x;e][y] nin

FM=L0)+[(10)x]y ve g(»)=(0,1)+[1,0)x]y

elemanlarim1  goz Oniine alalim. Bu durumda f(y)g(y)=0 olur. Fakat

1,0)[(1,0)x] = (1,0)x # 0 oldugundan R[x;e| Armendariz degildir.

Simdi abelian halkalarin sinifi ile Armendariz halkalarin sinifi arasindaki iliskiyi
verelim. Yani Armendariz halkalarin abelian oldugunu ispatlayalim. Bunun ispat1 icin

asagidaki iki lemmaya ihtiyacimiz olacak.

Lemma 3.11 R Armendariz bir halka olsun. Bu durumda her a,be R igin

byr(a)nar, (b)=0 dir

Ispat Kabul edelim ki br, (a)nar, (b)#0 olsun. Bu durumda br, (a)nar, (b) nin
sifirdan farkli en az bir ¢ elemam vardir. 0+ ce br, (a)Nar, (b) oldugundan c=bt
olacak sekilde te r, (a) ve c=as olacak sekilde se r,(b) vardir. Buradan atr=0 ve
bs=0 dir. R[x] halkasmda f(x)=a—bx ve g(x)=t+sx elemanlarin gdz Oniine

alahm. Bu durumda f(x)g(x)=(a—bx)(t+sx) =at+(as—bt)x—(bs)x* =0 dir. Fakat
bt =c#0 olmast R halkasinin Armendariz olmas1 ile celisir. Boylece kabuliimiiz

yanhstir. Sonug olarak br, (a) Nar, (b) =0 olmahdir.

Lemma 3.12 R Armendariz bir halka ve R ’nin iki eskare eleman1 e ve f olmak

tizere, eger fe=0 ise bu durumda ef =0 dur.

Ispat fe=0 olsun. Lemma 3.11’de b=e ve a=1-f alnwsa r(a)=fR ve

r(b)=(1—e)R oldugundan
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br, (a)Nar, (b)=0 elde edilir. Buradan 0=br(a)nar(b) =efRN(1-f)(1-¢)R dir.
Boylece ef =(1-f)(1=e)(=f)=—f+ef +f + fef =ef oldugundan
ef =(1-f)(1-¢)(-f) biciminde yazilabilir.

ef =(1=f)(1=¢)(=f)< (1= £)(1=) R olup
ef € ¢fR oldugundan ef € ef RN (1— f)(1—e)R=0 olur ki buradan ef =0 elde edilir.
Lemma 3.13 her Armendariz halka ise abeliandir.

Ispat R Armendariz bir halka olsun. e R’nin ¢’ =e olacak sekilde bir eleman1 olmak
izere R ’nin her r elemani i¢in er =re oldugunu gosterelim. R ’nin her r elemani i¢in

f=e+er(l—e) elemam R ’nin bir eskare elemandir. Ayrica e eskare oldugundan
(1-e) de eskaredir. (1-e) f=(1-¢)(e+er(1-e))

=(1-e)e+(1—e)er(1-¢) =e—e =0 olur. Yani
(I—e) f =0 olup Lemma 3.12°den f(1—e)=0elde edilir.

0=f(1-e)=(e+er(l—e))(1—-¢) oldugundan er—ere=0 yani er=ere elde edilir.
diger taraftan R ’nin her r elemaniigin R 'nin g =(1—¢)+(1—e)re eleman bir egkare

elemandir.

eg=e((1-e)+(1—¢)re) =e(l—e)+e(l—e)re =e—e+ere—ere =0 olup

Lemma 3.12’den ge=0 elde edili. Boylece 0=ge=((1—¢)+(1—e)re)e den
re—ere =0 yani re =ere elde edilir.

Sonu¢ olarak er=re olup R’deki her eskare merkezi oldugundan R halkasi

abeliandir.

Bir R halkasi iizerindeki formal kuvvet serilerinin halkasi RDXH ile gosterilir.

Asagidaki lemma R[x] ve R[|x|] halkalarindaki eskare elemanlarm R ’deki eskare

elemanlar oldugunu gostermektedir.
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Lemma 3.14 R abelian bir halka olmak iizere;

(1) R[x] halkasindaki her eskare eleman R halkasindadir ve R[x] halkasi abeliandur.

2) R[|x|] halkasindaki her eskare eleman R halkasindadir ve R[|x|] halkasi1

abeliandir.

Ispat R[x] halkasi R DXH ’in bir alt halkas1 oldugundan (2)’yi ispatlamak yeterlidir.

f(x)=e, +ex+..+ex"+..€ R[|x|] bir eskare elemani olsun. f’nin R halkasinin

eleman1 oldugunu gosterelim.

[£(x)] =/ (x) esitliginden

2
e, =e€, 0)
e,e, +ee, =e (1)
e.e, tee tee, =e, 2)
e.e, tee,_, +..+tee, =¢, (k)
e, =e,
(2n)

denklemlerini elde ederiz. (0) denkleminde e,” =e¢, olup R ’nin e, elemani eskaredir.
R halkas1 abelian oldugundan R ’nin e, eskare elemam merkezidir. (1) denklemi
soldan ¢, ile carpilirsa e,e,e, =0 bulunur ve e, merkezi oldugundan ¢,e, =0 olur. (1)
denkleminden ee,=¢ elde edilir. Diger taraftan ¢, merkezi oldugundan

ee, =e,e, = ¢, =0elde edilir. (2) denklemi soldan ¢, ile carpilirsa ¢e,e, =0 elde edilir
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ve ¢, merkezi oldugundan eje, =0 olur. (2) denkleminden e,e, = e, olup e, merkezi

oldugundan e,e, =¢,e, =e, =0 bulunur. Boyle devamla her i >1 i¢in ¢, =0 bulunur.
Sonu¢ olarak f =¢,€ R bulunur. $imdi RDX[I halkasinin abelian oldugunu
gosterelim. Bunun icin RDXH halkasindaki her eskarenin merkezi oldugunu
gostermeliyiz. R[|x|] halkasinin her f eskare eleman: icin f =e,€ R oldugunu
gosterdik. R[|x|] halkasinin her g elemani icin fg =gf oldugunu gostermeliyiz.
R[|x|] halkasinin ~ bir elemam g (x)=h, +bx+..+b x"+... olmak iizere

f(x)g(x)=¢, (b, +hx+...+b,x" +) =eb, +ebx+...+eb X" +...

=bye, +hex+..tb e X" +...=(by+bx+..+b,x" +..)e, = g (x) f (%)

elde edilir. Boylece R[|x|] halkasinin her f eskare elemani merkezidir. Yani R[|x|]
halkasi abeliandir.

Tanim 3.15 (Kaplansky 1968)’de bir R halkasinin bostan farkli her alt kiimesinin sag

sifirlayan1 bir eskare eleman tarafindan iiretiliyorsa bu R halkasint Baer olarak

adlandirmistir. Yani R halkasinin bostan farkli her X alt kiimesi i¢in 7, (X )=eR

olacak sekilde R ’nin bir e eskare elemani varsa R halkasma Baer halkas1 denir. Buna
denk olarak R halkasinin bostan farkh her X alt kiimesi igin [, (X )= Rf olacak

sekilde R ’nin bir f eskare eleman1 varsa R halkasina Baer halka denir.

Onerme 3.16 Bir R halkasinin bos olmayan her bir alt kiimesinin sag sifirlayanimimn bir
eskare tarafindan iiretilmesi icin gerek ve yeter sart R halkasinin bostan farkli her bir

alt kiimesinin sol sifirlayaninin bir eskare tarafindan tiretilmesidir.

Ispat R halkasinin bos olmayan her bir alt kiimesinin sag sifirlayam bir eskare

tarafindan iiretilsin. @# X < R olsun. Bu durumda @ #1[,(X) c R dir. Kabul geregi
Ty (l (X )) =eR olacak sekilde bir e’ =eeR vardir. Buradan
L (X)=1 (e (L (X)) =Le (eR)=Rf olacak sekilde f>=feR vardr. Burada

f=1—e dir.
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Tersine olarak X ; R ’nin bos olmayan alt kiimesi olsun. Bu durumda r, (X ) ; R’nin
bos olmayan alt kiimesidir. Kabul geregi /., (X )=Rf olacak sekilde R f>=feR
vardir. Boylece 1, (X)=rl.r,(X)=r,(Rf)=eR olacak sekilde e’=ee R vardu.

Burada e=1- f dir.

Tanim 3.17 Bir R halkasinin her bir temel sag ideali projektif ise ya da denk olarak R

nin her bir elemaninin sag sifirlayan1 bir eskare tarafindan iiretiliyorsa R halkasina bir

sag p.p.-halka denir. Yani R 'nin her bir a elemam i¢in 7, (a)=eR olacak sekilde bir

¢’ =ee R varsa, bu durumda R ’ye sag p.p.-halka denir. Benzer olarak R nin her bir

elemaniin sol sifirlayant bir eskare tarafindan iiretiliyorsa R halkasina bir sol p.p.-
halka denir. Yani R ’nin her bir a eleman: i¢in [, (a) = Rf olacak sekilde f eskare

eleman1 varsa R ’ye sol p.p.-halka denir. Bir R halkast hem sag p.p.-halka hem de sol
p.p.-halka ise p.p.-halka olarak adlandirilir. Yani R bir p.p.-halka ise R bir sag p.p.-
halka ve bir sol p.p.-halkadir. Her Baer halka p.p.-halkadir. Simdi bunu gérelim.

Lemma 3.18 R bir Baer halka ise, bu durumda R bir p.p.- halkadir
Ispat R halkasi Baer halka olsun. R ’nin p.p.-halka oldugunu gosterelim. R 'nin her a
eleman: i¢in {a} tek nokta kiimesini gdz Oniine alalim. R ’nin bos olmayan {a} alt

kiimesi icin R Baer halka oldugundan r, ({a})=r,(a)=eR olacak sekilde R ’nin e
eskare eleman1 vardir. Bundan dolayr R halkas1 bir sag p.p.-halkadir. Ayni1 zamanda
R’nin bos olmayan {a} alt kiimesi i¢in R halkasi Baer halka oldugundan
l.({a})=1,(a)=Rf olacak sekilde R’'nin f eskare eleman vardir. Bundan dolay
R halkas1 bir sol p.p.-halkadir. Sonug olarak R halkasi hem sag p.p.-halka hem de sol
p.p--halka oldugundan R bir p.p.- halkadir.

Lemma 3.19 Bir R halkasi abelian ve sag p.p.-halka ise, bu durumda R inmis
halkadir.

Ispat R halkasi abelian ve sag p.p.-halka olsun. R ’nin bir a elemani icin a” =0 ise

a=0 oldugunu gostermeliyiz. R halkasi sag p.p.-halka oldugundan r, (a) =eR olacak
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sekilde R halkasinin e eskare elemani vardir. R halkasi abelian oldugundan R ’nin bu

eeskare elemani merkezidir. Kabulden @’=aa=0 oldugundan aer,(a) ve
r.(a)=eR oldugundan a; eR nin elemanidir. Yani a=er olacak sekilde R ’nin r
eleman1 vardwr. e merkezi oldugundan a=er=re dir. Diger taraftan e=el,
oldugundan e€ eR dir. eR=r,(a) oldugundan ae=0 dir. Boylece a=er=re ise

ae=ere=re’ =0 =>ae=er=re=a=0 elde edilir. Sonuc olarak R halkas1 inmistir.

Ornek 3.20 [ tamsayilar halkas1 Baer halkadir. Gergekten; [J *nin bos olmayan her bir

X altkiimesi i¢in r (X)=e] olacak sekilde e eskare elemaninin oldugunu
gosterelim. Eger [ 'nin bostan farkli alt kiimesi X ={0} tek nokta kiimesi ise,bu
durumda r, (X)=0 =10 olacak sekilde 1 eskare eleman vardir. [ 'nin {0} olmayan

bostan farkli X kiimesi i¢in r (X)={0}=00 olacak sekilde O eskare elemam vardur.

Boylece [ halkasi Baer halkadir. Daha genel olarak; benzer bi¢imde her tamlik

bolgesinin bir Baer halka oldugu gosterilebilir.

elemant i¢in r, (sz =el], olacak sekilde e eskare elemanmim oldugunu gorelim.

Gergekten

2
r, ((_)j =1, =10, olacak sekilde (ij =1lel , vardr.
— — _ 2 —
( j: {O} =0U , olacak sekilde (Oj =0e U, vardrr.
— — — 2 —
@6( j: [l , olacak sekilde (3) =3ell  vardr.

2
3 |=4[ , olacak sekilde (le =4e  vardr.

26



2
n, (le =3[, olacak sekilde (3) =3el, vardr.

2
I, (5) =00 , olacak sekilde ((_)j =0e (], vardur.

Boylece LI, bir sag p.p.-halkadir. Benzer sekilde [, bir sol p.p.-halkadir Sonug¢ olarak
[l ¢ bir p.p.-hakladur.

Asagidaki teorem R 'nin Armendariz olmast durumunda, R halkasinin p.p.-halka olma

ozelliginin R[x] polinom halkasina tasinmadigini gostermektedir.

Teorem 3.22 R bir Armendariz halka olsun. Bu durumda R halkasinin p.p.-halka

olmasi igin gerek ve yeter sart R[x] halkasinin p.p.-halka olmasidir.

Ispat (=) R halkasi p.p.-halka olsun. R[x] halkasmin da p.p.-halka oldugunu
gosterelim. R[x]’in her bir p(x) eleman: igin Tl ( p(x)) =e(x)R[x] olacak sekilde
e(x) eskare elemaninin var oldugunu gosterelim. p(x)=a,+a,x+...+a,x" biciminde
olsun. R halkas1 p.p.-halka oldugundan her i=0,1,...,n icin r, (al.) =e¢,R olacak
sekilde e’ =e¢, € R vardir. R halkas1 Armendariz oldugundan Lemma 3.13 geregince
R abeliandir. Boylece Lemma 3.14’den R|[x] halkasindaki eskareler R ’dedir. Bundan
dolayr R[x]’in her e(x) eskare elemam i¢in e(x)=e, olacak sekilde bir ¢* =ee R
vardir. R abelian oldugundan R halkasindaki her e, eskare eleman1 merkezidir. $imdi
e=e,e,...e, olsun. Bu durumda e* =(ese,..e,)’ =(eye,..e,)(e,e.e,) ve e ler merkezi

oldugundan e’ =e¢gp,...e, =¢ dir. Bdylece R’nin e elemani eskaredir. Ayrica
eR=(r;(a,) dir. Gergekten ¢; eR’nin elemani olmak iizere ¢=er olacak sekilde
i=0

R’nin r elemam vardir. Buradan t=(ey,..e,)r olur. Bdylece a,t=0 olup

ter,(a,);at=0 olup ter,(a) ve benzer sekilde a,t=0 olup ter,(a,) dir. Her
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i=0,1,2,..,n igin te r,(a,) ise, bu durumda 7€ ﬂr ) dir. Boylece eRCﬂr

i=0 i=0

elde edilir. Simdi yeﬂrR (a,) olsun. Bu durumda her i=0,1,2,...,n igin

i=0
yer,(a)=eR olup y=er olacak sekilde R ’nin r, elemani vardir. y=er ise

y=ee,..e,r, =er, olacak sekilde R’nin r eleman1 vardir. Boylece y e eR dir.

Buradan ﬂr )ceR bulunur. Sonug olarak [r(a,)=eR dir. Simdi

i=0

rag (P(x))=eR[x] oldugunu gosterelim.  f(x)e eR[x] igin f(x)=eg(x)olacak
sekilde g(x)eR[x] vardir. p(x)f(x) =p(x)(eg(x)) =0 oldugundan
f(x) € rgy(p(x)) dir. 0] halde eR[x] < 1y (P(¥)) dir.
q(x)=b,+bx+..+b,x"€ry,(p(x)) olsun. Bu durumda p(x)g(x)=0 dr. R

halkas1 Armendariz oldugundan her i=0,1,...,n ve j=0,1,...,m icin al.bj:O dir.

Bundan dolay1 her i=0,1,...,n i¢in b, € r, (a,) olur. Buradan b, €[ )r,(a,)=¢R dir.

i=0
b € eR ise, bu durumda b ,=er, olacak sekilde R ’nin r eleman1 vardir. O halde
q(x)=b, +bx+..+b,x" =e(r,+rx+..+71,x") € eR[x] olur. Boylece
re (P (x)) CeR[x] bulunur. Sonug olarak 7, (p(x))=eR[x] elde edilir. Bdylece
R|[x] halkas bir sag p.p-halkadir. Benzer sekilde R[x]’in her bir p(x) elemam i¢in
lR[X](p) =R[x]f olacak sekilde f eskare elemamnin var oldugunu gdsterelim.

p(x)=a,+ax+..+a,x"e R[x] olsun. R halkast p.p-halka oldugundan her

i=0,L..,n icin R’nin [, ( ) Rf. olacak sekilde f, eskare elemani vardir.

f=/f,fi---f, olsun. Bu durumda f, R’nin eskare elemanm1 ve Rf :ﬂlR(ai) dir.

i=1

Gergekten; g(x)e R[x]f ise, bu durumda g(x)=gq(x)f olacak sekilde g(x)e R[x]
vardi. O halde g(x)p(x)=(q(x)f)p(x)=0 dir. Buradan g(x)el,(p) olup

R[x]f clyy(p)  bulunur.  g(x)=b,+bx+..+b,x" €l (p)  oldugundan
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g(x)p(x)=0 dir. R halkas1 Armendariz ve g(x)p(x)=0 oldugundan her i,j i¢in

ba,=0 dir. Bu durumda her i=0,1,...n icin b, €l (a;)dir. Her i=0,1,...n icin

b, € I, (a;)oldugundan b, € (")l (a,) = Rf dir. Buradan b, =r,f olacak sekilde R ’nin

i=1

r, elemam vardir. O halde g (x)=b,+bx+..+b,x" =(r,+rx+..+rx")f olacak

sekilde R[x]’in 7, +rx+..+r,x" elemam vardir. Boylece g(x)e R[x]f olup

lyg(P) = R[x] f bulunur. Sonug olarak I, ,(p)=R[x]f olup R[x] halkasi sol p.p-

R[x]
halkadir. Sonug olarak R[x], hem sag p.p halka hem de sol p.p-halka oldugundan p.p-
halkadir.

(<) R[x] halkasi p.p-halka olsun. R halkasimn p.p-halka oldugunu gdsterelim.
ae R olsun. R halkast R[x] halkasinin alt halkasi oldufundan a, R[x]’in de
elemandir. R[x] halkasi p.p-halka oldugundan ry,(a)=eR[x] olacak sekilde R ’nin
e eskare eleman vardir. 7y, (a)=eR[x] ise, bu durumda 7, (a) 1R =eR[x]NR
olup r, (a)=eR olacak sekilde R nin e eskare elemani oldugundan R halkasi bir sag
p.p.-halkadir. Benzer sekilde R[x] halkasi p.p-halka oldugundan R[x]’in a elemam
igin Z,;;(a)=R[x]f olacak sekilde R’nin f eskare elemant vardir. [, (a)=R[x]f
ise, bu durumda I, (a) VR =R[x] fNR olup I, (a)=Rf olacak sekilde R’nin f

eskare eleman1 oldugundan R halkasi bir sol p.p-halkadir. Sonug olarak R halkasi hem
sag p.p-halka hem sol p.p halka oldugundan p.p-halkadir.

Teorem 3.23 R Armendariz bir halka olsun. Bu durumda R halkasinin Baer halka

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R[x] halkasmnin Baer olmasidur.

Ispat (=) R halkasi Baer halka olsun. R[x] halkasinin Baer oldugunu gosterelim.
A, R[x]’in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. 7y ,(A)=e(x)R[x] olacak
sekilde R[x]’in e eskare elemanmnimn var oldugunu gosterelim. Oncelikle Lemma 3.13

geregince R halkast Armendariz oldugundan abeliandir ve Lemma 3.14’den R|[x]
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halkasindaki her e(x)=e eskare elemani R’dedir. A"; A’daki polinomlarin tiim

katsayilarinin kiimesi olsun. Bu durumda A": R halkasmn bos olmayan bir alt

kiimesidir. R halkas1 Baer halka oldugundan rR(A*):eR olacak sekilde R ’nin e
eskare elemant vardir. 7, ,(A)=eR[x] oldugunu gosterelim. f(x)e eR[x] olsun bu
durumda f(x)=eg(x) olacak sekilde R[x]’in g(x) elemam oldugundan
Af (x) = A(eg (x)) =(Ae)g(x) olup A’nin her  g(x) eleman1  icin
Af (x)=(g(x)e) g(x)=0 oldugundan f(x)e ry, (A) dir. Boylece eR[x]Cry,(A)
dir. g(x)=by+bx+..+b,x" olmak iizere g(x)ery,(A) olsun. Bu durumda
Ag(x)=0dr. Yani A’min her f(x) eleman: igin f(x)g(x)=0 dir. R halkast
Armendariz ve f(x)g(x)=0 oldugundan her i,j igin ab; =0 dir. Bundan dolay1
by.by,....b € 1 (A") dir. Her j icin b er (A )oldugundan b, =er, olacak sekilde
R’nin r, elemani vardrr. g(x)=b,+bx+..+bx' =e(r,+nx+..+rx") olacak sekilde
R[x]’in r, +rx+...+5x" elemant vardir. Boylece g(x)e eR[x] olup 7, (A) < eR[x]

dir. Sonug olarak 7, (A)=eR[x] olup R[x] halkasi Baer halkadir.

(<) R[x] halkas1 Baer halka olsun. R halkasinin Baer halka oldugun gosterelim. B ;
R’nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. R halkasi R[x] halkasinn alt halkast
oldugundan B; R[x]’in de alt kiimesidir. R[x]| halkasi Baer halka oldugundan
rqg(B)=eR[x] ~ olacak sekilde ~ R’nin e  eskare elemam  vardir.
Ty (B)=eR[x] = 1y i (B)NR=eR[x]\R =1, (B)=eR olacak sekilde R 'nin
e eskare eleman1 oldugundan R halkasi Baer halkadir.

Benzer sonuglar formal kuvvet seriler halkasi icin asagidaki gibi elde edilir.

Onerme 3.24 R abelian bir halka olsun. Bu durumda

(1) R[|x|] halkasi p.p-halka ise, bu durumda R halkas1 p.p-halkadir.
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2) R Uxu halkas1 Baer halka ise, bu durumda R halkasi1 Baer halkadir.
Ispat Ispat Teorem 3.24 ve Teorem 3.25’in ispatindaki metoda benzer sekilde yapulir.
Sonug¢ 3.25 R Armendariz bir halka olsun.

(1) R[|x|] halkasi p.p-halka ise, bu durumda R halkas1 p.p-halkadir.

2) R Uxu halkas1 Baer halka ise, bu durumda R halkas1 Baer halkadir.

Ispat Lemma 3.13’den R halkas1 Armendariz halka ise abeliandir. Onerme 3.24’ten R
halkas1 Abel ise (1) ve (2) saglanir.

Lemma 3.26 Her Boolean halka, bir inmis halkadir.

Ispat R bir Boolean halka olsun. Bu durumda R ’nin her a elemani i¢in a* =a dir.

R’nin a elemanm i¢in a’ =0 ise a°=a=0=a=0 olur. Sonug olarak R halkas1

inmis halkadur.

Simdi R bir inmis halka olsun. Sonu¢ 3.8°den 7 =T(R,R) asikar genislemesi
- . - 0 r .

Armendarizdir. T ’nin asal radikali P(7)= {[O Oj lre R} oldugu kolayca goriilebilir.

Tanim 3.27 R bir halka ve P; R’den farklt R ’nin bir ideali olsun. Eger R 'nin A ve

B idealleri icin AB c P iken A cP veya B c P oluyorsa bu durumda P ’ye

R ’nin bir asal ideali (prime ideal) denir.
Onerme 3.28 R *nin herhangi bir P ideali i¢in asagidakiler denktir.

(1) P asal idealdir.

(2) a,be R icin (a)(b) c P iken ae P veya be P dir.

(3)a,be R icin aRb c P iken ae P veya be P dir.

(4) R’nin A, B sol idealleri icin AB c P iken A c P veya B c P dir.

(5) R’nin A, B sag idealleri icin AB c P iken A c P veya B c Pdir.
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Tanim 3.29 R ’nin tiim asal ideallerinin ara kesitine R ’nin asal radikali (prime

radikal) denir ve rad (R) ile gosterilir.
Simdi P(T) asal radikalinin Armandariz oldugunu gosterelim.
P(T)[x]’in f(x)=a,+qx+..+ax" ve g(x)=p4,+pFx+..+5,x" elemanlari i¢in

0 r
f(x)g(x)=0 olsun. Bu durumda her 0<i<n ve 0<j<m igin a’,:[() gj,

0 s, 0 YO0 s, 00
= 1 olmak lizere a.f. = ! Il = =0 oldugundan P(T
A [0 oj b [0 oj[o oj [0 oj & ()

halkas1 Armendarizdir. Diger taraftan 7/ P(T) ve R izomorf halkalardir. Gergekten;

r.s . . n s
A:T—>R; A 0 =r doOniisimii bir 6rten homomorfizmadir. 7 ’nin 0 ,

r

LS5 .- h 5 LS5 . .
elemanlar1  igin = ise r=r, ve s=s, dir.
0 n 0 n 0 n
Al = rn=r=A24 E oldugundan A iyi tanimhidir. 7 ’nin her A ,
0 r 0 n 0 r
2% | elemanlart icin 4 O Y R ) R | I} R ve
0 n 0 rn 0 n 0 r 0 n
AT oAl Al oldugundan A homomorfizmadir.
0 n)\0 = 0 rn 0 n
mai=14|" *|l" Cler = R oldugundan A o6rtendir.
0 r 0 r

ros ros ) ) ] )
KerAd = {(0 je T /1([0 D = 0} = P(T)dlr. Bu durumda 1. izomorfizma teoremi
r

r

geregince T/P(T)=R dir. R halkasi inmis oldugundan Armendarizdir. Bundan

dolay1 T/P(T) Armendarizdir.
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R bir abelian halka ve P(R) , R’nin asal radkali olmak iizere R /P(R) ve P(R)

Armendariz ise R halkasinin Armendariz olmasindan siiphe edilebilir fakat asagidaki

ornek bu olasilig1 ortadan kaldirir.

Ornek 3.30 0 tamsayilar halkasi ve R:{[g zjla—bECEO(mod 2)} olsun. Bu

: - 0 c : :
durumda R ’nin asal radikali P(R):{[O OJICEO(modZ)} dir.  P(R)’nin

0 0 1 0
Armendariz oldugu agiktir. Ayrica R 'nin egkare elemanlar1 sadece [O Oj ve [O Oj

0 0 1 0
dir. [O Oj ve [O Oj merkezidir. R 'nin her eskare eleman1 merkezi oldugundan R

halkast abeliandir. R/P(R) ={(a,b)la—b=0(mod2)} dir. (a,b)" =0 ise a=0 ve
b=0 olup (a,b)=(0,0) oldugundan R/P(R) inmistir. Bundan dolayi R/P(R)

halkasi Armendarizdir. R halkasmin Armendariz olmadigini iddia ediyoruz. R[x]’in

2 2 0 2 0 2 0 2
iki elemani f(x)z[ j+[ jx ve g(x)z[ j+[ ij elemanlar1 i¢in

0 0 0 0 0 -2) \0

2
0

F(x)g(x)=0 fakat [(2) 3}[8

j # 0 oldugundan R halkasi Armendariz degildir.

Asagida R halkasinin sifirdan farkhi herhangi bir 7 6z ideali i¢in /I ve R/I

Armendariz iken R halkasinin Armendariz olmayacagina dair bir 6rnek verilmistir.

Ornek 3.31 F bir cisim olmak iizere R = [ 0 Fj halkasin1 goz Oniine alalim. Ornek

3.5’den R halkasi Armendariz degildir. R 'nin sifirdan farkl bir / 6z ideali i¢in / 'nin

ve R/I’nin Armendariz oldugunu gosterelim. F cisim oldugundan O’dan ve F ’den

F F) (0 F
baska ideali yoktur. R ’nin sifirdan farkli 6z idealleri sadece [O Oj ’[O Fj ve

0 F .. F F . o
[O Oj dir. ilk olarak I:[O Oj olsun. R/I; F’ye izomorf ve F inmis

oldugundan R/[ inmistir. Bundan dolayr R/I Armendarizdir. /’nin Armendariz
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oldugunu gosterelim.  I[x]’in  iki elemam f(x)=¢,+x+..+ax" ve

g(x)=4+Bx+..+ B x" olmak iizere f(x)g(x)=0 olsun. 0<i<n ve 0<j<m

m

b 4,
icin o = [C(l)’ O’j, B; :[i)’ Ojj olsun.
b d d
afy=| % |0 D= Do 0 dan ay, =0=ayd, elde edilir.. Kabul
o o)lo o) Lo o

edelim ki o, #0ve B, #0 olsun. Bu durumda ¢, #0 ise a,#0 veya b, #0 olur.
a,#0 ise ¢,=0=d, buradan fB,=0 olur ki bu B, #0 kabulii ile celigir. O halde

a,=0 ve b, #0 olmalidir. a,=0 ve b, #0 ise her 0<j<m i¢in ,f, =0 olur.

Boylece f(x)g(x)=a,Bx+(...)x" +..+(...)x""" =0 olur. Buradan da ¢, =0 dur.

b d
Yani af =" | “|=0 dan ac,=0=ad, elde edilir. Kabul edelim ki
1770 O O O O 1-0 1770

o, #0 ve B, #0 olsun. Bu durumda o, #0 ise a, #0 veya b #0 olur. g, #0 ise
¢, =0=d, buradan S, =0 olur ki B, #0 kabulii ile ¢elisir. O halde g, =0 ve b %0
olmalidir. a, =0 ve b #0 ise her 0<j<m igin B, =0 olur. Bu sekilde devam

edilirse her i, j i¢in @, =0 olur. Boylece I Armendarizdir. / ve R/I Armendariz

0 F
iken R Armendariz degildir. J :[O Fj olsun. R/J; F’ye izomorf ve F inmis

oldugundan R/J inmistir. Bundan dolayr R/J Armendarizdir. Ayn1 metotla J

0 F
Armendarizdir. Son olarak K = [O Oj olsun. R/K; F® F ’ye izomorftur. F®F

inmis oldugundan R/K inmistir. Bundan dolay1 R/K Armendarizdir. K> =0 dur.

0 0 0 0
Yani K 'nin her a = T ve B = | elemanlar: icin aff = * Y=o
0 0 00 0 0){0 O

dir. Bundan dolay1 K Armendarizdir.

Lemma 3.32 R ’nin agikar olmayan herhangi bir e eskare elemam: i¢in R halkasi

Armendariz ise e¢R e halkasi Armendarizdir.
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Ispat R halkast Armendariz olsun. eRe[x]’in p(x)=ep,e+epex+ep,ex’ ve
q(x)=eqye+eqex+eq,ex” elemanlari R[x]’in de elemanlar1 oldugundan ve R
Armendariz oldugundan p(x)g(x)=0 ise her i,j i¢in pg, =0 dir. Sonu¢ olarak

¢R e halkasi Armendarizdir. Fakat 6rnek 3.5°den M, (R) halkas1 Armendariz degildir.

Bundan dolay1 ‘Armendariz’ olma bir Morita Invaryant 6zellik degildir.

Tamm 3.33 R halkas1 bir (p) 6zelligini saglarken eRe ve M, (R) halkalar1 da (p)

ozelligini sagliyorsa (p) dzelligine Morita Invaryant 6zellik denir.

R ’nin asikar olmayan herhangi e eskare elemani icin genelde eRe halkast Armendariz

iken R halkasimin Armendariz olmadigini asagidaki 6rnekle gosterebiliriz.

2

. [ [ ..
Ornek 3.34 [,={0,1} ve R:[ 02 - Zj olsun. Ornek 3.5’den dolayr R halkas1

Armendariz degildir. R halkasmin birimden farkli asikar olmayan eskare elemanlar1

1 0)(0 O 1 1 0 1) . L
, , ve dir. ¢Re =lJ, ve [J, inmis oldugundan e Re,
0 0)(0 1 0 0 01

inmistir. Bundan dolayr e Re, Armendarizdir. Benzer sekilde e,Re,, e,Re, ve ¢,Re,

halkalar1 da Armendarizdir. Sonu¢ olarak eRe halkasi Armendariz iken R halkasi
Armendariz degildir.

Anderson ve Camillo 1998’de inmis olan R halkast icin R halkasiin klasik kesirler
halkast [J (R) nin inmis olmayabilecegini ileri siirmiistiir. Fakat asagida bu sorunun

cevabmin olumlu oldugunu goriiyoruz.

Teorem 3.35 Bir R halkasinin [J (R) klasik sag kesirler halkasinin var oldugunu kabul

edelim. Bu durumda R halkasinin inmis olmasi igin gerek ve yeter kosul U (R)

halkasinin inmis olmasidir.
Ispat (<) U (R) halkasinin inmis olsun. R halkasmim inmis oldugunu gosterelim.

R’nin a elemani igin a’ =0 olsun. %GD (R) dir. O (R) halkas1 inmis halka
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oldugundan (%J =0 ise %:O dir. buradan a=0 oldugundan R halkasi inmig

halkadir.

R halkasi inmis olsun [J (R) halkasmnin inmis oldugunu gosterelim. [} (R)’nin ¢

elemant  i¢in g’ =0 olsun. q=0 dir. Gergekten; g’ =0 ise
-1)\? -1 -1 -1 . -1 -1

(ab™) =0=a(b'a)b™ =0 dir. b'ael (R) ise, bu durumda b'a=cd™ olacak

sekilde R’nin ¢ elemamn ve d  diizgiin elemam1 vardw. O halde

a(cd)b" =0=ac=0 olur. ¢ dizgin oldugundan a=0 dir. Buradan (ca) =0
olup cac R ve R inmis oldugundan (ca)’ =0 ise ca=0dr. bla=cd™ ise
ada =0 olur. Buradan (ad)’ =0 bulunur. ad ; R nin elemam ve R inmis oldugundan

ad =0dir. d diizgiin oldugundan ad =0 ise a=0 ve g=ab ' =0 dir. Sonug olarak

0 (R) halkast inmistir.

Anderson ve Camillo; bir yar1 asal sol ve sag Noetherian R halkasi i¢cin; R halkasinin
Armendariz olmast igin gerek ve yeter sartin [J (R) halkasinin inmis olmasi oldugunu

ileri siirer. Buna asagidaki sonugta baska sartlar ilave edilmistir.

Sonug 3.36 R bir von Neumann diizgiin halka olsun ve R ’nin [ (R) klasik sag kesir

halkasinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(1) R halkas1 Armendarizdir.

(2) R halkas1 inmistir.

(3) U (R) halkas1 inmistir.
(4) U (R) halkas1 Armendarizdir.

Ispat (1) & (2) Teorem 3.35’den agiktir. (4) = (1) [J (R) halkas1 Armendariz olsun.

R halkasmin  Armendariz  oldugunu  gosterelim.  R[x]’in  iki elemam
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f(x)=a,+ax+..+ax" ve g(x)=b,+bx+..+b x" olmak iizere f(x)g(x)=0

olsun. f(x):%+%x+...+a—l”x” ve g(x):%+ﬁx+...+%x’"

1 oldugundan

f(x),g(x); U (R)[x], ’in de elemamdir. [J (R)[x] Armendariz oldugundan

f(x)g(x)=0 ise her i, j igin TT:T dir. Buradan her i, j i¢in ab, =0 dir. Sonug
olarak R halkasi Armendarizdir. (2) = (1) inmis halkalar Armendariz oldugundan
aciktir. (3) = (4) inmis halkalar Armendariz oldugundan agiktir. (1) = (3) R halkas1
Armendariz olsun. [] (R) halkasinmn inmis oldugunu gosterelim. Lemma 3.13’den R

halkast Armendariz ise Abeldir. R halkasi Abel von Neumann diizgiin halka ise
inmistir. Ger¢ekten; Lemma 3.17°den abel sag p.p-halkalarin inmis oldugunu biliyoruz.
Bu durumda R halkas1 Abel von Neumann diizgiin halka ise R ’nin abel sag p.p-halka
oldugunu gosterelim. R halkasi Abel von Neumann diizgiin halka olsun. ae€ R icin

ara=a olacak sekilde r elemant vardi.  R’nin sag p.p-halka olmasi i¢in

r.(a)=(1-ra)R olacak sekilde R’nin (1—ra)’ =1-raeskare elemani olmahdir.

(ra)’ =ra oldugundan ra eskaredir. Bu durumda 1—ra eskaredir. x; (1—ra)R ’nin
elemam ise x=(1-ra)r, olacak sekilde R ’nin relemani oldugundan ax=0 olup x;
r.(a)’nmn elemamdir. Buradan (1-ra)R cr,(a) elde edilir. y e r,(a) nmn eleman
ise, bu durumda ay=0 = y=(l-ra)y = y=1y oldugundan y=y(l—ra)e(1-ra)R
dir. Boylece r,(a)c(1-ra)R olur. Sonug olarak r,(a)=(1—ra)R dir. Boylece R

halkast Abel von Neumann diizgiin halka ise abel sag p.p halkadir. Sonu¢ olarak R

halkasi inmistir. Teorem 3.35’den R halkasi inmis ise [] (R ) halkas1 inmistir.

Anderson ve Camillo 1998°’de R halkas1 sol ve sag Noetherian olan bir asal halka
olmak iizere R halkasmin Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter sartin R halkasinin

inmis olmast oldugunu ispatladilar.
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