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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

TUZAKLANMIS iYONDA NEGATIVITY VE KONKURUS HESAPLARIYLA
KUANTUM DOLASIKLIK

Soner OZEN
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Fizik Anabilim Dali

Danigsman: Yrd. Do¢.Dr. Rasim DERMEZ

Tuzaklanmis ii¢ seviyeli bir iyonun iki lazer 1siniyla etkilesimi goz Oniine alinarak bu
sistemin kuantum dolasiklig1 incelenmistir. Lazer-iyon dolasik sistemi i¢in dolasiklik
miktarmin Ol¢lisii olan konkurus ve negativity grafikleri Mathematica programinda
olusturulmustur. Olusturulan bu grafikler farkli sartlar altinda zamana gore cizdirilerek
tic boyutlu grafikler elde edilmistir. Ayrica Lamb-Dicke parametresi olan 3 farkli eta
degerinde sifirinct mertebe ve birinci mertebe i¢in 6 konkurus, 6 negativity grafigi
olmak {tizere toplamda 12 grafik olusturulmustur. Ortaya cikan tiim bu grafikler
tizerinden dolasiklik miktarlart yorumlanmistir. Konkurus ve negativity nicelikleri
yaninda etkilesimden sonra ortaya ¢ikan son dalga fonksiyonunun genliklerinin zamana
gore degisimi farkli sartlarda c¢izdirilmistir. Yine Mathematica programinda
olusturdugumuz bu grafiklerimiz 2-boyutta elde edilmistir. Sonug olarak, en yiiksek
dolasiklik miktarinin lazer-iyon dalga fonksiyonun genlikleri olan x ve y’nin esit oldugu
durumda ve eta degerinin arttigi durumda gerceklestigini saptadik. Buna ek olarak

dolasiklik miktarinin belirli zaman degerinde maksimum verdigi sonucuna ulastik.

2009, 74 sayfa

Anahtar Kelimeler: dolasiklik, tuzaklanmis iyon, konkurus, negativity, iyon-foton
etkilesimi, dolasiklik miktari.



ABSTRACT
M. Sc. Thesis

THE QUANTUM ENTANGLEMENT WITH NEGATIVITY AND CONCURRENCE
CALCULATIONS IN TRAPPED ION

Soner OZEN
Afyon Kocatepe University
Institute For The Natural and Applied Sciences

Department of Physics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Rasim DERMEZ

Interaction in mind of trapped a three level ion with two laser beams is a review
quantum entanglement of this system. Negativity and concurrence graphics as a
measure of the amount of entanglement have been created in the Mathematica program.
Three dimensional graphics have been obtained created under different conditions of
these graphics can be drawn according to time. Also 3 eta value called as Lamb-Dicke
parameter were created 6 concurrence, 6 negativity graphics to 12 graphics in total for
zeroth order and first order. Amount of entanglement is interpreted on the resulting all
these graphics. Besides the quantity of concurrence and negativity, after emerging from
the interaction amplitude of the latest wave function, according to the time of change
has been drawn in different conditions. However the Mathematica program has created
this graph has been obtained in the 2-dimensions. As a result, we have identified that is
done in cases increases the value of eta and the maximum amount of entanglement of
the laser-ion wave function with amplitude that is equal of x and y. In addition, we have
reached the conclusion that the maximum certain time value the amount of

entanglement.

2009, 74 Pages

Keywords: entanglement, trapped ion, concurrence, negativity, ion-photon interaction,
amount of entanglement.
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1. GIRIS

1.1. Kuantum Teorisine Genel Bir Bakis

1900 yilinda Max Planck, siyah cisim 1simasin1 agiklamak i¢in 1518 kuantumlu

olabilecegini ileri siirdil. Is1igin kuantum denilen enerji paketciklerinden olustugunu ve
kendi ad1 ile anilan h Planck sabitinden (6,65x107* j.s) kii¢iik olmayip katlar1 seklinde

oldugunu tespit etmistir. O zamana dek, 15181n siddetiyle enerjisinin dogru orantili
oldugu saniliyordu. Oysa 15181n frekansiyla enerjisi dogru orantiliydi. 1905 te Einstein
bu kurama dayanarak fotoelektrik olay1 agikladi. Isik, dalga 6zelligi yaninda foton
denen kuantum (enerji paketleri) 6zelligi de gosteriyordu. Siyah cisim 1s1masi, Compton
olayi, fotoelektrik olay, ¢ift yarik deneyi gibi fiziksel olaylarda 1s1k hem dalga hemde
tanecik goriintiisiiyle ortaya ¢ikmaktadir. Isinimda 6zellestirilen bu kuantum mekaniksel
ikileme “ikilik ilkesi” denir. Bu yaklasimlar klasik fizigin ilkelerine tiimiiyle ters
diismektedir. 1924 te Fransiz fizik¢i Louis de Broglie, ¢ok ¢arpici bir diisiince iiretti.
Basit bir matematikle, hareketli her parcacigin ayn1 zamanda dalga 6zelligi gostermesi
gerektigini matematiksel bir formiille ileri siirdii [Int. Kyn.1]. Atomik olaylarm tam bir
tanimi 1925 yilinda Heisenberg tarafindan yapildi. Heisenberg, “matris mekanigi” islem
biitiinliigi yardimiyla kuantum mekaniginin matematiksel temellerini hocast Max
Born’un katkis1 ile atmayr basarmistir. Pauli “digsarlama ilkesi” aracilifiyla Bohr’un
calistigi elektron davraniglarini sinirlandirma durumunu net olarak agiklamistir.
Heisenberg’in kuantum mekanigi “disarlama ilkesi” ile tamamlanmis oldu. Schrédinger
matris mekanigine gerek kalmadan atomik tayfi dalga olayma uygulayabilen
diferansiyel denklemleri ¢6zmeyi basardi. Schrodinger 1926 yilinda “Schrodinger dalga
denklemi” olarak tanimladig: elektron dalgalarin fizikgilerin tamidik oldugu su ve ses
dalgas1 gibi klasik tiirden dalgalara benzetmekteydi. Bu yiizden Schrodinger’in dalga
mekanigi Max Planck ve De Broglie gibi fizikg¢iler tarafindan da kabul gordii. 1927 de
Amerikali bilimciler Davisson ve Germer (1927), elektronlarin tipki bir 1sik gibi

kristallerde kirinim gosterdigini buldular.



Fizikgiler arasindaki goriis ayriliklari 1927 Solvay konferansinda disa vurdu.
Tartismalarin basint N. Bohr ile A. Einstein ¢ekiyordu. Kuantum kuraminin dogusunu
kavrayabilmek i¢in biraz gerilere gitmemiz gerekiyor. 19. yy sonlarinda ii¢ 6nemli
problem, klasik goriislerle agiklanamiyordu; siyah cisim isimasinin enerji dagilimi
(mordtesi felaketi), fotoelektrik olay, atomlarin kararliligi [int.Kyn.1]. 1900 ile 1930
arasinda, kuantum mekanigi denen bu yeni yaklasim atom, molekiil ve c¢ekirdeklerin
davranigini basariyla acgikladi. Bohr, Planck’in kuantum kuramini, Einstein’in 1s18mn
foton kuramini ve Rutherford’un atom modelini birlestirdi. Elektron yiiksek enerjili
durumdan daha diisiik enerjili duruma sigrayarak diiser, bu sirada 1s1k yayinlanir.
Kuantum mekanik yasalarina gore, kati olarak tanidigimiz top, atom veya elektron ayni
anda farkli iki yerde de bulunabilir. Boyle bir elektronun yeri ancak ona ¢arpip geri
donen bir foton veya benzeri bir etkilesim sonucunda bilinebilir [Schrodinger 1935]. 20.
yizyillin basinda kuramsallasmaya baslayan kuantum ve rolativite teorisi fizik
diinyasinda 6nem kazandi. Rolativite teorisi tekil ¢alismalarla gelisirken kuantum
teorisine bir¢ok bilim adami katkida bulunmustur. Max Planck, Albert Einstein, Niels
Bohr, Louise De Broglie, Erwin Schrodinger, Werner Heisenberg, Dirac ve Wolfgang

Pauli kuantum teorisine katkilarindan dolay1 Nobel Odiilii almislardur.

1935'te ortaya koydugu “Schrodinger’in Kedisi” adi ile anilan diisiince deneyi bunlarin
en Unliistidiir. Ayni1 yil Einstein, Podolski ve Rosen (EPR) "EPR Deneyi" adiyla bir
diisinsel deneyle kuantum kuraminin aldigi bigime yorum getirmeye calistilar
[Schrodinger 1935]. Saglikli bir kediyi hava alabilen bir kutu i¢ine koyalim. Kutuda
zehirli bir gaz sisesi bulunsun ve bu gazin siseden salinmasini saglayacak mekanizma,
bir radyoaktif parcacik ile kontrol edilsin. Bu mikroskobik parcacigin davranisin1 ancak
kuantum mekanigi ile ifade edebiliriz. Fakat simdi makroskobik bir sistem olan kedinin
kaderi de artik parcaci§in davranisina baglanmis oluyor. Schrédinger’in iddiasina gore
belirli bir zaman sonunda kedinin canli ve Olii olma olasiliklari esittir. Dalga
fonksiyonunun anlami “ya bozunma oldu ve kedi 6ldii ya da olmadi ve kedi hayatta”
gibi farkl iki olasilig: ifade etmek degildir. Schrodinger’in analizi dogru ise kuantum
kurami, (birisi bakip durumu bu iki secenekten birine indirgeyene kadar) kedinin iki

durumunun yan yana bulundugunu séyliiyor. Kedi yar1 6lii yar1 diridir. Schrodinger’in



Kedisi durumunda giiclendirilmis olan iki ge¢mis vardir. Birinde kedi Olmiistiir,

digerinde ise canli kalir. Kuantum kuraminda her iki olasilik birlikte var olabilir.

Sekil 1.1 Schrodinger'in kedisinin dalga fonksiyon gosterimi

Kuantum dolasiklik diye adlandirdigimiz kavram da biribirinden ayri cisim veya
maddeler arasinda bir iletisim mevcuttur. Klasik fizikte buna benzer bir durum so6z
konusu degildir. Yaptigimiz bir gozlem-0l¢iim bununla iligkili olabilecek digerini
uzakliktan bagimsiz olarak etkiler. Genelde kuantum diizeyi kiigiik 6l¢ekli parcaciklarin
diizeyi olarak disiiniilse de kiigiik kavrami aslinda fiziksel bir boyutu bildirmez.

Kuantum sonuglar1 metrelerce hatta 151k yillar1 boyunca etki eder.

Bu deney elektronlarin spinleri ile yapilabilir. Bir fiziksel sistemden spine sahip iki
parcacik salinsin. Bu salinan pargaciklar (elektron gibi) zit yonlerde uzaklasir. Kuantum
kuramui, iki parcacigin spin Ol¢iimiiniin ancak iki deger verebilecegini sdyler: yukari
spin ve asagi spin gibi. Asil kaynaktaki sistemin toplam spinin sifir olmasi igin biri
yukart ise digeri mutlaka asagi spinli olmalidir. Parcacik spinlerine iliskin bir 6l¢tiim
yapilmamissa, yukari ve asagi durumlu spinler iist {iste binme (siiperpozisyonu)
durumunda olurlar. Birinin spinine yonelik bir dl¢iim yapilirsa ve spini belirginlesirse
(yukar1 ya da asagi) digerinin de spini ilk Olcililen parcanin spiniyle toplaninca sifir
olacak sekilde belli olur. Bu uzaktan etki ya da dolasiklik durumudur. Bu durum

birbirlerinden ne kadar uzakta olurlarsa olsunlar degismez [Int.Kyn.2].

Dolasiklik en iyi sekilde Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) deneyi ile ortaya konulmustur.
Bu deney Albert Einstein, Boris Podolski ve Nathan Rosen’in adlarini tagir. “Doganin

Kuantum Mekaniksel Betimlemesi Tamamlanmis Kabul Edilebilir mi?” adl



makalelerinde (1935), kuantum mekaniginde mikroevrensel nesnelerin dalga
fonksiyonu ¢6kmesini belirten y-psi fonksiyonunun, tamamlanmis bir betimleme
olmadig1 sonucuna varmislardi. Einstein 1siktan hizli giden bir haberlesme aracisini
kabul etmeyip, kuantum kuraminin “tam” olmadigini 6ne siirdii [Einstein et al. 1935].
Adin1 “tekinsiz uzaktan etki” olarak degistirdi. Gereken eksik degiskenlere de “gizli
degiskenler kuram1” dendi. Hatta bu ii¢ bilim adami bunun &lgiilebilecegi bir deney
oneriyor. EPR deneyi denen bu deneye gore; ayni pargacik kaynagindan ¢ikmis 6zdes
iki parcacigin (ki bu parcaciklar birbirine es 6zelliklere sahip olacaklardir) birinin hizi,
digerinin ise konumu o6l¢iilmek suretiyle, bir parcacigin belli bir andaki konumu ve
hizinin ayr1 ayr1 Olgiilebilecegi One siiriilityor. Dolayisiyla parcaciklara ait fiziksel
ozelliklerin biz bakmasak da var oldugu iddia ediliyor. Bu bakis acisiyla Einstein,
Podolsky ve Rosen kuantum fiziginin eksik bir teori oldugunu iddia ediyorlar. Daha
sonraki donemlerde David Bohm gibi bilim adamlariyla gizli degiskenler kuram1 daha
belirginlesse de John Bell (1964) ve Alain Aspect (1982) bu diisiinceyi matematiksel
ifadelerle siirlamayip (Bell esitsizligi) deneylerle de dogruladilar.

John Bell, spin halindeki pargaciklari kullanarak bir gizli degisken teorisi olusturmaya
calist1 [Bell 1964]. ikinci makalesinde iinlii Bell Esitsizligini sundu. Burada higbir yerel
gizli degisken teorisinin, kuantum mekaniginin istatistiksel dngoriilerinin tiimiiyle ayni
olamayacagimi kanitlad1 [Bell 1966]. Buradaki yerel (lokal) kelimesiyle kesin bir yerde
olmayi ifade etmektedir. Bu nedenle yerel gizli degisken teorisi sadece yeri kesin belirli
olan durumlar i¢in gecerlidir denilebilir. Bell, yerel gizli degiskenlerin aslinda kuantum
mekaniginin tahminlerine ters yonde sonuglar ortaya koyacagini gosterdi. Alain Aspect
ve ekibi tarafindan 1982 yilinda bir deney yapildi. Ozel optik araglar iginde yol alan
fotonlarin 6zellikleri {izerinde calisarak Einstein’in belirsizlik hakkinda sdylediklerini
ve dahasi higbir seyin 1s1ktan daha hizli olamayacag: tezinin tersini kanitladilar. Ayrica
aralarindaki uzaklik ne kadar uzak olursa olsun bazi durumlarda elektronlar gibi
atomdan kiiciik parcaciklarin da aninda birbiriyle haberlestiklerini kesfettiler [Aspect et
al. 1982]. Boylelikle gizli degisken diye bir ifadenin s6z konusu olmadig1 gosterilmis
oldu. Yani, tim nesneler birbiriyle iligkilidirler ve atomsal gergekligin temel bir

ozelligidir.



Kuantum kuramini 6zetle iki noktada toplayabiliriz: Birinci nokta, kuantum gercekligi
belirli (kesin) degil, istatistikseldir. Olgular ve olaylar (fenomenler) arasinda nedensellik
bagi degil, olasilik bagi vardir. iki olay arasindaki etkilesimde ya da bir olayn
gelecekteki evriminde hangi sonuglarin dogacagini degil, hangi sonuglarin daha olasi
oldugunu tahmin edebiliriz. Ama bu tahminlerimiz dogru olmayabilir. Ikinci sorun,
kuantum pargaciklarimi gozlemlemek igin kullanacagimiz olgtim  diizenimizdir.

Kuantum gerg¢ekligi, kismen gozlemcinin yarattigi bir gergekliktir.

1.2. Kuantum Mekanigin Bazi1 Temel Terimleri

1.2.1. Bit ve Kuantum Bit (Kubit)

Bit, bilgisayar tabanli bilgi tanecigi demektir, fiziksel manada ise karsiligi aldigi
degerdir. Ya 0 degerini alir ya da 1. Spin olarak diisiliniirsek spin asagi ve spin yukari
olarak belirtilebilir. Kubit ise kuantumun ilk iki harfi ile bit ifadesinin birlesiminden
olusan kuantum bitin kisa tanimidir. Kubit klasik anlamda bit’in tiim 6zelliklerini tagir
ancak bit’e gore ufak bir fark vardir. Bit gibi kubitte de iki olasilik degeri vardir. Bit
sifir veya bir degerinden birini alabiliyorken kubit sifir, bir veya bu her iki degerin siiper
pozisyonunu alir. Bu manada kubit, 0 ve 1 in lineer birlesimi olarak tasvir edilebilir.

Kubit, gercek fiziksel sistemi ortaya ¢ikaran, bit benzeri kuantum bilgiye karsilik gelen
birimdir [Dermez 2005].

|v)=a|0)+B|1) (1)

Burada, o ve g olasilik genlikleridir.

Bazi1 kubit durumlar farkli isim ve tanimlarla betimlenmektedirler. Fotonun polarize

durumlarmin tanimi ve isimleri Cizelge 1.1 de verilmistir [Jennewein 2002].



n adet kubitten olusan bir kuantum bilgi isleme cihazini diisiinelim. Bu cihazin hal
vektorii 2" sayida kompleks sayiyr belirlememiz gerekecektir. Bu basit ama temel
argiiman bize neden kuantum sistemlerini klasik bilgisayarlarda simiile etmenin zor
oldugunu gosterir. Simdide n adet bit’ten olusan bir klasik bilgi isleme cihazi
diisinelim. Bu cihazin herhangi bir anindaki halini her bitin degerini O6lgerek
belirleyebiliriz. Klasik fizik sistemin halini degistirmeyen ol¢iimlere imkan verdigi i¢in
yapacagimiz n sayida Ol¢iim bize sistemin halini tek olarak belirleyecektir. Bu klasik
duruma karsilik; kuantum bilgi isleme cihazi 2" sayida degisik halde ayni anda
bulunmaktadir. Boylece problemin kesin sonucunu yiiksek olasilikla dogru olarak
vermektedir. Kuantum sistemi lineer Schrodinger denklemi ile gelistigi i¢in bu 2" adet

degisik sayisal hal birbirine paralel olarak gelisecektir. Buna kuantum paralelligi

denilmektedir.

Kubit durumu Polarizasyon durumu Polarizasyon ismi
|0> | |-|> Yatay lineer
|1> |V) Dikey lineer

(|H> >):|+450>:|225°> +45°(225") lineer

(|0>+|1>)

Sl
Dl

(|0> 1)

=(H)-|v)) = |45) =[ass) | 40 (135 fineer

Dl
Dl

(JH)+iV)) = L) Sol el dairesel

=(10)+1|1)

Dy
S

1 . 1 . Sag el dairesel
(o)1) SlIH=iv) =R :

Cizelge 1.1 Fotonun farkli polarizasyonlarina karsilik gelen bazi kubit durumlarinin
listesi




1.2.2. Kuantum Kriptoloji, Teleportasyon ve Kopyalanamama

1984 yilinda Bennett ve Brassard, tek fotondan 1sik pulslarinin haberlesmede kosulsuz
gizlilik saklayabilecegini gosterdiler [Bennett ve Brassard 1984]. Gonderilen fotonun
polarizasyonuna yiiklenecek sayisal bilgi (yatay polarizasyon 0, dikey polarizasyon 1)
gizli haberlesmek isteyen iki kisi arasinda bir anahtar olusturmak icin kullanilabilir. Bu
anahtar1 6grenmeye calisacak tigiincii bir kisi zorunlu olarak bir 6l¢iim yapmak zorunda
kalacak ve bu 6l¢iim sonucunda fotonun hal vektoriinii degistirecektir. Bu degisiklik ise
daha sonra gizli haberlesmeye ¢alisan kisiler tarafindan tespit edilebilir. Sonug¢ olarak
kuantum mekaniginin temel prensipleri gizli haberlesmeyi olast kilmaktadir. Burada
gerekli olan 6zellik sadece kuantum fizigi kurallar1 ile agiklanabilecek bir (tek foton,
kuantize edilmis elektromanyetik alan) 13tk kaynagimmin kullanilmasidir.  Olgiim
yaptlmadan bir kiibitin hal vektoriiniin baska bir yerdeki kiibite aktarilip
aktarilamayacagini 1993 yilinda Bennett ve calisma arkadaslar1 cevapladilar. Bu

diisiince siireci icinde kuantum teleportasyonu kuantum dolasikligi kullanarak

bilinmeyen bir |1//> vektoriinii bagka bir kuantum sisteme aktarabiliyordu. Bu teori 1997

yilinda Zeilinger grubu tarafindan yapilan calismada deneysel olarak gosterildi

[Zeilinger et al. 1997].

BB84 protokolii olarak adlandirilmis Bennett ve Brassard tarafindan Onerilmis
iletisimlere, kuantum mekanigi iki yolla yardimci olur. Birincisi herhangi bir
fotodedektdrde parazit/giiriiltii minimum diizeydedir. Ikincisi de kopyalanamama olarak
bilinen 0Ozelligidir. Bunun anlami; bir kuantum sisteminin Onceden durumu
bilinmedik¢e o kuantum sisteminin dogru bir kopyasini yapamazsiniz. Dolasik olmus
foton ciftinin her bir iiyesi Bob ve Alice olsun. Ugiincii kisi Eva, tek kuantum sisteminin
kopyasini yapmay1 denemeden once foton icinde bilginin nasil kodlandigini bilmesi
gerekecektir. Bu durumda ise Eva’nin bunu yapmasia gerek kalmamistir. Ciinkii
kuantum mekanigi onu paradoksun i¢inde tutar. Gizli anahtar1 6grenmek i¢in Eva bunu

bilmek zorundadir. Bu sekilde gizli anahtar1 olusturmanin birka¢ yolu vardir.



Anahtarlar1 olusturacak herkes su fikri kullanir: Sisteme {liyeligi kaldirmadikca bir

kuantum sisteminde kodlanmis bilgi yoktur.

Kuantum tagima

Alice’in rastgele bit degerleri 0/1/1/0/1{1/0{0f1|0f{1|1]0/0]1
Rastgele gonderilen tabani DR DRRRRRDDR DD D R
Gonderilen Alice fotonlari FULVINT =L -1 -(N AN ]
Rastgele alinan tabani RDDRRDDRDR DD D DR
Bob tarafindan alinan bit degerleri 1 1 1/0/0(0 111]1 01

Genel tartigsma

Alman bit degerlerinin Bob bilgi tabani R |D |[RDDR [(RDD |DR

Alice tabanina uyanlar NEE N NERE

Tahminen paylasilan bilgi 1 1 0 1 0|1

Bob’un rastgele ortaya ¢ikardigi bazi 1 0

anahtar bitler

Alice’in dogruladiklart N N
Sonug

Paylasilan gizli bitler 1 0 1 1

Cizelge 1.2 BB84 protokolii

Cizelge 1.2 de Alice A ile Bob B ile tanimlanarak; hem A da hem de B de birbirleriyle
45 derecelik a¢1 yapan iki kristal siizgeg ¢iftinin ( + ve X seklinde iki siizgeg) oldugu
kabul edilmektedir. Cizelge 1.2 deki D, (X) polarizasyonu ile tanimli ve R, (+)
polarizasyonu ile tanimhidir. A ve B arasinda bir optik fiber aginin oldugu ve her iki
tarafinda foton iiretebildigi diisliniilmektedir. A ve B tarafi ortak bir temelde anlasarak |
ve / siizgegleri igin 0 degerinde, - ve \ siizgegleri icin 1 degerinde anlasirlar. Yani her iki

tarafta | ve / yoniinde polarize olmus foton i¢in 0 bitinin, - ve \ yoniinde polarize olmus



foton i¢in 1 bitinin geldigini anlayacaklardir. Bu se¢imin tam terside miimkiindiir. A,
iletisimde kullanilacak rasgele tek kullanimlik bir anahtar segmektedir. Bu anahtar1 B ye
gonderebilmek i¢in BB84 algoritmasini kullanacaktir. A rastgele belirlenen bit
degerlerini rastgele polarizasyon tabaniyla gondermektedir. Yine B de rastgele bir
polarizasyon tabani belirlemekte ve polarize olmus bit degerleri elde etmektedir. B, A
ya hangi bitler i¢in hangi polarizasyon tabanini kullandigini agik olarak belirtir. Bunun
lizerine A bu polarizasyonlardan hangilerinin dogru se¢im hangilerinin yanlis se¢im
oldugunu B ye iletir. Boylece hem A hem de B tarafindan ortak kullanilan polarizasyon

tabanina karsilik gelen bit dizisi tek kullanimlik anahtar olarak kullanilmis olmaktadir.



2. KUANTUM DOLASIKLIK

Kuantum dolasiklig1 (entanglement) olarak adlandirilan etki ile nesneler birbirinden
ayr, ama yine de iletisim halinde bulunduklar1 bir durumu ifade eder [int.Kyn.2].
Kuantum dolasiklik klasik mekanik ve kuantum mekanigi arasinda farklilik olan
konularin basinda yer alir. Diger taraftan kuantum siiper pozisyon veya girisim gibi

olaylar klasik fizikten yeni ve farkli davraniglar sergiler [Cakir 2005].

Kuantum dolagiklik, enerjiye benzer fiziksel bir kaynaktir. Schrodinger, kuantum
sistemleri arasindaki baglantiyr “entanglement” olarak tanimlamis ve 1935 de aym
zamanda kuantum dolagiklik ayrik kuantum sistemler arasinda meydana gelir ve klasik

olmayan iligkiler i¢erir demistir [Schrodinger 1935].

Hilbert uzayinda iki kubit durumunun en genel ifadesi;
|w) =a|00) +b|01) + ¢|10) +d|11) (2.1)

seklinde tanimlanmaktadir. a, b, ¢, d katsayilarina bagl olarak bu durum fonksiyonu ya
dolasik bir durumu yada dolagik olmayan bir durumu tanimlayabilir. Mesela; c=d=0 i¢in
dolasik olmayan bir durum tanimlidir [Can 2004, Duru 2006]. iki spin pargacikli

sistemin anti simetrik dolasik durumu;

v )= 5(1)-11) 22

seklinde tanimlanir. Parcaciklar 6zel durumlar olmadigr miiddetge her zaman ortogonal

kuantum durumlarina sahiptir.

Teorik olarak kuantum dolasikliga bir gz atarsak; bir foton cisimden gegerek ilerledigi
zaman elektron tarafindan sogurulur. Elektron kendiliginden salinan fotonca temel

seviyeye geri donecektir. Belirli kristal yapilarda, kristal yapisindan dolayr yiiksek
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olasilikla foton iki fotona ayrilacaktir ve bu iki foton daha diisiik frekanshidir. Bu iki
fotonun toplam enerjisi lazerden ¢ikan (gonderilen) fotonun enerjisine esit olmalidir.
Zaten esit olmamasi durumu enerjinin korunumu yasasina aykir1 olacaktir. Gonderilen
ilk foton iki ayr1 fotona ayrildiginda bu iki fotonun dolasik olduklar1 diisiiniilmektedir.
Belirli bir kristale gelen fotonun iki ayr1 fotona ayrilmasi siireci parametrik asagi gevrim
olarak adlandirilmaktadir. Genelde kristalden ¢ikis yapan fotonlar yatay polarize ve
diisey polarize 151k konisi olarak diizene girerler. Bu yatay ve diisey 1s1k konileri {ist iiste
binebilirler. Bunlara ragmen bu 06zel fotonlarin polarizasyonu bilinmemektedir.

Kuantum mekanigin dogasi1 farkli olduklarini bize dnceden bildirmektedir.

Ultraviolet Laser

Sekil 2.1 Foton dolasiklig1 deney gosterimi

Sekil 2.1 (European Space Agency) de bir dolasik foton olusum deneyi goérmekteyiz.
Burada bir ultraviyole lazerden gonderilen bir tekli foton beta baryum borat kristalinden
gecmektedir. Kristalden gecen fotonun ayrilma ihtimali vardir. Eger ayrilirsa, foton
kristalden iki foton olarak ayrilacaktir. Sonugta dolasik fotonlar olusturulmus olur. Bu
dolasik fotonlarin ekran goriintiisii Sekil 2.2 (Anton Zeilinger, Institute of Experimental

Physics, University of Vienna) de verilmistir.

(@D)

Sekil 2.2 Dolasik fotonlarin ekran goriintiisii
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Iki kubitin Hilbert uzayinda Bell durumlar1 olarak tanimlanan dort ayr1 dolasik durumu;

1%} == (101)+}10) @3)
2- %) = 7=(lo1)-}10) @4)
3 |@7) = 7=(100) ) @)
4 [@7) = 7=(100) -11) @8)

dalga fonksiyonlariyla tanimlidir. Bu Bell durumlarinin her biri maksimum dolasik

durumlardir.

Kuantum mekanikte bir sistemin durumu y(x) = (X|y) seklindeki dalga fonksiyonu ile

belirlenir. Bu varolusun karesi, olasilik yogunluk fonksiyonu ile gosterilir. Eger
gozlemci sistemin konumunu Olgerse x’de lokallestirilmis olarak bulacaktir. Sistemin
durumu, iki dalga fonksiyonunun siiperpozisyonu olarak (X)+6(x) seklinde
tanimlandigr zaman kuantum girisim ortaya ¢ikar. x konumunda bulunan sistem ig¢in
olasilik yogunlugu klasik fizik kurallarina uyan bir sistemde oldugu gibi olasilik
dagilimlarinin |z//(x)|2 + |¢9(x)|2 toplami seklinde basit degildir. Fakat olasilik yogunlugu
0zel lokallesmelerden dolay: tiimiiyle sistem tarafindan kapsanmayabilen bir girisim
terimi ile modiile edilebilir. Kuantum sistemler klasik sistemler gibi es iliskili
olabilirler. iki pargacigmn w(x,X,)=35(X —x —X,) seklinde durumu, konum y&niiyle
mitkemmel es iligkilidir. Eger birinci sistemin konumu bilinirse o zaman kesinlikle bir
girisim olabilir. Bu iki sistemin konum 6l¢iim sonuglari es iliskili olarak verilebiliyorsa
w(x,X,)+6(x,X,) seklindeki siiperpozisyon dolasiktir denir. Genel olarak dolasiklik;

Olctim sonugclari ile es iligkili verilen iki yada daha fazla kuantum sistemi ile durumlarin
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stiperpozisyonudur. Kuantum mekanik dinamiklerle kurulan dolasik durumla saglanan

giiclii korelasyonlar kuantum teknolojisinde 6nemlidir.

2.1. Einstein-Podolsky-Rosen Ikilemi

Albert Einstein’in goriislerinin bazilar1 kuantum kuraminin temelini olusturur. 1905 yil
gibi erken bir tarihde elektromanyetik alanin kuantumu olarak foton kavramini ilk kez
Einstein One slrmiistiir. Bu kavramdan dalga-parcacik ikiligi fikri gelistirilmistir.
Einstein daha sonralar1 bu kavramlara dayanarak gelistirilen kuramin, fiziksel diinyanin
gecici tanimindan baska bir sey olabilecegini asla kabul edememistir. Bu kuramin
olasilik¢1 yoniine duydugu rahatsizlik Einstein’1 takip eden herkesge ¢ok iyi bilinir.
1926 yi1linda Max Born’un mektuplarindan birine verdigi yanit: “Kuantum mekanigi ¢ok
etkileyici. Fakat igimden bir ses bana yinede heniiz bunun tam ger¢ek olmadigini
soyliiyor. Kuram pek ¢ok sey bildiriyor ama bizi Tanrinin sinirlarina yaklastirmryor. Ne

olursa olsun inaniyorum ki Tanrt zar atmiyor” bu hosnutsuzlugu dile getirmistir

[Penrose 2004].

EPR fikri (Einstein-Podolsky-Rosen ikilemi) ilk olarak kuantum teorisinin eksikligini
kanitlamak i¢in Einstein ve arkadaslarinca ortaya atilan bir diisiince deneyiydi ki bu
diinsiince deneyini “gendankenexperiment” olarak tanimlamislar. Fakat sonraki yillarda
EPR’ye doniik deneylerin yapilmasi bu olaymn paradoks olmaktan ¢ok ‘“doganin
davranig1” oldugu diisiincesinin agir basmasina neden oldu. EPR fikrinin en ilgi ¢ekici
yani iki dolasik pargacigin aralarinda uzun mesafeler olmasina ragmen birbirlerinin

kuantum durumlarini bir an i¢in etkileyebilmeleridir.

Diyelim ki, A ve B bdlgelerinden olusan fiziksel bir sisteme sahibiz. A ve B bolgelerini

iki farkli parcacik olarak kabul edelim. A’ nin durumunu belirleyecek iki ve birbirine dik
secenegin |a> ve |p> oldugunu, B’nin durumunu belirleyecek segeneklerin ise | ﬂ) ve
|O'> olduklarin1 varsayalim. Daha 6nce gordigiimiiz gibi genel birlesik durum A

durumu ile B durumunun sadece bir carpimi degil fakat bu gibi ¢arpimlarin bir

birlestirimidir. Bu durumda A ve B’nin iliskili oldugunu (korelasyon) sdyleriz. Sistemin
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|a>| ﬂ) +| ,0>|0'> oldugunu varsayalim. Ol¢iim yapildiginda son durum ya |a>| ﬂ) yada
| p>|0'> olacaktir. Olgiim sonucuna gore digerinin ne oldugu saptanabilir. Ayn1 anda her

iki durumu da gérmemiz miimkiin degildir. Ancak bir 6l¢iim yapildigi takdirde diger
durum tespit edilebilir. Tipk1 usta bir bilardo oyuncusunun bilardo masasindaki toplarin
her birinin nereye dogru gittigini gérememesi fakat amacina ulasabilmesi diisiiniilebilir.
Klasik olarak bile tam olarak tespit edilemeyen iki farkli durum, kuantum diinyasinda

da anlik olarak da tespit edilmesi miimkiin degildir.

Alice Bob

Sekil 2.3 EPR diisiince deneyi

Sekil 2.3 de temsil edilen EPR diisiince deneyi elektronlarla gergeklestirilmistir.
Merkezdeki kaynaktan iki elektron gonderilmektedir. Bu gonderilen elektronlar, A ile
temsil edilen elektron Alice isimli gdzlemci tarafindan ve B ile temsil edilen elektron
Bob isimli gézlemci tarafindan algilanacaktir. Simdi kargimiza iki durum ¢ikacaktir. 1.
durumda; Alice tarafindan olgiilen A elektronu yukar1 yonde spin, Bob tarafindan
Olclilen B elektronu asagi yonde spin verecektir. 2. durumda ise; A elektronu asagi
yonde spin, B elektronu yukari ydnde spin verecektir. Iste bu 2 durumun kuantum

stiperpozisyonu olarak dolasik bir durum karsimiza ¢ikacaktir. Bu olay anlik bir olaydir.

EPR makalesi 2 6nemli sonug ortaya koymustur. Bunlar;

v “Birinci pargacigin baska bir 6zelligini, belki de gelisen bir Ozelligini bile
Olgebiliriz ve ciftin diger teki olan ikinci parcacigin ilgili 6zelligini bilebiliriz.
Boylece ikinci parcacigin ilgili diger o6zelligi gercek olacaktir” diisiincesini
igermektedir.

v EPR’nin yerellik varsayimina gore; galaksinin iki ucunda iki pargacik olsun. Bu

parcaciklardan birine hi¢ dokunulmadan diger pargacik Slciilsiin. EPR'ye gore

14



birinciyi Olgerek kesinlikle wuzakta olan ikincinin ger¢ek durumunu
degistiremeyiz. Birinci pargacigin her iki dl¢limiinii de yapabildigimiz i¢in ve
yerellik varsayimiyla bu sadece kendi basina ikinci pargacigi etkilemeyecegine
gore, ikinci parcacigin, her iki olasi 6zelligi i¢in birinci pargacigin Sl¢iimlerine

dayanan dnceden ayarlanmis gergek degerler olmalidir.

2.2. EPR-Bell Durumlarimmin Dolasikhik Miktarlar:

1935 yilinda Einstein, Podolsky ve Rosen iki pargaciklt durumlar igin ilk klasik
dolasiklig1 ortaya koymuslardir. Bu EPR diisiince deneyi 1980 1i yillarda bir fizik
laboratuarinda test edilmistir. Aspect deneyleri, Einstein'in Ongoriilerinin hatali
oldugunu gosteren ve Bohr'un Einstein'a karst kuantum teorisini savunmasini
destekleyen niteliktedir. EPR'de ancak yerel nedensellik ihlal edilirse, yani uzaktan
etkileme miimkiin olursa gergeklesecegi soOylenen durumun; Aspect deneylerinde
gerceklestigi gosterilmistir. Aspect, deneylerini fotonlarin kutuplanma o6zelliklerini
kullanarak gerceklestirdi. Deneyler icin foton ¢ifti salan atomlar kullanildi. Bu foton
ciftleri birbirlerinden ne kadar ayrilirlarsa ayrilsinlar -kuantum teorisine gore- birinin
kutuplanmas: dikse, digerininki yatay olmalidir. Kuantum teorisinin 6nemli bir
ozelliginin 6lgmeyi yapanin Olgiileni etkilemesi oldugunu hatirlayalim. Kutuplanmay1
Olgen alet (polarizator) fotonun kutuplanmasimin dik veya yatay olmasini da etkiler.
EPR hayali deneylerini ger¢cek deney olarak gergeklestiren Aspect ve arkadaslari,
biitiiniin parcalarin toplamindan fazla bir sey oldugunu, biitiinii pargalara indirgeyip
anlayamayacagimizi, pargalarin birbirlerinden ayrildiklarinda uzak mesafelerde bile

biitiinsel ozellikler gosterebildiklerini deneyleriyle dogrulamislardir.

Dolagiklik iki kubit igin ¢ok daha iyi anlasilmaktadir. iki pargacikli dolasik durum
Erwin Schrddinger tarafindan matematiksel olarak formiillestirilmistir. Iki seviyeli
sistemler Kkubit, ti¢ seviyeli sistemler kiidrit, dort seviyeli sistemler kuadrit olarak

adlandirilirlar.
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Sekil 2.4 a) Iki kubitin gosterimi b) ki kiidritin gdsterimi c) iki kuadritin gosterimi

Iki kubitin temel durumun Schmidht formunda ifadesi,
|w) =2 ki i) 2.7)

ile gosterilir ve k;, Kk, Schmidht katsayilaridir [Rai and Luthra 2005]. Schmidht

katsayilar1 normalizasyon sartina uyarlar.

ki +k>=1 (2.8)

A ve B ile adlandirilmis iki kubitin olusturdugu bir sistem i¢in tanimli dort EPR-Bell
durumu mevcuttur. Bu 4 EPR-Bell durumunun her biri dolasik bir durumu ifade eder. 4
EPR-Bell durumu,

|W1> - (|OO>AB +|11>AB) (2.9)

-
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vz} = 75 108) +10)) (210)
)= 5 (100} 118, ) 1)
)= 500, - 10),,) 212)

ile tanimlanmaktadir. Iki parcacikli sistemin en kiiciik boyutu “d” ile tanimhdir. d

boyutunun degerleri 0 ve 1 alindiginda AB sisteminin Schmidt formunda ifadesi,

) =00 | #)| ) + o [ 4)| ) 2.13)

seklinde formiiledir. Burada p, ve p, indirgenmis yogunluk matrisin 6zdegerleridir.

|l//> ifadesinin normalizasyon kosuluna uymasi beklenir Ki p,+ p, ifadesi her zaman

“1” e esittir. Matris olarak ifade edilecek EPR-Bell durum fonksiyonlarini ayri ayri

eslenikleri ile carptigimizda AB sisteminin yogunluk matrisini elde ederiz.

Pars = |‘//i><‘//i | (2.14)

EPR-Bell durumlarinin her birinin yogunluk matrisi hesap edilip indirgenmis yogunluk

matrisleri bulundugunda her birinin ayn1 matris sonucunu verdigi goriiliir.

Pa (2.15)

o N

Indirgenmis yogunluk matrisi p, =Tr, ( pAB) seklinde tanimlidir. Tr; B ilizerinden
kismi iz olarak bilinmektedir. Schmidt katsayilar1 p, 'nin 6zdegerlerinin karekokiidiir.

p, nin O6zdegerleri “1/2” dir. Boylece Schmidt katsayilari,

kK, = E (2.16)

degerlerini almistir.
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Dolasikligin 6lgiisii olan konkurus ifadesi [Ou and Fan 2007],

C= \/m= ’2(1—2 pfj (2.17)

seklindedir. Dolasikligim bir diger 6lciisiide negativity tanimidur. Iki pargacikli sistemin

negativity esitligi ise,

d-1

N = (2.18)

Sistemin boyutu “d=2" alindiginda konkurus ve negativity ifadelerimiz “1” degerini
vermektedir. Bu “1” degeri 4 EPR-Bell durumunun maksimum dolasiklik miktarini
belirtir. Konkurusun aralign “0” dan “1” e kadardir [Ozen ve Dermez 2009]. Bu

hesaplarin Mathematica verileri Ek 1 de verilmistir.

2.3. Atom Dolasikhig

Tuzaklanmis atomik iyonlar uzun tutarlilik zamani ve uzun tuzaklama 6mriinden dolay1
olgeklendirilebilir kuantum hesabi i¢in uygun sistemler arasindadir [Maunz et al. 2007,
Moehring et al. 2007]. Tuzaklanmis atomlar lazerler ile kolayca etkilenebilir ve
ortamdan ¢ok iyi izole olabilirler [Moehring et al. 2007]. Genellikle iyon tuzaklama
hesaplarinda kubitler i¢in tuzaklanan iyonun hiperfin durumlari kullanilir. Yakin
mesafeli tuzaklanmis iyonlar Coulomb c¢ifti hareketi nedeniyle dolasik olabilmesine
ragmen fotonlar tarafindan, ek bir etki yiiziinden kiiciik bir derece yerel iyon dolagiklig
daha olagan goriiniir [Cory and Havel 2004]. Iki iyon veya atomun uzak dolasiklig1 Bell
durum 06l¢ii parcacifinca sagilan hedef iki foton tarafindan elde edilebilir. Bell durum

Ol¢iistiniin ash iki fotonun kuantum girigimidir.
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Sekil 2.6 ile gosterilen iki n seviyeli iyonun, etkilesim ile ortaya ¢ikan dolasikligt

L RN ) o

seklinde dalga fonksiyonlariyla tanimlanmaktadir. Bu dalga fonksiyonlarin birincisi

simetrik, ikincisi anti simetrik dolasik dalga fonksiyonudur.

n+l

|J/J/ —

Sekil 2.5 Iki n seviyeli iyonun etkilesim gosterimi

Kuantum mekanigi, dolasik olabilecek sistemin sayisina bir sinirlama getirmemektedir.
Bu zamana kadar dolasikligin birgok laboratuar ¢alismasi iki pargaciktan daha fazla

parcacikla diizenlenmektedir. Bir iiglii sistem i¢in dolasiklik durumu;

1

N7

|GHZ) = —=(|000) +|111)) (2.20)
dalga fonksiyonu seklinde tanimlanabilir [Greenberger et al. 1989]. Bu tiirdeki ¢oklu
parcacik dolasik durumlari Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) kuantum durumlari
olarak bilinmektedir. GHZ durumlar1 6zellikle iki parcaciktan daha cok dolasiklik

incelemelerinde 6neme sahiptir.
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Sekil 2.6 Tuzaklanmais {i¢ iyonun lazer etkilesimi

1990 yilinda D. Mermin GHZ durumunun klasik olmayan veya sakli degisken tanimi
olarak belirtilebilir deney gosterimini 6ne stirdi. Sekil 2.8 de goriildigii gibi kuantum
iligki 4 farkli 6l¢lim yapilarak gosterilmistir [Mermin 1990]. Gosterimin klasik yorumla
celiskili oldugu belirtilmistir.

AWAWAWAN
VOVAWAN

AWAWAN
AWAWAN

Sekil 2.7 D. Mermin'in GHZ durumunun gosterimi
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3. TUZAKLANMIS iYON

Iyonlar1 tuzaklama diisiincesi ilk olarak 1936 yilinda Hollandali F.M. Penning
tarafindan ileri siiriilmiistiir. Penning, durgun manyetik alan ve homojen olmayan statik
elektrik alan kuvveti altinda parcaciklart depolamayi yani tuzaklamayr disiinmiistiir
[Phillips 2004]. Alman bilim adam1 Wolfgang Paul ise 1950'li yillarda ikinci tiir bir
iyon tuzagi bulmustur. Paul tuzaklama ile adlandirilan tuzaklama, ilgili parcaciklarin ve
atomlarin AC (alternatif akim) elektrik alani altinda gergeklestirilmistir. Giliniimiizde
kullanilanlar da hala bu onciilerin gelistirdigi ilkelere dayanmaktadir. ilk deneyler
binler, milyonlar basamagindaki ¢ok sayida iyonla yapildigindan tamamiyla agiga
kavusmamustir.  Yillar gectikce aragtirmacilar, tuzaklanan iyon sayisini birkaga
indirmeyi amagladilar. 1978'de Alman P. Toschek ile ABD’li Hans Dehmelt ve
arkadaslar1 bir tuzak iginde birka¢ baryum iyonundan olusan bir iyon bulutu elde etmeyi
basarmiglar. Zaman zaman iyon sayisini bire kadar indirmeyi basarmislar. Deneylerini
daha sonralart daha basarili hale getirerek 1518 bir iyondan mi yoksa daha fazla
iyondan m1 geldigini belirlemeyi basarmislardir. Bilim adamlarinin merakla bekledikleri
deney sonuglar1 u¢ kosullarda (¢ok az sayida iyon bulunan) gegerli olmasi gereken,
atomlarin foton yayinlamasi ya da sogurmasi gibi tiimiiyle kuantum mekaniksel olaylar
deney sonugclari ile dogrulanmistir. Deneyin daha da gelistirilebilmesi miimkiindiir. Bu,
bir tuzaktaki birka¢ iyonu uzun siire kolayca gézlemlemek i¢in onlarin 1sil (termik)
hareketlerini durdurmak kisacasi onlarin 1silarimi diistirmek gerektiriyordu. Ancak
1987'de yapilan deneyler sasirtict bir sonug¢ vermistir. Isilarmin diistirilmesi sonunda
birkag iyondan olusan diizensiz bir buluttan yayimlanmasi beklenen 1s1gin davranisinin
timiyle degistigi gozlendi. Tuzagin icinin g¢ekilen fotograflari, iyonlarin kristallere

benzeyen diizenli yapilar verecek bicimde dizildiklerini gdstermistir [int.Kyn.3].

Iyon tuzaklamanin deneysel olarak nasil olusturulduguna bir géz atalim. Iyon tuzaginin
temel pargasi, i¢inde iyonlara bir elektrik alan kuvvetinin etki ettigi elektrik yiikli metal
bir kutudur. Kutu, alt ve iistten ¢ukur bakir kapaklarla kapatilmis, kendi de bakirdan bir
halkadir. Halka ve kapaklar, birbirlerine tam dokunmayacak bi¢imde yer-

lestirilmislerdir; bdylece, farkli gerilimlerde tutulabilirler. Ornegin; halkaya pozitif (+),
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kapaklara negatif (-) elektrik gerilimi uygulayarak pozitif (+) yiiklii iyonun bu durum
altindaki davraniglari incelenir. Eger iyon tam merkezde degilse iyonun yakin oldugu
kapaga dogru hareket etmesinden baska bir sey beklenemez. Sayet tam merkezde ise
elektriksel etkiler birbirini dengeleyecektir [Int.Kyn.3]. Pozitif yiiklii halkanin etkisi ise

iyonu merkeze dogru itecektir ve merkezde kalmaya mecbur birakacaktir.

Endcap

Sekil 3.1 Iyon tuzagmin elektrot yapisi

Birde halkaya negatif (-), kapaklara pozitif (+) elektrik gerilimi uyguladigimizi
varsayarak yorumlayalim. Kapaklar art1 yiiklii iyonu merkeze dogru itecektir. Halka
etrafinda dairesel bir eksi yiik ile iyonu g¢ekmeye zorlayacaktir. Bu dairesel etki
manyetik alan olarak bilinmektedir. Bu durumda halkanin yiikiinden ve 6zelliginden
dolay1 iyonun hareketi Kkararsizdir. Penning, tuzaklamada iste bdyle bir manyetik
alandan yararlanmigtir. Boylece Penning tuzag: diye ifade edilen tuzaklamada iyonun

uzayin ii¢ dogrultusunda da tuzaklanmasi gerceklestirilmis olur [Blatt et al. 1992].

o=y
la=a-o
(?_)1
—

&)
o

Sekil 3.2 iki lazer 1511 ile ii¢ seviyeli iyon etkilesimi
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Sekil 3.2 de sagdan ve soldan iki lazer 1sminin gonderilmesiyle iyon etkilesimi
gerceklestirilmektedir. Iki klasik lazer alani tarafindan harmonik potansiyelde iyon
tuzaklanmas1  diisiiniilmektedir. Bu tuzaklamada lineer tuzaklama yOntemi
diisiiniilmektedir. Tuzaklama x-ekseni boyunca tasarlanmaktadir ve sikica hapsedilmis
enine hareket ihmal edilmektedir [Miistecaplioglu 2003]. Iyonun her iki lazer 1s1n1yla

etkilesimi sonucu tiim sistemin toplam Hamiltonyeni,

H=Hg, +H,, +H +H, (3.1)
S

= +—MmVX 3.2

ow = e ©2)

Hion = Wy Ree +(a)eg T Wy ) Rrr (33)

burada H, ve H, soldan ve sagdan gelen iki lazer 11ninin iyon ile etkilesimi ile toplam

Hamiltonyene ek olarak gelen etkilesim Hamiltonyenleridir. @, ; uyarilmis seviye ve

temel seviye arasindaki frekans, @, ; uyarilmis seviye ile raman seviyesi arasindaki
frekansdir. QQ ise zamana bagli olmayan Rabi frekansi olarak adlandirilir. Bu katsay1
Abdel Aty (2005) makalesinde zamana bagli yeni kapling parametresi (new time-

dependent coupling parameter) olarak alinmistir [Abdel-Aty 2005].

Q i(+kx—

H, = _21 e R +HC (3.4)
Q i(kyx-w,

H, = S2e R H e (3.5)

a ve b temel, uyarilmis ve raman seviyeleri olarak iyonik gecis operatorleri R = |a)(b|

bilinmektedir ve R, + R+ R, =1dir. ki lazer 151 ¢, frekansi ve k; > 0 dalga sayisi

[13%4]
1

tarafindan karakterizedir. ifadeleri kompleks oldugunu degil fonon sayisimi belirtir

(i=1,2 -1 birinci lazer 15101, 2 ikinci lazer 1g1n1-).
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i . . fm .
Iyonik kiitle merkezi hareketinin kuantum mekaniksel incelemesi p, =1 TV(a' — a)

ve X = \/1/ 2mv(a + aT) yolu ile H,, 'nin standart harmonik osilatér niceligince temsil

edilebilir. Harmonik tuzaklama frekansi “v ” biitiin seviyeler i¢in ayn1 varsayilmaktadir.

Bozonik operatdrler a ve a’ olagan Eyl-Heisenberg cebirine uyan titresimli fononlarin

X+ip
my

. ‘g -~ myv
yaratma ve yok etme operatdrleridir. Yaratma operatorii a =, /Z_h( ) ve yok etme

operatorii a*=,,%(x_'pj dir. Lamb-Dicke parametreleri (7) olarak bilinen
my

n;, =k;\1/2my sistemin Hamiltonyeninde yazilirsa,
H=H,+V (3.6)

H, =va'a-4R

ee

_(51 _52)Rrr (37)

Ql iinl(aua) Q iinz(aﬂa)

V=—e R, +—=¢ R,+Hc (3.8)
2 2

Sistemin toplam Hamiltonyenini yazarken H,, + H,,’un H, olarak ve H, + H, ‘nin

ise V olarak yazildigina dikkat edilmelidir. 6, =, — @, Ve 6, = », — @, dir.

Q iim(aﬂa) +&eiin2(a++a)

H=va'a-6R —(51—52)Rrr+?e R R, +Hc (3.9)

1" Yee €g

Abdel-Aty  (2005) makalesinde  Eq(1l)  deki klasik  elektrik  alan
.
E; (X,t) = E, exp(io;t) COS[?J)A(+¢jjile verilmistir. E; (X,t) ifadesindeki kosiniislii

terim bir stirekli dalga (standing wave, sadece kosiniis) i¢in lazer alaninin mod yapisini

tanimlar. Burada ¢, dalga igin tuzak potansiyelinin konumunu tanimlar, burada X

konum operatoriidiir [Abdel-Aty 2005]. Biz ise c¢alismamizda etkilesim
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hamiltonyeninde klasik elektrik alan1 gezgin dalga (travelling wave, cos+i.sin)

formunda aldik.

U, = gl etz Re potansiyelince bir doner kafes doniisiimii uygulanmaktadir.

aa’-a" ... .
Glauber yer degistirme operatori olan D(«) :e( ol-a'a) ‘nin bigiminde bozonik

serbestlik derecesinin V etkilesimine girmektedir. Yer degistirme operatoriinde
o = xindir. Her iki lazer 1gmninin frekanslarinin esit olduklar varsayilirsa; o, =0, ve

Rabi frekanslarida , =Q, =Q olur. Glauber yer degistirme operatdriinii 7 cinsinden

yazarsak; D(n)=€"*"*" olacaktir. Uyarilma sonucu olusan Rabi frekans1 Q =2v

iken, doniisiim matris U bazi ara islemlerden sonra

0 2 2
U =2 2D() D) -D() (310)
V2D(-7) D(-n) -D(-7)

matrisini vermektedir [Dermez ve Miistecaplioglu 2009]. Doniistiiriilmiis Hamiltonyen

(The transformed Hamiltonian), U matrisi yardimi ile bulunur.

H=U'HU =H,+V (3.11)
H, =va'a+nv’ +v(Rrr —Rgg) (3.12)
V =-iu(a'R, -a'R,, +hc.) (3.13)
u ile tanimli degerin karsihigr u = Y dir, Titresimli fononlarin koherens yer

V2
o o . 1
degistirme genligi o ile tamimlanmaktadir ve 7 <— esitsizligi, rotasyon dalga
a

yaklasimi altinda saptanan Hamiltonyen i¢in tutarlilik gosterir [Miistecaplioglu 2003,

Dermez ve Miistecaplioglu 2009].
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Baslangi¢c durum fonksiyonunun zamanla degisim fonksiyonu,

|l (1)) =UiUe "™ K (U |w(0)) (3.14)

(@) =(x|g)+ y|r)+2[e)) ® 3 F [n) (3.15)

n=0

Burada |y(0)), iyon-lazer kuantum sisteminin dalga fonksiyonudur. F, ise titresimli

fononlarin Fock durumlarinin genligidir. Etkilesimin goriintii degisimi e ™o dir.

Fotonlarin ii¢ seviyeli iyon ile etkilesimi sonrasi olugan son dalga fonksiyonu,

lw(t)) = i(un (®)]e,n)+v, (t)|r.n)+w,(t)]g,n)) (3.16)

n=0
ile tanimlanir. u, (t), v, (t), w,(t) fonksiyonlari,

—Ia{t

u(t)—\/_

[B, () +C, ()] (3.17)

v, (1) = ZDmn(m)[ S0 M} (3.18)
0= 30, i) A0+ E0ZCO) 319

Goriildiigii izere fonksiyonlarimiz A, (t), B, (t), C,(t) zamana bagli fonksiyonlari

icermektedir.

A, (1) = {An coS(ﬂt«/2m+ ( F m”\/Tjsm ut«/Zm_+} “ivt(men?) (3.20)

5.0 {An ot )-8, - cos o .. (m+1)(m+2)[1COS(MM)}}M(MM (3.21)

2m+3
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[l—cos(;m/ﬁﬂ o ) (3.22)

N
7=
7

s, 1o -5,

cm(t)—[Am T

A, =%:20[an D,.,(ir7) - YF, D, (-i1)] (3.23)
B, =} Z[x D, (i) + YF, Dy (<i7)] (3.24)
C, = j_F _EHZ; [XF,D,,, (in) + YF, D, (-in)] (3.25)

Bu fonksiyonlar yerlerine koyulup uzun hesaplardan sonra etkilesimden sonraki toplam

dalga fonksiyonuna ulasilir. Es.(3.16) dalga fonksiyonuyla Es.(2.14) denklemini

kullanarak iyon-lazer kuantum sisteminin yogunluk matrisi elde edilir. p, =Tty (0ps)

esitligiyle indirgenmis yogunluk matrisi bulunur. Daha sonra gerekli esitlikler
yardimiyla hesaplamak istedigimiz dolasiklik miktari, kuantum entropi gibi nicelikler
hesap edilebilir. Bu hesaplar Maple, Mathematica gibi programlama dilleri ile hesap
edilirse iglemlerin hata payr daha diisiik olacaktir ve daha hizli sonuglara ulasilarak

zaman tasarrufu edilebilir.

3.1. Paul Tuza@ (Paul Trap)

Paul’un onerisinde yalnizca elektrik alanlar1 kullanilir. Fakat bu kez elektrik alanlari,
zamana bagl olarak hizla degisirler. Once halka arti gerilimdeyken, kapaklar eksi
gerilimde olsunlar. Gerilimler zamanin fonksiyonu oldugundan baslangicta merkezde
bulunan iyon merkezden uzaklagsmaya baglayacaktir. Bir siire sonra da halka ve kapak
gerilimlerinin isaretleri degis tokus olunca; halka eksi ve kapaklar artt gerilime
gececeklerinden iyon kapaklarin itme etkisi ile merkeze gelerek yatay dogrultuda
uzaklagsmaya baslayacaktir. Yine gerilimlerin isareti degisecek hareket diisey dogrultuya

gececek ve boyle siirlip gidecektir. Boylece de iyon kutunun i¢indeki kiiciik bir bolgede
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hareket etmeye zorlanmis ya da tuzaklanmis olacaktir. Paul’'un yontemi, Penning’in
yonteminden daha uygundur. Ciinkii tuzaklanmis iyonlarin durdurulmasina da izin verir.

Oysaki Paul’un yontemindeki daire bigimindeki hareket durdurulamaz.

Simdi matematiksel yoniine genel olarak bir bakalim: Bir iyon hapsederken F=-k.r
kuvveti uygulanmaktadir. Elektriksel alan kuvvet ile orantilidir ve elektriksel

potansiyelin diverjansina esittir. Ug¢ boyutlu uzayda elektrik potansiyeli
D oc (ozX2 + By + 7/22) (3.26)

orantili varsayalim. Elektrik kuadrapol alan1

0
O =—2(ax’ + By +y7°) (3.27)
r0

olarak belirtilmektedir. Es.(3.27) tiim potansiyel degerlerinde kosullara uymalidir.

Laplace ¢oziimlerinden;
V=0 — a+f+y=0 (3.28)

esitlikleri bulunur. Ornegin; « ic¢in "1", f icin “0” degeri verirsek; a, B, y
toplaminin “0” olmasi igin y degerinin “-1” olmas1 gerekir ki « =-y olur. Elektrik

kuadrapol alan,
)
®=—2(x*-2%) (3.29)

olur. Bir iyon tuzag i¢in, a=p=1 ve y=-2 degerleri verilsin. X=rcoséd ve
y=rsin@’dir. Es.(3.27) den x> +y® toplami, cos®@+sin*6=1 oldugu icin r’
ifadesini verir. Bu verilere gore; kuadrapol alani
)
®=—2(r*-27°) (3.30)

2
r0

olacaktir.
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electrans

Sekil 3.3 a) Lineer rf Paul tuzagi, b) Kapali bolge rf Paul tuzag:

3.2. Lineer Tuzaklama Yontemi

Lineer tuzak {i¢ parcadan olusan bir alettir [Welling et al. 1998, Prasad et al. 1999]. Her
bir bolim olarak dort ¢ubuk montaj edilmektedir [Raizen et al. 1992]. Gerekli
kuadrapol alanina ulasmak icin, cubuklarin capraz kesitleri hiperbolik olmalidir.
Mekanizmadaki zorluklar nedeniyle bu ¢ubuklar kuadrapol alanin bir yaklagimi dairesel

capraz kesitler kullanarak elde edilmektedir [Prasad et al. 1999].

Sekil 3.4 Ug boliim dért gubuktan olasan lineer tuzaklama gdsterimi

Sekil 3.4 de caprazlama karsit elektrotlar arasina V, cosQt voltaji uygulanmaktadir.

Tuzaklanan iyonlar z ekseni boyuncadir. Radyo frekansi (r.f.) elektrik alanlari, tuzagin
merkez boliimiiniin biitlin ekseni boyunca tuzak eksenine c¢aprazvaridir. Tuzak

ekseninin zamanla degisen potansiyeli,
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V XZ _y2
o= %COSQ‘: (3.31)

Burada R, tahmini olarak tuzak elektrotlarinin ekseninden ylizeyine mesafesine esittir.

Yeterince yiiksek frekansdaki Q i¢in radyal dogrultuda sdzde harmonik potansiyel

sonucu,
Vi m
Op :—4qu§ =~ (x2+y2):£mf(x2+y2) (3.32)
o =Y (3.33)

" J2m OR?

o, , radyal dogrultuda titresim frekansidir. Tuzak ekseni boyunca saglanan hapsedilme

icin U, statik voltaji son kesime uygulanmaktadir ve tuzaklanan pozitif iyonlar icin

U, >0 dir.

Lineer tuzaklamanin avantajlari; hizli tarama siiresi, artan iyon depolama kapasitesi ve

olay1 yorumlama kolaylig1 saglamasidir [Int.Kyn.4, Schwartz et al. 2002].

3.3. Bir¢ok Farkl ilk Sartlar Alinda Tuzaklanmis iyonun iki Lazer ile
Etkilesimi
3.3.1. Lazer-Iyon dolasik sisteminin kuantum dolasikhiginin karakterize edilmesi

Iki lazer 151n1n ii¢ seviyeli iyonla etkilesiminden sonra Hilbert uzayinda 6-boyutlu bir
sistem ile ilgilenilmektedir. Es.(3.16) ile verilen fotonlarin {i¢ seviyeli iyon ile etkilesimi

sonras1 olusan dalga fonksiyonunda yer alan u, v, w dalga genlik fonksiyonlarini

30



incelemeye aldik. u, v, w fonksiyonlar1 Es.(3.17)-Es.(3.19) da goriildiigii gibi zamana
gore degisen bir fonksiyondur. Normalizasyon sartlarina uymasi gereken bu
fonksiyonlarin 3 seviyeli ilk dalga fonksiyonunun igerdigi olasilik genlikleri ile
degisimini x’e gore Mathematica programinda ¢izdirerek etkilesimle nasil bir degisim

oldugunu gérmeye ¢alismaktayiz.

x=0 x=0.2 | x=0.4 | x=1/2 | x=1 X=2 x=10 x=100
U, 0.236 0.186 | 0.123 | 0.0041 | 0.236 0.63 3.32 33.5
U, 0.5 0.59 0.66 0.71 0.5 1.32 7 70
u, 0.335 0.26 0.175 | 0.0058 | 0.335 0.88 4.66 47
U, 0.0049 | 0.0049 | 0.0049 | 0.0049 | 0.0049 | 0.0013 | 0.00025 | 0.000025
v, 1 0.98 0.92 0.705 1 2.65 14 140
A 0.55 0.57 0.56 0.5 0.55 1.47 7.8 78
v, 0.25 0.20 0.14 0.0248 0.25 0.65 3.4 34
A 0.0072 | 0.0064 | 0.0054 | 0.0035 | 0.0072 | 0.0115 | 0.058 0.58
W, 1 0.98 0.91 0.705 1 2.6 14 140
w, 0.55 0.57 0.57 0.51 0.55 1.46 7.8 78
W, 0.24 0.19 0.126 | 0.0138 0.24 0.64 3.4 34
W, 0.0072 | 0.0064 | 0.0054 | 0.0035 | 0.0072 | 0.0115 | 0.058 0.58

Cizelge 3.1 u0-w3 fonksiyonlarinin birinci mertebede farkli x degerlerinde goriinen
maksimum noktalarinin tablosu

i ,alfa 0.01 ve

NA

eta 0.01 alinmistir. Tabloya baktigimizda u, v, w degerlerinin x’e goére degisiminde

Cizelge 3.1 deki u, v, w fonksiyonlarinin maksimum degerleri i¢in; ®

.1 : : .
merkez deger olarak x’in — degeri ortaya ¢ikmaktadir. Bu degerin 6nemi iyon dalga

NA

fonksiyonunun olasilik genlikleri olan x ve y degerlerinin birbirine esit olmasidir. Biz

X=X, y=+1-x*> olarak aldik ve z olasilik genligini hesaba katmayarak 0 degerini
verdik. Aldigimiz bu farkli x degerlerinden “x=0" ve “x=1" noktalarinda y degerleri
sirastyla 1 ve 0 olmalidir. Bu noktalarda maksimumlarin birbirleriyle es degerde

olduklar1 goriilmektedir. u, degerinin 0 ve 1 araliginda her x degerinde sabit bir

maksimum verdigi goriilmektedir. Demek ki u, degerimiz x’e gore degismemektedir.
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u, fonksiyonu iginde v/1—x* ve sanal deger (I) bulunmaktadir. Bu ifadelerden dolay
x’in 1°den biiylik oldugu her degerde sanal kisimlarda hesaba girecektir ki biz bunu
Cizelge 3.1 de x’in 2, 10 ve 100 degerlerinde x’e gore azalan bir etki yaptigini

gormekteyiz. Bu sanal kisimlar1 sadece u, ifadesi degil diger u, v, w fonksiyonlar1 da

icerdiginden aym1 sekilde x’e verilen 1 den biiyiik degerlerde \1—x* den dogan sanal
kisimlarda hesaba girecektir. Tabloya bakarak v ile w fonksiyonlarinin
maksimumlarmin birbirine ¢ok yakin hatta ayni olduklar1 goziikkmektedir. Gergektende

cok fazla bir farklililk yoktur. Bu genlik fonksiyonlarinin icerdigi zamana bagl e,
(A@) r, (B,(t)), g, (C,(t)) fonksiyonlar1 ayni olup yalnizca yer degistirme

operatorlerinden dolayr bazi terimlerin isaretlerinin farkli olmasi maksimumlara etki

etmektedir. Bu isaret farklilifi da bazi terimlerde yok denecek kadar az farklilik

olusturmaktadir.
x=0 x=0.2 | x=0.4 | x=1/2 x=1 x=2 | x=10 | x=100
U, 0.236 0.186 | 0.123 | 26x10 | 0.236 | 0.63 3.32 335
u, 0.5 0.59 0.66 0.71 0.5 1.32 7 70
u, 0.335 026 | 0.175 | 3.7x10 | 0.335 | 0.88 4.66 47
U, 0 0 0 0 0 0 0 0
v, 1 0.98 0.92 0.705 1 2.65 14 140
v, 0.55 0.57 0.56 0.5 0.55 1.47 7.8 78
v, 0.235 0.185 | 0.122 | 2.6x10Y | 0.235 | 0.63 3.35 335
v, 0 0 0 0 0 0 0 0
W, 1 0.98 0.91 0.705 1 2.6 14 140
W, 0.55 0.57 0.57 0.5 0.55 1.46 7.8 78
W, 0.235 0.185 | 0.122 | 26x10Y | 0.235 | 0.63 3.35 335
W, 0 0 0 0 0 0 0 0

Cizelge 3.2 u0-w3 fonksiyonlarinin sifirinct mertebede farkli x degerlerinde goriinen
maksimum noktalariin tablosu

Cizelge 3.1 deki omega alfa eta degerleri sifinct mertebe icin olusturdugumuz u0-w3
fonksiyonlar1 icinde gegerlidir. Cizelge 3.2 de bu uO-w3 fonksiyonlarinin sifirinci
mertebe i¢in maksimum noktalarinin tablosu verilmistir. Cizelge 3.1 den farkli olarak

net bir sey gbéze carpmakta; u3, v3, w3 degerleri tiim x degerlerinde sifir degerini
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gostermektedir. Bunun nedeni sifirinct mertebe oldugu icin eta ve alfa degerlerinin
dereceleri sifir olacaktir. Bu durumda da eta ve alfali degerler 1 degerine sahip
olacaktir. u3, v3, w3 fonksiyonlar1 i¢inde eta ve alfali degerlerin bulundugu g3
fonksiyonunu igerdiginden u3, v3 ve w3 degerleri zamana veya iyon dalga fonksiyon
genliklerine bagli olmaksizin sifirt gostermektedir. Cizelge 3.2 deki degerlerin diger
tiim yorumlar1 birinci mertebe i¢in verdigimiz ¢izelgenin yorumlariyla benzesmektedir.
Sadece eta ve alfali ifadeler olmadigindan degerler arasinda ¢ok ufak farklar

gorilmektedir.

Es.(3.20)-Es.(3.22) fonksiyonlarint Mathematica programinda hesaplatarak Es.(3.17)-
Es.(3.18) de belirtilen u,(t), v, (t), w,(t) fonksiyonlarinin n=0,1,2,3 degerlerindeki
sonuglari elde edildi. Son dalga fonksiyonu olasilik genlikleri toplam da 12 adet olarak
bulundu. Es.(3.20)-Es.(3.22) fonksiyonlarinin Mathematica verileri Ek-2 de verilmistir.
u,(t), v,(t), w,(t) olasilik genliklerinin birinci mertebe igin diizenlemeleri yapildiktan
sonra Mathematica programinda grafikleri ¢izdirilmistir. Birinci mertebe i¢in olusan
tim bu olasilik genligi grafikleri Sekil 3.5-Sekil 3.12 de x’in 8 farkli degeri igin

verilmistir.

Birinci mertebede u, v, w fonksiyonlar1 bazi x degerlerinde ¢izdirildi. Iyon dalga
1
2

degerleri i¢in piklerin zamana gore degisimi incelendiginde u0 ve u2 fonksiyonlarinin

fonksiyonunun genliklerinden biri olan bu x’in 0, 0.2, 0.4, , 1, 2, 10 ve 100

ayni zamanda tepe ve dip noktalar olusturdugunu ve parabollerin birbirine benzedigini

gordiik. 0-15 zaman araliginda, u0 ve u2 fonksiyonlar1 x’in L degerinde (z ekseni

NA

icin sifir degerini verdigimizden x=y degerinde) 6 tepe 6 dip pik verdi. Bu x=y
degerinden uzaklastik¢a pik sayisi azalarak 3 tepe 4 dip nokta olusturmaktadir. Diger u
fonksiyonlart ul ve u3 pikleri, tiim x degerlerinde 0-15 zaman araliginda 4 tepe 4 dip
nokta vermektedir. Tiim x degerlerinde ul ve u3 fonksiyonlar1 ayni pik genisligine ve
araligina sahiptir. Tepe noktasi degerleri ayri ayri u0, ul, u2, u3 fonksiyonlar1 i¢in

farklidir. Onceden belirttigimiz iizere v ve w fonksiyonlar1 arasindaki farkin yer

33



degistirme operatdriinden dolay1 sadece bazi ifadelerin isaretlerinin farkli olmasiydi. Bu
nedenle u ve w fonksiyonlarinin ¢ok ufak farkliliklar disinda kabaca ayni olmasi
beklenmektedir. Zamana bagl olarak ¢izdirilen grafiklerde bu benzerlikler goriildi ve
hatta tipa tip ayn1 dahi denilebilir. vO ve w0, v1 ve wl, v2 ve w2, v3 ve w3 grafikleri

hem pik araliklar1 ve genislikleri hem de zamana gore degisen degerleri acisindan

birbiriyle estir. x’in y’ye esit oldugu — degerinde ul, v1, wl grafiklerinin ve u3, v3,

N

w3 grafiklerinin aynmi piklere sahip olduklar1 fakat farkli maksimum degerlere sahip

olduklar1 goriildii. Yine X:i degerinde v2 ve w2 piklerinin karmasik, x=i

2 V2
degerinden uzaklastik¢a da diger u ve w piklerinin karmagik bir hal aldig1 goriildii.
Zamana gore ¢izdirdigimiz x’in 1 ve daha biiylik degerlerinde i’li kompleks ifadeler yer
aldigindan grafiklerin maksimum noktalar1 orantili olarak artacak sekilde ayni pikleri

verdi.
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Sekil 3.5 Birinci mertebede 0):% , 0=0.01, n=0.01, x=0 degerlerinde u, v, w

grafikleri

34



0.6 1.0
05
0.15 05 08
04 0.4
o 0.10 - o 06 = 03
S 503 2 04 =
0.05 0.2 ' 02
01 0.2 0.1
0.00 0.0 0.0 0.0
0 2 4 6 8 1012 14 0 2 4 6 8 101214 0 2 4 6 8101214 0 2 4 6 8 10 12 14
time time time time
0.25 0.005 0.20 0.006
0.20 0.004 015 0.005
- 0.004
& 015 » 0.003 010 £ 0,003
0.10 0.002 0.002
0.05 0.001 0.05 0.001
0.00 0.000 0.00 0.000
0 2 4 6 8 101214 0 2 4 6 8 101214 0 2 4 6 8 101214 0 2 4 6 8 1012 14
time time time
1.0
08
o 06
= 04
0.2
0.0 X
0 2 4 6 8101214 0 2 4 6 8 1012 14
time time
0.006
0.15 0.005
0.004
= 010 £ 0003
0.05 0.002
0.001
0.00 0.000
0 2 4 6 81012 14 0 2 4 6 8 1012 14
time time

. 1
Sekil 3.6 Birinci mertebede o=
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Sekil 3.7 Birinci mertebede a):% , 0=0.01, 1=0.01, x=0.4 degerlerinde u, v, w

grafikleri
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Sekil 3.12 Birinci mertebede (02% , 0=0.01,1=0.01, x=100 degerlerinde u, v, w

grafikleri

Yine birinci mertebede oldugu gibi Es.(3.20)-Es.(3.22) fonksiyonlarini Mathematica
programinda hesaplatarak Es.(3.17)-Es.(3.18) de belirtilen wu, (t), Vv, (t), w,(t)
fonksiyonlarinin n=0,1,2,3 degerlerindeki sonuglar1 elde edildi. Son dalga fonksiyonu
olasilik genlikleri toplam da 12 adet olarak bulundu. Es.(3.20)-Es.(3.22)

fonksiyonlarmin Mathematica verileri Ek-2 de verilmistir. u, (t), v, (t), w, (t) olasilik

genliklerinin sifirinct mertebe icin diizenlemeleri yapildiktan sonra Mathematica
programinda grafikleri ¢izdirilmistir. Sifirinct mertebe demek eta ve alfa degerlerinin
kuvvetinin sifir olmasi1 demektir. Yani olasilik genligi fonksiyonlarimizin eta ve alfal
degerler icermedigi anlamina gelmektedir. Sifirinci mertebe i¢in olusan tiim bu olasilik

genligi grafikleri Sekil 3.13-Sekil 3.20 de yine x’in 8 farkli degeri i¢in verilmistir.
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Sifirnc1 mertebe igin; birinci mertebede belirlenen ilk sartlar alinmistir ve ayni X
degerleri kullanilmigtir. Yine zaman araligt 0-15 arasinda alimmustir. Grafiklere
bakildiginda u3, v3, w3 genlik fonksiyonlarinin grafiklerinin tiim t degerlerinde sifir

oldugu goriildii. Aldigimiz tiim x degerleri i¢in biitiin grafiklerde ayn1 sayida pik oldugu

N 1 e
saptanmustir. Birinci mertebede x=— degeri i¢in yapilan yorum sifirinci mertebe

VA

icinde gecerli olmamaktadir. Sifirinct mertebe i¢in x=y konumuna yaklasirken piklerin
genisliginde bir azalma oldugu goriilmektedir. u0 ve u2 grafiklerinde aynm t
degerlerinde 3 tepe 3 dip pik olustugu goriilmiistiir. Tim x degerlerimizde ul
grafiklerinde ise 4 tepe 4 dip pik olustugu saptandi. Sifirinct mertebe i¢inde v ve w
fonksiyonlarmin grafikleri birbiriyle benzer sekilde goriintii vermistir. u0’in tepe
olusturdugu noktada ul, ul’in tepe olusturdugu t degerinde u0 dip pik vermistir. Ayni
yorum v0 ve vl i¢inde gegerlidir. u2 ve v2, 3 tepe 4 dip pik vermektedir. Olasilik
genliginin x=0 ve x=1 oldugu grafiklerin tepe ve dip degerleri dahil her seyi ile ayni
oldugu goriilmektedir. Sifirinc1 ve birinci mertebe i¢in tiim fonksiyonlarin birbiri ile

benzer grafikler sergiledigi gozlemlenmistir.
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Sekil 3.13 Sifirincit mertebede w= % , 0=0.01,1=0.01, x=0 degerlerinde u, v, w

grafikleri
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Sekil 3.14 Sifirinct mertebede o=— , 0=0.01, n=0.01, x=0.2 degerlerinde u, v, w
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Sekil 3.19 Sifirinci mertebede 0):% ,0=0.01,1=0.01, x=10 degerlerinde u, v, w

grafikleri
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Sekil 3.20 Sifirinct mertebede w= % , 0=0.01,711=0.01, x=100 degerlerinde u, v, w

grafikleri

3.3.2. Lazer-Iyon sistemin konkurus ve negativity hesaplari

Ucg seviyeli iyon ile lazerin etkilesimi sonucu olusan Es.(3.16) son dalga fonksiyonu ile

bu sistemin dolagiklik miktarlarin1 hesapladik. Bu hesaplamalarda Mathematica

programi  yardimiyla Es.(3.16)  fonksiyonunda yer alan u,(t), v,(t),
w, (t) fonksiyonlarinin igerdigi FEs.(3.20)-Es.(3.22) zamana baglh dalga fonksiyon
genliklerini elde ettik. Bu genliklerin olusturuldugu Mathematica ¢iktilart Ek 2 de
verilmistir. Mathematica da olusan A (t), B,(t), C,(t) fonksiyonlarmi birinci
mertebe ve sifirnct mertebe olarak elle diizenleyerek u (t), v, (t), w,(t)

fonksiyonlarint birinci mertebe ve sifirinct mertebe olarak ayri ayri Mathematica
programina yazarak dolasiklik miktarlarini gérmeye ¢alistik. Dolagiklik miktarlarin

sifirinct mertebe ve birinci mertebe igin dolasikligin 6l¢iisii olan konkurus ve negativity
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grafiklerini olusturarak incelemeye aldik. Bu grafiklerimizi normalizasyon katsayisi
olan x ve t’ye gore 3-boyutlu ¢izdirdik. Bu eksenler; x ve t i¢in 0-15 araliginda alinda ve
buna goére konkurus grafikleri olusturuldu. Mathematica programiyla olusturulan bu

grafikler a =0.01, v=10°, @ =5x10", ®, = @ —n’v ilk degerlerine gére olusturuldu.

Normalizasyon kosullarirmizi x=x, y= J1-%x?, z=0 olarak aldik. Konkurus

grafikleri hem rho hesabiyla hemde Schmidt katsayilariyla olusturulmaya calisildi.
Konkurus i¢in yapacagimiz yorumlar Schmidt katsayilariyla ve rho hesabiyla olusan
grafikleri igermektedir. Schmidt katsayilariyla ayrica negativity grafiklerini de ¢izdirdik.
Ug farkli eta degerinde; n=0.01, 0.1, 0.3 ayr1 ayr iicer grafik olusturuldu.

Sekil 3.21 ile verilen grafige bakildiginda t dogrultusu boyunca 6 tepe, 6 dip pik
olustugu goriilmektedir. Diger eksenimiz olan x dogrultusuna bakildiginda en yiiksek
konkurus degerlerinin 0-1 araliginda oldugu acgik¢a goriilmektedir. Bu aralikta en
yiiksek degerin 0.6 veya 0.7 aninda oldugunu saptadik ve bu degerin x=y degeri olan
normalizasyon katsayilarinin esit oldugu noktada oldugu kanisina vardik. X-ekseni
boyunca 1-15 araliginda grafikte 0.4-0.6 araliginda tepe noktalari olusmaktadir ve tek
tek t degerlerinde grafik belirli bir titresim piki seklinde diizgiin olarak ilerlemektedir.
Konkurus degerinin t’ye gore degisiminde dip pikler sifira tepe pikleri ise maksimum
deger olan 1’e yaklagsmaktadir. Dip piklerin yaklasik olarak belirli t araliklarinda
olustugunu, tepe piklerinin ise 0-5 ve 10-15 araliklarinda esit araliklarla 3 er pik

verdiklerini gézlemledik.

Sekil 3.21 Sifirinct mertebe i¢in eta=0.01 degerinde x ve t'nin 0-15 araliginda
olusturulan 3-boyutlu konkurus grafigi
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Sekil 3.22 ile Sekil 3.21 karsilastirildiginda ayni1 t degerlerinde maksimum ve minimum
verdikleri goriilmektedir. Fakat n’nin 0.1 oldugu grafikte t’nin 5-6 arasinda olusan 1
tepe piki ile t’nin 7 civarinda olusan 1 dip piki gériilmemektedir. Genel goriintii itibari
ile her iki grafik birbirlerine benzemektedirler. Farkli x degerlerinde tek tek
incelendiginde dalgalanmalarda farkliliklar géze ¢arpmaktadir. Mesela x’in 0 oldugu
noktada t’nin 1-2 araliginda; n=0.01 de konkurus degeri 0.2 olarak goriiliirken, n=0.1
oldugu grafikte 0.6 dan 0.1’e inis yapan pik vermektedir. Bu farkliliklar ara ara degisik
x degerlerinde goze ¢carpmaktadir. x degerinin 1-15 araligina bakildiginda en yiiksek pik
t’nin 3-4 araliginda olusan 0.7 degerindeki pikidir.

Sekil 3.22 Sifirinci mertebe i¢in eta=0.1 degerinde x ve t'nin 0-15 araliginda olusturulan
3-boyutlu konkurus grafigi

Sekil 3.23 da t ekseninde 7 tepe 5 dip pik olustugu goriilmektedir. Olusan tepe pikleri
maksimum deger olan 1’e, dip pikler ise 0’a yaklagmaktadir. Yine diger eta degerlerinde
oldugu gibi x-ekseninde en yiiksek konkurus degerleri 0-1 araligindadir. x’in 1-15
araliginda yine t’ye bagl olarak en yiiksek konkurus degeri 0.7 olup t’nin yaklasik 1
oldugu noktadadir.
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Sekil 3.23 Sifirinci mertebe i¢in eta=0.3 degerinde x ve t'nin 0-15 araliginda olusturulan
3-boyutlu konkurus grafigi

Sifirinct mertebe igin olusturdugumuz 3 farkli eta degerinde negativity grafiklerimizi
tek tek inceleyelim. Sekil 3.24 grafiginde en yiiksek negativity degeri 0.5 olarak tespit
edildi. Zamanla yiikselen bir negativity degeri géze ¢arpmaktadir. Negativity degerinin
x’e gore degisimine bakildiginda ayni t degerlerinde genel olarak sabit bir degerde
ilerledigi gortilmektedir. Zamanin yaklasik 1 civarinda olusan 0.5 degerindeki tepe piki
x dogrultusu boyunca ayni degerde seyretmektedir. Dip piklerin t dogrultusunda yukari
dogru yiikseldigi gorilmektedir. Bu durum konkurus grafiklerinden farkli olan bir

durumdur.

Sekil 3.24 Sifirinct mertebe i¢in eta=0.01 degerinde x ve t'nin 0-15 araliginda
olusturulan 3-boyutlu negativity grafigi

Sekil 3.25 ile verilen negativity grafigimizin pikleri Sekil 3.24 ile verilen grafikte
olusan piklerle benzerlik gostermektedir. Yine en yiiksek negativity degeri 0.5 de
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goriilmektedir. Eta degerinin 0.01 oldugu durumda t’nin yaklasik 10 degerinde x’in 1-
15 araliginda olusan asagi dogru pik 0.1 eta degerindeki grafikte goriilmemektedir.
Demek ki bazi farkli durumlar olusabilmektedir. Bu durumu eta degerinin yiikselmesi
ile x’in yiliksek degerlerinde yani kompleks ifadelerin oldugu degerlerde daha yiiksek
negativity degerleri verdigi yoniinde yorumlayabiliriz. Normalizasyon katsayist x’in 1-
15 araliginda yine her t degerinde sabit degerde ilerleyen bir grafik verdigi
gorilmektedir. Yalniz t’nin 2-5 araliginda x boyunca ¢ok ufak sike¢a inisli ¢ikigh bir
grafik verdigini saptadik.

Sekil 3.25 Sifirinci mertebe i¢in eta=0.1 degerinde x ve t'nin 0-15 araliginda olusturulan
3-boyutlu negativity grafigi

Sifirmer mertebede negativity grafiklerinin sonuncusu olan Sekil 3.26 ile verilen
grafikte yine diger 2 grafige benzeyen bir grafik gériilmektedir. En yiiksek negativity
degeri 0.5, en diisiik negativity degeri ise 0.1 olarak olustu ki bu 3 grafikte de tepe ve
dip noktalar ayn1 t degerlerinde kendini gostermektedir. x’in 1-15 araligina
baktigimizda zamanla degisiminde diger 2 grafige gore yukart dogru c¢ekilmeler
goriilmektedir. Mesela; t’nin yaklasik 5 oldugu degerde goziiken dip pik 0.2 den 0.3
degerine ¢ikmis ve yine t’nin 12 oldugu degerde n=0.3 grafiginde 0.5 degerini verirken
1n=0.1 oldugu grafikte 0.4 degerini vermektedir. Fakat bu etaya gore degisim x’in 0-1

ve t dogrultusu boyunca olusan aralikta goriildiigiinii s6ylemek miimkiin degildir.
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Sekil 3.26 Sifirinci mertebe i¢in eta=0.3 degerinde x ve t'nin 0-15 araliginda olusturulan
3-boyutlu negativity grafigi

Birinci mertebe igin konkurus grafiklerini inceledigimizde: Sekil 3.27 grafigi icin
zamana gore degisiminde 6 tepe, 7 dip pik verdigi goriilmektedir. Zamana gore
degisimde dip pik degerlerinin t arttikca bir miktar arttifin1 gordiikk ve zamanla
dolasiklik miktarinin arttigimi soyleyebiliriz. Yine eta 0.01 degerinde grafikte 6 tepe
pikinin t’nin yaklasik 0-5 araliginda 3, 10-15 araliginda 3 tepe piki verdigi goriiliiyor ve
belirli zaman araliklarinda dolasiklik en yiiksek degerini verebilmektedir denilebilir.
0.01 eta degerinde x dogrultusu boyunca grafige bakildiginda x’in yaklasik 1.5 oldugu
noktadan itibaren aymi t degerlerinde istikrarlt bir grafik olustugu goriilmektedir.
Aslinda bu istikrarin 1 degerinden sonra seyretmesi normaldir. Ciinkii; bu noktadan
sonra formiillerden ileri gelen karmasik (kompleks) ifadeler devreye girmektedir. Bu
yorum sifirinct mertebe icin yaptigimiz yorumlar i¢inde gecerlidir. Normalizasyon
katsayisi x’in 0-1 araliginda parabol olusmaktadir. Bu parabol birbirinden bagimsiz
olarak x ve t’ye gore degismektedir. Dolasiklik miktar1 olan konkurus degerinin en
yiiksek degeri x’in 0.5-1 araliginda seyretmektedir. Zaman degerinin yaklasik 1 oldugu
noktada x dogrultusu boyunca konkurus degerinin diger t degerlerine gore daha yiiksek

degerde oldugu acikca goriilmektedir.
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Sekil 3.27 Birinci mertebe i¢in eta=0.01 degerinde x ve t'nin 0-15 araliginda olusturulan
3-boyutlu konkurus grafigi

Sekil 3.28’¢ baktigimizda Sekil 3.27’¢ goére zamana gore degisiminde konkurus
degerinin grafigin genelinde daha dar bir aralikta seyrettigini gormekteyiz. Grafigin t’ye
gore degisiminde dalgalanmalarin ¢okta farkli olmadigi goriilmektedir. Dedigimiz gibi
bazi t degerlerinde olusan dip noktalarin daha yukar1 dogru ¢ekildigi fark edilmektedir.
x dogrultusu boyunca eta’nin 0.01 oldugu grafik i¢in yaptigimiz yorumlar eta’nin 0.1
oldugu grafik icinde gecerlidir denilebilir. Eta degerinin artmasi ile zamana gore
degisen piklerin konkurus dogrultusu boyunca yukari dogru daralan bir seyir izledigi
acikea gorilmektedir. 0.3 degeri igin bakildiginda bu durum daha da netlik

kazanmaktadir.

Sekil 3.28 Birinci mertebe i¢in eta=0.1 degerinde x ve t'nin 0-15 araliginda olusturulan
3-boyutlu konkurus grafigi
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Sekil 3.29 ile verilen eta’nin 0.3 degerindeki grafigimizde dip piklerin konkurus
degerleri maksimuma yaklagsmaktadir. Ayrica diger iki grafigimizden farkli olarak x’in
2-6 aralig1 ve t’nin 5-8 araligina karsilik gelen piklerde maksimuma daha da yaklastig
goriilmekte ve yine x’in 1-3 aralig1 ve t’nin 10-13 araligina karsilik gelen piklerde diger

eta degerli grafiklere gore maksimumlar daha da yukar1 ¢ikmaktadir.

Sekil 3.29 Birinci mertebe i¢in eta=0.3 degerinde x ve t'nin 0-15 araliginda olusturulan
3-boyutlu konkurus grafigi

Dolagikligin diger bir 6lgiisii olan negativity degerlerini Schmidt katsayilariyla x’in 0O-
15 ve t'nin 0-15 arahiginda, 0.=0.01, v=10°, @ =5%x10", o, =o—n’v sartlarinda

birinci mertebe icin eta degerinin 0.01, 0.1, 0.3 degerlerindeki grafiklerini
inceleyecegiz. Oncelikle bu 3 grafikte yine zamana gore degisimde titresimli bir grafik
karsimiza g¢ikmaktadir. Sekil 3.30 ile verilen Lamb Dicke parametresi eta’nin 0.01
degerinde olusan grafige bakildiginda belirtilen t araliginda 6 tepe piki olustugu
goriilmektedir. Dip pik sayisinin tiim x degerinde ortalama 5 pik verdigini saptadik.
Negativity degerlerinin zamana gore degisimde yiikselen bir grafik olusturdugunu
gormekteyiz. Negativity ekseninde en yiiksek degerini t'nin 1 oldugu noktada 0.5, en
diisiik degerini ise t'nin 2 oldugu noktada 0.1 degerini vermektedir. Zamanin 5-11
oldugu aralikta negativity degeri 0.25 ile 0.4 arasinda seyretmektedir. x’in 2-15
araliginda belirli bir diizende pikler olustugu goriilmektedir. Aslinda birinci mertebeden
etanin 0.01 oldugu konkurus grafigi ile uyumlu bir grafik ¢ikmasi beklenirdi. Fakat bu
uyum etanin 0.01 oldugu deger i¢in pek gecerli degildir. Diger eta degerlerindeki

negativity ve konkurus grafiklerinin piklerinde uyum oldugunu gérmekteyiz.

50



Sekil 3.30 Birinci mertebe igin eta=0.01 degerinde x ve t'nin 0-15 araliginda olusturulan
3-boyutlu negativity grafigi

Sekil 3.31’ye baktigimizda en yiiksek pikin t’nin 3-4 arasinda, en diisiik pikin 4-5
arasinda olustugunu tespit ettik. Negativity degeri ne kadar tavan yaparsa hemen
ardinda bir o kadar azalmakta oldugunu grafiklerden gérmekteyiz. Yine x’in 2-15
araliginda diizenli bir grafigin olustugu goriilmektedir. En yiiksek negativity degerinin

0.55, en diisiik degerinin 0.1 civarinda oldugunu saptadik.

Sekil 3.31 Birinci mertebe i¢in eta=0.1 degerinde x ve t'nin 0-15 araliginda olusturulan
3-boyutlu negativity grafigi

Sekil 3.32 de en yiiksek negativity degerinin eta arttikga arttigini gérmekteyiz. 0.3 eta
degerinde en yiiksek negativity degeri t'nin 12 oldugu noktada 0.7 dir. En diisiik
degerinin ise t'nin 4, x’in 1-2 oldugu aralikta 0.25 olarak goriilmektedir. x’in 3-15
araliginda grafik diizenli olarak degisen pikler sergilemektedir. Grafiklerimizde x’in 0-1

araliginda tepe piklerinden c¢ok dip pikler belirgin bir degisim gdostermektedir.
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Sekil 3.32 Birinci mertebe i¢in eta=0.3 degerinde x ve t'nin 0-15 araliginda olusturulan
3-boyutlu negativity grafigi
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4. SONUCLAR VE YORUM

Fotonlarla {i¢ seviyeli iyonun etkilesimi sonrasinda ortaya ¢ikan dalga
fonksiyonumuzun Es.(3.17)-Es.(3.19) ile verilen olasilik katsayilarinin zamana gore

degisimi grafikleri Mathematica programinda ¢izdirildi. Sifirinci mertebede n=0,1,2,3

icin u (t), v,(t), w,(t) olasilik katsayilarinin grafiklerinde x degerinin L degerine

N7

yaklastik¢a olusan piklerdeki geniglik azalmaktadir. Yani zamana karsilik gelen 1°den
¢ok genlik degerinin azaldigi saptandi. Es.(3.15) ile belirttigimiz fotonun seviyesini

belirleyen n degerinde artis oldukca u, (t), v, (t), w,(t) olasilik genliklerinin diizene

girdigi gorildii. Tim bu sonuglardan sonra en diizgiin ve en anlasilir olasilik

genliklerinin x’in L ’ye yakin oldugu sayilarda ve n foton sayilarinin yiiksek oldugu

NA

degerlerde ortaya ¢iktigi sonucuna varildi. Sekil 3.5-Sekil 3.12 ile verilen birinci
mertebe olasilik katsayilari grafiklerinde sifirincit mertebede olustugu gibi x=y degerine

yaklastikca zamana karsilik gelen olasilik genliklerinin pik genisliginin azaldig1

goriildii. Iyon dalga fonksiyon genligi olan x’in L degerinde u0 ve u2 olasilik

NA

genlikleri zamanin 0-15 araliginda daha ¢ok noktada tepe olusturmustur. Bu durumda
x=y degerinde dolasikligin daha yiiksek olmasi beklenecektir. Sekil 3.5-Sekil 3.20 ile
verilen sifirinci ve birinci mertebe grafikleri genel olarak degerlendirildiginde; en
yiiksek olasilikli dolasikligin sifirinct mertebeye gore, birinci mertebede olusmasi

beklenmektedir.

Sifirinct mertebe i¢in konkurus grafikleri Sekil 3.21-Sekil 3.23 ile verilmistir. 3 farkli
eta degerinde ¢izdirilen 3-boyutlu grafiklerde belirli zaman periyotlarinda dolasikligin
maksimuma yaklastig1 goriilmektedir. Eta degeri arttikca konkurus degerlerinde bazi
noktalarda artis baz1 noktalarda azalma goriilmektedir. Fakat konkurus pikleri daha dar
bir aralikta seyretmektedir. Eta degerinin artmasi dolasikliga bir diizen getirmistir. Iyon

dalga fonksiyonu genligi olan x dogrultusu boyunca degisiminde en yiiksek concurrence
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degerinin 0.5-1 arasinda bir noktada olustugu goriildii. Konkurus degerinin en yiiksek
oldugu noktanin, olasiliklarin esit oldugu x=y degerinde meydana geldigi tespit edildi.
Sekil 3.24-Sekil 3.26 ile verilen sifirinct mertebede negativity grafiklerinde, eta
degerinin artmasiyla t ekseni boyunca piklerde ve maksimum negativity degerlerinde
cok fazla bir degisim goriilmedi. Ancak yiiksek x degerlerinde eta degeri arttikca
piklerin zamanla yukar1 dogru ¢iktig1 goriildii. Ayr1 ayr1 degerlendirildiklerinde t degeri
arttikca negativity degerinin arttig tespit edildi.

Sekil 3.27-Sekil 3.29 grafikleri ile verilen birinci mertebe i¢in ¢izdirilen ii¢ farkli eta
degerindeki grafiklere bakarak eta degerinin artmasi halinde dolagiklik miktarinin
Olciisii olan konkurus degeri artmaktadir. En yiiksek konkurus degerleri x’in 0.5-1
araliginda olusmustur. Bu en yiiksek noktalarin iyon dalga fonksiyonunun olasilik
genlikleri olan x ve y’nin esit oldugu degerde meydana geldigi incelemelerden sonra
bulundu. Zamanin fonksiyonu seklinde 5 er birimlik periyotlar alindiginda x’in 0-1
aralig1 g6z onilinde bulundurularak dolasik miktar1 maksimum deger olan 1’e oldukca
yaklagsmaktadir. Bu durum her 3 grafik i¢inde gegerlidir. Grafikler, ilgili bdlge i¢in
degerlendirmede bulunduruldugunda 2009 Dermez R. ve Miistecaplioglu O.E.
makalesindeki Figiir 2-4 grafikleriyle uyumlu oldugu goriilmektedir. Birinci mertebede
negativity grafiklerinde belirli zaman araliklarinda maksimumlarin olustugu ve bu
maksimum noktalarin eta degeri arttik¢ca daha da yiiksek deger kazandig1 goriildi. Sekil
3.30-Sekil 3.32 ile verilen farkli eta degerlerindeki negativity grafiklerinde tespit edilen
en 6nemli nokta eta degerinin artmasi ile dolasikligin 6lciisli olan negativity degerinde

artis olmasidir.

Sonug¢ olarak Lamb-Dicke parametresi eta degerinin ve ayrica alfa ve eta’nin
derecesiyle (kuvveti ile) belirlenen mertbenin artmasiyla dolagiklik miktarinin
yiikseldigi tespit edilmistir. Mathematica programi yardimiyla elde ettigimiz tiim bu

grafiklerde beklenilen sonuglara ulagilmistir.
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EK 2

i I
mmax=30;x=X;y=Sqrt[1-(x"2)];z=0; v =1/ J2 d[n_m_,z ]:= Min[m, n]t *Exp[-
Max[m,n]!

0.5*Abs[z]*]*z"*I"™*LaguerreL[Min[m,n], Abs[n-m],Abs[z]];f[n_,a_]:=Exp[-
0.5%Abs[a J* o"/</n! termaln_m_,n_,a_]:=f[m, a]*(x*d[n,m,I*n]-y*d[n,m,-
I*n]);termb[n_m_,n_,a_]:=f[m, a]*(x*d[n,m,1*n ]+y*d[n,m,-1*n]);
a[n_,n_,o_]:=1/v2 *Sum[terma[n,m, n,a], {m,0,
mmax}];b[n_,n_,a_]:=(z/Sqrt[2])*f[n, a]+0.5*Sum[termb[n,m, n, a],{m,0,mmax}];
c[n_,n_,a_]:=(z/Sqrt[2])*f[n, a]-0.5*Sum[termb[n,m, 1, a],{m,0,mmax}];

ant[n_t_,n_,a_]:=a[n, n,a]*Cos[t*/n +0.5]-(If[n>0,b[n-1,

Y Y ,0]+C[n+1,n,a]*1/ n+l )*Sin[t*/n+0.5];
2*n+1 2*n+1
bnt[n_,t ,n_,a_J:=a[n+1, n,(x]*,/z n:ls *Sin[t*+/n+1.5]+b[n, n,a]*(1-
*n+

(n+1)/(2*n+3)*(1-Cos[t*«/n +1.5]))-c[n+2, 0, a]*\/(n +1)*(n+2) /(2*n+3)*(1-
Cos[t*n+1.5]);ent[n_t_,n_,a_]:=If[n>0,a[n-1,

n,ol*, /2*: — *Sin[t*vn —0.51,0]+c[n, n,a]*(1-n/(2*n-1)*(1-Cos[t* v'n — 0.5 ]))-
If[n>1,b[n-2, n,a]*/n *(n —1) /(2*n-1)*(1-Cos[t*Vn —0.51),0];

Series[ant[0,t, n,a],{"n,0,1},{®,0,1}]

((x-N1—x? ) Cos[0.707107 t])/ v/2 +0.5 (x+/1— x? ) Sin[0.707107 {] a +0[«]%)+(0.5
(i x-iv1— x2 )SIn[0.707107 t]+((i x+iv1— x2 )C0s[0.707107 ] &}/ /2 +0[ ]9 n +0[n ]2
Series[ant[1,t, n,a],{"n.,0,1},{a,0,1}]
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)/N2 +0[ a T)+(((i x+iV1—x? ) Cos[1.22474 t])/ /2 +(-0.288675 (i x-

i1—x? )+0.408248 (N2 x-iv2 1—x?)) Sin[1.22474 1] a+0[a]?) n+0[n]?
Series[ant[2,t, n,0],{n.0,1},{«,0,1}]

(-0.316228 ((x+1— x2 ) Sin[1.58114 {]) & +0[«]%)+(-0.316228 ((i x-iv1—x? )
Sin[1.58114 f])+((iV2 x+i~2 V1-x2) Cos[1.58114 t] a)/~/2 +0[aT?) n+0[n ]’
Series[ant[3,t, n,0],{n.0,1},{«,0,1}]

0[ o ]2+(-0.327327 ((iv2 x-iN2 1—x?) Sin[1.870831]) a+0[a.]) 1 +0[n ]2
Series[bnt[0,t, n,a],{".,0,1},{«,0,1}]
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1+Cos[1.22474 1]))+0.235702 (i J2 x-iN2 \1-x?) (1-Cos[1.224741])) a+0[a])
n+0[n]

Series[bnt[1,t, n,a],{"n,0,1},{®,0,1}]
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