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Fen Bilimleri Enstitiisii
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Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci béliim, giris kismina ayrilmistir. Ikinci
boliimde, bazi halka simiflar1 tanitilarak bir halka {izerindeki polinom halkalarindan ve
matris halkalarindan séz edilecektir. Uciincii boliimde, kat1 halkalarla ilgili olarak bugiine
kadar elde edilen biitiin sonuclar ayrintili bir sekilde incelenecektir. Dordiincii béliimde,
kat1 halkalarin genellegtirilmis Armendariz halkalarla iligkisi incelenerek bir halkanin kati

olmasi i¢in yeni karakterizasyonlar verilecektir.
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ABSTRACT
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Supervisor : Assoc. Prof. Muhittin BASER

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section. In the second chapter, by introducing some ring classes, some discussion about
the polynomial rings and matrix rings will be given. In the third chapter, all the results
connected to the rigid rings obtained so far will be examined in detail. In the fourth
chapter, by investigating the relation between the rigid rings and generalized Armendariz

rings, some new characterizations will be given for rigid rings.
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1 GIRIS

Son yillarda pek ¢ok halka nazariyecinin ilgi odagi haline gelen halkalarin "Armendarizlik"
ozelligi ilk defa 1997’de Rege ve Chhawchharia tarafindan verilmistir. R[x]; R tizerindeki
polinomlarin halkasi olmak iizere f(x) = ap+a1x+- - -+a,x", g(x) = bg+bix+- - -+b,x™ €
R|x] polinomlari i¢in f(x)g(z) = 0iken her 0 < i <mnve 0 < j < mi¢in a;b; = 0 oluyorsa,
bu durumda R halkast Armendariz olarak adlandirilmigtir. Yukaridaki 6zelligi saglayan
halkalara Armendariz halka denilmesinin nedeni; inmig (reduced) (yani; sifirdan farkh
tistel sifir eleman bulundurmayan) bir halkanin bu 6zelligi sagladigini 1974’de gosteren
kiginin E.P. Armendariz olmasidir. Bu kavram halka teoride oldukca fazla éneme sahiptir.
Ozellikle; bir R halkasinin sifirlayanlari ile R[z] polinom halkasmin sifirlayanlar arasmdaki
iligkinin anlagilabilmesi bakimindan énemlidir. Bu konuda ilk olarak, (Hirano 2002)’de
Armendariz bir R halkasi i¢cin R'nin sifirlayanlar: ile R[z]'in sifirlayanlari arasinda dogal
bir birebir eglemenin var oldugunu gostermistir. Daha sonra Armendariz halkarin cesitli
ozellikleri (Armendariz 1974), (Rege ve Chhawchharia 1997), (Anderson ve Camillo 1998),
(Hong ve digerleri 2000), (Kim ve Lee 2000), (Hong ve digerleri 2003), (Lee ve Wong 2003),
(Lee ve Zhou 2004), (Chen ve Tong 2005), (Hong ve digerleri 2006), (Chen ve Tong 2007)
gibi pekc¢ok yazar tarafindan farkl yaklasimlarla caligilmigtir.

(aligmamizin detaylarina gegcmeden 6nce «; herhangi bir R halkasinin bir endomorfizmasi
olmak iizere, R halkasinin a-kat1 olmasindan séz ederken o’y1 ihmal ederek R halkasini
sadece kat1 olarak ifade edecegiz. Qimdi kat1 halkalarla ilgili bugiine kadar yapilan ¢als-
malar hakkinda baz bilgileri hatirlatahm. Ilk olarak (Krempa 1996)’da; o, R halkasinim
bir endomorfizmasi olmak iizere a € R i¢in aa(a) = 0 iken a = 0 oluyorsa o’y1 kats
(rigid) endomorfizma olarak adlandirmigtir. Daha sonra (Hong ve digerleri 2003)’te; bir
R halkasinin kat1 bir @ endomorfizmasinin var olmasi durumunda R’yi a-katr (a-rigid)
halka olarak adlandirmiglardir. Kolayca goriilebilir ki; I, R’nin birim endomorfizmasi

olmak {izere R halkasinin inmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R’nin Ig-kati olmasidir.



Bir R halkasi iizerindeki polinom halkasi kullanilarak verilen Armendariz halka tanimi, son
yillarda R halkasinin skew polinom halkasi kullanilarak agagidaki gibi genellestirilmigtir.
(Hong ve digerleri 2003, 2006)’da; ayni1 zamanda kati halkalarin da genellemesi olan halka
siiflarim sirasiyla agagidaki gibi tammlamiglardir: f(z) = ag + ayz + - - - + a2, g(z) =
bo + byx + -+ - + bpa™ € R[z;a] polinomlan igin f(z)g(z) = 0 iken her 0 < i < n ve
0 < j < migin a;a’(b;) = 0 (a;b; = 0) oluyorsa, bu durumda R halkasi a-skew Armendariz
(a-Armendariz) olarak adlandirilmigtir. Burada o, R’nin birim endomorfizmas: olarak
alindiginda yukaridaki tanimlar Armendariz halka tanimina denk olmaktadir. Ayrica R,
a-skew Armendariz (a-Armendariz) bir halka ve S, a(S) C S olacak sekilde R'nin bir alt

halkast ise, bu durumda S de a-skew Armendariz (a-Armendariz) dir.

Simdi kat1 halkalarin genellestirilmis Armendariz halkalarla olan iligkisini kisaca ozetleye-
lim: «, R halkasimin bir endomorfizmas: olmak {izere, (Hong ve digerleri 2003)’te; R’nin
a-kati olmasi igin gerek ve yeter kogsulun R[z; a]'nin inmis olmasi gerektigini ispatlayarak
kat1 halkalarin bir karakterizasyonunu vermiglerdir. Diger taraftan (Hong ve digerleri
2006)’da; her a-kati halkanin a-Armendariz oldugunu ve her a-Armendariz halkanin da a-
skew Armendariz oldugunu ispatlamiglardir. Dolayisiyla a-kati halkalarin ayni zamanda
a-skew Armendariz oldugu aciktir. Fakat ayni caligmalarinda bu ifadelerin terslerinin
dogru olmadigina dair érnekler vermiglerdir. Ayrica (Chen ve Tong 2007)’de; a-kat1 hal-
kalarin a-skew Armendariz halkalarla olan iligkisini 6zel tipteki bazi matris halkalarin

kullanarak aragtirmiglardir.

Yukarida ifade edilen bilgilerin 15181 altinda; doktora tez calismamizda, kati, a-Armendariz
ve a-skew Armendariz halkalar hakkinda bilinen sonuclar1 gelistirerek kati halkalarin a-
Armendariz halkalarla iligkisini bazi 6zel tipteki matris halkalarini da kullanarak ortaya
koymaya caligacagiz ve kat1 halkalar i¢in bilinenlerden farkh karakterizasyonlar verecegiz.
Ayrica Armendariz ve inmis halkalarla ilgili bilinen baz1 temel bilgiler ispatladigimiz teo-

remlerin sonuglarindan kolayca elde edilebilecektir.



Ikinci boliimde kat1 halkalar: karakterize etmeye olanak saglayan bazi halka siniflari taniti-
lacaktir. Ayrica ilerki boliimlerde kullanilacak olan, bir R halkasindan elde edilen skew

polinom halkasi, matris halkasi gibi halkalar verilecektir.

Uciincii béliimde, bu giine kadar bilinen tiim kati halka karakterizasyonlar: ayrmtili bir
sekilde ispatlariyla birlikte verilecektir. Bu béliimiin ilk kisminda; (Hong ve digerleri
2000)’de elde edilen, bir halkanin kati endomorfizmasinin monomorfizma oldugu ve kati
halkalarin inmis oldugu gibi sonuclara deginilecektir. Ayrica kati halkalar tizerinde saglanan
baz1 6zellikler gosterilecek ve Ore geniglemesi kullanilarak kati halkalar icin bir karak-
terizasyon verilecektir. Ikinci kisimda; (Hong ve digerleri 2003)’te tanimlanan a-skew
Armendariz halkalarin kat1 halkalarla iligkisi incelenerek (Matczuk 2004) ve (Chen ve
Tong 2005)’de farkh yaklagimlarla elde edilen baz1 kati halka karakterizasyonlar ortaya
konacaktir. Uciincii kisimda; (Hong ve digerleri 2006)’da tanimlanan a-Armendariz hal-
kalar yardimiyla kati halkalar i¢in yeni denk kosullar verilerek (Chen ve Tong 2007)’de
baz1 6zel tipdeki matris halkalar1 kullanilarak bir halkanin kati olmasi icin farkh gerek ve
yeter kogullar aragtirilacaktir. Son olarak bugiine kadar kat1 halkalarla ilgili bilinen tiim

sonuglar listelenecektir.

Tez caligmasinin orjinal kisminmi olugturan son boliimdeki amacimiz, kat1 halkalarin énce-
den bilinen karakterizasyonlarini da icine alan yeni karakterizasyonlar elde etmektir. Bu
boliimiin birinci kisminda ; o, R halkasinin bir endomorfizmasi olmak iizere R halkasinin
a-kati olmasi igin gerek ve yeter kogulun S3(R) halkasinin a-Armendariz oldugunu ispat-
lanacak ve boylece (Hong ve digerleri 2003)’de agik birakilan bir soruya olumlu cevap veri-
lecektir. Ayrica n > 4 i¢in a-Armendariz olmadig: bilinen S, (R) halkasinin a-Armendariz
olan bazi alt halkalar1 da belirlenerek R halkasinin kati olmasi igin yeni denk kosgullar veri-
lecektir. Son olarak dordiincii boliimiin ikinci kisminda; R ve S iki halka, o : R — .S bir
halka izomorfizmas1 ve o, R’'nin bir endomorfizmasi olmak iizere R’'nin a-kat1 olmasi i¢in

gerek ve yeter kosulun S’nin ocao~!-kat1 olmasi gerektigi ispatlanarak kati halkalar icin



yeni bir karakterizasyon elde edilecektir. Bu sayede (Chen ve Tong 2007)’deki sonuclar
genellegtirilmis olacaktir. Ayrica R halkasi {izerindeki bazi1 polinom halkalar1 kullanilarak
R’nin kat1 olmasi i¢in bazi denk kosullar verilecektir. R, degigmeli bir S halkasi iizerinde
cebir olmak iizere R’nin S ile Dorroh geniglemesinin hangi sartlar altinda a-kat1 oldugu
belirlenecektir. Son olarak yariasal halkalarin bir karakterizasyonuna benzer olarak kati

halkalar i¢in de bir denk kosul ispatlanacaktir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢aligmamiz icin gerekli olan temel kavramlar verilecek ve sonraki boliim-
lerde ihtiyac duyulacak olan bazi halka siniflar1 tanitilacaktir. Bu calismada, aksi belir-
tilmedikce R birimli ve birlegsmeli bir halka olacaktir. Ayrica halkanin toplamsal birimi 0

ve ¢arpimsal birimi 1 ile gosterilecektir.

2.1 Bazi1 Halka Siniflar:

Bu kisimda kat1 halkalarla iligkileri olan bazi halka siniflarinin tanimlar: verilecek ve ara-

larindaki iligkiler incelenecektir.

Tanim 2.1.1. Bir R halkasinin bir a elemani i¢in a” = 0 olacak sekilde bir n dogal sayisi
varsa a elemam dstel sifir (nilpotent) olarak adlandirilir. Bu 6zelligi saglayan en kiigiik
n dogal sayisina da a elemaninin dstel sifirlik indeksi (nilpotency indez) denir (Anderson

ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.2. Bir R halkasinin ¢ = ¢ 6zelligini saglayan bir e elemanina eskare (idem-
potent) denir. Bir halka her zaman 0 ve 1 egkarelerine sahiptir. R halkasinin bir e egkare
elemani R'nin merkezinde ise, yani her a € R i¢in ae = ea oluyorsa e egkare elemani

merkezil eskare (central idempotent) olarak adlandirihir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.3. Bir R halkasinin tiim egkareleri merkezil ise R halkasi abel olarak ad-

landirilir.



Tanim 2.1.4. Bir R halkasinin sifirdan farkh iistel sifir elemani yoksa veya denk olarak;
a € Rigin a® = 0 olmast a = 0 olmasin1 gerektiriyorsa, bu durumda R’ye inmis (reduced)

halka denir. Inmis bir halkanm her alt halkasinin da inmis oldugu aciktir.

Tanim 2.1.5. Habeb 1990°da; a,b € R igin ab = 0 iken ba = 0 oluyorsa R’ye sifir
degigmeli (zero commutative) demistir. Cohn 1999’da bu 6zelligi saglayan halkalar ters-
lenebilir (reversible) olarak adlandirmigtir. Terslenebilir halkalar ayni zamanda 1999’da
Anderson ve Camillo tarafindan sifir carpimlar degisir (zero products commute) 6zelligine
sahip halkalar olarak ZC5 adi altinda galigilmigtir. Ayrica 1977’de Krempa ve Niewiecz-

erzal bu ozelligi saglayan halkalara Cj halka adin1 vermiglerdir.

Tanim 2.1.6. a,b,c € R igin abc = 0 iken achb = 0 oluyorsa R halkas1 simetrik (symmet-
ric) olarak adlandirihr (Lambek 1971). Anderson ve Camillo 1999’da simetrik halkalar

icin Z(C'5 notasyonunu kullanarak bu halka sinifinin &zelliklerini incelemistir.

Her inmig halka simetriktir (Shin 1973). Simdi bunu gésterelim; a,b,c € R i¢in abc = 0
olsun. Bu esitlik sagdan b ile carpilirsa abcb = 0 olur. R terslenebilir oldugundan bcba = 0
bulunur. Son esitlik sagdan c ile ¢arpilirsa bebac = 0 elde edilir. R terslenebilir oldugundan
cbach = 0 dir. Bu durumda (cba)? = cbacba = 0 ve R inmis oldugundan cba = 0 olup R
terslenebilir oldugundan acb = 0 bulunur. Fakat simetrik olupta, inmis olmayan halkalar

vardir (Anderson ve Camillo 1999).

Degigmeli halkalarin simetrik oldugu aciktir. Simetrik halkalarin terslenebilir oldugu da
kolayca gosterilebilir; a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Buradan lab = 0 olup R simetrik
oldugundan 1ba = ba = 0 elde edilir. Fakat bu gerektirmenin tersi dogru olmayabilir

(Anderson ve Camillo 1999) ve (Marks 2002).



Tanim 2.1.7. a,b € R icin ab = 0 iken aRb = 0 oluyorsa R halkas1 yaridegismeli
(semicommutative) olarak adlandirihr (Shin 1973). Bir R halkasinin yaridegismeli olmasi
icin gerek ve yeter kogul her bir a € R i¢in rr(a) sag sifirlayan (ya da [g(a) sol sifirlayan)
kiimesinin R’nin bir ideali olmasidir. Shin yaridegismeli halkalar i¢in ST 6zelligine sahip
halkalar adim1 da kullanmigtir. Yaridegigmeli halkalar ayni zamanda Habep tarafindan

zero insertive adi altinda 1990 yilinda caligilmigtir.

Her terslenebilir halka yaridegismelidir. Gergekten; a,b € R i¢in ab = 0 olsun. R ter-
slenebilir oldugundan ba = 0 olur. Bu esitlik sagdan herhangi bir » € R ile ¢arpilirsa
bar = 0 olur. Buradan R terslenebilir oldugundan arb = 0 elde edilir. Boylece aRb = 0,
yani R halkas1 yaridegigmelidir.

Diger taraftan her yaridegismeli halka abel halkadir. Simdi bunu gosterelim; e? = e € R
olsun. Bu durumda e(1 —e) = 0 dir. R halkas: yaridegismeli oldugundan eR(1 —e) =0
olur. Bu durumda herhangi bir € R i¢in er(1 — e) = 0 bulunur. Buradan ere = er elde
edilir. Diger taraftan (1 —e)e = 0 dir. R halkas1 yaridegismeli oldugundan (1 —e)Re = 0
olur. Bu durumda herhangi bir » € R i¢in (1 — e)re = 0 bulunur. Buradan ere = re
elde edilir. Sonuc olarak herhangi bir r € R icin er = re oldugundan e egkare elemani

merkezildir, yani R halkas1 abeldir.

Béylece yukarida tamimlar: verilen halka siniflari icin agagidaki gerektirmeler vardir. Fakat

bu gerektirmelerin herbirinin tersi dogru degildir.

R inmig = R simetrik = R terslenebilir = R yaridegigmeli halkadir.

Tanmm 2.1.8. a € R i¢in aRa = 0 iken a = 0 oluyorsa R halkasi yariasal (semiprime)
olarak adlandirilir. Yariasal halkalarin sinifinin, inmis halkalarin sinifi tarafindan kap-

sandig1 ¢ok aciktar.



2.2 Polinom Halkalar:

R bir halka olmak iizere R iizerindeki polinomlarin halkasi R[z] ile gosterilecektir.

Tanimm 2.2.1. R bir halka olmak iizere

R[[z]] = {Zaaz | a; € R}

kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve ¢arpma iglemleriyle birlikte bir halkadir ve R

uzerindeki kuvvet serilerinin halkast olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.2. R bir halka olmak iizere

Rlx;271 = {Z a;x" | a; € R (k ve n negatif olabilir)}

i=k
kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve carpma iglemleriyle bir halkadir ve bu halka

Laurent polinomlar halkas: olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.3. R bir halka ve o : R — R bir halka endomorfimasi olsun. Bird : R — R

toplamsal doniisiimii; her a,b € R icin
d(ab) = 0(a)b+ afa)d(b)

ozelligini saglarsa, bu durumda ¢ doéniigiimiine R’'nin bir a-tdrevi denir.

Tanim 2.2.4. R bir halka, o, R’nin bir endomorfizmasi ve 9, R’nin bir a-tiirevi olsun.

R halkasimin R[z; a, 0] Ore genislemesi; bilinen toplama ve herhangi bir @ € R igin
za = aa)r + 0(a)

8



ile tamimlanan yeni ¢arpma iglemi ile birlikte R iizerinde bir polinom halkasidir. Eger 4,
R’nin sifir endomorfizmas ise, bu durumda R[z;a, 0] yerine R[x;«a] yazilir ve bu halka
endomorfizma tipinin bir Ore genislemesi (ya da skew polinom halkast) olarak adlandirilir.

R|[x; o] halkas: ise skew kuvvet serileri halkast olarak adlandirilir.

Ozel olarak «, R’nin birim endomorfizmasi ve d, R’nin sifir endomorfizmas: alinirsa

R[x; I, 0] = Rx] olacag aciktir.

2.3 Matris Halkalar:

Bu béliimde bir R halkasindan elde edilen bazi 6zel tipteki matris halkalar: tanitilacaktir.
R bir halka olmak iizere R iizerindeki n x n tipindeki tiim matrislerin halkas1 M, (R) ve

n x n tipindeki ist ii¢cgensel matrislerin halkast UT'M,,(R) ile gosterilecektir.

Tanim 2.3.1. R bir halka ve gMpg bir bimodiil olsun. R'nin M ile asikar genislemesi
(trivial extension) olarak adlandirilan T'(R, M) = R @& M; bilinen toplama ve agagida

tanimlanan carpma iglemine gore bir halkadir

(r1,m1)(re, ma) = (179, r1Mg + MyTa).
rom

Bu halka, r € R ve m € M olmak {izere formundaki tiim matrislerin halkasina
0 r

izomorftur.

Tanim 2.3.2. Herhangi bir R halkas1 lizerinde ¢. satir j. siitunundaki bilegeni 1, diger
bilesenleri 0 olan matrislere matris birimleri (matrix units) denir ve Ej; ile gosterilir.

Ornegin herhangi bir R halkas iizerindeki tiim 3 x 2 tipindeki matris birimleri

10 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
ool,]oo0 |, 1O0],l01],]00¢|,|] 00 |dir
0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 1



Tanmim 2.3.3. Herhangi bir A € M, (R) i¢in, RA = {rA| r € R } olsun. n > 2 igin

{Ei;: 1<i,j <n } matris birimleri kiimesi olmak tizere, V = 37" E; ;.1 olsun.

n = 2k > 2 ¢ift sayis1 i¢in,

k n k+1 n
Ay(R)=) Y RE;  Bi(R)=)_ > RE,
i=1 j=k+i i=1 j=k-+i—1
ve n =2k 4+ 1 > 3 tek sayisi1 i¢in,
k+1 n k+2 n
A(R)=)Y_ Y REy;  B)R)=> ) RE;
i=1 j=k+i i=1 j=k+i—1

olarak tanimlanir. Diger taraftan

n =2k igin An(R) = RI,+ RV + ...+ RV* + A2(R),
B.(R) = Rl + RV + ...+ RV¥? 4+ Bt(R),
n=2k+1 i¢in  A,(R)=RI,+ RV + ...+ RV*!+ A%(R),
B,(R) = RI, + RV +...+ RV*"2 + B3(R)

olarak tanimlanir. Ornegin;

( )
a, ay a b

0 a1 a c
Au(R) = P | ai,az,a,b,c,€ R 3,

0 0@1 a9

0 0&1

e}
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By(R) =

\/7~

/7

B5(R) =

\

ai

e}

a

o o o O

a1

o o o O

ay

a2

ay

seklindedir (Lee ve Zhou 2004).

a2

ay

ai

| a1,a,b,¢,d,7,s € R},

11

al,a2,a,b,c,d,r,s€R )

| a1,a,b,¢,d,r, s, t,u,v,w € R




3 KATI HALKALARIN
BAZI KARAKTERIZASYONLARI

3.1 Kat1 Halkalar

Bu béliim i¢in baglica referansimiz Hong, Kim ve Kwak tarafindan 2000’de yazilan "Ore
extensions of Baer and p.p.-rings" isimli makale olacaktir. Bu makale yardimiyla, tezin
orjinal kismini olugturacak caligmalarimiz icin temel tegkil edecek kat1 halkalarin 6zellikleri
ayrintili bir bicimde incelenecektir. Bu caligmada aksi belirtilmedikce o, R’'nin birimden
ve sifirdan farkli bir endomorfizmasi olacaktir. Ayrica aksi belirtilmedikce «; herhangi bir
R halkasinin bir endomorfizmasi olmak iizere, R halkasinin a-kati olmasindan sz ederken
o’y1 ihmal ederek R halkasini sadece kati olarak ifade edecegiz. Bu bdoliime kati halkanin

tanimini vererek baglayalim.

Tanim 3.1.1. R bir halka ve «, R'nin bir endomorfizmasi olsun. a € R igin ac(a) =0
iken a = 0 oluyorsa a endomorfizmasi kats (rigid) olarak adlandirihr (Krempa 1996).
Eger bir R halkasinin boyle kat1 bir o endomorfizmasi varsa R halkasi a-katr («-rigid)

olarak adlandirilir (Hong ve digerleri 2000).

Kolayca goriilebilir ki; R bir a-kat1 halka ve S, R'nin «(.S) C S kogulunu saglayan bir alt
halkas1 olmak iizere S a-kat1 bir halkadir. Ayrica Iz, R’nin birim endomorfizmasi olmak
izere R'nin [p-kati olmasi icin gerek ve yeter kogul R’nin inmis olmasidir. Simdi a-kati

halkalarin bazi bilinen 6zelliklerini verelim.

Lemma 3.1.2. Herhangi bir halkanin kat1 bir endomorfizmasi bir monomorfizmadir

(Hong ve digerleri 2000).
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Ispat o, R halkasimn kat1 bir endomorfizmas olsun. a € R icin a(a) = 0 olsun. Bu
durumda aa(a) = 0 olup «a kat1 endomorfizma oldugundan a = 0 olur. O halde « bir

monomorfizmadir. O

Inmis olmayan bir halkanin birim endomorfizmasi bir monomorfizmadir fakat kat1 degildir.

Yani yukaridaki lemmanin tersi dogru degildir.

Lemma 3.1.3. Bir R halkasi a-kati ise, bu durumda R inmig halkadir (Hong ve digerleri
2000).

Ispat a € Ricin a® = 0 olsun. Bu durumda aa(a)a(aa(a)) = ac(a?)a?(a) = 0 olup, R

a-kat1 oldugundan aa(a) = 0 ve buradan a = 0 bulunur. O

Boylece calismamizin Temel Kavramlar kisminda verilen bazi halka smiflariyla a-kati

halkalarin iligkisi agagidaki bi¢imde gosterilebilir.
R a-kat1 = R inmig = R simetrik = R terslenebilir = R yaridegismeli halkadir.

Agagidaki 6rnekte goriilecegi gibi Lemma 3.1.3’iin tersi her zaman dogru degildir. Yani

inmig bir halkanin kat1 olmayan bir endomorfizmas1 vardir.

Ornek 3.1.4. Z tam sayilar halkasini géstermek iizere bilinen toplama ve carpma iglemleri
ile birlikte Z @ Z halkasim gozoniine alalm. R = {(a,b) € Z&Z | a = b (mod 2)}
halkasi Z @ Z’'nin degigmeli inmig bir alt halkasidir. Fakat R'nin «((a,b)) = (b, a) seklinde
tanimh o endomorfizmas: kat1 degildir. Gercekten (0,0) # (0,2) € R igin (0,2)a((0,2)) =
(0,2)(2,0) = (0,0) dar.

Eger «, inmig bir R halkasinin bir i¢ otomorfizmasi (yani; tersinir bir v € R i¢in a(r) =
u”'ru bigiminde tanimh) ise, bu durumda R a-kat1 olur. Simdi bunu gosterelim; «, in-

mig bir R halkasinin bir i¢ otomorfizmasi ve a € R i¢in aa(a) = 0 olsun. Bu durumda
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1

u € R tersinir olmak iizere aa(a) = 0 = aulau = 0 = au~'a = 0 olur. Béylece

1

(au™)? = au™tau™! = 0 olup R inmis oldugundan au~! = 0 ve buradan a = 0 elde edilir.

Boylece R a-katidir.

Ilerdeki sonuclarimizin ispatlarinda sikca kullanacagimiz asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.1.5. R a-kat1 bir halka ve a,b € R olsun. Bu durumda;

(i) ab = 0 ise, herhangi bir pozitif n tamsayisi i¢in aa”(b) = a”(a)b = 0 dir.
(ii) ab = 0 ise, herhangi bir pozitif m tamsayist i¢in a0™(b) = §™(a)b = 0 duir.
(iii) Porzitif bir k tamsayisi igin aa®(b) = 0 = a¥(a)b ise, ab = 0 dir.

(Hong ve digerleri 2000)

Ispat (i) ab = 0 olsun. aa(b) = a(a)b = 0 oldugunu géstermemiz yeterlidir. ab = 0
oldugundan ba(a)a(ba(a)) = ba(ab)a?(a) = 0. R a-kat1 oldugundan ba(a) = 0 dir.
(a(a)b)? = 0 ve R inmis oldugundan «a(a)b = 0 dir. Benzer sekilde ba=0 oldugu kul-
lanilarak aa(b) = 0 oldugu gosterilebilir.

(ii) ab = 0 olsun. ad(b) = §(a)b = 0 oldugunu géstermemiz yeterlidir. ab = 0 oldugundan
0 = d(ab) = a(a)d(b) + d(a)b dir. (i) den (a(a)d(b))? = —d(a)ba(a)d(b) = 0 olup R inmis
oldugundan «(a)d(b) = 0 elde edilir. Boylece (i) den a(ad(b)) = a(a)a(d(b)) = 0 bu-
lunur. R halkasi a-kat1 iken o monomorfizma oldugundan ad(b) = 0 olur. Benzer sekilde
d(a)b = 0 oldugu gosterilebilir.

(iii) Kabul edelim ki pozitif bir k tamsayist igin ac®(b) = 0 olsun. Bu durumda (i) den
a*(ab) = af(a)a*(b) = 0 olup @ monomorfizma oldugundan ab = 0 bulunur. Benzer

sekilde pozitif bir k& tamsayist i¢in o*(a)b = 0 iken ab = 0 oldugu gosterilebilir. OJ

(Hong ve digerleri 2000)’de, (Krempa 1996)'min sonucunu genisleterek kati halkalarin bir

karakterizasyonunu Ore geniglemesini kullanarak asagidaki bicimde vermigtir.
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Onerme 3.1.6. Bir R halkasinn a-kat1 olmasi icin gerek ve yeter kosul R[z;a, ] Ore
geniglemesinin inmis ve a’nin monomorfizma olmasidir. Bu denk kogullar altinda bir

e? =e € Rigin a(e) = e ve d(e) = 0 dir.

Ispat R a-kat1 olsun. Lemma 3.1.2°den « bir monomorfizmadir. Simdi Rlz; «, §]'nin
inmig halka olmadigimi kabul edelim. Bu durumda f? = 0 olacak sekilde bir 0 # f €
Rlz;a, d] vardir. R halkasi a-kati iken inmis oldugundan f ¢ R olur. Boylece a,, # 0
olmak iizere f = > " a;z' yazabiliriz. f? = 0 oldugundan a,,a™(a,,) = 0 dir. Lemma
3.1.5’ten a?, = 0 ve bdylece R inmis oldugundan a,, = 0 bulunur. Bu bir ¢eligki olup
kabuliimiiz yanhgtir. Yani R|x; «, 6] inmig bir halkadir.

Tersine olarak R[z;a,d] inmig ve a monomorfizma olsun. R halkasi R|x;«,d]'nin bir
alt halkas1 oldugundan R halkas1 da inmistir. Simdi ¢ € R icin aa(a) = 0 olsun. Bu
durumda a(a)za = (a(a))?z + a(a)d(a) € Rlz;a,d] i¢in (a(a)za)? = a(a)rac(a)ra = 0
olup R[z;a,d] inmis oldugundan «(a)za = 0 dir. Yani (a(a))*r + a(a)d(a) = 0 olur ki
buradan z’li terimin katsayisi olan (a(a))? = 0 bulunur. Tekrar, R inmis oldugundan
a(a) = 0 ve a bir monomorfizma oldugundan a = 0 elde edilir. Sonug olarak R a-kat1 bir
halkadir.

Simdi e? = e € R olsun. Bu durumda e ayni zamanda R[z; a, 6] da bir egkaredir. R[z;, ]
inmig oldugundan abeldir. Boylece e, R[z;a,d]’da bir merkezil egskaredir. Bu durumda

er = xe = afe)r + d(e) olup afe) = e ve d(e) = 0 elde edilir. O

Dikkat edilirse Onerme 3.1.6’da R[z;a,d] inmis ve a,b € R i¢in ab = 0 ise, herhangi

negatif olmayan m ve n tam sayilari i¢in Lemma 3.1.5’ten az™bz™ = 0 olur.
Onerme 3.1.7. R a-kati bir halka ve p = Y7 ja;2’, q = Y7 bja? € Rla;a,d] olsun.

Bu durumda pg = 0 olmas: icin gerek ve yeter kosul her 0 < i < m, 0 < 7 < n igin

a;b; = 0 olmasidir (Hong ve digerleri 2000).
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Ispat p = 37 airt, ¢ = > objr! € Rlr;a,d] igin pg = 0 olsun. Bu durumda
0 <k <m+nigncg =3, aad(b) olmak iizere, (327" ax’)(3])_b27) =
Z:B"(Ziﬂzk ix'h;17) = Cpan®™ T + Cppn12™ T 4 -+ i + g = 0 yazabiliriz.
Iddia ediyoruz ki s +t > 0 icin asb; = 0 dur. Ispati s + t iizerinde tiimevarim meto-
dunu uygulayarak yapalim. pg = 0 oldugundan ¢y, = a,a™(b,) = 0 olup Lemma
3.1.5'ten a,,b, = 0 dir. Yani s +¢t = m + n icin asby = 0 olup iddia dogrudur.
0 < k < s+t icin iddianin dogru oldugunu kabul edelim. Bu durumda Onerme 3.1.6’dan
l=k+1, k+2, ..., m+n—1, minigin y>, . a;z'bjz’ = 0 elde edilir. Lemma 3.1.5’deki
(i) ve (ii) tekrar tekrar kullanilirsa negatif olmayan her bir iy, s, ..., %, j1,J2, ..., j¢ tam
sayilar1 ve i +j > k+ 1 igin 2"~ Vli terimin katsayilari olan a;a’ 1 a™26% ... o' (b;) = 0

bulunur. Boylece
Cp = Z a; ' (b;) = ara®(bo) + a1 (by) + - -+ + ara(br_1) + aghy = 0 (3.1)

i+j=k

denklemi elde edilir. Tiimevarim hipotezinden 0 < k < s + t icin asb; = 0 olup Lemma
3.1.5(i)’den asa®(by) = 0 olur. Bu durumda R inmig halka oldugundan o*(b;)as = 0 dir.

(3.1) denklemi sagdan ay ile carpilirsa

( Z aio/(bj)) ap, = apa®(by)ay =0

i+j=k
bulunur. Boylece (ara®(by))?> = 0 dir. R inmig oldugundan aza”(by) = 0 ve Lemma
3.1.5(iii)'den axby = 0 olur. Boylece (3.1) denklemi
Y aa(h) =0 (3.2)
itj=k, 0<i<k—1
denklemine doniigiir. (3.2) denklemi sagdan ay_; ile carpilip yukaridaki metot uygulanirsa
arp_1by = 0 bulunur. Bu iglem devam ettirilirse ¢ + 7 = k£ olmak iizere her 0 < i < m ve
0 <j <nigin a;b; = 0 elde edilir.
Tersine her 0 <7 <m ve 0 < j < n i¢in a;b; = 0 olsun. Bu durumda Lemma 3.1.5ten

pq = 0 elde edilir. O
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Sonuc 3.1.8. R bir a-kat1 halka olsun. e = ey + e;x + ... + e,2" olmak iizere ¢* = ¢ €

Rlz;a, d] ise e = ey dir (Hong ve digerleri 2000).

fspat 1 —e=(1—-¢y) — Y7 e’ dir. e(1—¢)=0=(1—e)e oldugundan Onerme
3.1.7°den eg(1 — ep) = 0 ve her 1 <4 < n igin €2 = 0 olur. Boylece her 1 < ¢ < n igin
e; = 0 oldugundan e = eg € R dir. Sonug olarak R[x; «, §]’daki her egkare eleman R’dedir.

O

Onerme 3.1.9. R, a-kat1 bir halka ve p = > 2° a;7%,q = > oo bz’ € R[[z;al] olsun.
Bu durumda, pg = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her 7 > 0 ve j > 0 i¢in a;b; = 0

olmasidir (Hong ve digerleri 2000).

Ispat pg = 0 olsun. Bu durumda
3 (30 o) =3 3 maftat) <o 59
k=0 \i+j=k k=0 \itj=Fk
dir. Her 4,7 i¢in a;b; = 0 oldugunu iddia ediyoruz. (3.3) denkleminden i + j = 0 i¢in
apbp = 0 olur. R inmig oldugundan byag = 0 ve Lemma 3.1.5(i)’den «(bg)ap = 0 bulunur.
Kabul edelim ki i + j < n — 1 i¢in a;b; = 0 olsun. (3.3) denkleminden z™'in katsayisi
> aai(h;) =0 (3.4)
i+j=n
olup bu (3.4) denklemi sagdan qq ile ¢arpilirsa Lemma 3.1.5(iii)’den agb,ao = 0 olur ve R
inmis oldugundan da agb, = 0 elde edilir. Bu durumda (3.4) denklemi
> wal(h) =0 (3.5)
i+j=n,1<i<n
denklemine doniigiir. (3.5) denklemi sagdan a; ile ¢arpilirsa yukaridakine benzer metotla

a1b,—1 = 0 bulunur. Bu sekilde devam edilirse her ¢ > 0 ve 57 > 0 icin a;b; = 0 olur.

Ispatin ters yonii Lemma 3.1.5’den elde edilir. 0
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Sonuc 3.1.10. Bir R halkasinin a-kati olmas: icin gerek ve yeter kosul R[[x;a]] skew

kuvvet seriler halkasinin inmis ve a’nin monomorfizma olmasidir (Hong ve digerleri 2000).

Ispat R, a-kati olsun. Lemma 3.1.2'den « bir monomorfizmadir. Simdi R[[z; a]]'nn
inmis olmadigini kabul edelim. Bu durumda f? = 0 fakat f # 0 olacak sekilde f € R[[x; o]
vardir. R inmis oldugundan f ¢ R dir. Boylece as # 0 olmak iizere f = > °° aq;x
seklindedir. f? = 0 oldugundan 0 = a,r°a,x® = asa’(as)z*™ olup asa®(as) = 0'dir.
Lemma 3.1.5(iii)’den a? = 0 ve R inmis oldugundan a, = 0 elde edilir. Bu bir geligkidir.
Boylece R[[x; ] inmigtir.

Tersine R[[z;«]]’nin inmis ve a’nin monomorfizma oldugunu kabul edelim. Bu durumda
R[z; o] alt halka oldugundan inmigtir. a € R i¢in aa(a) = 0 olsun. Buradan ax € R|z;q]
polinomu i¢in (ar)? = avar = aala)z? = 0 ve R[z;a] inmis oldugundan ax = 0 ve

dolayisiyla a = 0 elde edilir. Boylece R a-katidir. U

3.2 Kat1 Halkalar ve a-Skew Armendariz Halkalar

Calismamizin temelini tegkil eden a-kati halkalar inmig halkalarin bir genellemesidir.
Diger taraftan Rege ve Chhawchharia 1997 yilinda inmis halkalarin bir bagka genellemesi

olan Armendariz halkalarin tanimini agagidaki bicimde vermigtir.
Tamim 3.2.1. f(z) = 3" a;a’, g(x) = Y77 bja? € R[z] polinomlar igin f(z)g(x) = 0
iken her 0 <7 < m ve 0 < j < nicin a;b; = 0 oluyorsa R halkas1 Armendariz olarak

adlandirilir.

Bu halka sinifina Armendariz ismi verilmigtir ¢iinkii 1974’te E. P. Armendariz, inmis

bir halkanin bu 6zelligi sagladigini géstermigtir. Yani inmis (dolayisiyla a-kati) halkalar
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Armendarizdir. Armendariz halkalarin alt halkalar1 da Armendarizdir. Armendariz hal-
kalarin 6zellikleri ve diger halka siniflariyla iligkileri son yillarda oldukca fazla caligilmigtir.
Hong, Kim ve Kwak 2003’te, a-kati ve Armendariz halkalarin bir genellemesi olan a-skew

Armendariz halkalar asagidaki bicimde tanimlamislardir.

Tanim 3.2.2. p = > " ja;x’,q = Y77 (bja? € Rlz;al polinomlan icin pg = 0 iken her
0<i1<mve0<j<nign a,-ai(bj) = 0 oluyorsa R halkas1 a-endomorfizmasi ile birlikte

bir skew Armendariz halka (kisaca, a-skew Armendariz halka) olarak adlandirilir.

R Armendariz bir halka ise, bu durumda Iz, R’nin birim endomorfizmasi olmak iizere R,
Igr-skew Armendariz halkadir ve béylece her inmis halka Ig-skew Armendarizdir. Fakat
Ip-kat1 olmayan, yani inmis olmayan, Iz-skew Armendariz halkalar vardir. Ornegin; n
(> 2) bir porzitif tam say1 olmak iizere, R = Z,2, n® modiiliine gore tam sayilar halkasi
olsun. Bu durumda R inmig olmayan degismeli Armendariz halkadir. Béylece R Iz-skew
Armendarizdir fakat Igr-kati degildir. Diger taraftan R, a-skew Armendariz bir halka ve

S, R'nin «(S) C S kogulunu saglayan bir halkasi olmak iizere S de a-skew Armendarizdir.
Hong, Kim ve Kwak 2003’te, a-kat1 halkalarin bir karakterizasyonunu agagidaki bigimde
vermislerdir.

Onerme 3.2.3. Bir R halkasmin a-kat: olmas: icin gerek ve yeter kosul R[z;a] skew

polinom halkasinin inmis olmasidair.

Ispat R a-kati olsun. Bu durumda R inmis bir halkadir. Simdi Rlz;a)'nin inmig

oldugunu gosterelim. p?> = 0 olacak sekilde p = ap + a1z + - -+ + ap,x™ € R[z;a] olsun.
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p? = 0 oldugundan asagidaki denklemlere sahibiz:

ag =0 (3.6)
apa; + ayja(ag) =0 (3.7)
apay + arafay) + aza®(ag) = 0 (3.8)
™ () =0 (3.9)

R inmis oldugundan (3.6) denkleminden ay = 0 bulunur. R a-kat1 oldugundan (3.8)
denkleminden a; = 0 olur. Bu sekilde devam edilirse ag = a; =--- =a,, =0 yani p =0
elde edilir. Boylece R[x; a inmigtir.

Tersine R[z;a] inmig olsun. Bunun icin Onerme 3.1.6 geregince a’'min monomorfizma
oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir. Kabul edelim ki @ monomorfizma olmasin. Bu
durumda «a(a) = 0 olacak sekilde bir 0 # a € R vardir. Buradan ax € R|z;a] igin
(ax)? = (az)(ax) = aa(a)z? = 0 olup R[z;a] inmis oldugundan azx = 0 yani a = 0

bulunur. Bu bir geligki olup kabuliimiiz yanhgtir. Sonuc olarak o bir monomorfizmadir.[]
Asagidaki sonu¢ a-kat1 halkalarin a-skew Armendariz oldugunu gosterir.

Sonuc 3.2.4. Bir R halkasi a-kat1 ise, bu durumda a-skew Armendarizdir (Hong ve

digerleri 2003).

ispat R a-kati olsun. Onerme 3.2.3’ten R[z;a] inmis halkadir. Bu durumda R[z; ]
Armendarizdir. §imdi R'nin a-skew Armendariz oldugunu gosterelim. p = "7 a;z', ¢ =
Z?:o bja’ € R|z;a] i¢in pg = 0 olsun. R[z;a] Armendariz oldugundan a;b; = 0 olur.
Lemma 3.1.5(i)’den a;a'(b;) = 0 elde edilir. Boylece R a-skew Armendarizdir. O

Asagidaki ornekler a-skew Armendariz olup ta a-kati olmayan halkalarin var oldugunu

gosterir.
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Ornek 3.2.5. (1) Z ve Q sirasiyla tam sayilar ve rasyonel sayilar halkasi olmak tizere

a t
R= la€eZ,teQ
0 a
halkasini ve
a t a t/2
(8% _—
0 a 0 a

ile tanimh & : R — R otomorfizmasini gozoniine alalim. R halkasi a-skew Armendarizdir
fakat a-kat1 degildir (Hong ve digerleri 2003).

(2) R = Zs[z] halkasini ve f(z) € R i¢in o f(z)) = f(0) ile tanimh o : R — R endomor-
fizmasim gozoniine alahm. R halkasi a-skew Armendarizdir fakat o-kati degildir (Hong

ve digerleri 2003).

Bir R halkasimin bir I ideali i¢in «(I) C I oluyorsa, bu durumda a(a + I) = a(a) + I ile

tamimh & : R/I — R/I doniigiimii R/I'nm bir endomorfizmasi olur.

Hong ve digerleri 2003’te kat1 halkalarin bagka bir karakterizasyonunu agagidaki gibi ver-

mislerdir.

Onerme 3.2.6. o, R halkasmin o(1) = 1 olacak sekildeki bir monomorfizmas: olsun. Bu
durumda R’nin a-kat1 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (z?), R[z]'in ? tarafindan iiretilen

ideali olmak iizere R[x]/(x?) boliim halkasinin a-skew Armendariz olmasidir.

Ispat R a-katiolsun. Bu durumda Onerme 3.2.3’ten R[z; o inmis halkadir. R[z]/(x2)’de
bir h elemanini h = ag + a1x + - - - + @, z™ € R[x] olmak iizere h = h + (2?) = ag + a17 +
ot apa™ 4+ (2% = ag + ez + (2%) = ag + a1 € Rlz]/(x?) bi¢iminde yazabiliriz.
Burada T = = + (2?) dir. Simdi R[x]/(x?)'nin a-skew Armendariz oldugunu gosterelim.

p="Jo+tfiy+ -+ fuy™ @=Go+ Gy + -+ guy" € (Rlz]/(z*)]y; @] igin pg = 0
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olsun. Burada her bir 0 <7 < m ve 0 < j < n icin a;,, a;,, bjy,b;, € R olmak iizere
z? = 0 oldugundan f; = a;, + a;,Z, §; = bj, + b;, T yazlabilir. Ayrica (1) = 1 oldugu
kullanilarak yz = y(z + (z%)) = a(z + (z?))y = (a(z) + (2%))y = (x + (2?))y = Ty oldugu

goriiliir. Diger taraftan herhangi bir a € R icin ax = Za olur. Boylece

hO — Zazoy hl Z azly kO Z bjoyja kl = Z bj1yj € R[y]
i—0 =0 =0

olmak iizere p = hg + hZ, q¢ = ko + k17 yazilir. pg = 0 ve 72 = 0 oldugundan

0 == ﬁq_ == hoko + (hgkl + hlk())i' + hlkl.fQ - hok’o —|— (hokl + hlk())i'

elde edilir. Boylece Rly; af’da hoky = 0 ve hoky + hiko = 0 bulunur. R[y; o](= R|x;a))
inmis oldugundan kohg = 0 ve 0 = ko(hoky + hiko)hy = (koh1)? olur. Boylece kohy =
0 ve buradan hiky = 0 dir. Sonug¢ olarak hok; = 0 olur. Sonug 3.2.4’ten R «-skew
Armendarizdir. Boylece her 0 < i < m ve 0 < j < n igin a;,a(bj,) = 0, a;,a'(b;,) =
0, a;,a’(bj,) = 0 olur. Buna gore 0 = a;,a’(bj, )+ [ai, o (bj,) +ai, & (bjy )T+ [a;, o' (b),)]7* =
(ai, + ai, @)a'(bj, + b, %) = fia'(g;) oldugundan R[z]/{x?) a-skew Armendarizdir.

Tersine R[z]/{x?) a-skew Armendariz olsun. Simdi R’'nin a-kati oldugunu gosterelim.
a € R i¢in a(a)a = 0 olsun. = = z + (2?) € R[z]/(2*) olmak tizere (a(a) — zy), (a +
zy) € (R[z]/{(x*))]y; @] polinomlarin1 gozoniine alahm. (R[z]/{x?))[y; @]'da a(a)z = za(a)
oldugundan (a(a) — zy)(a+ zy) = a(a)a + [a(a)T — Za(a)|y — a(1)z*y* = 0 ve R[z]/(z?)
a-skew Armendariz oldugundan a(a)z = 0 olur. Bu durumda a(a) = 0 ve o bir monomor-

fizma oldugundan a = 0 elde edilir. Béylece R a-katidir. U

a, bir R halkasinin bir endomortfizmasi ve M,,(R), R lizerindeki n x n tipindeki tiim matris-
lerin halkast olsun. (3", am J2%) € M, (R[z;a)) icin ¢((3", agf)xk)) = kazo(agf))xk ile
tanimlanan ¢ doniigiimii bir halka izomorfizmasidir. Yani M, (R[x; o]) = M, (R)[x; @] dir.
Burada 6zel olarak «, R’'nin birim endomorfizmas: olarak almirsa M, (R)[z] = M, (R[z])

oldugu goriiliir.

22



a, bir R halkasinin bir endomorfizmas: ve T'(R, R), R’nin agikar genislemesi olmak iizere
(a,b) € T(R, R) icin a((a,b)) = (a(a),a(b)) ile tanimhi & : T'(R, R) — T'(R, R) doniigiimii

T(R, R)’nin bir endomorfizmasidir.

Hong ve digerleri 2003’te; R inmis ya da a bir monomorfizma olsa bile, R a-skew Armen-
dariz iken T'(R, R)’'nin a-skew Armendariz olmas1 gerekmedigini gostermiglerdir. Fakat

agagidaki onermeyi ispatlamiglardir.

Onerme 3.2.7. Bir R halkas1 a-kat1 (yani R[z; o] inmis) ise, bu durumda T'(R, R) a-skew

Armendarizdir.

fspat R a-katiolsun. p = 327" (a;, b))2?, ¢ = > ole dj)a? € T(R, R)[x;a] igin pg = 0

olsun. T'(R, R)[x; a] = T(R|x; o, R[x; o) oldugundan

m m n n
Po = E a;xr, p1 = E bix', qo = E Cj$j> q1 = E djxj
i=0 i=0 j=0 =0

olmak iizere p = (po,p1), ¢ = (o, q1) olarak yazilabilir. Bu durumda

0 =pg = (o, p1)(90, ¢1) = (PoG0, Poq1 + P1q0)

oldugundan R[z;a]’da pogo = 0 ve pog1 + p1go = 0 elde edilir. R[x; ] inmig oldugundan
qopo = 0 olur. poq1 + p1qo = 0 esitligi sagdan pg ile carpilirsa ppg; = 0 olup, buradan
p1qo = 0 bulunur. Sonug¢ 3.2.4 geregince R a-skew Armendariz oldugundan her i, j
i¢in pogo = 0 esitliginden a;a'(¢;) = 0, pogi = 0 esitliginden a;a'(d;) = 0 ve pi1go = 0
esitliginden b;a’(c;) = 0 elde edilir. Boylece (a;, b;)a*((¢j,d;)) = 0 olup T(R, R) a-skew

Armendarizdir. [l

Bir R halkasimin T'(R, R) asikar geniglemesi

a b ¢
S3(R) = 0 a d | a,b,c,d € R
0 0 a
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halkasina genigletilebilir. «, R halkasinin bir endomorfizmas: olmak iizere S3(R)’nin bir
a endomorfizmast a yardimiyla a((a;;)) = (a(a;;)) biciminde tanimlanir. Buna gore

Onerme 3.2.7°ye benzer olarak asagidaki 6nerme ispatlanabilir.

Onerme 3.2.8. Bir R halkasi a-kat1 ise, bu durumda

a b ¢
SS(R): 0 a d |a,b,c,d€R
0 0 a

halkasi a-skew Armendarizdir (Hong ve digerleri 2003).

n bir pozitif tam say1 olmak iizere

( )

a ayz apz -+ Qip
0 a ags - az

Sn(R) = 0O O a -+ Q3n a, a;; € R
0 O o --- a

\ Vs

olsun. Onerme 3.2.8’n 15181 altinda; n > 4 icin S,(R) halkasinin a-skew Armendariz
olmasindan giiphe edilebilir. Fakat Hong ve digerleri 2003’te bunun olmadigini bir érnek

vererek gostermiglerdir.

Hong ve digerleri 2003’te; daha sonra, halka teori iizerine ¢aligmalar yapan pek cok aragtir-
macinin ilgilenecegi, "a, R'nin bir monomorfizmasi (otomorfizmasi) ve R (degigmeli) inmis
a-skew Armendariz halka iken R a-kat1 halka midir?" sorusunu acik bir problem olarak

ortaya koymuslardir.

Matczuk 2004’te agagidaki teoremi ispatlayarak bu soruya olumlu cevap vermistir.
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Teorem 3.2.9. o, R'nin bir endomorfizmasi olmak iizere agagidakiler birbirine denktir:

(i) R inmis a-skew Armendariz halka ve a monomorfizmadir.
(i) R a-katidir.

(iii) R[z;«] inmig halkadir.

Yukaridaki teoremde (ii)<>(iii) denkligi (Krempa 1996) ve (Hong ve digerleri 2000)’de su
sekilde gosterilmistir: (Krempa 1996)’da; R[z; ] skew polinom halkasmin inmis olmasi
icin gerek ve yeter kogul R’nin inmig ve a-kati olmasi gerektigini sdylemigtir. Daha sonra
(Hong ve digerleri 2000)’de; a-kat1 halkalarin inmis oldugunu ispatlamiglardir. Diger
taraftan (Matczuk 2004)'te bu denkligin yeni bir ispatimi vermek igin Jordan genisle-
mesinden yararlanmistir. Dolayisiyla yukaridaki teoremin ispatina ge¢meden once ilk

olarak Jordan geniglemesinin tanimini verelim.

Tanim 3.2.10. R bir halka ve ,, R'nin bir monomorfizmasi olsun. A, R’nin bir {ist halkas1
olmak iizere v, A'nin bir otomorfizmasma genisletilebilir ve A = (J;2, & *(R) bi¢iminde
yazilabilirse A’ya R’nin bir Jordan geniglemesi (Jordan extension) denir. Jordan 1982’de
bir R halkasinin R[x; ] Ore geniglemesinin sol lokalizasyonunu kullanarak boyle bir A

Jordan geniglemesinin her zaman var oldugunu gostermistir.

Simdi Teoremin 3.2.9’un ispat1 i¢in gerekli olan ve ayni zamanda a-kati halkalarin bir

karakterizasyonunu da iceren agagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.2.11. a, R halkasinin bir monomorfizmasi ve A, R’nin Jordan geniglemesi

olsun. Bu durumda;

(i) R’nin inmis olmas i¢in gerek ve yeter kogul A'nin inmis olmasidir.
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(ii) R’nin a-skew Armendariz olmasi icin gerek ve yeter kogul A'nin a-skew Armendariz

olmasidir.

(iii) R’nin a-kat1 olmasi igin gerek ve yeter kogsul A'nin a-kati olmasidir.

(Matczuk 2004)

Ispat R, A'nin bir alt halkasi oldugundan yeter kosullarin ispatlari agiktir. Bundan
dolay1 sadece gerek kosullarin ispatlanmasi yeterlidir.

(i) R inmis olsun. A’min inmig oldugunu gosterelim. a € A i¢gin a®> = 0 olsun. A,
R’nin Jordan geniglemesi oldugundan o*(a) € R olacak sekilde bir k& > 0 vardir. 0 =
a*(a?) = o*(a)ak(a) = (a¥(a))? ve R inmis oldugundan o*(a) = 0 ve a bir monomorfizma
oldugundan a = 0 elde edilir. Boylece A inmigtir.

(i) R a-skew Armendariz olsun. p = Y™ a;x", ¢ = Y7 b2/ € Alz;al igin pg = 0
olsun. A, R’nin Jordan geniglemesi oldugundan her bir i, j igin o*(a;), a*(b;) € R olacak
sekilde bir & > 0 vardr. R[z;a]’da o(p) = Y% a*(a)2’, of(q) = Y7 a”(b;)a?
polinomlar i¢in o (p)a®(¢) = 0 olur. R a-skew Armendariz oldugundan her 0 < i < m ve
0 < j < nigin a¥(a;)a**(b;) = 0 bulunur. Buradan o*(a;a’(b;)) = 0 ve a monomorfizma
oldugundan a;a’(b;) = 0 elde edilir. Béylece A a-skew Armendarizdir.

(iii) R a-kat1 olsun. a € A icin aa(a) = 0 olsun. A, R’nin Jordan geniglemesi oldugundan
a®(a) € R olacak gekilde bir k > 0 vardir. aa(a) = 0 oldugundan o*(aa(a)) = 0 olur.

Buradan of(a)a(a®(a)) = 0 olup R a-kat1 oldugundan a*(a) = 0 ve a monomorfizma

oldugundan a = 0 bulunur. Sonug olarak A a-katidir. ([l

Lemma 3.2.12. «, R’nin bir otomorfizmasi ve R, a-kat1 olsun. Bu durumda;
(i) R inmis halkadir.
(ii) Herhangi bir a € R i¢in a(anng(a)) = anng(a) dir.
(iii) p =Y @z’ € Rlx; o] igin rannp.q(p) = anng({a; | 0 < i < n})R[z; ] dur.
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(Matczuk 2004).

Ispat (i) Lemma 3.1.3’ten R inmis halkadir.
(i) b € anng(a) olsun. Bu durumda ba = 0 dir. Buradan o !(a)ba(a™t(a)b) =
a a)ba(a ™ (a))a(b) = a t(a)bac(b) = 0 olur. R a-kat1 oldugundan a~!(a)b = 0 ve bu-
radan ac(b) = 0 bulunur. Béylece a(b) € anng(a) olur ki buradan a(anng(a)) C anng(a)
elde edilir. Diger taraftan b € anng(a) olsun. Bu durumda ab = 0 dir. Buradan
ba(a)a(ba(a)) = ba(ab)a?(a) = 0 ve R a-kati oldugundan ba(a) = 0 olur. R inmig
oldugundan a(a)b = 0 olup buradan aa™'(b) = 0 elde edilir. Béylece a™'(b) € anng(a)
dir. Yani a~!(b) = ¢ olacak sekilde ¢ € anng(a) vardir. O halde b = a(c) € a(anng(a))
ve boylece anng(a) C a(anng(a)) olur ki istenen esitlik elde edilir.
(iii) I = anng({a; | 0 < i < n})R[z;a] olsun. b € anng({a; | 0 < @ < n}) ve
flx) = Y70y ¢a? € Rlw;a] olmak iizere bf(x) € I olsun. pbf(x) = (ag + a1z + -+ +
anxz™)b(co + 1o + - -+ + ¢px™) olup b € anng({a; | 0 < i < n}) oldugundan a;b = 0 ve
(ii)’den pbf(x) = (aph + aya(b)x + - - - + apa™(b)z™)(co + 1z + + - - + ¢pa™) = 0 bulunur.
Sonug olarak bf(x) € rannpg.q(p), yani I C rannR[x.a]( ) dir. Simdi rannpgz.q(p) € 1
oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki ranngp,q(p) € I olsun. Bu durumda g ¢ I olacak
sekilde bir ¢ € rannpg,q(p) vardir. deg(q) = m minimal olmak iizere ¢ = > /" b;z" olsun.
q € rannpp.q(p) oldugundan pg = 0 dir. ¢ ¢ I oldugundan axa®(b,,) # 0 olacak sekilde
0 < k < n vardir. k, bu sekildeki en biiyiik indis olsun. pg = 0 oldugundan z*+™ li
terimin katsayisi sifir olacagindan

apa® (b)) + ap 1 (bp_1) + a0 2 (byp_2) + -+ + Appma® ™ (bg) = 0
elde edilir. k'nin se¢iminden ve (ii)’den her k + 1 < i < n igin of(b,,) € anng(a;) olur.
Boylece yukaridaki denklem soldan o(b,,) ile carpilirsa of(b,,)ara®(b,,) = 0 bulunur.
Buradan (aza®(b,,))? = 0 ve R inmis oldugundan aa®(b,,) = 0 olur ki bu bir ¢eligkidir.
O halde kabuliimiiz yanhs olup rannpg.q(p) = I dir. O

Simdi Teorem 3.2.9’un ispatini verelim.
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Ispat (i) = (i) R[z;a] inmis halka olsun. R'nin a-kati oldugunu gésterelim. Bunun
icin 0 # a € R igin aa(a) # 0 oldugunu gostermek yeterlidir. a # 0 oldugundan
0 # axr € R[zr;a] ve R[zr;a] inmig oldugundan 0 # (ar)? = (ar)(ar) = acala)r? olup
aa(a) # 0 dur.

(i) = (ii) a, R’nin bir monomorfizmasi ve R inmis a-skew Armendariz halka olsun.
A, R'nin Jordan geniglemesi olmak {izere a’nin A’ya geniglemesini de « ile gdstere-
lim. Bu durumda o, A'min bir otomorfizmasidir. Lemma 3.2.11(i)-(ii)’den A inmis
a-skew Armendariz halkadir. Simdi R'nin a-kati1 oldugunu gosterelim. a € R igin
aa(a) = 0 olsun. Aym zamanda a € A igin de aa(a) = 0 olur. Buradan a™!(a)a = 0
dir. p(z) = a+ ax, q(zr) = —a'(a) + ar € Alr;a] polinomlarmi gozoniine alalim.
p(z)q(z) = —aa~(a) + (a* — a®*)x + aa(a)z* = 0 ve A a- skew Armnendariz oldugundan
aa = a® = 0 dir. A inmis halka oldugundan a = 0 bulunur. Béylece A a-kat1 halkadir.
Sonug olarak Lemma 3.2.11(iii)’den R a-kat1 halkadur.

(ii) = (i),(iii) R a-kat1 olsun. Bu durumda Lemma 3.2.12(i)’den R inmis halkadir. R’nin
a-skew Armendariz olmasi ise Lemma 3.2.12(iii)-(ii)’nin direkt bir sonucudur. Simdi
R[z; a)'nin inmis oldugunu gosterelim. p =Y " (a2’ € R[x; o] i¢in p* = 0 olsun. Lemma

3.2.12(ii)’den a? = 0 olur. R inmig oldugundan a,, = 0 dir. Béylece R[z;a] inmigtir. O

Diger taraftan Hong ve digerlerinin 2003’te sorduklar1 soruya, Matczuk’un 2004’teki is-
patindan bagimsiz olarak, Chen ve Tong 2005’te ispatladiklar: asagidaki teoremle olumlu

cevap vermiglerdir.

Teorem 3.2.13. o, R’nin bir monomorfizmasi olmak iizere R inmis a-skew Armendariz

halka olsun. Bu durumda R o-katidir.

Ispat Kabul edelim ki R a-kat1 olmasm. Yani ac(a) = 0 olacak sekilde bir 0 # a € R
olsun. Bu durumda a(a)a?(a) = a(aa(a)) = a(0) = 0 dir. Diger taraftan R inmig

iken terslenebilir oldugundan a(a)a = 0 olur. a # 0 ve a bir monomorfizma oldugundan
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a(a) # 0 dir. Aym zamanda a(a) # 0 ve R inmig oldugundan (a(a))? = a?(a) #
0 olur. Simdi ay = «fa),a; = afa),by = a ve by = —a(a) olmak iizere R[z;alda
p(z) = ag + a1z, q(x) = by + byz polinomlarinm goz 6niine alahm. p(z)q(x) = a(a)a +
(—a?(a) + a*(a))r — (a(a)a?(a))z? = 0 olup R a-skew Armendariz oldugundan agb; =
a(a)(—a(a)) = —a?(a) = 0 olmahdir. Fakat bu ¢eligkidir. Sonug olarak R a-kati bir
halkadur. U

(Hong ve digerleri 2003)’te bir R halkasmin bir a endomorfizmas: igin R'nin a-kat1 ol-
mast i¢in gerek ve yeter kogsulun R[z; ] skew polinom halkasinin inmis olmasi gerektigini
ispatlamiglardir. Aym zamanda (Hong ve digerleri 2003)’te R halkasi a-kat1 iken R’nin
a-skew Armendariz oldugunu gostermiglerdir. Bundan dolay1 (Chen ve Tong 2005)’te Teo-
rem 3.2.13%{i ve Hong ve digerleri'nin 2003’te ispatladiklar: Onerme 3.1.6y1 birlestirerek

agagidaki sonuclar1 vermiglerdir.

Sonuc 3.2.14. «, R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda R’nin a-kati
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R’nin inmig a-skew Armendariz halka ve a’nin monomor-

fizma olmasidar .

Sonuc 3.2.15. R inmis bir halka ve a, R’'nin bir monomorfizmasi olsun. Bu durumda

agagidakiler denktir:
(i) R|x;a] inmig halkadur.
(ii) R a-skew Armendarizdir.

(iii) R a-kati halkadir.

Chen ve Tong 2005’te, Hong ve digerlerinin 2003’te ispatladiklart Onerme 3.2.7 ve Onerme

3.2.8’1 yeniden yorumlayarak agagidaki sonuglar1 vermiglerdir.
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Sonuc 3.2.16. «, R’nin bir monomorfizmasi olmak iizere R, inmis a-skew Armendariz

bir halka olsun. Bu durumda R’nin T'(R, R) asikar geniglemesi a-skew Armendarizdir.

Sonuc 3.2.17. o, R’nin bir monomorfizmasi olmak iizere R, inmig a-skew Arendariz bir

halka olsun. Bu durumda

a b ¢
S3(R) = 0 a dl||abedeRr
0 0 a

halkas1 @-skew Armendarizdir.

3.3 Kati1 Halkalar ve o- Armendariz Halkalar

Hong, Kwak ve Rizvi 2006’da a-kat1 ve Armendariz halkalarin bir bagka genellemesi olan

a-Armendariz halkalar: agagidaki bigimde tanimlamiglardir.

Tanim 3.3.1. o R halkasinin bir endomorfizmas: olsun. p = >"" a;z", ¢ = > o bja? €
R[x; o] i¢in pg = 0 iken her 0 < i <m, 0 < j < n icin a;b; = 0 oluyorsa, bu durumda R

halkast a-Armendariz olarak adlandirilir.

Her a-Armendariz halkanin a-skew Armendariz oldugu agiktir. Ayrica bir R halkasinin
herhangi bir kat1 a endomorfizmasi i¢in R halkasinin a-Armendarizlik 6zelligi a-skew
Armendarizlik 6zelligine denktir. Diger taraftan Ir, R’nin birim endomorfizmasi olmak
izere R Armendarizdir ancak ve ancak R Ir-skew Armendarizdir ancak ve ancak R Ig-
Armendarizdir. Diger taraftan R, a-Armendariz bir halka ve S, R’'nin a(S) C S olacak
sekildeki bir alt halkasi olmak iizere S a-Armendarizdir. Ayrica «, R’nin bir endomor-

fizmasi olmak {izere R a-Armendariz bir halka ise, bu durumda « bir monomorfizmadir.
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Simdi bunu gosterelim. Bunun icin a’nin monomorfizma olmadigini kabul edelim. Bu
durumda «a(a) = 0 olacak sekilde bir 0 # a € R vardir. p(z) = z, ¢(x) = a € Rz;q]
polinomlart igin p(z)q(z) = za = a(a)z = 0 olup R a-Armendariz oldugundan la = a =0

olur ki bu bir celigkidir. Sonug olarak « bir monomorfizmadir.

Onerme 3.1.7°den her a-kat1 halka a-Armendarizdir. Fakat bu gerektirmenin tersi her za-
man dogru degildir. Gergekten; Z tam sayilar halkasi ve QQ rasyonel sayilar halkas1 olmak
lizere Z'nin Q ile agikar geniglemesi olan R = T'(Z,Q) halkasim ve a((a,s)) = (a,s/2)
ile tanimhi o : R — R otomorfizmasini gozoniine alalim. R halkasi a-kat1 degildir fakat

a-Armendarizdir. Ayrica, her inmig halkanin Ir-Armendariz oldugu aciktir.

Hong ve digerleri 2006’da, a-Armendariz halkalarla baglantili olarak a-kati halkalar icin

bagka bir denk kogulu asagidaki 6nermede vermislerdir.

Onerme 3.3.2. Bir R halkasmin a-kati olmasi icin gerek ve yeter kosul R’nin inmis ve

a-Armendariz olmasidir.

Ispat R o-kat1 olsun. Bu durumda Lemma 3.1.3'den R inmis ve Onerme 3.1.7°den R
a-Armendarizdir. Tersine R halkasi inmig ve a-Armendariz olsun. Herhangi bir a € R
i¢in aa(a) = 0 olsun. p = ax, ¢ = a € R[x;a] polinomlar i¢in pg = (ax)a = aa(a)r =0
olup R a-Armendariz oldugundan a? = 0 dir ve R inmis oldugundan a = 0 dir. Boylece

R a-katidar. O

Onerme 3.3.3. R a-Armendariz bir halka ve a,b € R olsun.
(i) ab = 0 ise, bu durumda herhangi bir pozitif n tam sayisi i¢in o™ (a)b = 0 dir.
(ii) Bir pozitif m tam sayisi i¢in aa™(b) = 0 ise, bu durumda ab = 0 dir.

31



(Hong ve digerleri 2006)

Ispat (i) ab = 0 olsun. a(a)b = 0 oldugunu gostermemiz yeterlidir. p = a(a)z, ¢ =
br € R[zr;a] polinomlarn i¢in pg = (a(a)x)(br) = ala)a(b)z® = a(ab)z®> = 0 olup R
a-Armendariz oldugundan a(a)b = 0 dir.

(ii) Pozitif bir m tam sayisi i¢in aa”(b) = 0 olsun. p = ax™, q = bx € R[z;a] polinomlari

m+1

i¢in pqg = (az™)(br) = aa’(b)z™*" = 0 olup R a-Armendariz oldugundan ab = 0 olur. OJ

Yukaridaki 6nermenin bir sonucu olarak R a-Armendariz ise, bu durumda «(1) = 1 dir.
Gercekten (1 — a(1))a(1) = 0 olup Onerme 3.3.3(i)’den a(1 — a(1))a(1) = 0 dir. Bu-
radan (a(l) — a(a(l)))a(l) = 0 olup a(1) = a(a(l)) bulunur. R a-Armendariz iken «

monomorfizma oldugundan (1) =1 elde edilir.

(Hong ve digerleri 2006)’da, Hong ve digerlerinin 2003’te ispatladiklari Onerme 3.2.6’y1

genellegtirerek asagidaki sonucu vermiglerdir.

Onerme 3.3.4. Bir R halkasi icin asagidakiler denktir:
(i) R a-kat1 halkadir.
(ii) a € R ve bir pozitif n tam sayist i¢in a”(a)a = 0 ise, bu durumda a = 0 dir.

(iii) (z?), R[z]’in z? tarafindan iiretilen ideali olmak iizere R[x|/(z?) boliim halkast a-

Armendarizdir.

Ispat (i) = (ii) R a-kat1 halka ve pozitif bir n tam sayisi icin o™(a)a = 0 olsun. R inmis
oldugundan aa™(a) = 0 dir. R a-kati iken a-Armendariz oldugundan Onerme 3.3.3(ii)
geregince a® = 0 olur. Tekrar R inmis oldugundan a = 0 bulunur.

(ii) = (i) 1lk olarak R’nin inmis oldugunu goésterelim. a € R icin a®> = 0 olsun. Bu

durumda a(a(a)a)a(a)a = a?(a)a(a?)a = 0 olup kabulden a(a)a = 0 ve buradan a = 0
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olur. Boylece R inmigtir. Simdi R’nin a-kati1 oldugunu gosterelim. Bir » € R igin
ra(r) = 0 olsun. R inmig oldugundan «(r)r = 0 ve kabulden r = 0 elde edilir.

(i) = (iii) R a-kat1 olsun. R[z]/(x?)de bir h elemanim h = ag + a2+ - - - + a,, 2™ € R[]
olmak iizere h = h + (2?) = ag + a1z + -+ + apa™ + (2%) = ag + ez + (2?) = ag +
a1z € R[z]/{x?) bi¢giminde yazabiliriz. Burada ¥ = z + (z?) dir. Simdi R[z]/(z*) nin
a-Armendariz oldugunu gosterelim. p= fo+ fiy+- -+ fy™, 4= Go+qy+---+Gy" €
(R[x]/{z*))[y; @] igin pg = 0 olsun. Her i, j i¢in f;g; = 0 oldugunu iddia ediyoruz. Burada
herbir 0 < ¢ < m ve 0 < j < n iin a;,, a;,, bjy,b;, € R olmak iizere z* = 0 oldugundan
fi = ai, +a,T, g = bj, + b, T yazlabilir. R a-kat1 oldugundan Onerme 3.3.2’den R
a-Armendarizdir. Ayrica o(1) = 1 oldugu da agiktir. Bundan dolayr zy = yz ve herhangi

bir a € R i¢in aZ = Za oldugu kolayca goriiliir. Boylece

hO - Zaioyia hl - Zahyia kO = Zb]()y]a kl = thy] € R[y]
=0 =0 7=0 j=0

olmak iizere p = hg + h1Z, ¢ = ko + k17 yazilir. pg = 0 ve 2 = 0 oldugundan

0 - ﬁq_ — hok}o + (ho/{il + hll{?())i’ + h1k1£2 = hoko + (hokl + hlko)j}

elde edilir. Boylece Rly; af’da hoky = 0 ve hoky + hiko = 0 bulunur. R[y; o](= R|x;a))
inmig oldugundan kohg = 0 ve 0 = ko(hoky + hiko)hy = (kohy)? olur. Boylece kohy = 0
ve buradan hiky = 0 dir. Sonug olarak hok; = 0 olur. R a-Armendariz oldugundan her
0<i<mve0<j<nign a;b;, =0, a,b;, =0, a;,bj, = 0 olur. Sonug olarak f;g; =0
oldugundan R[x]/(x?) a-Armendarizdir.

(iii) = (i) R[x]/(z?) a-Armendariz olsun. Simdi (ii)’den yararlanarak R’'nin a-kat1 oldugunu
gosterelim. a € R igin a(a)a = 0 olsun. p = a(a) — Ty, ¢ = a+ Ty € (R[x]/{z*))]y; ]
polinomlan i¢in &(1) = a(1 + (z?)) = a(1) + (?) = 1 + (z*) = 1 oldugu kullanilarak
pq = 0 bulunur. R[x]/(x?) a-Armendariz oldugundan za = 0 olmahdir. Buradan
Ta = (x + (@*))a = za + (z*) = (z*) = 0 oldugundan a = 0 olur. Sonug olarak R

a-katidir. 0
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Chen ve Tong 2007’de, bir halkanin herhangi endomorfizmasinin kati olmasi icin gerek ve

yeter kogulu asagidaki bicimde karakterize etmigtir.

Lemma 3.3.5. Bir R halkasinin herhangi o endomorfizmasi igin agagidakiler denktir:

(i) « kat1 endomorfizmadir.

(ii) a € Rigin a(a)a =0 ise a = 0 dur.
Ispat (i) = (ii) @ € R icin a(a)a = 0 olsun. R a-kat1 oldugundan R inmis halkadur.
(aa(a))? = aala)aa(a) = a(a(a)a)a(a) = 0 oldugundan aa(a) = 0 dir. Boylece a = 0
olur.
(ii) = (i) 1lk olarak R’nin inmis oldugunu gésterelim. a € R icin a®> = 0 olsun. Bu
durumda a(a(a)a)(a(a)a) = o?(a)a(a?)a = 0 ve buradan a(a)a = 0 olup a = 0 elde
edilir. Boylece R inmis halkadir. aa(a) = 0 olsun. Buradan (a(a)a)? = a(a)(ac(a))a =0

oldugundan a(a)a = 0 olup kabulden a = 0 elde edilir. O

Chen ve Tong 2007°de, kat1 halkalar i¢in baska bir karakterizasyonu matris halkalarini

kullanarak asagidaki gibi vermistir.

Teorem 3.3.6. Bir R halkasinin a-kat1 olmasi icin gerek ve yeter kogul

a b c
S3(R): 0 a d \a,b,c,dER
0 0 a

halkasinin a-skew Armendariz olmasidir.

ar b o
ispat R a-kat1 olsun. 0 a; d; | € S3(R) elemanim (ay, by, ¢y, dy) ile gosterelim.
0 0 a
a, b ay by c
Buna gore 0 a; di |,| 0 as dy | € S3(R) elemanlar i¢in toplama ve ¢arpma
0 0 a 0 0 a
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islemlerini
(a1,b1,c1,dy) + (ag, b2, c2,da) = (ay + az, by + ba, c1 + o, dy + da)

(a1, by, c1,dy)(ag, be, co,da) = (arag, a1bs + bias, ajca + bids + crag, ardy + diaz)

bi¢iminde gosterebiliriz. Boylece her p € S5(R)|[x; @] elemanin p; € R[z; a] olmak iizere

p = (Po, P1, P2, p3) bigiminde yazabiliriz. Buna gére p = (po, p1,p2,P3),q = (90, @1, 42, q3) €
S3(R)[x; @] i¢in pg = 0 olsun. Bu durumda

Pogo = 0
Poq1 +pi1go =0
Poge + p1g3 + p2go = 0

Pog3 + p3go = 0

denklemlerini elde ederiz. R a-kat1 oldugundan Onerme 3.2.3’den R[r;a] inmistir. Bu
durumda (3.10) denkleminden gopy = 0 olur. (3.11) denklemi sagdan pq ile garpilirsa
Poq1po = 0 ve R[x; ] inmig oldugundan pyq; = 0 elde edilir. Bu sonug (3.11) denkleminde
yerine yazilirsa p1qo = 0 olur. (3.13) denklemi sagdan py ile carpilirsa pogspo = 0 ve R[z; o
inmig oldugundan pogz3 = 0 elde edilir. Bu sonug (3.13) denkleminde yerine yazilirsa
p3qo = 0 bulunur. (3.12) denklemi sagdan py ile ¢arpilirsa poga = 0 olur ve sonug (3.12)

denkleminde yerine yazilirsa

P1gs + p2qo = 0 (3.14)

elde edilir. (3.14) denklemi sagdan p; ile ¢arpihirsa p1gs = 0 ve sonug (3.14) denkleminde

yerine yazilirsa paqo = 0 bulunur. Boylece

Po = Zaiﬂﬂi,pl = Z bix', py = Zcﬂi,ps = Z d;x
i=0 i=0 i=0 i=0
Za o g = be],pz Zcxj,pd Zd’aﬂ
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olmak tizere

a; bl C; a: b

. L
p=> 1 0 a d& [2q= 0 a & |
1=0 =0
0 0 g ’ 0 0 d

olsun. R a-kati oldugundan Sonug¢ 3.2.4’den R a-skew Armendarizdir. Bdylece her ¢, 5

icin a;,0’(af) = 0,b;' (V) = 0,c;a'(c}) = 0,d;a’(d;) = 0 bulunur. Sonug olarak her i, j

icin

a; bz C; CL;- b; C;'
0 a d |& 0d, d ||=0
0 0 a 0 0 a;-

oldugundan S3(R) a-skew Armendarizdir.
Tersine S3(R) a-skew Armendariz olsun. Oncelikle o’nin monomorfizma oldugunu géstere-

lim. Kabul edelim ki @ monomorfizma olmasim. Bu durumda «(a) = 0 olacak sekilde

0 # a € R vardir. Bu durumda S;3(R)[z; & da

0 01 —a —a —a ] 0 01 a a a
000 |+ 0 —a —a |Z 000]|+]0aalx=0
0 00 0 0 —a | 0 00 0 0 a
0 01 a a a 0 0 a
elde edilir. Fakat | 0 0 0 00 a a|=]00 0 |#OolurkibuS;(R)nin a-
0 00 0 0 a 000

skew Armendariz olmasi ile celigsir. O halde a bir monomorfizmadir. Simdi R halkasinin
a-kat1 oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki R a-kat1 olmasimn. Bu durumda Lemma
3.3.5(ii)’den a(a)a = 0 olacak sekilde bir 0 # a € R vardir. a # 0 ve a bir monomorfizma
oldugundan «a(a) # 0 dir. Bu durumda S3(R)[z; a]’da

af@) 0 0 00 1 a 0 0 00 -1
0 a@ 0 |+]000 | 0ao0|+[0oo0 0o [z|=0
0 0 a) 000 00 a 00 0
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ala) 0 0 00 —1 0 0 —afa)
dir. Fakat 0 afa) 0 00 O = 00 0 # O olur ki bu
0

0 «afa) 00 O 0 0 0
S3(R)’'nin a-skew Armendariz olmasi ile ¢eligir. Sonug olarak R a-katidir.

Chen ve Tong 2007’de, o, R’nin birim endomorfizmasi olarak alinirsa, Kim ve Lee’nin
2000°de ispatladiklar1 6nermenin tersinin de dogru oldugunu yukaridaki teoremin bir

sonucu olarak asagidaki bi¢cimde vermisglerdir.

Sonuc 3.3.7. Bir R halkasinin inmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

a b c
83(R): 0 a d \a,b,c,dER
0 0 a

halkasinin Armendariz olmasidir.

Chen ve Tong 2007’de, kat1 halkalar icin benzer bir karakterizasyonu halkanin agikar

genislemesini kullanarak asagidaki teoremde gostermislerdir.

Teorem 3.3.8. Bir R halkasimin a-kati olmasi i¢in gerek ve yeter kogsul R'nin T'(R, R)

agikar genislemesinin a-skew Armendariz olmasidir.

Ispat R a-kati olsun. T (R, R)'nin a-skew Armendariz oldugunu gosterelim. p =

>oimolan bty ¢ = 70 o(cj,dj)a? € T(R, R)[x;a] icin pg = 0 olsun. T(R, R)[v;a] =

i=0 §=0

T(R[z; o], R[z; a]) oldugundan

m m n n
Po = E a;xr, p1 = E bix', qo = E Cj$j> q1 = E djxj
i=0 i=0 j=0 =0

olmak iizere p = (po, p1), ¢ = (¢o, 1) yazabiliriz. 0 = pg = (pogo, pog1 + p1go) oldugundan
Rlz; a)’da pogo = 0 ve poq1 + p1go = 0 bulunur. R a-kati oldugundan Onerme 3.2.3’den
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R[z; ] inmigtir. Bu durumda gopy = 0 olur. pog:1 + p1go = 0 esitligi sagdan p, ile
carpilirsa poqipo = 0 olup buradan pgq; = 0 ve p1go = 0 elde edilir. Boylece R a-skew
Armendariz oldugundan her bir i, j i¢in a;a'(c;) = 0, a;a'(d;) = 0, ba'(¢;) = 0 olup
(ai, bi)a'((c;,d;)) = 0 elde edilir. Sonug olarak T'(R, R) a-skew Armendarizdir.

Tersine T(R, R) a-skew Armendariz olsun. Oncelikle a'nin monomorfizma oldugunu
gosterelim. Kabul edelim ki @ monomorfizma olmasin. Bu durumda a(a) = 0 olacak

sekilde bir 0 # a € R vardir. T(R, R)[z; a]'da

01 —a —a 01 a a
+ x + x| =0
0 0 0 —a 0 0 0 a
dir. Fakat
01 a a
£ 0
00 0 a

olmast T'(R, R)'nin a-skew Armendariz olmasi ile ¢eligir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanls
olup a bir monomorfizmadir. Simdi R’nin a-kat1 oldugunu ispatlayalim. Kabul edelim
ki R a-kat1 olmasm. Bu durumda «(a)a = 0 olacak sekilde bir 0 # a € R vardir. « bir
monomorfizma oldugundan a(a) # 0 dir. T(R, R)[z; &) da

afa) 0 01 a 0 0 —1
+ x + x| =0
0 «afa) 00 0 a 0 0
dir. Fakat
afa) 0 0 -1
# 0
0 «afa) 0 0

olur ki bu T'(R, R)’nin a-skew Armendariz olmasi ile geligir. O halde R a-katidir. UJ

Chen ve Tong 2007°de; Bolim 2.3’de belirtilen A,(R), A,(R) + REy ve V,(R) gibi
M,,(R)’nin baz1 6zel tipdeki alt halkalarini kullanilarak bir R halkasiin a-kat1 olmasi i¢in

gerek ve yeter kogullari agagidaki gibi vermiglerdir.
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Teorem 3.3.9. Agagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) R a-kat1 halkadir.
(ii) n =2k+ 1> 3i¢in A, (R) a-skew Armendarizdir.
(i) n =2k >4 igin A,(R) + RE}) a-skew Armendarizdir.

(iv) n > 2 i¢in V,,(R) a-skew Armendarizdir.

Lemma 3.3.10. R ile S iki halka ve o : R — S bir halka izomorfizmasi olmak iizere R a-

skew Armendariz ise, bu durumda S cac~!-skew Armendarizdir (Chen ve Tong 2007).

Hong ve digerleri 2003’te; o, R'nin «(1) = 1 kogulunu saglayan bir monomorfizmasi iken
R’nin a-kat1 olmas i¢in gerek ve yeter kogulun R[z]/(x?)’nin a-skew Armendariz olmast
gerektigini ispatlamiglardir. Chen ve Tong 2007’de agagidaki teoremi ispatlayarak bu

sonucu genellegtirmiglerdir.

Teorem 3.3.11. o, R halkasinin bir endomorfizmasi olmak iizere R'nin a-kati1 olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul n > 2 ve (2™), R[x]'in z" tarafindan iiretilen ideali olmak {izere

Rx]/(z")'in a-skew Armendariz olmasidir.

Ispat R[z]/{(z") a-skew Armendariz olsun. rol, + iV + -+ 7,1 V" ! € V,(R) =
RI,+RV+---+RV"  igin O(roL,+1m1V+- - 41,1 V'Y = ro+riz+- - - 4rp_g2" 14 (™)
ile tanimh 6 : V,(R) — R|z]/(z") d6niigtimii bir halka izomorfizmasidir. R[z]|/{z") a-
skew Armendariz ve 67! : R[z]/{2") = V,,(R) oldugundan Lemma 3.3.10 geregince V,,(R)
0~ 'ab-skew Armendarizdir. 07 af(rol, + 1V + - +rp, V') =0 a(rg +riz+ -+
Fao12" 4 (@) = 07 Ha(re) + a(r)z + - + a(rp_1)z™ + (a™) = a(ro) I, + a(r)V +
cta(r,_)Vrt =alrgl, 4V 4+ 71,21V oldugundan V,,(R) a-Armendarizdir.
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Boylece Teorem 3.3.9’dan R a-katidar.
Tersine R a-kati olsun. Teorem 3.3.9’dan V,,(R) a- skew Armendarizdir. Lemma 3.3.10’dan
R[z]/{z") Oaf~'- skew Armendarizdir. Boylece gerek kogulun ispatina benzer sekilde

R[z]/(z") a- skew Armendariz bulunur. O

Chen ve Tong 2007’de; bir R halkasinin a-kat1 olmas: icin gu ana kadar bilinen denk
kogullarla kendi belirledikleri karakterizasyonlar1 birlegtirerek agagidaki sonucu ifade et-

miglerdir.

Teorem 3.3.12. «, R halkasinin bir endomorfizmasi olmak iizere asagidaki ifadeler

birbirine denktir:
(i) R a-kat1 halkadr.
(i) @ € R i¢in a(a)a =0 iken a = 0 dur.
(iii) R[z;«] inmis halkadir.
(iv) R inmis halka ve R’nin her minimal P asal ideali i¢in o' (P) C P dir.

(v) R inmis halka, @ monomorfizma ve R’nin her minimal P asal ideali i¢in o~ !(P) C P

dir.
(vi) R inmig halka, o monomorfizma ve R’deki her bir sifirlayan « tarafindan korunur.

(vii) R inmis a-skew Armendariz halka ve a monomorfizmadir.

(viii) R inmis halka ve f(z) = > 3" a2, g(x) = 3°7_bja? € Rlz;a] igin f(x)g(z) =0

olmasi icin gerek ve yeter kosul a;b; = 0 olmasidir.
(ix) T(R, R) a-skew Armendarizdir.
(x) W a-skew Armendarizdir.
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(xi) n =2k +1>3i¢in A,(R) a-skew Armendarizdir.
(xii) n =2k >4 icin A,(R) + REy; a-skew Armendarizdir.
(xiii) n > 2 i¢in V,(R) a-skew Armendarizdir.

(xiv) n > 2 i¢in R[z]/(x™) a-skew Armendarizdir.

(xv) R a-skew Armendariz ve R[z;a)’da f(z)g(x) = 0ise, f(x)R[z;a] N Rl[z;alg(x) =0
dir.
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4 HALKALARIN KATI
OLMASI ICIN DENK KOSULLAR

Tezin orjinal kismini olugturan bu bdéliimde kat1 halkalar ve genellestirilmis Armendariz
halkalar arasindaki iligkiler incelenecek ve bir halkanin kati olmasi i¢in yeni karakterizas-

yonlar verilecektir. Ayrica Armendariz halkalarla ilgili bilinen sonuclar genellegtirilecektir.

4.1 Kat1 Halkalar ve Genellestirilmis Armendariz Halkalar

(Rege ve Chhawchharia 1997)’de; Iz, R’'nin birim endomorfizmasi olmak iizere n > 2
i¢in herhangi bir R halkas: {izerindeki n x n tipindeki matrislerin M, (R) halkasinin Ip-
Armendariz olmadigini bir érnekle gostermiglerdir. Ayrica (Hong ve digerleri 2003)’te;
2 x 2 tipindeki tiim (ve aym zamanda {ist iiggensel) matris halkalarinin a-Armendariz
olmadigini gostermiglerdir. Diger taraftan (Hong ve digerleri 2006)’da; R halkas1 a-kati
iken

a b c

S3(R) = 0 a d | |abecdeR

0 0 a
halkasinin a-Armendariz oldugunu ispatlamislardir. Ilk olarak asagidaki 6nermede; S5(R)
halkasinin a-Armendariz olmast durumunda R’nin a-kati oldugu ispatlanacak ve boylece

(Hong ve digerleri 2006)’nin genellemesi elde edilecektir.

Teorem 4.1.1. o, R halkasinin bir endomorfizmas1 olmak iizere agagidakiler birbirine

denktir:

(i) R a-kat1 halkadir.
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a b c
(ii) S3(R) = 0 a d | |ab,c,de R} a-Armendarizdir.
0 0 a

(iii) R'nin T'(R, R) agikar geniglemesi a-Armendarizdir.

ispat (i) = (ii) (Hong ve digerleri 2006).
(i) = (iii) S5(R) a-Armendariz olsun. T'(R, R), S3(R)’nin bir alt halkas: olan

a b 0

0 a 0 | a,b,c,d € R

0 0 a
halkasina izomorftur. Ayrica a-Armendariz bir halkanin alt halkasi da a-Armendariz
oldugundan T'(R, R) a-Armendarizdir.
(iii) = (i) T(R, R) a-Armendariz olsun. R halkasinin a-kat1 olmadigim kabul edelim. Bu
durumda Lemma 3.3.5(ii)’den a(a)a = 0 olacak gekilde bir 0 # a € R vardir.

afa) 0 0 1 a 0 0 —1
p(x) = + z, q(z) = + x € T(R, R)[z;q]
0 afa) 00 0 a 0 0
. ala) 0 0 —1 .
icin p(x)q(z) = O dir. Fakat # O olup bu T'(R, R)’'nin a-
0 «afa) 0 0

Armendariz olmasi ile geligir. O halde R a-katidir.

Onerme 4.1.1°de o, R'nin birim endomorfizmasi olarak almirsa (Kim ve Lee 2000) ve (Lee

ve Wong 2005)’deki sonuglarinin genellegtirilmis hali olan agagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.1.2. Bir R halkas i¢in agagidakiler birbirine denktir:
(i) R inmig bir halkadir.

a b c
(i) S3(R) = 0 a d | |ab,c,de Ry Armendarizdir.
0 0 a
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(iii) R'nin T'(R, R) agikar geniglemesi Armendarizdir.

R halkast a-kat1 iken S3(R)’nin a-Armendariz oldugu bilinmektedir. Bu gergegi goz
oniinde bulundurarak; n > 4 i¢in S, (R) halkasinin a-Armendariz olup olmadig merak

edilebilir. Fakat; Hong ve digerleri 2003’te, R halkasi a-kat1 olsa bile n > 4 i¢in

( 3\
a a2 Qi3 -+ Q1p
0 a agz -+  Qop
Sn(R) = 0 0 a - ag ||laa; €R
0 O 0O - a

\ /

halkasinin a-Armendariz olmadigini gostermislerdir. Bununla beraber, Armendariz ol-
mayan halkalarin Armendariz olan alt halkalar1 oldugu gibi; a-Armendariz olmayan hal-
kalarin da a-Armendariz olan alt halkalar: olabilir. Bu gercekten hareketle; asagida n > 4
icin S,(R)’in a-Armendariz olan bazi alt halkalarini belirleyecegiz. Bu sonug ayni za-
manda; Tanim 2.3.3’te verilen bazi matris halkalar1 yardimiyla bir halkanin a-kati ol-
masinin karakterizasyonlarini verecektir. Teoreme ge¢meden once ispat icin gerekli olan

agagidaki lemmay1 verelim.
Lemma 4.1.3. R inmis bir halka olmak iizere her n = 2k +1 > 3 igin S = A,(R) ve
n =2k >4i¢in S = A,(R) + REy;, olsun. A = (a;;), B = (b;;) € S igin AB = 0 ise, bu

durumda [AB];; = 0 dir (Chen ve Tong 2007).

Lemma 4.1.3’te; A = (a;;), B = (b;;) € M,(R) icin [AB];; = O olmas1 [ = 1,...,n icin
ayzby; = 0 anlamidadir (Lee ve Zhou 2004).
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Teorem 4.1.4. Bir R halkas1 i¢in agagidakiler birbirine denktir:

(i) R a-kat1 halkadir.
(ii) n=2k+ 1> 3icin A, (R) a-Armendarizdir.
(iii) n =2k >4 i¢in A,(R) + REy; a-Armendarizdir.
(iv) n>2icin V,(R) = RI,, + RV + RV? + --- + RV""! a-Armendarizdir.

Ispat (i) = (i), (iii) R a-kati olsun. n = 2k +1 > 3 icin S = A,(R) ve n = 2k > 4
icin S = A, (R) + REy; olsun. Simdi S’nin a-Armendariz oldugunu gosterelim. P(x) =
Co+ Cix + -+ Cua" ve Q(x) = Dy + Dyx + --- + Dya¥ € S|x; @] polinomlart i¢in
P(z)Q(x) = O olsun. Iddia ediyoruz ki her 0 < i < uve 0 < j < v icin C;D; = O dur.
0<i<uve0<j<wign cg) ve dg) sirastyla C; ve D; matrislerinin (s,t). bilegenleri
olmak iizere pg(x) = cgg) + cS)x +--- cgf)x“ ve ¢g(T) = dg?) + dg)x +- dg)x” olsun.
Bu durumda 1 < s,t < ni¢in P(x) = (pg(z)) ve Q(x) = (gs(x)) yazabiliriz. Boylece S’de
(pst(2))(gst(7)) = 0 olur. R a-kat1 oldugundan Onerme 3.1.6 geregince R[z;a] inmistir.
Lemma 4.1.3'ten 1 < s, < n i¢in ((ps(2))(gst(x)))st = O olur. Bundan dolay1 1 <[ <mn

icin R[z; o] da pg(z)qu(z) = O dir. Yani,

(D +cPr o ey dY +dY e+ dY ) =0

S S

dir. Diger taraftan R a-kat1 oldugundan Onerme 3.3.2 geregince R a-Armendarizdir.
Boylece 1 < s,t,l <n,0<i<uve0<j<wvicin cg)dl(f) = 0olup C;D; = (cg?)(dgjt)) =0
bulunur. Sonug olarak S a-Armendarizdir.

(i) = (iv) R a-kat1 olsun. n = 2,3 i¢in Teorem 4.1.1’den V,,(R) a-Armendarizdir. n > 4
i¢in V,,(R), A.(R) veya A, (R) + RE;’'nin o(V,(R)) C V,(R) kogulunu saglayan bir alt
halkas1 oldugundan V,,(R) a-Armendarizdir.

(iv) = (i), (ili) = (i) ve (ii) = (i) gerektirmeleri Teorem 4.1.1’ten aciktir. O
Teorem 4.1.4’te o, R’nin birim endomorfizmasi olarak alinirsa agagidaki sonucu verebiliriz.

45



Sonuc 4.1.5. Bir R halkas: i¢cin asagidakiler denktir:
(i) R inmis halkadir.
(ii) n =2k+1> 3i¢in A, (R) Armendariz.
(iii) n =2k > 4 igin A,(R) + REy; Armendariz.

(iv) n > 2i¢in V,(R) = RI, + RV + RV? + --- + RV""! Armendariz.

plaol, + aV + -+ a, V") =ap+a, + -+ ap_12" ' + (z") geklinde tammlanan
p : Vo(R) — R[z]/(z™) déniisiimii halka izomorfizmasidir. Béylece Onerme 3.3.4%iin

genellemesi olan agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc 4.1.6. Bir R halkasinin a-kat1 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul n > 2 i¢in ("), ™
tarafindan iiretilen R[z]’in ideali olmak iizere R[x]/(z") bolim halkasinin a-Armendariz

olmasidar.

Uyar1 4.1.7. a-Armendariz bir halkanin « endomorfizmast birimi korudugundan, Lee
ve Zhou’nun 2004’te verdikleri drnege benzer olarak, R halkasi a-Armendariz olsa bile
n =2k > 2i¢in BS(R), n =2k+1 > 3 i¢in B2(R) ve n > 2 i¢in B, (R)'nin a-Armendariz

olmadigi kolayca goriiliir.

Asagidaki 6rnekte; Armendariz halkalarin a-skew Armendariz olmasi gerekmedigi goriilmek-

tedir.

Ornek 4.1.8. Z,, tam sayilarm 2 modiiliine gore halkasi olmak iizere R = Z, @& Z, olsun.
R degismeli inmig bir halka oldugundan Armendarizdir. « : R — R, a((a,b)) = (b,a)
ile tanimlanan endomorfizma olsun. (Hong ve digerleri 2003)'ten R a-skew Armendariz

degildir. Ayrica (Hong ve digerleri 2006)’dan R a-Armendariz de degildir.
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Fakat yukaridaki érnekle ilgili olarak asagidaki sonucu verebiliriz.

Onerme 4.1.9. o, R halkasim bir endomorfizmas: olmak iizere R[z;a] skew polinom

halkasi Armendariz ise, bu durumda R a-skew Armendarizdir.

Ispat R[z;a] Armendariz olsun. p(z) = ag + a1z + - - - 4 apma™, q(x) = by + by + - - - +
b,x™ € Rlx;a] igin p(x)g(x) = 0 olsun. Her i, i¢in a;a’(b;) = 0 oldugunu gostermeliyiz.
(Rlz;al)[y] de f(y) = a0+ (a@)y +- - -+ (ama™)y™ ve g(y) = bo + (brx)y +- - - + (bpx")y"
polinomlarini gézoniine alahm. y ile z degigmeli ve p(x)g(z) = 0 oldugundan f(y)g(y) = 0
bulunur. R[z;a] Armendariz oldugundan a;z°b;2? = 0 olup buradan her i, j i¢in a;a’(b;) =

0 dir. Boylece R a-skew Armendarizdir. O

Hong ve digerlerinin 2003’te elde ettikleri sonuclari, Onerme 4.1.9°un bir sonucu olarak

agagidaki gibi verebiliriz.

Sonuc 4.1.10. «, R halkasimin bir endomorfizmas: olmak iizere R a-kat1 ise, bu durumda

R a-skew Armendarizdir.

ispat R a-kati olsun. Bu durumda Onerme 3.2.3’den R[z; ] inmis halka ve boylece

Armendarizdir. Sonuc olarak Onerme 4.1.9°dan R a-skew Armendarizdir. O

a-Armendariz halkalarin a-skew Armendariz oldugu bilinmektedir. Fakat Onerme 4.1.9’
daki "a-skew Armendariz" ifadesi yerine "a-Armendariz" ifadesinin getirilemeyecegi agagi-

daki ornekte goriiliir.

Ornek 4.1.11. Z;,, tam sayilarin 2 modiiliine gére halkasi olmak {izere R = Zj[z] ve
a: R — R, R'nin o(f(z)) = f(0) bi¢iminde tanimlanan endomorfizmasi olsun. (Hong

ve digerleri 2003)’ten R inmis a-skew Armendariz bir halkadir fakat (Hong ve digerleri
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2006)’dan R a-Armendariz degildir. Simdi S = R[y; @)'nin Armendariz oldugunu géstere-
lim. f(T) = fo+ AT+ -+ fuT™, 9(T) = go+ 1T+ +g,T" € S[T] igin f(T)g(T) =0

uj

olsun. Her bir 0 <i <mve 0 < j <nicin f; ,gj, € Zs[x]| olmak iizere f; = > 7" fi. (x)y®
ve gi = > 00 95, (7)y" olsun. Genelligi bozmaksizin her 0 < s <w;, 0 <t <wv;, 0<i<m
ve 0 < j <nigin Zy[z] de f; (x) # 0 ve gj,(z) # 0 kabul edebiliriz. Bu durumda asagidaki

denklemler sistemine sahibiz:

fogo =0 (4.1)
Jogr + f190 =0 (4.2)
Jogk + figk—1+ -+ fk-191 + frgo =0 (4.3)
Jogue1 + fige + -+ frgr + frr190 =10 (4.4)
Iddia ediyoruz ki; fo,(z) = fi,(z) = -+ = fime(x) =0ve 0 <t <wv;ve0 < j<n

igin her bir gj,(r) sabit terime sahip degildir. Ispati i + j iizerinde tiimevarim uygu-
layarak yapalim. R a-skew Armendariz ve (4.1) denkleminden her 0 < s < wug ve
0 <t < wicin fo,(z)a*(go,(x)) = 0 dir. Bundan dolay1 0 < t < vy icin fo,(x) ve
90,(0) = 0 dir. Boylece 0 < ¢t < vp i¢in her bir go,(x) sabit terime sahip degildir.
Boylece ¢ + 7 = 0 i¢in iddia dogrudur. Simdi i + 57 < k — 1 i¢in iddiamizin dogru
oldugunu kabul edelim. Tiimevarim hipotezinden ve (4.3) denkleminden 0 = fogx+ frgo =
(for (2)y + fo, ()2 4 - - 4 fou, ()40 (Gro () + Gy ()Y + - -+ Gy, (2)Y") + fig (2) (g0, () +
90, (2)y+- - F90,, (2)y") = i (£)g0o (£)+[fro () g0, () + o, (2) (o (2))]y+Lfro () g0, () +
fou ()i, (2)) + fou (2)®(gro (2))]y* + -+ + fo,, (@) (g, (2))y“o* elde edilir. Bu du-

rumda fi,(z) = 0 dir ve boylece agagidaki denklemleri elde ederiz:
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Jo (2)(gry () = 0 (4.6)

o, ('r)a(gkl (l’)) + fo, (x)a2(gko (ZL‘)) =0 (47)
for ()o(gr,_, (2)) + foo (@) (g () + - + fo, (@) (gry (2)) = 0 (4.8)
Jou, (2)a (gr,, (2)) = 0 (4.9)
Boylece, gk, (0) = gk, (0) = --+ = gx, (0) = 0 ve her 0 < ¢t < v, i¢in gi,(z) sabit terime

sahip degildir. Boylece fi = >0 fi (z)y®, g; = > oi20 95 (x)y! ve 0 < i <m, 0 <t < v,
ve 0 < j < n igin her bir g; sabit terime sahip degildir. Bundan dolay:1 her 7, j icin
fig; = 0 dir. Sonug olarak S = R[y; o] = (Zs]z])|y; @] Armendarizdir. O

4.2 Kat1 Halkalarin Diger Karakterizasyonlari

Asgagidaki 6nermeyle, (Chen ve Tong 2007)’de elde edilen sonuglari genellegtirmig olduk.

Onerme 4.2.1. R ve S iki halka, ¢ : R — S bir halka izomorfizmasi1 ve o, R nin bir

endomorfizmasi olsun. Bu durumda;
(i) R’nin a-kat1 olmasi igin gerek ve yeter kosul S'nin cao~!-kat1 olmasidir.

(ii) R'nin a-Armendariz olmasi igin gerek ve yeter kogul S’nin ocac~!-Armendariz ol-

masidir.

(iii) R'nin a-skew Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S'nin cao~!-skew Ar-

mendariz olmasidir.
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Ispat (i) a € S icin o érten oldugundan o(a) = a olacak sekilde a € R vardir. Bundan
dolay1; aa(a) = 0 < o(a)(cac " )o(a) =0 < a'(cac')(a’) = 0 dir. O halde R a-katidir
& S ocao-katidir.

(i) ve (i) p'(z) = 7" a;zt, ¢ () = > o b;x) € S[z;oac™] olsun. o drten oldugun-
;,b; vardir. Bu durumda

p(x) = Ytoain' ve q(x) = 377 b’ € Rlx;al olur. Boylece R[r;al'da p(z)q(z) = 0

dan her i,j icin o(a;) = a; ve o(b;) = b; olacak sekilde a

< her bir 0 < k < m + n igin Ziﬂ.:kaioﬁ(bj) = 0 < her bir 0 < k < m + n i¢in
> irjk 0(aia’(bj)) = 0 < herhangi pozitif ¢ tam sayisi icin (cac™")" = ga’e™" oldugun-

dan her bir 0 < k <m+mnigin > (a;)(cac™)io(b;) =0 < her bir 0 <k <m+n

itj=k O
icin Y-, a;(cac™)'(b;) = 0 & S[z;000'Tda p'(z)¢'(x) = 0. Bu durumda her i, j

icin a;b; =0 & azb; = 0 olur. Diger taraftan a;,a'(b;) = 0 < o(a;)(cac™1)'o(b;) =0 <

a;(cac™ ) (b;) = 0 bulunur. O

/

J

R’nin bir a endomorfizmasimin, R[x] polinom halkasinin bir endomorfizmasima ve R[z; z™!]
Laurent polinom halkasinin bir endomorfizmasina genisletilebildigi gézoniine alinarak;
R'nin a-kat1 olmasmin diger bir karakterizasyonu R[z] ve R[z;z~'] kullanilarak asag-

daki sekilde verilebilir.

Teorem 4.2.2. «, R halkasinin bir endomorfizmas1 olmak iizere agagidakiler birbirine

denktir:
(i) R a-kat1 halkadir.
(i) R[z] a-kat1 halkadir.
(iii) R[z;z~'] a-kat1 halkadir.

Ispat (i) = (ii) R a-kat1 olsun. R[z]in a-kat1 olmadigimi farzedelim. Bu durumda
f@)a(f(z)) = 0 olacak sekilde 0 # f(x) = > jaix" € R[z] vardir. 0 < k < n

icin ag = a1 = ... = ag_1 = 0 ve a; # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda 0 =
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f@)a(f(z) = (apx®+- -+ apa™)(a(ag)r* + - - -+ a(a,z™)) oldugundan arpa(ax) = 0 olur.
R a-kat1 oldugundan a; = 0 bulunur ki bu bir ¢eligkidir. Boylece R[z] a-katidir.

(ii) = (iii) R[z] a-kat1 olsun. Simdi R[z;z~!]in a-kat1 oldugunu gosterelim. f(z) €
Rlz;z71] i¢in f(z)a(f(z)) = 0 olsun. fi(z) = f(x)z"™ olacak sekilde bir n dogal sayist
vardir. Bu durumda fi(z)a(fi(x)) = 0 olur. R[z] a-kati oldugundan fi(z) = 0 olup
buradan f(x) = 0 bulunur. Béylece R[x;z~!] a-katidir.

(iii) = (i) R[z;z~!] a-kat1 olsun. R, R[z;z~']’in alt halkas1 oldugundan R'nin a-kati

oldugu aciktir. ([l

Her a-Armendariz halkanin a-skew Armendariz oldugu gercegini gbzoniine alarak; Teorem
4.2.2’yi ve (Chen ve Tong 2005) te ispatlanan Teorem 3.2.13’{ kullanarak agagidaki sonucu

ifade edebiliriz.

Sonuc 4.2.3.

(i) R inmis bir halka ve o, R'nin bir endomorfizmasi olmak iizere R'nin a-Armendariz

olmast i¢in gerek ve yeter kogul R[z]in a-Armendariz olmasidir.

(ii) R inmig bir halka ve «, R’'nin bir monomorfizmas: olmak {izere R'nin a-skew Ar-

mendariz olmas i¢in gerek ve yeter kogul R[z)in a-skew Armendariz olmasidir.

Sonug 4.2.3’le ilgili olarak inmis a-skew Armendariz olan fakat a-Armendariz olmayan

halkalarin var oldugunu Ornek 4.1.11°de géstermistik.

Her bir v € T' i¢in «a,, R, halkasinin bir endomorfizmasi olsun. HveF R,, R,larmn
arpimi olmak iizere a((a,)) = (a,(a,)) ile tanimh & : [ . Ry — [ op R, doniigiimii

[, er B,'nin bir endomorfizmas: olur. [], . R, 'nin a-kat1 olmast igin gerek ve yeter kosul

vyel

her bir v € I' i¢in R,'nin «.-kat1 olmasidir.
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R halkasimin bir o endomorfizmasi ve bir I ideali i¢in «(I) C I oluyorsa, bu durumda
I ideali bir a-ideal olarak adlandirihir. I, R'nin bir a-ideali olmak iizere a € R igin
a(a+I) = a(a) 4+ I bigiminde tammlanan & : R/I — R/I doniigiimii R/I bolim halka-
sinin bir endomorfizmasi olur. Genelde a-kati bir halkanin homomorfik goriintiisii a-kati
olmak zorunda degildir. Agagidaki ornekte; R’nin sifirdan farkli bir I a-ideali ve bir «

otomorfizmasi i¢gin R a-kat1 olmasa bile R/I boliim halkasmin a-kati olabilecegi goster-

ilmigtir.
Ornek 4.2.4. F bir cisim olmak iizere R = halkasini ve R'nin
0 F
a b a —b
Of =
0 c 0 ¢

seklinde tamimh « endomorfizmasini gozoniine alahm. (Hong ve digerleri 2006)’dan R

a-Armendariz degildir. Fakat R'nin «(/) C I kogulunu saglayan sifirdan farkh 7 =
0

0 0

ideali i¢in R/I a-katidir.

a, R halkasinin bir endomorfizmas: olmak iizere R'nin QQ(R) klasik sag kesirler halka-
sinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda b regiiler ve a,b € R olmak iizere herhangi
ab™' € Q(R) igin a(ab™) = a(a)a(b)™! ile tanmmli @ : Q(R) — Q(R) déniisiimii Q(R) nin
bir endomorfizmasidir. R’'nin a-kati olmasi igin gerek ve yeter kogul Q(R)’nin a-kati ol-

masidir.

R, degismeli bir S halkas:1 iizerinde bir cebir olsun. R’nin S ile Dorroh genislemesi
r1,79 € R ve s1,80 € S icin (r1,81) + (12, 82) = (11 + 12,81 + S2) ve (r1,81)(r2, $2) =
(rire + S179 4 8271, $1892) iglemleriyle birlikte D = R x S halkasidir. «, R’nin bir endomor-

fizmasi ve D, R'nin S ile Dorroh geniglemesi olmak iizere a((r, s)) = (a(r), s) ile tanimh
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a: D — D doniigtimii bir S-cebir homomorfizmasidir.

Agagidaki onerme ile farkli a-kat1 halka 6rnekleri verilmigtir.

Onerme 4.2.5. o, R halkasinm bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda;

(i) R’nin a-kati halka olmast i¢in gerek ve yeter kosul €2 = e € R igin eR ve (1—e)R’nin

a-kat1 olmasidir.

(ii) R a-kat1 ve S inmig bir halka ise, bu durumda R’nin S ile D Dorroh geniglemesi
a-katidir.

Ispat (i) a-kat1 halkalarn alt halkalarn da a-kat1 oldugundan yeter kosulu ispatlamak
yeterlidir. eR ve (1 — e)R a-kat1 olmak iizere a € R i¢in aa(a) = 0 olsun. Bu durumda
eaafea) = 0 ve 0 = (1 — e)aa((1 — e)a) olup kabulden ea = 0 ve (1 — e)a = 0 olur ki,
buradan a = 0 bulunur. Boylece R a-katidir.

(ii) R a-kat1 ve S inmig bir halka olmak iizere (r,s) € D i¢in (r, s)a@((r,s)) = 0 olsun. Bu
durumda ra(r) + sa(r) +sr = 0 ve s> = 0 dir. S inmig halka oldugundan s = 0 olur.
Buradan ra(r) = 0 olup R a-kati oldugundan r = 0 bulunur. Sonug olarak (r,s) = 0

oldugundan D a-katidir.

«, R'nin bir endomorfizmas1 olmak iizere R yariasal bir halka ise R[x; ] skew polinom

halkasinin yariasal olmasi gerekmez. Bunu asagidaki érnekten gorebiliriz.

Ornek 4.2.6. F bir cisim ve i € Z icin F; = F olmak lizere R, ®;czF; ve U, i
tarafindan iiretilen [].., Fi'nin bir F-alt cebiri olsun. o : R — R otomorfizmast,
a((a;)) = (ai41) ile tanimlansi. Bu durumda
R={(u) € HF, | a; hemen hemen sabit}
icZ

halkas1 inmig ve von Neumann regulerdir fakat (Kamal 1994)’den R|x; o yariasal degildir.
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Simdi yariasal halkalarin bir karakterizasyonunu ifade eden agagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 4.2.7. Bir R halkasi i¢in agsagidakiler birbirine denktir:
(i) R yariasal halkadir.
(ii) a,b € R i¢in, aRb =0 ise aR N Rb = 0 dur.

ispat (i) = (ii) R yarasal halka ve a,b € R icin aRb = 0 olsun. ¢ € aRN Rb alalm. Bu
durumda ¢ = ar = sb olacak sekilde r, s € R vardir. Bundan dolayr cRc = (ar)R(sb) C

aRb =0 ve R yarnasal oldugundan ¢ = 0 olur. Sonug olarak aR N Rb = 0 dir.
(ii) = (i) Agktar. O

Son olarak; bir halkanin skew polinom halkasini kullanarak bu halkanin kati olmasi icin

yeni bir karakterizasyon verelim.

Teorem 4.2.8. «, R halkasinin bir endomorfizmasi olmak iizere asagidakiler birbirine

denktir:
(i) R a-kat1 halkadir.
(ii) p(x),q(z) € R[z; ] i¢in p(x)q(x) = 0 iken p(z)R[z; o] N R[z; alq(z) = 0 dir.

Ispat (i) = (i) R a-kat1 olsun. Onerme 3.2.3’den R[z; o] inmis halka béylece yariasal ve
yaridegismelidir. p(z), ¢(z) € Rlz;a]icin p(x)q(z) = 0 olsun. Bu durumda p(x)R[z; a]q(z)
= 0 olup Lemma 4.2.7°den p(z)R[z; o] N R[z; a]q(x) = 0 dur.

(ii) = (i) @ € R i¢in aa(a) = 0 olsun. p(x) = ax = ¢(x) € Rz;a] i¢in p(z)q(z) =
aa(a)z? = 0 olup kabulden (az)R[z;a] N R[z;a](ax) = 0 dir. O halde az = 0 olup

buradan a = 0 elde edilir. Sonug olarak R a-katidir.
Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.2.8’dan elde edilen asagidaki sonucu ifade edelim.
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Sonuc 4.2.9. Bir R halkas! i¢in agagidakiler birbirine denktir:
(i) R inmis halkadur.
(ii) R[z] inmis halkadur.

(iii) a,b € R i¢in ab = 0 ise, bu durumda aR N Rb = 0 dur.

(iv) f(x),g(z) € R[z] i¢in f(z)g(x) =0 ise, bu durumda f(x)R[z] N R[z]g(z) = 0 dir.

Uyar1 4.2.10. Teorem 4.1.2 ve Onerme 4.1.4%¢ paralel olarak, (Chen ve Tong 2007)’de
a-kat1 halkalar ve a-skew Armendariz halkalar arasindaki iligkiyi ortaya koymuslardir.
Bununla beraber ¢aligmamizdaki Teorem 4.2.8 dikkatle incelendiginde, Chen ve Tongun
2007’ de verdikleri iki teoremin anlamsiz oldugu goriiliir. Gergekten; Chen ve Tong 2007 de
verdikleri Teorem 3.11 ve Teorem 3.12(15) ile, bir R halkasinin T'(R, R) agikar geniglemesi-
nin a-skew Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun R’nin a-skew Armendariz
ve p(x), q(z) € R[r;a] icin p(x)q(x) = 0 iken p(x)R[x;a] N R[x;alq(x) = 0 olmas
gerektigini ispatlamiglardir. Fakat biz Teorem 4.2.8 ile T'(R, R) agikar geniglemesinin a-
skew Armendariz (yani, Teorem 4.1.1’den R'nin a-kat1) olmasi igin gerek ve yeter kogulun
sadece p(x),q(z) € R[z;a] icin p(x)q(z) = 0 iken p(z)R[z;a] N Rlz;a]q(x) = 0 olmasi
gerektigini gosterdik.

Son olarak, bir R halkasi ve bir A kiimesi yardimiyla elde edilen R4 halkasinin inmis
olmasi ile R halkasinin inmig olmasinin birbirine denk oldugunu gosterecegiz. Hatta, daha
genel olarak R4 halkasi yardimiyla R halkasmin kat1 olmasi icin yeni bir karakterizasyon

verecegiz.
A bogtan farkli bir kiime ve R bir halka olmak {izere
RY={f | f:A— R bir fonksiyon}
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kiimesi her a € A i¢in;

(f +9)(a) = f(a) + g(a)
(f9)(a) = fla)g(a)

seklinde tanimlanan iglemlerle birlikte bir halkadir. R halkasinin toplamsal birimi her
a € Aigin O(a) = 0 ile tanimh sifir fonksiyonudur. R’nin bir a endomorfizmasi i¢in;
f € R4 olmak iizere a(f) = avo f biciminde tanimli & : R* — R4 déniisiimii R*’nin bir

endomorfizmasidar.

Onerme 4.2.11. Bir R halkasimn a-kat1 olmasi icin gerek ve yeter kosul R4'nin a-kati

olmasidur.

Ispat R a-kati ve f € R? icin fa(f) = O olsun. Bu durumda her a € A i¢in
[fa(f)](a) = O(a) olur. Buradan f(a)(ao f)(a) = f(a)a(f(a)) =0 olup f(a) € R ve R
a-kat1 oldugundan f(a) = 0, yani f = O bulunur. Sonug olarak R* a-katidir. Tersine R4
a-kat1 ve r € R i¢in ra(r) = 0 olsun. Her a € A i¢in f(a) = r sabit fonksiyonu gdzoniine
almirsa RVda [fa(f)](a) = f(a)(a(f(a))) = ra(r) = 0 olur. R* a-kat1 oldugundan her
a € Aigin f(a) =0, yani r = 0 dir. Boylece R a-katidur.

Sonuc 4.2.12. Bir R halkasmin inmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R* halkasinin

inmig olmasidir.

Ispat Yukaridaki énermede o = I birim endomorfizmas: alimirsa ispat agiktir.
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