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ÖZET

Doktora Tezi

HALKALARIN KATI OLMASI �Ç�N DENK KO�ULLAR

Fatma KAYNARCA

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal�

Dan�³man : Doç. Dr. Muhittin BA�ER

Bu çal�³ma dört bölümden olu³maktad�r. Birinci bölüm, giri³ k�sm�na ayr�lm�³t�r. �kinci

bölümde, baz� halka s�n��ar� tan�t�larak bir halka üzerindeki polinom halkalar�ndan ve

matris halkalar�ndan söz edilecektir. Üçüncü bölümde, kat� halkalarla ilgili olarak bugüne

kadar elde edilen bütün sonuçlar ayr�nt�l� bir ³ekilde incelenecektir. Dördüncü bölümde,

kat� halkalar�n genelle³tirilmi³ Armendariz halkalarla ili³kisi incelenerek bir halkan�n kat�

olmas� için yeni karakterizasyonlar verilecektir.

2009, 58 sayfa

ANAHTAR KEL�MELER : �nmi³ halka, kat� halka, Armendariz halka, α-skew Ar-

mendariz halka, α-Armendariz halka.
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis

EQUIVALENCES TO BEING A RIGID RINGS

Fatma KAYNARCA

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Muhittin BA�ER

This thesis consists of four chapters. The �rst chapter is devoted to the introduction

section. In the second chapter, by introducing some ring classes, some discussion about

the polynomial rings and matrix rings will be given. In the third chapter, all the results

connected to the rigid rings obtained so far will be examined in detail. In the fourth

chapter, by investigating the relation between the rigid rings and generalized Armendariz

rings, some new characterizations will be given for rigid rings.

2009, pages 58

KEY WORDS : Reduced ring, rigid ring, Armendariz ring, α-skew Armendariz ring,

α-Armendariz ring.
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S�MGELER D�Z�N�

A R halkas�n�n Jordan geni³lemesi

α R halkas�n�n bir endomor�zmas�

ᾱ R'nin bir α endomor�zmas�n�n R'nin bir geni³lemesine geni³letilmi³i

D R halkas�n�n Dorroh geni³lemesi

δ R halkas�n�n α-türevi

Eij Matris birimleri

In n× n tipindeki birim matris

IR R halkas�n�n birim endomor�zmas�

RMR R−R bimodülü

Mn(R) R üzerindeki n× n tipindeki tüm matrislerin halkas�

rannR(a) R halkas� içinde a eleman�n�n sa§ s�f�rlayan�

RA Bir A kümesinden R halkas�na tüm fonksiyonlar�n kümesi

R[x] R üzerindeki polinomlar halkas�

R[[x]] R üzerindeki kuvvet serilerinin halkas�

R[x;x−1] R üzerindeki Laurent polinomlar halkas�

R[x;α] R'nin skew polinom halkas�

R[[x;α]] R üzerindeki skew kuvvet serilerinin halkas�

R[x;α, δ] R halkas�n�n Ore geni³lemesi

Q(R) R halkas�n�n klasik sa§ kesirler halkas�

T (R,M) R halkas�n�n M modülü ile a³ikar geni³lemesi

UTMn(R) R üzerindeki n× n tipindeki üst üçgensel matrislerin halkas�
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1 G�R��

Son y�llarda pek çok halka nazariyecinin ilgi oda§� haline gelen halkalar�n "Armendarizlik"

özelli§i ilk defa 1997'de Rege ve Chhawchharia taraf�ndan verilmi³tir. R[x]; R üzerindeki

polinomlar�n halkas� olmak üzere f(x) = a0+a1x+· · ·+anxn, g(x) = b0+b1x+· · ·+bmxm ∈

R[x] polinomlar� için f(x)g(x) = 0 iken her 0 ≤ i ≤ n ve 0 ≤ j ≤ m için aibj = 0 oluyorsa,

bu durumda R halkas� Armendariz olarak adland�r�lm�³t�r. Yukar�daki özelli§i sa§layan

halkalara Armendariz halka denilmesinin nedeni; inmi³ (reduced) (yani; s�f�rdan farkl�

üstel s�f�r eleman bulundurmayan) bir halkan�n bu özelli§i sa§lad�§�n� 1974'de gösteren

ki³inin E.P. Armendariz olmas�d�r. Bu kavram halka teoride oldukça fazla öneme sahiptir.

Özellikle; birR halkas�n�n s�f�rlayanlar� ileR[x] polinom halkas�n�n s�f�rlayanlar� aras�ndaki

ili³kinin anla³�labilmesi bak�m�ndan önemlidir. Bu konuda ilk olarak, (Hirano 2002)'de

Armendariz bir R halkas� için R'nin s�f�rlayanlar� ile R[x]'in s�f�rlayanlar� aras�nda do§al

bir birebir e³lemenin var oldu§unu göstermi³tir. Daha sonra Armendariz halkar�n çe³itli

özellikleri (Armendariz 1974), (Rege ve Chhawchharia 1997), (Anderson ve Camillo 1998),

(Hong ve di§erleri 2000), (Kim ve Lee 2000), (Hong ve di§erleri 2003), (Lee ve Wong 2003),

(Lee ve Zhou 2004), (Chen ve Tong 2005), (Hong ve di§erleri 2006), (Chen ve Tong 2007)

gibi pekçok yazar taraf�ndan farkl� yakla³�mlarla çal�³�lm�³t�r.

Çal�³mam�z�n detaylar�na geçmeden önce α; herhangi bir R halkas�n�n bir endomor�zmas�

olmak üzere, R halkas�n�n α-kat� olmas�ndan söz ederken α'y� ihmal ederek R halkas�n�

sadece kat� olarak ifade edece§iz. �imdi kat� halkalarla ilgili bugüne kadar yap�lan çal�³-

malar hakk�nda baz� bilgileri hat�rlatal�m. �lk olarak (Krempa 1996)'da; α, R halkas�n�n

bir endomor�zmas� olmak üzere a ∈ R için aα(a) = 0 iken a = 0 oluyorsa α'y� kat�

(rigid) endomor�zma olarak adland�rm�³t�r. Daha sonra (Hong ve di§erleri 2003)'te; bir

R halkas�n�n kat� bir α endomor�zmas�n�n var olmas� durumunda R'yi α-kat� (α-rigid)

halka olarak adland�rm�³lard�r. Kolayca görülebilir ki; IR, R'nin birim endomor�zmas�

olmak üzere R halkas�n�n inmi³ olmas� için gerek ve yeter ko³ul R'nin IR-kat� olmas�d�r.
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Bir R halkas� üzerindeki polinom halkas� kullan�larak verilen Armendariz halka tan�m�, son

y�llarda R halkas�n�n skew polinom halkas� kullan�larak a³a§�daki gibi genelle³tirilmi³tir.

(Hong ve di§erleri 2003, 2006)'da; ayn� zamanda kat� halkalar�n da genellemesi olan halka

s�n��ar�n� s�ras�yla a³a§�daki gibi tan�mlam�³lard�r: f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, g(x) =

b0 + b1x + · · · + bmx
m ∈ R[x;α] polinomlar� için f(x)g(x) = 0 iken her 0 ≤ i ≤ n ve

0 ≤ j ≤ m için aiαi(bj) = 0 (aibj = 0) oluyorsa, bu durumda R halkas� α-skew Armendariz

(α-Armendariz) olarak adland�r�lm�³t�r. Burada α, R'nin birim endomor�zmas� olarak

al�nd�§�nda yukar�daki tan�mlar Armendariz halka tan�m�na denk olmaktad�r. Ayr�ca R,

α-skew Armendariz (α-Armendariz) bir halka ve S, α(S) ⊆ S olacak ³ekilde R'nin bir alt

halkas� ise, bu durumda S de α-skew Armendariz (α-Armendariz) dir.

�imdi kat� halkalar�n genelle³tirilmi³ Armendariz halkalarla olan ili³kisini k�saca özetleye-

lim: α, R halkas�n�n bir endomor�zmas� olmak üzere, (Hong ve di§erleri 2003)'te; R'nin

α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ulun R[x;α]'n�n inmi³ olmas� gerekti§ini ispatlayarak

kat� halkalar�n bir karakterizasyonunu vermi³lerdir. Di§er taraftan (Hong ve di§erleri

2006)'da; her α-kat� halkan�n α-Armendariz oldu§unu ve her α-Armendariz halkan�n da α-

skew Armendariz oldu§unu ispatlam�³lard�r. Dolay�s�yla α-kat� halkalar�n ayn� zamanda

α-skew Armendariz oldu§u aç�kt�r. Fakat ayn� çal�³malar�nda bu ifadelerin terslerinin

do§ru olmad�§�na dair örnekler vermi³lerdir. Ayr�ca (Chen ve Tong 2007)'de; α-kat� hal-

kalar�n α-skew Armendariz halkalarla olan ili³kisini özel tipteki baz� matris halkalar�n�

kullanarak ara³t�rm�³lard�r.

Yukar�da ifade edilen bilgilerin �³�§� alt�nda; doktora tez çal�³mam�zda, kat�, α-Armendariz

ve α-skew Armendariz halkalar hakk�nda bilinen sonuçlar� geli³tirerek kat� halkalar�n α-

Armendariz halkalarla ili³kisini baz� özel tipteki matris halkalar�n� da kullanarak ortaya

koymaya çal�³aca§�z ve kat� halkalar için bilinenlerden farkl� karakterizasyonlar verece§iz.

Ayr�ca Armendariz ve inmi³ halkalarla ilgili bilinen baz� temel bilgiler ispatlad�§�m�z teo-

remlerin sonuçlar�ndan kolayca elde edilebilecektir.
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�kinci bölümde kat� halkalar� karakterize etmeye olanak sa§layan baz� halka s�n��ar� tan�t�-

lacakt�r. Ayr�ca ilerki bölümlerde kullan�lacak olan, bir R halkas�ndan elde edilen skew

polinom halkas�, matris halkas� gibi halkalar verilecektir.

Üçüncü bölümde, bu güne kadar bilinen tüm kat� halka karakterizasyonlar� ayr�nt�l� bir

³ekilde ispatlar�yla birlikte verilecektir. Bu bölümün ilk k�sm�nda; (Hong ve di§erleri

2000)'de elde edilen, bir halkan�n kat� endomor�zmas�n�n monomor�zma oldu§u ve kat�

halkalar�n inmi³ oldu§u gibi sonuçlara de§inilecektir. Ayr�ca kat� halkalar üzerinde sa§lanan

baz� özellikler gösterilecek ve Ore geni³lemesi kullan�larak kat� halkalar için bir karak-

terizasyon verilecektir. �kinci k�s�mda; (Hong ve di§erleri 2003)'te tan�mlanan α-skew

Armendariz halkalar�n kat� halkalarla ili³kisi incelenerek (Matczuk 2004) ve (Chen ve

Tong 2005)'de farkl� yakla³�mlarla elde edilen baz� kat� halka karakterizasyonlar� ortaya

konacakt�r. Üçüncü k�s�mda; (Hong ve di§erleri 2006)'da tan�mlanan α-Armendariz hal-

kalar yard�m�yla kat� halkalar için yeni denk ko³ullar verilerek (Chen ve Tong 2007)'de

baz� özel tipdeki matris halkalar� kullan�larak bir halkan�n kat� olmas� için farkl� gerek ve

yeter ko³ullar ara³t�r�lacakt�r. Son olarak bugüne kadar kat� halkalarla ilgili bilinen tüm

sonuçlar listelenecektir.

Tez çal�³mas�n�n orjinal k�sm�n� olu³turan son bölümdeki amac�m�z, kat� halkalar�n önce-

den bilinen karakterizasyonlar�n� da içine alan yeni karakterizasyonlar elde etmektir. Bu

bölümün birinci k�sm�nda ; α, R halkas�n�n bir endomor�zmas� olmak üzere R halkas�n�n

α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ulun S3(R) halkas�n�n ᾱ-Armendariz oldu§unu ispat-

lanacak ve böylece (Hong ve di§erleri 2003)'de aç�k b�rak�lan bir soruya olumlu cevap veri-

lecektir. Ayr�ca n ≥ 4 için ᾱ-Armendariz olmad�§� bilinen Sn(R) halkas�n�n ᾱ-Armendariz

olan baz� alt halkalar� da belirlenerek R halkas�n�n kat� olmas� için yeni denk ko³ullar veri-

lecektir. Son olarak dördüncü bölümün ikinci k�sm�nda; R ve S iki halka, σ : R → S bir

halka izomor�zmas� ve α, R'nin bir endomor�zmas� olmak üzere R'nin α-kat� olmas� için

gerek ve yeter ko³ulun S'nin σασ−1-kat� olmas� gerekti§i ispatlanarak kat� halkalar için
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yeni bir karakterizasyon elde edilecektir. Bu sayede (Chen ve Tong 2007)'deki sonuçlar

genelle³tirilmi³ olacakt�r. Ayr�ca R halkas� üzerindeki baz� polinom halkalar� kullan�larak

R'nin kat� olmas� için baz� denk ko³ullar verilecektir. R, de§i³meli bir S halkas� üzerinde

cebir olmak üzere R'nin S ile Dorroh geni³lemesinin hangi ³artlar alt�nda α-kat� oldu§u

belirlenecektir. Son olarak yar�asal halkalar�n bir karakterizasyonuna benzer olarak kat�

halkalar için de bir denk ko³ul ispatlanacakt�r.

4



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çal�³mam�z için gerekli olan temel kavramlar verilecek ve sonraki bölüm-

lerde ihtiyaç duyulacak olan baz� halka s�n��ar� tan�t�lacakt�r. Bu çal�³mada, aksi belir-

tilmedikçe R birimli ve birle³meli bir halka olacakt�r. Ayr�ca halkan�n toplamsal birimi 0

ve çarp�msal birimi 1 ile gösterilecektir.

2.1 Baz� Halka S�n��ar�

Bu k�s�mda kat� halkalarla ili³kileri olan baz� halka s�n��ar�n�n tan�mlar� verilecek ve ara-

lar�ndaki ili³kiler incelenecektir.

Tan�m 2.1.1. Bir R halkas�n�n bir a eleman� için an = 0 olacak ³ekilde bir n do§al say�s�

varsa a eleman� üstel s�f�r (nilpotent) olarak adland�r�l�r. Bu özelli§i sa§layan en küçük

n do§al say�s�na da a eleman�n�n üstel s�f�rl�k indeksi (nilpotency index ) denir (Anderson

ve Fuller 1992).

Tan�m 2.1.2. Bir R halkas�n�n e2 = e özelli§ini sa§layan bir e eleman�na e³kare (idem-

potent) denir. Bir halka her zaman 0 ve 1 e³karelerine sahiptir. R halkas�n�n bir e e³kare

eleman� R'nin merkezinde ise, yani her a ∈ R için ae = ea oluyorsa e e³kare eleman�

merkezil e³kare (central idempotent) olarak adland�r�l�r (Anderson ve Fuller 1992).

Tan�m 2.1.3. Bir R halkas�n�n tüm e³kareleri merkezil ise R halkas� abel olarak ad-

land�r�l�r.
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Tan�m 2.1.4. Bir R halkas�n�n s�f�rdan farkl� üstel s�f�r eleman� yoksa veya denk olarak;

a ∈ R için a2 = 0 olmas� a = 0 olmas�n� gerektiriyorsa, bu durumda R'ye inmi³ (reduced)

halka denir. �nmi³ bir halkan�n her alt halkas�n�n da inmi³ oldu§u aç�kt�r.

Tan�m 2.1.5. Habeb 1990'da; a, b ∈ R için ab = 0 iken ba = 0 oluyorsa R'ye s�f�r

de§i³meli (zero commutative) demi³tir. Cohn 1999'da bu özelli§i sa§layan halkalar� ters-

lenebilir (reversible) olarak adland�rm�³t�r. Terslenebilir halkalar ayn� zamanda 1999'da

Anderson ve Camillo taraf�ndan s�f�r çarp�mlar de§i³ir (zero products commute) özelli§ine

sahip halkalar olarak ZC2 ad� alt�nda çal�³�lm�³t�r. Ayr�ca 1977'de Krempa ve Niewiecz-

erzal bu özelli§i sa§layan halkalara C0 halka ad�n� vermi³lerdir.

Tan�m 2.1.6. a, b, c ∈ R için abc = 0 iken acb = 0 oluyorsa R halkas� simetrik (symmet-

ric) olarak adland�r�l�r (Lambek 1971). Anderson ve Camillo 1999'da simetrik halkalar

için ZC3 notasyonunu kullanarak bu halka s�n�f�n�n özelliklerini incelemi³tir.

Her inmi³ halka simetriktir (Shin 1973). �imdi bunu gösterelim; a, b, c ∈ R için abc = 0

olsun. Bu e³itlik sa§dan b ile çarp�l�rsa abcb = 0 olur. R terslenebilir oldu§undan bcba = 0

bulunur. Son e³itlik sa§dan c ile çarp�l�rsa bcbac = 0 elde edilir. R terslenebilir oldu§undan

cbacb = 0 d�r. Bu durumda (cba)2 = cbacba = 0 ve R inmi³ oldu§undan cba = 0 olup R

terslenebilir oldu§undan acb = 0 bulunur. Fakat simetrik olupta, inmi³ olmayan halkalar

vard�r (Anderson ve Camillo 1999).

De§i³meli halkalar�n simetrik oldu§u aç�kt�r. Simetrik halkalar�n terslenebilir oldu§u da

kolayca gösterilebilir; a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Buradan 1ab = 0 olup R simetrik

oldu§undan 1ba = ba = 0 elde edilir. Fakat bu gerektirmenin tersi do§ru olmayabilir

(Anderson ve Camillo 1999) ve (Marks 2002).
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Tan�m 2.1.7. a, b ∈ R için ab = 0 iken aRb = 0 oluyorsa R halkas� yar�de§i³meli

(semicommutative) olarak adland�r�l�r (Shin 1973). Bir R halkas�n�n yar�de§i³meli olmas�

için gerek ve yeter ko³ul her bir a ∈ R için rR(a) sa§ s�f�rlayan (ya da lR(a) sol s�f�rlayan)

kümesinin R'nin bir ideali olmas�d�r. Shin yar�de§i³meli halkalar için SI özelli§ine sahip

halkalar ad�n� da kullanm�³t�r. Yar�de§i³meli halkalar ayn� zamanda Habep taraf�ndan

zero insertive ad� alt�nda 1990 y�l�nda çal�³�lm�³t�r.

Her terslenebilir halka yar�de§i³melidir. Gerçekten; a, b ∈ R için ab = 0 olsun. R ter-

slenebilir oldu§undan ba = 0 olur. Bu e³itlik sa§dan herhangi bir r ∈ R ile çarp�l�rsa

bar = 0 olur. Buradan R terslenebilir oldu§undan arb = 0 elde edilir. Böylece aRb = 0,

yani R halkas� yar�de§i³melidir.

Di§er taraftan her yar�de§i³meli halka abel halkad�r. �imdi bunu gösterelim; e2 = e ∈ R

olsun. Bu durumda e(1− e) = 0 d�r. R halkas� yar�de§i³meli oldu§undan eR(1− e) = 0

olur. Bu durumda herhangi bir r ∈ R için er(1− e) = 0 bulunur. Buradan ere = er elde

edilir. Di§er taraftan (1− e)e = 0 d�r. R halkas� yar�de§i³meli oldu§undan (1− e)Re = 0

olur. Bu durumda herhangi bir r ∈ R için (1 − e)re = 0 bulunur. Buradan ere = re

elde edilir. Sonuç olarak herhangi bir r ∈ R için er = re oldu§undan e e³kare eleman�

merkezildir, yani R halkas� abeldir.

Böylece yukar�da tan�mlar� verilen halka s�n��ar� için a³a§�daki gerektirmeler vard�r. Fakat

bu gerektirmelerin herbirinin tersi do§ru de§ildir.

R inmi³ ⇒ R simetrik ⇒ R terslenebilir ⇒ R yar�de§i³meli halkad�r.

Tan�m 2.1.8. a ∈ R için aRa = 0 iken a = 0 oluyorsa R halkas� yar�asal (semiprime)

olarak adland�r�l�r. Yar�asal halkalar�n s�n�f�n�n, inmi³ halkalar�n s�n�f� taraf�ndan kap-

sand�§� çok aç�kt�r.
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2.2 Polinom Halkalar�

R bir halka olmak üzere R üzerindeki polinomlar�n halkas� R[x] ile gösterilecektir.

Tan�m 2.2.1. R bir halka olmak üzere

R[[x]] =

{
∞∑
i=0

aix
i | ai ∈ R

}

kümesi polinomlardaki bilinen toplama ve çarpma i³lemleriyle birlikte bir halkad�r ve R

üzerindeki kuvvet serilerinin halkas� olarak adland�r�l�r.

Tan�m 2.2.2. R bir halka olmak üzere

R[x;x−1] =

{
n∑
i=k

aix
i | ai ∈ R (k ve n negatif olabilir)

}

kümesi polinomlardaki bilinen toplama ve çarpma i³lemleriyle bir halkad�r ve bu halka

Laurent polinomlar halkas� olarak adland�r�l�r.

Tan�m 2.2.3. R bir halka ve α : R −→ R bir halka endomor�mas� olsun. Bir δ : R −→ R

toplamsal dönü³ümü; her a, b ∈ R için

δ(ab) = δ(a)b+ α(a)δ(b)

özelli§ini sa§larsa, bu durumda δ dönü³ümüne R'nin bir α-türevi denir.

Tan�m 2.2.4. R bir halka, α, R'nin bir endomor�zmas� ve δ, R'nin bir α-türevi olsun.

R halkas�n�n R[x;α, δ] Ore geni³lemesi ; bilinen toplama ve herhangi bir a ∈ R için

xa = α(a)x+ δ(a)
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ile tan�mlanan yeni çarpma i³lemi ile birlikte R üzerinde bir polinom halkas�d�r. E§er δ,

R'nin s�f�r endomor�zmas� ise, bu durumda R[x;α, 0] yerine R[x;α] yaz�l�r ve bu halka

endomor�zma tipinin bir Ore geni³lemesi (ya da skew polinom halkas�) olarak adland�r�l�r.

R[[x;α]] halkas� ise skew kuvvet serileri halkas� olarak adland�r�l�r.

Özel olarak α, R'nin birim endomor�zmas� ve δ, R'nin s�f�r endomor�zmas� al�n�rsa

R[x; IR, 0] = R[x] olaca§� aç�kt�r.

2.3 Matris Halkalar�

Bu bölümde bir R halkas�ndan elde edilen baz� özel tipteki matris halkalar� tan�t�lacakt�r.

R bir halka olmak üzere R üzerindeki n× n tipindeki tüm matrislerin halkas� Mn(R) ve

n× n tipindeki üst üçgensel matrislerin halkas� UTMn(R) ile gösterilecektir.

Tan�m 2.3.1. R bir halka ve RMR bir bimodül olsun. R'nin M ile a³ikar geni³lemesi

(trivial extension) olarak adland�r�lan T (R,M) = R ⊕ M ; bilinen toplama ve a³a§�da

tan�mlanan çarpma i³lemine göre bir halkad�r

(r1,m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 +m1r2).

Bu halka, r ∈ R ve m ∈M olmak üzere

 r m

0 r

 formundaki tüm matrislerin halkas�na

izomorftur.

Tan�m 2.3.2. Herhangi bir R halkas� üzerinde i. sat�r j. sütunundaki bile³eni 1, di§er

bile³enleri 0 olan matrislere matris birimleri (matrix units) denir ve Eij ile gösterilir.

Örne§in herhangi bir R halkas� üzerindeki tüm 3× 2 tipindeki matris birimleri
1 0

0 0

0 0

 ,


0 1

0 0

0 0

 ,


0 0

1 0

0 0

 ,


0 0

0 1

0 0

 ,


0 0

0 0

1 0

 ,


0 0

0 0

0 1

 dir.
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Tan�m 2.3.3. Herhangi bir A ∈ Mn(R) için, RA = {rA | r ∈ R } olsun. n ≥ 2 için

{Ei,j : 1 ≤ i, j ≤ n } matris birimleri kümesi olmak üzere, V =
∑n−1

i=1 Ei,j+1 olsun.

n = 2k ≥ 2 çift say�s� için,

Aen(R) =
k∑
i=1

n∑
j=k+i

REi,j, Be
n(R) =

k+1∑
i=1

n∑
j=k+i−1

REi,j

ve n = 2k + 1 ≥ 3 tek say�s� için,

Aon(R) =
k+1∑
i=1

n∑
j=k+i

REi,j, Bo
n(R) =

k+2∑
i=1

n∑
j=k+i−1

REi,j

olarak tan�mlan�r. Di§er taraftan

n = 2k için An(R) = RIn +RV + . . .+RV k−1 + Aen(R),

Bn(R) = RIn +RV + . . .+RV k−2 +Be
n(R),

n = 2k + 1 için An(R) = RIn +RV + . . .+RV k−1 + Aon(R),

Bn(R) = RIn +RV + . . .+RV k−2 +Bo
n(R)

olarak tan�mlan�r. Örne§in;

A4(R) =




a1 a2 a b

0 a1 a2 c

0 0 a1 a2

0 0 0 a1

 | a1, a2, a, b, c,∈ R


,
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B4(R) =




a1 a b c

0 a1 d r

0 0 a1 s

0 0 0 a1

 | a1, a, b, c, d, r, s ∈ R


,

A5(R) =





a1 a2 a b c

0 a1 a2 d r

0 0 a1 a2 s

0 0 0 a1 a2

0 0 0 0 a1


| a1, a2, a, b, c, d, r, s ∈ R


,

B5(R) =





a1 a b c d

0 a1 r s t

0 0 a1 u v

0 0 0 a1 w

0 0 0 0 a1


| a1, a, b, c, d, r, s, t, u, v, w ∈ R


³eklindedir (Lee ve Zhou 2004).
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3 KATI HALKALARIN

BAZI KARAKTER�ZASYONLARI

3.1 Kat� Halkalar

Bu bölüm için ba³l�ca referans�m�z Hong, Kim ve Kwak taraf�ndan 2000'de yaz�lan "Ore

extensions of Baer and p.p.-rings" isimli makale olacakt�r. Bu makale yard�m�yla, tezin

orjinal k�sm�n� olu³turacak çal�³malar�m�z için temel te³kil edecek kat� halkalar�n özellikleri

ayr�nt�l� bir biçimde incelenecektir. Bu çal�³mada aksi belirtilmedikçe α, R'nin birimden

ve s�f�rdan farkl� bir endomor�zmas� olacakt�r. Ayr�ca aksi belirtilmedikçe α; herhangi bir

R halkas�n�n bir endomor�zmas� olmak üzere, R halkas�n�n α-kat� olmas�ndan söz ederken

α'y� ihmal ederek R halkas�n� sadece kat� olarak ifade edece§iz. Bu bölüme kat� halkan�n

tan�m�n� vererek ba³layal�m.

Tan�m 3.1.1. R bir halka ve α, R'nin bir endomor�zmas� olsun. a ∈ R için aα(a) = 0

iken a = 0 oluyorsa α endomor�zmas� kat� (rigid) olarak adland�r�l�r (Krempa 1996).

E§er bir R halkas�n�n böyle kat� bir α endomor�zmas� varsa R halkas� α-kat� (α-rigid)

olarak adland�r�l�r (Hong ve di§erleri 2000).

Kolayca görülebilir ki; R bir α-kat� halka ve S, R'nin α(S) ⊆ S ko³ulunu sa§layan bir alt

halkas� olmak üzere S α-kat� bir halkad�r. Ayr�ca IR, R'nin birim endomor�zmas� olmak

üzere R'nin IR-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul R'nin inmi³ olmas�d�r. �imdi α-kat�

halkalar�n baz� bilinen özelliklerini verelim.

Lemma 3.1.2. Herhangi bir halkan�n kat� bir endomor�zmas� bir monomor�zmad�r

(Hong ve di§erleri 2000).
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�spat α, R halkas�n�n kat� bir endomor�zmas� olsun. a ∈ R için α(a) = 0 olsun. Bu

durumda aα(a) = 0 olup α kat� endomor�zma oldu§undan a = 0 olur. O halde α bir

monomor�zmad�r. �

�nmi³ olmayan bir halkan�n birim endomor�zmas� bir monomor�zmad�r fakat kat� de§ildir.

Yani yukar�daki lemman�n tersi do§ru de§ildir.

Lemma 3.1.3. Bir R halkas� α-kat� ise, bu durumda R inmi³ halkad�r (Hong ve di§erleri

2000).

�spat a ∈ R için a2 = 0 olsun. Bu durumda aα(a)α(aα(a)) = aα(a2)α2(a) = 0 olup, R

α-kat� oldu§undan aα(a) = 0 ve buradan a = 0 bulunur. �

Böylece çal�³mam�z�n Temel Kavramlar k�sm�nda verilen baz� halka s�n��ar�yla α-kat�

halkalar�n ili³kisi a³a§�daki biçimde gösterilebilir.

R α-kat� ⇒ R inmi³ ⇒ R simetrik ⇒ R terslenebilir ⇒ R yar�de§i³meli halkad�r.

A³a§�daki örnekte görülece§i gibi Lemma 3.1.3'ün tersi her zaman do§ru de§ildir. Yani

inmi³ bir halkan�n kat� olmayan bir endomor�zmas� vard�r.

Örnek 3.1.4. Z tam say�lar halkas�n� göstermek üzere bilinen toplama ve çarpma i³lemleri

ile birlikte Z ⊕ Z halkas�n� gözönüne alal�m. R = {(a, b) ∈ Z ⊕ Z | a ≡ b (mod 2)}

halkas� Z⊕Z'nin de§i³meli inmi³ bir alt halkas�d�r. Fakat R'nin α((a, b)) = (b, a) ³eklinde

tan�ml� α endomor�zmas� kat� de§ildir. Gerçekten (0, 0) 6= (0, 2) ∈ R için (0, 2)α((0, 2)) =

(0, 2)(2, 0) = (0, 0) d�r.

E§er α, inmi³ bir R halkas�n�n bir iç otomor�zmas� (yani; tersinir bir u ∈ R için α(r) =

u−1ru biçiminde tan�ml�) ise, bu durumda R α-kat� olur. �imdi bunu gösterelim; α, in-

mi³ bir R halkas�n�n bir iç otomor�zmas� ve a ∈ R için aα(a) = 0 olsun. Bu durumda
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u ∈ R tersinir olmak üzere aα(a) = 0 ⇒ au−1au = 0 ⇒ au−1a = 0 olur. Böylece

(au−1)2 = au−1au−1 = 0 olup R inmi³ oldu§undan au−1 = 0 ve buradan a = 0 elde edilir.

Böylece R α-kat�d�r.

�lerdeki sonuçlar�m�z�n ispatlar�nda s�kça kullanaca§�m�z a³a§�daki lemmay� verelim.

Lemma 3.1.5. R α-kat� bir halka ve a, b ∈ R olsun. Bu durumda;

(i) ab = 0 ise, herhangi bir pozitif n tamsay�s� için aαn(b) = αn(a)b = 0 d�r.

(ii) ab = 0 ise, herhangi bir pozitif m tamsay�s� için aδm(b) = δm(a)b = 0 d�r.

(iii) Pozitif bir k tamsay�s� için aαk(b) = 0 = αk(a)b ise, ab = 0 d�r.

(Hong ve di§erleri 2000)

�spat (i) ab = 0 olsun. aα(b) = α(a)b = 0 oldu§unu göstermemiz yeterlidir. ab = 0

oldu§undan bα(a)α(bα(a)) = bα(ab)α2(a) = 0. R α-kat� oldu§undan bα(a) = 0 d�r.

(α(a)b)2 = 0 ve R inmi³ oldu§undan α(a)b = 0 d�r. Benzer ³ekilde ba=0 oldu§u kul-

lan�larak aα(b) = 0 oldu§u gösterilebilir.

(ii) ab = 0 olsun. aδ(b) = δ(a)b = 0 oldu§unu göstermemiz yeterlidir. ab = 0 oldu§undan

0 = δ(ab) = α(a)δ(b) + δ(a)b d�r. (i) den (α(a)δ(b))2 = −δ(a)bα(a)δ(b) = 0 olup R inmi³

oldu§undan α(a)δ(b) = 0 elde edilir. Böylece (i) den α(aδ(b)) = α(a)α(δ(b)) = 0 bu-

lunur. R halkas� α-kat� iken α monomor�zma oldu§undan aδ(b) = 0 olur. Benzer ³ekilde

δ(a)b = 0 oldu§u gösterilebilir.

(iii) Kabul edelim ki pozitif bir k tamsay�s� için aαk(b) = 0 olsun. Bu durumda (i) den

αk(ab) = αk(a)αk(b) = 0 olup α monomor�zma oldu§undan ab = 0 bulunur. Benzer

³ekilde pozitif bir k tamsay�s� için αk(a)b = 0 iken ab = 0 oldu§u gösterilebilir. �

(Hong ve di§erleri 2000)'de, (Krempa 1996)'n�n sonucunu geni³leterek kat� halkalar�n bir

karakterizasyonunu Ore geni³lemesini kullanarak a³a§�daki biçimde vermi³tir.
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Önerme 3.1.6. Bir R halkas�n�n α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul R[x;α, δ] Ore

geni³lemesinin inmi³ ve α'n�n monomor�zma olmas�d�r. Bu denk ko³ullar alt�nda bir

e2 = e ∈ R için α(e) = e ve δ(e) = 0 d�r.

�spat R α-kat� olsun. Lemma 3.1.2'den α bir monomor�zmad�r. �imdi R[x;α, δ]'n�n

inmi³ halka olmad�§�n� kabul edelim. Bu durumda f 2 = 0 olacak ³ekilde bir 0 6= f ∈

R[x;α, δ] vard�r. R halkas� α-kat� iken inmi³ oldu§undan f 6∈ R olur. Böylece am 6= 0

olmak üzere f =
∑m

i=0 aix
i yazabiliriz. f 2 = 0 oldu§undan amαm(am) = 0 d�r. Lemma

3.1.5'ten a2
m = 0 ve böylece R inmi³ oldu§undan am = 0 bulunur. Bu bir çeli³ki olup

kabulümüz yanl�³t�r. Yani R[x;α, δ] inmi³ bir halkad�r.

Tersine olarak R[x;α, δ] inmi³ ve α monomor�zma olsun. R halkas� R[x;α, δ]'n�n bir

alt halkas� oldu§undan R halkas� da inmi³tir. �imdi a ∈ R için aα(a) = 0 olsun. Bu

durumda α(a)xa = (α(a))2x + α(a)δ(a) ∈ R[x;α, δ] için (α(a)xa)2 = α(a)xaα(a)xa = 0

olup R[x;α, δ] inmi³ oldu§undan α(a)xa = 0 d�r. Yani (α(a))2x + α(a)δ(a) = 0 olur ki

buradan x'li terimin katsay�s� olan (α(a))2 = 0 bulunur. Tekrar, R inmi³ oldu§undan

α(a) = 0 ve α bir monomor�zma oldu§undan a = 0 elde edilir. Sonuç olarak R α-kat� bir

halkad�r.

�imdi e2 = e ∈ R olsun. Bu durumda e ayn� zamanda R[x;α, δ]'da bir e³karedir. R[x;α, δ]

inmi³ oldu§undan abeldir. Böylece e, R[x;α, δ]'da bir merkezil e³karedir. Bu durumda

ex = xe = α(e)x+ δ(e) olup α(e) = e ve δ(e) = 0 elde edilir. �

Dikkat edilirse Önerme 3.1.6'da R[x;α, δ] inmi³ ve a, b ∈ R için ab = 0 ise, herhangi

negatif olmayan m ve n tam say�lar� için Lemma 3.1.5'ten axmbxn = 0 olur.

Önerme 3.1.7. R α-kat� bir halka ve p =
∑m

i=0 aix
i, q =

∑n
j=0 bjx

j ∈ R[x;α, δ] olsun.

Bu durumda pq = 0 olmas� için gerek ve yeter ko³ul her 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için

aibj = 0 olmas�d�r (Hong ve di§erleri 2000).
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�spat p =
∑m

i=0 aix
i, q =

∑n
j=0 bjx

j ∈ R[x;α, δ] için pq = 0 olsun. Bu durumda

0 ≤ k ≤ m + n için ck =
∑

i+j=k aiα
i(bj) olmak üzere, (

∑m
i=0 aix

i)(
∑n

j=0 bjx
j) =∑m+n

k=0 (
∑

i+j=k aix
ibjx

j) = cm+nx
m+n + cm+n−1x

m+n−1 + · · · + c1x + c0 = 0 yazabiliriz.

�ddia ediyoruz ki s + t ≥ 0 için asbt = 0 d�r. �spat� s + t üzerinde tümevar�m meto-

dunu uygulayarak yapal�m. pq = 0 oldu§undan cm+n = amα
m(bn) = 0 olup Lemma

3.1.5'ten ambn = 0 d�r. Yani s + t = m + n için asbt = 0 olup iddia do§rudur.

0 ≤ k < s+ t için iddian�n do§ru oldu§unu kabul edelim. Bu durumda Önerme 3.1.6'dan

l = k+1, k+2, . . . , m+n−1, m+n için
∑

i+j=l aix
ibjx

j = 0 elde edilir. Lemma 3.1.5'deki

(i) ve (ii) tekrar tekrar kullan�l�rsa negatif olmayan her bir i1, i2, . . . , it, j1, j2, . . . , jt tam

say�lar� ve i+ j ≥ k+ 1 için xk−1'li terimin katsay�lar� olan aiαi1δj1αi2δj2 . . . αitδjt(bj) = 0

bulunur. Böylece

ck =
∑
i+j=k

aiα
i(bj) = akα

k(b0) + ak−1α
k−1(b1) + · · ·+ a1α(bk−1) + a0bk = 0 (3.1)

denklemi elde edilir. Tümevar�m hipotezinden 0 ≤ k < s + t için asbt = 0 olup Lemma

3.1.5(i)'den asαs(bt) = 0 olur. Bu durumda R inmi³ halka oldu§undan αs(bt)as = 0 d�r.

(3.1) denklemi sa§dan ak ile çarp�l�rsa(∑
i+j=k

aiα
i(bj)

)
ak = akα

k(b0)ak = 0

bulunur. Böylece (akα
k(b0))2 = 0 d�r. R inmi³ oldu§undan akα

k(b0) = 0 ve Lemma

3.1.5(iii)'den akb0 = 0 olur. Böylece (3.1) denklemi∑
i+j=k, 0≤i≤k−1

aiα
i(bj) = 0 (3.2)

denklemine dönü³ür. (3.2) denklemi sa§dan ak−1 ile çarp�l�p yukar�daki metot uygulan�rsa

ak−1b1 = 0 bulunur. Bu i³lem devam ettirilirse i + j = k olmak üzere her 0 ≤ i ≤ m ve

0 ≤ j ≤ n için aibj = 0 elde edilir.

Tersine her 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için aibj = 0 olsun. Bu durumda Lemma 3.1.5'ten

pq = 0 elde edilir. �

16



Sonuc. 3.1.8. R bir α-kat� halka olsun. e = e0 + e1x + . . . + enx
n olmak üzere e2 = e ∈

R[x;α, δ] ise e = e0 d�r (Hong ve di§erleri 2000).

�spat 1 − e = (1 − e0) −
∑n

i=1 eix
i d�r. e(1 − e) = 0 = (1 − e)e oldu§undan Önerme

3.1.7'den e0(1 − e0) = 0 ve her 1 ≤ i ≤ n için e2
i = 0 olur. Böylece her 1 ≤ i ≤ n için

ei = 0 oldu§undan e = e0 ∈ R dir. Sonuç olarak R[x;α, δ]'daki her e³kare eleman R'dedir.

�

Önerme 3.1.9. R, α-kat� bir halka ve p =
∑∞

i=0 aix
i, q =

∑∞
j=0 bjx

j ∈ R[[x;α]] olsun.

Bu durumda, pq = 0 olmas� için gerek ve yeter ko³ul her i ≥ 0 ve j ≥ 0 için aibj = 0

olmas�d�r (Hong ve di§erleri 2000).

�spat pq = 0 olsun. Bu durumda

∞∑
k=0

(∑
i+j=k

aix
ibjx

j

)
=
∞∑
k=0

(∑
i+j=k

aiα
i(bj)x

i+j

)
= 0 (3.3)

dir. Her i, j için aibj = 0 oldu§unu iddia ediyoruz. (3.3) denkleminden i + j = 0 için

a0b0 = 0 olur. R inmi³ oldu§undan b0a0 = 0 ve Lemma 3.1.5(i)'den α(b0)a0 = 0 bulunur.

Kabul edelim ki i+ j ≤ n− 1 için aibj = 0 olsun. (3.3) denkleminden xn'in katsay�s�∑
i+j=n

aiα
i(bj) = 0 (3.4)

olup bu (3.4) denklemi sa§dan a0 ile çarp�l�rsa Lemma 3.1.5(iii)'den a0bna0 = 0 olur ve R

inmi³ oldu§undan da a0bn = 0 elde edilir. Bu durumda (3.4) denklemi∑
i+j=n,1≤i≤n

aiα
i(bj) = 0 (3.5)

denklemine dönü³ür. (3.5) denklemi sa§dan a1 ile çarp�l�rsa yukar�dakine benzer metotla

a1bn−1 = 0 bulunur. Bu ³ekilde devam edilirse her i ≥ 0 ve j ≥ 0 için aibj = 0 olur.

�spat�n ters yönü Lemma 3.1.5'den elde edilir. �
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Sonuc. 3.1.10. Bir R halkas�n�n α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul R[[x;α]] skew

kuvvet seriler halkas�n�n inmi³ ve α'n�n monomor�zma olmas�d�r (Hong ve di§erleri 2000).

�spat R, α-kat� olsun. Lemma 3.1.2'den α bir monomor�zmad�r. �imdi R[[x;α]]'n�n

inmi³ olmad�§�n� kabul edelim. Bu durumda f 2 = 0 fakat f 6= 0 olacak ³ekilde f ∈ R[[x;α]]

vard�r. R inmi³ oldu§undan f 6∈ R dir. Böylece as 6= 0 olmak üzere f =
∑∞

i=s aix
i

³eklindedir. f 2 = 0 oldu§undan 0 = asx
sasx

s = asα
s(as)x

s+s olup asα
s(as) = 0'd�r.

Lemma 3.1.5(iii)'den a2
s = 0 ve R inmi³ oldu§undan as = 0 elde edilir. Bu bir çeli³kidir.

Böylece R[[x;α]] inmi³tir.

Tersine R[[x;α]]'n�n inmi³ ve α'n�n monomor�zma oldu§unu kabul edelim. Bu durumda

R[x;α] alt halka oldu§undan inmi³tir. a ∈ R için aα(a) = 0 olsun. Buradan ax ∈ R[x;α]

polinomu için (ax)2 = axax = aα(a)x2 = 0 ve R[x;α] inmi³ oldu§undan ax = 0 ve

dolay�s�yla a = 0 elde edilir. Böylece R α-kat�d�r. �

3.2 Kat� Halkalar ve α-Skew Armendariz Halkalar

Çal�³mam�z�n temelini te³kil eden α-kat� halkalar inmi³ halkalar�n bir genellemesidir.

Di§er taraftan Rege ve Chhawchharia 1997 y�l�nda inmi³ halkalar�n bir ba³ka genellemesi

olan Armendariz halkalar�n tan�m�n� a³a§�daki biçimde vermi³tir.

Tan�m 3.2.1. f(x) =
∑m

i=0 aix
i, g(x) =

∑n
j=0 bjx

j ∈ R[x] polinomlar� için f(x)g(x) = 0

iken her 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için aibj = 0 oluyorsa R halkas� Armendariz olarak

adland�r�l�r.

Bu halka s�n�f�na Armendariz ismi verilmi³tir çünkü 1974'te E. P. Armendariz, inmi³

bir halkan�n bu özelli§i sa§lad�§�n� göstermi³tir. Yani inmi³ (dolay�s�yla α-kat�) halkalar
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Armendarizdir. Armendariz halkalar�n alt halkalar� da Armendarizdir. Armendariz hal-

kalar�n özellikleri ve di§er halka s�n��ar�yla ili³kileri son y�llarda oldukça fazla çal�³�lm�³t�r.

Hong, Kim ve Kwak 2003'te, α-kat� ve Armendariz halkalar�n bir genellemesi olan α-skew

Armendariz halkalar� a³a§�daki biçimde tan�mlam�³lard�r.

Tan�m 3.2.2. p =
∑m

i=0 aix
i, q =

∑n
j=0 bjx

j ∈ R[x;α] polinomlar� için pq = 0 iken her

0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için aiαi(bj) = 0 oluyorsa R halkas� α-endomor�zmas� ile birlikte

bir skew Armendariz halka (k�saca, α-skew Armendariz halka) olarak adland�r�l�r.

R Armendariz bir halka ise, bu durumda IR, R'nin birim endomor�zmas� olmak üzere R,

IR-skew Armendariz halkad�r ve böylece her inmi³ halka IR-skew Armendarizdir. Fakat

IR-kat� olmayan, yani inmi³ olmayan, IR-skew Armendariz halkalar vard�r. Örne§in; n

(≥ 2) bir pozitif tam say� olmak üzere, R = Zn2 , n2 modülüne göre tam say�lar halkas�

olsun. Bu durumda R inmi³ olmayan de§i³meli Armendariz halkad�r. Böylece R IR-skew

Armendarizdir fakat IR-kat� de§ildir. Di§er taraftan R, α-skew Armendariz bir halka ve

S, R'nin α(S) ⊆ S ko³ulunu sa§layan bir halkas� olmak üzere S de α-skew Armendarizdir.

Hong, Kim ve Kwak 2003'te, α-kat� halkalar�n bir karakterizasyonunu a³a§�daki biçimde

vermi³lerdir.

Önerme 3.2.3. Bir R halkas�n�n α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul R[x;α] skew

polinom halkas�n�n inmi³ olmas�d�r.

�spat R α-kat� olsun. Bu durumda R inmi³ bir halkad�r. �imdi R[x;α]'n�n inmi³

oldu§unu gösterelim. p2 = 0 olacak ³ekilde p = a0 + a1x + · · · + amx
m ∈ R[x;α] olsun.
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p2 = 0 oldu§undan a³a§�daki denklemlere sahibiz:

a2
0 = 0 (3.6)

a0a1 + a1α(a0) = 0 (3.7)

a0a2 + a1α(a1) + a2α
2(a0) = 0 (3.8)

...

amα
m(am) = 0 (3.9)

R inmi³ oldu§undan (3.6) denkleminden a0 = 0 bulunur. R α-kat� oldu§undan (3.8)

denkleminden a1 = 0 olur. Bu ³ekilde devam edilirse a0 = a1 = · · · = am = 0 yani p = 0

elde edilir. Böylece R[x;α] inmi³tir.

Tersine R[x;α] inmi³ olsun. Bunun için Önerme 3.1.6 gere§ince α'n�n monomor�zma

oldu§unu göstermemiz yeterli olacakt�r. Kabul edelim ki α monomor�zma olmas�n. Bu

durumda α(a) = 0 olacak ³ekilde bir 0 6= a ∈ R vard�r. Buradan ax ∈ R[x;α] için

(ax)2 = (ax)(ax) = aα(a)x2 = 0 olup R[x;α] inmi³ oldu§undan ax = 0 yani a = 0

bulunur. Bu bir çeli³ki olup kabulümüz yanl�³t�r. Sonuç olarak α bir monomor�zmad�r.�

A³a§�daki sonuç α-kat� halkalar�n α-skew Armendariz oldu§unu gösterir.

Sonuc. 3.2.4. Bir R halkas� α-kat� ise, bu durumda α-skew Armendarizdir (Hong ve

di§erleri 2003).

�spat R α-kat� olsun. Önerme 3.2.3'ten R[x;α] inmi³ halkad�r. Bu durumda R[x;α]

Armendarizdir. �imdi R'nin α-skew Armendariz oldu§unu gösterelim. p =
∑m

i=0 aix
i, q =∑n

j=0 bjx
j ∈ R[x;α] için pq = 0 olsun. R[x;α] Armendariz oldu§undan aibj = 0 olur.

Lemma 3.1.5(i)'den aiαi(bj) = 0 elde edilir. Böylece R α-skew Armendarizdir. �

A³a§�daki örnekler α-skew Armendariz olup ta α-kat� olmayan halkalar�n var oldu§unu

gösterir.
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Örnek 3.2.5. (1) Z ve Q s�ras�yla tam say�lar ve rasyonel say�lar halkas� olmak üzere

R =


 a t

0 a

 | a ∈ Z , t ∈ Q


halkas�n� ve

α

 a t

0 a

 =

 a t/2

0 a


ile tan�ml� α : R −→ R otomor�zmas�n� gözönüne alal�m. R halkas� α-skew Armendarizdir

fakat α-kat� de§ildir (Hong ve di§erleri 2003).

(2) R = Z2[x] halkas�n� ve f(x) ∈ R için α(f(x)) = f(0) ile tan�ml� α : R→ R endomor-

�zmas�n� gözönüne alal�m. R halkas� α-skew Armendarizdir fakat α-kat� de§ildir (Hong

ve di§erleri 2003).

Bir R halkas�n�n bir I ideali için α(I) ⊆ I oluyorsa, bu durumda ᾱ(a+ I) = α(a) + I ile

tan�ml� ᾱ : R/I → R/I dönü³ümü R/I'n�n bir endomor�zmas� olur.

Hong ve di§erleri 2003'te kat� halkalar�n ba³ka bir karakterizasyonunu a³a§�daki gibi ver-

mi³lerdir.

Önerme 3.2.6. α, R halkas�n�n α(1) = 1 olacak ³ekildeki bir monomor�zmas� olsun. Bu

durumda R'nin α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul 〈x2〉, R[x]'in x2 taraf�ndan üretilen

ideali olmak üzere R[x]/〈x2〉 bölüm halkas�n�n ᾱ-skew Armendariz olmas�d�r.

�spat R α-kat� olsun. Bu durumda Önerme 3.2.3'tenR[x;α] inmi³ halkad�r. R[x]/〈x2〉'de

bir h̄ eleman�n� h = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m ∈ R[x] olmak üzere h̄ = h+ 〈x2〉 = a0 + a1x+

· · · + amx
m + 〈x2〉 = a0 + a1x + 〈x2〉 = a0 + a1x̄ ∈ R[x]/〈x2〉 biçiminde yazabiliriz.

Burada x̄ = x + 〈x2〉 dir. �imdi R[x]/〈x2〉'nin ᾱ-skew Armendariz oldu§unu gösterelim.

p̄ = f̄0 + f̄1y + · · · + f̄my
m, q̄ = ḡ0 + ḡ1y + · · · + ḡny

n ∈ (R[x]/〈x2〉)[y; ᾱ] için p̄q̄ = 0
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olsun. Burada her bir 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için ai0 , ai1 , bj0 , bj1 ∈ R olmak üzere

x̄2 = 0 oldu§undan f̄i = ai0 + ai1x̄, ḡj = bj0 + bj1x̄ yaz�labilir. Ayr�ca α(1) = 1 oldu§u

kullan�larak yx̄ = y(x+ 〈x2〉) = ᾱ(x+ 〈x2〉)y = (α(x) + 〈x2〉)y = (x+ 〈x2〉)y = x̄y oldu§u

görülür. Di§er taraftan herhangi bir a ∈ R için ax̄ = x̄a olur. Böylece

h0 =
m∑
i=0

ai0y
i, h1 =

m∑
i=0

ai1y
i, k0 =

n∑
j=0

bj0y
j, k1 =

n∑
j=0

bj1y
j ∈ R[y]

olmak üzere p̄ = h0 + h1x̄, q̄ = k0 + k1x̄ yaz�l�r. p̄q̄ = 0 ve x̄2 = 0̄ oldu§undan

0̄ = p̄q̄ = h0k0 + (h0k1 + h1k0)x̄+ h1k1x̄
2 = h0k0 + (h0k1 + h1k0)x̄

elde edilir. Böylece R[y;α]'da h0k0 = 0 ve h0k1 + h1k0 = 0 bulunur. R[y;α](∼= R[x;α])

inmi³ oldu§undan k0h0 = 0 ve 0 = k0(h0k1 + h1k0)h1 = (k0h1)2 olur. Böylece k0h1 =

0 ve buradan h1k0 = 0 d�r. Sonuç olarak h0k1 = 0 olur. Sonuç 3.2.4'ten R α-skew

Armendarizdir. Böylece her 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için ai0α
i(bj0) = 0, ai0α

i(bj1) =

0, ai1α
i(bj0) = 0 olur. Buna göre 0 = ai0α

i(bj0)+[ai0α
i(bj1)+ai1α

i(bj0)]x̄+[ai1α
i(bj1)]x̄

2 =

(ai0 + ai1x̄)ᾱi(bj0 + bj1x̄) = f̄iᾱ
i(ḡj) oldu§undan R[x]/〈x2〉 ᾱ-skew Armendarizdir.

Tersine R[x]/〈x2〉 ᾱ-skew Armendariz olsun. �imdi R'nin α-kat� oldu§unu gösterelim.

a ∈ R için α(a)a = 0 olsun. x̄ = x + 〈x2〉 ∈ R[x]/〈x2〉 olmak üzere (α(a) − x̄y), (a +

x̄y) ∈ (R[x]/〈x2〉)[y; ᾱ] polinomlar�n� gözönüne alal�m. (R[x]/〈x2〉)[y; ᾱ]'da α(a)x̄ = x̄α(a)

oldu§undan (α(a)− x̄y)(a+ x̄y) = α(a)a+ [α(a)x̄− x̄α(a)]y−α(1)x̄2y2 = 0̄ ve R[x]/〈x2〉

ᾱ-skew Armendariz oldu§undan α(a)x̄ = 0 olur. Bu durumda α(a) = 0 ve α bir monomor-

�zma oldu§undan a = 0 elde edilir. Böylece R α-kat�d�r. �

α, bir R halkas�n�n bir endomor�zmas� veMn(R), R üzerindeki n×n tipindeki tüm matris-

lerin halkas� olsun. (
∑m

k=0 a
(k)
ij x

k) ∈Mn(R[x;α]) için φ((
∑m

k=0 a
(k)
ij x

k)) =
∑m

k=0(a
(k)
ij )xk ile

tan�mlanan φ dönü³ümü bir halka izomor�zmas�d�r. Yani Mn(R[x;α]) ∼= Mn(R)[x; ᾱ] d�r.

Burada özel olarak α, R'nin birim endomor�zmas� olarak al�n�rsa Mn(R)[x] ∼= Mn(R[x])

oldu§u görülür.
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α, bir R halkas�n�n bir endomor�zmas� ve T (R,R), R'nin a³ikar geni³lemesi olmak üzere

(a, b) ∈ T (R,R) için ᾱ((a, b)) = (α(a), α(b)) ile tan�ml� ᾱ : T (R,R)→ T (R,R) dönü³ümü

T (R,R)'nin bir endomor�zmas�d�r.

Hong ve di§erleri 2003'te; R inmi³ ya da α bir monomor�zma olsa bile, R α-skew Armen-

dariz iken T (R,R)'nin ᾱ-skew Armendariz olmas� gerekmedi§ini göstermi³lerdir. Fakat

a³a§�daki önermeyi ispatlam�³lard�r.

Önerme 3.2.7. Bir R halkas� α-kat� (yani R[x;α] inmi³) ise, bu durumda T (R,R) ᾱ-skew

Armendarizdir.

�spat R α-kat� olsun. p =
∑m

i=0(ai, bi)x
i, q =

∑n
j=0(cj, dj)x

j ∈ T (R,R)[x; ᾱ] için pq = 0

olsun. T (R,R)[x; ᾱ] ∼= T (R[x;α], R[x;α]) oldu§undan

p0 =
m∑
i=0

aix
i, p1 =

m∑
i=0

bix
i, q0 =

n∑
j=0

cjx
j, q1 =

n∑
j=0

djx
j

olmak üzere p = (p0, p1), q = (q0, q1) olarak yaz�labilir. Bu durumda

0 = pq = (p0, p1)(q0, q1) = (p0q0, p0q1 + p1q0)

oldu§undan R[x;α]'da p0q0 = 0 ve p0q1 + p1q0 = 0 elde edilir. R[x;α] inmi³ oldu§undan

q0p0 = 0 olur. p0q1 + p1q0 = 0 e³itli§i sa§dan p0 ile çarp�l�rsa p0q1 = 0 olup, buradan

p1q0 = 0 bulunur. Sonuç 3.2.4 gere§ince R α-skew Armendariz oldu§undan her i, j

için p0q0 = 0 e³itli§inden aiα
i(cj) = 0, p0q1 = 0 e³itli§inden aiα

i(dj) = 0 ve p1q0 = 0

e³itli§inden biαi(cj) = 0 elde edilir. Böylece (ai, bi)ᾱ
i((cj, dj)) = 0 olup T (R,R) ᾱ-skew

Armendarizdir. �

Bir R halkas�n�n T (R,R) a³ikar geni³lemesi

S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 | a, b, c, d ∈ R

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halkas�na geni³letilebilir. α, R halkas�n�n bir endomor�zmas� olmak üzere S3(R)'nin bir

ᾱ endomor�zmas� α yard�m�yla ᾱ((aij)) = (α(aij)) biçiminde tan�mlan�r. Buna göre

Önerme 3.2.7'ye benzer olarak a³a§�daki önerme ispatlanabilir.

Önerme 3.2.8. Bir R halkas� α-kat� ise, bu durumda

S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 | a, b, c, d ∈ R


halkas� ᾱ-skew Armendarizdir (Hong ve di§erleri 2003).

n bir pozitif tam say� olmak üzere

Sn(R) =





a a12 a13 · · · a1n

0 a a23 · · · a2n

0 0 a · · · a3n

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · a


| a, aij ∈ R


olsun. Önerme 3.2.8'in �³�§� alt�nda; n ≥ 4 için Sn(R) halkas�n�n ᾱ-skew Armendariz

olmas�ndan ³üphe edilebilir. Fakat Hong ve di§erleri 2003'te bunun olmad�§�n� bir örnek

vererek göstermi³lerdir.

Hong ve di§erleri 2003'te; daha sonra, halka teori üzerine çal�³malar yapan pek çok ara³t�r-

mac�n�n ilgilenece§i, "α, R'nin bir monomor�zmas� (otomor�zmas�) ve R (de§i³meli) inmi³

α-skew Armendariz halka iken R α-kat� halka m�d�r?" sorusunu aç�k bir problem olarak

ortaya koymu³lard�r.

Matczuk 2004'te a³a§�daki teoremi ispatlayarak bu soruya olumlu cevap vermi³tir.
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Teorem 3.2.9. α, R'nin bir endomor�zmas� olmak üzere a³a§�dakiler birbirine denktir:

(i) R inmi³ α-skew Armendariz halka ve α monomor�zmad�r.

(ii) R α-kat�d�r.

(iii) R[x;α] inmi³ halkad�r.

Yukar�daki teoremde (ii)⇔(iii) denkli§i (Krempa 1996) ve (Hong ve di§erleri 2000)'de ³u

³ekilde gösterilmi³tir: (Krempa 1996)'da; R[x;α] skew polinom halkas�n�n inmi³ olmas�

için gerek ve yeter ko³ul R'nin inmi³ ve α-kat� olmas� gerekti§ini söylemi³tir. Daha sonra

(Hong ve di§erleri 2000)'de; α-kat� halkalar�n inmi³ oldu§unu ispatlam�³lard�r. Di§er

taraftan (Matczuk 2004)'te bu denkli§in yeni bir ispat�n� vermek için Jordan geni³le-

mesinden yararlanm�³t�r. Dolay�s�yla yukar�daki teoremin ispat�na geçmeden önce ilk

olarak Jordan geni³lemesinin tan�m�n� verelim.

Tan�m 3.2.10. R bir halka ve α, R'nin bir monomor�zmas� olsun. A, R'nin bir üst halkas�

olmak üzere α, A'n�n bir otomor�zmas�na geni³letilebilir ve A =
⋃∞
k=0 α

−k(R) biçiminde

yaz�labilirse A'ya R'nin bir Jordan geni³lemesi (Jordan extension) denir. Jordan 1982'de

bir R halkas�n�n R[x;α] Ore geni³lemesinin sol lokalizasyonunu kullanarak böyle bir A

Jordan geni³lemesinin her zaman var oldu§unu göstermi³tir.

�imdi Teoremin 3.2.9'un ispat� için gerekli olan ve ayn� zamanda α-kat� halkalar�n bir

karakterizasyonunu da içeren a³a§�daki lemmay� verelim.

Lemma 3.2.11. α, R halkas�n�n bir monomor�zmas� ve A, R'nin Jordan geni³lemesi

olsun. Bu durumda;

(i) R'nin inmi³ olmas� için gerek ve yeter ko³ul A'n�n inmi³ olmas�d�r.
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(ii) R'nin α-skew Armendariz olmas� için gerek ve yeter ko³ul A'n�n α-skew Armendariz

olmas�d�r.

(iii) R'nin α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul A'n�n α-kat� olmas�d�r.

(Matczuk 2004)

�spat R, A'n�n bir alt halkas� oldu§undan yeter ko³ullar�n ispatlar� aç�kt�r. Bundan

dolay� sadece gerek ko³ullar�n ispatlanmas� yeterlidir.

(i) R inmi³ olsun. A'n�n inmi³ oldu§unu gösterelim. a ∈ A için a2 = 0 olsun. A,

R'nin Jordan geni³lemesi oldu§undan αk(a) ∈ R olacak ³ekilde bir k ≥ 0 vard�r. 0 =

αk(a2) = αk(a)αk(a) = (αk(a))2 ve R inmi³ oldu§undan αk(a) = 0 ve α bir monomor�zma

oldu§undan a = 0 elde edilir. Böylece A inmi³tir.

(ii) R α-skew Armendariz olsun. p =
∑m

i=0 aix
i, q =

∑n
j=0 bjx

j ∈ A[x;α] için pq = 0

olsun. A, R'nin Jordan geni³lemesi oldu§undan her bir i, j için αk(ai), αk(bj) ∈ R olacak

³ekilde bir k ≥ 0 vard�r. R[x;α]'da αk(p) =
∑m

i=0 α
k(ai)x

i, αk(q) =
∑n

j=0 α
k(bj)x

j

polinomlar� için αk(p)αk(q) = 0 olur. R α-skew Armendariz oldu§undan her 0 ≤ i ≤ m ve

0 ≤ j ≤ n için αk(ai)αk+i(bj) = 0 bulunur. Buradan αk(aiαi(bj)) = 0 ve α monomor�zma

oldu§undan aiαi(bj) = 0 elde edilir. Böylece A α-skew Armendarizdir.

(iii) R α-kat� olsun. a ∈ A için aα(a) = 0 olsun. A, R'nin Jordan geni³lemesi oldu§undan

αk(a) ∈ R olacak ³ekilde bir k ≥ 0 vard�r. aα(a) = 0 oldu§undan αk(aα(a)) = 0 olur.

Buradan αk(a)α(αk(a)) = 0 olup R α-kat� oldu§undan αk(a) = 0 ve α monomor�zma

oldu§undan a = 0 bulunur. Sonuç olarak A α-kat�d�r. �

Lemma 3.2.12. α, R'nin bir otomor�zmas� ve R, α-kat� olsun. Bu durumda;

(i) R inmi³ halkad�r.

(ii) Herhangi bir a ∈ R için α(annR(a)) = annR(a) d�r.

(iii) p =
∑n

i=0 aix
i ∈ R[x;α] için rannR[x;α](p) = annR({ai | 0 ≤ i ≤ n})R[x;α] d�r.

26



(Matczuk 2004).

�spat (i) Lemma 3.1.3'ten R inmi³ halkad�r.

(ii) b ∈ annR(a) olsun. Bu durumda ba = 0 d�r. Buradan α−1(a)bα(α−1(a)b) =

α−1(a)bα(α−1(a))α(b) = α−1(a)baα(b) = 0 olur. R α-kat� oldu§undan α−1(a)b = 0 ve bu-

radan aα(b) = 0 bulunur. Böylece α(b) ∈ annR(a) olur ki buradan α(annR(a)) ⊆ annR(a)

elde edilir. Di§er taraftan b ∈ annR(a) olsun. Bu durumda ab = 0 d�r. Buradan

bα(a)α(bα(a)) = bα(ab)α2(a) = 0 ve R α-kat� oldu§undan bα(a) = 0 olur. R inmi³

oldu§undan α(a)b = 0 olup buradan aα−1(b) = 0 elde edilir. Böylece α−1(b) ∈ annR(a)

d�r. Yani α−1(b) = c olacak ³ekilde c ∈ annR(a) vard�r. O halde b = α(c) ∈ α(annR(a))

ve böylece annR(a) ⊆ α(annR(a)) olur ki istenen e³itlik elde edilir.

(iii) I = annR({ai | 0 ≤ i ≤ n})R[x;α] olsun. b ∈ annR({ai | 0 ≤ i ≤ n}) ve

f(x) =
∑m

j=0 cjx
j ∈ R[x;α] olmak üzere bf(x) ∈ I olsun. pbf(x) = (a0 + a1x + · · · +

anx
n)b(c0 + c1x + · · · + cmx

m) olup b ∈ annR({ai | 0 ≤ i ≤ n}) oldu§undan aib = 0 ve

(ii)'den pbf(x) = (a0b + a1α(b)x + · · ·+ anα
n(b)xn)(c0 + c1x + · · ·+ cmx

m) = 0 bulunur.

Sonuç olarak bf(x) ∈ rannR[x;α](p), yani I ⊆ rannR[x;α](p) dir. �imdi rannR[x;α](p) ⊆ I

oldu§unu gösterelim. Kabul edelim ki rannR[x;α](p) * I olsun. Bu durumda q /∈ I olacak

³ekilde bir q ∈ rannR[x;α](p) vard�r. deg(q) = m minimal olmak üzere q =
∑m

i=0 bix
i olsun.

q ∈ rannR[x;α](p) oldu§undan pq = 0 d�r. q /∈ I oldu§undan akαk(bm) 6= 0 olacak ³ekilde

0 ≤ k ≤ n vard�r. k, bu ³ekildeki en büyük indis olsun. pq = 0 oldu§undan xk+m li

terimin katsay�s� s�f�r olaca§�ndan

akα
k(bm) + ak+1α

k+1(bm−1) + ak+2α
k+2(bm−2) + · · ·+ ak+mα

k+m(b0) = 0

elde edilir. k'n�n seçiminden ve (ii)'den her k + 1 ≤ i ≤ n için αk(bm) ∈ annR(ai) olur.

Böylece yukar�daki denklem soldan αk(bm) ile çarp�l�rsa αk(bm)akα
k(bm) = 0 bulunur.

Buradan (akα
k(bm))2 = 0 ve R inmi³ oldu§undan akαk(bm) = 0 olur ki bu bir çeli³kidir.

O halde kabulümüz yanl�³ olup rannR[x;α](p) = I dir. �

�imdi Teorem 3.2.9'un ispat�n� verelim.
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�spat (iii) ⇒ (ii) R[x;α] inmi³ halka olsun. R'nin α-kat� oldu§unu gösterelim. Bunun

için 0 6= a ∈ R için aα(a) 6= 0 oldu§unu göstermek yeterlidir. a 6= 0 oldu§undan

0 6= ax ∈ R[x;α] ve R[x;α] inmi³ oldu§undan 0 6= (ax)2 = (ax)(ax) = aα(a)x2 olup

aα(a) 6= 0 d�r.

(i) ⇒ (ii) α, R'nin bir monomor�zmas� ve R inmi³ α-skew Armendariz halka olsun.

A, R'nin Jordan geni³lemesi olmak üzere α'n�n A'ya geni³lemesini de α ile göstere-

lim. Bu durumda α, A'n�n bir otomor�zmas�d�r. Lemma 3.2.11(i)-(ii)'den A inmi³

α-skew Armendariz halkad�r. �imdi R'nin α-kat� oldu§unu gösterelim. a ∈ R için

aα(a) = 0 olsun. Ayn� zamanda a ∈ A için de aα(a) = 0 olur. Buradan α−1(a)a = 0

d�r. p(x) = a + ax, q(x) = −α−1(a) + ax ∈ A[x;α] polinomlar�n� gözönüne alal�m.

p(x)q(x) = −aα−1(a) + (a2 − a2)x+ aα(a)x2 = 0 ve A α- skew Armnendariz oldu§undan

aa = a2 = 0 d�r. A inmi³ halka oldu§undan a = 0 bulunur. Böylece A α-kat� halkad�r.

Sonuç olarak Lemma 3.2.11(iii)'den R α-kat� halkad�r.

(ii) ⇒ (i),(iii) R α-kat� olsun. Bu durumda Lemma 3.2.12(i)'den R inmi³ halkad�r. R'nin

α-skew Armendariz olmas� ise Lemma 3.2.12(iii)-(ii)'nin direkt bir sonucudur. �imdi

R[x;α]'n�n inmi³ oldu§unu gösterelim. p =
∑n

i=0 aix
i ∈ R[x;α] için p2 = 0 olsun. Lemma

3.2.12(ii)'den a2
n = 0 olur. R inmi³ oldu§undan an = 0 d�r. Böylece R[x;α] inmi³tir. �

Di§er taraftan Hong ve di§erlerinin 2003'te sorduklar� soruya, Matczuk'un 2004'teki is-

pat�ndan ba§�ms�z olarak, Chen ve Tong 2005'te ispatlad�klar� a³a§�daki teoremle olumlu

cevap vermi³lerdir.

Teorem 3.2.13. α, R'nin bir monomor�zmas� olmak üzere R inmi³ α-skew Armendariz

halka olsun. Bu durumda R α-kat�d�r.

�spat Kabul edelim ki R α-kat� olmas�n. Yani aα(a) = 0 olacak ³ekilde bir 0 6= a ∈ R

olsun. Bu durumda α(a)α2(a) = α(aα(a)) = α(0) = 0 d�r. Di§er taraftan R inmi³

iken terslenebilir oldu§undan α(a)a = 0 olur. a 6= 0 ve α bir monomor�zma oldu§undan
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α(a) 6= 0 d�r. Ayn� zamanda α(a) 6= 0 ve R inmi³ oldu§undan (α(a))2 = α2(a) 6=

0 olur. �imdi a0 = α(a), a1 = α(a), b0 = a ve b1 = −α(a) olmak üzere R[x;α]'da

p(x) = a0 + a1x, q(x) = b0 + b1x polinomlar�n� göz önüne alal�m. p(x)q(x) = α(a)a +

(−α2(a) + α2(a))x − (α(a)α2(a))x2 = 0 olup R α-skew Armendariz oldu§undan a0b1 =

α(a)(−α(a)) = −α2(a) = 0 olmal�d�r. Fakat bu çeli³kidir. Sonuç olarak R α-kat� bir

halkad�r. �

(Hong ve di§erleri 2003)'te bir R halkas�n�n bir α endomor�zmas� için R'nin α-kat� ol-

mas� için gerek ve yeter ko³ulun R[x;α] skew polinom halkas�n�n inmi³ olmas� gerekti§ini

ispatlam�³lard�r. Ayn� zamanda (Hong ve di§erleri 2003)'te R halkas� α-kat� iken R'nin

α-skew Armendariz oldu§unu göstermi³lerdir. Bundan dolay� (Chen ve Tong 2005)'te Teo-

rem 3.2.13'ü ve Hong ve di§erleri'nin 2003'te ispatlad�klar� Önerme 3.1.6'y� birle³tirerek

a³a§�daki sonuçlar� vermi³lerdir.

Sonuc. 3.2.14. α, R halkas�n�n bir endomor�zmas� olsun. Bu durumda R'nin α-kat�

olmas� için gerek ve yeter ko³ul R'nin inmi³ α-skew Armendariz halka ve α'n�n monomor-

�zma olmas�d�r .

Sonuc. 3.2.15. R inmi³ bir halka ve α, R'nin bir monomor�zmas� olsun. Bu durumda

a³a§�dakiler denktir:

(i) R[x;α] inmi³ halkad�r.

(ii) R α-skew Armendarizdir.

(iii) R α-kat� halkad�r.

Chen ve Tong 2005'te, Hong ve di§erlerinin 2003'te ispatlad�klar� Önerme 3.2.7 ve Önerme

3.2.8'i yeniden yorumlayarak a³a§�daki sonuçlar� vermi³lerdir.
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Sonuc. 3.2.16. α, R'nin bir monomor�zmas� olmak üzere R, inmi³ α-skew Armendariz

bir halka olsun. Bu durumda R'nin T (R,R) a³ikar geni³lemesi ᾱ-skew Armendarizdir.

Sonuc. 3.2.17. α, R'nin bir monomor�zmas� olmak üzere R, inmi³ α-skew Arendariz bir

halka olsun. Bu durumda

S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 | a, b, c, d ∈ R


halkas� ᾱ-skew Armendarizdir.

3.3 Kat� Halkalar ve α- Armendariz Halkalar

Hong, Kwak ve Rizvi 2006'da α-kat� ve Armendariz halkalar�n bir ba³ka genellemesi olan

α-Armendariz halkalar� a³a§�daki biçimde tan�mlam�³lard�r.

Tan�m 3.3.1. α R halkas�n�n bir endomor�zmas� olsun. p =
∑m

i=0 aix
i, q =

∑n
j=0 bjx

j ∈

R[x;α] için pq = 0 iken her 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için aibj = 0 oluyorsa, bu durumda R

halkas� α-Armendariz olarak adland�r�l�r.

Her α-Armendariz halkan�n α-skew Armendariz oldu§u aç�kt�r. Ayr�ca bir R halkas�n�n

herhangi bir kat� α endomor�zmas� için R halkas�n�n α-Armendarizlik özelli§i α-skew

Armendarizlik özelli§ine denktir. Di§er taraftan IR, R'nin birim endomor�zmas� olmak

üzere R Armendarizdir ancak ve ancak R IR-skew Armendarizdir ancak ve ancak R IR-

Armendarizdir. Di§er taraftan R, α-Armendariz bir halka ve S, R'nin α(S) ⊆ S olacak

³ekildeki bir alt halkas� olmak üzere S α-Armendarizdir. Ayr�ca α, R'nin bir endomor-

�zmas� olmak üzere R α-Armendariz bir halka ise, bu durumda α bir monomor�zmad�r.
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�imdi bunu gösterelim. Bunun için α'n�n monomor�zma olmad�§�n� kabul edelim. Bu

durumda α(a) = 0 olacak ³ekilde bir 0 6= a ∈ R vard�r. p(x) = x, q(x) = a ∈ R[x;α]

polinomlar� için p(x)q(x) = xa = α(a)x = 0 olup R α-Armendariz oldu§undan 1a = a = 0

olur ki bu bir çeli³kidir. Sonuç olarak α bir monomor�zmad�r.

Önerme 3.1.7'den her α-kat� halka α-Armendarizdir. Fakat bu gerektirmenin tersi her za-

man do§ru de§ildir. Gerçekten; Z tam say�lar halkas� ve Q rasyonel say�lar halkas� olmak

üzere Z'nin Q ile a³ikar geni³lemesi olan R = T (Z,Q) halkas�n� ve α((a, s)) = (a, s/2)

ile tan�ml� α : R → R otomor�zmas�n� gözönüne alal�m. R halkas� α-kat� de§ildir fakat

α-Armendarizdir. Ayr�ca, her inmi³ halkan�n IR-Armendariz oldu§u aç�kt�r.

Hong ve di§erleri 2006'da, α-Armendariz halkalarla ba§lant�l� olarak α-kat� halkalar için

ba³ka bir denk ko³ulu a³a§�daki önermede vermi³lerdir.

Önerme 3.3.2. Bir R halkas�n�n α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul R'nin inmi³ ve

α-Armendariz olmas�d�r.

�spat R α-kat� olsun. Bu durumda Lemma 3.1.3'den R inmi³ ve Önerme 3.1.7'den R

α-Armendarizdir. Tersine R halkas� inmi³ ve α-Armendariz olsun. Herhangi bir a ∈ R

için aα(a) = 0 olsun. p = ax, q = a ∈ R[x;α] polinomlar� için pq = (ax)a = aα(a)x = 0

olup R α-Armendariz oldu§undan a2 = 0 d�r ve R inmi³ oldu§undan a = 0 d�r. Böylece

R α-kat�d�r. �

Önerme 3.3.3. R α-Armendariz bir halka ve a, b ∈ R olsun.

(i) ab = 0 ise, bu durumda herhangi bir pozitif n tam say�s� için αn(a)b = 0 d�r.

(ii) Bir pozitif m tam say�s� için aαm(b) = 0 ise, bu durumda ab = 0 d�r.
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(Hong ve di§erleri 2006)

�spat (i) ab = 0 olsun. α(a)b = 0 oldu§unu göstermemiz yeterlidir. p = α(a)x, q =

bx ∈ R[x;α] polinomlar� için pq = (α(a)x)(bx) = α(a)α(b)x2 = α(ab)x2 = 0 olup R

α-Armendariz oldu§undan α(a)b = 0 d�r.

(ii) Pozitif bir m tam say�s� için aαm(b) = 0 olsun. p = axm, q = bx ∈ R[x;α] polinomlar�

için pq = (axm)(bx) = aαm(b)xm+1 = 0 olup R α-Armendariz oldu§undan ab = 0 olur. �

Yukar�daki önermenin bir sonucu olarak R α-Armendariz ise, bu durumda α(1) = 1 dir.

Gerçekten (1 − α(1))α(1) = 0 olup Önerme 3.3.3(i)'den α(1 − α(1))α(1) = 0 d�r. Bu-

radan (α(1) − α(α(1)))α(1) = 0 olup α(1) = α(α(1)) bulunur. R α-Armendariz iken α

monomor�zma oldu§undan α(1) = 1 elde edilir.

(Hong ve di§erleri 2006)'da, Hong ve di§erlerinin 2003'te ispatlad�klar� Önerme 3.2.6'y�

genelle³tirerek a³a§�daki sonucu vermi³lerdir.

Önerme 3.3.4. Bir R halkas� için a³a§�dakiler denktir:

(i) R α-kat� halkad�r.

(ii) a ∈ R ve bir pozitif n tam say�s� için αn(a)a = 0 ise, bu durumda a = 0 d�r.

(iii) 〈x2〉, R[x]'in x2 taraf�ndan üretilen ideali olmak üzere R[x]/〈x2〉 bölüm halkas� ᾱ-

Armendarizdir.

�spat (i)⇒ (ii) R α-kat� halka ve pozitif bir n tam say�s� için αn(a)a = 0 olsun. R inmi³

oldu§undan aαn(a) = 0 d�r. R α-kat� iken α-Armendariz oldu§undan Önerme 3.3.3(ii)

gere§ince a2 = 0 olur. Tekrar R inmi³ oldu§undan a = 0 bulunur.

(ii) ⇒ (i) �lk olarak R'nin inmi³ oldu§unu gösterelim. a ∈ R için a2 = 0 olsun. Bu

durumda α(α(a)a)α(a)a = α2(a)α(a2)a = 0 olup kabulden α(a)a = 0 ve buradan a = 0
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olur. Böylece R inmi³tir. �imdi R'nin α-kat� oldu§unu gösterelim. Bir r ∈ R için

rα(r) = 0 olsun. R inmi³ oldu§undan α(r)r = 0 ve kabulden r = 0 elde edilir.

(i) ⇒ (iii) R α-kat� olsun. R[x]/〈x2〉'de bir h̄ eleman�n� h = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m ∈ R[x]

olmak üzere h̄ = h + 〈x2〉 = a0 + a1x + · · · + amx
m + 〈x2〉 = a0 + a1x + 〈x2〉 = a0 +

a1x̄ ∈ R[x]/〈x2〉 biçiminde yazabiliriz. Burada x̄ = x + 〈x2〉 dir. �imdi R[x]/〈x2〉'nin

ᾱ-Armendariz oldu§unu gösterelim. p̄ = f̄0 + f̄1y+ · · ·+ f̄my
m, q̄ = ḡ0 + ḡ1y+ · · ·+ ḡny

n ∈

(R[x]/〈x2〉)[y; ᾱ] için p̄q̄ = 0 olsun. Her i, j için f̄iḡj = 0 oldu§unu iddia ediyoruz. Burada

herbir 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için ai0 , ai1 , bj0 , bj1 ∈ R olmak üzere x̄2 = 0 oldu§undan

f̄i = ai0 + ai1x̄, ḡj = bj0 + bj1x̄ yaz�labilir. R α-kat� oldu§undan Önerme 3.3.2'den R

α-Armendarizdir. Ayr�ca α(1) = 1 oldu§u da aç�kt�r. Bundan dolay� x̄y = yx̄ ve herhangi

bir a ∈ R için ax̄ = x̄a oldu§u kolayca görülür. Böylece

h0 =
m∑
i=0

ai0y
i, h1 =

m∑
i=0

ai1y
i, k0 =

n∑
j=0

bj0y
j, k1 =

n∑
j=0

bj1y
j ∈ R[y]

olmak üzere p̄ = h0 + h1x̄, q̄ = k0 + k1x̄ yaz�l�r. p̄q̄ = 0 ve x̄2 = 0̄ oldu§undan

0̄ = p̄q̄ = h0k0 + (h0k1 + h1k0)x̄+ h1k1x̄
2 = h0k0 + (h0k1 + h1k0)x̄

elde edilir. Böylece R[y;α]'da h0k0 = 0 ve h0k1 + h1k0 = 0 bulunur. R[y;α](∼= R[x;α])

inmi³ oldu§undan k0h0 = 0 ve 0 = k0(h0k1 + h1k0)h1 = (k0h1)2 olur. Böylece k0h1 = 0

ve buradan h1k0 = 0 d�r. Sonuç olarak h0k1 = 0 olur. R α-Armendariz oldu§undan her

0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için ai0bj0 = 0, ai0bj1 = 0, ai1bj0 = 0 olur. Sonuç olarak f̄iḡj = 0

oldu§undan R[x]/〈x2〉 ᾱ-Armendarizdir.

(iii)⇒ (i)R[x]/〈x2〉 ᾱ-Armendariz olsun. �imdi (ii)'den yararlanarakR'nin α-kat� oldu§unu

gösterelim. a ∈ R için α(a)a = 0 olsun. p = α(a) − x̄y, q = a + x̄y ∈ (R[x]/〈x2〉)[y; ᾱ]

polinomlar� için ᾱ(1̄) = ᾱ(1 + 〈x2〉) = α(1) + 〈x2〉 = 1 + 〈x2〉 = 1̄ oldu§u kullan�larak

pq = 0 bulunur. R[x]/〈x2〉 ᾱ-Armendariz oldu§undan x̄a = 0̄ olmal�d�r. Buradan

x̄a = (x + 〈x2〉)a = xa + 〈x2〉 = 〈x2〉 = 0̄ oldu§undan a = 0 olur. Sonuç olarak R

α-kat�d�r. �
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Chen ve Tong 2007'de, bir halkan�n herhangi endomor�zmas�n�n kat� olmas� için gerek ve

yeter ko³ulu a³a§�daki biçimde karakterize etmi³tir.

Lemma 3.3.5. Bir R halkas�n�n herhangi α endomor�zmas� için a³a§�dakiler denktir:

(i) α kat� endomor�zmad�r.

(ii) a ∈ R için α(a)a = 0 ise a = 0 d�r.

�spat (i) ⇒ (ii) a ∈ R için α(a)a = 0 olsun. R α-kat� oldu§undan R inmi³ halkad�r.

(aα(a))2 = aα(a)aα(a) = a(α(a)a)α(a) = 0 oldu§undan aα(a) = 0 d�r. Böylece a = 0

olur.

(ii) ⇒ (i) �lk olarak R'nin inmi³ oldu§unu gösterelim. a ∈ R için a2 = 0 olsun. Bu

durumda α(α(a)a)(α(a)a) = α2(a)α(a2)a = 0 ve buradan α(a)a = 0 olup a = 0 elde

edilir. Böylece R inmi³ halkad�r. aα(a) = 0 olsun. Buradan (α(a)a)2 = α(a)(aα(a))a = 0

oldu§undan α(a)a = 0 olup kabulden a = 0 elde edilir. �

Chen ve Tong 2007'de, kat� halkalar için ba³ka bir karakterizasyonu matris halkalar�n�

kullanarak a³a§�daki gibi vermi³tir.

Teorem 3.3.6. Bir R halkas�n�n α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul

S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 | a, b, c, d ∈ R


halkas�n�n ᾱ-skew Armendariz olmas�d�r.

�spat R α-kat� olsun.


a1 b1 c1

0 a1 d1

0 0 a1

 ∈ S3(R) eleman�n� (a1, b1, c1, d1) ile gösterelim.

Buna göre


a1 b1 c1

0 a1 d1

0 0 a1

 ,


a2 b2 c2

0 a2 d2

0 0 a2

 ∈ S3(R) elemanlar� için toplama ve çarpma
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i³lemlerini

(a1, b1, c1, d1) + (a2, b2, c2, d2) = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2, d1 + d2)

(a1, b1, c1, d1)(a2, b2, c2, d2) = (a1a2, a1b2 + b1a2, a1c2 + b1d2 + c1a2, a1d2 + d1a2)

biçiminde gösterebiliriz. Böylece her p ∈ S3(R)[x; ᾱ] eleman�n� pi ∈ R[x;α] olmak üzere

p = (p0, p1, p2, p3) biçiminde yazabiliriz. Buna göre p = (p0, p1, p2, p3), q = (q0, q1, q2, q3) ∈

S3(R)[x; ᾱ] için pq = 0 olsun. Bu durumda

p0q0 = 0 (3.10)

p0q1 + p1q0 = 0 (3.11)

p0q2 + p1q3 + p2q0 = 0 (3.12)

p0q3 + p3q0 = 0 (3.13)

denklemlerini elde ederiz. R α-kat� oldu§undan Önerme 3.2.3'den R[x;α] inmi³tir. Bu

durumda (3.10) denkleminden q0p0 = 0 olur. (3.11) denklemi sa§dan p0 ile çarp�l�rsa

p0q1p0 = 0 ve R[x;α] inmi³ oldu§undan p0q1 = 0 elde edilir. Bu sonuç (3.11) denkleminde

yerine yaz�l�rsa p1q0 = 0 olur. (3.13) denklemi sa§dan p0 ile çarp�l�rsa p0q3p0 = 0 ve R[x;α]

inmi³ oldu§undan p0q3 = 0 elde edilir. Bu sonuç (3.13) denkleminde yerine yaz�l�rsa

p3q0 = 0 bulunur. (3.12) denklemi sa§dan p0 ile çarp�l�rsa p0q2 = 0 olur ve sonuç (3.12)

denkleminde yerine yaz�l�rsa

p1q3 + p2q0 = 0 (3.14)

elde edilir. (3.14) denklemi sa§dan p1 ile çarp�l�rsa p1q3 = 0 ve sonuç (3.14) denkleminde

yerine yaz�l�rsa p2q0 = 0 bulunur. Böylece

p0 =
m∑
i=0

aix
i, p1 =

m∑
i=0

bix
i, p2 =

m∑
i=0

cix
i, p3 =

m∑
i=0

dix
i

q0 =
n∑
j=0

a′jx
j, q1 =

n∑
j=0

b′jx
j, p2 =

n∑
j=0

c′jx
j, p3 =

n∑
j=0

d′jx
j
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olmak üzere

p =
m∑
i=0


ai bi ci

0 ai di

0 0 ai

xi, q =
n∑
j=0


a′j b′j c′j

0 a′j d′j

0 0 a′j

xj

olsun. R α-kat� oldu§undan Sonuç 3.2.4'den R α-skew Armendarizdir. Böylece her i, j

için aiα
i(a′j) = 0, biα

i(b′j) = 0, ciα
i(c′j) = 0, diα

i(d′j) = 0 bulunur. Sonuç olarak her i, j

için 
ai bi ci

0 ai di

0 0 ai

 ᾱi




a′j b′j c′j

0 a′j d′j

0 0 a′j


 = O

oldu§undan S3(R) ᾱ-skew Armendarizdir.

Tersine S3(R) ᾱ-skew Armendariz olsun. Öncelikle α'n�n monomor�zma oldu§unu göstere-

lim. Kabul edelim ki α monomor�zma olmas�n. Bu durumda α(a) = 0 olacak ³ekilde

0 6= a ∈ R vard�r. Bu durumda S3(R)[x; ᾱ] da


0 0 1

0 0 0

0 0 0

+


−a −a −a

0 −a −a

0 0 −a

x





0 0 1

0 0 0

0 0 0

+


a a a

0 a a

0 0 a

x

 = O

elde edilir. Fakat


0 0 1

0 0 0

0 0 0




a a a

0 a a

0 0 a

 =


0 0 a

0 0 0

0 0 0

 6= O olur ki bu S3(R)'nin ᾱ-

skew Armendariz olmas� ile çeli³ir. O halde α bir monomor�zmad�r. �imdi R halkas�n�n

α-kat� oldu§unu gösterelim. Kabul edelim ki R α-kat� olmas�n. Bu durumda Lemma

3.3.5(ii)'den α(a)a = 0 olacak ³ekilde bir 0 6= a ∈ R vard�r. a 6= 0 ve α bir monomor�zma

oldu§undan α(a) 6= 0 d�r. Bu durumda S3(R)[x; ᾱ]'da


α(a) 0 0

0 α(a) 0

0 0 α(a)

+


0 0 1

0 0 0

0 0 0

x





a 0 0

0 a 0

0 0 a

+


0 0 −1

0 0 0

0 0 0

x

 = O
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d�r. Fakat


α(a) 0 0

0 α(a) 0

0 0 α(a)




0 0 −1

0 0 0

0 0 0

 =


0 0 −α(a)

0 0 0

0 0 0

 6= O olur ki bu

S3(R)'nin ᾱ-skew Armendariz olmas� ile çeli³ir. Sonuç olarak R α-kat�d�r. �

Chen ve Tong 2007'de, α, R'nin birim endomor�zmas� olarak al�n�rsa, Kim ve Lee'nin

2000'de ispatlad�klar� önermenin tersinin de do§ru oldu§unu yukar�daki teoremin bir

sonucu olarak a³a§�daki biçimde vermi³lerdir.

Sonuc. 3.3.7. Bir R halkas�n�n inmi³ olmas� için gerek ve yeter ko³ul

S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 | a, b, c, d ∈ R


halkas�n�n Armendariz olmas�d�r.

Chen ve Tong 2007'de, kat� halkalar için benzer bir karakterizasyonu halkan�n a³ikar

geni³lemesini kullanarak a³a§�daki teoremde göstermi³lerdir.

Teorem 3.3.8. Bir R halkas�n�n α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul R'nin T (R,R)

a³ikar geni³lemesinin ᾱ-skew Armendariz olmas�d�r.

�spat R α-kat� olsun. T (R,R)'nin ᾱ-skew Armendariz oldu§unu gösterelim. p =∑m
i=0(ai, bi)x

i, q =
∑n

j=0(cj, dj)x
j ∈ T (R,R)[x; ᾱ] için pq = 0 olsun. T (R,R)[x; ᾱ] ∼=

T (R[x;α], R[x;α]) oldu§undan

p0 =
m∑
i=0

aix
i, p1 =

m∑
i=0

bix
i, q0 =

n∑
j=0

cjx
j, q1 =

n∑
j=0

djx
j

olmak üzere p = (p0, p1), q = (q0, q1) yazabiliriz. 0 = pq = (p0q0, p0q1 + p1q0) oldu§undan

R[x;α]'da p0q0 = 0 ve p0q1 + p1q0 = 0 bulunur. R α-kat� oldu§undan Önerme 3.2.3'den
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R[x;α] inmi³tir. Bu durumda q0p0 = 0 olur. p0q1 + p1q0 = 0 e³itli§i sa§dan p0 ile

çarp�l�rsa p0q1p0 = 0 olup buradan p0q1 = 0 ve p1q0 = 0 elde edilir. Böylece R α-skew

Armendariz oldu§undan her bir i, j için aiα
i(cj) = 0, aiα

i(dj) = 0, biα
i(cj) = 0 olup

(ai, bi)ᾱ
i((cj, dj)) = 0 elde edilir. Sonuç olarak T (R,R) ᾱ-skew Armendarizdir.

Tersine T (R,R) ᾱ-skew Armendariz olsun. Öncelikle α'n�n monomor�zma oldu§unu

gösterelim. Kabul edelim ki α monomor�zma olmas�n. Bu durumda α(a) = 0 olacak

³ekilde bir 0 6= a ∈ R vard�r. T (R,R)[x; ᾱ]'da 0 1

0 0

+

 −a −a
0 −a

x

 0 1

0 0

+

 a a

0 a

x

 = O

d�r. Fakat  0 1

0 0

 a a

0 a

 6= O

olmas� T (R,R)'nin ᾱ-skew Armendariz olmas� ile çeli³ir. Dolay�s�yla kabulümüz yanl�³

olup α bir monomor�zmad�r. �imdi R'nin α-kat� oldu§unu ispatlayal�m. Kabul edelim

ki R α-kat� olmas�n. Bu durumda α(a)a = 0 olacak ³ekilde bir 0 6= a ∈ R vard�r. α bir

monomor�zma oldu§undan α(a) 6= 0 d�r. T (R,R)[x; ᾱ]'da α(a) 0

0 α(a)

+

 0 1

0 0

x

 a 0

0 a

+

 0 −1

0 0

x

 = O

d�r. Fakat  α(a) 0

0 α(a)

 0 −1

0 0

 6= O

olur ki bu T (R,R)'nin ᾱ-skew Armendariz olmas� ile çeli³ir. O halde R α-kat�d�r. �

Chen ve Tong 2007'de; Bölüm 2.3'de belirtilen An(R), An(R) + RE1k ve Vn(R) gibi

Mn(R)'nin baz� özel tipdeki alt halkalar�n� kullan�larak bir R halkas�n�n α-kat� olmas� için

gerek ve yeter ko³ullar� a³a§�daki gibi vermi³lerdir.
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Teorem 3.3.9. A³a§�daki ifadeler birbirine denktir:

(i) R α-kat� halkad�r.

(ii) n = 2k + 1 ≥ 3 için An(R) ᾱ-skew Armendarizdir.

(iii) n = 2k ≥ 4 için An(R) +RE1k ᾱ-skew Armendarizdir.

(iv) n ≥ 2 için Vn(R) ᾱ-skew Armendarizdir.

Lemma 3.3.10. R ile S iki halka ve σ : R→ S bir halka izomor�zmas� olmak üzere R α-

skew Armendariz ise, bu durumda S σασ−1-skew Armendarizdir (Chen ve Tong 2007).

Hong ve di§erleri 2003'te; α, R'nin α(1) = 1 ko³ulunu sa§layan bir monomor�zmas� iken

R'nin α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ulun R[x]/〈x2〉'nin ᾱ-skew Armendariz olmas�

gerekti§ini ispatlam�³lard�r. Chen ve Tong 2007'de a³a§�daki teoremi ispatlayarak bu

sonucu genelle³tirmi³lerdir.

Teorem 3.3.11. α, R halkas�n�n bir endomor�zmas� olmak üzere R'nin α-kat� olmas�

için gerek ve yeter ko³ul n ≥ 2 ve 〈xn〉, R[x]'in xn taraf�ndan üretilen ideali olmak üzere

R[x]/〈xn〉'in ᾱ-skew Armendariz olmas�d�r.

�spat R[x]/〈xn〉 ᾱ-skew Armendariz olsun. r0In + r1V + · · · + rn−1V
n−1 ∈ Vn(R) =

RIn+RV +· · ·+RV n−1 için θ(r0In+r1V +· · ·+rn−1V
n−1) = r0+r1x+· · ·+rn−1x

n−1+〈xn〉

ile tan�ml� θ : Vn(R) → R[x]/〈xn〉 dönü³ümü bir halka izomor�zmas�d�r. R[x]/〈xn〉 ᾱ-

skew Armendariz ve θ−1 : R[x]/〈xn〉 ∼= Vn(R) oldu§undan Lemma 3.3.10 gere§ince Vn(R)

θ−1ᾱθ-skew Armendarizdir. θ−1ᾱθ(r0In + r1V + · · ·+ rn−1V
n−1) = θ−1ᾱ(r0 + r1x+ · · ·+

rn−1x
n−1 + 〈xn〉) = θ−1(α(r0) + α(r1)x+ · · ·+ α(rn−1)xn−1 + 〈xn〉) = α(r0)In + α(r1)V +

· · ·+α(rn−1)V n−1 = ᾱ(r0In + r1V + · · ·+ rn−1V
n−1) oldu§undan Vn(R) ᾱ-Armendarizdir.
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Böylece Teorem 3.3.9'dan R α-kat�d�r.

TersineR α-kat� olsun. Teorem 3.3.9'dan Vn(R) ᾱ- skew Armendarizdir. Lemma 3.3.10'dan

R[x]/〈xn〉 θᾱθ−1- skew Armendarizdir. Böylece gerek ko³ulun ispat�na benzer ³ekilde

R[x]/〈xn〉 ᾱ- skew Armendariz bulunur. �

Chen ve Tong 2007'de; bir R halkas�n�n α-kat� olmas� için ³u ana kadar bilinen denk

ko³ullarla kendi belirledikleri karakterizasyonlar� birle³tirerek a³a§�daki sonucu ifade et-

mi³lerdir.

Teorem 3.3.12. α, R halkas�n�n bir endomor�zmas� olmak üzere a³a§�daki ifadeler

birbirine denktir:

(i) R α-kat� halkad�r.

(ii) a ∈ R için α(a)a = 0 iken a = 0 d�r.

(iii) R[x;α] inmi³ halkad�r.

(iv) R inmi³ halka ve R'nin her minimal P asal ideali için α−1(P ) ⊆ P dir.

(v) R inmi³ halka, α monomor�zma ve R'nin her minimal P asal ideali için α−1(P ) ⊆ P

dir.

(vi) R inmi³ halka, α monomor�zma ve R'deki her bir s�f�rlayan α taraf�ndan korunur.

(vii) R inmi³ α-skew Armendariz halka ve α monomor�zmad�r.

(viii) R inmi³ halka ve f(x) =
∑m

i=0 aix
i, g(x) =

∑n
j=0 bjx

j ∈ R[x;α] için f(x)g(x) = 0

olmas� için gerek ve yeter ko³ul aibj = 0 olmas�d�r.

(ix) T (R,R) ᾱ-skew Armendarizdir.

(x) W ᾱ-skew Armendarizdir.
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(xi) n = 2k + 1 ≥ 3 için An(R) ᾱ-skew Armendarizdir.

(xii) n = 2k ≥ 4 için An(R) +RE1k ᾱ-skew Armendarizdir.

(xiii) n ≥ 2 için Vn(R) ᾱ-skew Armendarizdir.

(xiv) n ≥ 2 için R[x]/〈xn〉 ᾱ-skew Armendarizdir.

(xv) R α-skew Armendariz ve R[x;α]'da f(x)g(x) = 0 ise, f(x)R[x;α] ∩R[x;α]g(x) = 0

d�r.
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4 HALKALARIN KATI

OLMASI �Ç�N DENK KO�ULLAR

Tezin orjinal k�sm�n� olu³turan bu bölümde kat� halkalar ve genelle³tirilmi³ Armendariz

halkalar aras�ndaki ili³kiler incelenecek ve bir halkan�n kat� olmas� için yeni karakterizas-

yonlar verilecektir. Ayr�ca Armendariz halkalarla ilgili bilinen sonuçlar genelle³tirilecektir.

4.1 Kat� Halkalar ve Genelle³tirilmi³ Armendariz Halkalar

(Rege ve Chhawchharia 1997)'de; IR, R'nin birim endomor�zmas� olmak üzere n ≥ 2

için herhangi bir R halkas� üzerindeki n × n tipindeki matrislerin Mn(R) halkas�n�n IR-

Armendariz olmad�§�n� bir örnekle göstermi³lerdir. Ayr�ca (Hong ve di§erleri 2003)'te;

2 × 2 tipindeki tüm (ve ayn� zamanda üst üçgensel) matris halkalar�n�n α-Armendariz

olmad�§�n� göstermi³lerdir. Di§er taraftan (Hong ve di§erleri 2006)'da; R halkas� α-kat�

iken

S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 | a, b, c, d ∈ R


halkas�n�n ᾱ-Armendariz oldu§unu ispatlam�³lard�r. �lk olarak a³a§�daki önermede; S3(R)

halkas�n�n ᾱ-Armendariz olmas� durumunda R'nin α-kat� oldu§u ispatlanacak ve böylece

(Hong ve di§erleri 2006)'n�n genellemesi elde edilecektir.

Teorem 4.1.1. α, R halkas�n�n bir endomor�zmas� olmak üzere a³a§�dakiler birbirine

denktir:

(i) R α-kat� halkad�r.
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(ii) S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 | a, b, c, d ∈ R
 ᾱ-Armendarizdir.

(iii) R'nin T (R,R) a³ikar geni³lemesi ᾱ-Armendarizdir.

�spat (i) ⇒ (ii) (Hong ve di§erleri 2006).

(ii) ⇒ (iii) S3(R) ᾱ-Armendariz olsun. T (R,R), S3(R)'nin bir alt halkas� olan


a b 0

0 a 0

0 0 a

 | a, b, c, d ∈ R


halkas�na izomorftur. Ayr�ca α-Armendariz bir halkan�n alt halkas� da α-Armendariz

oldu§undan T (R,R) ᾱ-Armendarizdir.

(iii)⇒ (i) T (R,R) ᾱ-Armendariz olsun. R halkas�n�n α-kat� olmad�§�n� kabul edelim. Bu

durumda Lemma 3.3.5(ii)'den α(a)a = 0 olacak ³ekilde bir 0 6= a ∈ R vard�r.

p(x) =

 α(a) 0

0 α(a)

+

 0 1

0 0

x, q(x) =

 a 0

0 a

+

 0 −1

0 0

x ∈ T (R,R)[x; ᾱ]

için p(x)q(x) = O d�r. Fakat

 α(a) 0

0 α(a)

 0 −1

0 0

 6= O olup bu T (R,R)'nin ᾱ-

Armendariz olmas� ile çeli³ir. O halde R α-kat�d�r. �

Önerme 4.1.1'de α, R'nin birim endomor�zmas� olarak al�n�rsa (Kim ve Lee 2000) ve (Lee

ve Wong 2005)'deki sonuçlar�n�n genelle³tirilmi³ hali olan a³a§�daki sonuç elde edilir.

Sonuc. 4.1.2. Bir R halkas� için a³a§�dakiler birbirine denktir:

(i) R inmi³ bir halkad�r.

(ii) S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 | a, b, c, d ∈ R
 Armendarizdir.
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(iii) R'nin T (R,R) a³ikar geni³lemesi Armendarizdir.

R halkas� α-kat� iken S3(R)'nin ᾱ-Armendariz oldu§u bilinmektedir. Bu gerçe§i göz

önünde bulundurarak; n ≥ 4 için Sn(R) halkas�n�n ᾱ-Armendariz olup olmad�§� merak

edilebilir. Fakat; Hong ve di§erleri 2003'te, R halkas� α-kat� olsa bile n ≥ 4 için

Sn(R) =





a a12 a13 · · · a1n

0 a a23 · · · a2n

0 0 a · · · a3n

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · a


| a, aij ∈ R


halkas�n�n ᾱ-Armendariz olmad�§�n� göstermi³lerdir. Bununla beraber, Armendariz ol-

mayan halkalar�n Armendariz olan alt halkalar� oldu§u gibi; α-Armendariz olmayan hal-

kalar�n da α-Armendariz olan alt halkalar� olabilir. Bu gerçekten hareketle; a³a§�da n ≥ 4

için Sn(R)'in ᾱ-Armendariz olan baz� alt halkalar�n� belirleyece§iz. Bu sonuç ayn� za-

manda; Tan�m 2.3.3'te verilen baz� matris halkalar� yard�m�yla bir halkan�n α-kat� ol-

mas�n�n karakterizasyonlar�n� verecektir. Teoreme geçmeden önce ispat için gerekli olan

a³a§�daki lemmay� verelim.

Lemma 4.1.3. R inmi³ bir halka olmak üzere her n = 2k + 1 ≥ 3 için S = An(R) ve

n = 2k ≥ 4 için S = An(R) + RE1k olsun. A = (aij), B = (bij) ∈ S için AB = 0 ise, bu

durumda [AB]ij = 0 d�r (Chen ve Tong 2007).

Lemma 4.1.3'te; A = (aij), B = (bij) ∈ Mn(R) için [AB]ij = O olmas� l = 1, . . . , n için

ailblj = 0 anlam�ndad�r (Lee ve Zhou 2004).
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Teorem 4.1.4. Bir R halkas� için a³a§�dakiler birbirine denktir:

(i) R α-kat� halkad�r.

(ii) n = 2k + 1 ≥ 3 için An(R) ᾱ-Armendarizdir.

(iii) n = 2k ≥ 4 için An(R) +RE1k ᾱ-Armendarizdir.

(iv) n ≥ 2 için Vn(R) = RIn +RV +RV 2 + · · ·+RV n−1 ᾱ-Armendarizdir.

�spat (i) ⇒ (ii), (iii) R α-kat� olsun. n = 2k + 1 ≥ 3 için S = An(R) ve n = 2k ≥ 4

için S = An(R) + RE1k olsun. �imdi S'nin ᾱ-Armendariz oldu§unu gösterelim. P (x) =

C0 + C1x + · · · + Cux
u ve Q(x) = D0 + D1x + · · · + Dvx

v ∈ S[x; ᾱ] polinomlar� için

P (x)Q(x) = O olsun. �ddia ediyoruz ki her 0 ≤ i ≤ u ve 0 ≤ j ≤ v için CiDj = O d�r.

0 ≤ i ≤ u ve 0 ≤ j ≤ v için c(i)
st ve d(j)

st s�ras�yla Ci ve Dj matrislerinin (s, t). bile³enleri

olmak üzere pst(x) = c
(0)
st + c

(1)
st x+ · · ·+ c

(u)
st x

u ve qst(x) = d
(0)
st + d

(1)
st x+ · · ·+ d

(v)
st x

v olsun.

Bu durumda 1 ≤ s, t ≤ n için P (x) = (pst(x)) ve Q(x) = (qst(x)) yazabiliriz. Böylece S'de

(pst(x))(qst(x)) = 0 olur. R α-kat� oldu§undan Önerme 3.1.6 gere§ince R[x;α] inmi³tir.

Lemma 4.1.3'ten 1 ≤ s, t ≤ n için ((pst(x))(qst(x)))st = O olur. Bundan dolay� 1 ≤ l ≤ n

için R[x;α] da psl(x)qlt(x) = O d�r. Yani,

(c
(0)
sl + c

(1)
sl x+ · · ·+ c

(u)
sl x

u)(d
(0)
lt + d

(1)
lt x+ · · ·+ d

(v)
lt x

v) = O

d�r. Di§er taraftan R α-kat� oldu§undan Önerme 3.3.2 gere§ince R α-Armendarizdir.

Böylece 1 ≤ s, t, l ≤ n, 0 ≤ i ≤ u ve 0 ≤ j ≤ v için c(i)
sl d

(j)
lt = 0 olup CiDj = (c

(i)
st )(d

(j)
st ) = O

bulunur. Sonuç olarak S ᾱ-Armendarizdir.

(i) ⇒ (iv) R α-kat� olsun. n = 2, 3 için Teorem 4.1.1'den Vn(R) ᾱ-Armendarizdir. n ≥ 4

için Vn(R), An(R) veya An(R) + RE1k'n�n α(Vn(R)) ⊆ Vn(R) ko³ulunu sa§layan bir alt

halkas� oldu§undan Vn(R) ᾱ-Armendarizdir.

(iv) ⇒ (i), (iii) ⇒ (i) ve (ii) ⇒ (i) gerektirmeleri Teorem 4.1.1'ten aç�kt�r. �

Teorem 4.1.4'te α, R'nin birim endomor�zmas� olarak al�n�rsa a³a§�daki sonucu verebiliriz.
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Sonuc. 4.1.5. Bir R halkas� için a³a§�dakiler denktir:

(i) R inmi³ halkad�r.

(ii) n = 2k + 1 ≥ 3 için An(R) Armendariz.

(iii) n = 2k ≥ 4 için An(R) +RE1k Armendariz.

(iv) n ≥ 2 için Vn(R) = RIn +RV +RV 2 + · · ·+RV n−1 Armendariz.

ρ(a0In + a1V + · · · + an−1V
n−1) = a0 + ax + · · · + an−1x

n−1 + 〈xn〉 ³eklinde tan�mlanan

ρ : Vn(R) → R[x]/〈xn〉 dönü³ümü halka izomor�zmas�d�r. Böylece Önerme 3.3.4'ün

genellemesi olan a³a§�daki sonucu verebiliriz.

Sonuc. 4.1.6. Bir R halkas�n�n α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul n ≥ 2 için 〈xn〉, xn

taraf�ndan üretilen R[x]'in ideali olmak üzere R[x]/〈xn〉 bölüm halkas�n�n ᾱ-Armendariz

olmas�d�r.

Uyar� 4.1.7. α-Armendariz bir halkan�n α endomor�zmas� birimi korudu§undan, Lee

ve Zhou'nun 2004'te verdikleri örne§e benzer olarak, R halkas� α-Armendariz olsa bile

n = 2k ≥ 2 için Be
n(R), n = 2k+ 1 ≥ 3 için Bo

n(R) ve n ≥ 2 için Bn(R)'nin ᾱ-Armendariz

olmad�§� kolayca görülür.

A³a§�daki örnekte; Armendariz halkalar�n α-skew Armendariz olmas� gerekmedi§i görülmek-

tedir.

Örnek 4.1.8. Z2, tam say�lar�n 2 modülüne göre halkas� olmak üzere R = Z2⊕Z2 olsun.

R de§i³meli inmi³ bir halka oldu§undan Armendarizdir. α : R → R, α((a, b)) = (b, a)

ile tan�mlanan endomor�zma olsun. (Hong ve di§erleri 2003)'ten R α-skew Armendariz

de§ildir. Ayr�ca (Hong ve di§erleri 2006)'dan R α-Armendariz de de§ildir.
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Fakat yukar�daki örnekle ilgili olarak a³a§�daki sonucu verebiliriz.

Önerme 4.1.9. α, R halkas�n�n bir endomor�zmas� olmak üzere R[x;α] skew polinom

halkas� Armendariz ise, bu durumda R α-skew Armendarizdir.

�spat R[x;α] Armendariz olsun. p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m, q(x) = b0 + b1x+ · · ·+

bnx
n ∈ R[x;α] için p(x)q(x) = 0 olsun. Her i, j için aiαi(bj) = 0 oldu§unu göstermeliyiz.

(R[x;α])[y] de f(y) = a0 + (a1x)y+ · · ·+ (amx
m)ym ve g(y) = b0 + (b1x)y+ · · ·+ (bnx

n)yn

polinomlar�n� gözönüne alal�m. y ile x de§i³meli ve p(x)q(x) = 0 oldu§undan f(y)g(y) = 0

bulunur. R[x;α] Armendariz oldu§undan aixibjxj = 0 olup buradan her i, j için aiαi(bj) =

0 d�r. Böylece R α-skew Armendarizdir. �

Hong ve di§erlerinin 2003'te elde ettikleri sonuçlar�, Önerme 4.1.9'un bir sonucu olarak

a³a§�daki gibi verebiliriz.

Sonuc. 4.1.10. α, R halkas�n�n bir endomor�zmas� olmak üzere R α-kat� ise, bu durumda

R α-skew Armendarizdir.

�spat R α-kat� olsun. Bu durumda Önerme 3.2.3'den R[x;α] inmi³ halka ve böylece

Armendarizdir. Sonuç olarak Önerme 4.1.9'dan R α-skew Armendarizdir. �

α-Armendariz halkalar�n α-skew Armendariz oldu§u bilinmektedir. Fakat Önerme 4.1.9'

daki "α-skew Armendariz" ifadesi yerine "α-Armendariz" ifadesinin getirilemeyece§i a³a§�-

daki örnekte görülür.

Örnek 4.1.11. Z2, tam say�lar�n 2 modülüne göre halkas� olmak üzere R = Z2[x] ve

α : R −→ R, R'nin α(f(x)) = f(0) biçiminde tan�mlanan endomor�zmas� olsun. (Hong

ve di§erleri 2003)'ten R inmi³ α-skew Armendariz bir halkad�r fakat (Hong ve di§erleri
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2006)'dan R α-Armendariz de§ildir. �imdi S = R[y;α]'n�n Armendariz oldu§unu göstere-

lim. f(T ) = f0 +f1T + · · ·+fmTm, g(T ) = g0 +g1T + · · ·+gnT n ∈ S[T ] için f(T )g(T ) = 0

olsun. Her bir 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için fis , gjt ∈ Z2[x] olmak üzere fi =
∑ui

s=0 fis(x)ys

ve gj =
∑vj

t=0 gjt(x)yt olsun. Genelli§i bozmaks�z�n her 0 ≤ s ≤ ui, 0 ≤ t ≤ vj, 0 ≤ i ≤ m

ve 0 ≤ j ≤ n için Z2[x] de fis(x) 6= 0 ve gjt(x) 6= 0 kabul edebiliriz. Bu durumda a³a§�daki

denklemler sistemine sahibiz:

f0g0 = 0 (4.1)

f0g1 + f1g0 = 0 (4.2)
...

f0gk + f1gk−1 + · · ·+ fk−1g1 + fkg0 = 0 (4.3)

f0gk+1 + f1gk + · · ·+ fkg1 + fk+1g0 = 0 (4.4)
...

fmgn = 0 (4.5)

�ddia ediyoruz ki; f00(x) = f10(x) = · · · = fm0(x) = 0 ve 0 ≤ t ≤ vj ve 0 ≤ j ≤ n

için her bir gjt(x) sabit terime sahip de§ildir. �spat� i + j üzerinde tümevar�m uygu-

layarak yapal�m. R α-skew Armendariz ve (4.1) denkleminden her 0 ≤ s ≤ u0 ve

0 ≤ t ≤ v0 için f0s(x)αs(g0t(x)) = 0 d�r. Bundan dolay� 0 ≤ t ≤ v0 için f00(x) ve

g0t(0) = 0 d�r. Böylece 0 ≤ t ≤ v0 için her bir g0t(x) sabit terime sahip de§ildir.

Böylece i + j = 0 için iddia do§rudur. �imdi i + j ≤ k − 1 için iddiam�z�n do§ru

oldu§unu kabul edelim. Tümevar�m hipotezinden ve (4.3) denkleminden 0 = f0gk+fkg0 =

(f01(x)y+f02(x)y2 + · · ·+f0u0
(x)yu0)(gk0(x)+gk1(x)y+ · · ·+gkvk

(x)yvk)+fk0(x)(g00(x)+

g01(x)y+· · ·+g0v0
(x)yv0) = fk0(x)g00(x)+[fk0(x)g01(x)+f01(x)α(gk0(x))]y+[fk0(x)g02(x)+

f01(x)α(gk1(x)) + f02(x)α2(gk0(x))]y2 + · · ·+ f0u0
(x)αu0(gkvk

(x))yu0+vk elde edilir. Bu du-

rumda fk0(x) = 0 d�r ve böylece a³a§�daki denklemleri elde ederiz:
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f01(x)α(gk0(x)) = 0 (4.6)

f01(x)α(gk1(x)) + f02(x)α2(gk0(x)) = 0 (4.7)
...

f01(x)α(gki−1
(x)) + f02(x)α2(gki−2

(x)) + · · ·+ f0i
(x)αi(gk0(x)) = 0 (4.8)

...

f0u0
(x)αu0(gkvk

(x)) = 0 (4.9)

Böylece, gk0(0) = gk1(0) = · · · = gkvk
(0) = 0 ve her 0 ≤ t ≤ vk için gkt(x) sabit terime

sahip de§ildir. Böylece fi =
∑ui

s=1 fis(x)ys, gj =
∑vj

t=0 gjt(x)yt ve 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ t ≤ vj

ve 0 ≤ j ≤ n için her bir gjt sabit terime sahip de§ildir. Bundan dolay� her i, j için

figj = 0 dir. Sonuç olarak S = R[y;α] = (Z2[x])[y;α] Armendarizdir. �

4.2 Kat� Halkalar�n Di§er Karakterizasyonlar�

A³a§�daki önermeyle, (Chen ve Tong 2007)'de elde edilen sonuçlar� genelle³tirmi³ olduk.

Önerme 4.2.1. R ve S iki halka, σ : R −→ S bir halka izomor�zmas� ve α, R nin bir

endomor�zmas� olsun. Bu durumda;

(i) R'nin α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul S'nin σασ−1-kat� olmas�d�r.

(ii) R'nin α-Armendariz olmas� için gerek ve yeter ko³ul S'nin σασ−1-Armendariz ol-

mas�d�r.

(iii) R'nin α-skew Armendariz olmas� için gerek ve yeter ko³ul S'nin σασ−1-skew Ar-

mendariz olmas�d�r.
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�spat (i) a
′ ∈ S için σ örten oldu§undan σ(a) = a

′
olacak ³ekilde a ∈ R vard�r. Bundan

dolay�; aα(a) = 0 ⇔ σ(a)(σασ−1)σ(a) = 0 ⇔ a
′
(σασ−1)(a

′
) = 0 d�r. O halde R α-kat�d�r

⇔ S σασ−1-kat�d�r.

(ii) ve (iii) p
′
(x) =

∑m
i=0 a

′
ix
i, q

′
(x) =

∑n
j=0 b

′
jx
j ∈ S[x;σασ−1] olsun. σ örten oldu§un-

dan her i, j için σ(ai) = a
′
i ve σ(bj) = b

′
j olacak ³ekilde a

′
i, b
′
j vard�r. Bu durumda

p(x) =
∑m

i=0 aix
i ve q(x) =

∑n
j=0 bjx

j ∈ R[x;α] olur. Böylece R[x;α]'da p(x)q(x) = 0

⇔ her bir 0 ≤ k ≤ m + n için
∑

i+j=k aiα
i(bj) = 0 ⇔ her bir 0 ≤ k ≤ m + n için∑

i+j=k σ(aiα
i(bj)) = 0 ⇔ herhangi pozitif t tam say�s� için (σασ−1)t = σαtσ−1 oldu§un-

dan her bir 0 ≤ k ≤ m+ n için
∑

i+j=k σ(ai)(σασ
−1)iσ(bj) = 0 ⇔ her bir 0 ≤ k ≤ m+ n

için
∑

i+j=k a
′
i(σασ

−1)i(b
′
j) = 0 ⇔ S[x;σασ−1]'da p

′
(x)q

′
(x) = 0. Bu durumda her i, j

için aibj = 0 ⇔ a
′
ib
′
j = 0 olur. Di§er taraftan aiαi(bj) = 0 ⇔ σ(ai)(σασ

−1)iσ(bj) = 0 ⇔

a
′
i(σασ

−1)i(b
′
j) = 0 bulunur. �

R'nin bir α endomor�zmas�n�n, R[x] polinom halkas�n�n bir endomor�zmas�na ve R[x;x−1]

Laurent polinom halkas�n�n bir endomor�zmas�na geni³letilebildi§i gözönüne al�narak;

R'nin α-kat� olmas�n�n di§er bir karakterizasyonu R[x] ve R[x;x−1] kullan�larak a³a§�-

daki ³ekilde verilebilir.

Teorem 4.2.2. α, R halkas�n�n bir endomor�zmas� olmak üzere a³a§�dakiler birbirine

denktir:

(i) R α-kat� halkad�r.

(ii) R[x] ᾱ-kat� halkad�r.

(iii) R[x;x−1] ᾱ-kat� halkad�r.

�spat (i) ⇒ (ii) R α-kat� olsun. R[x]'in ᾱ-kat� olmad�§�n� farzedelim. Bu durumda

f(x)ᾱ(f(x)) = 0 olacak ³ekilde 0 6= f(x) =
∑n

i=0 aix
i ∈ R[x] vard�r. 0 ≤ k ≤ n

için a0 = a1 = . . . = ak−1 = 0 ve ak 6= 0 oldu§unu kabul edelim. Bu durumda 0 =
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f(x)ᾱ(f(x)) = (akx
k+ · · ·+anx

n)(α(ak)x
k+ · · ·+α(anx

n)) oldu§undan akα(ak) = 0 olur.

R α-kat� oldu§undan ak = 0 bulunur ki bu bir çeli³kidir. Böylece R[x] ᾱ-kat�d�r.

(ii) ⇒ (iii) R[x] ᾱ-kat� olsun. �imdi R[x;x−1]'in ᾱ-kat� oldu§unu gösterelim. f(x) ∈

R[x;x−1] için f(x)ᾱ(f(x)) = 0 olsun. f1(x) = f(x)xn olacak ³ekilde bir n do§al say�s�

vard�r. Bu durumda f1(x)ᾱ(f1(x)) = 0 olur. R[x] ᾱ-kat� oldu§undan f1(x) = 0 olup

buradan f(x) = 0 bulunur. Böylece R[x;x−1] ᾱ-kat�d�r.

(iii) ⇒ (i) R[x;x−1] ᾱ-kat� olsun. R, R[x;x−1]'in alt halkas� oldu§undan R'nin α-kat�

oldu§u aç�kt�r. �

Her α-Armendariz halkan�n α-skew Armendariz oldu§u gerçe§ini gözönüne alarak; Teorem

4.2.2'yi ve (Chen ve Tong 2005)'te ispatlanan Teorem 3.2.13'ü kullanarak a³a§�daki sonucu

ifade edebiliriz.

Sonuc. 4.2.3.

(i) R inmi³ bir halka ve α, R'nin bir endomor�zmas� olmak üzere R'nin α-Armendariz

olmas� için gerek ve yeter ko³ul R[x]'in ᾱ-Armendariz olmas�d�r.

(ii) R inmi³ bir halka ve α, R'nin bir monomor�zmas� olmak üzere R'nin α-skew Ar-

mendariz olmas� için gerek ve yeter ko³ul R[x]'in ᾱ-skew Armendariz olmas�d�r.

Sonuç 4.2.3'le ilgili olarak inmi³ α-skew Armendariz olan fakat α-Armendariz olmayan

halkalar�n var oldu§unu Örnek 4.1.11'de göstermi³tik.

Her bir γ ∈ Γ için αγ, Rγ halkas�n�n bir endomor�zmas� olsun.
∏

γ∈ΓRγ, Rγ'lar�n

çarp�m� olmak üzere ᾱ((aγ)) = (αγ(aγ)) ile tan�ml� ᾱ :
∏

γ∈ΓRγ →
∏

γ∈ΓRγ dönü³ümü∏
γ∈ΓRγ'n�n bir endomor�zmas� olur.

∏
γ∈ΓRγ'n�n ᾱ-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul

her bir γ ∈ Γ için Rγ'n�n αγ-kat� olmas�d�r.

51



R halkas�n�n bir α endomor�zmas� ve bir I ideali için α(I) ⊆ I oluyorsa, bu durumda

I ideali bir α-ideal olarak adland�r�l�r. I, R'nin bir α-ideali olmak üzere a ∈ R için

ᾱ(a + I) = α(a) + I biçiminde tan�mlanan ᾱ : R/I → R/I dönü³ümü R/I bölüm halka-

s�n�n bir endomor�zmas� olur. Genelde α-kat� bir halkan�n homomor�k görüntüsü ᾱ-kat�

olmak zorunda de§ildir. A³a§�daki örnekte; R'nin s�f�rdan farkl� bir I α-ideali ve bir α

otomor�zmas� için R α-kat� olmasa bile R/I bölüm halkas�n�n ᾱ-kat� olabilece§i göster-

ilmi³tir.

Örnek 4.2.4. F bir cisim olmak üzere R =

 F F

0 F

 halkas�n� ve R'nin

α

 a b

0 c

 =

 a −b

0 c


³eklinde tan�ml� α endomor�zmas�n� gözönüne alal�m. (Hong ve di§erleri 2006)'dan R

α-Armendariz de§ildir. Fakat R'nin α(I) ⊆ I ko³ulunu sa§layan s�f�rdan farkl� I = 0 F

0 0

 ideali için R/I ᾱ-kat�d�r.

α, R halkas�n�n bir endomor�zmas� olmak üzere R'nin Q(R) klasik sa§ kesirler halka-

s�n�n var oldu§unu kabul edelim. Bu durumda b regüler ve a, b ∈ R olmak üzere herhangi

ab−1 ∈ Q(R) için ᾱ(ab−1) = α(a)α(b)−1 ile tan�ml� ᾱ : Q(R)→ Q(R) dönü³ümü Q(R)'nin

bir endomor�zmas�d�r. R'nin α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul Q(R)'nin ᾱ-kat� ol-

mas�d�r.

R, de§i³meli bir S halkas� üzerinde bir cebir olsun. R'nin S ile Dorroh geni³lemesi

r1, r2 ∈ R ve s1, s2 ∈ S için (r1, s1) + (r2, s2) = (r1 + r2, s1 + s2) ve (r1, s1)(r2, s2) =

(r1r2 + s1r2 + s2r1, s1s2) i³lemleriyle birlikte D = R×S halkas�d�r. α, R'nin bir endomor-

�zmas� ve D, R'nin S ile Dorroh geni³lemesi olmak üzere ᾱ((r, s)) = (α(r), s) ile tan�ml�
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ᾱ : D → D dönü³ümü bir S-cebir homomor�zmas�d�r.

A³a§�daki önerme ile farkl� α-kat� halka örnekleri verilmi³tir.

Önerme 4.2.5. α, R halkas�n�n bir endomor�zmas� olsun. Bu durumda;

(i) R'nin α-kat� halka olmas� için gerek ve yeter ko³ul e2 = e ∈ R için eR ve (1−e)R'nin

α-kat� olmas�d�r.

(ii) R α-kat� ve S inmi³ bir halka ise, bu durumda R'nin S ile D Dorroh geni³lemesi

ᾱ-kat�d�r.

�spat (i) α-kat� halkalar�n alt halkalar� da α-kat� oldu§undan yeter ko³ulu ispatlamak

yeterlidir. eR ve (1 − e)R α-kat� olmak üzere a ∈ R için aα(a) = 0 olsun. Bu durumda

eaα(ea) = 0 ve 0 = (1 − e)aα((1 − e)a) olup kabulden ea = 0 ve (1 − e)a = 0 olur ki,

buradan a = 0 bulunur. Böylece R α-kat�d�r.

(ii) R α-kat� ve S inmi³ bir halka olmak üzere (r, s) ∈ D için (r, s)ᾱ((r, s)) = 0 olsun. Bu

durumda rα(r) + sα(r) + sr = 0 ve s2 = 0 d�r. S inmi³ halka oldu§undan s = 0 olur.

Buradan rα(r) = 0 olup R α-kat� oldu§undan r = 0 bulunur. Sonuç olarak (r, s) = 0

oldu§undan D ᾱ-kat�d�r.

α, R'nin bir endomor�zmas� olmak üzere R yar�asal bir halka ise R[x;α] skew polinom

halkas�n�n yar�asal olmas� gerekmez. Bunu a³a§�daki örnekten görebiliriz.

Örnek 4.2.6. F bir cisim ve i ∈ Z için Fi = F olmak üzere R, ⊕i∈ZFi ve 1∏
i∈Z Fi

taraf�ndan üretilen
∏

i∈Z Fi'nin bir F -alt cebiri olsun. α : R −→ R otomor�zmas�,

α((ai)) = (ai+1) ile tan�mlans�n. Bu durumda

R = {(ai) ∈
∏
i∈Z

Fi | ai hemen hemen sabit}

halkas� inmi³ ve von Neumann regulerdir fakat (Kamal 1994)'den R[x;α] yar�asal de§ildir.
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�imdi yar�asal halkalar�n bir karakterizasyonunu ifade eden a³a§�daki lemmay� verelim.

Lemma 4.2.7. Bir R halkas� için a³a§�dakiler birbirine denktir:

(i) R yar�asal halkad�r.

(ii) a, b ∈ R için, aRb = 0 ise aR ∩Rb = 0 d�r.

�spat (i)⇒ (ii) R yar�asal halka ve a, b ∈ R için aRb = 0 olsun. c ∈ aR∩Rb alal�m. Bu

durumda c = ar = sb olacak ³ekilde r, s ∈ R vard�r. Bundan dolay� cRc = (ar)R(sb) ⊆

aRb = 0 ve R yar�asal oldu§undan c = 0 olur. Sonuç olarak aR ∩Rb = 0 d�r.

(ii) ⇒ (i) Aç�kt�r. �

Son olarak; bir halkan�n skew polinom halkas�n� kullanarak bu halkan�n kat� olmas� için

yeni bir karakterizasyon verelim.

Teorem 4.2.8. α, R halkas�n�n bir endomor�zmas� olmak üzere a³a§�dakiler birbirine

denktir:

(i) R α-kat� halkad�r.

(ii) p(x), q(x) ∈ R[x;α] için p(x)q(x) = 0 iken p(x)R[x;α] ∩R[x;α]q(x) = 0 d�r.

�spat (i)⇒ (ii) R α-kat� olsun. Önerme 3.2.3'den R[x;α] inmi³ halka böylece yar�asal ve

yar�de§i³melidir. p(x), q(x) ∈ R[x;α] için p(x)q(x) = 0 olsun. Bu durumda p(x)R[x;α]q(x)

= 0 olup Lemma 4.2.7'den p(x)R[x;α] ∩R[x;α]q(x) = 0 d�r.

(ii) ⇒ (i) a ∈ R için aα(a) = 0 olsun. p(x) = ax = q(x) ∈ R[x;α] için p(x)q(x) =

aα(a)x2 = 0 olup kabulden (ax)R[x;α] ∩ R[x;α](ax) = 0 d�r. O halde ax = 0 olup

buradan a = 0 elde edilir. Sonuç olarak R α-kat�d�r.

Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.2.8'dan elde edilen a³a§�daki sonucu ifade edelim.
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Sonuc. 4.2.9. Bir R halkas� için a³a§�dakiler birbirine denktir:

(i) R inmi³ halkad�r.

(ii) R[x] inmi³ halkad�r.

(iii) a, b ∈ R için ab = 0 ise, bu durumda aR ∩Rb = 0 d�r.

(iv) f(x), g(x) ∈ R[x] için f(x)g(x) = 0 ise, bu durumda f(x)R[x] ∩R[x]g(x) = 0 d�r.

Uyar� 4.2.10. Teorem 4.1.2 ve Önerme 4.1.4'e paralel olarak, (Chen ve Tong 2007)'de

α-kat� halkalar ve ᾱ-skew Armendariz halkalar aras�ndaki ili³kiyi ortaya koymu³lard�r.

Bununla beraber çal�³mam�zdaki Teorem 4.2.8 dikkatle incelendi§inde, Chen ve Tong'un

2007'de verdikleri iki teoremin anlams�z oldu§u görülür. Gerçekten; Chen ve Tong 2007'de

verdikleri Teorem 3.11 ve Teorem 3.12(15) ile, bir R halkas�n�n T (R,R) a³ikar geni³lemesi-

nin ᾱ-skew Armendariz olmas� için gerek ve yeter ko³ulun R'nin α-skew Armendariz

ve p(x), q(x) ∈ R[x;α] için p(x)q(x) = 0 iken p(x)R[x;α] ∩ R[x;α]q(x) = 0 olmas�

gerekti§ini ispatlam�³lard�r. Fakat biz Teorem 4.2.8 ile T (R,R) a³ikar geni³lemesinin ᾱ-

skew Armendariz (yani, Teorem 4.1.1'den R'nin α-kat�) olmas� için gerek ve yeter ko³ulun

sadece p(x), q(x) ∈ R[x;α] için p(x)q(x) = 0 iken p(x)R[x;α] ∩ R[x;α]q(x) = 0 olmas�

gerekti§ini gösterdik.

Son olarak, bir R halkas� ve bir A kümesi yard�m�yla elde edilen RA halkas�n�n inmi³

olmas� ile R halkas�n�n inmi³ olmas�n�n birbirine denk oldu§unu gösterece§iz. Hatta, daha

genel olarak RA halkas� yard�m�yla R halkas�n�n kat� olmas� için yeni bir karakterizasyon

verece§iz.

A bo³tan farkl� bir küme ve R bir halka olmak üzere

RA = {f | f : A→ R bir fonksiyon}
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kümesi her a ∈ A için;

(f + g)(a) = f(a) + g(a)

(fg)(a) = f(a)g(a)

³eklinde tan�mlanan i³lemlerle birlikte bir halkad�r. R halkas�n�n toplamsal birimi her

a ∈ A için O(a) = 0 ile tan�ml� s�f�r fonksiyonudur. R'nin bir α endomor�zmas� için;

f ∈ RA olmak üzere ᾱ(f) = α ◦ f biçiminde tan�ml� ᾱ : RA → RA dönü³ümü RA'n�n bir

endomor�zmas�d�r.

Önerme 4.2.11. Bir R halkas�n�n α-kat� olmas� için gerek ve yeter ko³ul RA'n�n ᾱ-kat�

olmas�d�r.

�spat R α-kat� ve f ∈ RA için fᾱ(f) = O olsun. Bu durumda her a ∈ A için

[fᾱ(f)](a) = O(a) olur. Buradan f(a)(α ◦ f)(a) = f(a)α(f(a)) = 0 olup f(a) ∈ R ve R

α-kat� oldu§undan f(a) = 0, yani f = O bulunur. Sonuç olarak RA ᾱ-kat�d�r. Tersine RA

ᾱ-kat� ve r ∈ R için rα(r) = 0 olsun. Her a ∈ A için f(a) = r sabit fonksiyonu gözönüne

al�n�rsa RA'da [fᾱ(f)](a) = f(a)(α(f(a))) = rα(r) = 0 olur. RA ᾱ-kat� oldu§undan her

a ∈ A için f(a) = 0, yani r = 0 d�r. Böylece R α-kat�d�r.

Sonuc. 4.2.12. Bir R halkas�n�n inmi³ olmas� için gerek ve yeter ko³ul RA halkas�n�n

inmi³ olmas�d�r.

�spat Yukar�daki önermede α = IR birim endomor�zmas� al�n�rsa ispat aç�kt�r.
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