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OZET
YUKSEK MERTEBEDEN FARK DENKLEMLERININ
SALINIMLILIK DAVRANISI

Yiiksek Lisans Tezi

Emrah KARAMAN
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Danisman: Yrd. Do¢. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

Bu yiiksek lisans tezi dort boliimden olusmaktadir. ilk boliim giris kismina
ayrilmustir. Ikinci béliimde, fark analizi, lineer fark denklemleri teorisi, lineer
homogen sabit katsayili fark denklemlerinin ¢oziimleri ve fark denklemlerinin
salinimliligr ile ilgili temel bilgiler verilip bunlara iligkin bazi teorem ve lemmalar

verilecektir. Ugiincii boliimde,
Am(yn+pnyn—k)+qnf(yn—l):05 nGN (1)
seklindeki yliksek mertebeden lineer olmayan neutral gecikmeli fark denklemi

incelenmistir. Bu boliimde, (1) denkleminin tim ¢oziimlerinin salinimliligi igin

yeter sartlar verilmistir. Orijinal sonu¢larimizin yer aldigi1 dordiincii béliimde ise,
Am (yn +pnf(yr(n))+qnh(yo-(n)) :0, n EN (2)

seklindeki yiiksek mertebeden lineer olmayan fark denklemi ele alinmistir ve bu

denklemin sinirh ¢oziimiinlerinin salinimlig1 i¢in yeter sartlar elde edilmistir.

2010, 38 sayfa

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, salinimlilik, neutral, gecikme, salinimsizlik.
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ABSTRACT
OSCILLATORY BEHAVIOUR OF HIGHER ORDER
DIFFERENCE EQUATIONS

M. Sc. Thesis

Emrah KARAMAN
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

This thesis consists of four chapters. The first chapter has been devoted to the
introduction. In the second chapter, some main topics for difference calculus, theory
of linear difference equations, solutions of linear homogeneous autonomous
difference equations, oscillations of difference equations have been given and some
known theorems and lemmas concerning these concepts have also been recalled. In

the third chapter, the higher order nonlinear neutral delay difference equation
Am(yn+pnyn—k)+qnf(yn—l):05 nGN (1)
is studied. In this chapter, sufficient conditions for oscillation of all solutions of (1)

are given. In the four chapter, where our original results are given, the higher order

nonlinear delay difference equation
A" (9, + P f Vo) + 4,0 (Vo)) =0, n €N )

1s considered and sufficient conditions for oscillation of bounded solutions of this

equation are given.

2010, 38 pages

Key Words: Difference equation, oscillation, neutral, delay, nonoscillation.
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1 GIRIS

Fark denklemleri ile zamana bagl gesitli doga olaylarinin incelenmesinin dogal bir
ifadesi olarak karsilagilmaktadir, zamana bagh degiskenlerin kullanildigi olaylarin
pek gogu ayrik (kesikli) oldugundan bu tiir denklemler 6nemli matematiksel mod-
elleri olugturur. Daha da onemlisi, fark denklemleri, diferensiyel denklemler igin
ayriklagtirma (discretization) metodlarimin incelenmesinde de karsimiza ¢ikar. Fark
denklemleri teorisinde elde edilen pek ¢ok sonu¢ hemen hemen bunlara karsilik ge-
len diferensiyel denklemlerin ayrik benzeridir. Bununla birlikte, fark denklemler
teorisi, kargilik gelen diferensiyel denklemler teorisinden daha zengindir. Ornegin,
birinci mertebeden bir diferensiyel denklemin benzeri olan bir fark denklemi ” ghost”
¢oziimlere veya kaotik yoriingelere sahip olabilmesine ragmen bu durum ancak
yiksek mertebeden diferensiyel denklemler icin s6z konusudur. Sonug olarak, fark
denklem-leri teorisinin ilging oldugunu ve yakin gelecekte daha fazla éneme sahip
olacaginmi gozlemleyebiliriz. Boylece, fark denklemleri teorisinin uygulamalari, kon-
trol teori-sinde kararlilik durumunun incelenmesinde, biyolojide canli populasyon
sayisinin arastirilmasinda, ekonomide borsa hareketlerinin izlenmesinde, tip bili-
minde hiicre hareketlerinin incelenmesinde ve bir ¢cok bilim dalinda kullanilmaktadir.
Son yillarda fark denklemlerinin ¢oziimlerinin davranigi ve 6zellikle, salinimliligr ile

ilgili bir ¢cok caligma yapilmaktadir. Ladas 1990 yilindaki ¢aligmasinda
Tpil — T +PTppy =0, n=0,1,2,... (1.1)

p € (0,00), k € Z* lineer, otonom, gecikmeli fark denkleminin biitiin ¢dziimlerinin
salinimlilig i¢in gerek ve yeter sart vermigtir. Erbe ve Zhang 1989 yilindaki calig-
malarinda

Tpil — T+ PnTnp =0, n=0,1,2,... (1.2)

pn negatif olmayan reel terimli dizi ve k € Z* olmak iizere lineer, otonom ol-
mayan, gecikmeli fark denkleminin biitiin ¢oziimlerinin salinimliligr i¢in yeter sart
vermislerdir. Yine ayni yil 1989 yilinda, Ladas, Philos ve Sficas yukaridaki otonom
olmayan fark denkleminin biitiin ¢oziimlerinin salinimlilig i¢in yeter sart vermislerdir.

Diferensiyel denklemler ile bu denklemlerin ayrik benzerleri olan fark denklemlerinin



¢oziimlerinin salimimliliklar: arasinda ilgi gekici benzerlikler vardir. Ancak, bu her

zaman gecerli olmayabilir. (“)rneg“gin;
Z'(t) + p(t)x(t — k) =0 (1.3)

gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim. (1.2) fark denklemi (1.3) diferensiyel

denkleminin ayrik benzeridir. k& = 0 igin (1.3) diferensiyel denklemi

2(t) = 2(ty) exp (- /t: p(s)ds)

seklinde bir ¢oziime sahiptir ve bu ¢oztim hi¢ bir zaman salinimh degildir. Fakat

(1.2) fark denklemi k& = 0 i¢in

= [Hu—m]

=no

seklinde bir ¢oztime sahiptir. Dolayisiyla bu ¢oziim Vj > ng igin 1 —p; < 0
oldugunda salimimli ¢oziime sahiptir. Daha sonraki yillarda, ornegin 1994 yilinda
Yu, Zhang ve Wang, 2001 yilinda Tang ve Zhang ¢alismalarinda (1.2) fark denklemi-
nin biitiin ¢oztimlerinin salinimliligi igin yeni kriterler elde etmiglerdir. Ayrica, 1993
yilinda Yu, Zhang ve Qian, 2000 yilinda Yu ve Tang (1.2) fark denkleminde p,, nin
salinimh bir dizi olmasi1 durumunda bu denklemin biitiin ¢oziimlerinin salinimlilik
durumunu incelemislerdir.

Fark denklem ¢oziimlerinin salimmmliligi ile ilgili olarak literatiirde bulabildigimiz ilk

caligmalardan birisinde Ladas, Philos ve Sficas 1989 yilinda,
Anir — Ay +pudn =0, n=0,1,2,... (1.4)

pn, negatif olmayan reel say1 dizisi ve k pozitif bir tamsay1 olmak tizere, lineer gecik-
meli fark denkleminin biitiin ¢oziimlerinin salinimlilik durumunu incelemiglerdir.

Bunun sonucunda (1.4) denkleminin biitiin ¢dziimlerinin salinimli olmasi i¢in

Lk
hg&g.}fg Z pi > (k+1) (F &+ 1)k+1

i=n—k

yeter sartini elde etmislerdir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boltimde, yiiksek lisans tezimizde ihtiya¢ duyacagimiz, bilinen bazi tanim, teo-
rem ve lemmalar1 verecegiz. Ilk énce fark analizi ve fark denklemleri tamtilacak
ve daha sonra fark denklemlerinin ¢oztimleri hakkinda bilgiler verilecektir. Son
olarak fark denklemlerinin salinimliligi hakkinda bilinen baz tanim ve teoremler

hatirlatilacaktuir.

2.1 Fark Analizi ve Genel Tanimlar
n € N olmak iizere x,, fonksiyonu i¢in kaydirma (6teleme) operatorii
Ex, = rp

ve ileri fark operatorii

Axn = Tp4+1 — Tp

seklinde tanmmlanir (Goldberg 1958, Elaydi 1999, Agarwal 2000).
EFfz, = Tnik

oldugu kolaylikla goriilebilir. AFz, i hesaplamak icin I 6zdeslik operatorii olmak

tizere, A = E — [ ve F = A + [ ifadelerini kullanabiliriz. O zaman,

Arz, = (E - Dz,

Il
> |l

[e)

n

—_

.
7N
<. >~ .
~—

8

3

+

elT' .

bulunur. Benzer sekilde,

oldugu goriiliir.
A ve E nin temel ozellikleri, Ay ve Ey nin degerlerini hesaplamak icin 6nemlidir.

c1 ve ¢y keyfi sabitler, y; ve yo farkli iki fonksiyon ise

(a) Afyi(k) +y2(k)] = Ayi (k) + Aya(k),

3



(b) Aley(k)] = cAy(k),
() Alayi(k) + coya(k)] = c1Ayi (k) + c2Aya(k),
(d) y1,¥2, ..., yn; n tane fonksiyon ve ¢y, cq, ..., ¢, keyfi sabitler olsun. O zaman

Alfcryi (k) + caya(k) + .o + cyn (k)] = ctAya (k) + c2Aya(k) + ... + cryn(k),

(e) k bir tamsay1 olmak iizere y(k), y fonksiyonunun k daki degerini gosterirse ve
a,b(b > a) herhangi iki tamsay1 ise y(a) + y(a + 1) + ... + y(b) toplami yerine
b
> y(k) yazihr.
k=a

(f) Toplam operatorii ile ilgili agagidaki kurallar bilmek gerekir. y ve z keyfi iki

fonksiyon ve ¢ keyfi bir sabit olmak tizere
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(g) (

k=0 k=0
(h) y(x) = ap + ayx + asx® + ... + a,2", ag, ay, as, ..., a, keyfi sabitler ve a,, # 0
olsun. O zaman y nin n. ileri farki bir sabit fonksiyondur ve A"y = n!h™a,

dir. Eger p > n ise APy(k) = 0 olur.
(i) Au(k).v(k)] = EBu(x).Av(z) + v(z)Au(zx),
) A=E—ITveE=A+1,
(k) A’=Tve E° =1,
() A2=E? -2E+1ve A3=E?—-3E*+3FE — 1,
(m) AF = FA

(n) A ve E dizin kuralina uysun. m ve n negatif olmayan tamsayilar igin,

AMAT = ATA™ = AMH ve EMEN = EME™ = BT
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(r) n pozitif tamsay1 olmak iizere A"y(z) = Y (}) (=1)""* E¥y(z)(Goldberg
1958).

Tanim 2.1.1. n € N olmak tizere x,, N tlizerinde tamimh reel (veya kompleks)

degerli bir fonksiyon olsun.
Tns L1y - - Tntk (21)

ifadelerini kapsayan bir bagintiya (denkleme) k inc1 mertebeden bir fark denklemi

denir (Agarwal 2000).

Tanim 2.1.2. Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en biiytik indis ile en
kiigiik indis arasindaki fark olarak tanimlanir. (“)rnegin; Tpts — 3Tpyo + Tpq =0

denklemi ikinci mertebeden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tanim 2.1.3. Eger (2.1) fark denklemi,

k

Z QinTnti = by (2.2)

=0
formunda verilirse £ mmc1 mertebeden olan (2.1) fark denklemine lineerdir denir.
Eger en az bir n € N igin b, sifirdan farkh ise, bu durumda (2.2) fark denklemine
homogen olmayan lineer fark denklemi denir (Agarwal 2000).

Eger (2.1) fark denklemi,
k

Y T =0 (2.3)

i=0
seklinde verilirse (2.3) fark denklemine homogen lineer fark denklemi denir (Agar-

wal 2000).

Tanim 2.1.4. Fark denklerinde, bilinmeyen fonksiyonun gecikmeli ve gecikmesiz
terimlerinin en yiiksek mertebeden farkini iceren denklemlere nétral (neutral)

tipten fark denklemi denir(Agarwal 2000).

5



2.2 Lineer Fark Denklemler Teorisi

Bu kisimda & inc1 mertebeden lineer fark denklemleri hakkinda bilinen bazi tanim ve

teoremler verilecektir. k inc1 mertebeden, homogen olmayan, lineer fark denklemini

Tntk + PinTn+k—1 + .o+ Den®n = 9n (24)

formunda yazabiliriz. Burada p;, ve g,, n > ng i¢in tanimh reel degerli fonksiyonlar

ve Vn > nyg igin pg, # 0 dir.

Teorem 2.2.1. Asagidaki baglangi¢ deger problemi bir tek x,, ¢oziimiine sahiptir
Tptk T PinTnik—1+ - T PenTn = Gn

Tpng = Q05 Tpo+1 = A1y -+ -5 Tpg+k—1 = k-1
(Elaydi 1999).
Simdi (2.4) fark denkleminin

Tn+k + PinTn+k—1 +...+ PknZn = 0 (25)

seklindeki lineer, homogen geklini yazalim ve agagidaki tanmimlar1 hatirlatalim.

Tanim 2.2.1. Eger Vn > ng icin

alfln+@2f2n+---+arfrn =0

olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan a4, ao, ..., a, sabitleri var ise n > ng igin
fins fon, - -+, frn fonksiyonlarina lineer bagimlhidir denir.
Eger Vn > ng igin

a1f1n+a2f2n+---+arfrn =0

esitligi sadece a; = ay = ... = a, = 0 durumunda saglaniyorsa, n > ng igin
fin,s fon, - -, frn fonksiyonlarma lineer bagimsizdir denir (Elaydi 1999, Laksh-
mikantham ve Trigiante 1988).

Tanim 2.2.2. (2.5) fark denkleminin & tane lineer bagimsiz ¢oztimlerinin kiimesine,

temel ¢éztimler kiimesi denir (Elaydi 1999, Lakshmikantham ve Trigiante 1988).

6



Tanim 2.2.3. z1,, %o, ..., Ty ¢Oziimlerinin Casoration determinanti veya kisaca

Casoration, C), ile gosterilir ve

T1in Ton oo Tpp
T1(n To(n cer Tp(n

— det 1(n+1) 2(n+1) (n+1) (2.6)
Ti(ntr—1) L2(n+r-1) .-+ Lr(ntr-1)

ile verilir. Casoration determinant1 diferensiyel denklemlerdeki wronskiyenin diskret

benzeridir (Elaydi 1999, Kelley ve Peterson 1991).

Lemma 2.2.1. (Abel Lemmasi) 21, Zop, . . . , Tg, ¢Oziimleri (2.5) fark denklemi-

nin ¢ozlimleri olsun. Bu durumda Casoration determinant1 n > ng igin

n—1

comtcire (i) .
1=ng

ile verilir (Elaydi 1999).

Teorem 2.2.2. (2.5) fark denkleminin xy,,, oy, . . . , g, ¢Oziimlerinin, temel ¢éziimler

kiimesi olmast igin gerek ve yeter sart, ng € Z% igin C,,, # 0 olmasidir (Elaydi 1999).

Tanim 2.2.4. {x1,,Ton,...,Tkn}, (2.5) fark denkleminin temel ¢oztimler kiimesi
olsun. Bu durumda a; ler keyfi sabitler olmak iizere (2.5) fark denkleminin genel

k
¢Ozimi x, = Y a;x;, ile verilir(Elaydi 1999).

=1

2.3 Lineer Homogen Sabit Katsayili Fark Denklemlerinin

Cozimleri

Bu kisimda ilk once k£ incit mertebeden sabit katsayili, lineer, homogen fark denklem-
inin ¢oziimleri hakkinda, daha sonrada k imc1 mertebeden lineer, homogen olmayan
fark denkleminin ¢oziimleri hakkinda bilinen bazi tanim ve teoremleri hatirlatacagiz.

Simdi asagidaki £ inc1 mertebeden fark denklemini ele alalim.

Tptk + D1%ntk—1 + - + Dk = 0 (28)



Burada p; ler sabit ve pp # 0 dir. (2.8) denkleminde A" i ¢dziim kabul edip den-
klemde yerine yazarsak

MNpp N4 +pe=0 (2.9)

denklemi bulunur. Buna (2.9) fark denkleminin karakteristik denklemi ve A lara
ise (2.9) denkleminin karakteristik kokleri denir. (2.8) fark denkleminin ¢dziimii
i¢in, karakteristik denklemin koklerine bagh olarak ti¢ durum soézkonusudur;

1.Durum: (2.9) karakteristik denkleminin Ay, Ao, ..., Ay kokleri reel ve birbirinden
farkli ise, bu durumda { A}, Ay, ..., A} } ifadesi (2.8) fark denkleminin temel ¢oziimler

kiimesi olur ve (2.8) in genel ¢oziimii, a; ler keyfi sabitler olmak tizere

k
Tn = @A} (2.10)
=1

seklinde verilir (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

2.Durum: (2.9) karakteristik denkleminin Ay, Ay, ..., A, kokleri reel ve sirasiyla
mi, ma, ..., m, kath ise (2.8) denklemini
(E—=X\)™(E—=X)™ .. (E—=X\)"2,=0 (2.11)

seklinde yazabiliriz. (E — A\;)™z, = 0, 1 < i < r denkleminin temel ¢oziimler
kiimesi G; = {\I',nA}, ..., n™ 1A'} oldugundan (2.11) in temel ¢oziimler kiimesi
G = | G; olur ve (2.11) in genel ¢oziimii
i=1
Ty = Z )\?(aio + a;n+ CL,‘QTZQ + ...+ aimi_lnmi_l) (212)
i=1

seklinde verilir (Goldberg 1958, Elaydi 1999).
3.Durum: (2.9) karakteristik denklemi \; = « + i3 , \y = «a — i kompleks
koklerine ve A3 # Ay # ... # A\ seklindeki reel koklere sahip olsun. Bu durumda

genel ¢ozlim
T, = ci(a+if)" + co(a —iB)" + c3(A3)" + ca(Aa)" + ... 4 cu(A)"

seklinde olur. Burada a = rcosf , 3 =rsinf ,r = a2+ 3,0 = tan_l(g) olmak

uzere

T, = 1"[a; cos(nd) + agsin(nd)] + c3(A3)" + ca(Aa)" + ... + cr(Ag)" (2.13)
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olur ve (2.13) de A = \/ai+a3 , a1 = c1+ ¢y, ag = i(c; — ) , w = tan™' (%)

al

alarak genel coziimii
xp = Ar"cos(nf — w) 4+ c3(A3)" + ca( M) + ...+ c(Ap)" (2.14)

seklinde yazariz (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

Ornek 2.3.1. Tpis — (Tpyo + 162,11 — 122, =0, g = 0, 1 = 1 baslangi¢ deger

probleminin ¢oztimiinii bulalim.
Coziim. Bu denklemin karakteristik denklemi

A — TN+ 16A—12=0

seklinde olur ve karakteristik denklemin kokleri A\ = Ay = 2, A3 = 3 olarak bulunur.

Boylece denklemin genel ¢oziimiini
x, = (ag + nay)2" + b;3"

seklinde yazariz. Verilen baglangic sartlarin1 denklemde yerine yazarsak ag = 3

a; = 2 ve by = —3 bulunur. Boylece problemin ¢oziimi
Ty, = (34 2n)2" — 33"

olur.

Simdi &k mnc1 mertebeden lineer, homogen olmayan

Tn+k + PinTn+k—1 +...+ PknZn = gn (215)

fark denklemini ele alalim. Burada ¥n > ng igin pg, # 0 dir. (2.15) fark denkleminin
¢Ozuimi, homogen kismin genel ¢oziimii x., ve homogen olmayan kismin bir 6zel
¢Ozimi x,, olmak lizere x, = T, + Tpy, ile verilir. Asagidaki teorem bu gercegi

ifade eder.

Teorem 2.3.1. (2.15) fark denkleminin genel ¢oziimii
k
Tn = Tpn + Z A;Lin
i=1

9



seklinde verilir. Burada {1, Zan, . . ., Tgn } (2.15) fark denkleminin homogen kisminin
temel ¢oziimler kiimesidir (Elaydi 1999).
(2.15) fark denklemini belirsiz katsayilar metodu ile ¢ozerken g, in farkh durum-

larinda ozel ¢oztimler genel olarak asagidaki sekilde aranir;
(a) gn = a" ise x,, = c1a"™,

(b) gn:nk isempnzco—f_cln“[_...‘f—Cknk

k, n

(¢) gn = nFa™ise z,, = cpa™ + cyna® + ... + cpnF

an
(d) g, =sinb,, cosb, ise x,, = c;sin(bn) + ¢z cos(bn)
(€) gn = a"sinb,,a” cosb, ise x,, = (c1sin(bn) + ¢z cos(bn))a™

(f) gn = a™n*sinb,, a"n* cosb, ise x,, = (co +cin+ ...+ cxn®)a™ sin(bn) + (do +

din + ...+ dgn*)a™ cos(bn).

2.4 Fark Denklemlerinin Coziimlerinin Salinimlilig:

Bu kisimda fark denklemlerinin ve fark denklem sistemlerinin salinimlilig: ile ilgili

bilinen bazi tamim ve teoremler verilecek.

Tanim 2.4.1. Eger her pozitif N tamsayisi ve n > N i¢in x,z,,1 < 0 ise x,, agikar
olmayan ¢oziimiine sifir etrafinda salinimlidir denir. Aksi halde z, ¢oziimiine
salinimli olmayan ¢oztim denir. Bagka bir sekilde ifade edersek, eger bir x,,
¢Oziimii belli bir yerden (n degerinden itibaren) sonra sadece pozitif ya da sadece
negatif degilse sifir etrafinda salimmhidir denir (Agarwal vd 2000, Gyéri ve Ladas
1991, Elaydi 1999).

Tanim 2.4.2. k mcit mertebeden bir fark denklem sisteminin bir {z,} ¢oziimii

T, = [xh, 22, ... 2t |T olsun. Eger her bir {2/} bilegeni salimmli ise {z,} ¢oziimiine
salimmmlidir denir. Diger durumda yani, bir {z?} bilegeni belli bir yerden sonra
pozitif ya da negatif ise {x,} ¢6ziimiine salimmh olmayan bir ¢6ztim denir. Burada

n=20,1,2,...igin x, € R" dir (Gyéri ve Ladas 1991).
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Teorem 2.4.1. k,l € N ve j = —k,...,li¢in p; € R olmak tizere,
!
Tpil — Tp + ijxnﬂ =0, n=0,1,2,... (2.16)
j=—k
fark denklemini gozoniine alalim. Bu durumda agagidaki durumlar birbirine denk-
tir.

(i) (2.16) fark denkleminin her ¢éziimii salimmhidir.

(i) (2.16) fark denklemine ait

l
A=14 ) pXN =0

j=—Fk

karakteristik denkleminin pozitif kékii yoktur (Gyori ve Ladas 1991).

Teorem 2.4.2. p € R ve k € Z icin,
Tyl — Tp + pTy_g =0 (2.17)

seklindeki (k + 1) inci mertebeden otonom fark denklemini g6zoniine alalim. Bu
durumda (2.17) fark denkleminin her ¢6ztimiiniin salinimh olmasi i¢in gerek ve yeter

sart agagidaki ifadelerden birinin saglanmasidir:
(i) k=—11ise p < —1;

(i4) k=01isep>1;

kk

(i) ke{...,—3,—2}U{L,2,...} isep>m

(Gyori ve Ladas 1991, Ladas vd 1989).

Teorem 2.4.3. {g,} bir pozitif reel say1 dizisi ve [ de pozitif bir tamsay1 olmak

lizere eger

n—1 l I+1
it 3 0> (1)
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ise
Av, + Guup >0 (2.26)

esitsizligi belirli bir n den sonra pozitif ¢éztime sahip degildir (E. Thandapani, R.
Arul, P. S. Raja 2002).

Teorem 2.4.4. {q,} bir porzitif reel say1 dizisi ve [ de pozitif bir tamsay1 olmak

uzere

ise
Av, — ¢uUp >0 (2.27)

esitsizligi belirli bir n den sonra pozitif ¢éziime sahip degildir (E. Thandapani, R.

Arul, P. S. Raja 2002).

Teorem 2.4.5. {q,} bir pozitif reel say1 dizisi ve  de pozitif bir tamsay1 olmak

uzere | "
lim inf - :zn:k pi > s (2.28)
ise
Api1 — Ay +ppAn =0, n=0,1,2,... (2.29)

fark denkleminin her ¢6ziimi salimimhidir (G. Ladas, Ch. G. Philos, Y. G. Sficas
1989).

Ispat. Kabul edelim ki (2.29) denkleminin salmimli olmayan bir ¢oziimii {4, }

olsun. Yani {A,} belirli bir n den sonra pozitif olsun. Bu durumda
An+1 - An = _pnAn—k; <0

bulunur ve buradan {A,} nin pozitif sayilarin azalan bir dizisi oldugu goriiliir.

(2.28) denkleminden ve {4, } nin azalan olmasindan

AnJrl - An + pnAn S 0

12



yada

An+1
n <1-
Pn > A

elde edilir. Bunun sonucun da

n—1 -1
1 1 Ay
S er § (1) -
i=n—k i=n
bulunur.
k?k

olmak iizere (2.28) den yeterince biiyiik 7 igin

st S, (2:32)

i=n—k

olacak gekilde bir 3 sabiti segebiliriz. Boylece (2.30) dan yeterince bityiik 7 igin

n—1
1 Ai+1
< = — .
g< (1 T ) (2.33)

i=n—k
elde edilir. (2.33) gézoniine alinarak, aritmetik ve geommetrik ortalamalar arasindaki

esitsizlikten yeterince biiytik n icin

8 <ln§ P ) Zp 1 A
=% A, ) k A;

i=n—k Lk i=n—k
() ()
i—n—Fk 1 n—k
yazilir. Buradan da yeterince biiyiik n igin
An+1 o
<1- 2.34
() <10 (2.34)
bulunur. Buda gosterir ki 0 < # < 1 dir. Simdi goriilir ki
1/k k 3
max [(1 = M)A/ = —— = ak
0=A<1 (k+ 1)

dir. Sonug olarak 0 < A <1 igin

1—A<aiA®
elde edilir ve (2.34) den yeterince biiyiik n ler i¢in
gAn < A, (2.35)
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dir. (2.35) esitsizliginin (2.29) denkleminde kullanilmasiyla yeterince biiyiik n ler

2

(0%

icin

elde edilir. Bundan yararlanarak her m = 1,2, ... icin bir V,, vardir oyle kin > N,,
i¢in

(ﬁ)mAn <A, (2.36)

«

bulunur. (2.32) den goriiliir ki yeterince biiyiik n igin
n n—1
Z Di > Z pi > kB
i=n—k i=n—k
dir. Boylece yeterince biiyiik n igcin M > k3 > 0 olmak iizere
Y m=M (2.37)
i=n—k

dir. Asagidaki esitsizlik saglanacak sekilde m yi segelim.

()= () s

Bu esitsizligi segmek miimkiindiir. Ciinki (2.32) den f > a dir. Bu durumda
yeterince biiyiikk n igin n > ng olmak tizere (2.38) de segilen 6zel m icin (2.36)
saglanir. Aym zamanda (2.32) ve (2.37) saglanir ve n > ng igin {A,} azalandir.
Simdi (2.37) den ve n > ng + k i¢in bir n — k < n* < n olacak sekilde n* tam sayisi

vardir oyle ki

An*—l - An—k = Z (Ai-l-l - Al)

=— > pidi
i=n—Fk
S - pz) An*—k:
i=n—k
elde edilir. Boylece
M
7An*—k < An—k (239)



bulunur. Benzer olarak

An+1 - An* - Z (AH—I - AZ)

- Z Pili
S _%An—k
elde edilir ve boylece
%Ank < A, (2.40)

bulunur. (2.39) ve (2.40) dan

2

bulunur ki (2.36) nin uygulanmasiyla

O <4< (3
« - An* - M

elde edilir. Bu da (2.38) ile gelisir ki boylece teoremin ispat1 tamamlanir.

Teorem 2.4.6. Kabul edelim ki 0 < p <1 ve 0 < a <1 olsun. Bu durumda
Az, — prpy) + gure . =0, n=0,1,2,...
denkleminin her ¢oztimii salimimlidir ancak ve ancak
D=
n=0
dur (G. Zhang 2002).
Lemma 2.4.1. 1 < m < n—1 olsun ve u(k) fonksiyonuda N(a) = {o, a+1,a+2, ...}
da tamimlansin. Bu durumda,

(i) liminfA™u(k) > 0 ise, 0 <4 < m — 1 olmak tizere lim A'u(k) = oo,

k—oo k—oo
(7) limsupA™u(k) < 0ise, 0 < i < m — 1 olmak tizere klim Atu(k) = —oo dur
k—o0 —

(R. P. Agarwal, 2000).
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Ispat. li}gn infA™u(k) > 0 demek her k € N(k;) i¢in A™u(k) > ¢ > 0 olacak sekilde

yeterince biiyiik k1 € N(a) vardir anlamina gelir.

A™u(l) = AA™ (k) = AVl + 1) — A" (D)

k—1 k-1
A" (14 1) = A" Mu(l) = AMu(l) Y (A u(l+ 1) = A (D)) = A™u(l)
=k I=k1
k—1
A" (k) — A™ (k) = A" u(l)
l=k1
-1

A" (k) > A (k) + e(k — k)

olur ve buradan lim A™ !u(k) = oo elde edilir. i = m — 1 igin ispat tamamlanmisg

k—oo

olur. Simdi daha kiigiik mertebeden igin (i) ifadesinin dogrulugunu gosterelim.

klim A™ (k) = oo olmasi lign inf A" (k) > 0 anlamma gelir. Yukaridaki adimlar

takip edilerek klim A™2y(k) = oo elde edilir. Bu adimlar ardigik olarak tekrar-
landiginda (7) ifadesinin ispati tamamlanir.

(#4) durumu da benzer gekilde ispatlanir. lim supA™u(k) < 0 demek her k € N(k3)

k—o0

icin A™u(k) < ¢ < 0 olacak sekilde yeterince biiyiik ks € N(a) vardir anlamina

gelir.
k—1
A" (k) = A u(ky) + Y A™u(l)
I=ks
A" (k) < A" (k) 4 e(k — k)
ise
klim A" (k) = —o00
dir.
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3 YUKSEK MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN
NEUTRAL GECIKMELI FARK DENKLEMLE-
RININ SALINIMLILIK SONUCLARI

3.1 Yiiksek Mertebeden Liner Olmayan Neutral Gecikmeli

Fark Denkleminin Coziimlerinin Salinimlihik Davranisi

Caligmanin bu kisminda

Am(Qn +pnyn7k) + an(ynfl) = 07 neN= {Oa 17 } (31)

tipindeki ytliksek mertebeden neutral gecikmeli fark denklemi ele alinmigtir. Burada
A operatori Ay, = Yni1 — Yn seklinde tanimlanan bilinen fark operatori, k ve [
negatif olmayan tamsayilar, {p,} ve {g,} reel diziler ile ¢, > 0, n € N ve tiim
u#0igin f: R — R ve uf(u) > 0 olan siirekli bir fonksiyondur, o = max{k,} ve
Ny negatif olmayan tamsayilardir. Her n > Ny i¢in (3.1) denkleminin bir ¢éziimii
{yn} olsun her y, sabit igaretli ise y, salmiml degilidir aksi taktirde y, ¢oztimi

salmimhdir denir. Burada (3.1) denklemini simirlandiralim ve
(A1) {qn} sifir olmasin ve
(As) F: R — R siirekli bir fonksiyonu azalmayan ve u,v > 0 igin
—F(—uv) > F(uv) > KF(u)F(v)
u # 0 igin

F(u)

lf(w)| > |F(u)], >~v>0 ve uF(u) >0

olsun, burada K pozitif bir sabittir.
Son yillarda fark denklemlerinin ¢éziimlerinin salinimlilik davraniglariyla ilgili olarak
bir ¢ok ¢aligma yapilmigtir. 1996 yilinda R. P. Agarwal, E. Thandanpani ve P. J.

Y. Wong yiiksek mertebeden neutral olan (3.1) denkleminin salinmhlik davranigin

incelemiglerdir.
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Asagida verecegimiz teoremlerde (3.1) denkleminin ¢Oziimiiniin salinimlihigr igin
yeter sartlar elde edilmistir. Bunun i¢in agagidaki sartlarin saglandigini kabul ede-

lim.

(C1) 0<p, <1

(C2) 0 <p, <P <1, burada P, bir sabit;

(C3) =1 < =P, <p, <0, burada P, > 0 bir sabit;

n—1
.. s—1 \(m—1) I+1
(0 tmint [ 5 08 (0900 (5207)] > ()" smrety

—
n—oo s=n—I

o nl sp \(m—1 I+1
(C5) her M € (0,1) i¢in hmmf[ > g F ((gm—ll)( ))} > () + m;

—
n—oo s=n—1

(Cﬁ> i‘h = OQ.

Verecegimiz teoremlerde (3.1) denkleminin ¢éziimiiniin salinimhlik kriterlerini elde

etmek ic¢in agagidaki lemmalar kullanilmigtir.

Lemma 3.1.1. Kabul edelimki tiim n € N igin g, > 0 olsun ve

lim inf o > —— 3.2
e[ £ () &
ise

(1) Uni1 — Un + Gun— < 0, n € N ise pozitif ¢oziime sahig degildir;

(#) Ups1 — Un + Guon— > 0, n € N ise negatif ¢oziime sahig degildir;

(4i1) Va1 — U + @uUp— = 0, n € N ise salimmlidir.

Lemma 3.1.2. (Ayrik Kneser Teoremi) n > a € N i¢in z, tanimh olsun. Burada
n > a icin A™z, sabit isaretli olmak tizere z, > 0 ve z, = 0 olsun. Bu durumda
0 < j < m olmak tlizere A™z, < 0 igin (m + j) tek ve A™z, > 0 i¢in (m + j) ¢ift
olacak gekilde bir j tamsayisi vardir oyle ki

j<m—1lise (=1Y"A%%, >0, n>a, j<i<m-—1
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ve

j>1lise Az, >0; n>a, 1<i<j—1

dir (R. P. Agarwal, 2000).

ispat. Ispat i¢in iki durum soz konusudur.

Durum 1. n > a € Ni¢in A™z, < 0 olsun. Ik olarak n > a € N i¢in A"z, > 0
oldugunu ispatlayalim. Eger bunun aksini diiglintirsek N(a) da n; > a sayis1 vardir
oyle ki

Am_lzm <0

dir. A™71z, azalan oldugundan N(a) da sabit olarak tamimlanamaz. Bu durumda

bir ny € N(ny) vardir 6yle ki
A"y, <A™ <A™z, <0, biitiin n € N(ng)

dir. Fakat Lemma 2.4.1’den

lim z, = —o0
k—o0

bulunur. Bu da z, > 0 olmas: ile geligir. Boylece N(a) da A™ 'z, > 0 dir ve bir

yeterince kiiciik 7 sayis1 vardir oyle ki m + 5 toplami tek, 0 < j <m —1 ve
(1) A2, >0, n>a, j<i<m-—1

dir. Simdi de j > 1 ve

A7z, <0, n € N(a)
olsun. Yine Lemma 2.4.1'den

A2z, >0, n € N(a)
bulunur. Bu iki esitsizligin sonucu olarak,

(12T A2, >0, n>a, j—2<i<m-—1

elde edilir. Bu da j’nin tanmimiyla celigir. Boylece A771z, < 0, n € N(a) esitsizligi
yanhstir ve A771z, > 0 dir. (=1)77A%2, > 0; n>a, j <i<m—1 esitsizliginden

A1z, azalmayandir ve boylece

lim A7z, >0

k—o0
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olur. Eger 7 > 2 ise Lemma 2.4.1’den

lim A%z, =00, 1 <i<j—2

k—oo

elde edilir. Boylece biitiin biiylik n € N(a) ve 1 <i < j — 1 igin
Az, >0

dir. Boylece ispatin birinci kismi tamamlanir.

Durum 2. n > a € Nigin A™z, > 0 olsun. n3 € N(ny) olsun 6yle ki
Am’lzng >0

dir. Bu durumda A™~ !z, azalmayan oldugundan sabit olarak tanimlanamaz ve bir

ny € N(n3) sayist vardir 6yle ki biitiin n € N(ny) ler igin
A"z >0

dir. Boylece

lim A™ 1z, >0

k—oo

bulunur ve Lemma 2.4.1’den

lim Az, = oo, 1<K -2

k—oo

elde edilir. Boylece biitiin biiytik n € N(a) ve 1 <i < j — 1 igin
Az, >0

dir. Bu m = j i¢in teoremi saglar. Biitiin n € N(a) i¢in A™ 1z, < 0 olmasi

durumunda Lemma 2.4.1’den biitiin n € N(a) i¢in
A2 >0

bulunur. Ispatin bundan sonraki kismi Durum 1’in benzeridir.

Lemma 3.1.3. n > a € N igin z, tanimlansin ve A"z, < 0 olmak iizere z, > 0
olsun ve 0zdeg olarak sifir olmasin. Bu durumda yeterince biiytik bir ny > a € N

vardir bu durumda

- m—1
Zn Z %Am71Z2mfjfln ’ n Z nq
(m—1)!
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dir. Burada j Lemma 3.1.2 deki gibi tanimlanmigtir. Ayrica eger z, artan ise

Zy > 1 ( i )m_lAm_lz cop > 2m iy,
"7 (m— 1) \2m-l "=

dir (R. P. Agarwal, 2000).
Ispat. Lemma 3.1.2 den soyleyebiliriz ki N(a) da 7 <i < m — 1 olmak fizere
(1) Az, >0, j<i<m—1

olur ve biitiin biiylik n > n; € N(a) igin 1 <7 < j — 1 olmak iizere

Az, >0
dir. Bu egitsizlikleri kullanarak
_AmeZn — _Am72zOO + ZAmflzl
2n =
> S ATl
l=n

> Am_l’an(n)(l)

x
—AM Bz, = A3 — Y ATy
l=n

2n

> (WA
l=n
2n

> S (1 —n)WA™ 12y
l=n

> Am_lzpn%(n)@)

Ajzn > Am_IZQm—j—ln(m_}_l)!(n)(j_m_l)

elde edilir. Buradan

n—1
ANl = Az, 4+ S A™y

l=n1

n—1 )

Z Z m(l - nl)(jimil)Amilzgm—j—ll
l=n1

> (mij)! (n — nl)(j_m)Am_lZQm—j—ln

bulunur. Béylece, (j — 1) kez tekrardan sonra
Zn 2 (n - nl)m_l

> WAmAZQmﬂ*ln ;ono2>mng

elde edilir.
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3.2 (3.1) Denkleminin Salinimlilig: i¢in Yeter Sartlar

Teorem 3.2.1.

(a) (3.1) denkleminde m gift olsun. Eger (Cy) ve (Cy) saglanirsa, (3.1) denklem-

inin her ¢oziimiu salinimlidir.

(b) (3.1) denkleminde m tek olsun. Eger (C3) ve (Cs) saglanirsa, (3.1) den-
kleminin her ¢6ziimii ya salimmhdir ya da n — oo iken sifira gider(Agarwal,

Thandapani, Wong 1996).

Ispat. (3.1) denkleminin salimimli olmayan bir ¢éziimi {y,} olsun. n > ny > N
icin y, > 0, Yy > 0 ve y,_x > 0 dir.
Zn = Yn T PnYn—1
olmak tizere n > ng i¢in z, >y, > 0 ve
A"z = —qnyn_p, <0, (3.2)
oldugundan,
A"z = —qnyn_ <0

dir. Dolayisiyla Lemma 3.1.2 den m > 2 icin
A"z >0, n>ng (3.3)

olur. Iddia ediyoruz ki Az, < 0 dir. Eger m = 1 ise, (3.1) denkleminden Az, < 0
oldugu aciktir. m > 2 i¢in bunun aksini kabul edelim. Yani n > n; > ng igin

Az, > 0 olsun. Bu durumda n > ny > n, icin

(1 - pn)zn S Zn — Pnin—k
< Yn,
elde edilir.. z, pozitif ve artan oldugundan, Lemma 3.1.3 ve (3.4) esitsizligi gézoniine

alindiginda

1—p, (m-1)
Yn > (1= pp)zn > (( pl))' (2 ik 1) A"l n > 2m i, (3.5)
m — 1)! m—
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bulunur. (As) ve (3.5) esitsizligini kullanarak n > n3 > ng i¢in

fn-1) = Flyn)
(G (=) )
) (s ()

elde edilir. (3.2) ve yukaridaki son egitsizlikten {A™ 12, } in

1 n—1\mY
Awy, + g K*yF <m> r ((1 — Pn-i) <2m_1> ) Aw,; <0

esitsizliginin pozif bir ¢6ztimii oldugu goriiliir. Bu durum (Cy) sartindan bu Lemma

v

3.1.1 ile gelisir. Dolayisiyla Az, < 0 dir. Lemma 3.1.2 de Az, < 0 oldugundan

J = 0 olmalidir. Dolayisiyla
(=1)'A’2, >0, 0<i<m-—1, n>ng (3.6)

olur. Eger m c¢ift ise (3.6) esitsizligi ile (3.3) esitsizligi ¢eligir. Boylece Teoremin (a)
kisminin ispat1 tamamlanir.

Simdi m tek olsun. Kabul edelim ki n — oo iken y,, sifira gitmesin. Az, < 0 oldugu
icin n — oo iken z, | ¢ dir. Burada 0 < ¢ < oo dir. Bu durumda bir € > 0 ve bir
ng > ng tamsayisi vardir oyle ki

1-P
1+ P

o<e<c <,

ve

c—e<zy < zZpp<cHe, n>ny (3.7)
bulunur. Béylece (3.4) esitsizligi ve (3.7) esitsizliginden n > ny i¢in

Yn = Zn — Pnin—k
>z, — Piz,_
> 12n—k (3.8)
> (c—¢)— Pi(c+e)
= C12p

olur. Burada

o =[(c—¢)=Plcte)l/(c+e) e (0,1)
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dir. j, Lemma 3.1.3 deki gibi tanimlansin, n > ns > ny icin

Zn
Zp = —————29j+1-my > C2Z9j+l-my, (39)
22j+17mn

elde edilir, burada ¢ = (¢ —¢)/(c +¢) € (0,1) dir. Lemma 3.1.3, (3.8) ve (3.9)

esitsizlikleri kullanilarak n > ng > ns icin

Yn > C1C2R2i+1-my

(2j+17'mn_n6)(mfl) 1
(m—1)! A™

> ('n(?],l—ci)!2(j+1_m)(m_1)<n _ 2mn6)(m—1)Am—1zn

> €10 Zn

oldugu goriiliir. Buradan n > 2™ ng +m — 2 i¢in
Yn = ﬁZ(J’Jﬂ*m)(m*l)Qm%ln(mfl)Amflzn

> oy (5og) ™Y AT,

om—1

(3.10)

elde edilir, burada
3 = 16207 (1)1 € (0,1)

dir. (3.10) ve (Ag)esitsizliklerinden n > ny; > ng icin

L\
Fyn-t) = Fyn-1) > K*vF(c3) F <<2m_1l> ) A,

elde edilir. (3.2) esitsizliginden ve yukaridaki son esitsizlikten {A™12,} in

.y (m—1)
Aw, + ¢ K*yF(c3)F <(Zm_1> ) Aw,_; <0

esitsizliginin pozif bir ¢dziimii oldugu goriilir. Bu durum, (C5) sartindan dolay1

Lemma 3.1.1 ile geligir. Boylece Teoremin (b) kisminin da ispati tamamlanmig olur.

Teorem 3.2.2. Eger (C3) ve (C5) saglanirsa, (3.1) denkleminin her ¢éziimi ya

salimimhdir ya da n — oo iken sifira gider(Agarwal, Thandapani, Wong 1996).

Ispat. (3.1) denkleminin salimml olmayan bir ¢éziimii {y,} olsun. n > ng > N,
i¢in y, > 0, y—; > 0 ve y,,_r > 0 dir. Bundan bagka kabul edelim ki n — oo i¢in y,
sifira gitimesin. z,, = y, + pnyn_; olmak iizere n > nq icin z, < y, ve ayni zamanda

(3.2) esitsizligi saglansin.
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Iddia ediyoruz ki Ay, < 0 dir. Bunun aksini kabul edelim yani n > n; > ng icin

Ay, > 0 olsun. Bu durumda (Cj5) sart1 dikkate alindiginda n > ny > ny igin
Zn 2 Yo+ PuYn = (1= Bo)yn, >0 (3.11)

elde edilir. Boylece Lemma 3.1.2 ve (3.3) esitsizliginden y,, smirsiz oldugundan
(3.11) den ayni zamanda z, nin de smirsiz oldugu goriiliir. Boylece n > ny igin

Az, > 0 dir. Lemma 3.1.3 den dolayz,

1 n (m=1) m—1 m—1

elde edilir. Sonug olarak yukaridaki son esitsizlikten ve (As)den, n > ng > ny icin

P 2 Pl 2 K97 (ot ) F ((Zm‘_f ) W”) A

elde edilir. (3.2) esitsizliginden ve yukaridaki son esitsizlikten {A™ 12,} in

Aw, + g K24F (—L ) p (=L "N A <0 (3.12)

esitsizliginin pozitif bir ¢éziimii oldugu goriiliir. Bu durum (Cj) sartindan dolay:

Lemma 3.1.1 ile ¢eligir. Boylece Ay,, <0 dir. Sonug olarak n — oo iken y, | ¢ dir,

burada 0 < ¢ < oo dur. z, nin tanimindan ve (C3) sartindan dolay:

liminfz, = (1 4 liminfp,)c > (1 — Py)c >0

n—oo n—o0

bulunur. Dolayisiyla z, pozitif ve (3.3) esitsizligini saglar. z, <y, ve y, artmayan
oldugundan z, de artmayandir. Boylece n — oo iken z, | d dir, burada 0 < d < oo

dur. ¢ € (0,d) verilsin. Bir ny > ny tam sayis1 vardir dyle ki
d—e<z,<d+e n>ny (3.13)

dir. j, Lemma 3.1.3 deki gibi tanimlansin. Bu durumda n > ns > ny igin sirasiyla

(3.13) esitsizliginin ve Lemma 3.1.3 {in kullanimiyla

Zn

Zn = Ty ti-my, 22j+17mn
d—
> d__é22j+1*’mn
d—e (2717 mn—ng)(m—D g
2 d+e (m—1)! A “n
d—e__ 1 9@+1-m)(m—1)(y _ 9gm, \(m—-1) Am—1
Z dte (m—l)!2 (n 2 n5) A Zn
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elde edilir. Dolayisiyla n > 2™ ns +m — 2 icin

20 > z;é(mil)!z(j-ﬁ-l—m)(m—l) 2ml_1 n(m—l)Am—l/Zn

> dy ()" AL,

ogm—1

(3.14)

elde edilir, burada
dy =2V 0(d — )/ [(d +e)(m —1)!] € (0,1)

dir. (3.14) ve (A3) den n > ng > ns igin

B (m—1)
Fun) = Flgai) = Fleas) = K*F (d0) F ((Zm_f ) ) A

yazilir. Eger A™ 1z, = w, alinirsa

a(m—1) @ 1 “ 1 =t el
Aw, + ¢,(n — k) (dy) ((m— 1>!) (Qm_1> w . <0

elde edilir. (3.2) esitsizliginden ve yukaridaki son esitsizlikten {A™ !z, } in

1 o 1 (m—1)
_ 1p\a(m—1) I - @
Aw, + q,(n — k) (dy) ((m — 1)!> <2m_1) ws . <0 (3.15)
egitsizliginin pozitif bir ¢éztimii oldugu goriliir. Bu durum (Cjs) sartindan Lemma

3.1.1 ile celisir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.3. p, =1 olsun ve (Cg) saglansin.
(a) Eger m ¢ift ise, (3.1) denkleminin her ¢dziimii salimimhdir.

(b) Eger m tek ise, (3.1) denkleminin her ¢6ziimii ya salmimhdir ya da n — oo

iken sifira gider(Agarwal, Thandapani, Wong 1996).

Ispat. (1.1) denkleminin salmmml olmayan bir ¢oziimii {y,} olsun. n > ny > Ny
icin y, >0, Yy > 0vey,_r > 0dir. 2, =y, + pnyn_; olmak tizere n > ng icin z,, >
Yn > 0 ve ayn1 zamanda (3.2) ve (3.3) esitsizlikleri saglansin. (3.1) denkleminde ny

dan (n — 1)’e kadar toplam alir ve (3.3) ve (Aj)esitsizlikleri kullamlarak,

n—1 n—1 n—1
A" 2y =3 G f Wamt) + A 20 > ) f (Yoek) = ) Ve

S=no S=No S=nQ
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elde edilir. Buradan da
quyS*l < o0 (316)

s=ng
bulunur. Iddia ediyoruz ki,

liminfy,, > 0

n—oo
ise

o
> go < o0

s=ng

dur. Bunu ispatlamak icin aksini kabul edelim. Yani

0o
ZQSZOO

s=ng
ve

L= infy, ;>0

s>ng

olsun. Bu durumda

0o oo
ZQSysfl > qus =00

s=ng s=ng

yazilir. Boylece elde dilen bu sonug (3.16) ile gelisir.
Durum (a) m ¢ift olsun. Lemma 3.1.2 den goriiliir ki j tekdir ve béylece Az, >

0,n > ng dir. Buradan n > n; > nyq icin
0< Zn — Rn—k = Yn — Yn—2k
elde edilir ve y,, > y,,_or, n > ny dir. Sonug olarak

liminfy, > 0

dir. Boylece (3.16) dan
D s <00
5=0

dur. Bu sonugta (Cj) sart1 ile geligir.
Durum (b) : m tek olsun ve n — oo iken y,, sifira gitmesin. Lemma 3.1.2 den
gorebiliriz ki j ¢ifttir. Eger j > 2 ise Az, > 0,n > ny oldugu gorilir. Durum (a)

daki gibi bir geligki elde edilecektir. Eger j = 0ise Lemma 3.1.2 den Az, < 0,n > ng
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elde edilir. Boylece n — oo iken z, — [ dir, burada 0 < 8 < oo dur. ¢ € (0, 3) i¢in

bir ny > ng tam sayisi vardir oyle ki
Zn =UYnF+ Ynir>P—>0, n>m

dir. Boylece
liminfy, > 0

dir. Buradan
D <00
s=0

oldugu goriiliir. Bu sonugta (Cg) sarti ile gelisir.

Boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 3.2.4. p, = 1 olsun. Eger (C5) saglanirsa, (3.1) denkleminin her ¢dziimii

ya salimimhdir ya da n — oo i¢in sifira gider(Agarwal, Thandapani, Wong 1996).

Ispat. (3.1) denkleminin saliniml olmayan bir ¢éziimii {y,} olsun. n > ng > N,
icin y, > 0, y,_; > 0 ve y,_ > 0 dir. bundan bagka kabul edelim ki y,, n — oo
i¢in sifira gitmesin ve z, = y,, + PrYn_r Olmak iizere z, < y, ve (3.2) esitsizliklerini
saglasin. Eger z, < 0 ise o zaman y,, < y,_ olur ve boylece {y,} sinirhdir. Bu da
{#,} in smrh oldugunu gosterir. Eger z, > 0 ise o zaman {z,} smirhdir. Burada
yeterince biiyiik n ler i¢in {z,} in simirli olmadigini gosterecegiz. Lemma 3.1.3 ve
Teorem 3.2.2 nin ispatindaki iglemler kullanilarak (Cj) sarti ile bir geligki elde edilir.
Bu sonug (3.12) nin bir pozitif ¢oziimiiniin {A™ !z, } oldugunu verir. Boylece {z,}
sirhdir. 7111_{20% =pu >0, e € (0,u) verilsin, n > ny i¢in ny > ngy oldugunda

Yn—1 > p — € olacak sekilde y,_; vardir. Dolayisiyla

f(Ynt) > F(yn) > Flp—€) n>mny (3.17)
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yazilir. (3.2) denklemi (s — )™ " ile carpilir ve n; den n e kadar toplam alnirsa

n

Yos=D"Vaf ) = =) (s=D)"VgAmz, (3.18)

s=n1 s=n1

—zn:s(m_l)Amzs

s=n1

m—1
= _Z (_1)Z AiS(m_l)QsAm_i_lzs-&-i
1=0

IN

< 00, M >Ny,

elde edilir. En son esitsizlikte {A™ "1z} de {2,} in siurh oldugunu kullandik ve
bu son esitsizligin smirh oldugu goriiliir. (3.17) ve (3.18) den

n

F(M—G)Z (s =)™ Vg <00, n>ny,

s=ni

oldugu goriiliir ve buna denk olarak

o0

Z (s — )™, < . (3.19)

s=n1

yazilir. Ancak, (Cs) sartindaki

o

Z (s — )™ Vg, < o0,

s=n1

bu durum (3.19) ile gelisir. Bu da ispat1 tamamlar.
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4 SALINIMLI KATSAYILI YUKSEK MERTEBE-
DEN LINEER OLMAYAN GECIKMELI FARK
DENKLEMLERININ COZUMLERININ SALI-
NIMLILIGI

4.1 Yiiksek Mertebeden Lineer Olmayan Neutral Gecik-
meli Salinimli Katsayili Fark Denklemlerinin Cozumlerinin

Sali-nimhihik Davranisi

Caligmanin bu boliimde

A™ [y + puf (Yro))] + @b (Yom)) =0, n €N (4.1)

tipindeki yiiksek mertebeden lineer olmayan fark denkleminin ¢éztimiiniin salinimlilik
sonuglar aragtirilacaktir. Burada A ileri fark operatorii, m € {2,3,...}, N =
{0,1,2,...}, p : N —» R=(—00,00), {pn}32, reel degerli dizi, lim, ,ccp, = 0
ve ¢ : N — [0,00) salimml bir fonksiyondur. 7(n) : N — Z, 7(n) < n, ve n — o0
i¢cin 7(n) — oo dur. o(n) : N — Z, her n € N igin o(n) < n ve n — o0 i¢in
o(n) — oo, f,h € C(R,R) azalmayan fonksiyonlar, her u # 0 igin uf(u) > 0 ve
uh(u) > 0 dir. Her n > min;>o{7 (¢),0(7)} i¢in y, : Z — R fonksiyonu tanimlansin
ve yeterince bityiik n ler igin (4.1) denklemini saglsin.

Son yillarda yiiksek mertebeden gecikmeli ve gecikmeli neutral fark denklem-
lerinin ¢6ziimlerinin salinimlilig ve asimtotik davraniglari ile ilgili bir ¢cok arastirma
yapilmigtir. Bu boliimdeki amacimiz (4.1) denkleminin sinirli ¢éziimlerinin salinimlilik

davraniglart incelenecektir, buradaki z, fonksiyonu

ve N(a) = {a,a+1,...}, N(a,b) ={a,a+1,...,b} dir.
Teorem 4.1.1. Kabul edelim ki m ¢ift olsun.
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(C1) H : R — R siirekli ve azalmayan bir fonksiyon olsun ve u,v > 0 igin
—H(—uwv) > H(uv) > KH(u)H (v),
u # 0 i¢in

H(u)

|h(u)| > |H(u)l, >~v>0 ve H(u)>0

esitsizlikleri saglansin. Burada K pozitif bir sabittir.
(Cs) Z:in() s g, = oo ve

11 o)\
A K~vyH | - = 4.
Wy, + gn iy (2 (m _ 1>‘ <2m1) ) We(n) 0 ( 3)

birinci mertebeden fark denkleminin her ¢éziimii salimmh olsun. Bu durumda (4.1)

denkleminin sinirli her ¢éziimii ya salimimhdir ya da n — oo iken sifira gider.

ispat. Kabul edelim ki (4.1) denklemi salimml olmayan simirli bir y ¢dziime
sahip olsun. Yani y pozitif olsun(y negatif oldugu zaman da ispat benzer gekilde
yapilabilir). O halde n > n; > ng icin y,, > 0, yrm) > 0 Ve Yoy > 0 dir. Ayrica

kabul edelim ki n — oo igin y sifira gitmesin. (4.1) ve (4.2) den

A"z, = —q,h (yg(n)) <0, n>n;. (4.4)

olur. Dolaysiyla A%z, (o =0,1,2,...,m — 1) monoton ve sabit igaretlidir. y simirh
ve n — oo i¢in sifira gitmediginden ve (Cy) den lim, . ppf (yT(n)) = 0 dir. Bir
ng > ny icin Oyle bir 2z, = ¥, +pnf (yT(n)) > ( vardir Oyle ki yeterince biiyiik n > no
i¢in z, smirhidir. Cilinkii m ¢ift ve A™z, < 0 oldugundan (n +m) tektir. 7 = 1 igin
Lemma 3.1.2 den z, > 0 sirhdir. Cilinkii (Aksi taktirde z, smirh olmaz). n > ng
i¢in

() A%z, >0 (i=0,1,2,...,m—1) (4.5)
olacak sekilde ng > nqy vardir. Ozellikle n > ngicin Az, > 0 oldugundan z artandir.
y sinirh oldugu i¢in (Cy) den lim,, o pn f (yT(n)) = 0 dir. Bu durumda n > ny icin
(4.2) den

1
Yn = 2n — Puf (y‘r(n)) > §Zn >0,
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olacak sekilde ny > ng vardir. n > ny icin

1
Yo(n) > Ezo(n) >0 (46)

olacak gekilde bir ns > ny bulunabilir. n > ns ic¢in (4.4) ve (4.6) dan
1
Amzn + th (§Za(n)> < 07

sonucu elde edilir. n > ny i¢in z tanimh oldugundan, Lemma 3.1.3 direk uygu-
landiginda n > ng igin A™z, <0 dir. z, > 0 olur. Yani z sifir olamaz (z pozitif ve

artan oldugu i¢in Lemmanin 2. kismi uygulanir). Dolayisiyla Lemma 3.1.3 den

> 1 1 g (n) m Am—l > 2m—1 (4 7)
Yo (n) 2( _1) om—1 zo(n)a n = ni. .
olur. n > ng > n; i¢in (Cy) ve (4.6) kullanilarak

h(Yorn)) = H(Yowm))

> H (%(mil)! (;ﬁz)M1 Am_l%(n))
)
(m i1) ( mz) )Aml "

elde edilir. Dolayisiyla (4.4) ve yukaridaki esitsizlikten {A™ 12,} in

wn n wo‘ n) —
¢ i 2 (m — 1)! om=—1 ()

esitsizliginin bir pozitif ¢oziimii oldugu goriiliir. O halde

11 o)\
Aw, + g, KvH <§(m—1)! (2m1) )wa(n) =0, n>ny>ng

IV
=
=
Y
N —
N | = /—\

> KvyH

deklemi pozitif ¢oztime sahiptir. Bu (4.1) denkleminin salimimlilig: ile geligir ve
ispat tamamlanmig olur.

Boylece Teorem 4.1.1 den agagidaki Sonug elde edilir.
Sonug 4.1.1. Eger

n—1 m—1
o 1 1 o (s) 1
lim inf H = ,
minf ) g (2(m—1)! <2m—1> >> ey

s=o(n)




olursa (4.1) denkleminin simirli her ¢éziimii ya salimmhdir ya da n — oo iken sifira

gider. p, =1 ve m = 2 i¢in Sonug 4.1.1 den

n—1
1 1
lim inf E g H (—a (5)) > —
s=a(n) eny

oldugu i¢in

Azyn + QTLh (yo(n)) = 07 n 2 ng

fark denklemi salinimhdir.

Teorem 4.1.2. Kabul edelim ki m tek ve (Cs), (C5) saglansin. Bu durumda (4.1)

denkleminin sinirli her ¢éziimii ya salimimhdir ya da n — oo iken sifira gider.

Ispat. Kabul edelim ki (4.1) denklemi salimmli olmayan simirh bir y ¢oziime
sahip olsun. Yani y pozitif olsun(y negatif oldugu zaman da ispat benzer gekilde
yapilabilir). O halde n > ny; > ng icin y,, > 0, yrm) > 0 Ve Yo,y > 0 dir. Ayrica

kabul edelim ki n — oo iken y sifira gitmesin. (4.1) ve (4.2) den

A"z, = —qp,h (y,,(n)) <0, n>n. (4.8)

yani A™z, < 0 dir. Dolayisiyla A%z, (¢ =0,1,2,...,m — 1) monoton ve sabit
isaretlidir. lim, .., p, = 0 oldugundan oOyle bir ny > ny vardir 6yle ki n > nq
i¢cin z, > 0 dir. y smrh oldugundan (Cy) ve (4.2) den ng > ng vardir Gyle ki
n > ng icin z, strhdir. m tek ve z smirh oldugundan Lemma 3.1.2 den 7 = 0
(Aksi taktirde z smrh olmaz) icin bir ny > ng vardir ve n > ny icin (—1)" Alz, >
0(@i=0,1,2,...,m—1) dir. Ozellikle n > ny i¢in Az, < 0 oldugundan z azalandir.
z sinirlt oldugundan lim,,_,« 2z, = L, (—o00 < L < o0) yazilabilir. Kabul edelim ki
0 < L < o0 olsun. Eger L > 0 oldugu zaman n > ns icin z, > ¢ > 0 olacak sekilde
bir ns > ny ve bir ¢ > 0 vardir. y sinirh oldugu i¢in (Cy) den lim,, o pp.f (yT(n)) =0
olur. Boylece n > ng icin y, = 2z, — pnf (yf(n)) > ¢ > 0 olacak sekilde ng > ns ve
bir ¢; > 0 vardir. Boylece n > ny i¢in ys(n) > ¢1 > 0 olacak sekilde n; > ng vardir.
(4.8) den

A"z, < —g,hc; n > ng (4.9)
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olur. (4.9) n™~! ile carpildiktan sonra n; den n — 1 e kadar toplam alinirsa

n—1
Fin) ~ F(nr) < —hler) 3 5™, (410
s=ny
elde edilir. Burada
n—1
F(n) =Y (=1)"AM" A" 2 (n + 7)
y=2
dir. 2 =0,1,2,...,m —1ve n > ny icin (—1)iAizn > (0 oldugundan n > n7 icin

F(n) >0 dir. (4.10) dan

n—1

~Flng) < —h(cr) Y qls)s™

s=n7

yazilir. n — oo iken (Cs) den

n—1
—F(n7) < —h(c1) Z qss" T = —o00

s=n7
elde edilir. Bu bir geligkidir. Boylece L > 0 olamaz. Bu sadece L = 0 durumunda
saglanir. Yani lim,, . 2z, = 0 dir. y simurh oldugu igin (Cy) ve (4.2) den

lim y, = lim 2z, — lim p,f (yT(n)) =0

n—oo

elde edilir. Simdi n > n; i¢in y, < 0 durumunu inceleyelim. (4.1) ve (4.2) den
Amzn = _th (ya(n)) >0 (n > nl)

elde edilir. Yani A™z, < 0 dir. Dolaysiyla A%z, (a« =0,1,2,...,m — 1) monoton
ve sabit isaretlidir. lim,, .., p, = 0 oldugundan 6yle bir no > ny vardir oyle kin > no
i¢in z, < 0 dir. y siirhi oldugundan (Cs) ve (4.2) den ng > ny vardir 6yle ki n > ng
i¢in z, smirhdir. Kabul edelim ki x,, = —z, olsun. Bu durumda A"z, = —A™z,
olur. Boylece z,, > 0 ve n > ngicin A™x,, < 0 dir. Buradan da z,, nin simirh oldugu
goriiliir. m tek ve z sinirh oldugundan Lemma 3.1.2 den j = 0 (Aksi taktirde z simirh
olmaz) i¢in bir ny > ng vardir ve n > ny icin (—=1)' A’z, >0 (i =0,1,2,...,m —1)
dir.. Yanii=0,1,2,...,m — 1 ven > ny icin (—1)i Aiz, < 0 dir. Ozellikle n > ny
icin Az, > 0 dir. Boylece z, artandir. Bu yiizden lim,, ., 2, = L, (—oo < L < 0).

yn > 0 1nn ispati icin L = 0 oldugu gosterilebilir. Kalan kisim yani y,, > 0 icin ispat
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benzer sekilde gosterilebilir. Yani lim,, .., ¢y, = 0 dir. Bu da bizim kabuliimiiz ile

celigir. Boylece ispat tamamlanmaig olur.

Ornek 4.1.4

1\" 1
At [yn + (—§> yiz} t3 (y2 5+ yns) =0, (4.11)

burada m =4, 7(n) =n —2, p, = (=1/2)", ¢ = 1/n?, o (n) =n—3, f(y) = ¢*,

h(y) = y> +y. H(u) = u olsun, indirgenmis denklem ve K = v =1 olup,
1 (1 (n-3\°

n—1 3
o 111 (s—=3 1
it 3 —55( 2 ) T

s=n—3

olur.

oldugundan dolay1, Teorem 4.1.1 den (4.11) denkleminin sinirh her ¢6ztimi salimimhdir.

Ornek 4.1.5
1
AP [yn + e Y5+ 23-/7175]] + ﬁyfb_g =0, n=>2 (4.12)

burada m =3, ¢, = 1/n, 0 (n) =n—3,7(n) =n—>5, p, = e f(y) =y — 2y
h(y) = y3dir.

e = i e =0
(e o] [e.o]
Z s gy = Z st = o0,
s=ngo s=ng

yazilabilir. Teorem 4.1.2 nin gartlarim sagladigi i¢in (4.12) denkleminin simirli her

¢ozumiu salimimhdir.
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