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OZET

Bu g¢aligmada; bir reel vektér uzaymin komplekslestirilmesi gozoniine alinarak,
kompleks vektor uzaylant ve kompleks manifoldlar Gizerinde kompleks yapilarin cebirsel,
topolojik ve geometrik Ozellikleri detayli olarak verildi. Hermit ve Kaehler metrikleri
tammlanarak, Hermit ve Kaehler manifoldlannin yapilart incelenerek, bu kompleks
manifoldlar tizerindeki egrilik 6zdeglikleri vertldi. Reel topolojik manifoldlarda tanimh
diferensiyellenebilir tensor alanlarmnin, tanjant manifoldlara dikey ve tam yiikseltilmig tensér
alanlan verildi. Bu yiikseltme metodu gozoniine alinarak, kompleks topolojik manifoldlar
tizerinde tamimh diferensiyellenebilir kompleks tensor alanlarmin, kompleks topolojik tanjant
manifoldlara dikey ve tam yiikseltilmis tensér alanlart elde edildi. Ayrica, iyi bilinen
kompleks manifoldlar(Hermit ve Kaehler) tizerindeki cebirsel, topolojik ve geometrik

ozellikler, yitkseltme metodu kullanidarak kompleks tanjant manifoldlara tagindi.



SUMMARY

In the study, The algebraic, topologic and geometric properties of complex
structures over the complex vector spaces and complex manifolds have been given in detail
considering a complexification of a real vector space. the properties of the curvature
identities over this complex manifolds have been given which the structures of Hermitian
and Kaehler manifolds have been examined defining the Hermitian and Kaehler metrics.
The vertical and complete lifted tensor fields to the tangent manifolds of the differentiable
tensor fields on defining the real topologic manifolds have been given. The vertical and
complete lifted tensor fields to the complex tangent manifolds of the differentiable complex
tensor fields on defining the complex topologic manifolds have been obtained considering
this lifting method. In addition, The algebraic, topologic and geometric properties of the
well-known complex manifolds(Hermit and Kaehler) have been carried to the complex

tangent manifolds using the lifting method.



ONCEKI CALISMALAR VE GIRiS

/1,3,7/ onceki galigmalarinda, Riemann ve Kaehler manifoldlan arasindaki bir gok
geometrik cebirsel ve topolojik yapilar elde edilmis olup, bir Kaehler manifoldun egrilik
tensoril 6zel bir 6zdeglikleri olan Ryyyz = Ryyyyyz “yi sagladiindan bu 6zdeslige Kaehler
Ozdeslikleri denilmigtir. Bu 6zdeslik Riemann egrilik tensorii ile beraber Yaklagtk Hermit
manifoldlarina genellegtirilmigtir.

Hermit ve Yari(Quasi) Kaehler manifoldlart igin egrilik 6zdeglii verilip bu

dzdeslikten yararlanilarak gesitli teoremler ve bu teoremlerden bazi 6nemli sonuglar elde

edilmigtir.

Yari(Quasi) Kaehler manifoldlart 6nemi, Yaklagik(almost) Kaehler ve Yakin(nearly)
Kachler manifoldlarimi  kapsamasina dayandiridmugtir. Aynica, Kaehler manifoldlaninin
geometrik ve topolojik ozellikleri Yakin(nearly) Kaehler manifoldlarinda ele alinmugtur.

Riemann reel topolojik manifoldlart tizerinde tanimli diferensiyellenebilir tensor
alanlannin, tanjant manifoldlara birinci mertebeden dikey ve tam yiikseltilmis tensér alanlari
1970°1i yillarda detaylt olarak elde edildi. Bu yiikseltme metodu gézéniine alinarak, reel
topolojik manifoldlar tizerindeki afin konneksiyona bagli olarak bir ¢ok geometrik 6zellikler
verilmistir./17-30/

Bundan baska, /12-16/ galiymalarinda ise, bir M topolojik reel manifoldu iizerinde
tamumli diferensiyellenebilir tensér alanlarimin, Anin 77M ikinci mertebeden tanjant
manifolduna ikinci mertebeden dikey ve tam yiikseltilmigleri elde edilmis, ayrica, 77M nin
altmanifoldu olan ve M nin ikinci mertebeden kanonik genisletilmis manifoldu A/ iizerinde
de ikinci mertebeden kanonik dikey ve tam yiikseltmeler elde edilmigtir,

Ozellikle, /13/ c¢aligmasinda ise; bir m vektdor demeti iizerinde tarumh
diferensiyellenebilir tensor alanlarmin, n‘nin ©* genisletilmis vektor demeti tizerine yitksek
mertebeden dikey ve tam yiikseltilmigleri ve bunlara bagli olarak da geometrik 6zellikler elde
edilmigtir.



L. BOLUM

BiR REEL VEKTOR UZAYIN KOMPLEKSLESTIRILMESI
VE KOMPLEKS YAPISI

1.1. Bir Reel Vektor Uzaymn Komplekslestirilmesi

R gergel sayilar cismi {izerinde bir vektor uzayr V' ve dual vektor uzayt /* olsun.
Vo= {u +iviu,vel | i= \/:—1}
kiimesi tizerinde (u+iv) eV’ ile (a+ib) €eC(a,b € R)'mn skaler carpmm ve u+iv ile
# +#'’nin toplam sirasiyla,

(a+ib)(u +iv) = (au—bv) +i(av +bu)
(u+iv)y+@ +v')y=u+u')+i(v+v’)

(1.1)

seklinde tammlamrsa; ¥, C kompleks sayilar cismi tzerinde bir vektor uzayr olur. 7' nin

z(= u +iv) elemani igin eslenik z=u+iv=u—-iv seklinde olup,

z+z' =z+z', az=az(a eC) , - (1.2)

ozellikleri saglandigindan, ( ): 7 — V' eslenik iglemi bir lineer doniisiimdiir./7/

Tanum 1.1: (Komplekslestirme)

V¢ vektor uzaymna ¥ nin komplekslestirilmesi denir.

V’nin bir baz1 {e;,...,e; } ise V'nin u ile v elemanlan sirastyla akek ile bkek dir.
V°nin toplama ve skalerle ¢arpma tammma gore V' nin herhangi bir elemam
a*e, +ib*e; = (a* +ib* e, =a¥e; dir. Buradan da V° ninbir baz {e;,...,e; } seklinde
ifade edilir.
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Y nin dual vektor uzayt (V°)* dir. (7°)*, V' kompleks vektor uzaymda bitiin

lineer fonksiyonlara gore diizenlenmigtir.
fu+w)=f)+if (v) ((u+iv) eV®) (1.3)
tanimma gore V' deki f fonksiyonun (V€ )*’a genisletilmisi f olarak dusiiniilebilir.

(V°)*’mn herhangi bir eleman1 o F¥(oy = ay +iby) gibi ifadelerdir ve (V°)*'m

bir bazt {f"l,...,f"‘} dir.

7m {ep,....ex}’ya dual olan bir baz {fl,...,f"} olsun. (%)%, P*'m

komplekslestirilmesidir. (°)*in  herhangi bir eleman r=f+ih (fheV¥*) seklinde

gosterildiginde 7 e (VY y* oldugundan,
7(2) = f(2)+ih(2) (1.4)
ile tanimlanir ve buradan r — 7 igin (V*)c - (Vc)* lineer doniigiimii vardur.

fev*ise f e(@™)° nin (1.3) de tammlanan F ile aym oldugu soylenebilir. (%)’

nin bir bazs /... /%) ile (7°)*'m bir baz {7,...7%} r—7ve bir donusamdr.

Buradan da (V)¢ ile (¥ ¢)*’m izomorfik oldugu gorilir./7/
1.2.Bir Reel Vektor Uzayimn Kompleks Yapisi

V° de, bir n-boyutlu alt uzay W olsun. Bu durumda W tizerinde,

JW-o>W
u—>Jw)=iu (uecW) (1.5)
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seklinde bir lineer endomorfizm tanumlansin. R’nin bir vektdr uzayt ¥ ve I ,J° nin ézdeglik

doniisiimii olmak tizere,
Yu €V igin,
(JoJY(u)=J(J(u))
= J(iu)
= i(iu)

=—1(u) (1.6)
elde edilir. (1.6) esithigi Vu €V i¢in gergeklendiginden,
JoJ=-1
olur. Ayrica her lineer déniigimiin bir matris gésterimi oldugundan,
U =11 a7
olur.

Tanim1.2:(Bir 7 Reel Vektor Uzay: Uzerinde Kompleks Yap)
(1.7) ile tammlanan J dontigiimiine ¥ reel vektdr uzay tizerinde bir kompleks yapi
denir./7/ '

Lemma 1.1:

V reel vektor uzayr tizerinde J kompleks yapisi bir lineer doniisimdiir.

Ispat:
Yu,v €V ve Vki,ky €R igin,
J(kyu + kyv)=i(kju + kyv)
= kyiu + kyiv
= kyJ(u)+ky J(v) (1.8)

oldugundan J lineerdir.



Teorem 1.1:
2n-boyutlu V' reel vektdr uzayr lzerinde bir kompleks yapt J olsun.

{uy,...,u,,J1,..., Ju, } kiimesi ¥ nin bir bazi olacak sekilde ¥ de n tane lineer bagimsiz

4,...,u, vektorleri mevcuttur.

ispat:
Jnin A 6zdeZerine karsiik 6z vektérii v olmak tizere;

J(v) =av (1.9)

ifadesini g6zoniine alalim. (1.9)’a, (1.7)’ ye gore VveV igin J uygulandifinda,

J(I()) = J(w)
J? (v)= M(v)
—1(v) =22 (v) (1.10)

elde edilir. (1.10) Vv €V i¢in saglandigindan -7 = 2 = A=Fi olur. Dolaysiyla J/nin

dzdegerleri komplekstir.

4y veJuy vektorleri V7 nin 2- boyutlu bir alt uzayim gerer ve ## 0 oldugundan Ju;’
de sifirdan farkh olup J(#;) = Juy ve J(J) = —u; olup bu 2-boyutlu alt uzay aym zamanda
—uy, Jiy vektorleri ile de gerildiginden J altinda bu alt uzay degismez.

Eger uy,Juy,Juy’yi lineer bagimsiz segip u,’ yi de bir vektor olacak gekilde
alindi§inda,a; ,a,, by ve byreel sayllar olmak tGizere uy,Juy,uy veJu,’nin agagidaki gibi
lineer bagimsiz vektorler oldugu gosterilebilir.

Ay +ayuy +b1Ju1+b2Ju2 =0 (1,11)

ise, uy,Juy,uy veJuy lineer bagimsiz vektorlerdir.



J, (1.11)’e uygulanirsa,

Jag) + Hayuy) + J(byJw) + J(byJuy) = 0
—byuy — byuy +ayJup +ayJuy =0 (1.12)

elde edilir. (1.11) ve (1.12) ifadeleri dizenlendiginde,
aybyty + aybyuy +bibyJuy + b Juy =0
—biayuy — arbyuy +ayay Jup + a% Juy =0

denklemleri elde edilir. Buradan u, yok edilirse,
(ardy —Brag Juy +(ayap +byby ) Jun +(a§ +53 )Juz =0

ifadesi elde edilir. #),Juy veJu, lineer bagimsiz olduklanindan, a% +b22 =0 ,ay=b =0
(1.11)’ den de a; = b; = 0 olduBundan, uy, Ju;,u, ve Ju, lineer bagimsizdir.

Yukandaki iglemleri tekrar ederek ¥ de,
Uy, iy, Juy,.., Juy, (1.13)
2n-tane lineer bagimsiz vektorlerin varlig kolaylikla gosterilebilir. Ayrica,

Juy) =1, (a=1,..n) (1.14)

esitlikleri goOzOnine alnarak; /’nin bir bazn (1.14) gibi kullamlabilir. Boylece,
(uy , Juy =t ) un her bir gifti J altinda degismeyerek ¥nin 2- boyutlu alt vektor uzaym

gerer.M /2,7/
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1.2.1. Bir V' Reel Vektor Uzaym Kompleks Yapisinin Matris Gosterimi

V’nin J lineer endomorfizmi (1,1) tipinde bir tensor alani olup, V.J GS}(V) igin,

n .
J=>J IJ e; ® e: seklinde tanimlanur.
i,j=1

Her lineer doniisiimiin bir matris gosterimi oldugundan (1.13) bazina goére J matns

formunda yazildiginda
2n
Huj) =Y ay, [1]= [aﬁ]T
i=1

olur ve buradan,

J(uy) = Ouy+...+0u,, +1Juy +0Juy +...+0Ju,,

J(u,) = Ouy+...+0u,, + 0Juy +...+0Ju,_; +1Ju,
J(Juy) = —1uy +Ouy+...+0u, +0Juy +...+0.Ju,,

_7.71F 0 &%
[J]=[O I”] S (1.15)
2nx2n —Sﬁ 0

elde edilir. Aynica, J nin genel bilesensel yapist

[+ 4 n+o.
=[rt]-| e
P;+B F;+ﬁ

seklinde oldugundan, Fg‘ = F::[;" =0, Fé”“ = ag,Fgﬁ = —ag esitlikleri elde edilir.



Lemma 1.2:

a®,b% e R ve {Cl,...,Cn}, C"’ nin bir baz1 olmak iizere;
. p2n n
(p.Rj - C

a®uy +b% Juy —> (p(aaua +b°LJua) = (a“ +ib* )Ca (1.16)

ile tanimlanan ¢ doéniigiimii lineerdir.

Ispat:

Vki,ky €eR, Vu,v eRjz.n icin, u = a%uy +b% Juy ve v=c*uy +d® Juy, olmak iizere,

(p(klu‘+ kyv) = o{kya®ug + kb Juy +kycug +kyd® Juy, )
= o((kra® + kyc® Yug + (kip® +kpd™ ) Jug,)
= [(kla“ +hpc® ) +i{kgp™ +k2d°°)]ca
= k(a® +ib%)Cq + ko (c* +id®™ )y,
= k10 (u) + ky0(v) (1.17)

olup, (1.17)’den o, lineerdir. |

Teorem 1.2:

Jile degistirilebilen bir otomorfizma, T :RJZ." - RJZ." olsun. Bu durumda

o(Tgu) = Te.o(u) (” eRjz'n)

ozelligini saglayan C” vektor uzaymn bir tek 7 otomorfizmast vardir.
gl C



Ispat:
Ri."’nin {w,....u5,J,..., Ju, } bazlarna gore [ T |'nin bilegenlerini

Z[‘3°‘ , TB”‘L“ , T::_B ve T ”:]3“ seklinde ahrsak, [ 7 [[/]=[/] 7z ] bagintisindan,

+oL o [0 ) N+

L' |0 S| |0 ST T
+0. [0 4 o +
| “n+p 7;1n+B —8[3 0 _8(3 0 ]::B 7;1n+[;)L

[ coL MO OO o OL 140
R SRRV Sl ] LR NP
[0 4 4+ [0 oL o +0

|BpTws SpTs ] [0 % 0%

olur. J ve Ty degisme 6zelligine sahip oldugundan —7};’ T o T O:_B , T[;x =T ":; elde edilir.

_ hta

Ayrica, b* =a"** | Juy =u, ., olmak izere,

u=a%uy +b* Ju,

n+a
Ji

e+ 2
=q uy +a Uy

=ahuh (1sh<2n)

elde edilir. 7 (w)=T ,iaku,- oldugundan,

T (u) = ﬂ;aﬁua + Ig'+°°a[3u,,+a + ]::_Ba"wua + I;f:;anwuHa

dir. Burada I::ﬁ = —]g’ o T :;‘ = ]Ex ifadeleri yerine yazlirsa,

Tp(u) = T;aﬂua + Ig'waﬁunm - YE““a”J'ﬁua + ]E"ar"+l3

Upta

olur. uy ve u,,, ortak ¢arpan parantezine alinirsa,



9
Tg(u) = (]E"aﬁ - 7§+“a"+ﬁ)ua + (T[;H'o‘aﬁ + Tg‘anﬂ3 )u,,_m

elde edilir. a”*? =bP | u,,, = Ju, yerlerine yazilirsa,

TR(u)=(T[;La[3 —Yg1+abﬁ)ua +(7§1+°Lal3 +T;bB)Jua

T (u) = (Tﬁ"‘af3 - 7;3’“*“1;‘-”)% +i( 1P + 798P Ju
TR(u)={T;(aB +ibB)+iTI;1+°‘(a'B +ibﬁ)}ua

T (u)= (750 #1777 (P + 18 Ju,

o(Tx(u)) = (p((TEl +1’Té’+°° )(ai3 +ibB)ua)

T2 +iT7 " | = T olmak iizere;
B B

o(Tx (1)) = ch)((al3 +ibB)ua)
= Tro(aPug, + 5P )
= Tc(al3 +ibB)Ca

= Teo(u)
elde edilir.

T :C" >C" herhangi bir otomorfizm olsun. 7y’nin reel ve sanal kisimlar

toplamaya gore aynldiginda T; +iT€ TE olur, TR:[TJ 4 ]’nin matris  formu,
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_Té’ to ];1“+B ) T[;” = ];l":; esitliklerine gore tayin edilir. 7;.J=/ T o6zelligini saglayan
T :RJZ.” - RJZ. " otomorfizmalarinin kiimesi, C"’nin otomorfizmalar alt grubu GL(n;C)’ye

izomorftur. M

Teorem 1.3.

R tizerinde 2n- boyutlu reel vektor uzayr ¥ ve V”nin kompleks yapist J olsun.
(a“ +ibo‘)uOL =a%uy +b% Juy (aa,b“ eR) (1.18)

seklinde bir kompleks vektdr uzayr igine kompleks sayilardan bir skaler ¢arpma
tammlandiginda ¥, Ri." ’ne izomorftur.

ispat:
a®.b% eR, uy €V ve (a®uy +5% Juy) eRjz." olmak tizere, bir A doniisiimii
AV > Rjﬁ"
uy = (@ +ib*Yuy = a%uy +b%iuy
=a%uy +b% Juy
seklinde tammlamirsa, 4 dontglimii bir izomorfizm olur. Dolaysiyla, ¥ RJZ.” ‘ye

izomorftur. M

Teorem 1.2°den Tx’ nin matris formu,

[TR]{:‘; 3] (1.19)

ile tanimlanir.
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I, i, 4 B|1, -i,| [1, -il,]|[(4+iB)I, (B+id),
-il, I, |-B A|-i, I, ]| |-i, I, |(-B+id)I, (4-iB)I,

_o A+iB 0
B 0 A-iB

olur ve buradan da,

A B A+iB 0 12
det[ J:det[ o A_iB]=ldet[A+zB], 30

elde edilir. (1.19)’da verilen Ri.”’ nin 7; otomorfizmi, GL(#;C)’nin Ag‘ +iBg elemanlarin

reel temsilleridir.

C™’nin bir elemam z =(z1,...,z"), 2% =x% +ip® (x“,y“ eR) ile gosterilir.
(zl,...,z") eC > (xl,...,x",yl,...,y") e R*"

donisimuyle, R*" reel vektor uzay1 C"ye izomorftur.

Tammm 1.3:(Kanonik kompleks yap1)
(1.7) ifadesinmi gergekleyen ve

J.: R 5 R¥"

1

(xl,‘..,x",yl,...,y")—> (y ,...,y",~x1,.‘.,—x”)

seklinde tanimlanan .J, donigiimiine R*"nin kanonik kompleks yapis1 denir./9/

J,” n matris formu R*"’nin standart baz: (1.14)’e gore verilebilir.
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R¥nin J ve J' herhangi kompleks yapilarina gore bazlan sirasiyla;
{e1,....en.Je1,.... e} ve lef,..e,,Je,...,Je,} dir. GL(2n;Rynin bir 4 elemam
Ae, =el, AJey =Je) ile tammlanirsa J' = AJA 1 olur. Dolayisiyla, R*™nin J
kompleks yapisy, gegigli olarak R*nin 4J47! kompleks yapisina, GL(2n;R)’nin her 4

elemanina gore saglanir.

Teorem 1.2° ye gore A, GL(n;C) deyse yalmz J, kanonik yapisiyla degisebilir ve
J°=AJA_1 olur. Béylece, GL(2n;R)/GL(n;C) ve R ile kompleks sayilar kiimesi arasinda

1-1 bir doéntusim vardir. AeGL(2n;R) gore temsil edilen koset(yan ciimle) J = A_IJOA
kompleks yapisina kargihik gelir./7/



II. BOLUM

V¢ *NIN KOMPLEKS YAPISI VE HERMIT iC CARPIMI

2.1. V¢ *nin kompleks yapisi

Tanm 2.1:( V¢ ’nin lineer endomorfizmi)

J kompleks yapist ile 2r -boyutlu reel uzay V(= Rjz. ”) olsun.
Ju+v)=Jw)+iJ(v) (u,velV) 2.1
ile tammlanan J doniisimiine ¥ *nin bir lineer endomorfizmi denir./7/

Lemma 2.1:

V¢ lizerinde tanimlanan J déniisiimi lineerdir.

Ispat:
V(u+iv)eV € igin (1.5) den,

J(u+iv) =i(u+iv)
=ju+i(iv)
= J(u) +iJ(v)

oldugundan, J lineerdir. 4

Lemma 2.2:

Ve'de J? =-I, dir.

ispat:

Jr=-I » olsun. Bu durumda;
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J(u+iv) = J(u)+iJ(v)
J(J(u+v)) = J(J(u) +iJ(v))
T2 u+iv)=J*(u)+iJ2(v)

J(u+iv) =1, (u+iv)

elde edilir. Bu son esitlik V{# +iv) i¢in saglandigindan J 21 ,, olur. M

Tanmm 2.2:( V° *nin kompleks yapisi)
(2.1) ile tammlanan ve (1.7) bagntisim gergekleyen J dontsimine P ’nin
kompleks yapisi denir.

J, 0 zaman V°'de (1,1) tipinden bir tensér olup, J nin dzdegerleri i ve -i dir. Ayrica,

L0 {z eVl iJz= iz} g pO1= {z eV Jz= —iz} 2.3).

kiimelerini tammlarsak 20 7% v olur./7/

Teorem2.1:

y10 POl 1€ olmak iizere;

= {u—imuevy . vOl-lusimuer} (2.4)
iy ¥e=v 10 @p ¥l (2.5)
iii) V° de

pLO_ Ol o pOI_ 10 (2.6)

olacak bigimde 19 ite %! arasinda birer izomorfizm vardir.
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ispat:
i) V’nin bir bazi {ua} olmak tizere; J kompleks yapisi yardimiyla V, ile I_/:

vektorleri,

1 1 .
Vo= Z(ua ~iJuy) Vy= E(ua +iJuy ) 2.7
ile tamimlanir.

J,)= J(%(ua —-i.]ua))
= %J(ua —iJug )

- %(Jua ~is% (ug))

=t ~ i)

- (3 -0 )

olur ve ayrica

(g + it ))

=
e
Il
.
N
N |

|n—- N|—

Juy, +iJuy,)

Jug +1J% (ug)

—

|
~.
=
R
S’

Juy

]
N =0
—_—

(ua +iJugy, )

NIN.

(uy +iJug, ))

I
L

ll
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J(Vy) =iV ,J(Vy) = =iV 2.8)

olup, (2.3) gergeklendiginden %1 elemanlan Vi, lardan ve 79! i elemanlan

¥, lerden olusur.

ii) u, €V olmak iizere, u, =V, +V, oldugundan

J(% —iJuy )+J( —(ug, +iJuy ))
%(J iJ )+—2—(Jua +zl]2(ua))
-;—(Jua Fiug )+ (.]ua ~iug,)

= Ju

(X,

elde edilir. Ayrica;

boyV ¢ = boyv 0 +boyr !

= boySp(V, ) + boySp (V)

= boySp{Vl,...,Vn}+boySp{V_'1,..‘,V_'n}
=n+n

=2n

olup boylece, ¥ ve Vnin R cismi lzerinde boyV = boyV® =2n oldugundan
= o dir

i) ( ):V¢ >v°

a+ib—>a—ib

seklinde tamiml (_) fonksiyonu igin V (v —iJu) ey0 i¢in (u —iJu) = (u +iJu) oldugundan

10—y Ol olur. Benzer sekilde pOlopl ol M
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2.1.1. V¢ *de J Kompleks Yapisinin Matris Gosterimi

V°°de J lineer doniigiimiin matris gosterimini V reel vektsr uzayinda gosterilen

yoldan bulunabilir. J lineer dontisiimi,

n n n n
JWp) =2 aVi+2 a5 ; Vi, JV)=2 5% + D by j Vi (1< j<n)
i=1

i=1 i=1 i=1
seklinde yazilabilir. Buradan da,

J() = iVy + 0V, +...+0V,, + OV} +... 40,

JV,y) = OV +... 40V, _1 +iV,, + OV] +...+0V,
J(V) = OV +...+0V,, —iV] + OV +...+0V,

J(Vy) = OV +... 40V, + OV +...4+0V,_1 =iV,

. T . '80" 0
i o7 o[

0 —isg

elde edilir. /4,7/

Tamm 2.3:(V*’1n kompleks yapi)
2n-boyutlu reel vektor uzayr ¥ nin V* dual uzay: iizerinde tammh bir J*:7* — 7"
doniisima,
n+a.

%, % 2
J (u )=iu*,J*u;=u* (a=1,...,n)ve[J*] = -1, olacak gekilde

(J@@),u*)=(u,J(@*)) (VueV,u*eV*) (2.10)

esitligini sagltyorsa, J*’a, V*’1n bir kompleks yapisi denir.
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Lemma 2.3:
V tizerinde kompleks yap1 J olmak tizere 7 nin V* dual vektor uzay lizerindeki
kompleks yap: J* ise bu durumda J*=J dir.

ispat:

2n
. Ju;} olmak iizere J™ (1) = > bﬁaug olur ve buradan
p=1

V= ,S'p{ui",...,u’k Ju.

n,' 1,..

J*(u;) = Ouf+...+0u; + lJ*u; +OJ*u;+...+OJ*u;

J (u;) = Ou;‘+...+0u;;= +OJ*u;‘+...+0J*u;:_1 + 1J*u;

‘ J*(J*uf) = —luf +Ou; 40U 0T U+ 0T
n 1 n

AL L L] e
elde edilir. (1.15)’den dolay1 J*=J oldugu goriiliir.

Uyar: Bundan sonra ki boliimlerde J* yerine J kullamlacaktir.

Simdj,

V10= {u* e(V®) *:<z7,u*> =0,u eVO‘l}
Vo= {u* e(Vc)*:<u,u*>: 0,u eVl’O}

kiimelerini tammlarsak; agagidaki teorem verilebilir./7/
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Teorem 2.2:

ViosVo1C (V°)*olmak iizere;

i) Vio={u" c07°) *<z_¢u> 0,7 e}

Vo 1= {u c®) *:<u,u*> =0,u eVl’O} 2.12)
i) (V)" =V1,0 00,1 (2.13)
dir.
Ispat:

i) V;EVLO, V;eVo’l ve u;,u; e(Vc)* olmak tizere;
V*—l(u* —iki") F—l(u* i) (2.14)
a 9t a a’? T o g o =

ile tanimlansin. (2.7)’den ch eyto ve7a: (uy, +iJuy )oldugundan

(@)= (7 Vs )
:<;(ua+Uua) St —int! )>
?‘1:<(ua g ), (" — it )>
%(( ua, Ju >+1<Jua, >+<Jua,Ju;>)
ﬂ(ua,u; (i, )+ 0 )+ (0, % )
é((ua,u ua,ua>)

elde edilir. Aynica (2.7) ve (2.14)’den
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T

R
=]

*
~——

it Il
T —" T
(SEE QY:
e
~—

(uy —iJugy ),%(u; +Uu; )>
(g, — ity ), (", + i )>

vt )41t > )+ )
)-

Ug, U, >+1<ua,Ju <ua,.]u >+<ua,J2(u;)>)

o) (o)

Il I Il 1]
P e e

TN TN TN
&
R
=

I

olur.

ii) u; e(V°)" olmak iizere, u; = V(: +I7a* oldugundan,

olur. Ayrica,

boy(Vc )* = bOyVl,O +b0yV0 1
= boySp(V )+ boySp( )
= boySp{Vl* ,...,V:}+b0ySp{I7l* ,...,17;,*}
=n+n

=2n

elde edilir. Sonug olarak; boyV " =boyV =boyV ¢ =boy(V°)* =2n oldugundan

V) =V @V, dir.E
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2.2. Hermit i¢ Carpimm

Tanmim 2.4:(Hermit i¢c ¢arpimi)

Bir V(=R3.”) reel vektor uzay tizerindeki kompleks yapi J olmak iizere

h(Ju, v)=h(u,v) (u,vel) (2.15)
esitligi ile tanimlanan % dénisimiine, Ri.”’ de bir Hermit i¢ ¢carpimi denir.

Simdi,

h(u, Jv) = h(Ju,J* (v))
= h(Ju,—v)
= —~h(v, Ju) (2.16)

ifadesinden yararlanilirsa,

h(u, Ju) = h(Ju, J* (u))
=h(Ju,—u)
= —h(u, Ju)

olur ve buradan da,
h(u,Ju)=0 2.17)
esitligi elde edilir.

Boylece; A i¢ carpimu /”de bir Hermit metrigi tammlar ve V(=R§” Y de bir Hermit

uzay olur./6,7/
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Teorem 2.3:

Bty up) = h( Ty, Jup) = 85 ve hue, Jug) =0 (2.18)
ifadesindeki #;,...,u,, Juy,..., Ju, vektorleri V igin bir ortonormal bazdir./4,7/

2.2.1. RJZI.” *de Tki Vektoriin Hermit i¢ Carpim
o o B B 2n e s ..
(@ uy +b"Juy, ) ve (( cug +d" Jug )eRj vektorlerinin (2.18)’e gére Hermit ig

garpim,

h(a®ugy +b% Juy ,cBuB +dBJuB) = h(aaua ,cBuB ) +h(a°‘ua ,dBJuB)
+ (6% Jug ,Pup) + h(6* Jug ,dP Jug)
= aacBh(ua JUg )+ ama’ﬁh(uoL ,Jug )
+ 6% P (g up) +6%dPh(Jug , Jug)
=a*c*h(uy ug )+ bd*h(Jugy ,Jug)
= (a®c* +5%d*)sP
n
= Y (a%c* +5%d*)sP
a=p=1
n
=y (a%c™ +5%d") (2.19)
a=1

olur./7/

Tamm 2.5:(Uniter baz)
C"deki (a® +ib* o Ve (c[3 +idP ) vektorlen (2.19) denklemini

gerceklediginde, {¢;,...,,,} baz igin
h(Ca.Cp) = 53 (2.20)

ifadesi saglanirsa, bu baza C”’nin bir iiniter baz: denir./7/
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2.2.2. C" de iki vektoriin Hermit i¢ ¢carpum

(@ +i*)q ) ve (P +idP)cg) eC” olmak tizere C™deki iki vektorin ig

garpimy,

h((@* +ib*)Co (P +idP)Cp) = h(a*Cy ,cPly) + H(a®Cy ,idC
+ (5% Cq ,cPCp) + h(B¥C, ,dPy)
=a®Ph(Ce . Cp)~ia®dPR(Cy ,Cp)

+ib%Ph(Cy,Cp) +8%aPdPh(C, Cp)
(2.20)’den

r((a® +ib*)Cq (P +idP)Cp) = (%P +6%dP) +i(d%cP — a®aP )sP
= (cP@® +ib®*)-idP (a* +ib*))sP

= ((a* +8*)(cP -iaP))s?

Il

n —————————
> (@ +ib% ) (c* +id™)
a=1

n
= > (a%c* +b%d")
a=1
n
+i Y (b%c* —a%d®™) .21
a=1

olur./7/

Tanmn 2.6:( Uniter uzay)
Eger C" kompleks uzayinda tammlanan (2.21)’in i¢ arpimumn reel kismu  “0” ise

C” *ne Uniter uzay denir.

(2.21)’in imajiner kism,



24
h(a®ug +b™Jug ,J(cPug +dP Jug)) = h(a®uy P Jug) + h(a®uy ,dP J? (ug))
+ BB Jug, ,cP Jug ) + h(8* Juy ,dP TPug)
= a®cPh(ug ,up) -~ a®adPh(uy ,up)
+b*Ph(Juy , Jug) —6*dPh(Juy ,up)
(2.18)’den,
h(a®ug +6%Juy ,J(Pug +dP Jug)) = ~a®dPh(uy up) +6* P h(Juy , Jug)
= (8%cP - a*aP 8P

f bp*cP —a®aP)sP?
a,p=1
Z *d*) (2.22)

elde edilir./7/

Tamm 2.7:( Uniter doniisiim)
Uniter bir uzayda tanimh bir U lineer déniigiimii {initer bir baz1 , {initer bir baza

donustiirityorsa, U’ya C” *de Uniter doniisiim denir.

U Uniter dénigiimii,

(s, Ua ) = (CpCa ) (2.23)

esitligi ile tanumlamr. U, {, Uniter bazina gore [U [(; ] =U matris formunda yazilr.

(Yani, UCy)= 3, UL, = Lol dur 7]

a=1

Teorem2.4:
C" *de tamimlanan U tiniter déniigiimii,
Tu=1, (2.24)

esitligini gergekler.
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ispat:
(2.23) ve /5/°den yararlanarak,

(Up).UCa))=(GpC)
(¢pU)(Ee0)" =¢pT”
CBUU—TE(: =cgE§

elde edilir. Buradan da UU T =1, oldugundan T U = I, elde edilir.B4/5,7/

Teorem?2.5:

J kompleks yapisi ile bir V reel vektor uzayinda bir Hermit i¢ garpimu £ olsun. 4 igin
a) W(Z,Z)>0 VO0zZeV°
b) W(ZW)=h(ZW) ZW eV°®
) W(Z,W)=0, Z eV 0 ve w ey ¥l
Onermelert gergeklenir.

ispat:
a) Z #0 ve Z(= u +iv) eV° olmak iizere,

WZ,Z)=h(u+iv,u—iv)
= h(u,u)—ih(u,v)+ih(v,u) +h(v,v)
= h(u,u) +h(v,v))0

elde edilir.

b) Z(=u+iv) ve W(=u'+iv') €V olmak iizere,
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h(Z W) =h(u+iv,u’ +iv'")
= h(u,u") +ih(u,v')+ih(v,u’)—h(v,v’)

=h(u,u’)—h(v,v')+i(h(u,v")+h(v,u")) (2.25)
elde edilir. Diger taraftan,

W(Z,W) =h(u,u’)—h(v,v')—i(h(u,v") +h(v,u"))

= h(u,u") —ih(u,v')—ih(v,u’)—h(v,v")

= h(u,u") —ih(u,v") — ih(v,u") +i*h(v,v")

=h(u—iv,u' —iv")

=h(Z,W)
¢) (2.4) den Z(= u—iJu) eV ve W(=u+iJu) e¥’*' alindigmda,
h(Z W) = h(u—iJu,u—iJu)

= h(u,u) —ih(u, Ju) —ih(Ju,u) — h(Ju,Ju)

= h(u,u)— h(Ju, Ju)

=0

elde edilir. M



L BOLUM

KOMPLEKS FONKSIYONLAR

3.1. C" Uzerinde Fonksiyonlar

(z1 2 ) > (xl,yl,...,x” ,¥") eslemesi yardimiyla R*" ile C" izomorfik olup,

C"’e 2n-boyutlu afin uzay gibi bakilabilir. Ayrica, C” ’nin bir p noktasinda tanjant ve
kotanjant uzaylarnin R tzerindeki doZal bazlan sirasiyla,

0 0 0 0
s 2) (3] (2 (2)] e

1 (R2") = Sp{ (@) o (1) o (B (™), (32)

ve

ile tammlanir. 7}, (R*") ve T; (R?")’nin komplekslestirilmesi strastyla T;(RZ") ve

(T (R*")° = (TS (R*™))" olur.

2 =x% 4+ip®* 2% =7% = x® —iy® (a = 1,...,n) olmak tizere (—p> (—a—a)p

ot

(dz™) 5, (™) p ifadeleri;

0 1 0 ., 0 0 1 o B
P =5{‘;ﬁp "<;ya‘>p}’ Gor~ 5{(-6—;;» +z<;y;>p}
(3.3)
(@) p = (&) p +i(dy™) p, (E*)p = (&™), —i(d™),,

ile tanimlanir. Bu esitlikler diizenlenirse,
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5 0 o 8 P 8
e Y o P e ='{(—— - }
(ax“)p o 7 &“)p v f l az“)‘” &“)”
ve 3.4

@), = @), 1@, } @), = @), - @), |

esitlikleri elde edilir. Boylece; T;(R2”) ve (T;(RZ”))C:(T;(RZ"))*’In bazlari

sirastyla,

n

T (R = Sp{(é)p,(é)p,‘..,(azi)p,(éfn—)p}
(3.5)
(TSR = Sp{ (@) (@) o () (™, ]

dir.

f, C"’nin bir D agik alt kiimesinde tamimlanan kompleks degerli bir fonksiyon

olsun. £nin ® ve'¥ reel ve sanal kisimlari x* ve y* icinde tirevi alinabildiginden f, C'
sinifindandir. Ayrica, D’nin her bir p noktasinda f (p) = ®(p) +i¥(p) nin kismi ve toplam

tiirevleri sirastyla;

P P 5
L U P S TR W
(ax“)pf P e ?

0 0 0
2y, f=(-2),o+i(—Z), ¥ (3.6)
a* P et e

(df)p =d(®), +id(P), (T (R™)’

esitlikleri ile tanimlanir.

Benzer sekilde, (%) pJ ve (ia) »f (3.3)’den sirastyla,
oz oz
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0 1
3.7

(—)pf {(__')pf"'l('a_y‘—)pf}

esitlikleriyle tanimlamr./7/

Tanmm 3.1:(Holomorfik)
f, D iizerinde kompleks degerli bir fonksiyon olmak iizere D’nin her bir p=zy

noktasinda,

o AZ(X. _ o
lim Sz +Az )77 () (Az* = Ax* +iny®) (3.8)
Az® >0 Az

a

her a(=1,...,n) igin limit var ve bu limit Az%* - 0’a yaklagtiginda Aya
Ax

yonine baglh

degilse, f fonksiyonu p noktasinda holomorfik’tir denir.

Teorem3.1:

f holomorfik bir fonksiyon olsun. Bu durumda;

24
o _ 0 oD oY (3.9)

ile verilen Cauchy Riemann denklemleri ve

b) (—af;) =-%[f] (3.10)
0z

Oz

esitligi gergeklenir.
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ispat:
22+ AN - f (2
a) f'(zg)= lim A (3 A (Az* = Ax® +iAy™) ifadesi
Az% >0 Az
FE*)-f(z)
f'(zy)= lim
0 z% >z z% —zg

seklinde yazlabilir. f =0+ | 22 =x*+ip*, 7% =x* -iy* ve f holomorfik

oldupundan z*'nm z% noktasma yaklasma yolu ne olursa olsun
gu 0

FE®-1E) O(x*, y™) +iP(x*,y%) - <I>(x8°,y8‘)+i‘1’(x8‘,y§‘)]

za—zg (xa+y°‘)—(xg+yg)

oraninin aymi limiti vardir.

FEM)-f) TN - Gy | YY) ¥ ()

22 (X +i0® )

2%, x* ve y* eksenlerine paralel olarak zg ’a yaklagtirilarak; elde edilen

o = o +i oF 3.11)
oz ax*  &x®

ve
6]; :l 6(1; + 6‘1; (3.12)
oz I oy oy

denklemlerinden

esitliklerine ulagilir.
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b) (3.8) ve (3.9) yardimiyla,

[_Qf_) _
0z% ),

bulunur. M

Ayrica, (3.9) veya (3.10) D’nin herbir noktasinda saglanirsa, f D’de holomorfiktir. f

holomorfik ise, o zaman f, D’nin herbir noktanmn baz1 komsuluklarinda bir kuvvet serisine

actlabilir. Ayn1 zamanda @ ve ¥; x , y1 ..., X", y" degiskenlerinde analitiktir.
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Teorem 3.2:
fnin z, noktasinda holomorfik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f C! simifindandir ve

0
(g)z0 [f]=0dur.

ispat:
= f holomorfik oldugundan Cauchy-Riemann denklemlerini saglar, dolaysiyla f,
C’ smufindandir. Ayrica,

0 1 0 ., O
(g(—x‘)zo [f]= 5{(&7)% S +’(5y7)z0 f}

1|, o0 oy 0D 3
=5{(5§)Z° 0 )% "(ay_q;)z"}
:—;-{<—""%>zo D D —ﬂam}
=0

dir.

«<: fC" smifindan oldugundan;,

FE -y OE )= 00xgyg) +H| ¥y - (g yg)

% - zg Az®

ifadesinde Ay, hy ,ky,ky ler x* ve y%’nin reel degerli fonksiyonlan olmak iizere ortalama

deger teoreminden,

Dy )~ Oxg yE) =[O (a3 )+ A% @y (x5 39) + e [&y°

Py - Oy =B ) i [+ B (v + e |

yazilirsa,
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AF(2%) o .« Ax® « o N
Aza _[(Dx(xo ,yo )+hl] Aza +[CI)y(x0 ’yO )+kl]Aza
+i[‘P % y*)+h ]£+i[‘1’ %)% )+ k ]-Ala—
x (X5 5y 2 AZ® y\Xgy X 2 Az
elde edilir.

Ayrica, (3.9)dan @y =¥, ,¥), = O, esitlikleri yerlerine yazilir ve diizenlenirse;

Af(za) _ a o Axa o o Aya
_Xz_a-—"'liq)x(xo ’yO )+h1]Zz-;+[_\PX(xO ,yo )+k1]Zz—&—

+1[‘P (=2 ,y0)+h2]——+z[<b (2 ,y0)+k2]2’

o . o . o o o o
=CI>x———————Ax + iy +i\PxAx +ily” +h1Ax + k1 &y +z‘h2Ax +iky Ay
Az* Az Az® Az® Az* Az*
esitligi elde edilir. Boylece;
Ax® Ay*
Az°L=Ax°‘+iAy°°,————s y <l (x Y )—)(x ,yo)lgm

I ,hy ki, ky sifira gittifinden zg noktasinda, f'(z%)=®, +i¥, =—6g+iﬂ— esitligi
ox*

 gergeklendiginden fholomorfiktir. B//8/



IV. BOLUM
KOMPLEKS MANIFOLDLAR
4.1. Kompleks Manifold

Tanmmm 4.1:( Kompleks Manifold)

M 2n-boyutlu topolojik Hausdorff uzaymin bir {U M}“ A agik Ortlisii igin
€

Homeomorfizm

ou:U, >Dy, < C" ve uy, Nuy, # D olmak iizere, ¢y, (43, Nuy) nin her

bir p noktasmnda  fu3 = 0y ( (p{l (p)) fonksiyonlari holomorfik ise, bu durumda AM’ye bir

Kompleks Manifold denir./7/

o 2l RTIEOT . . . o o o .o
{Uu’Zp} ikilisi A nin bir kompleks lokal haritasi olup, "¢, = 2wy =y TV

seklinde tamimli koordinatlarda M i¢in lokal kompleks koordinat sistemi olur.

R” ile C"’nin izomorflugundan, #-boyutlu M kompleks manifoldu, 2n-boyutlu bir

reel analitik manifold olarak da ele alinabilir.

Ayrica, M’nin her bir p noktasinda tanjant ve kotanjant uzayimn bazlar sirasiyla,

T,(M)=Sp (%) [—‘?-1—] (i] [ a] @)
ox p oy » ox P oy »

72 (M) = Sple) (@) (™) o () ) 2)

veE

C"deki gibi 7; (M) ve(d, ; (M) = (7; (M))" ’nin bazlan sirastyla,
o 1), 0, .0 5 1] o 8
G 5{(5;07)” _'(5&")1’}’ —ar= 5{(5);; +f(¥)p} (43)

Ve



35

(dza)p = (dxa)p +i(d)’a)p’(d2—a)p = (dxa)p _i(dya)p (4.4)
ile tammlamr./7/

Teorem 4.1:

Mnin her hangi bir E agik alt kiimesi iizerinde tammh C' smifindan kompleks

degerli f fonksiyonu igin ,{U ,Z“}mE ‘nin herhangi bir p noktasindaki (df) p,(%) »f
oz
0 .
ve (——) f fonksiyonlan arasinda,
62—&
af), = 0 az* 2 az* 4.5
(f)p—(gz‘(;)pf(z )p"'(az_a)pf(z )p (4.5)

bagntist vardir.

Ispat.

f = ®+7¥ olmak lizere; (3.4) kullanilirsa;

(df)p = (d®)p +i(d¥),

0 a o
=(——),P.(dx +
(=) p (™) +(

—a)p(I),(dya' )p
(=2, W), +i(=2) , B,
ax* 2%

0

=<£)pf.<cbc°‘)p+(—a)pf.(aiv“>p
5 5 1 s
=[(62—a>,,f+(§)pf}5[(dz )p +@®), |

|, 0 0 1 o o
+l[(az—a)pf—(—a—_z-;)pf]'g[(dz )p—(dz )p]
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(O#)p ('—)pf(d )p+ ( )pf(dz_ )p+ ( )pf( )
o 0 a
+5(§)pf(d2“ )p+5(g(;-)pf(dz )p—~( )pf(d' )p
1, 0 a a
_E(g)pf(dz )p+5(§)pf(dz_ )p

olur ve buradan da

(df)p ('—)pf(d )p""( )pf(fa)p

esitligine ulagilir. M

Tanim 4.2:( Holomorfik doniigiim)

M ve M' iki kompleks manifold, ¢:M —;(]M) ' siirekli bir dontsim, pe M ve
po>o(p

&(p)’nin bir ¥ komsulugu iizerinde tammlanan f holomorfik bir fonksiyon olsun. Bu

durumda ¢ siirekli doniisiimiiniin 6" dual doniigiimii 1-formlari 1-formlara déniistiirityorsa;

¢ diferensiyellebilir déniisiimiine holomorfik doniigiim denir./7/
4.2. Kompleks Manifoldun Kompleks Yapisi

Tamm 4.3:( 7, (M) nin kompleks yapisi)
M nin bir p noktasindaki bir lokal kompleks haritast {U ,Z “} (a=1,...,n) olsun.

Bu durumda J 7}, (M)—~>T, (M) olmak tizere,

0 0 0 0
Jp(—)p =(—)pJp(—)p = () (4.6
AP P A AP S AP )

ile tanimalanan J, lineer doniisiimii (1.7) esitligini gergekliyorsa, bu doniigime 73, (M)’ nin

bir kompleks yapis1 denir.
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Tanum 4.4:( T; (M)’nin kompleks yapis)
M nin bir p noktasmdaki bir lokal kompleks haritasi {U,Z“} (a=1,...,n) olsun.

JI,:T; (M) > T;(M) olmak iizere,
Jpu+iv)y=J,(u)y+iJ,(v) (Vu,v eT,(M)) @47

ile tanimalanan J, lineer donistimi (1.7) esitlifini gergekliyorsa, bu doniisiime T; (M)’

nin bir kompleks yapisi denir.

Teorem 4.2:

TI}O(M), TI‘,’J(M) < Ty (M) olmak uzere

i) TI’O(M)={—6 eTc(M):Jp(—a ):i(——a )}
14 o P o o
oz oz oz 4.8)

0,1 _) @ . &, . 0O
T, (M)—{BE—OLGT;(M)-JIJ(?)——I(EZ_T)}'

.. c _ 710 0,1
i) 75 (M) =T (M@ T (M) (4.9)

esitlikleri gergeklenir.

ispat:
i) (4.3) ve (4.6)’dan

0 1, 0 1. 0
Jp(gz—&')p =Jp|:'§'(gx—a—)p "51(&');}}
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olur ve ayrica,

0 1.0 1. 0
Jp(g_;;)p =Jp{5(g'x;)p +El(§.?)p:|

1
—EJp(ax o+ (ay )

e
1 0 ., 0
:—I{E[(axa )p _H(aya )pj”

)
= —i(—)
gz

esitligi elde edilir. Boylece;

0 ., 0 0 1%
Jp(—)p =i1(—)p. S p(—)p =—i(—)
PS4 s p>vp P 4 &% 7 (4.10)
oldugundan, (4.8) ispatlanmug olur.
ll)——ET (M), ( ) —( ) +( 6) olmak iizere;
ax V4 y4 az(x, I 4 ’
J 0 =J J
p(g&—) = ( )p+ p(_a_)p
1 6 1 1, 0 1., 0
—E(gy;)p 5 (ax )p+ 2(@}a)p_gl(—a';;)p
0
=
olur ve ayrica,
¢ - 1,0 0,1
boyTp(M)—boyTp. (M)+boyTp (M)
a 0 0 0 0

=n+n=2n

olup, boyT), (M) :boyT; (M) = 2n oldugundan (4.9) gergeklenir. M

|
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Teorem 4.3:

J p’nin tanm, kompleks lokal koordinat sistemlerinin segilisine bagh degildir.

Ispat:
{v,2%} ve {v/,2*'} ikisi ust uste gelen A" nin kompleks lokal koordinatlan
olsun.z% = x* +iy*,z* =x* +iy* olmak iizerep €U ~ U’ niin bir noktast iin

T, (M)’ nin J, lineer endomorfizmi

0 0 0 0
J! ’ :( Y,, J! (—-——,) :—(—————’) 4.11
p(éx“ )p 2 j2 2 P (4.11)

o’ o

ile tammland1§1nda Jp 'y T; (M) nin lineer endomorfizmi , olarak da

0 0 0 1%}
Jp(—)p =i(—)p, Jp(—)p =—i(—) (4.12)
p 8% p 5% p>vp ™ p &> p
seklinde genigletilebilir.

Boylece; (zl,...,z”) ve (zl’ ,...,z”') koordinat  fonksiyonlan arasinda

2% = £ (Z,....2") bagmts: vardir. Buradan da

o I

S ° ), - - )p,( ° ), = (f ),,(—),,

oldugundan (—— 0 D) p e (— 0 ) p sasyla, (— 0 ) ile (i) p nin lineer birlesimidir.
o™ oz & oz

4

0 0 % 0
Sonug  olarak, J,(—), =i(—),,Jp(—), =—i(—) olup,
P 52(1 p 67(1 p*vp ﬁa p a;a p

4 & e

JpileJp aymdir ve T,(M)’de J, nin tamm, kompleks lokal koordinat sistemlerinin

secilisine bagh degildir.;/7/
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Tamm 4.5:(indirgenmis yaklasik kompleks yaps)
Bir M kompleks manifoldunun herhangi bir p noktasindaki 7, (M) tanjant uzay

iizerinde (4.6) ile tamml J, lineer donigimu (1.7)’yi gergekliyorsa, bu déniisiime A nin

bir indirgenmis yaklasik kompleks yapis1 denir.

Lemma 4.1:

T; (M) uzerinde tamml J, lineer endomorfizmi J f} = -1, esithigini saglar.

Ispat:
(4.6) ve (4.10)’ dan

., 0 ., 0
Jp[Jp(g)p]:Jpr(gz—&_)P}
2, O 2, 0
TG )e T G
2, O 0
I (gz—;)p = _(az—a)p (4.13)

ve

o o
Tl Jp(—=)p |=J,| —i(—=
p[ p(az_a)p} p[ ’(&a)p]

2, O 2, 0
22y, =22

Pl gt

2 0 0

J2 2y, =9 414
Pragga’t  Cgelh 19

. 0 0 .. e .
elde edilir. V(—az—a) » ’(E) p € T; (M)igin, (4.13) ve(4.14) esitlikleri saglandigindan,

2
Jr=-1,

olur.M
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4.3. T; (M)’nin Kompleks Yapisinin Matris Gosterimi:

J,’nin tammmndan Jp(a—j;)p 0 ——|,. P(aa)p=—i-6—§;-l » oldugundan
Jp(a—jl—lp)zzafll +0-2L 2|p+ +O—ll’+oé,1’+"+oaz—a-n!p
Jp(&%lp)_ogz%lﬂwaznllp ...... ;;i;;;%jpﬁﬁogﬂp
J,,(g;b) 05%.|,,+ 021, i§|p+o£2_|p+...+o ;nyp
Jp(%a_n_lp) ‘ Oil_‘p +msj7’p . + Oélp + wgf—ml . él p

olup, bu egitliklerden J, lineer dontgimiiniin matris formu;

[J]_il,, o1 [i, o] |Bs O
Pi7l o —i,| |0 -i,| | o _ig®

B

seklinde ifade edilebilir./7/

Teorem 4.4:
M ve M’ kompleks manifoldlan Gzerindeki indirgenmis yaklagik kompleks yapilar
srastyla J veJ', ®+i¥=0:M > M’ bir diferensiyellenebilir fonksiyon olsun.

¢' nin holomorfik olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢, oJ = J' o, dir.

ispat:
=: f holomorfik olsun. Bu durumda; {U,z“} z* =x*+%) e

{W,w’”} (w" =u* +iv?‘)( <o,A<n) srasiyla, peMved(p)eM ' nin lokal

kompleks haritalar olmak iizere;



42
oM—->M
Ou(p) Tp (M) = Ty p) (M)

0% 5y To(p) (M) > Ty (M)

oldugundan,
* 1 A Aol
NCAEL CRTRE O MO EL S CISTRNE R

P oo™ d Fox 2
(d)*)p(y)p:(ax )p(aux)p'{"

o

o . o0 )
62 D= DG+

dir. Buradan W= @* + ¢ fonksiyonlari (3.9) yardimiyla,

3 d ol 8 oyt
Dl (=), [2(00) (=), = (—
(0 ),,[ » a),,] 02) (=)

o

% , ) oo™

, 0
=~( o )P'_J¢(P)(avx )p +( o )pJé(p) (—x p

aqf’” 3 oo™
)p+(6x )pJ<l>(p)( )

ort B N
—J¢(p)|i(8x )p~(y)p+(g&—)p(y)p

, 5
=J¢(p)o(¢*)p(§)p (4.15)

bulunur ve ayrica,

)p(y)p"'(_éyj:)p(y)p

)
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9 ovh. o
(¢*)p|r~]p(aya):| (d)*)p(’""_)p_(_ )p( x)p (—_'—) (gvT)p

P ? oo™
=—( )p-—J4 ( ) +(—=) p - Jé(p) (— )
ay(x, d(p) p ay p-Jo(p) 6u

A A
o .0 o0 8
= 'J¢(p)(avx )p+(aya )P'J¢(P)(aux)l’

vt d oot b
—Jq)(p)l:(ay )p-(avx)p"'(aya )p(aux)p

, 0
=J(py-(9x)p (gyZ)p (4.16)

elde edilir. V~a—a,—% el (M) igin, (4.15) ve (4.16) denklemleri gergeklendiginden,
oy

Ox
) p-Tp = T p)y-(0x)
olur.
< Asikardir. &
4.4. Kompleks Vektor Alani

Tamm 4.6:( Kompleks Vektor Alani)
M bir diferensiyellenebilir manifold olmak tizere y(A/)’nin komplekslestirilmesi

%(M)’ nin bir elemanina M iizerinde bir kompleks vektor alam denir.

M iizerinde tammli C®siufindan tim kompleks degerli fonksiyonlarm kiimesi
(3(M))€ olup, I° (M) nin komplekslestirilmesidir.

M iizerinde tammb alterne r lineer bir w fonksiyonu, (3™ (M))° tizerinde kompleks

degerli diferensiyellenebilir  formdur.
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M n-boyutlu bir kompleks manifold olmak iizere, M’nin bir £ agik altkiimesi

iizerinde tanimli X kompleks vektor alani, {U ,z% } N E tizerinde;

X:uai+u;—a_—

oz oz*

lokal koordinat bilesenlerine sahiptir. Kisaca X = (™ ,u4*) seklinde gosterilir .

Yu® | u® = (Z=)u® (za = ;)

ifadeleri  yazlabileceginden  (2*,0),(0,u%) ve (u*,u*), U~E fiizerinde vektor

alanlandirlar.

Tanim 4.7:(Self adjoint vektor alam)
Bir kompleks vektor alami ile adjointi(eslenigi) cakigirsa bu vektor alamna self

adjoint vektor alani denir.

Eger M kompleks manifoldunu bir 2n-boyutlu reel manifold olarak ele alirsak; o
zaman X kompleks vektor alamnm x*,y% reel lokal koordinatlarda aldigi degerler

hesaplanir ve indis ayarlamasi (o, < &,E) yapilirsa,

—ai.t-uﬁnt—a—xiuﬁ:lax—muB—liixiul3 +=E Py
_1 a_l o, «
—:-u +Eu _E(H +u)

esithgi elde edilir. Ayrica;
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o [0 A o o o - [o AR—
% uP +0y uP =l—@-——-u[3 —-1—1'6y—u[3 +lay—_uB +li(‘}y—._uﬁ
6zB a—z-ﬁ 2 axB 2 QVB 2 axﬁ 2 6yB

o l.og 1.g 1. ¢ ay_ 1 .« o
———2—m +-2—lu ——Ez(u -u )~;2—;(u -u)

elde edilir.

Sonug olarak; ¢gikan fonksiyonlar reel degerli fonksiyonlar olur. Dolayistyla; bunu
saglayan X kompleks vektor alanmin 1. ve 2. bilesenlerinin koordinat fonksiyonlar, biri

digerinin eglenigi olup, bu tip kompleks vektor alanlar self adjoint vektor alanlaridir./6,7/



V. BOLUM
HERMIT MANIFOLDLARI
5.1. Metrik Tensor

Tamm 5.1:(Metrik tensor)
M bir kompleks manifold olsun.V pi¢in g,: 7, (M) x T, (M) — C seklinde tamimli

gp fonksiyonlan bilineer, simetrik ve pozitif tamimh iseler g fonksiyonuna M tizerinde bir

metrik tensor denir.

Bir M kompleks manifoldu tizerinde g metrik tensorii (0,2) tipinde kovaryant bir

tensor alam olup, M nin {U , z“} lokal koordinat komsuluguna gore,

g = opds® ®deP + grpds® @ 2P + 8,5%" ®d:P® + gaﬁdza ®d:P
seklinde ifade edilir.

Ayrica, Tpc (M)’nin her u +iv ve u’ +iv' elemanlan igin g, doniigimd,
gp (u +ivau’ +iV’) = gp (u,u') - gp (V,V) +l[gp (uav') + gp (u’,V)] (51)

le tanmimlandiginda T;(M ) uizerinde simetrik bilineer form olur. g, simetrik oldugundan

8ap = o -8ap = 8P -Luf = &Ba olur. g’nin {U ,za}’a gore bilesenleri,

tap =82, gm-g(—%)

R v (5.2)
o o R

gaﬁzg(aza’azﬁ) ) gaﬁ_g(aza>azﬁ)
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ile verildiginden g’nin matris formu,

Le] [gfiﬁ ga'ﬁ}

bigimde verilir.

Ayrica, E;E = &5 ,EE = 8ap oldugundan g, M lizerinde reel deZerli bir tensor

alanu (self adjoint tensor alani) dir./7/

Tamm 5.2:(Hermit metrigi)
M kompleks manifoldu tizerinde tanimh g metrik tensorii,

g(Ju,v)=g(u,v) ; Vu,v €I, (M) (5.3)

sartin1 saglarsa g’ye M iizerinde bir Hermit metrigi denir. /7/

Lemma 5.1:

g Hermit metriginin bilegenleri M kompleks manifoldunun {U ,z“} lokal koordinat

komsuluguna gore,
8ap = 8gp~0 (5.4)

sartin1 saglar.
Ispat:

o o6 el, (RZ") ortonormal baz vektérler olmak iizere,

gxg,éyﬁ
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0 0 0 o . 0
g( o’ B):g( a+ ’l( B— _))
oy oz oz”  aP
0 0 . 0
_g(_;x'-al B) g(—&:a—l_—
74 oz oz azﬁ
0 0 o . O
+g( =,1 B)+ ( =, —)
&> oz 0% &P
0
=-ig(-2 0y +ig -2, L
oz 52
—ig( )+ ( )
a* & oP
:-lg(— 6z_) g(—a—z— —)
6z , (5.5)
—ig( )+l ( =)
& Py & &P
bulunur ve ayrnica,
0 O y_o, 9 0
g(-]gx;ﬂ]*—ﬁ)- " 6xB
. 0 0 0 0
:g(l (X,_l =5 B_ )
oz &% o aP
0 . 0 0
:g(l P B)+g(1 (X,_ —)
bz &* &P
+g(—1~—_,—i)+ (—ii_,—i_
&® &P &* &P
0 0 0
=—-ig(—,—=) 1 T ="
g(— azﬁ) g(az“ 7 .
., 0 0 .0 0 (5.6)
+lg(——_,—B)+lg(__ _)
or* Oz x* &P

elde edilir. (5.3)’den dolay, (5.5) ve (5.6)’nin sol tarafindaki ifadeler egitlenirse,

0 0 0 0

— 5 - =

x* 5% &P 5P

olur ve buradan da,



49

0 __9

oz x*
olup,

Zup = &5

dir. Sonug olarak,

00
g(XB_g ax(x:a.yB

= g(i , 0)
ox

(02
=0
dir. M
5.2. Hermit Manifoldlar:
Tanim 5.3:(Hermit manifold)
Bir M kompleks manifoldu tizerinde bir g Hermit metrigi tanimlanabiliyorsa, (A, g)

ikilisine bir Hermit manifoldu denir. Genellikle A ile gosterilir.

M bir H manifoldu ise, bu durumda V X, Y e x (M) igin,
[Vx.J]JY -[Vx,J]JY=0 veya [Vix.J]=J[Vx,J]
esitliklert daima gergeklenir./1,3/

Tanim 5.4:(Kaehler Form(ikinci temel form))
Bir M Hermit manifoldunda Vu,v € T, (M) i¢in,

D, (u,v)=gpu,Jv)

esitligi ile verilen @' ye M 'nin Kaehler Formu( ikinci temel formu) denir.
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5.2.1. Kaehler Formun Ters Simetrikligi Ve Matris Gosterimi

® ,, Kaehler formu ise, Vu,v € T), (M) tanjant vektorleri igin,

@, (u,v)=gp(u,Jv)

= g, (Ju,J*(v))
= gp (Ju,~v)
=-gp(v,Ju)
=@, (v,u)

elde edilir. Buradan da @, (»,v) nin ters simetrik oldugu goralir.
Jnin {U ,z“}’a gore bilegenleri Fl.h olsun. Fj; = Fj].’ gp; oldugunu kabul edelim.

Bu durumda, F;’Fih = —611.1, F;.J.F h =—8in Ve Fij Fp = gip’dan yararlanilirsa, (5.3)°de

verilen g’nin bilegenleri igin FJlFlh gm = F;.hF ih = & olur. Béyleée,
h hpj h
Fji=F gn=F; F]Fy;=-8,F; =-F; (5.7)
elde edilir.

Eger, T;(M)'yi C" gibi ele alirsak , 0 zamanJ ,, {U,z“} ’a gore

0 —iag

matris g6sterimine sahip olup, (5.4)’tn de kullanilmasiyla,

o 1okl 1B O ([0 sg] [ O s
[(I)]_[F]l]—[FJ ][ghi]— 0 —lsg [gaﬁ 0 - -lgaﬁ 0 (58)

elde edilir. (5.7) ifadesine gére @ Kaehler formu,
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® =-Fde) nds'
= 0dz* AdzP —igaﬁdza ~dzP +igaEdz°° /\dzE +0dz”* /\afzE
= —iggpde™ ndeP - igﬁadzﬁ ndz®
= —iga-ﬁdza N —-z'go—Ldea ~dzP
= —Zig—&dea AdzP

= —2igBadzl3 /\dza (5.9
seklinde ifade edilir.(ae <> B,1< o, <n)

Tanim 5.5:(Yaklasik kompleks yapi)
M 2n-boyutlu bir reel manifold ve A nin herhangi bir p noktasindaki 7, » (M) tanjant

uzaymnda tanimlt bir kompleks yap1 J, olsun. O zaman {U,xi} (1<i,h,k <2n) lokal

koordinatlara ve (—ii) p dogal gatisina gore;
ox

0 0
Ip(=7)p = Ff Qlew (5.10)

seklinde tanimlanan J, lineer endomorfizmi, C * simifindan ve (1.7) bagintis: gergeklerse,

Jp'ye C * yaklasik kompleks yap: veya yaklagik kompleks yap: denir.

Tanmm 5.6:( Yaklasik kompleks manifold )
Bir M manifoldu izerinde J, yaklagtk kompleks yapisi varsa, bu manifolda yaklasik

kompleks manifold denir.

Tanmm35.7:(N—Nijenhuis tensorii)
M bir yaklagik kompleks manifold, X,Y,X',Y’' ey (M) vektér alanlan ve f M

tizerinde kompleks degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda;
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i) N(X,7)=-N,X)

i) N(X,Y)=N(X,fY)= fN(X,T)
i) N(X+X".¥)= N(X,T)+ N(X",Y), N(X,Y +Y") = N(X,¥)+ N(X,Y")

ozelliklerini saglayan ve

N(x, ¥y =2{[Jx,0¥]-[ X, Y]~ J[ X, 7] - J[JX,¥]}

(5.11)
= [X,Y]+ J[JX,Y]+J[X,JY]—[JX,JY]
esitligi ile tammlanan N’ye J'nin Nijenhuis tensorii denir./3,7/
Tanim 5.8:(Yaklagik Hermit Metrigi)
M bir yaklagik Hermit manifoldu olsun. Bu durumda,
gJUX,J)=g(X,¥) ; VXY ex(M) (5.12)

ile tamimlanan g metrigine, M i¢in bir yaklagik Hermit metrigi denir. /7/

Tanmim 5.9:( yaklasik Kaehler formu)
Bir M yaklagik Hermit manifoldu tizerinde tammbh herhangi bir g Hermit i¢ garpimu

ile bir ters simetrik bilineer form arasinda,
O(X,Y)=g(X,JT) (5.13)

seklinde bir bagmnti varsa, bu durumda ®’ye M icin bir yaklapk Kaehler formu
denir. /7/

Teorem 5.1:

Bir M yaklagik Hermit manifoldu tzerinde V y kovaryant tiirevi, @ ikinci temel

formu ve N Nijenhuis tensori verilsin. O zaman,

4g((V x )Y, Z) = 6d®(X,JY,Z) - 6dD(X,Y,Z)+g(N(Y,Z),JX)  (5.14)

esitligi gergeklenir.
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Ispat:
4g((VxN)Y,Z)=4g(Vx (JY),Z)+4g(V xY,JZ) olmak iizere;

Xg(JY,Z)+JYg (X,Z)—Zg(X,JT)
4g(V Z)=2
§(Vx (D), 2) { +g([X,JY],Z)+g([Z,X],JY)+g(X,[Z,JY])}
= 2 Xg (¥, JZ) +2JYD(JZ, X) - 2ZD(X,Y)
+20(J[ X, JY],Z)+29(Z, X, Y)+2®(J[Z,JY], X)

| Xe (Y, JZ)+Yg (X,JZ)- JZg(X.Y)
18(VxT. JZ) = 2{ +g(X.¥),J2)+g([JZ, X),¥) + (X[ IZ, Y])}
=2Xg (V,JZ) +2Y D( X, Z) - 2JZB(JX, )
+20(X,Y],Z2)+20(J[JZ,X],Y)+2®(J[JZ,Y], X)

esitlikleri elde edilir. Diger taraftan,
[ XY, IZ) + Y D(IZ, X) + JZD( X, JY)
SAD(X, ¥, J2) = 2{ - ®([ X,JY],JZ) - ©([JZ, X ],JY) - ([ JZ,JY], X)}
=2XO(Y,Z)+2JYD(JZ, X) +2JZ®( X, JY)
-20([X,JY),JZ) - ©2([JZ, X ],JY) - 20([JZ, Y], X)
dD( X T Z) = 2 XOY,Z)+Y®(Z,X)+ZP(X,Y)
~ede(X.Y,Z) = " ~o((X,7],2)-0(2,X].7)-®(Y.Z], X)
=-2XO(Y,Z)-2YD(Z,X)-2ZD(X,Y)
+20([X,Y],2)+20(Z,X],7)+20(Y,Z],X)

g(N(¥,Z),JX)=20(JY,JZ], X)-2®([Y,Z], X) - 2@(J[Y,JZ], X)
-20(J[JY,Z], X)

olup, her bir ifade uygun sekilde diizenlendiginde, (5.14)’e ulagilir. IJ
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5.2.2. Hermit ve Yaklasik Hermit Manifoldlar I¢cin Egrilikler

Lemma 35.2:
Bir M yaklagik Hermit manifoldu tizerinde bir Lie cebiri ve J'nin N Nigenhuis
tensorii verilsin. M nin bir kompleks manifoldu olmasi igin gerek ve yeter kosul

NXD=0 ;  VXYex(M) (5.15)
dir.
ispat:
=>: M bir kompleks manifoldu olsun Bu durumda; [Vyx,J]¥ =J[Vx,J]Y olup,
(5.11) denkleminden
N(X,Y):[X,Y]+J[JX,Y]+J[X,JY]—[JX,JY]
=VxY—VyX+NJXy_NyJX
+ IVxJY =NV gy X =VixJV +V jyJX
=-J(N)Y+J(WNVNp) X +(WNVx)Y -J(VyJ)X
+J(Vx NY = (JV jy) X —(Vix DY +(V jy )X
=J(VxJ-INx)Y-J(VyJ-JIVy)X
—(VixJ-INx)Y +(ViyJ - JIVyy) X
= J[Vx,JJY - J[Vy,J]X - [Vix,J]V +[Viy.J] X
= J[Vx,JJY = J[Vy,J]X - J[Vx,J]Y +J[Vy,J]X
=0
elde edilir.

«<:asikardir.

Bundan sonraki iglemlerde, [Vy,J]=VxJ-JVy notasyonunu kullanmak

kolaylik saglayacaktir. V y ve Ryy sirasiyla A nin kovaryant tiirevi ve egrlik operatori
olmak iizere, Hermit ve Yari(Quasi) Kaehler manifoldlan igin bir egrilik 6zdesligi asagidaki

lemma ile verilmigtir.
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Lemma 5.3:
M bir kompleks manifoldu, € = £1 olmak iizere,

[Vix.J]=eJ[Vx.J] ; VX ex(M) (5.16)

ozelligini saglaniyorsa, o zaman VX ,Y € ¢ (M) igin,

[VN(X,Y)aJ]z[RXY ~Ryxsy»J]+eJ[Ryxy + Ryyy . J] (5.17)

dir.

ispat:
Ryy egrilik operatorili, VX,Y € (M) vektor alanlan igin;

Ryy =Vixy]-[Vx.Vy] (5.18)
esitligi ile tanimlanir. (5.15) ve (5.18)’i kullanarak,

N BE UL [V[X,Y]+aI[JX,Y]+aI[X,JY]—[JX,JY] J ]
=V [ Vo | Vi [V ]
[Rxy +[Vx.Vy].J]+eJ[Ryy +[Vx.Vy ] /]
+&J[ Ryjy +[Vx. VoL J]-[Ror +[Vx,Vr]J]

=[Rxr . J]+[[Vx . Vy ) I]+ e/ Rixy I ]+ &I[[V 1x, Yy ], ]

+el[Ryyy J]+e[[V . Vr L] - [Rogry T ]=[[Vax . Vr ), 7]
=[Rxy - Ryxyy . J)+&J[Rxy + Rxyy,J ]

+[[VX,VY]—[VJX,VJY],J]+a1[[VJX,Vy]+[VX,VJY],J]

I

[VN(X,Y)aJ]_[RXY —RJXJy,J]—&][Rm +RX”,J]Z[[VX,Vy]*[VJX,VJy],J]
+eJ[[Vix. Ve ]+[Vx,Vr]J] (5.19)

elde edilir.
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(5.19) denkleminin sa§ tarafindaki terimlerin her birinde jakobi 6zdegligi ve sonra
(5.16) esitligi kullanildiginda,

[Vx.Vy]-[Vox.Vorl, J+eJ[[Vix,Vy]+[Vx.V iy ].J]
=[[Vx.Vr L= [[Vox . Vor L]+ ][V Vi LI+ e[V x , Vr L]
:—[[Vy,J],VX] ~[[7.Vx 1 Vy] +[[Vor. I Vx| +[[V.Vx ] Vor]
~eJ[[Vy. T V] -V x LV |- e[Vor. Il Vi |- e[V X LV oy ]
= (V7.7 x] +[[V I}Vy] 197} V] -el][Vir. T} V]
~eJ[[Vy,JLVax] ~[[Vx. 7L Vr |+ [[Vr. Il V] +ed[[/. Vx|V oy ]

olur. Boylece,
[Vx,Vy]-[Vax.Vor L/ ]+e/[[Vx, Vy ]+ [Vx . Vr /] =0

olup, (5.17) gergeklenir. M

Lemma 5.3’iin bir kag sonucundan Hermit manifoldlar: i¢in de bir egrilik 6zdesligi
elde edilebilir. Bu dzdeslik asagidaki teoremle (5.15)’e benzer sekilde verilir.

TeoremsS.2:
M bir Hermit manifodu olmak tizere, VX,Y € (M) i¢in,

[RXY,J]+J[RJXy,J]-i-J[Rij,J]—[RJXJy,J]:O (5.20)
esitligi gergeklenir.

Ispat:

Lemma 5.3’de e=1 alinarak,
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[Ryy.J]= :V[X,Y] "[VX’VY]’J] = {V[X,Y]’J]"[[VXavY]’J]

- :V[X,Y],J]-F[[VY,J],VX]+[[J’VX]’VY]

=[V1x x| +[[Vr oLV )= [[Vx 71 Vy ]

TRy I1=J|Viv] ~[9 2. V¥ b9 = I Viwpp 7 |- Vo Ve 1]
- J:V[JX,Y],J]+J[[Vy,J],VJX]+J[[J,V.;X],Vy]

= [V ]I |+ IV LV x|+ [V I] 9 ]

J[Rxry . J]= JTV[X,JY] _[VX»VJY]’J} = J[V[X,JY]’J]"J[[VvaJYLJ]
= IV 1)o7 |+ IV, T LV x ]+ IV x LV oy

= IV, |- 19093V =]V 51V ]

"[R.D(JY>J]:"-V[JXJY] [¥ox. Vo] J] {V[JX,JY]vJ]"’[[VJX:VJY]aJ]
:":V[JX,JY]’J] [Vor. ] Vx |-V Vax . Vor ]

= ——iV[J)(,Jy],J]_J[[VYa']],VJX]+J[[VX’J]’VJY]

[Rxy »J]+J[Ruxy -1+ [ Rygy ]~ [Roxgy I ]
V7] # (197 1V - [[V .19
R AP\ PR

[V 7] [7 19 x ][V, TV ]

[V[ ]J] J[Vy IV x|+ I[[Vx IV o]
[Rxy . J]+ J[Ruxy J)+ IRy I )~ [Rpgoy - T 1= Vv x 1y |

elde edilir.
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“MeH < N(X,Y)=0" 6nermesinden,
[Ray oI 1+ IRy 1+ TRy o[ Ry o J] =0
olur. M

VX,Y,Z,W ex(M) i¢in Ryyy; =(RpyxY,Z) seklinde ifade edilebildiginden

M nin kesitsel egriligi

K = R WP 1P - (. ) (521

esitligi ile verilir. Asagidaki sonug Teorem 5.2’ den gikarthr./3/

Sonug 5.1:
Me H olsun.O zaman VW, X ,Y,Z €y (M) vektor alanlan igin ;

a) Ryxyz +Rwuxvsz — Rowaxvz — Rowxoyz

~Rywxysz — Rwixyz — Rwixvsz — Rwxyvsz =0 (5.22)
b) [W|=|X|=1 ve (W, X)=0 icin,
Kyx +Kwix — Kwix — Kowx = 2Ruxowix +2Rwixowx (5.23)
esitlikleri vardir.

Ispat:

a) Hermit manifoldu ve J kompleks yapisinin 6zelliklerinden

Ryxyz =(RwxY.Z)=(JRyx ¥,JZ)=(Ryx JY,JZ) = Ryxyysz

olup,
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Rywixyz = Rowixiviz Ryxvz = —Rwixviz
Rywxyyz =—Rowxviz Ruxrvrz = Rwxyz

ifadelerini kullanarak,

Ryxyz +Rmwixsviz — Rowixyz — Rowxoyz
~Rywxyiz — Rwixsyz — Rwixysz — Rwxoviz
= Ryxyz +Rmwxsviz — Rmwxorsz +Rowxviz — Rowxviz
+Ryyxysz — Rwixviz —Rwxyz =0

elde edilir.

b) Hermit manifoldlarin kesitsel egriliginden faydalanarak;

Kix = Ry (WP LA (9.2} = By
Kywix = Rywnomwix {”JW"z"JX |? - (o, sx)? } = R ywxowix
Kwix = Rynowsx {"W“z |z - (w, ax) }_1 = Ry rxwix

K = R PP~ (9, X0 ] = R

Ky +Kywax — Kwix — Kgwx

= Ryoewx + Rowoxowax — Rwxwix — Rowxowx

elde edilir. Ayrica,

Ryxwxy = Rwxowix Ryxwix = —Rwixwx
= Rywixwx , Rywowx = —Rwxwix
= Rywixiwix = —-Ryowx

ifadelerini kullanarak,
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Kwx +Kmwix — Kwix — Kowx =2Rwxywyx +2Ryowx
elde edilir. M

Sonug 5.2:
M e H olmak tzere, VW XY ,Z e y(M) i¢in,

Rwxyz = Rywixrviz
Ryxyz — Rwxyviz = Rywxyvz + Rowxvyz
ifadeleri denktirler.

ispat:

Hermit manifoldu ve J kompleks yapisinin 6zelliklerinden

Ryxwx = Rwxywix
= R wxewx
= Rywixowix

elde edilir. Sonug 5.1°deki (5.22) denkleminde,

Rywixvz = Rowixiviz
Ryixrrz = —Rwixviz

ifadelerini yerlerine yazildiginda,

Ruwxyz + Rz — Rowixrz — Rowxoyz
- Rywxvsz — Rwixyvz — Rwixviz — Rwxuvyz
= Ryxyvz +Rmwxovrz — Rowoxorsz — Rowxoyz

(5.24)

(5.25)

- Rywxyyz +Rwixvsz — Rwaxvsz — Rwxoysz =0

olur. Boylece;
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Ryxyz —Rwxyviz = Rowxyvz +Rwxyiz

elde edilir. &1/3,7/

Teorem 35.3:
M € H ve sabit holomorfik kesitsel egrilik p olmak tzere VIV, X e (M) igin,

Ryxewx + Rowarxowax — Rwxwix — Romowax

=ou{-(m, x)? + (ow, x )} (3.26)

esitligi saglanir/3/.

Ispat:
Egrilik tensoril ile kesitsel egrilik arasindaki

ROLU, X0 =5 (4, x)(0.0)~ (X0 (2,0)

+§x(X,U, X,U) +§1—X(X,JU, X,JU)

bagmntisindan/1/ ve ayrica,

AMX,U, X, U)=R(X,U,X,U)-R(X,U,JX,JU) =0
AMX,JU, X,JU) = R(X,JU, X,JU) + R(X,JU,JX,U) =0

oldugundan,
R(X,U,X,U)= %{(X, X\U,U) - (X, U\ (x,0)* }

dir. Bu egithige gore de



Ryxwy = %{(W,W)(X, X)-(w,x)* +3(Jx, W)z}

Rymrcowne = %{(JW, JWNJX, XY~ (JW,JX)? + 3<J2 (X),JW>2 }

2
I S— :—%{(W,W)(JX,JX)—(W,JX)Z+3<J2(X),W> }
_ H{ 2 2}
~Rpwxwx == (W, IWYN X, X)~(JW,X)" +3(JX, W)
Ruxwx + Rywxowix — Rwoowix — Rowxowx

WP | - (. %)% +3(0w, XY +
WP X - () + 3w, ) +

i
sE

PP +(ow, x)? ~3(w, x)” +

PRI  (mx)? s(w x|
B sgmay]

~ou- w0+ (]

elde edilir. M



VL. BOLUM
KAEHLER MANIFOLDLARI
6.1. Kaehler metrigi ve Yaklasik Kaehler manifoldu

Tamim 6.1:( Kaehler metrigi)
Bir M yaklasik kompleks manifold tizerindeki Kaehler form kapali, yani d® = 0 ise;
bu durumda M iizerindeki Hermit metrigine Kaehler metrigi denir./9/

Tamm 6.2:(Kaehler manifoldu)
Bir kompleks manifold tizerinde bir Kaehler metrigi tanimlanabiliyorsa bu kompleks
manifolda Kaehler manifoldu denir./9/

Tanim 6.3:(Yaklasik Kaehler manifold)
Bir yaklagik kompleks manifold tizerinde bir Kaehler metrigi tanimlanabiliyorsa bu
yaklagik kompleks manifolda yaklasik Kaehler manifoldu denir.

Bir M kompleks manifoldu tizerindeki bir indirgenmis ortonormal ¢ati alam
E; ,JE; } olmak iizere, V X ,Y € x (M) vektor alanlan i¢in agagidaki;
i 1

Kaehler veya K-manifoldlari: [Vx.J]Y =
Yakin(Nearly) Kaehler veya NK-manifoldlari: [V x.J ]X =

Yaklagik(Almost) Kaehler veya AK-manifoldlart: d® =0;
Vi, JJY+[V x,J]JY =

. : [
Yani(Quasi) Kaehler veya OK-manifoldlan:
{ [V, J]=-J[Vx ]

n
Semi Kachler veya SK-manifollan: S UVE (DE +V 5 (J)JE } =
i=1

siniflamast yapilir./1,3/
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Teorem 6.1:
M Kaehler manifoldu tizerindeki g Kaehler metrigi ile tanimlanan M’ nin Riemann

konneksiyonu I" olsun. I"’min R egrilik tensori,

a) R(X,Y,ZW)=-R(Y,X,ZW)=-R(X,Y,W,Z) 6.1)

b) R(X,Y,ZW)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X, Y W)=0 (6.2)

¢) R(X,Y,ZW)=R(Z,W,X,Y) (6.3)

d) R(JX,JY,ZW)=R(X,Y,JZ,JW)=R(X,Y,Z,W) (6.9
esitliklerini saglar./7/

Ispat:

a) VX,Y,Z,W ey (M) vektor alanlan i¢in R(X,Y)+R(Y,X)=0 denklemine
Z,W uygulanirsa;

R(X,Y)(Z,W)+R(Y,X)(Z,W)=0
(VxVrg-VyVxg-V|x y]8)(Z7)
+(VyVxg-VxVyg—Viy x18)(Z,W)=0
~g(R(X,Y)Z,W)-g(R(X,Y)W,Z) "
—g(R(Y,X)Z,W)-g(R(Y, X)W,Z)=0

-g(R(X,Y)Z, W)~ g(R(X,Y)W,Z)
-g(RY,X)Z,W)+g(R(X,Y)W,Z)=0
-g(R(X,N)Z,W)-g(R(Y,X)Z,W)=0
—g(R(X,Y)Z, W) =g(R(Y,X)Z, W)
~R(X,Y,ZW)=R(Y,X,Z,W)

R(X,Y,Z,W)=-R(Y,X,Z,W) (6.5)

elde edilir. Ayrica,

(VxVyg-VyVx8-Vix y)8)=0
(VxVrg-VyVxg-Vix y)gNZ,#)=0

—g(R(X,V)Z,W)-g(R(X,))W,Z)=0
“R(X.Y,Z,W)-R(X,Y,W,Z)=0

R(X.Y,Z,W)=-R(X,Y,W,Z) (6.6)
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esitligi de gergeklenir. Boylece; (6.5) ve (6.6) esitliklerinden
RXY,ZW)=-R(Y,X,ZW)=-R(X,Y,W,Z)
esitliklerine ulagilir.
b) R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W) esitlifinden yararlanarak,

R(X,Y,ZW)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y,W)
=g(R(X,NZW)+g(R(Y,Z)X W)+ g(R(Z,X)Y W)
=(VxVyg(Z2)-VyV xg(Z) -V x y18(2) (W)

+(VyVz8(X)=VzVyg(X)-Viy 718(X)(F)
+(VzVx8(X)-VxVz8(X)-V[z x18¥NHF)

=—g(R(X.NNZW)-g(R(X,.Y)W,Z)-g(R(Y,Z)X W)

~g(RY,Z2YW,X)—-g(R(Z,X)Y W) —g(R(Z,X)W.T)
= —R(X.Y,Z,W)-R(X,Y,W,Z)~ R(Y,Z,X,W)

—R(Y.Z,W,X)~R(Z,X,Y,W)~ R(Z,X,W,¥)
= —R(X.,Y,ZW)+R(X,Y,Z,W)~R(Y,Z, X, W)

+R(Y,Z, X, W) - R(Z,X,Y, W)+ R(Z, X,Y,W)

olup buradan da;
'R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y,W)=O

denklemi elde edilir.
) R(X,Y,ZW)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y,W) =0 esitliginden faydalanarak,

R(X.Y,Z,W)=-R(¥Y,Z,X,W)~R(Z,X,Y,W)
-~ R(Y,Z,W,X)+R(Z,X,W,Y)
——R(Z,W.¥Y,X)-RW.,Y,Z,X)- R(X,W,Z.Y)— R(W,Z,X,Y)
—R(ZW,X,Y)+RW.,Y,X,Z)- R(X,W.,Y,Z)+ R(Z,W, X,Y)
= 2R(Z,W,X,Y)-R(X.,Y,Z,W)
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denkleminden,

R(X,Y,ZW)=R(Z,W,X,Y)

elde edilir.

d) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,T)
= g(R(Z, W) X,Y)
=g(JR(Z,W)X,JY)
= g(R(Z,W)JX,JT)
= R(Z,W,JX,JY)
= R(JX,JY,Z,W)

esitligi elde edilebilir. Aynica,

R(X,Y,Z,W)=g(R(X,V)Z,W)
=g(JR(X,Y)Z,JW)
= g(R(X,Y)JZ,JW)
= R(X,Y,JZ,JW)

6.7)

(6.8)

olup, (6.7) ve (6.8) esitlikleri VX,Y,Z W ex (M) vektor alanlan igin gergeklendiginden,

R(JX,JY,Z,W)=R(X,Y,JZ,JW)=R(X,Y,Z,W)

olur.M

6.2. Yari(Quasi) Kaehler Manifoldlar

Lemma 5.3°den yararlanarak, Yan Kaehler manifoldlar i¢in asagidaki teorem ispat

edilmistir.
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Teorem 6.2:
M bir Yan Kaehler manifoldu olmak tizere; V XY € (M )igin

[Rxy —Ruxyy-J]-J[Rxy + Ryyy /] = 2J[V[VX,J]Y’J]’ZJ[V[Vy,J]X:J] (6.9)
esitligi saglanir.

Ispat:
Bir M Yari(Quasi) Kaehler manifoldunun [V jx,J]|=-J[Vx,J] 6zelliginden

yararlanilirsa; V X, Y € (M) i¢in

N(X,7)=[X,Y]+J[JX, Y]+ J[X,J¥]-[JX,J7]
=V Y -VyX+JV Y~ NyJX + Ny JY = N jy X =V JY+V jy JX
=~ J(IV Y +J(Np) X +(NV )Y = J(Vy DX + IV x )Y = (N ) X
— (VDY +(V X
=J(VyJ=IN )Y =J(VyJ = INp)X — (Vg = N )Y +(Vypd — IV jp) X
= J[Vy, = JI[Vy,J]X ~[V s, J]Y +[Vy,J] X
= J[Vy,JJ¥ = J[Vy,J] X+ J[Vy, J]Y - J[Vy,J]X
=2J{[Vx,J)7 - [Vy,J]X} (6.10)

esitligi elde edilir.

Lemma5.3’den, [RXY—-RJXJy,J]+8J[Rm+RX‘]y,J]=[VN(X,y),J] olup
g = —1 aliursa;

[Rxy = Ruxyy,J]-J[Ruxy + Rxyy . J | = [VN(X,Y)>J]
olur. Bu egitlikle; (6.10) esitligi birlikte gozoniine alinirsa,

[Ryy - Ruxsy . J]-J[Rixy + Ry J]=[Vx vy J]
= [VZJ[VX J¥-2J[Vy J]X aJ]
=2

915 9117|2991,y

elde edilir. M



VIL. BOLUM
TENSOR ALANLARININ DIKEY VE TAM YUKSELTILMISLERI

7.1. Fonksiyonlarin Dikey ve Tam Yiikseltilmisleri

Bu bolimde, ele almnan tiim diferensiyellenebilir elemanlarn C* sinifindan

oldugu ve tekrar eden indisler iizerinden toplam alindifi kabul edilmis, 6rnegin

n . .
®=Y o;dx tensor alani, @ = o; dx’ ile gosterilmistir.
i=1

Herhangi bir »-boyutlu A reel Riemann manifoldunun tanjant demeti
(TM 34, M) ve kotanjant demeti (7M *,r;,I,M) olup, buradaki 1, ve ‘L'jw dontistimleri
sirastyla;

Ty M —> M Ty IM* > M
Zy—p ®p—>P

seklinde tammh kanonik projeksiyonlarn orten birer submersiyonlardir. Boylece; bu iki tghi
birer lifli manifold yapisina sahip olup, aym zamanda birer demettirler.

M manifoldu tizerinde tanimlt { ¥ 1<izn } lokal koordinatlarina bagh olarak, 7A/

tanjant manifoldu ve 7M* kotanjant manifoldu izerinde tanimhi lokal koordinatlar

sirastyla { x’ yi: 1<i<n } ve { x;,y; :1<i<n } olur.

Ayrica; I (M), M de tammh (r,5) tipinde(r kontravaryant, s kovaryant)
tensér alanlarinin uzayr olmak {izere, Sg(M)’nin bir elemani bir fonksiyon,

3, (M) nin bir eleman: bir vektor alani ve 3(1) (M)’nin bir eleman: da bir 1-form

[ee] -
olup, I(M) = ZS{;(IV[) de M iizerindeki tensor alanlarinin cebiridir. /12,13,21/

r,s=0
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Dikey yiikseltme(vertical lift) islevi, sabit katsayilara gore J(Af) tensor
cebirinden (M) tensor cebirine bir lineer izomorfizm olup, asagidaki teoremde

verilen 6zelligi gergekler.

Teorem 7.1:

Her P,Q € 3(M) tensor alanlari igin,

P20y =P " 0" , P+0)Y =P +o"
dir.

Boylece; bir M reel Riemann manifoldu izerinde tanimli reel degerli bir f

fonksiyonun 7M tanjant demetine dikey yiikseltilmisi olan fV , IM tzerinde tanimh

reel degerli bir fonksiyon olup;
fV=foty (7.1)
esitligi ile tanimlanir.

Ayrica her Z, eIM tanjant vektdri igin fV(Zp)=f(‘tM(Zp))=f(p) olup,

Rang( f 4 )=Rang(f) dir. Burada Rang(f), f nin goriintii kiimesidir.

Teorem 7.2:

Her f.,g 638(M ) fonksiyonlar i¢in,
) (frg)'= +g”

i) (1.2)"~"g"

esitlikleri gergeklenir./10-30/
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Tam ylikseltme(complete lift) islevi de, sabit katsayilara gére 3(M) tensor

cebirinden 3(M) tensor cebirine bir lineer izomorfizm olup, asagidaki teoremde

verilen 6zellikleri gergekler.

Teorem 7.3:

Her P,Q € 3(M) tensor alanlar igin,
P =r°®0" +P" ©0° , P+Q)¢ = PC 1+ 0°
dir.

Boylece; bir M reel Riemann manifoldu tzerinde tamimh reel degerli bir f

fonksiyonun 7M tanjant demetine tam yiikseltilmisi olan jC, TM tizerinde taniml

reel degerli bir fonksiyon olup, 7M’nin lokal koordinatlarina gére;

TV - yiof (7.2)

==y
ox

seklinde yazilir.

Ayrica, her Z, €IM tanjant vektdrii igin fC(Zp) = yi (Zp)(6;f)(p) seklinde

tanimlanir.

Teorem 7.4:

Her f,g e38 (M) fonksiyonlar igin,

) ()= +g¢
ii) () ¢/ ¢

dir./10-30/
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7.2. Vektor Alanlarinin Dikey ve Tam Yiikseltilmigsleri

M manifoldu tzerinde taniml bir X=Xh—ah- vektor alanimin 7M’°ye dikey
ox

yiikseltilmigi olan X Y TM iizerinde taniml bir vektor alan olup;
v[,C 14 o~
x| £€]=xLrD . ey (7.3)
esitligi ile tanimlanur.

Ayrica, TM’nin lokal koordinatlarina gore (7.3) denkleminden, X' Y nin lokal

bilesenleri;

x7{ 9 1<h<
: (Xh)V sSnsn (7.4)

seklindedir./10-30/

o

M manifoldu iizerinde tanimli bir X=Xh 7
Ox

vektor alaninin 7M’ye tam

yiikseltilmigi olan XC TM tuzerinde taniml bir vektdr alani olup;

xCrCl=axsde 5 e (7.5)

esitligi ile tanimlanir.

Ayrica, TM’nin lokal koordinatlarina gore (7.5) denkleminden, X% nin lokal

bilesenleri;
h\V
XC:[(X ) 1<h<n (7.6)
(

seklindedir.
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Tam ve dikey yiikseltilmiglerin vektor alanlar iizerindeki genel 6zellikleri asagidaki
teoremle sunulmustur.
Teorem 7.5:
Her X,Ye 35(M) ve f,g e39(M)igin,
i) +N=x"+r", (x+C=xC+¥€
ii) (=X, (10 =X+ X
iii) X7 [/1=0, X[ =X 1/ 1=(xn” , X 1=(xn©

iv) [XV,YV]=0,[XV,YC]=[XC,YV]=[X,Y]V,[XC,YC]z[X,Y]C

v) 3(1)(1\4):517{—@1.—:131'311},(61_)(7 o (DBy_20
ox ox

ve 35 (TM) = sp{ﬁ?,éz 1<i $n} dir./10-30/

7.3. 1-Formlarin Dikey ve Tam Yiikseltilmisleri

M manifoldu Uzerinde tanimhi bir 0 = ,-a!xi I-formunun 7M’ye dikey

yiikseltilmisi olan c)V, TM uzerinde tammli bir 1-form olup;
o (X)) = (X)) : VX €S (M) (7.7)

esitligi ile tanimlanir.

14

Ayrica; TM nin lokal koordinatlarina gore (7.7) denkleminden, " nin lokal

bilegenleri;
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o’ ((@;)",0) 1<i<n (7.8)
seklindedir.

M manifoldu iizerinde tammli bir o =co,-dxi l-formunun 7M’ye tam

yiikseltilmist olan o€, TM tzerinde tanimli bir 1-form olup;
oS (X% =(ex)° : VX €3} (M) (7.9)

esitligi ile tanimlanir.

C

Ayrica, TM nin lokal koordinatlarina gore (7.9) denkleminden, @~ ’nin lokal
bilesenlert,;

mC:((m,-)C,(co,-)V)lgiSn (7.10)
seklindedir.

Tam ve dikey yiikseltilmiglerin l-fonnl‘arv Tizerindeki genel szellikleri “asagldaki
teoremle sunulmugtur.

Teorem 7.6:

Her Xe 35(M) ve f €3 (M), 0,6 €3] (M) igin,

i) (0+0) =0” +6", (0+0) =0C+6"

i) (f0)"="0”, (f0) =fCe" 0"

iii) 0”(X")=0, 0“(x")= 0" (X )=(0(1))”, 0“(X)=( 0(X))®

iv) Sp{dx’ : 1<isn } = 32, (@) = dx', (dx)C = dy ve

Sp{dx',dy : 1<i<n } = 3%TM) dir./10-30/
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7.4. Tensor Alanlarinin Dikey ve Tam Yiikseltilmisleri

M manifoldu Gzerinde tamimli (1,1) tipinden bir F :F.h ~a—®a’x tensor

o’

alaninin 7M’ye dikey yiikseltilmisi olan F V, TM tuzerinde tanimli (1,1) tipinden bir
tensér alam  olup, dikey yiikseltme Ozelliklerinden, 7M’nin indirgenmis
koordinatlarina gore;

FV:(F;h_??@,dxi)V

Ry, O N
= (£ (—,,,@dx )
(7.11)

—(F ) ( ) ®(dx')”
0
"

F” ®dx‘

seklinde tamimlanir.

Boylece, TM nin lokal koordinatlarina gére (7.11) esitliginden, F " nin lokal

bilegenlerinin matris gosterimi;

[ 0 0) (00 .
F (F ) ol®l F* o 1<i,h<n (7.12)

1

seklindedir.

n O

—Qdx’
"

Ayrnica; M manifoldu iizerinde tanimli (1,1) tipinden bir F =F

tensOr alaninin 7M’ye tam yiikseltilmisi olan F¢ , IM tzerinde taniml (1,1) tipinden

bir tensér alam: olup, dikey ve tam yiikseltme 6zelliklerinden, M nin indirgenmis

g

koordinatlarina gore;
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FC___(IZ_hih®dxi)C
ox
:(Fih)C(_%®dxi)V+(F}h)V(_5_h_®dxi)C
—(F) ( ) ®(ax')” (F)( ) “®@a') +(F) ( ) ® (ax')©

=oF" — a @' +F}' 6h®dx'+Fihih®aj/’ (7.13)
" ox oy

esitligi ile tammmlanip, 7M’nin lokal koordinatlarina gére (7.13) esitliginden, FSnin

lokal bilegenlerinin matris gosterimi;

FC. (Fih)V O s th 0 1<i,h<n (7.14)
'(Fih)c (Fih)V aFih Fih == :

seklinde olur./10-30/

M manifoldu tizerinde tanimli (0,2) tipinden bir G:G,-jdxi®dxj tensor

alanimin 7Mye dikey yiikseltilmigi olan G”, TM tizerinde tammlt (0,2) tipinden bir

tensor alani olup, dikey yiikseltme dzelliklerinden;

= (Gydx' ®dx! )’
= (Gy) (ax' @) (7.15)
=Gy (&) @'y '

= Gydx' ® d’
esitligi ile tanimlanir.

Eger, G”nin  lokal bilesenlerinin matris gosterimi, 7M’nin lokal

koordinatlarina gére (7.15) esitliginden, ifade edilirse;
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Y Gy O

seklinde olur.

M manifoldu iizerinde tanimli (0,2) tipinden bir G=G,~jdx:i®dxj tensor

alaninin 7A’ye tam yikseltilmisi olan GC, TM tizerinde tanimlr (0,2) tipinden bir

tensor alani olup, dikey ve tam yiikseltme ozelliklerinden;
GC = (Gydx' ®@dx’)©
= (Gy)C (@' @) +(Gy) (@' ®@a )¢
1y . V . . : . .
=Gy (') @@’ ) +(Gy) @) ®@x!) +(Gy) (&) ®@x!)"
= 6Gd’ ®dx! +Gydy' ®dx! +Gyax' ®dy’ (7.17)

esitligi ile tanimlanir.

Eger, G nin lokal bilesenlerinin matris gosterimi, 7M’nin lokal

koordinatlarina gore (7.17) esitliginden, ifade edilirse;
C 14
T < 0G::  Gi:
GC| ¢ ’J)V (Gy)" | [0 Cy 1<i,j<n (7.18)
Gy~ o J G O
seklinde olur./10-30/
Tam ve dikey yiikseltilmislerin tensor alanlar tizerindeki genel 6zellikleri asagidaki teoremle
verilmigtir.
Teorem 7.7:
Her X,Ye (M) ve F €3] (M),G €3 (M)igin,

i) F/(x")=0, F"(xO)= FE () =FX)”, FEUO)=(F )¢
ii) G¥(x”,1")=0, GE(XC, Y= (Gx,7)¢

G, YO=GxC, ™M= (G, )Y  dir.
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Bir M reel Riemann manifoldu tzerindeki afin konneksiyon V, Torsiyon

tensori 7 ve Egrilik tensori R olmak tzere dikey ve tam ylkseltme ile ilgili genel

ozellikler agagidaki teoremde toplanabilir.

Teorem 7.8:

Her X,Y,Ze 3)(M) ve f €30 (M),0 €3 (M),K €T, (M)igin,

Ve s =0V f =V =k f) Ve FC = (VX
Vi,,, Y = o,vf{V v = Vf{c Y=y ,VEC r¢ =(vyn®

i) V;, Kk = o,vf(,, K¢ = Vf{c k" =(vyk) ,Vf{c K¢ =(vyK)©
Vf(,,d)V =0,V§Vcoc =V§CmV :(VXm)V,Vf(CmC = (Vy0)©

vek” = (vk) ,vCkC = (vKb)©

&’y y=1" Y =1"x" v =017 (X ¥ =1x, 1))
rx”,7y=0,1°x r")=1x" ¥ =(1(x,1)),
W 20 xC Oy = (1(x,1)C = (Vx¥ - Vy X [ X.F)C
C C C C C C
=ve rC-vix —[X Y ]

R (x¥V ¥z" =RV (x€,¥")Z" =RV (x¥ ,¥)z¥ =RV (xV,¥"z€
=RV (xC.¥"z¢ =RV (xV,r%)z€ =0
i) R (xC.r9Hz¢ =rx, 12y
RE(xV ¥yZ¥ =rCxC ¥ Z" =R (X" ¥ ZV =RC (X" ,Y")zC =0
RE(xC v 7" =RC(x¢ ,¥"z€ =rC(xV ,¥)zC = (R(x.,1)2)
RE(xC ¥z = (R(x, 1 2)* = (VXVYZ—VYVXZ—V[X’Y]Z)C

C ¢C ,C oC oC ,C oC C
=v- vV .Z--V .V . Z- -V VA
x¢ y€ r¢  x¢ {XC,YC]

dir./10-30/



VIIL BOLUM
KOMPLEKS MANIFOLDLARDA DIiKEY VE TAM YUKSELTILMISLER

8.1. Kompleks Manifoldun Tanjant ve Kotanjant Manifoldu

Herhangi bir M kompleks manifoldu tzerinde tanmh {z%: I<o<n } lokal

koordinatlarina bagh olarak, M’nin her bir p noktasindaki Z, =Z * —aa—[ p tanjant
Oz

vektorlerden olusan 7, M tanjant vektdr uzaylarinin ayrik bilesimi 7M ile gosterilirse;

™= | JT,M
peM

olur. (Benzer yap1 kotanjant manifold igin de diigiiniilebilir.)

Boylece bir n-boyutlu M kompleks manifoldunun tanjant demeti (7M, 1., M) ve

kotanjant demeti (7M *,'c;,[, M) olup, buradaki 7, ve tjw doniigtimleri sirasiyla;

Ty IM —> M 'c;/[:TM*—»M
Zy—p ®@p—>p

seklinde tanimh kanonik projeksiyonlan orten birer submersiyonlardir. Béylece, bu iki tiglii
birer lifli manifold yapisina sahip olup, aym zamanda birer demettirler.

Simdi, M’nin bir tam C*-atlast olan 4= {(U;L,z: )}9L g6zonine alinirsa,
€A

Tpr:IM — M dogal projeksiyonu altinda herbir U;J= IX}(UX) TM nin birer agig1

olup, TM bir topolojik Hausdorf uzayidir. 7M’nin herbir Ux, agigindan c?n

kompleks uzayinin bir agik altctimlesi tizerine tanimlanan;
(2,22 )T}, ~ C*"

donusiimleri, VZ, € TM tanjant vektorleri igin,
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, 1 'l '
(Z: 9z>\'a )(Zp) = (Z)\’ (Zp))"'azz (Zp)’z)\' (Zp )>-"az)\'n (Zp ))
1
= 2 (D)2 (D) Zp 5 | Zp |21 ]
=(p',...p". 2. 2"y eC?"
seklinde tanimlanirsa; bu doniigiim bir homeomorfizm olup, (U;’v,z;L ,z’xa) ikilileri

(o) o
2!

TM igin birer harita olur. Boylece, 4’ = {(U;’v,zx 22y )}x TM i¢in bir tam atlas
eA

olup, TM bir topolojik 2n-boyutlu kompleks bir manifold olur. Ayrica, bu 4’
atlasindan secilen uygun haritalar arasinda tamimlanan uygun doénigimler de
diferensiyellenebilir olup, TM, 2n-boyutlu C®-kompleks bir manifold yapisina
sahiptir. Bundan sonraki iglemlerde, { z*,z'* : 1<a<n } koordinatlar, 7M i¢in lokal

koordinatlar olarak g6z Oniine alinacaktir.

Benzer yolla; 7M* kotanjant uzay1 da'2n-boyutlu C*-kompleks bir manifold
yapilabilir. Ayrica; 7M* kotanjant manifold Gizerinde tanimh lokal koordinatlar da

{ z ,z4 : 1<0o<n } seklindedir.
8.2. Kompleks Fonksiyonlarin Dikey ve Tam Yiikseltilmisleri

TM kompleks tanjant manifoldunda tanimlanan dikey yitkseltme(vertical lift)
islevi de, sabit katsayilara gére I(M) kompleks tensor cebirinden JI(M) kompleks

tensor cebirine bir lineer izomorfizm olup, bir P tensor alaninin dikey yiikseltilmigi

P ile gosterilir.

Ozellik 8.1:

Her P,Q € 3(M) kompleks tensor alanlar: igin,

(PR0Y =P 0" ) P+0) =P +0"

dir.
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Tanim 8.1:(Kompleks fonksiyonun dikey yiikseltilmisi)

Bir M kompleks manifoldu tizerinde tanimli kompleks degerli bir fonksiyon f

olsun. Bu durumda;

fM=foty (8.1)

esitligi ile tanimh jV , IM uzerinde tammlh kompleks degerli bir fonksiyon olup, bu
fonksiyona f'nin 7A kompleks tanjant demetine dikey yiikseltilmisi denir.

Herbir Z, eTM tanjant vektori igin [~ (Z,)= f(1p(Zp))=f(p) olup,

Rang(f” ) =Rang(f) dir.

Ozellik 8.2:

Her f.g GS?)(M) kompleks degerli fonksiyonlar: igin,
i) (rg)’ =" +g”
i) (.g)"="¢"

esitlikleri gergeklenir.

Kompleks manifoldlar {izerinde tanimlanan tam yukseltme(complete lift)
islevi de, sabit katsayilara goére 3(M) kompleks tensor cebirinden 3I(M) kompleks

tensdr cebirine bir lineer izomorfizm olur.

Ozellik 8.3:

Her P,Q € 3(M) kompleks tensor alanlar igin,
PR =P ®0"+P ®0° | P+Q)¢ = PC +Q€

dir.
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Tanim 8.2:(Kompleks fonksiyonun tam yiikseltilmisi)

Bir M kompleks manifoldu tizerinde tanimli kompleks degerli bir fonksiyon f

olsun. Bu durumda;
7C=or =LY = 2% @0 ) (8.2)
az(l

esitligi ile tanimh fC, TM tuzerinde tanimli kompleks degerli bir fonksiyon olup, bu

fonksiyona f'nin 7M kompleks tanjant demetine tam yiikseltilmisi denir.

Ayrica, her Z, eIM tanjant vektori igin f €z )= 2"(Z )0 f YD)

seklinde tanimlanir.
Ozellik 8.4:
Her f.g GSS(M) kompleks fonksiyonlar igin,
) (Frg)=C +g¢
ii) (/) g’/ 8"

dir.

8.3. Kompleks Vektor Alanlarinin Dikey ve Tam Yiikseltilmisleri

Tanim 8.3:(Kompleks vektor alanimmin dikey yiikseltilmisi)

Bir M kompleks manifoldu tizerinde tanimli kompleks vektor alani Z olsun.

Bu durumda;

2=y s wresion (8.3)

esitligi ile tanimh Z", TM iizerinde tanmimh bir vektor alani olup, bu vektor alanina

Z’nin TM kompleks tanjant demetine dikey yiikseltilmisi denir.
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Teorem 8.1:
Bir Z=Z°°—?OT kompleks vektor alaninin dikey yiikseltilmiginin lokal
0z

bilegenleri

v 0
Z" e I<a<n (8.4)
dir.

Ispat:
a_0 + p% 0
oz oz'*

IM’nin {z%,z’*:1<0<n} lokal koordinatlarina gore Z V=K

olsun. Bu durumda;

C C
ZV[fc]zK“———af A
oz o'

g+ O B | po O | B
&z* &P o™ P

B
_go B S e o (8.5)
o oP o' o8
_goah O +pogf &
%aP o 5P
= K% B 5 S + p% of
8% &P &*

olur. Ayrica; dikey ve tam yiikseltme 6zelliklerinden;

1] =(z* :f V= Ty -2y af (8.6)
74

olup, (8.5) ve (8.6) esitlikleri (8.4)’e gore esitlenirse; K* = 0,P* =(Z*) ,1za<n

olur. Boylece;

ZV:((ZG.O)V) 1<a<n

elde edilir. M
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®

Tanim 8.4:(Kompleks vektor alaninin tam yiikseltilmisi)
Bir M kompleks manifoldu tizerinde tamimh kompleks vektdr alam1 Z olsun.

Bu durumda,

2% 7= s wresyan ®.7)

esitlii ile tamml ZC, TM iizerinde tamimli bir vektor alans olup, bu vektdr alanina

Z’nin TM kompleks tanjant demetine tam yiikseltilmisi denir.

Teorem 8.2:

Bir Z kompleks vektor alaninin tam yiikseltilmiginin lokal bilegenleri

‘ a\V
z€ <), 1<a<n (8.8)
(Z7)
dir.
ispat:
TM nin {z%,z’%:1<a<n} lokal koordinatlarina gore Z = o% — P¢ aa
oz oz’

olsun. Bu durumda Vf eSg (M) fonksiyonu igin;

Zc[fc]:Q“—aLC—+P°‘—af—C

az(xf azr(l
0 B of a O & of
=Qa—{z’ ——}+P {z’ }
o™ P o™ P
2 B
_peB O | pe & (8.9)

% o-P oz &P
2
= Qaz’ﬁ_é_f.__kp(xSB i

&% ozP * 5P
2
= Q(XIZ'ﬁ a f +Pa af
%P o

olur. Ayrica; dikey ve tam yiikseltme 6zelliklerinden;
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@€ = (2> Ly¢ - 2 Ly v @2y (L)°
oz Cz oz

_ 2 Ly vz P _a_{_a_f_}
oz% P (&
2
=@ LY @2y P S L
oz* ozP oz

olup, (8.9) ve (8.10) egitlikleri (8.8)e goére
0% =(z*) ,P* =(Z*)°,1<a <n olur. Boylece;

ZC:&;;?Z} 1<a<n

elde edilir.

(8.10)

esitlenirse;

Tam ve dikey yiikseltilmiglerin kompleks vektor alanlan izerindeki genel 6zellikleri

asagida verilmigtir.

Teorem 8.3:

Her X Ye 3}, (M) kompleks vektor alanlan ve f,g 638(M3 kompleks

fonksiyonlar igin,
i) X+0'=x"+7", ox+nC=xC+r¢
i) (0 =X, () =X+ xC
iii) X"/ 1=0, X1 1=x" 1/ 1=(xn)" , X1 1=(xn°©

) [ X777 =0, (X" rC]=[xC 7 | [, 7] [ X, r€]=[x,7)°

=2 2y

v) Sf)(M)zSp{gj—&—:lSaSn}, e Ho (e
z

1 _ 0
ve 30 (]M) = Sp{gz*;, 62'0‘

:ISaSn}dir.

oz'*
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ispat:
Dikey ve tam ylkseltmelerin o6zellikleri kullanilarak; teoremin ispati kolayca
yapilabilir. M

8.4. Kompleks 1-Formlarin Dikey ve Tam Yiikseltilmigleri

Tanim 8.5:(Kompleks bir 1-Formun dikey yiikseltilmisi)

Bir M kompleks manifoldu tizerinde tanimli bir kompleks 1-form © olsun. Bu

durumda;

o’ (29 =(0(2)); VZ 3 (M) (8.11)

esitligi ile tanimh o, TM tizerinde tammli bir kompleks 1-form olup, bu 1-forma

o’nin TM kompleks tanjant demetine dikey yiikseltilmisi denir.

Teorem 8.4:

Bir © = ® 4 dz* kompleks 1-formunun dikey yiikseltilmisinin lokal bilegenleri
0" ((@q) 0) 1sasn (8.12)

dir.

Ispat:

o’ ES?(YM )'nin bilesenleri (K,,F,) olsun. Bu durumda VZ ES(I)(M )

kompleks vektor alani igin;
o’ (26 =K, 2%V + P (z*)° (8.13)
olur. Ayrica; dikey yiikseltme 6zelliginden,;

©@(2)) = ©2%) =(04) 2%V (8.14)
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olup, (8.13) ve (8.14) esitlikleri (8.11)’e gore esitlenirse;

Ky = (coa)V ,Py =0,1<a <n olur. Boylece;
oaV:((coa)V,O) 1<a<n
elde edilir.

Tanim 8.6:(Kompleks bir 1-formun tam yiikseltilmisi)

Bir M kompleks manifoldu tizerinde tanimli kompleks bir 1-form ® olsun. Bu

durumda;

0z = (@) : VZ 3 (M) (8.15)

egitligi ile tanimh oC, TM izerinde taniml bir kompleks 1-form olup, bu 1-forma

o’nin 7M kompleks tanjant demetine tam yiikseltilmisi denir.

Teorem 8.5:

Bir o kompleks 1-formunun tam yikseltilmiginin lokal bilesenleri

mc:((ma)c (coa)V) 1<a<n (8.16)

dir.

Ispat:
o° eS(l)(YM )'nin bilesenleri (K,,P,) olsun. Bu durumda VZ eS(lj(M)

kompleks vektor alam igin;
0 (2% =Ky (2% + Py (2*)° (8.17)

olur. Ayrica; tam yikseltme 6zelliklerinden;

@(2)° = (©.)°Z*) +(04) (2*)¢ (8.18)
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olup, (8.17) ve (8.18) esitlikleri (8.15)°e goére esitlenirse;

K, =(ma)C,Pa =(m(x)V ,1<a <n olur. Boylece;

0% ((0e)¢ (©g)) 1=asn

elde edilir. M

Tam ve dikey yikseltilmiglerin 1-formlar lizerindeki genel ozellikleri asagidaki

teoremle sunulmusgtur.

Teorem 8.6:

Her Ze S5(M) ve f €3 (M), 0,0 €3 (M) igin,

i) (m%e)V=mV +07 | (0+0)C=0C+0¢

i) (f0)"="0”, (fo)’=f“o" 4 o

i) 0"(2)=0, 0“(X")= 0" (2~ 0(2))", 0“(Z)~(0(2))®

iv) Sp{dz*:1<a<n } = IV, (&™) = &%, (dz*)C =dz"*ve
Sp{dz®,dz'* : 1<a<n } = IAIM) dir.

d, TM’deki diferensiyel operatdr olup, genelikle d ile gosterilir.
8.5.Kompleks Tensor Alanlarin Dikey ve Tam Yiikseltilmisleri

Tamm 8.7:((1,1) tipinden kompleks tensér alaninin dikey yiikseltilmisi)

Bir M kompleks manifoldu iizerinde tanimli (1,1) tipinden bir kompleks

tensodr alam F olsun. Bu durumda;
FYz%=F@): VZ e 35 (M) (8.19)

esitligi ile tanimli F V, TM uzerinde taniml bir (1,1) tipinden bir kompleks tensér
alani olup, bu tensor alanmma F’nin 7M kompleks tanjant demetine dikey

yiikseltilmisi denir.
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Teorem 8.7:

Bir F=F B C ®d* kompleks tensér alanimin dikey yitkseltilmiginin lokal

azﬁ
bilesenleri
y( 0 0y (0 0
F (FB)V 0 F[} 0 (8.20)
dir.
Ispat:

F tensor alaninin dikey yikseltilmisi;

vV _ .8 0
=(F; 5

®d*)
-7 L eay

a 5ZB
~(EPY (—@B—)V ® (%)

=(FYY S @d*
2 B

seklinde olup, I >nin lokal bilesenlerinin matris gosterimi;

y( 0 0) (0 0
F'(Ff)Vo“Ffo

seklindedir.

Tanim 8.8:((1,1) tipinden kompleks tensér alaninin tam yiikseltilmigi)
Bir M kompleks manifoldu izerinde tammh (1,1) tipinden bir kompleks

tensdr alanim1 F olsun. Bu durumda;

FCzS=F@)°; VZ e (M) (8.21)

esitligi ile tanimli F C, TM tizerinde tanimli bir (1,1) tipinden bir kompleks tensér
alan1 olup, bu tens6r alanina F’nin 7M kompleks tanjant demetine tam

yiikseltilmisi denir.
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Teorem 8.8:

Bir F=F; P 6ﬁ ®dz* kompleks tensor alammin tam yiikseltilmisinin lokal
* &
bilesenleri
FPY o ? oo
FC:(( %)C BV}[ i BJ 1<a,B<n (8.22)
(F))" (F)) oF, F
dir.
ispat:

F tensér alaninin tam yikseltilmigi i¢in dikey ve tam yiikseltme

ozelliklerinden faydalanilarak;

O od® e
P

C o (r?
- L oaY +(FPY (L @a*)C
@ 6zB o 525
= (Ff)c(—%)'” &) +(FY (%)C ®(d=*) + (F(E)V(—a%)f’ ®(d:*)¢

=(FHC =@ +(FPY ®d°‘+(FB) O _a®
oz°

aﬁ o2'P

Z

esitligi yazilabilir. Boylece; F C>nin lokal bilesenlerinin matris gosterimi,

#C Y o P oo cope ©23)
: <a,B<n 2
(FHC (EPY aFI3 FP

seklindedir.

Tanim 8.9:( (0,2) tipinden kompleks tensor alanimin dikey yiikseltilmisi)
Bir M kompleks manifoldu tzerinde tanimli (0,2) tipinden bir kompleks

tensor alanini g olsun. Bu durumda;
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& % =((2); VZ eI (M) (8.24)

esitligi ile taniml gV, TM tuzerinde tanmiml bir (0,2) tipinden bir kompleks tensér

alan1 olup, bu tensdér alanina g'nin 7M kompleks tanjant demetine dikey

yiikseltilmisi denir.

Teorem 8.9:

Bir g= gaBdZOL@dzB kompleks tensor alaninin dikey yikseltilmiginin lokal

bilegenleri
v [(gop) O] _(8ap O
g’ | ‘oo ~ (8.25)
0 0 0 0
dir.
Ispat:

g= gaﬁdza ®dzP tensor alaninm dikey yiikseltilmigi;

g = (gopds® ®d:PY
= (gop) (@=* ®azPY
= (gop) (@) ®(@PY
= (gap)’ &=* ®dzP

seklinde olup, gV ‘nin lokal bilesenlerinin matris goésterimi  7M’nin  lokal

koordinatlarina gore;

gV:[(gaB)V OJN[gocﬁ o)
0 0 0 O

seklindedir.



91

Tanim 8.10:( (0,2) tipinden kompleks tensér alanimin tam yiikseltilmisi)

Bir M kompleks manifoldu tzerinde tanimli kompleks (0,2) tipinden bir
tensor alan1 g olsun. Bu durumda;

g€z =(g@); VZ eI (M) (8.26)

esitligi ile tamiml gC, TM tzerinde taniml bir (0,2) tipinden bir kompleks tensor
alani1 olup, bu tensér alanina g’nin 7M kompleks tanjant demetine tam

yiikseltilmisi denir.

Teorem 8.10:

Bir g= gmﬁdzmtii)afz[3 kompleks tensdr alanimin tam yikseltilmiginin lokal

bilegenleri
C v
0
gC: (gaB)V (8ap) z( Eap g(gﬁ) 1<a,B<n (8.27)
(goc[}) 0 8op
dir.
ispat:

Dikey ve tam yikseltme 6zelliklerinden, g tensor alaninin dikey yiikseltilmisi;

g€ = (gopdz® ®@dP)©
= (gap) " (d* ®dzPY +(g0p)” (&* @ &P)©
= 0gap () @ (d") +(gep) (@E*) @ (@) +(gop) (@) ®(dP)C
= Ogopdz™ ®dzP +g,pd’® @ dzP + gopde® @ 'P

seklinde olup, gC’nin lokal bilegenlerinin matris gosterimi

gc,{(gaa)c (8o )V]~[5ga[3 Zop

y ~ ) 1<a,B<n.
(Zap)) O

8ap 0

olur.™
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Tam ve dikey yiikseltme iglevinin tensdr alanlan (zerindeki genel ozellikleri
agagdaki teoremle verilmigtir.

Teorem 8.11:
Her Z,We S(l)(M) ve F GS%(M), g ESS(M) kompleks tensor alanlari igin,
i) F(Z)=0, F'(2C)= FC(ZN=(F2))", FC(Z6)=(F(2))¢
i) g7(Z",W")=0, g2, W)= (g(z,m))C
gC(@" wO=g“(wWC, W= (gzwy)”  dir.

Bir M kompleks manifoldu tizerindeki kompleks Afin konneksiyon V,
kompleks Torsiyon tensorit 7' ve kompleks Egrilik tensori R olmak tizere dikey ve

tam yiikseltme ile ilgili genel 6zellikler asagidaki teoremle verilebilir.

Teorem 8.12:

Her X,Y,ZES(I)(A/[) ve f GSS(M),O) ES?(M),K GS;(M) kompleks tensor
alanlar i¢in,

C |14 C C C vV V oC C C
VXVf =OaVXVf =Vch =(VXf) aVch =(VXf)
C vV c C C LV V «C C C
VXVY =0,VXVY ZVXCY =(VyxY) ,VXCY =(VxY)
. C V C C C 14 |4 C C C
i) VXVK = O,VXVK = VXCK =(VxK) ,VXCK =(VxKX)

C vV

c vV C C vV gC . C c
VXVco =0,VXVco =VXcoa =(Vyo) ,VXcoa =(Vxyo)

vek” = (vk) ,vCkC = (vK)©

7 x".r/y=1"x,y"y=1"(x",r% =0, 1" (x°.¥)=(1(x,1))"
1@ =010 (X Y) =TT 1) = (rx,
0 rCxC yCy = (rx.1)C = (Vx¥-VyX-[X,7])C

:VCCYC _VCCXC_[XC,YC]
X Y
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RIxV yz" =rR" (x,¥"y2" =R (x¥ ,¥)2" =RV (x¥,¥")z€
=RV (xC ¥z =RV (x¥ v)z€ =0
i) RO(xC.y%z¢ =R, )2
RExV ¥"yzV = RE(xC ¥"yZV =R (xV ¥)Z" =RC (X" ,¥")z€ =0
RExC ¥z" =RC(xC,¥"yzC =RC(x¥ ¥©)z€ = (R(x,7)Z)"
RE(xC .79 zC = R(X,1)2)C =(VyVyZ-VyV xZ-Vy X,Y]Z)C

C c ,C C C C C C
=V .V .Z°--V_ .V 7~ -V Z
x¢ ¥€ r¢ x¢€ ]

[XC ,YC

dir.

8.6. Kompleks Manifoldlardaki Ozelliklerin Yiikseltme iglevi(Lifting) ile

Tanjant Manifoldlara Tasinmas:

Herhangi bir M kompleks manifold iizerinde tammh lokal koordinatlar {x(’L , y“}

olmak tzere, M kompleks manifoldu tzerinde tammh bir kompleks yapi J olsun. Bu
durumda J, M tzerinde tammh (1,1) tipinden bir tensor alam oldugundan, (8.20)’ye gore
dikey yiikseltilmigi hesaplanirsa;

7 =i ea*+i-Z ep*y
8x0¢ a
- i(Lea®y +ieas)
ox %y

i e@®y +i-2) e @)
ox o

Qdx® +i 0

o
8x;(X ay,(x ®d}}

=1

olur. 7M kompleks tanjant manifoldu iizerinde tammh lokal koordinatlar

{x“ V) y'“} olmak tizere, J* yiikseltilmis tensor alani matris formunda yazilirsa;
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0 0 00
»{0 0 00

J . (8.28)
il, 0 00
00

elde cdilir. Ayrica, J yikseltilmis tensor alans, (J”)* =0 esitligini gerceklediginden aym
zamanda TM kompleks tanjant manifoldu igin bir yaklagik tanjant kompleks yapi olur.

Tanim 8.11:(Kompleks yapinin dikey yiikseltilmigi)

Bir M kompleks manifoldu iizerinde tamimli kompleks yapt J olsun. Bu

durumda, (8.28) ile verilen JV’ye Jnin 7M kompleks tanjant demetine dikey

yiikseltilmisi denir.

M kompleks manifoldu iizerinde tanimli ayni J kompleks yapisinin (8.22)’ye gore
tam vyiikseltilmisi hesaplanirsa, dikey ve tam yiikseltme 6zelliklerinden;

C_(i-2 @a®+i—% O _gay*°
ox* ™

i @a®)C +i-L-ea™)C
o o

ox
—l(——) o™y +1( ) & (™) +i(— )¢ @@y™) +i(—= ° ) e@™)°
o ay oy*

_i-% @i +i—é¥®dx'“ +i—%—®aj¢“ +i

ox° ox" o o

®dy'°°

olur. IM kompleks tanjant manifoldu Gzerinde tammh lokal koordinatlar

{x“ %, x'%, y'“ } olmak tzere, J ¢ yiikseltilmig tensor alam matris formunda yazilirsa;

(8.29)
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elde edilir. Ayrica, JC yitkseltilmis tensor alan, (JC)? =—1 esitligini gergeklediginden
ayni zamanda 7M kompleks tanjant manifoldu igin bir yaklagik kompleks yapt olur.

Tanim 8.12:(Kompleks yapimnin tam yiikseltilmisi)

Bir M kompleks manifoldu lizerinde tanimli kompleks yapi J olsun. Bu

durumda, (8.29) ile verilen Jc’ye Jnin M kompleks tanjant demetine tam

yiikseltilmisi denir.

Herhangi bir M kompleks manifoldu tizerinde tanimhi g yaklagtk Hermit metrigini
gbzoniine alalim. Boylece; dikey ve tam yiikseltme ¢zelliklerinden;

g (xC.r%=(gx.ny
= (g(Jx,JN))”
=g" (O, (INS)
= g (JCxC JC¥C)

(8.30)

esitligi yazilabilir.

Tanim 8.13:(Yaklasik Hermit metriginin dikey yiikseltilmisi)

Bir M kompleks manifoldu tizerinde tanimli yaklagik Hermit metrigi g olmak

iizere, (8.30) ile verilen gV, IM kompleks tanjant manifoldu tizerinde bir yaklasik
Hermit metrigi olup, bu metrige g’nin 7M kompleks tanjant manifolduna dikey

yiikseltilmisi denir.

Ay M kompleks manifoldu tizerinde tanimhi g yaklagik Hermit metrigi i¢in; dikey
ve tam yiikseltme Ozelliklerinden;

gC(xC % =(gx, 1)
= (g(JX,JT)
=S (0 ,(N°)
= gCCxC, sC¥C)

(8.31)

esitligi yazilabilir.
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Tanim 8.13:(Yaklasik Hermit metriginin tam yiikseltilmisi)

Bir M kompleks manifoldu tizerinde tanimli yaklagik Hermit metrigi g olmak
iizere, (8.31) ile verilen gC, TM kompleks tanjant manifoldu tizerinde bir yaklagik

Hermit metrigi olup, bu metrife g’nin 7M kompleks tanjant manifolduna tam

yiikseltilmisi denir.

Herhangi bir M kompleks manifoldu tizerinde tamimh @ yaklagk Kaehler formu
gbzoniine alahm. Boylece; dikey ve tam yiikseltme ozelliklerinden;

o (x€,r%) =(@x, 1)
= (g(X,J1))
=g" (x€,(JN®)
=gV(XC,JCYC)

(8.32)

esitligi yazilabilir.

Tanim 8.13:(Yaklasik Kaehler Formun dikey yiikseltilmigi)

Bir M kompleks manifoldu tizerinde tanimli yaklagik Kaehler formu ® olmak
lzere, (8.32) ile verilen (I)V, TM kompleks tanjant manifoldu iizerinde bir yaklagik
Kaehler formu olup, bu forma ®’nin 7M kompleks tanjant manifolduna dikey

yiikseltilmisi denir.

Aym M kompleks manifoldu tizerinde tammli @ yaklagik Kaehler formu icin; dikey
ve tam yiikseltme 6zelliklerinden;

o¢(xC,r%) = (ox,1)°
= (g(X,J1)°¢
=g“(x%, (N
=gC(XC,JCYC)

(8.33)

esitligi yazilabilir.
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Tanim 8.13:(Yaklasik Kaehler Formun tam yiikseltilmisi)

Bir M kompleks manifoldu Gzerinde tanimh yaklagik Kaehler formu @ olmak

iizere, (8.33) ile verilen <I>C, TM kompleks tanjant manifoldu Gzerinde bir yaklagik
Kaehler formu olup, bu forma ®’nin 7M kompleks tanjant manifolduna tam

yiikseltilmisi denir.

Kompleks manifoldlar i¢in yapilan siniflamalar, yiikseltme islevi kullanilarak
kompleks manifoldlarin tanjant manifoldlar igin de agagidaki gibi bir siniflama

yapilabilir.

Teorem 8.13:
Herhangi bir M Kaehler manifoldu tzerindeki yaklagik kompleks yapt J

olmak tizere;
[Vc oI ]YC =0 VX, Ye Sh(M) (8.34)

olup, TM’de bir Kaehler manifoldudur.

Ispat:
Herhangi bir M Kaehler manifoldu izerindeki yaklagik kompleks yap1 J, X ve

Y kompleks vektor alanlar1 olsun. Bu tensor alanlarmin 7M tanjant manifolduna tam

yiikseltilmigleri sirasiyla J ¢ , X € ve ¢ olmak lizere;

C C C C C.,C C C C
[VXC,J ]Y =V T 1)
C C C
=V§C (N - IS (V4 T)

=(VxJNC - (N yN©

=(VyJV -V 1)

=([Vx.JINC (M Kaehler manifold )
=0

oldugundan TM’de bir Kaehler manifoldudur. 4
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Teorem 8.14:
Herhangi bir M Yakin(Nearly) Kaehler manifoldu iizerindeki yaklagik

kompleks yap1 J olmak lizere;
[v; o JC ]XC =0 VX, Ye 3 (M) (8.35)

olup, 7M’de bir Yakin Kaehler manifoldudur.

ispat:
Herhangi bir A Yakin Kaehler manifoldu tizerindeki yaklagik kompleks yap1

J ve X bir kompleks vektér alami olsun. Bu tensér alanlarinin 7A tanjant

manifolduna tam yiikseltilmigleri sirasiyla J € ve X olmak lizere;

C C C C C+C C,-C C
[VXC,J ]X =V (X - s(VE X
C C C
=V e () (VX))

= (VxJX)© = (N xX)©

= (VyJX -V y X)©

=(Vx,J]X)¢ (M yakin Kaehler manifold )
=0

oldugundan 7Mde bir yakin Kaehler manifolddur. M
Teorem 8.15:

Herhangi bir M Yaklagik(Almost) Kaehler manifoldu iizerindeki yaklasik

Kaehler formu @ olmak tzere;

do€ =0 (8.36)

olup, TA de bir Yaklagik Kaehler manifoldudur.
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Ispat:

Herhangi bir M Yaklasgik Kaehler manifoldu tizerindeki yaklagik Kaehler
formu ®, yaklagik kompleks yap1 J ve X bir kompleks vektdr alani olsun. Bu tensor
alanlarmmin 7M tanjant manifolduna tam yikseltilmigleri sirasiyla CI)C,J € vex€

olmak lzere;

doC (x, xy=d(@(x, x)°

=d(g(X,JxX)°¢ ((2.17)' den)
=0

oldugundan 7M de bir yaklasik Kaehler manifoldudur. M

Teorem 8.16:
Herhangi bir M Yari(Quasi) Kaehler manifoldu tizerindeki yaklagik kompleks

yap1 J olmak iizere;
{Vchc € } =-J¢ [Vf{ oI ] VXe 3h(M) (8.37)

olup, 7M’de bir Yar1 Kaehler manifoldudur.

Ispat:
Herhangi bir M Yar1 Kaehler manifoldu tizerindeki yaklagik kompleks yap1 J

ve X bir kompleks vektor alani olsun. Bu tensor alanlarinin 7M tanjant manifolduna

tam yikseltilmigleri sirasiyla J € vex® olmak iizere, her Y kompleks vektor alani

1¢1n;
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[VC JC:IYC=VSCXC (JCYC)—JC(Vic ¥

JCxC? X
=V (N =@ xh°

= (Vs = (W )¢

= (V g JY - NV x1)C

= ([VJX,J]Y)C (M yan Kaehler manifold )
= (~J[Vx,JIN°

= (=J[Vx . JPETYC

~_JC [Vf{c ,JC]YC (8.38)

olur. (8.38) esitligi her ¥ kompleks vektor alani i¢in gergeklendiginden;

Il

¥

C
J }
JCXC

_JC[VCC’JC]
b'e

olup, M’ de bir yar1 Kaehler manifolddur. 4

Teorem 8.17:
Herhangi bir M Hermit manifoldu Gzerindeki yaklagik kompleks yap1 J olmak

lzere,

C C Cl oC C |
[VJCXC,J ]:J [VXC,J ] VXe3h(M) (8.39)

olup, 7M’de bir Hermit manifoldudur.

Ispat:
Herhangi bir M Hermit manifoldu tizerindeki yaklagik kompleks yap1 J ve X

bir kompleks vektdr alami olsun. Bu tensér alanlarinin 7M tanjant manifolduna tam

yiikseltilmigleri sirasiyla J € ve x€ olmak izere, her ¥ kompleks vektér alani igin;
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C C |yC C CyC C oC C
A% J Y=V JY)y=J° (Vv Y
] e =vC c(F)-aC v 1)

JCXC’ CXC

=V% (=T VD)

= (VN = (W x1)©

= (V xJY = N 5 1)C

=V, JI)C (M Hermit manifold )
= (J[Vx,JINE

= (J[Vx,JPEYC

= JC[VS(C JC }Yc (8.40)

olur. (8.40) esitligi her ¥ kompleks vektdr alam i¢in gergeklendiginden;

olup, TM’de bir Hermit manifolddur. M

Teorem 8.18
Herhangi bir M Semi Kaehler manifoldu tizerindeki yaklagik kompleks yap1 J

ve {E;,JE; } lokal ortonormal ¢at: alam olmak iizere;

n
C C.\ ~C C C, ;C-C
Z{VEC TOE+V5 e (JE, }:o (8.41)

i=1 i i

olup, 7M’de bir Semi Kaehler manifoldudur.

ispat:
Herhangi bir M Semi Kaehler manifoldu iizerindeki yaklagik kompleks yapt J

ve {E;,JE;} lokal ortonormal gati alani olsun. Bu tensor alanlarmin 7M tanjant

manifolduna tam yiikseltilmigleri sirasiyla J € ve El.c ,(JE; )C olmak Uzere,
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n
C C\C C C\ ;CpC C\ . C C C\2 -C
Z{VEiC UOE] 4V e e UDIE, } Ve UOES+Ve (T E] }

i=1

I
M=

1
W X
L= :EL

vC C
VEC (VB JCE,.C E; }

i
Pt

(V5 JE;)C ~(V 5, E)C }

Il
M=

~
Ul
p—

{
S {(V5, s - 9 15, EC )

i
M=

~.
ll
—

EI,JE } N ([EI,JEl]ZO)

o L_—M"‘
i M=

olup, TM’de bir semi Kaehler manifolddur. i
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