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1. GIRIS

Yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan ve temeli pozitif tamsayilarin dogal
yogunlugu kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik kavrami, toplanabilme teorisinde
ve fonksiyonel analizde 6nemli bir yer tutmaktadir. Istatistiksel yakinsaklik kavramu ilk
kez Steinhaus tarafindan 1949 da katildig1 bir konferansta verilmistir. Bu konudaki ilk
makale ise Fast (1951) tarafindan yayinlanmigtir. Ayrica, Schoenberg (1959) ve Buck
(1953) tarafindan da birbirinden bagimsiz olarak ¢alisilmistir. Istatistiksel yakinsakligin
reel ve kompleks diziler ile iligkisi Buck (1953) tarafindan ve toplanabilme teorisi ile

iligkisi Schoenberg (1959) tarafindan verilmistir.

flerleyen zamanlarda Fridy ve Orhan (1993), lacunary dizi kavrammi kullanarak,
istatistiksel yakinsaklikla arasinda 6nemli iligkiler bulunan ve yine yakinsaklik alaninda
onemli bir yer tutan lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini tanitmiglardir. Fridy ve
Orhan (1993) calismalarinda; basta istatistiksel yakinsaklik kavrami olmak tizere diger
toplanabilme metodlari ile lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iligkileri

incelemislerdir.

Mursaleen (2000) A = (4,) dizi kavramimi kullanarak A-istatistiksel yakinsaklik
kavramin1 vermis ve bu kavramin istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli Cesaro

toplanabilirlik ve V;-toplanabilirlik kavramlart ile iliskisini gostermistir.

[-yakinsaklik fikri, N dogal sayilar kiimesinin alt kiimelerinin I idealinin yapis1 lizerine
insa edilen istatistiksel yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olarak Kostyrko vd.
(2000) tarafindan yapilan bir ¢alismada ortaya ¢ikmustir. Ayrica, Kostyrko vd. bu
caligmalarinda I-yakinsakligin bazi 6zelliklerini incelemis ve dogal kapsama teoremleri
vermiglerdir. Son zamanlarda, Das vd. (2011) [ idealini kullanarak, I-istatistiksel
yakinsaklik ve [-lacunary istatistiksel yakinsaklik diye adlandirilan yeni kavramlar

tanitmiglardir.

Marouf (1993) asimptotik denklik ve asimptotik regiiler matrisler i¢in tanimlar
vermistir. Patterson (2003) bu kavramlari, bu tanimlarin asimptotik istatistiksel denk
benzerini ve negatif olmayan toplanabilir matrisler icin dogal regiilerlik sartlarim

vererek genigletmistir.



Patterson ve Savas (2006) da lacunary dizi kavramini kullanarak Patterson (2003)
tarafindan verilen tanimlar1 daha da genisletmislerdir. Ayrica, bu yeni tanimlara ek
olarak dogal kapsama teoremleri vermislerdir. Son zamanlarda, Savas (2013) asimptotik
denklik ve I-lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlarinin dogal bir kombinasyonu

olan asimptotik I-lacunary istatistiksel denklik kavramini tanitmistir.

Say1 dizilerinin yakinsakligi kavrami pek ¢ok yazar tarafindan kiime dizilerinin
yakinsakligi kavramina genisletilmistir. Bu genislemelerden biri de, bu calismada
dikkate alinan, Wijsman yakinsaklik kavramidir. Nuray ve Rhoades (2012) kiime
dizilerinin Wijsman yakinsakligi kavramini istatistiksel yakinsakliga genisletmisler ve
baz1 temel teoremler vermislerdir. Ulusu ve Nuray (2012) lacunary dizi kavramim
kullanarak Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlamiglar ve bu
kavramin Wijsman istatistiksel yakinsaklik kavramu ile iliskisini incelemislerdir. Kisi ve
Nuray (2013) kiime dizileri i¢cin Wijsman [-yakinsaklik olarak adlandirilan yeni bir
yakinsaklik ¢esidini vermislerdir. Son zamanlarda, Ulusu ve Diindar (2014) kiime
dizilerinin  Wijsman [-istatistiksel yakinsakligi, Wijsman kuvvetli [-lacunary
yakinsakligi ve Wijsman [-lacunary istatistiksel yakinsakligi kavramlarini vermis ve

bunlar arasindaki iliskileri incelemislerdir.

Bu tez ¢alismasindaki amacimiz, kiime dizileri i¢in Wijsman anlaminda asimptotik
denklik kavramlarimi vermek ve bu kavramlar arasindaki iligkileri incelemektir.
Boylece, reel say1 dizileri i¢in gegerli olan sonuclarin genellestirmeleri elde edilmis

olacaktir.

Bu baglamda, tez calismasinda dncelikle; calismamizin daha anlasilir olmasi i¢in gerek
duyulan bazi temel kavramlar verilmistir. Daha sonra, ii¢lincli boliimde; kiime dizileri
icin Wijsman anlaminda asimptotik denklik, Wijsman asimptotik istatistiksel denklik,
Wijsman asimptotik lacunary istatistiksel denklik kavramlari, bunlarin kendine 6zgii
Ozellikleri ve bu kavramlar arasindaki iliskiler verilmistir. Dordiincli boliimde; kiime
dizileri i¢in, I ideali kullanilarak, Wijsman asimptotik I-denklik, Wijsman asimptotik
[-Cesaro denklik, Wijsman asimptotik [-istatistiksel denklik ve Wijsman asimptotik
I;-1statistiksel denklik kavramlari, bunlarin kendine 6zgii 6zellikleri ve bu kavramlar

arasindaki iliskiler verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismamizin daha anlasilir olmasi icin gerek duyulan bazi temel

kavramlar verilecektir.

Tamm 2.1 Tanmm kiimesi N* = {1,2,...,n,...} (dogal sayilar) kiimesi olan her

fonksiyona dizi denir.

Diziler deger kiimelerine gore adlandirilir. Eger bir dizinin deger kiimesi reel sayilar
kiimesi ise, diziye reel terimli dizi veya reel say: dizisi ya da reel dizi denir. Yani reel
terimli bir dizi

f:Nt*>R
seklinde bir fonksiyondur.

Genel terimi x,, olan bir dizi (x,) = {xy, x5, ..., X, ... } seklinde gosterilir.

Tamim 2.2 (x,) bir reel say1 dizisi ve x € R olsun. Her € > 0 i¢in, n > n, oldugunda
lx, — x| <e

olacak sekilde € a bagh bir ny € N sayisi bulunabiliyorsa (x,,) dizisi x e yakinsaktir
denir ve
limx, =x veya (x,) - x

seklinde gosterilir (Balc1 1999).

Herhangi bir sayiya yakinsayan diziye yakinsak dizi denir.

Tanmm 2.3 Eger her n > 0 sayisi i¢in |x,| < K olacak sekilde bir K > 0 sabit sayisi

bulunabiliyorsa (x;,,) dizisine sinirl dizi denir (Balc1 1999).

Tamm 2.4 x = (x;,) dizisi i¢in,

oluyorsa, x = (x;,) dizisi L sayisina Cesaro toplanabilirdir denir (Basar 2011).



Tanmm 2.5 x = (x;) dizisi igin,
n

1
lim— ) |x,—L| =0
n-on
k=1

oluyorsa, x = (x;) dizisi L sayisina Kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir (Freedman et
al. 1978).

Tamm 2.6 Pozitif tamsayilardan olusan bir K kiimesinin dogal yogunlugu

1
5(K) = lim ~|{k <n: k € K}|

olarak tanimlanir (Niven et al. 1991).

Burada |[{k <n:k € K}| ifadesi K kiimesinin n sayisindan biiyik olmayan

elemanlarinin sayisin1 gostermektedir.

Tanmm 2.7 Her € > 0 igin,

1
lim—|{fk<n:|x—Ll=¢}=0

n-on

oluyorsa, x = (x) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st — limx;, = L
seklinde gosterilir (Fridy 1985).

Tanmm 2.8 6 = {k,.} dizisi, k, = 0 ve r - oo igin h,, = k, — k,_; — o olacak sekilde
artan bir tamsayi dizisi ise, o zaman 6 = {k,.} dizisine bir lacunary dizi denir (Fridy ve
Orhan 1993).

Calismamiz boyunca 6 = {k,} lacunary dizisi tarafindan belirlenen araliklari

I, = (k,_1, k] ile belirtecegiz. Ayrica, kk orani ise q, ile gosterilecektir.

r—1
Tamm 2.9 6 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger x = (x},) dizisi igin,
lim — Dix=t
Jim 5 0 % =
kely

olacak sekilde bir L sayis1 varsa x = (x;) dizisi L sayisina lacunary toplanabilirdir
denir (Mursaleen and Alotaibi 2011).



Tanim 2.10 6 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger x = (x;,) dizisi i¢in,

1
lim— » |x, —L| =0
r—00 hT

kel,

olacak sekilde bir L sayist varsa x = (xj) dizisi L sayisma kuvvetli lacunary

toplanabilirdir denir (Freedman et al. 1978).

Tanmm 2.11 6 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger her £ > 0 igin,

1
lim—I|{kel. : |x, — Ll =¢€}|=0

T—00 r

olacak sekilde bir L sayist varsa x = (x) dizisine L sayisina lacunary istatistiksel

yakinsaktir denir ve Sg — limx;, = L seklinde gosterilir (Fridy ve Orhan 1993).

Tanmm 2.12 A= (4,) dizisi, 14 =1, 4,41 <A, +1 olacak seckilde sonsuza
yakinsayan pozitif sayilarin azalmayan bir dizisi olsun. I, = [n — 4, + 1,n] olmak

uzere,
1
()= 1) %
kel
ifadesine genellestirilmis de la Vallee — Poussin ortalamasi denir.
Eger,
1
lim t,(x) = lim — z x, =1L
n—oo n—oo An
k€l
olacak sekilde bir L sayisi1 varsa x = (x) dizisine V;-toplanabilirdir denir (Mursaleen

2000).

Yukaridaki tanimda A,, = n alinirsa, Cesaro toplanabilirlik elde edilir.



Tanmm 2.13 A= (4,) dizisi, 43 =1, 4,41 <A, +1 olacak sekilde sonsuza
yakinsayan pozitif sayilarin azalmayan bir dizisi olsun. I, = [n — A, + 1,n] olmak

uzere eger,
1
lim—z e —L| =0
n—oo A,
kel
olacak sekilde bir L sayisit varsa x = (x;) dizisine kuvvetli V;-toplanabilirdir denir
(Mursaleen 2000).

Yukaridaki tanimda A,, = n alinirsa, kuvvetli Cesaro toplanabilirlik elde edilir.

Ay =1 ve 1,41 < A, olacak sekilde sonsuza yakinsayan pozitif sayilarin azalmayan

tim A = (4,,) dizilerinin kiimesi A ile gosterilir.

Tanmm 214 A= (4,) dizisi, 4, =1, 4,41 <A, + 1 olacak sekilde sonsuza
yakinsayan pozitif sayilarin azalmayan bir dizisi olsun. I,, = [n — 4,, + 1,n] olmak

tizere eger her € > 0 igin,

1
lim —|{ke€l;:|x,— L =€} =0

n—-oo n

oluyorsa, x = (x;) dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir ve x; — L(S;) ile

gosterilir (Mursaleen 2000).

Tanmim 2.15 | € 2N kiimeler ailesinin bir ideal olmasi igin gerek ve yeter sart,
i. Pel
ii. Her A, BE€licin AUB €I
lii.HerAelveherBC Ai¢cinB €1

sartlarini saglamasidir (Kostyrko et al. 2000).

Eger N € [ ise I ya bir non-trivial ideal denir. Ayrica I bir non-trivial ideal ve her

n € N i¢in {n} € I oluyorsa, I idealine uygun ideal denir (Kostyrko et al. 2000).



Tamm 2.16 F < 2N kiimeler ailesinin bir siizge¢ olmas igin gerek ve yeter kosul,
. 0¢F
ii. HerA,BE FicgnANBEF

lii.HerA e FveherB2AiginB € F
sartlarin1 saglamasidir (Kostyrko et al. 2000).

Onerme 2.1 [ nin N de bir non-trivial ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul
F=F()={M=N\A:A€l}

kiimesinin X de bir siizge¢ olmasidir ki bu F(I) ya | ile birlestirilmis siizge¢ denir
(Kostyrko et al. 2000).

Tamim 2.17 I < 2N bir non-trivial ideal olsun. Eger her £ > 0 icin
A(e) ={k e N:|x, — L| = €}

kiimesi I ya ait oluyorsa, (x;) dizisi L sayisina [-yakinsaktir denir (Kostyrko et al.
2000).

Tanim 2.18 I < 2N bir non-trivial ideal olsun. Eger her & > 0 ve her § > 0 icin,
1
{n €N:Z|(k < nil — L] 2 )] 2 5}

kiimesi [ ya ait oluyorsa, (x;) dizisine L sayisina I-istatistiksel yakinsaktur denir (Das et
al. 2011).

Tamim 2.19 x = (x;) ve y = () negatif olmayan iki dizi olsun. Eger,

X
lim—k= 1
k Yk

oluyorsa, x = (x;) ve y = (yi) dizilerine asimptotik denktir denir ve x ~ y seklinde
gosterilir (Marouf 1993).



Tamim 2.20 x = (x;) vey = (y) negatif olmayan iki dizi olsun. Eger Ve > 0 igin,

1
lim—|{k<n |——L }|=0
nn

oluyorsa, x = (x;) ve y = (y;) dizilerine L katli asimptotik istatistiksel denktir denir
ve x ~ y ile gosterilir. Eger L = 1 ise, basitge asimptotik istatistiksel denktir denir

(Patterson 2003).

Tamim 2.21 6 bir lacunary dizi ve x = (xi), ¥y = (yi) negatif olmayan iki dizi olsun.

Eger,

oluyorsa, x = (x;) ve y = (yy) dizilerine L katli asimptotik lacunary denktir denir ve
NL

x ~y biciminde gosterilir. Eger L = 1 ise, basitge asimptotik lacunary denktir denir

(Patterson ve Savas 2006).

Tamim 2.22 6 bir lacunary dizi ve x = (xi), y = (yi) negatif olmayan iki dizi olsun.

g > b
1mh

oluyorsa, x = (x;) ve y = (y) dizilerine L katli kuvvetli asimptotik lacunary denktir

Eger,

: NG o . . o
denir ve x ~9y bi¢iminde gosterilir. Eger L = 1 ise basitge kuvvetli asimptotik
lacunary denktir denir (Patterson ve Savas 2006).

Tamim 2.23 6 bir lacunary dizi ve x = (xi), y = (y,) negatif olmayan iki dizi olsun.

1
fkenfimi]ze] -0

Eger her € > 0 i¢in,

hrm h_

oluyorsa, x = (x;) ve y = (y;) dizilerine L katli asimptotik lacunary istatistiksel

SL
denktir denir ve x fy bi¢ciminde gosterilir. Eger L = 1 ise, basitce asimptotik

lacunary istatistiksel denktir denir (Patterson ve Savas 2006).



Tamm 2.24 X bos olmayan bir kiime olsun. p: X X X — R fonksiyonu i¢in,
M1. p(x,y) =0 x=y
M2. p(x,y) = p(y,x)
M3. p(x,y) < p(x,2) + p(2,¥)
sartlar1 saglaniyorsa, p ya X de bir metrik ve p ile birlikte X e metrik uzay denir. Bu
durum genellikle (X, p) ile gosterilir (Bayraktar 2000).
Tamm 2.25 X # @ ve N dogal sayilar kiimesi olmak tizere,
f:N->PX)
seklinde tanimli fonksiyon her k € N i¢in P(X) de bir
f(k) = Ay € P(X)
kiimesi belirler. Bu f fonksiyonunun goriintii kiimesini olusturan A4, 4,, ... kiimelerinin
olusturdugu A, = {44, A,, ...} dizisine kiime dizisi denir.
Tamim 2.26 (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir x € X noktasi ve X in bos
olmayan herhangi bir A altkiimesi igin; x in A ya olan uzaklig1
d(x,A) = érelfxp(x' a)
olarak tanimlanir (Nuray ve Rhoades 2012).
Tamm 2.27 A c R"™ ve a € A olsun. Eger D(a, €) € A olacak sekilde bir &€ > 0 sayisi
varsa, a noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasidir denir. A kiimesinin i¢ noktalarinin

kiimesine A nin i¢i denir ve A° ile gosterilir. Eger A° = A ise A ya R" de bir a¢ik kiime

denir. Timleyeni agik olan kiimeye ise kapali kiime denir (Bayraktar 2000).

Tanmm 2.28 (X, p) bir metrik uzay ve A,A, € X bos olmayan kapali herhangi
altkiimeler olsun. Eger her x € X i¢in
Ilim d(x,Ay) =d(x,A)

oluyorsa, A,  dizisi A kimesine Wijsman yakinsaktir denir. Bu durumda,
W —1limA, = A olarak yazilir (Baronti and Papini 1986).



Tammm 2.29 (X,p) bir metrik uzay ve Ay, X in bos olmayan kapali herhangi
altkiimeleri olsun. Eger her x € X ic¢in supy d(x, Ay) < o oluyorsa A;, dizisi sinirhidir

denir ve A, € L, seklinde yazilir (Nuray ve Rhoades 2012).

Tanmm 2.30 (X, p) bir metrik uzay olsun. Bos olmayan kapali herhangi A, A4, € X
altktimeleri igin, eger d(x, A;) dizisi d(x, A) ya istatistiksel yakinsaksa; yani her € > 0

ve her x € X igin,
1
lim - {k <n: |d(x,Ay) —d(x,A)| =€} =0
n—oo

oluyorsa, A; dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda

st — lim,, A, = A yazilir (Nuray ve Rhoades 2012).

Tanmim 2.31 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizi ve A, A; S X bos olmayan

kapali herhangi altkiimeler olsun. Eger her x € X icin,
1
lim — z d(x,4,) = d(x, A)
ey
kel

oluyorsa, A, dizisi A kimesine Wijsman lacunary toplanabilirdir denir ve
A, = A(W Ny) seklinde gosterilir (Ulusu ve Nuray 2012).

Tammm 2.32 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizi ve A, A; S X bos olmayan

kapal1 herhangi altkiimeler olsun. Eger her x € X i¢in,

1
lim —z 1d(x, 4) — d(x, 4)| = 0
T—00 hr

kel

oluyorsa, A, dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilirdir denir ve
Ay, = A([W Ng)) seklinde gosterilir (Ulusu ve Nuray 2012).

Tanmm 2.33 (X,p) bir metrik uzay, 6 = {k,.} bir lacunary dizi ve A,A; S X bos

olmayan kapali herhangi altkiimeler olsun. Eger her € > 0 ve her x € X i¢in,

1
limh—lk €l : |d(x,Ay) —d(x,A)]| =€l =0
T

T
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oluyorsa, A, dizisi A kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve

Sg — limy, A, = A veya A, - A(WSy) seklinde gosterilir (Ulusu ve Nuray 2012).

Tanmm 2.34  (X,p) bir metrik uzay ve A, A, S X bos olmayan kapali herhangi

altkiimeler olsun. Eger her x € X i¢in,

lim — Z d(x, Ay) = d(x, A)

nee kel
n

oluyorsa, A, dizisi A kiimesine Wijsman V;-toplanabilirdir denir ve A, = A((V3))

seklinde gosterilir (Kisi ve Nuray 2013a).

Yukaridaki tanimda A, = n olarak alinirsa, Wijsman Cesaro toplanabilirlik kavrami

elde edilir.

Tanmm 2.35 (X,p) bir metrik uzay ve A, Ay S X bos olmayan kapali herhangi

altkiimeler olsun. Eger her x € X i¢in,

1
lim — Z 1d(x, Ay) — d(x, A)| = 0
n—)ooﬂn

kEly,

oluyorsa, A, dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli V,-toplanabilirdir denir ve
Ay = A([V,]) seklinde gosterilir (Kisi ve Nuray 2013a).

Yukaridaki tanimda A, = n olarak alinirsa, Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilirlik

kavrami elde edilir.

Tanmm 2.36 (X,p) bir metrik uzay ve A,A; € X bos olmayan kapali herhangi

altkiimeler olsun. Eger her € > 0 ve her x € X i¢in,
1
lim —|{k € I,;:|d(x,A;) —d(x,A)| =€} =0
n—->0o An

oluyorsa, A, dizisi A kimesine Wijsman A-istatistiksel yakinsaktir veya

W Sy-yakinsaktir denir ve A, - A(W'S,) seklinde gosterilir (Kisi ve Nuray 2013a).

Yukaridaki tanimda A,, = n olarak alinirsa, Wijsman istatistiksel yakinsaklik kavrami

elde edilir.
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Tamm 2.37 (X, p) bir metrik uzay, I € 2N bir uygun ideal ve 4, A, S X bos olmayan

kapali herhangi altkiimeler olsun. Eger her € > 0 ve her x € X i¢in,
Ax,e) ={k e N:|d(x,Ay) —d(x,A)| = €}
kiimesi I ya ait ise, 0 zaman A, dizisi A kiimesine Wijsman [-yakinsaktir denir ve

Ay = A(ly) seklinde gosterilir (Kisi ve Nuray 2013b).

Tamm 2.38 (X, p) bir metrik uzay, I < 2N bir uygun ideal ve 4,4, S X bos olmayan

kapali herhangi altkiimeler olsun. Eger her € > 0 ve her x € X igin,

>

kiimesi I ya ait ise, 0 zaman A;, dizisi A kiimesine Wijsman [-Cesaro toplanabilirdir
denir ve A, — A(C,(Iy)) seklinde gosterilir (Ulusu ve Kisi 2015).

{ 1
n € N:—
n

z d(x, A) — d(x, A)
k=1

Tamm 2.39 (X, p) bir metrik uzay, I < 2N bir uygun ideal ve 4,4, S X bos olmayan

kapali herhangi altkiimeler olsun. Eger her € > 0 ve her x € X igin,
1 n
{n € N:;Z |d(x,Ay) —d(x,A)| = ¢
k=1

kiimesi [ ya ait ise, 0 zaman A, dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli I-Cesaro

toplanabilirdir denir ve A, = A(Cy[Iy]) seklinde gosterilir (Ulusu ve Kisi 2015).

Tamm 2.40 (X, p) bir metrik uzay, I € 2N bir uygun ideal ve 4,4, S X bos olmayan
kapali herhangi altkiimeler olsun. Eger her € > 0, her § > 0 ve her x € X igin,

{n € N:%I{k <n:ld(Ay) —dx A)| = &) = 5}

kiimesi I ya ait ise, 0 zaman A, dizisine A kiimesine Wijsman [-istatistiksel yakinsaktir

denir ve A, = A(S(Iy)) seklinde gosterilir (Kisi vd. submitted for publication).
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3. KUME DiZILERININ ASIMPTOTIK ISTATISTIKSEL DENKLIGI

Bu béliimde, Ulusu ve Nuray (2013) tarafindan incelenen kiime dizilerinin asimptotik
lacunary istatistiksel denkligi kavramu ile ilgili temel tanim, Ornek ve teoremleri

verecegiz.

Tammm 3.1 (X, p) bir metrik uzay olsun. A, B;, € X bos olmayan, kapali ve her x € X
icin d(x,Ay) > 0 ve d(x, By) > 0 sartin1 saglayan herhangi altkiimeler olsun. Eger her
x € X igin,

. d(x,Ay) B

k d(x,By)
oluyorsa, A, ve By, dizilerine Wijsman anlaminda asimptotik denktir denir ve A, ~ By

seklinde gosterilir.

Ornek 3.1 (x, y)-diizleminde asagidaki gemberler dizilerini g6z éniine alalim:
A ={(x,y) : x2 +y?+ 2kx =0}
B, ={(x,y): x*+y?— 2kx = 0}

Bu diziler i¢in,
d(x, A)
e dCo By
oldugundan A, ve By, dizileri Wijsman anlaminda asimptotik denktir. Yani A, ~ By, dir.

Ornegimizi bir de sekil iizerinde gdsterelim;
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Tammm 3.2 (X, p) bir metrik uzay olsun. A, B, € X bos olmayan, kapali ve her x € X
icin d(x,Ay) > 0 ve d(x, By) > 0 sartin1 saglayan herhangi altkiimeler olsun. Eger her

{kSn:

oluyorsa, A ve B;, kiime dizilerine L katli Wijsman asimptotik istatistiksel denktir denir

€ > 0veherx € X igin,

1
lim—
nn

d(x,Ay) B
—d(x,Bk) —L‘ = e}‘ =0

ws
ve A ~LBk seklinde gosterilir. Eger L = 1 ise basitge Wijsman asimptotik istatistiksel

denktir denir.

Wijsman asimptotik istatistiksel denk kiime dizilerinin kiimesini {WS;} ile

gosterecegiz.

Ornek 3.2: (x, y)-diizleminde asagidaki gemberler dizilerini géz 6niine alalim:

{(,y): x2+y?2+2ky=0} , kbirtamkare say: ise,
Ak =
{(1,1} ) diger durumlarda
{(x,y): x2+y?—2ky =0} , kbirtamkare say: ise,
Bk ==
{(1,1} ) diger durumlarda

Bu diziler i¢in,

d(x,Ag)

2k g
d(x,Bk)

1
lim—‘{k <n
nn

= s}‘ =0
WS,

oldugundan A, ve B dizileri Wijsman asimptotik istatistiksel denktir. Yani A, ~ By
dir.

Tanmm 3.3 (X,p) bir metrik uzay ve 6 bir lacunary dizi olsun. Ay, B, € X bos
olmayan, kapali ve her x € X igin d(x,A;) >0 ve d(x,By) > 0 sartin1 saglayan

herhangi altkiimeler olsun. Eger her x € X igin,

li 1 d(x,Ak)
m-— —_—T =
r hT i d(x, Bk)
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oluyorsa, A, ve B; dizilerine L katlh Wijsman asimptotik lacunary denktir denir ve

WNk
Ay ~eBk seklinde gosterilir. Eger L = 1 ise basitce Wijsman asimptotik lacunary

denktir denir.

Tanmmm 3.4 (X,p) bir metrik uzay ve 6 bir lacunary dizi olsun. A, B, € X bos
olmayan, kapali ve her x € X icin d(x,A;) >0 ve d(x,By) > 0 sartin1 saglayan

herhangi altkiimeler olsun. Eger her x € X igin,
i z d(x,Ag) _ 0
P L dx By | T

oluyorsa, A; ve By, dizilerine L katli Wijsman kuvvetli asimptotik lacunary denktir denir

[WNIg . - . . - o :
ve A, ~ eBk seklinde gosterilir. Eger L = 1 ise basitge Wijsman kuvvetli asimptotik

lacunary denktir denir.

Wijsman kuvvetli asimptotik lacunary denk kiime dizilerinin kiimesini {{WN]5} ile

gosterecegiz.

Ornek 3.3 (x,y)-diizleminde asagidaki elipsler dizilerini géz dniine alalim:

§
x—VE

{(x,y) € R? : ( - ) zk = 1} kel <k <lkp_y+[\h] ise,
Ak == <

\ {(1,1)} , diger durumlarda,

( (x+VE)" y?

(x,y)ERZ:T+ﬁ:1 , ey <k <lke_y+ [JRy] ise,

Bk = <

\ {(1,1)} , diger durumlarda.

Bu diziler igin,

d(x,Ag) B
th‘d(xBK) ‘_O
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oldugundan A, ve Bj dizileri Wijsman kuvvetli asimptotik lacunary denktir. Yani,
wnlg

Ak ~ eBk dII’.

Tanmmm 3.5 (X,p) bir metrik uzay ve 6 bir lacunary dizi olsun. A, B, € X bos

olmayan, kapali ve her x € X icin d(x,A;) >0 ve d(x,By) > 0 sartin1 saglayan

herhangi altkiimeler olsun. Eger her € > 0 ve her x € X igin,

1
{k €l

lim—
im n

d(x,Ak)
iG>

oluyorsa, A, ve By kiime dizilerine L katli Wijsman asimptotik lacunary istatistiksel

ws§
denktir denir ve A; ~eBk seklinde gosterilir. Eger L =1 ise basitce Wijsman

asimptotik lacunary istatistiksel denktir denir.

Wijsman asimptotik lacunary istatistiksel denk kiime dizilerinin kiimesini {WS§} ile

gosterecegiz.

Ornek 3.4 (x,y)-diizleminde asagidaki i¢ ice gemberler dizilerini géz dniine alalim:

( 1

{(x, Y)ER?: x2 4+ (y—1)%2 = E} , keoy <k <lkp_q + [h] ve
A =1 k bir tamkare sayt ise,

\ {(0,0)} , diger durumlarda,

1

r{(x,y) ER?: x?+(y+1)?= E} , ke <k<k._4+ [\/h_r] ve
B, =+ k bir tamkare say: ise,

\ {(0,0)} , diger durumlarda.

Bu diziler igin,

d(x,Ak)

d(xl Bk) B 1

lim—
im n

1
{k €l

Ze}‘zo

oldugundan A, ve B, dizileri Wijsman asimptotik lacunary istatistiksel denk dizilerdir.

WS
Yani, A, ~ By dir.
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Teorem 3.1 (X, p) bir metrik uzay ve 6 bir lacunary dizi olsun. Ay, By € X bos

olmayan, kapali herhangi altkiimeler olsun. Bu durumda,

(w ]
| (a) Ak Bk ﬁAk ~ Bk dlr

(b) {[WN]5}, {(WS§} nin 6z alt kiimesidir.
. wsg [WN1g :
ii. Ay € L,olsun. O halde A, ~ By = A, ~ By dir.
iii. (WS} N Ly, = {(WN]§} N L, dir.

(Burada L, sinirli kiime dizilerinin kiimesini gostermektedir.)

(w N]
Ispat. i.(a) € > 0ve Ay Bk olsun. Her x € X i¢in,

Z d(xFAk) L‘ > Z d(xFAk) ‘
kel d(x, Bk) - kel d(x' Bk)
|d(x,Ak)_ |>
d(x,Bk) -
d(x, A
> - {ke]r: dEx—Bg_ Ze}|

- 1 .
esitsizligini yazabiliriz. Burada, kabuliimiiz de dikkate alinarak, her iki taraf — ile
T

carpilir ve r — oo igin limite gegilirse, her x € X igin,

1 d(x Ak) _
lim— {k € [ = } ; h Z ‘d(x By) ‘ -0

r h,
. : wsg .
sonucunu elde ederiz. Bu ise A, ~ Bj olmasi demektir.

d(x,Ak)

d(x, Bk) - L

i.lb) {[WN]§} c {(WS§} oldugunu gostermek icin; Wijsman asimptotik
lacunary istatistiksel denk olup da Wijsman kuvvetli asimptotik lacunary denk olmayan

dizilerin varligin1 gostermeliyiz.

Ay, ve By, dizilerini asagidaki sekilde tanimlayalim:
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{k} , ki <k<k._i+ [\/h_r], r=1,2,.. ise,

{o} , diger durumda,
B, = {0}, her k i¢in.

Ay, dizisi smirli degildir. Ayrica, Ve > 0 ve her x € X igin,

N ACET) _Wh]
{kEIr.d(TBk)—l‘ZE}‘— A

ws,
oldugundan 4, ~gBk dir. Diger taraftan A;, dizisi sinirlt olmadigindan,
nY
[WNg

dir. Yani, A, + By dir. Boylece istenen elde edilmis olur.

1

hy

-0 (r—- wiken)
T

d(x, Ay)

d(ka) ‘-HO (r > oo iken)

wsk
ii. Kabul edelim ki A;, € L, ve Ay ~9Bk olsun. Bu durumda, her x € X ve her
k igin,
‘d(x,Ak)

¥ Il<
d(x, By) L|_M

olacak sekilde bir M > 0 sayisi vardir. Her € > 0 ve her x € X igin,

Z d(x, 4 ‘_ 1 Z ‘d(x:Ak) L|
h, d(x Bk) h, et d(x, By)
d(x,Ay) -
|d<x,B'Z)‘L’-€

1 d(x, A
) dx, 40
hr d(x'Bk)

kel
d(x,Ag)
|d(x‘3i)—L|<s
M d(x,Ak)
< —HRkel:|———-L| >
=, { " aGe, By —6} Te

esitsizligini yazabiliriz. Burada, kabuliimiiz de dikkate alinarak, r — oo i¢in limite

gecilirse, her x € X i¢in,
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d(x, Ag) ‘ < —0

<li M kel
At By | T "

. d(x'Ak) _L‘ > S}
r h,

“|d(x, By)

gD
lmh
L

. . [WN]g )
sonucunu elde ederiz. Bu ise A, ~ By olmasi demektir.
iii. Budurum (i) ve (ii) den dogrudan elde edilir.

Teorem 3.2 (X, p) bir metrik uzay olsun. Ay, By S X bos olmayan, kapali herhangi
altkiimeler olsun. Eger 6 = {k,.}, liminf, g, > 1 sartin1 saglayan bir lacunary dizi ise, o
Zaman

WSt

wsk
Ak ~ Bk :>Ak ~ Bk
dir.

Ispat. liminf, g, > 1 olsun. O zaman yeterince biiyiik 7 sayis1 i¢in g, = 1 + 4 olacak

sekilde bir A > 0 sayis1 vardir ki bu durumda,

h, A
k., 1+
esitsizligi saglanir. Boylece, her e > 0, her x € X ve yeterince bliyiik r sayisi i¢in,
1 d(x,Ak) 1 d(x,Ak)
— Rk <kp|——=<—-L| 2 >—RKk€el:|———=—-L| >
K { = d(x, By —S} % { "ldGo By |7 °
A 1 d(x,Ak)
>—|—NKkeEl:|—=-L| 2
=141 <hr { " |dCx, B ‘—S}D

esitsizligini yazabiliriz. Burada, kabuliimiiz de dikkate alinarak, r — oo i¢in limite

1
{k <k,:

< lim —
T—00 r

gecilirse, her x € X icin,
d(x,Ay)

==L >
{ke[r a(x, By L‘_s}

: L wsg .
sonucunu elde ederiz. Bu ise Ay, ~ Bjolmasi demektir.

Jim +-

d(x,Ay) 3
d(x,B) L‘ = E}‘ -0
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Teorem 3.3 (X, p) bir metrik uzay olsun. Ay, By € X bos olmayan, kapali herhangi
altkiimeler olsun. Eger 6 = {k,.}, lim sup, q,, < oo sartin1 saglayan bir lacunary dizi ise,
0 zaman

wsk WSy
Ak ~ Bk ﬁAk ~ Bk

dir.

Ispat. limsup, q, < o olsun. O zaman her r > 1 igin q,, < M olacak bigimde bir

M > 0 sayis1 vardir.

wsk
Ay ~eBk ve € > 0 olsun. Bu durumda, her j > R igin,

d(x,Ak) _ L‘ > g}

A =—
d(x, Bk)

1
{kelj:

) }H

<ég

olacak sekilde R > 0 sayis1 vardir.
Ayrica, her j = 1,2, ... i¢in A; < H olacak sekilde H > 0 sayis1 bulabiliriz.

Simdi t sayis1, v > R olmak iizere k,_; < t < k, sartin1 saglayan herhangi bir tamsay1

> }‘< ! > }
=2 &0l = = &
kr_1
d(xlAk)

==L >
{ke]1 a0z, By) L‘_s}

1
: >
+ kr—1{{k612 _s}
1 d(x, A
{{ke[r: (x, 4,) ng}
kr—l

d(xin) B
d(x,Ak)
| >
{k €L a(x By L‘ > e}
kz - kl

— Kk €el:
kH(kz—kl){ g

olsun. Bu durumda,

d(x,Ag)
d(x, Bk)

d(x' Ak) L

- -
d(x, Bk)

1
{kSt:

t

{k < k,:

d(x,Ak)

d(xlBk) B L

+ o4

ky

kr—lkl

+

d(x,Ay)
d(x, By _L‘ = E}‘
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kr — kr_1 { d(x,Ay) ‘ }|
+ot k€ly|—<—Ll>e
ky—1(kr — kg-1) ®ld(x, By)
kr - kr—l { d(xrAk) ‘ }‘
+ -+ kel:|——=—-L|=¢
kr—l(kr - kr—l) " d(x: Bk)
ky ko —ky (kr — kg-1)
= A+ ——A, 4+
krer U kg 7 ky—q :
kR+1 _kR T _kT—l
B R Ager ot A
kr_l R+1 kr_l r
k k,—k
< {sup Aj} LS {sup Aj} . R
jz1 kr—l J2R kr—l
kg
<H + eM.
kr—l

esitsizligini yazabiliriz. Bdylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.2 ve Teorem 3.3 birlikte disiiniilmesiyle asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.4 (X, p) bir metrik uzay olsun. Ay, By S X bos olmayan, kapali herhangi
altkiimeler olsun. Eger 6 = {k,}, 1 < inf; q, < lim sup, q,, < oo sartin1 saglayan bir

lacunary dizi ise, 0 zaman

ng wSsp,
Ak ~ Bk <:>Ak ~ Bk

dir.
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4, KUME DiZILERININ ASIMPTOTIK I-DENKLIiGI

Bu bolimde, Kisi ve Nuray (2013) tarafindan incelenen kiime dizilerinin
S¥(I)-asimptotik istatistiksel denkligi kavramu ile ilgili temel tanim, 6rnek ve teoremleri

verecegiz.

Tamim 4.1 (X, p) bir metrik uzay ve I bir uygun ideal olsun. 4, B, € X bos olmayan,
kapali ve her x € X i¢in d(x,A;) >0 ve d(x,By) > 0 sartim saglayan herhangi

altkiimeler olsun. Eger her € > 0 ve her x € X i¢in,

{kEN:
L
w

I
oluyorsa, A, ve By dizilerine L katli Wijsman asimptotik I-denktir denir ve A, ~ By

d(x,Ay)
d(x, Bk) B

L‘ZE}EI

seklinde gosterilir. Eger L = 1 ise basitge Wijsman asimptotik /-denktir denir.

Ornek 4.1 X = R? olmak iizere asagidaki {4, } ve {B,} dizilerini goz 6niine alalim;

1
{(X,y)ERZ:OSxSn,OSyS_.X} ) k = n2 ise,
Ak = n
{0,0} , diger durumlarda
1
{(x.Y)E]RZ:OSXSTL, OsyS—_-x} , k#:nz ise,
Bk = n
{0,0} , diger durumlarda

Burada I; dogal yogunlugu sifir olan kiimelerin ideali olmak lizere, eger I = I; alinirsa,

her € > 0 ve her x € X i¢in,

{kEN:

olacagindan, A, ve By, dizileri Wijsman asimptotik I-denktir. Yani, A, ~ By dur.

d(x,Ay)
d(x, By) B

1‘28}61
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Tanmmm 4.2 (X, p) bir metrik uzay ve I bir uygun ideal olsun. A, B, € X bos olmayan,
kapali ve her x € X i¢in d(x,A;) >0 ve d(x,B;) > 0 sartim saglayan herhangi

altkiimeler olsun. Eger her € > 0 ve her x € X i¢in,

{ 1
n € N: —
n

oluyorsa, A, ve By dizilerine L katli Wijsman asimptotik /-Cesaro denktir denir ve

- d(xi Ak)

ik Sy
=1 d(x' Bk)

ZS}EI

cf (w) : s
A, ~ By seklinde gosterilir.
Tanmim 4.3 (X, p) bir metrik uzay ve I bir uygun ideal olsun. A, B, € X bos olmayan,
kapali ve her x € X i¢in d(x,A;) >0 ve d(x,B;) > 0 sartim saglayan herhangi

altkiimeler olsun. Eger her € > 0 ve her x € X i¢in,

1 |d(x, Ay

X,

nEN:—Z ki Zoy >¢gr€el
nid d(x, By)

oluyorsa, A ve By, dizilerine L katli Wijsman kuvvetli asimptotik /-Cesaro denktir denir

Crw] : I
ve A, ~ By seklinde gosterilir.

Tanmim 4.4 (X, p) bir metrik uzay ve I bir uygun ideal olsun. 4, B, € X bos olmayan,
kapali ve her x € X i¢in d(x,A;) >0 ve d(x,By) > 0 sartim1 saglayan herhangi

altkiimeler olsun. Eger her € > 0, her § > 0 ve her x € X igin,
d(xl Ak)

1
e <n {———L| >
{nENn‘k_n {d(x,Bk) L‘_s}

oluyorsa, A, ve By dizilerine L katli Wijsman asimptotik /-istatistiksel denktir denir ve

25}6]

st (w) . o
A, ~ By seklinde gosterilir.

Tanmim 4.5 (X, p) bir metrik uzay ve I bir uygun ideal olsun. 4, B, € X bos olmayan,
kapali ve her x € X i¢in d(x,A;) >0 ve d(x,B;) > 0 sartim saglayan herhangi

altkiimeler olsun. Eger her € > 0 ve her x € X i¢in,
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EN-1 d(x, Ax) Ll=eber
" ./1n kel d(xin) =¢

L . : : : : Vi (hw)
oluyorsa, A, ve By dizilerine L katli Wijsman asimptotik I;-denktir denir ve A; Al By,

seklinde gosterilir.

Tanmim 4.6 (X, p) bir metrik uzay ve I bir uygun ideal olsun. A, B, € X bos olmayan,
kapali ve her x € X i¢in d(x,A;) >0 ve d(x,By) > 0 sartin1 saglayan herhangi

altkiimeler olsun. Eger her € > 0 ve her x € X i¢in,

d(xAk)
N Z‘d(ka) |2‘E !

oluyorsa, A, ve B; dizilerine L katli Wijsman kuvvetli asimptotik I,-denktir denir ve
Vi lhw] : .

A, ~ By seklinde gosterilir.

Tanmim 4.7 (X, p) bir metrik uzay ve I bir uygun ideal olsun. A, B, € X bos olmayan,

kapali ve her x € X i¢in d(x,A;) >0 ve d(x,B;) > 0 sartim saglayan herhangi

altkiimeler olsun. Eger her € > 0, her § > 0 ve her x € X igin,

en:tler |44 s dlssles
n T " 3G B N =

oluyorsa, A, ve B, dizilerine L katli Wijsman asimptotik I,-istatistiksel denktir denir ve

§7(1w) . .
A, "~ By seklinde gosterilir.

: . Viltwl
Teorem 4.1 A€ A vel € 2N bir uygun ideal olsun. Eger A, g By 1se, 0 zaman

Sk )
A X B, dir.

. Vi [l
Ispat. A g By olsun. Her £ > 0 ve her x € X i¢in,
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d(x, A d(x, A d(x, A
Z dE Bk;_L‘ B Z dE Bk;_L‘ " Z ‘d( Bk)_L|
e, 140 P T, X, Bk & (x, Bx)
|d(x,Ar)—d(x,A)|ze |d(x,Ar)—d(x,A)|<e
> z d(x,Ay) B
d(x!Bk)

ker,
|d(x,Ar)—d(x,A)|ze

{k € I,

T e o 1
esitsizligini yazabiliriz. Burada, her iki taraf -

“An

d(x,Ay)
Ttz

= E.

ile ¢arpilirsa,

1 d(x, A 1 d(x,A
e [f®Ad 1o ] < Z (oA _
An d(x, By) €Ay d(x,By)
kely
esitsizligini elde ederiz. Boylece her § > 0 i¢in,
en: Lk er, |22 1o s s
n T " (3 By >eq| =
d(x,Ay)

c € N: >¢-
n AZ‘d(ka) ‘—55
olur. Kabuliimiizden dolay: yukaridaki ifadenin sag tarafi I ya aittir. O halde,

1
{neN:—{keIn: 25}61
An

d(x,Ay)
d(x, By _L‘ = 8}

: : S () :
elde ederiz. Bu ise, A, "~ Bj demektir.

Teorem 4.2 1 € Avel < 2N bir uygun ideal olsun. Eger Ay, By dizileri sinirh ve

sk (IW) VE[w]
Ay g By, ise, 0 zaman Ay g By, dir.
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. . S%(tw) L .
Ispat. A ve By, dizileri sinirli ve A; g By olsun. Ay ve By, dizileri siurli ise, her k

icin
‘d(x, Ak)

———LI <M
d(‘xlBk) ‘_

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Bu durumda, her € > 0 ve her x € X igin,

Z ‘d(x ,A) ‘ 1 Z ‘d(x,Ak) L|
A d(x Bk) ATL & d(x’ Bk)
[d(x,Ak)—d(x,A)|= €

An fer d(x, Bk)
|d(x,Ap)—d(x,A)|< €
SR PPN CACTETO N |
- An " d(x, By) —2 2
esitsizligini yazabiliriz. Boylece her ¢ > 0 igin,
d(x Ak)
€ N:— Z >
" d(x,By) ¢

clnent|lker, |2Ad 1 gl e
ol N At By |~ 2f| T 2m

olur. Kabuliimiizden dolay: yukaridaki ifadenin sag tarafi I ya aittir. O halde,

d(x,Ay)
—_— >
nEN E ‘d(x k) ‘ er€EI

: : Vi [l :
elde ederiz. Bu ise, A, ~~ B, demektir.

Asagidaki oOrnek; eger A, veya B dizileri smirli degilse Teorem 4.2 nin dogru

olmayabilecegini gosterir.
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Ornek 4.2 L = 1 olmak iizere asagidaki A, ve By, dizilerini g6z 6niine alalim;

(k} , k=ke_1+1,k 142, ky+[JA] ise,
Ak =
{1} , diger durumlarda,

B, = {1} her k igin.
L

- . 57 () Vil .
Burada Aj, dizisi sinirli degildir. O halde, A, "~ By, olur fakat A, "~ B degildir.

Vi Thw]
Teorem 4.3 A€ A vel 2N bir uygun ideal olsun. Eger A, By, ise, 0 zaman
ck,
Ak 1’[" ]Bk dir.
. V1 [w] -
Ispat. A, "~ By olsun. Her ¢ > 0 ve her x € X igin,
n n—21n
lz d(x,Ag) L‘ 1 Z d(x,Ax) ‘ z ‘d(x A ‘
nid d(x,By) n & d(x, Bk) d(x Bk)
~n
o~ d(x Bk) An et d(x, By)
2 z d(x, Ak)
A d(x Bk)
esitsizligini yazabiliriz. Boylece her € > 0 igin,
n
1 d(x,Ay) 1 d(x,Ay) €
EN:—Z ———Ll=¢ S EN:—Z — L=+
" nid d(x, By) g} " An & d(x, By) 2

olur. Kabuliimiizden dolay: yukaridaki ifadenin sag tarafi I ya aittir. O halde,
d(x,A
Z (x, 4, =€l
d(x Bk)
: : Cr [l :
elde ederiz. Buise, A, ~ ~B) demektir.
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T .
Teorem 4.4 Eger lim 1nf;” > 0 ise, 0 zaman

sk, Sk ()
A~ )Bk =4, "~ B,

dir.

. stw) . L - -
Ispat. A, ~ By veliminf %" > 0 olsun. Eger lim inf %" > 0 Ise, 0 zaman yeterince

biiylik n igin %" > § sartin1 saglayan bir § > 0 sayis1 vardir.

Her € > 0 ve her x € X i¢in,

L PN G B R S A (G, P N
e =" d(x, By) i ""1d(x, By) =&
dir. Boylece,
1 d(x,Ak) 1 d(x,Ak)
—Rk<ni|——=—-L[= >— P A §
n{ =" a0 B L‘_g} _n‘kEI” d(x, By) =
1
Zl—n—kel d(x, k) —Ll>¢
n/ln d( Bk)
1 d(x, k) ‘
>6— |k €l > €
An d( Bk)

esitsizligini elde ederiz. Burada her & > 0 ve her n > 0 i¢in,

fice L EOIE

d(x, k)
d(x, By)

eN-l
n ¥

d(x Ak)

d(x By) —L

l
k<n

n

> &f| 2 no}

elde ederiz. Kabuliimiizden dolay1 yukaridaki ifadenin sag tarafi I ya aittir. O halde,

EN-1 kel-d(x'Ak) Ll=ell=nter
nEN L rer: D |

: : S§(w) :
elde ederiz. Buise, A, "~ Bj demektir.
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