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𝐼-istatistiksel denklik ve Wijsman asimptotik 𝐼𝜆-istatistiksel denklik kavramları, 
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1.  GİRİŞ 

Yakınsaklık kavramının bir genelleştirmesi olan ve temeli pozitif tamsayıların doğal 

yoğunluğu kavramına dayanan istatistiksel yakınsaklık kavramı, toplanabilme teorisinde 

ve fonksiyonel analizde önemli bir yer tutmaktadır. İstatistiksel yakınsaklık kavramı ilk 

kez Steinhaus tarafından 1949 da katıldığı bir konferansta verilmiştir. Bu konudaki ilk 

makale ise Fast (1951) tarafından yayınlanmıştır. Ayrıca, Schoenberg (1959) ve Buck 

(1953) tarafından da birbirinden bağımsız olarak çalışılmıştır. İstatistiksel yakınsaklığın 

reel ve kompleks diziler ile ilişkisi Buck (1953) tarafından ve toplanabilme teorisi ile 

ilişkisi Schoenberg (1959) tarafından verilmiştir. 

İlerleyen zamanlarda Fridy ve Orhan (1993), lacunary dizi kavramını kullanarak, 

istatistiksel yakınsaklıkla arasında önemli ilişkiler bulunan ve yine yakınsaklık alanında 

önemli bir yer tutan lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramını tanıtmışlardır. Fridy ve 

Orhan (1993) çalışmalarında; başta istatistiksel yakınsaklık kavramı olmak üzere diğer 

toplanabilme metodları ile lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramı arasındaki ilişkileri 

incelemişlerdir. 

Mursaleen (2000) 𝜆 = (𝜆𝑛) dizi kavramını kullanarak 𝜆-istatistiksel yakınsaklık 

kavramını vermiş ve bu kavramın istatistiksel yakınsaklık, kuvvetli Cesaro 

toplanabilirlik ve 𝑉𝜆-toplanabilirlik kavramları ile ilişkisini göstermiştir. 

𝐼-yakınsaklık fikri, ℕ doğal sayılar kümesinin alt kümelerinin 𝐼 idealinin yapısı üzerine 

inşa edilen istatistiksel yakınsaklık kavramının bir genelleştirmesi olarak Kostyrko vd. 

(2000) tarafından yapılan bir çalışmada ortaya çıkmıştır. Ayrıca, Kostyrko vd. bu 

çalışmalarında 𝐼-yakınsaklığın bazı özelliklerini incelemiş ve doğal kapsama teoremleri 

vermişlerdir. Son zamanlarda, Das vd. (2011) 𝐼 idealini kullanarak, 𝐼-istatistiksel 

yakınsaklık ve 𝐼-lacunary istatistiksel yakınsaklık diye adlandırılan yeni kavramları 

tanıtmışlardır.  

Marouf (1993) asimptotik denklik ve asimptotik regüler matrisler için tanımlar 

vermiştir. Patterson (2003) bu kavramları, bu tanımların asimptotik istatistiksel denk 

benzerini ve negatif olmayan toplanabilir matrisler için doğal regülerlik şartlarını 

vererek genişletmiştir. 
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Patterson ve Savaş (2006) da lacunary dizi kavramını kullanarak Patterson (2003) 

tarafından verilen tanımları daha da genişletmişlerdir. Ayrıca, bu yeni tanımlara ek 

olarak doğal kapsama teoremleri vermişlerdir. Son zamanlarda, Savaş (2013) asimptotik 

denklik ve 𝐼-lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramlarının doğal bir kombinasyonu 

olan asimptotik 𝐼-lacunary istatistiksel denklik kavramını tanıtmıştır. 

Sayı dizilerinin yakınsaklığı kavramı pek çok yazar tarafından küme dizilerinin 

yakınsaklığı kavramına genişletilmiştir. Bu genişlemelerden biri de, bu çalışmada 

dikkate alınan, Wijsman yakınsaklık kavramıdır. Nuray ve Rhoades (2012) küme 

dizilerinin Wijsman yakınsaklığı kavramını istatistiksel yakınsaklığa genişletmişler ve 

bazı temel teoremler vermişlerdir. Ulusu ve Nuray (2012) lacunary dizi kavramını 

kullanarak Wijsman lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramını tanımlamışlar ve bu 

kavramın Wijsman istatistiksel yakınsaklık kavramı ile ilişkisini incelemişlerdir. Kişi ve 

Nuray (2013) küme dizileri için Wijsman 𝐼-yakınsaklık olarak adlandırılan yeni bir 

yakınsaklık çeşidini vermişlerdir. Son zamanlarda, Ulusu ve Dündar (2014) küme 

dizilerinin Wijsman 𝐼-istatistiksel yakınsaklığı, Wijsman kuvvetli 𝐼-lacunary 

yakınsaklığı ve Wijsman 𝐼-lacunary istatistiksel yakınsaklığı kavramlarını vermiş ve 

bunlar arasındaki ilişkileri incelemişlerdir. 

Bu tez çalışmasındaki amacımız, küme dizileri için Wijsman anlamında asimptotik 

denklik kavramlarını vermek ve bu kavramlar arasındaki ilişkileri incelemektir. 

Böylece, reel sayı dizileri için geçerli olan sonuçların genelleştirmeleri elde edilmiş 

olacaktır.  

Bu bağlamda, tez çalışmasında öncelikle; çalışmamızın daha anlaşılır olması için gerek 

duyulan bazı temel kavramlar verilmiştir. Daha sonra, üçüncü bölümde; küme dizileri 

için Wijsman anlamında asimptotik denklik, Wijsman asimptotik istatistiksel denklik, 

Wijsman asimptotik lacunary istatistiksel denklik kavramları, bunların kendine özgü 

özellikleri ve bu kavramlar arasındaki ilişkiler verilmiştir. Dördüncü bölümde; küme 

dizileri için, 𝐼 ideali kullanılarak, Wijsman asimptotik 𝐼-denklik, Wijsman asimptotik    

𝐼-Cesaro denklik, Wijsman asimptotik 𝐼-istatistiksel denklik ve Wijsman asimptotik    

𝐼𝜆-istatistiksel denklik kavramları, bunların kendine özgü özellikleri ve bu kavramlar 

arasındaki ilişkiler verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde, çalışmamızın daha anlaşılır olması için gerek duyulan bazı temel 

kavramlar verilecektir. 

Tanım 2.1  Tanım kümesi ℕ+ = {1,2, … , 𝑛, … } (doğal sayılar) kümesi olan her 

fonksiyona dizi denir. 

Diziler değer kümelerine göre adlandırılır. Eğer bir dizinin değer kümesi reel sayılar 

kümesi ise, diziye reel terimli dizi veya reel sayı dizisi ya da reel dizi denir. Yani reel 

terimli bir dizi 

𝑓 ∶  ℕ+ → ℝ 

şeklinde bir fonksiyondur.  

Genel terimi 𝑥𝑛 olan bir dizi  (𝑥𝑛) = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, … }  şeklinde gösterilir. 

Tanım 2.2  (𝑥𝑛)  bir reel sayı dizisi ve 𝑥 ∈ ℝ olsun. Her ε > 0 için, 𝑛 > 𝑛0 olduğunda  

|𝑥𝑛 − 𝑥| < 𝜀 

olacak şekilde ε a bağlı bir 𝑛0 ∈ ℕ sayısı bulunabiliyorsa (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 e yakınsaktır 

denir ve   

𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑛 = 𝑥  veya  (𝑥𝑛) → 𝑥 

şeklinde gösterilir (Balcı 1999). 

Herhangi bir sayıya yakınsayan diziye yakınsak dizi denir. 

Tanım 2.3  Eğer her 𝑛 > 0 sayısı için |𝑥𝑛| ≤ 𝐾 olacak şekilde bir 𝐾 > 0 sabit sayısı 

bulunabiliyorsa (𝑥𝑛) dizisine sınırlı dizi denir (Balcı 1999). 

Tanım 2.4  𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi için, 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑𝑥𝑘 = 𝐿

𝑛

𝑘=1

 

oluyorsa, 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 sayısına Cesaro toplanabilirdir denir (Başar 2011). 
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Tanım 2.5  𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi için, 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑|𝑥𝑘 − 𝐿|

𝑛

𝑘=1

= 0 

oluyorsa, 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 sayısına Kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir (Freedman et 

al. 1978). 

Tanım 2.6  Pozitif tamsayılardan oluşan bir 𝐾 kümesinin doğal yoğunluğu 

𝛿(𝐾) ∶= lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ 𝑘 ∈ 𝐾}| 

olarak tanımlanır (Niven et al. 1991).  

Burada |{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ 𝑘 ∈ 𝐾}| ifadesi 𝐾 kümesinin 𝑛 sayısından büyük olmayan 

elemanlarının sayısını göstermektedir. 

Tanım 2.7  Her 𝜀 > 0 için, 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶  |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

oluyorsa, 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝐿 

şeklinde gösterilir (Fridy 1985). 

 

Tanım 2.8  𝜃 = {𝑘𝑟} dizisi, 𝑘0 = 0 ve 𝑟 → ∞ için ℎ𝑟 = 𝑘𝑟 − 𝑘𝑟−1 → ∞ olacak şekilde 

artan bir tamsayı dizisi ise, o zaman 𝜃 = {𝑘𝑟} dizisine bir lacunary dizi denir (Fridy ve 

Orhan 1993). 

   

Çalışmamız boyunca 𝜃 = {𝑘𝑟} lacunary dizisi tarafından belirlenen aralıkları             

𝐼𝑟 = (𝑘𝑟−1, 𝑘𝑟] ile belirteceğiz. Ayrıca,  
𝑘𝑟

𝑘𝑟−1
  oranı ise 𝑞𝑟 ile gösterilecektir. 

Tanım 2.9  𝜃 = {𝑘𝑟} bir lacunary dizi olsun. Eğer 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi için,  

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
∑𝑥𝑘 = 𝐿

𝑘∈𝐼𝑟

 

olacak şekilde bir 𝐿 sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 sayısına lacunary toplanabilirdir 

denir (Mursaleen and Alotaibi 2011). 
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Tanım 2.10  𝜃 = {𝑘𝑟} bir lacunary dizi olsun. Eğer 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi için,  

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
∑|𝑥𝑘 − 𝐿| = 0

𝑘∈𝐼𝑟

 

olacak şekilde bir 𝐿 sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 sayısına kuvvetli lacunary 

toplanabilirdir denir (Freedman et al. 1978). 

Tanım 2.11  𝜃 = {𝑘𝑟} bir lacunary dizi olsun. Eğer her 𝜀 > 0 için, 

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟 ∶  |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

olacak şekilde bir 𝐿 sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisine 𝐿 sayısına lacunary istatistiksel 

yakınsaktır denir ve 𝑆𝜃 − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝐿 şeklinde gösterilir (Fridy ve Orhan 1993). 

Tanım 2.12  𝜆 = (𝜆𝑛) dizisi, 𝜆1 = 1, 𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛 + 1 olacak şekilde sonsuza 

yakınsayan pozitif sayıların azalmayan bir dizisi olsun. 𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛] olmak 

üzere,  

𝑡𝑛(𝑥) =  
1

𝜆𝑛
∑ 𝑥𝑘
𝑘∈𝐼𝑛

 

ifadesine genelleştirilmiş de la Vallee – Poussin ortalaması denir. 

Eğer, 

lim
𝑛→∞

𝑡𝑛(𝑥) = lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
∑ 𝑥𝑘
𝑘∈𝐼𝑛

= 𝐿 

olacak şekilde bir 𝐿 sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisine 𝑉𝜆-toplanabilirdir denir (Mursaleen 

2000). 

Yukarıdaki tanımda 𝜆𝑛 = 𝑛 alınırsa, Cesaro toplanabilirlik elde edilir. 
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Tanım 2.13  𝜆 = (𝜆𝑛) dizisi, 𝜆1 = 1, 𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛 + 1 olacak şekilde sonsuza 

yakınsayan pozitif sayıların azalmayan bir dizisi olsun. 𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛] olmak 

üzere eğer, 

lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
∑ |𝑥𝑘
𝑘∈𝐼𝑛

− 𝐿| = 0 

olacak şekilde bir 𝐿 sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisine kuvvetli 𝑉𝜆-toplanabilirdir denir 

(Mursaleen 2000). 

Yukarıdaki tanımda 𝜆𝑛 = 𝑛 alınırsa, kuvvetli Cesaro toplanabilirlik elde edilir. 

𝜆1 = 1 ve 𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛 olacak şekilde sonsuza yakınsayan pozitif sayıların azalmayan 

tüm 𝜆 = (𝜆𝑛) dizilerinin kümesi Λ ile gösterilir. 

Tanım 2.14  𝜆 = (𝜆𝑛) dizisi, 𝜆1 = 1, 𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛 + 1 olacak şekilde sonsuza 

yakınsayan pozitif sayıların azalmayan bir dizisi olsun. 𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛] olmak 

üzere eğer her 𝜀 > 0 için, 

lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑥𝑛 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

oluyorsa, 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 sayısına 𝜆-istatistiksel yakınsaktır denir ve 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑆𝜆) ile 

gösterilir (Mursaleen 2000). 

Tanım 2.15  𝐼 ⊆ 2ℕ kümeler ailesinin bir ideal olması için gerek ve yeter şart, 

 i.   ∅ ∈ 𝐼 

 ii.  Her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐼 için 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ 𝐼 

 iii. Her 𝐴 ∈ 𝐼 ve her 𝐵 ⊆ A için 𝐵 ∈ 𝐼 

şartlarını sağlamasıdır (Kostyrko et al. 2000). 

Eğer ℕ ∉ 𝐼 ise 𝐼 ya bir non-trivial ideal denir. Ayrıca 𝐼 bir non-trivial ideal ve her 

𝑛 ∈ ℕ için {𝑛} ∈ 𝐼 oluyorsa, 𝐼 idealine uygun ideal denir (Kostyrko et al. 2000). 
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Tanım 2.16  𝐹 ⊆ 2ℕ kümeler ailesinin bir süzgeç olması için gerek ve yeter koşul, 

 i.   ∅ ∉ 𝐹  

 ii.  Her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐹 için 𝐴 ∩ 𝐵 ∈ 𝐹 

 iii. Her 𝐴 ∈  𝐹 ve her 𝐵 ⊇ A için 𝐵 ∈ 𝐹 

şartlarını sağlamasıdır (Kostyrko et al. 2000). 

Önerme 2.1  𝐼 nın ℕ de bir non-trivial ideal olması için gerek ve yeter koşul  

𝐹 = 𝐹(𝐼) = {𝑀 = ℕ ∖ 𝐴: 𝐴 ∈ 𝐼} 

kümesinin 𝑋 de bir süzgeç olmasıdır ki bu 𝐹(𝐼) ya I ile birleştirilmiş süzgeç denir 

(Kostyrko et al. 2000). 

Tanım 2.17  𝐼 ⊂ 2ℕ bir non-trivial ideal olsun. Eğer her  ε >  0 için  

𝐴(ε) = {𝑘 ∈ ℕ: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ ε} 

kümesi 𝐼 ya ait oluyorsa, (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 sayısına 𝐼-yakınsaktır denir (Kostyrko et al. 

2000). 

Tanım 2.18  𝐼 ⊂ 2ℕ bir non-trivial ideal olsun. Eğer her  ε > 0 ve her 𝛿 > 0 için, 

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥ 𝛿} 

kümesi 𝐼 ya ait oluyorsa, (𝑥𝑘) dizisine 𝐿 sayısına 𝐼-istatistiksel yakınsaktır denir (Das et 

al. 2011).  

Tanım 2.19  𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) negatif olmayan iki dizi olsun. Eğer, 

lim
𝑘

𝑥𝑘
𝑦𝑘
= 1 

oluyorsa, 𝑥 = (𝑥𝑘)  ve  𝑦 = (𝑦𝑘) dizilerine asimptotik denktir denir ve 𝑥 ~ 𝑦 şeklinde 

gösterilir (Marouf 1993). 
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Tanım 2.20  𝑥 = (𝑥𝑘)  ve 𝑦 = (𝑦𝑘)  negatif olmayan iki dizi olsun. Eğer ∀𝜀 > 0 için, 

lim
𝑛

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |

𝑥𝑘
𝑦𝑘
− 𝐿| ≥  𝜀}| = 0 

oluyorsa,  𝑥 = (𝑥𝑘)  ve  𝑦 = (𝑦𝑘)  dizilerine 𝐿 katlı asimptotik istatistiksel denktir denir 

ve  𝑥 
𝑆𝐿
~ 𝑦  ile gösterilir. Eğer  𝐿 =  1 ise, basitçe asimptotik istatistiksel denktir denir 

(Patterson 2003). 

Tanım 2.21  𝜃 bir lacunary dizi ve 𝑥 = (𝑥𝑘), 𝑦 = (𝑦𝑘) negatif olmayan iki dizi olsun. 

Eğer,   

lim
𝑟

1

ℎ𝑟
∑

𝑥𝑘
𝑦𝑘

𝑘∈𝐼𝑟

= 𝐿 

oluyorsa, 𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) dizilerine 𝐿 katlı asimptotik lacunary denktir denir ve  

𝑥 
𝑁𝜃
𝐿

~ 𝑦  biçiminde gösterilir. Eğer 𝐿 = 1 ise, basitçe asimptotik lacunary denktir denir 

(Patterson ve Savaş 2006). 

Tanım 2.22  𝜃 bir lacunary dizi ve 𝑥 = (𝑥𝑘), 𝑦 = (𝑦𝑘) negatif olmayan iki dizi olsun. 

Eğer,   

lim
𝑟

1

ℎ𝑟
∑ |

𝑥𝑘
𝑦𝑘
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

= 0 

oluyorsa, 𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) dizilerine 𝐿 katlı kuvvetli asimptotik lacunary denktir 

denir ve  𝑥 
[𝑁]𝜃

𝐿

~ 𝑦  biçiminde gösterilir. Eğer 𝐿 = 1 ise basitçe kuvvetli asimptotik 

lacunary denktir denir (Patterson ve Savaş 2006). 

 

Tanım 2.23  𝜃 bir lacunary dizi ve 𝑥 = (𝑥𝑘), 𝑦 = (𝑦𝑘) negatif olmayan iki dizi olsun. 

Eğer her 𝜀 > 0 için, 

 lim
𝑟

1

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟 ∶ |

𝑥𝑘
𝑦𝑘
− 𝐿| ≥ 𝜀 }| = 0 

oluyorsa, 𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) dizilerine 𝐿 katlı asimptotik lacunary istatistiksel 

denktir denir ve  𝑥 
𝑆𝜃
𝐿

~ 𝑦   biçiminde gösterilir. Eğer 𝐿 = 1 ise, basitçe asimptotik 

lacunary istatistiksel denktir denir (Patterson ve Savaş 2006). 
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Tanım 2.24  𝑋 boş olmayan bir küme olsun. 𝜌: 𝑋 × 𝑋 → ℝ fonksiyonu için, 

 𝑀1.  𝜌(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

 𝑀2.  𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝑦, 𝑥) 

 𝑀3.  𝜌(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜌(𝑥, 𝑧) + 𝜌(𝑧, 𝑦) 

şartları sağlanıyorsa, 𝜌 ya 𝑋 de bir metrik ve 𝜌 ile birlikte 𝑋 e metrik uzay denir. Bu 

durum genellikle (𝑋, 𝜌) ile gösterilir (Bayraktar 2000). 

Tanım 2.25  𝑋 ≠ ∅ ve ℕ doğal sayılar kümesi olmak üzere,  

𝑓:ℕ → 𝑃(𝑋) 

şeklinde tanımlı fonksiyon her 𝑘 ∈ ℕ için 𝑃(𝑋) de bir 

𝑓(𝑘) = 𝐴𝑘 ∈ 𝑃(𝑋) 

kümesi belirler. Bu 𝑓 fonksiyonunun görüntü kümesini oluşturan 𝐴1, 𝐴2, … kümelerinin 

oluşturduğu  𝐴𝑘 = {𝐴1, 𝐴2, … } dizisine küme dizisi denir. 

Tanım 2.26  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑋 noktası ve 𝑋 in boş 

olmayan herhangi bir 𝐴 altkümesi için; 𝑥 in 𝐴 ya olan uzaklığı 

𝑑(𝑥, 𝐴) = inf
𝑎∈𝐴

𝜌(𝑥, 𝑎) 

olarak tanımlanır (Nuray ve Rhoades 2012). 

Tanım 2.27  𝐴 ⊂  ℝ𝑛 ve 𝑎 ∈ 𝐴 olsun. Eğer 𝐷(𝑎, 𝜀) ⊂ 𝐴 olacak şekilde bir ε > 0 sayısı 

varsa, 𝑎 noktasına 𝐴 kümesinin bir iç noktasıdır denir. 𝐴 kümesinin iç noktalarının 

kümesine 𝐴 nın içi denir ve 𝐴𝑜 ile gösterilir. Eğer 𝐴𝑜 = 𝐴 ise 𝐴 ya ℝ𝑛 de bir açık küme 

denir. Tümleyeni açık olan kümeye ise kapalı küme denir (Bayraktar 2000). 

Tanım 2.28  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑋 için 

lim
𝑘→∞

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) = 𝑑(𝑥, 𝐴) 

oluyorsa, 𝐴𝑘  dizisi 𝐴 kümesine Wijsman yakınsaktır denir. Bu durumda,                    

𝑊 − lim𝐴𝑘 = 𝐴 olarak yazılır (Baronti and Papini 1986).  
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Tanım 2.29  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝐴𝑘, 𝑋 in boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeleri olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑋 için  sup𝑘 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) < ∞  oluyorsa 𝐴𝑘 dizisi sınırlıdır 

denir ve 𝐴𝑘 ∈ 𝐿∞ şeklinde yazılır (Nuray ve Rhoades 2012). 

Tanım 2.30  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay olsun. Boş olmayan kapalı herhangi 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑋 

altkümeleri için, eğer 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) dizisi 𝑑(𝑥, 𝐴) ya istatistiksel yakınsaksa; yani her 𝜀 > 0 

ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶  |𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝐴)| ≥ 𝜀}| = 0 

oluyorsa, 𝐴𝑘 dizisi 𝐴 kümesine Wijsman istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durumda 

𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚𝑤𝐴𝑘 = 𝐴 yazılır (Nuray ve Rhoades 2012). 

Tanım 2.31  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay, 𝜃 bir lacunary dizi ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan 

kapalı herhangi altkümeler olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
∑𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) = 𝑑(𝑥, 𝐴)

𝑘∈𝐼𝑟

 

oluyorsa, 𝐴𝑘 dizisi 𝐴 kümesine Wijsman lacunary toplanabilirdir denir ve                

𝐴𝑘 → 𝐴(𝑊𝑁𝜃) şeklinde gösterilir (Ulusu ve Nuray 2012). 

Tanım 2.32  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay, 𝜃 bir lacunary dizi ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan 

kapalı herhangi altkümeler olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
∑|𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝐴)| = 0

𝑘∈𝐼𝑟

 

oluyorsa, 𝐴𝑘 dizisi 𝐴 kümesine Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilirdir denir ve 

𝐴𝑘 → 𝐴([𝑊𝑁𝜃]) şeklinde gösterilir (Ulusu ve Nuray 2012). 

Tanım 2.33  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay, 𝜃 = {𝑘𝑟} bir lacunary dizi ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑋 boş 

olmayan kapalı herhangi altkümeler olsun. Eğer her 𝜀 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑟

1

ℎ𝑟
|𝑘 ∈ 𝐼𝑟 ∶  |𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝐴)| ≥ 𝜀| = 0 
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oluyorsa, 𝐴𝑘 dizisi 𝐴 kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yakınsaktır denir ve 

𝑆𝜃 − lim𝑊 𝐴𝑘 = 𝐴 veya 𝐴𝑘 → 𝐴(𝑊𝑆𝜃) şeklinde gösterilir (Ulusu ve Nuray 2012). 

Tanım 2.34   (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
∑ 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) = 𝑑(𝑥, 𝐴)

𝑘∈𝐼𝑛

 

oluyorsa, 𝐴𝑘 dizisi 𝐴 kümesine Wijsman 𝑉𝜆-toplanabilirdir denir ve 𝐴𝑘 → 𝐴((𝑉𝜆)) 

şeklinde gösterilir (Kişi ve Nuray 2013a). 

Yukarıdaki tanımda 𝜆𝑛 = 𝑛 olarak alınırsa, Wijsman Cesaro toplanabilirlik kavramı 

elde edilir.  

Tanım 2.35   (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
∑|𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝐴)|

𝑘∈𝐼𝑛

= 0 

oluyorsa, 𝐴𝑘 dizisi 𝐴 kümesine Wijsman kuvvetli 𝑉𝜆-toplanabilirdir denir ve             

𝐴𝑘 → 𝐴([𝑉𝜆]) şeklinde gösterilir (Kişi ve Nuray 2013a). 

Yukarıdaki tanımda 𝜆𝑛 = 𝑛 olarak alınırsa, Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilirlik 

kavramı elde edilir.  

Tanım 2.36  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her  ε > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝐴)| ≥ 𝜀}| = 0 

oluyorsa, 𝐴𝑘 dizisi 𝐴 kümesine Wijsman 𝜆-istatistiksel yakınsaktır veya                     

𝑊𝑆𝜆-yakınsaktır denir ve 𝐴𝑘 → 𝐴(𝑊𝑆𝜆) şeklinde gösterilir (Kişi ve Nuray 2013a). 

Yukarıdaki tanımda 𝜆𝑛 = 𝑛 olarak alınırsa, Wijsman istatistiksel yakınsaklık kavramı 

elde edilir. 



   

12 

 

Tanım 2.37 (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay, 𝐼 ⊆ 2ℕ bir uygun ideal ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan 

kapalı herhangi altkümeler olsun. Eğer her ε > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için,  

𝐴(x, ε ) = {𝑘 ∈ ℕ: |𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝐴)| ≥ ε} 

kümesi 𝐼 ya ait ise, o zaman 𝐴𝑘 dizisi 𝐴 kümesine Wijsman 𝐼-yakınsaktır denir ve 

𝐴𝑘 → 𝐴(𝐼𝑊) şeklinde gösterilir (Kişi ve Nuray 2013b). 

Tanım 2.38  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay, 𝐼 ⊆ 2ℕ bir uygun ideal ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan 

kapalı herhangi altkümeler olsun. Eğer her ε > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için,  

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
|∑𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝐴)

𝑛

𝑘=1

| ≥ 𝜀} 

kümesi 𝐼 ya ait ise, o zaman 𝐴𝑘 dizisi 𝐴 kümesine Wijsman 𝐼-Cesaro toplanabilirdir 

denir ve 𝐴𝑘 → 𝐴(𝐶1(𝐼𝑊)) şeklinde gösterilir (Ulusu ve Kişi 2015). 

Tanım 2.39  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay, 𝐼 ⊆ 2ℕ bir uygun ideal ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan 

kapalı herhangi altkümeler olsun. Eğer her ε > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için,  

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
∑ |𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝐴)

𝑛

𝑘=1

| ≥ 𝜀} 

kümesi 𝐼 ya ait ise, o zaman 𝐴𝑘 dizisi 𝐴 kümesine Wijsman kuvvetli 𝐼-Cesaro 

toplanabilirdir denir ve 𝐴𝑘 → 𝐴(𝐶1[𝐼𝑊]) şeklinde gösterilir (Ulusu ve Kişi 2015). 

Tanım 2.40  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay, 𝐼 ⊆ 2ℕ bir uygun ideal ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan 

kapalı herhangi altkümeler olsun. Eğer her ε > 0, her 𝛿 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için,  

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝐴)| ≥ ε}| ≥ 𝛿} 

kümesi 𝐼 ya ait ise, o zaman 𝐴𝑘 dizisine 𝐴 kümesine Wijsman 𝐼-istatistiksel yakınsaktır 

denir ve 𝐴𝑘 → 𝐴(𝑆(𝐼𝑊)) şeklinde gösterilir (Kişi vd. submitted for publication). 
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3. KÜME DİZİLERİNİN ASİMPTOTİK İSTATİSTİKSEL DENKLİĞİ 

Bu bölümde, Ulusu ve Nuray (2013) tarafından incelenen küme dizilerinin asimptotik 

lacunary istatistiksel denkliği kavramı ile ilgili temel tanım, örnek ve teoremleri 

vereceğiz. 

Tanım 3.1 (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan, kapalı ve her 𝑥 ∈ 𝑋 

için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) > 0 ve 𝑑(𝑥, 𝐵𝑘) > 0 şartını sağlayan herhangi altkümeler olsun. Eğer her 

𝑥 ∈ 𝑋 için,  

lim
𝑘

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
= 1 

oluyorsa, 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizilerine Wijsman anlamında asimptotik denktir denir ve 𝐴𝑘 ~ 𝐵𝑘 

şeklinde gösterilir. 

Örnek 3.1  (𝑥, 𝑦)-düzleminde aşağıdaki çemberler dizilerini göz önüne alalım: 

𝐴𝑘 = {(𝑥, 𝑦) ∶  𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑘𝑥 = 0} 

𝐵𝑘 = {(𝑥, 𝑦) ∶  𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑘𝑥 = 0} 

Bu diziler için, 

lim
𝑘

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
= 1 

olduğundan 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizileri Wijsman anlamında asimptotik denktir. Yani 𝐴𝑘 ~ 𝐵𝑘  dır. 

Örneğimizi bir de şekil üzerinde gösterelim; 

 

 

 

 

   

 

 

𝑥 

𝑦 
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Tanım 3.2  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan, kapalı ve her 𝑥 ∈ 𝑋 

için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) > 0 ve 𝑑(𝑥, 𝐵𝑘) > 0 şartını sağlayan herhangi altkümeler olsun. Eğer her 

𝜀 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑛

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

oluyorsa, 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 küme dizilerine 𝐿 katlı Wijsman asimptotik istatistiksel denktir denir 

ve  𝐴𝑘
𝑊𝑆𝐿
~ 𝐵𝑘  şeklinde gösterilir. Eğer 𝐿 = 1 ise basitçe Wijsman asimptotik istatistiksel 

denktir denir.  

Wijsman asimptotik istatistiksel denk küme dizilerinin kümesini {𝑊𝑆𝐿} ile 

göstereceğiz. 

Örnek 3.2:  (𝑥, 𝑦)-düzleminde aşağıdaki çemberler dizilerini göz önüne alalım: 

𝐴𝑘 = {

{(𝑥, 𝑦) ∶  𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑘𝑦 = 0} , 𝑘 𝑏𝑖𝑟 𝑡𝑎𝑚𝑘𝑎𝑟𝑒 𝑠𝑎𝑦𝚤 𝑖𝑠𝑒,

{(1,1)} , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎
 

 𝐵𝑘 = {

{(𝑥, 𝑦) ∶  𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑘𝑦 = 0} , 𝑘 𝑏𝑖𝑟 𝑡𝑎𝑚𝑘𝑎𝑟𝑒 𝑠𝑎𝑦𝚤 𝑖𝑠𝑒,

{(1,1)} , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎
 

Bu diziler için, 

lim
𝑛

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 1| ≥ 𝜀}| = 0 

olduğundan 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizileri Wijsman asimptotik istatistiksel denktir. Yani 𝐴𝑘
𝑊𝑆1
~ 𝐵𝑘 

dir. 

Tanım 3.3  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝜃 bir lacunary dizi olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş 

olmayan, kapalı ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) > 0 ve 𝑑(𝑥, 𝐵𝑘) > 0 şartını sağlayan 

herhangi altkümeler olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑟

1

ℎ𝑟
∑

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
𝑘∈𝐼𝑟

= 𝐿 
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oluyorsa, 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizilerine 𝐿 katlı Wijsman asimptotik lacunary denktir denir ve  

𝐴𝑘
𝑊𝑁𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘  şeklinde gösterilir. Eğer 𝐿 = 1 ise basitçe Wijsman asimptotik lacunary 

denktir denir. 

Tanım 3.4  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝜃 bir lacunary dizi olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş 

olmayan, kapalı ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) > 0 ve 𝑑(𝑥, 𝐵𝑘) > 0 şartını sağlayan 

herhangi altkümeler olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑟

1

ℎ𝑟
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

= 0 

oluyorsa, 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizilerine 𝐿 katlı Wijsman kuvvetli asimptotik lacunary denktir denir 

ve  𝐴𝑘
[𝑊𝑁]𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘  şeklinde gösterilir. Eğer 𝐿 = 1 ise basitçe Wijsman kuvvetli asimptotik 

lacunary denktir denir. 

Wijsman kuvvetli asimptotik lacunary denk küme dizilerinin kümesini {[𝑊𝑁]𝜃
𝐿 } ile 

göstereceğiz. 

Örnek 3.3  (𝑥, 𝑦)-düzleminde aşağıdaki elipsler dizilerini göz önüne alalım: 

𝐴𝑘 =

{
 
 

 
 
{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 ∶  

(𝑥 − √𝑘)
2

𝑘
+
𝑦2

2𝑘
= 1} , 𝑘𝑟−1 < 𝑘 < 𝑘𝑟−1 + [√ℎ𝑟]  𝑖𝑠𝑒,

{(1,1)} , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎,

 

𝐵𝑘 =

{
 
 

 
 
{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 ∶  

(𝑥 + √𝑘)
2

𝑘
+
𝑦2

2𝑘
= 1} , 𝑘𝑟−1 < 𝑘 < 𝑘𝑟−1 + [√ℎ𝑟]  𝑖𝑠𝑒,

{(1,1)} , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎.

 

Bu diziler için, 

lim
𝑟

1

ℎ𝑟
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝐾)

𝑑(𝑥, 𝐵𝐾)
− 1|

𝑘∈𝐼𝑟

= 0 
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olduğundan 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizileri Wijsman kuvvetli asimptotik lacunary denktir. Yani, 

𝐴𝑘
[𝑊𝑁]𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘 dir. 

Tanım 3.5  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝜃 bir lacunary dizi olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş 

olmayan, kapalı ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) > 0 ve 𝑑(𝑥, 𝐵𝑘) > 0 şartını sağlayan 

herhangi altkümeler olsun. Eğer her 𝜀 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑟

1

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

oluyorsa, 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 küme dizilerine 𝐿 katlı Wijsman asimptotik lacunary istatistiksel 

denktir denir ve 𝐴𝑘
𝑊𝑆𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘  şeklinde gösterilir. Eğer 𝐿 = 1 ise basitçe Wijsman 

asimptotik lacunary istatistiksel  denktir denir.  

Wijsman asimptotik lacunary istatistiksel denk küme dizilerinin kümesini {𝑊𝑆𝜃
𝐿} ile 

göstereceğiz. 

Örnek 3.4  (𝑥, 𝑦)-düzleminde aşağıdaki iç içe çemberler dizilerini göz önüne alalım: 

𝐴𝑘 =

{
 
 

 
 {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 ∶  𝑥2 + (𝑦 − 1)2 =

1

𝑘
} , 𝑘𝑟−1 < 𝑘 < 𝑘𝑟−1 + [√ℎ𝑟] 𝑣𝑒

𝑘 𝑏𝑖𝑟 𝑡𝑎𝑚𝑘𝑎𝑟𝑒 𝑠𝑎𝑦𝚤 𝑖𝑠𝑒,

{(0,0)} , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎,

 

𝐵𝑘 =

{
 
 

 
 {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 ∶  𝑥2 + (𝑦 + 1)2 =

1

𝑘
} , 𝑘𝑟−1 < 𝑘 < 𝑘𝑟−1 + [√ℎ𝑟] 𝑣𝑒

𝑘 𝑏𝑖𝑟 𝑡𝑎𝑚𝑘𝑎𝑟𝑒 𝑠𝑎𝑦𝚤 𝑖𝑠𝑒,

{(0,0)} , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎.

 

Bu diziler için, 

lim
𝑟

1

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 1| ≥ 𝜀}| = 0 

olduğundan 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizileri Wijsman asimptotik lacunary istatistiksel denk dizilerdir. 

Yani, 𝐴𝑘
𝑊𝑆𝜃

1

~ 𝐵𝑘 dir. 
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Teorem 3.1  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝜃 bir lacunary dizi olsun. 𝐴𝑘 , 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş 

olmayan, kapalı herhangi altkümeler olsun. Bu durumda, 

 i. (a)  𝐴𝑘
[𝑊𝑁]𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘 ⇒ 𝐴𝑘
𝑊𝑆𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘  dir. 

    (b)  {[𝑊𝑁]𝜃
𝐿 },  {𝑊𝑆𝜃

𝐿}  nin öz alt kümesidir. 

ii.  𝐴𝑘 ∈ 𝐿∞olsun. O halde  𝐴𝑘
𝑊𝑆𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘 ⇒ 𝐴𝑘
[𝑊𝑁]𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘  dir. 

iii. {𝑊𝑆𝜃
𝐿} ∩ 𝐿∞ = {[𝑊𝑁]𝜃

𝐿 } ∩ 𝐿∞  dir. 

(Burada 𝐿∞ sınırlı küme dizilerinin kümesini göstermektedir.) 

İspat.  i.(a)  𝜀 > 0 ve 𝐴𝑘
[𝑊𝑁]𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘 olsun. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

∑ |
𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ ∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

|
𝑑(𝑥,𝐴𝑘)

𝑑(𝑥,𝐵𝑘)
 −𝐿|≥𝜀

𝑘∈𝐼𝑟

 

                                                 ≥ 𝜀 ∙ |{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |
𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|  ≥ 𝜀}| 

eşitsizliğini yazabiliriz. Burada, kabulümüz de dikkate alınarak, her iki taraf 
1

ℎ𝑟
 ile 

çarpılır ve 𝑟 → ∞ için limite geçilirse, her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑟

1

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|  ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑟

1

ℎ𝑟
∑|

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

= 0 

sonucunu elde ederiz. Bu ise 𝐴𝑘
𝑊𝑆𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘 olması demektir. 

 i.(b)  {[𝑊𝑁]𝜃
𝐿 } ⊂ {𝑊𝑆𝜃

𝐿} olduğunu göstermek için; Wijsman asimptotik 

lacunary istatistiksel denk olup da Wijsman kuvvetli asimptotik lacunary denk olmayan 

dizilerin varlığını göstermeliyiz.  

𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizilerini aşağıdaki şekilde tanımlayalım: 
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 𝐴𝑘 = {
{𝑘} , 𝑘𝑟−1 < 𝑘 < 𝑘𝑟−1 + [√ℎ𝑟],   𝑟 = 1,2, …    𝑖𝑠𝑒,

{0} , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑑𝑎,

 

𝐵𝑘 = {0},   her 𝑘 için. 

𝐴𝑘 dizisi sınırlı değildir. Ayrıca, ∀𝜀 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

1

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 1| ≥ 𝜀}| =

[√ℎ𝑟  ]

ℎ𝑟
→ 0     (𝑟 → ∞ 𝑖𝑘𝑒𝑛) 

olduğundan 𝐴𝑘
𝑊𝑆𝜃

1

~ 𝐵𝑘 dir. Diğer taraftan 𝐴𝑘 dizisi sınırlı olmadığından, 

1

ℎ𝑟
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

↛ 0     ( 𝑟 → ∞ 𝑖𝑘𝑒𝑛) 

dır. Yani, 𝐴𝑘
[𝑊𝑁]𝜃

𝐿

≁ 𝐵𝑘 dir. Böylece istenen elde edilmiş olur. 

 ii.  Kabul edelim ki 𝐴𝑘 ∈ 𝐿∞ ve 𝐴𝑘
𝑊𝑆𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘  olsun. Bu durumda, her 𝑥 ∈ 𝑋 ve her 

𝑘 için, 

|
𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≤ 𝑀 

olacak şekilde bir 𝑀 > 0 sayısı vardır. Her 𝜀 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

1

ℎ𝑟
∑|

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

=   
1

ℎ𝑟
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

|
𝑑(𝑥,𝐴𝑘)

𝑑(𝑥,𝐵𝑘)
−𝐿|≥𝜀

 

                                                     + 
1

ℎ𝑟
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

|
𝑑(𝑥,𝐴𝑘)

𝑑(𝑥,𝐵𝑘)
−𝐿|<𝜀

 

                                                       ≤   
𝑀

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| + 𝜀 

eşitsizliğini yazabiliriz. Burada, kabulümüz de dikkate alınarak, 𝑟 → ∞ için limite 

geçilirse, her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 
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lim
𝑟

1

ℎ𝑟
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

≤ lim
𝑟

𝑀

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

sonucunu elde ederiz. Bu ise 𝐴𝑘
[𝑊𝑁]𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘 olması demektir. 

 iii.  Bu durum (i) ve (ii) den doğrudan elde edilir. 

Teorem 3.2  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan, kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer 𝜃 = {𝑘𝑟}, lim 𝑖𝑛𝑓𝑟 𝑞𝑟 > 1 şartını sağlayan bir lacunary dizi ise, o 

zaman 

𝐴𝑘
𝑊𝑆𝐿
~ 𝐵𝑘 ⇒ 𝐴𝑘

𝑊𝑆𝜃
𝐿

~ 𝐵𝑘 

dır. 

İspat.  lim 𝑖𝑛𝑓𝑟 𝑞𝑟 > 1 olsun. O zaman yeterince büyük 𝑟 sayısı için 𝑞𝑟 ≥ 1 + 𝜆 olacak 

şekilde bir 𝜆 > 0 sayısı vardır ki bu durumda, 

ℎ𝑟
𝑘𝑟
≥

𝜆

1 + 𝜆
 

eşitsizliği sağlanır. Böylece,  her 𝜀 > 0, her 𝑥 ∈ 𝑋 ve yeterince büyük 𝑟 sayısı için, 

1

𝑘𝑟
|{𝑘 ≤ 𝑘𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥

1

𝑘𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| 

                                                  ≥
𝜆

1 + 𝜆
∙ (
1

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}|) 

eşitsizliğini yazabiliriz. Burada, kabulümüz de dikkate alınarak, 𝑟 → ∞ için limite 

geçilirse, her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑟→∞

1

𝑘𝑟
|{𝑘 ≤ 𝑘𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

sonucunu elde ederiz. Bu ise 𝐴𝑘
𝑊𝑆𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘olması demektir. 
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Teorem 3.3  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan, kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer 𝜃 = {𝑘𝑟}, lim 𝑠𝑢𝑝𝑟 𝑞𝑟 < ∞ şartını sağlayan bir lacunary dizi ise, 

o zaman 

𝐴𝑘
𝑊𝑆𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘  ⇒ 𝐴𝑘
𝑊𝑆𝐿
~ 𝐵𝑘 

dır. 

İspat.  lim 𝑠𝑢𝑝𝑟 𝑞𝑟 < ∞ olsun. O zaman her 𝑟 ≥ 1 için 𝑞𝑟 < 𝑀 olacak biçimde bir 

𝑀 > 0 sayısı vardır. 

𝐴𝑘
𝑊𝑆𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘 ve 𝜀 > 0 olsun. Bu durumda, her 𝑗 ≥ 𝑅 için, 

𝐴𝑗 =
1

ℎ𝑗
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑗: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| < 𝜀 

olacak şekilde 𝑅 > 0 sayısı vardır.  

Ayrıca, her 𝑗 = 1,2, …  için 𝐴𝑗 < 𝐻 olacak şekilde 𝐻 > 0 sayısı bulabiliriz.  

Şimdi 𝑡 sayısı, 𝑟 > 𝑅 olmak üzere 𝑘𝑟−1 < 𝑡 ≤ 𝑘𝑟 şartını sağlayan herhangi bir tamsayı 

olsun. Bu durumda, 

1

𝑡
|{𝑘 ≤ 𝑡 ∶ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}|≤

1

𝑘𝑟−1
|{𝑘 ≤ 𝑘𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| 

                                           =  
1

𝑘𝑟−1
{|{𝑘 ∈ 𝐼1: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}|} 

                                                  +   
1

𝑘𝑟−1
{|{𝑘 ∈ 𝐼2: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}|} 

                                                  + ⋯+ 
1

𝑘𝑟−1
{|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}|} 

                                           =    
𝑘1

𝑘𝑟−1𝑘1
|{𝑘 ∈ 𝐼1: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| 

                                                  +  
𝑘2 − 𝑘1

𝑘𝑟−1(𝑘2 − 𝑘1)
|{𝑘 ∈ 𝐼2: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| 
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                                                  +⋯+  
𝑘𝑅 − 𝑘𝑅−1

𝑘𝑟−1(𝑘𝑅 − 𝑘𝑅−1)
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑅: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| 

                                                  + ⋯+ 
𝑘𝑟 − 𝑘𝑟−1

𝑘𝑟−1(𝑘𝑟 − 𝑘𝑟−1)
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| 

                                            =    
𝑘1
𝑘𝑟−1

𝐴1 +
𝑘2 − 𝑘1
𝑘𝑟−1

𝐴2 +⋯+
(𝑘𝑅 − 𝑘𝑅−1)

𝑘𝑟−1
𝐴𝑅 

                                                  + 
𝑘𝑅+1 − 𝑘𝑅
𝑘𝑟−1

𝐴𝑅+1 +⋯+ 
𝑘𝑟 − 𝑘𝑟−1
𝑘𝑟−1

𝐴𝑟  

                                            ≤  {sup
𝑗≥1

𝐴𝑗}
𝑘𝑅
𝑘𝑟−1

 +  {sup
𝑗≥𝑅

𝐴𝑗}
𝑘𝑟 − 𝑘𝑅
𝑘𝑟−1

 

                                            ≤ 𝐻
𝑘𝑅
𝑘𝑟−1

+ 𝜀𝑀.           

eşitsizliğini yazabiliriz. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.2 ve Teorem 3.3 birlikte düşünülmesiyle aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 3.4  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan, kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer 𝜃 = {𝑘𝑟}, 1 < 𝑖𝑛𝑓𝑟 𝑞𝑟 ≤ lim 𝑠𝑢𝑝𝑟 𝑞𝑟 < ∞ şartını sağlayan bir 

lacunary dizi ise, o zaman 

𝐴𝑘
𝑊𝑆𝜃

𝐿

~ 𝐵𝑘 ⇔ 𝐴𝑘
𝑊𝑆𝐿
~ 𝐵𝑘 

dır. 
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4. KÜME DİZİLERİNİN ASİMPTOTİK I-DENKLİĞİ   

Bu bölümde, Kişi ve Nuray (2013) tarafından incelenen küme dizilerinin                

𝑆𝜆
𝐿(𝐼)-asimptotik istatistiksel denkliği kavramı ile ilgili temel tanım, örnek ve teoremleri 

vereceğiz. 

Tanım 4.1  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝐼 bir uygun ideal olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan, 

kapalı ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) > 0 ve 𝑑(𝑥, 𝐵𝑘) > 0 şartını sağlayan herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her 𝜀 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

{𝑘 ∈ ℕ: |
𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ ε} ∈ 𝐼 

oluyorsa, 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizilerine 𝐿 katlı Wijsman asimptotik 𝐼-denktir denir ve 𝐴𝑘
𝐼𝑊
𝐿

~ 𝐵𝑘 

şeklinde gösterilir. Eğer 𝐿 = 1 ise basitçe Wijsman asimptotik 𝐼-denktir denir.  

Örnek 4.1  𝑋 = ℝ2 olmak üzere aşağıdaki {𝐴𝑘} ve {𝐵𝑘} dizilerini göz önüne alalım;  

𝐴𝑘 = {
{(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛,   0 ≤ 𝑦 ≤

1

𝑛
∙ 𝑥} ,  𝑘 ≠ 𝑛2   𝑖𝑠𝑒,

,
{0,0} , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎

 

     𝐵𝑘 = {
{(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛,   0 ≤ 𝑦 ≤ −

1

𝑛
∙ 𝑥} ,  𝑘 ≠ 𝑛2   𝑖𝑠𝑒,

,
{0,0} , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎

 

Burada 𝐼𝑓 doğal yoğunluğu sıfır olan kümelerin ideali olmak üzere,  eğer 𝐼 = 𝐼𝑓 alınırsa, 

her 𝜀 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

{𝑘 ∈ ℕ: |
𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 1| ≥ ε} ∈ 𝐼 

olacağından, 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizileri Wijsman asimptotik 𝐼-denktir. Yani, 𝐴𝑘 
𝐼𝑤
1

~𝐵𝑘  dır. 
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Tanım 4.2  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝐼 bir uygun ideal olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan, 

kapalı ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) > 0 ve 𝑑(𝑥, 𝐵𝑘) > 0 şartını sağlayan herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her 𝜀 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
|∑

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿

𝑛

𝑘=1

| ≥ ε} ∈ 𝐼 

oluyorsa, 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizilerine 𝐿 katlı Wijsman asimptotik 𝐼-Cesaro denktir denir ve 

𝐴𝑘 
𝐶1
𝐿(𝐼𝑤)
~ 𝐵𝑘  şeklinde gösterilir.  

Tanım 4.3  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝐼 bir uygun ideal olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan, 

kapalı ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) > 0 ve 𝑑(𝑥, 𝐵𝑘) > 0 şartını sağlayan herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her 𝜀 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑛

𝑘=1

≥ ε} ∈ 𝐼 

oluyorsa, 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizilerine 𝐿 katlı Wijsman kuvvetli asimptotik 𝐼-Cesaro denktir denir 

ve 𝐴𝑘  
𝐶1
𝐿[𝐼𝑤]
~ 𝐵𝑘  şeklinde gösterilir.  

Tanım 4.4  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝐼 bir uygun ideal olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan, 

kapalı ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) > 0 ve 𝑑(𝑥, 𝐵𝑘) > 0 şartını sağlayan herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her 𝜀 > 0, her 𝛿 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
|𝑘 ≤ 𝑛 ∶ {|

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ ε}| ≥ 𝛿} ∈ 𝐼 

oluyorsa, 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizilerine 𝐿 katlı Wijsman asimptotik 𝐼-istatistiksel denktir denir ve 

𝐴𝑘
𝑆𝐿(𝐼𝑤)
~ 𝐵𝑘 şeklinde gösterilir.  

Tanım 4.5  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝐼 bir uygun ideal olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan, 

kapalı ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) > 0 ve 𝑑(𝑥, 𝐵𝑘) > 0 şartını sağlayan herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her 𝜀 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 
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{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝜆𝑛
|∑

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿

𝑘∈𝐼𝑛

| ≥ 𝜀} ∈ 𝐼 

oluyorsa, 𝐴𝑘 ve  𝐵𝑘 dizilerine 𝐿 katlı Wijsman asimptotik 𝐼𝜆-denktir denir ve 𝐴𝑘
𝑉𝜆
𝐿(𝐼𝑤)
~ 𝐵𝑘 

şeklinde gösterilir.  

Tanım 4.6  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝐼 bir uygun ideal olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan, 

kapalı ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) > 0 ve 𝑑(𝑥, 𝐵𝑘) > 0 şartını sağlayan herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her 𝜀 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝜆𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛

≥ 𝜀} ∈ 𝐼 

oluyorsa, 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizilerine 𝐿 katlı Wijsman kuvvetli asimptotik 𝐼𝜆-denktir denir ve 

𝐴𝑘
𝑉𝜆
𝐿[𝐼𝑤]
~ 𝐵𝑘 şeklinde gösterilir.  

Tanım 4.7  (𝑋, 𝜌) bir metrik uzay ve 𝐼 bir uygun ideal olsun. 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊆ 𝑋 boş olmayan, 

kapalı ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑘) > 0 ve 𝑑(𝑥, 𝐵𝑘) > 0 şartını sağlayan herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her 𝜀 > 0, her 𝛿 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥ 𝛿} ∈ 𝐼 

oluyorsa, 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizilerine 𝐿 katlı Wijsman asimptotik 𝐼𝜆-istatistiksel denktir denir ve  

𝐴𝑘
𝑆𝜆
𝐿(𝐼𝑤)
~ 𝐵𝑘 şeklinde gösterilir.  

Teorem 4.1  𝜆 ∈ Λ ve 𝐼 ⊆ 2ℕ bir uygun ideal olsun. Eğer  𝐴𝑘
𝑉𝜆
𝐿[𝐼𝑤]
~ 𝐵𝑘 ise, o zaman 

𝐴𝑘
𝑆𝜆
𝐿(𝐼𝑤)
~ 𝐵𝑘  dir. 

İspat.  𝐴𝑘
𝑉𝜆
𝐿[𝐼𝑤]
~ 𝐵𝑘 olsun. Her ε > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için,   
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∑ |
𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛

= ∑ |
𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛
|𝑑(𝑥,𝐴𝑘)−𝑑(𝑥,𝐴)|≥𝜀

+ ∑ |
𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛
|𝑑(𝑥,𝐴𝑘)−𝑑(𝑥,𝐴)|<𝜀

 

                                    ≥ ∑ |
𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛
|𝑑(𝑥,𝐴𝑘)−𝑑(𝑥,𝐴)|≥𝜀

 

                                    ≥ 𝜀. |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |
𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| 

eşitsizliğini yazabiliriz. Burada, her iki taraf 
1

𝜀∙𝜆𝑛
 ile çarpılırsa, 

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤

1

𝜀. 𝜆𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| 

𝑘∈𝐼𝑛

 

eşitsizliğini elde ederiz. Böylece her  𝛿 > 0  için, 

{𝑛 ∈ ℕ: 
1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥ 𝛿} 

                                                                                  ⊆ {𝑛 ∈ ℕ: 
1

𝜆𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀 ∙ 𝛿

𝑘∈𝐼𝑛

} 

olur. Kabulümüzden dolayı yukarıdaki ifadenin sağ tarafı 𝐼 ya aittir. O halde, 

{𝑛 ∈ ℕ: 
1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥ 𝛿} ∈ 𝐼 

elde ederiz. Bu ise, 𝐴𝑘
𝑆𝜆
𝐿(𝐼𝑤)
~ 𝐵𝑘 demektir. 

Teorem 4.2  𝜆 ∈ Λ ve 𝐼 ⊆ 2ℕ bir uygun ideal olsun. Eğer  𝐴𝑘, 𝐵𝑘 dizileri sınırlı ve 

𝐴𝑘
𝑆𝜆
𝐿(𝐼𝑤)
~ 𝐵𝑘 ise, o zaman 𝐴𝑘

𝑉𝜆
𝐿[𝐼𝑤]
~ 𝐵𝑘 dır. 
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İspat.  𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizileri sınırlı ve 𝐴𝑘
𝑆𝜆
𝐿(𝐼𝑤)
~ 𝐵𝑘 olsun.  𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizileri sınırlı ise, her 𝑘 

için  

|
𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≤ 𝑀 

olacak şekilde bir 𝑀 > 0 sayısı vardır. Bu durumda, her ε > 0  ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

               
1

𝜆𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| =

𝑘∈𝐼𝑛

1

𝜆𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛
|𝑑(𝑥,𝐴𝑘)−𝑑(𝑥,𝐴)|≥ 𝜀

 

                                                             + 
1

𝜆𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛
|𝑑(𝑥,𝐴𝑘)−𝑑(𝑥,𝐴)|< 𝜀

 

                                                        ≤ 𝑀 ∙
1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥

𝜀

2
}| +

𝜀

2
 

eşitsizliğini yazabiliriz. Böylece her  𝜀 > 0  için, 

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝜆𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛

≥ 𝜀} 

                                                                ⊆ {𝑛 ∈ ℕ:
1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥

𝜀

2
}| ≥

𝜀

2𝑀
} 

olur. Kabulümüzden dolayı yukarıdaki ifadenin sağ tarafı 𝐼 ya aittir. O halde, 

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝜆𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛

≥ 𝜀} ∈ 𝐼 

elde ederiz. Bu ise, 𝐴𝑘
𝑉𝜆
𝐿[𝐼𝑤]
~ 𝐵𝑘 demektir. 

Aşağıdaki örnek; eğer 𝐴𝑘 veya 𝐵𝑘 dizileri sınırlı değilse Teorem 4.2 nin doğru 

olmayabileceğini gösterir. 
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Örnek 4.2  𝐿 = 1 olmak üzere aşağıdaki 𝐴𝑘 ve 𝐵𝑘 dizilerini göz önüne alalım;  

                         𝐴𝑘 = {
{𝑘} , 𝑘 = 𝑘𝑟−1 + 1 , 𝑘𝑟−1 + 2,… , 𝑘𝑟−1 + [√𝜆𝑛]   𝑖𝑠𝑒,

{1} , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎,

 

            𝐵𝑘 = {1}      ℎ𝑒𝑟 𝑘 𝑖ç𝑖𝑛.  

Burada 𝐴𝑘 dizisi sınırlı değildir. O halde, 𝐴𝑘
𝑆𝜆
𝐿(𝐼𝑤)
~ 𝐵𝑘  olur fakat  𝐴𝑘

𝑉𝜆
𝐿[𝐼𝑤]
~ 𝐵𝑘 değildir. 

Teorem 4.3  𝜆 ∈ Λ ve 𝐼 ⊆ 2ℕ bir uygun ideal olsun. Eğer 𝐴𝑘
𝑉𝜆
𝐿[𝐼𝑤]
~ 𝐵𝑘 ise, o zaman 

𝐴𝑘
𝐶1
𝐿[𝐼𝑤]
~ 𝐵𝑘 dır. 

İspat.  𝐴𝑘
𝑉𝜆
𝐿[𝐼𝑤]
~ 𝐵𝑘 olsun. Her ε > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

1

𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| =

𝑛

𝑘=1

1

𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| +

1

𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛

𝑛−𝜆𝑛

𝑘=1

 

                                                        ≤
1

𝜆𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| +

1

𝜆𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛

𝑛−𝜆𝑛

𝑘=1

 

                                                        ≤
2

𝜆𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛

 

eşitsizliğini yazabiliriz.  Böylece her 𝜀 > 0 için, 

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑛

𝑘=1

≥ 𝜀} ⊆ {𝑛 ∈ ℕ:
1

𝜆𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛

≥
𝜀

2
} 

olur. Kabulümüzden dolayı yukarıdaki ifadenin sağ tarafı 𝐼 ya aittir. O halde, 

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
∑ |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿|

𝑛

𝑘=1

≥ 𝜀} ∈ 𝐼 

elde ederiz. Bu ise, 𝐴𝑘
𝐶1
𝐿[𝐼𝑤]
~ 𝐵𝑘 demektir. 
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Teorem 4.4  Eğer lim inf 
𝜆𝑛

𝑛
 > 0 ise, o zaman 

𝐴𝑘
𝑆𝐿(𝐼𝑤)
~ 𝐵𝑘 ⇒ 𝐴𝑘

𝑆𝜆
𝐿(𝐼𝑤)
~ 𝐵𝑘 

dir. 

İspat.  𝐴𝑘
𝑆𝐿(𝐼𝑤)
~ 𝐵𝑘 ve lim inf 

𝜆𝑛

𝑛
 > 0 olsun. Eğer lim inf 

𝜆𝑛

𝑛
 > 0 ise, o zaman yeterince 

büyük 𝑛 için  
𝜆𝑛

𝑛
 ≥ 𝛿 şartını sağlayan bir 𝛿 > 0 sayısı vardır.  

Her 𝜀 > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

1

𝑛
{𝑘 ≤ 𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀} ⊇

1

𝑛
{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}. 

dir. Böylece,  

              
1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥

1

𝑛
|𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀| 

                                                                          ≥
𝜆𝑛
𝑛

1

𝜆𝑛
|𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀| 

                                                                          ≥ 𝛿
1

𝜆𝑛
|𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀| 

eşitsizliğini elde ederiz. Burada her  𝛿 > 0  ve her 𝜂 > 0 için, 

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥ 𝜂} 

                                                    ⊆ {𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥ 𝜂𝛿} 

elde ederiz. Kabulümüzden dolayı yukarıdaki ifadenin sağ tarafı 𝐼 ya aittir. O halde, 

{𝑛 ∈ ℕ:
1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |

𝑑(𝑥, 𝐴𝑘)

𝑑(𝑥, 𝐵𝑘)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥ 𝜂} ∈ 𝐼 

elde ederiz. Bu ise, 𝐴𝑘
𝑆𝜆
𝐿(𝐼𝑤)
~ 𝐵𝑘 demektir. 
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