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OZET

DIFERANSIYEL, INTEGRAL VE INTEGRODIFERANSIYEL
DENKLEMLER ICIN BERNSTEIN YAKLASIMI
DOKTORA TEZI
NESE ISLER ACAR
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
UYGULAMALI MATEMATIK
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. AYSEGUL DASCIOGLU)

DENIZLi, OCAK - 2015

Bu calisma bes ana boliimden olusacak sekilde organize edilmistir. Birinci
bolimde, konu ile ilgili literatiir bilgileri, genellestirilmis Bernstein
polinomlarimin ve baz formlarinin tanimlar1 ve temel 6zellikleri verilmistir. Ikinci
boliimde, lineer denklemlerin niimerik ¢oziimleri igin genellestirilmis Bernstein
polinomlarina dayali siralama yontemleri iiretilmistir. Ugiincii boliimde, lineer
olmayan denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in kuasilineerlestirme teknigi ve
siralama noktalar1 kullanilarak genellestirilmis Bernstein polinomlarma dayal
yontem gelistirilmistir. Dordiinci boliimde, Bernstein polinomlarinin  diizgiin
yaklagim Ozellikleri g6zoniine alinarak, lineer denklemler igin hata analizi
irdelenmistir. Son boliimde ise sunulan yontemlerin lineer ve lineer olmayan
denklemlere uygulanabilirligini, dogrulugunu ve verimliligini gostermek igin
cesitli ornekler ele alinmustir.

ANAHTAR KELIMELER: Bernstein polinomlar;, Bernstein yaklasimi, siralama
yontemi, kuasilineerlestirme teknigi, lineer ve lineer olmayan diferansiyel, integral ve
integrodiferansiyel denklemler



ABSTRACT

BERNSTEIN APPROXIMATION FOR DIFFERANTIAL, INTEGRAL
AND INTEGRODIFFERANTIAL EQUATIONS
PH.D THESIS
NESE ISLER ACAR
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
APPLIED MATEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. AYSEGUL DASCIOGLU)

DENIZLi, JANUARY 2015

This study is organized as five main chapters. In the first chapter,
literatures on the topic, definitions and fundamental properties of the Bernstein
polynomials and their basis forms are given. In the second chapter, collocation
methods based on the generalized Bernstein polynomials are produced for the
solutions of linear equations. In the third chapter, a numerical method based on
the generalized Bernstein polynomials is developed by using the
quasilinearization technique and collocation points. In the fourth chapter, by
considering the uniform approximation properties of the Bernstein polynomials,
the error analysis is demonstrated for the linear equations. In the final chapter, to
illustrate the applicability, implementation and efficiency of the presented
methods to the linear and nonlinear equations, some examples are considered.

KEYWORDS: Bernstein polynomials, Bernstein approximation, collocation method,
quasilinearization technique, linear and nonlinear differantial, integral and
integrodifferantial equations
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1. TEMEL KAVRAM VE BAGINTILAR

1.1 Giris

1900°lii yillarin baginda Vito Volterra, niifus artigi fenomeni {izerine
olan calismas1 icin yeni tipte denklemler gelistirmis ve bu denklemleri
integrodiferansiyel denklemler olarak isimlendirmistir. Bu tipteki denklemler;
bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerini ya da integral isareti altinda bilinmeyen
fonksiyonun tiirevlerini iceren denklemler olarak tanmmmlamir.  Ozel olarak
integrodiferansiyel denklemler, bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerini iceren
diferansiyel denklemler ve integral isareti altinda bilinmeyen fonksiyon iceren
integral denklemlere indirgenir. Kimya, biyoloji, mekanik, miihendislik, finans,
endiistri gibi bircok fiziksel ve matematiksel problemler integrodiferansiyel

denklemler ile modellenebilir (Rahman 2007).

Integrodiferansiyel denklemler gibi cesitli denklemlerin c¢oziimii icin
kullanilan analitik yontemler, matematiksel modelleme tizerine caligmada her
zaman temel yontemler olarak gozoniine alimir. Fakat cogu matematiksel
modelleri analitik yolla ¢ozmek miimkiin degildir. Bu nedenle yaklagik olarak
¢oziim ireten, hesaba dayali yontemler ile ilgilenilir. Uygulamaya dayali bu
tip matematiksel modellerin ¢oziimiinde en sik kullanilan niimerik yontemlerden
biri siralama yontemidir. Bu yontem; verilen bir denklemin gercek ¢oziimiine,
belirli bir sonlu boyutlu uzaya ait olan en uygun fonksiyon ile yaklagim esasina
dayanir. Bu yontemde, siralama noktalari olarak bilinen ayrik noktalar ve
yaklagim yapacak olan fonksiyon genellikle cebirsel bir polinom olmak iizere
siralama noktalar1 iizerinde denklemi saglayacak sekilde secilir. Bu durum ise
siralama noktalar1 iizerinde yéntemin hatasinin sifir olmasina mecbur birakir.
Bundan dolay1 verilen herhangi bir denklem bu noktalarda saglanmis olur. Bu
yontemin en goze carpan ozellikleri, uygulamalari kolaylastirmasi ve ¢oziimler igin

yiiksek dereceli bir dogruluk saglamasidir.



Diferansiyel denklemlerdeki baslangic deger problemleri i¢in polinom
ya da parcali polinomlara dayali siralama yontemi {iizerine sistematik olarak
ilk kez 1960’1 yillarin sonlarinda galigilmigtir.  Giiniimiizde ise lineer ve
lineer olmayan diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemlerin ¢oziimii
icin Chebyshev siralama yontemi (Akyiiz-Dascioglu 2006, Yang ve Hou 2010,
Akyiiz-Dagcioglu ve Cerdik-Yaslan 2011, Yiiksel ve dig. 2012), Hermite
siralama yontemi (Parand ve dig. 2010), shifted Jacobi-Gauss siralama yontemi
(Bhrawy 2012), Legendre siralama yontemi (Yalginbasg ve dig. 2009), Bessel
siralama yontemi (Yiizbagi ve dig.  2012) gibi gesitli polinomlara dayali
pek c¢ok siralama yontemi gelistirilmistir.  Diger yazarlardan farkli olarak
Akyiiz-Dascioglu (2006), El-Hawary ve El-Sheshtawy (2010) galigmalarinda,
integral kisminda bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerini igeren integrodiferansiyel

denklemlerin niimerik ¢oziimlerini gdzoniine almigtir.

Literatiirde, lineer ve lineer olmayan diferansiyel, integral ve
integrodiferansiyel denklemleri c¢ozmek icin siralama yontemi diginda yakin
zamanda geligtirilen bircok niimerik yontem vardir. Bu niimerik yontemlerden
bazilari; lineer diferansiyel denklemler ic¢in Sinc-Galerkin yontemi (El-Gamel
ve dig. 2003), Adomian ayrigtirma yontemi (Mestrovié 2007), septic spline
yontemi (Siddigi ve Akram 2008), lineer integral denklemler icin Taylor
acithm yontemi (Chen ve Jiang 2012), sabit nokta yontemi (Calio ve dig.
2010), lineer integrodiferansiyel denklemler icin varyasyonel iterasyon yontemi
(Noor ve Mohyud-Din 2007), Chebyshev polinomlarina dayali spektral yontem
(El-Hawary ve El-Sheshtawy 2010), lineer olmayan diferansiyel denklemler icin
Legendre wavelet yaklagimi (Aminikhah ve Moradian 2013), shifted Jacobi-Gauss
siralama, spektral yontemi (Bhrawy ve Alofi 2012), C'-lineerlestirme (Ramos
2004), sonlu-fark yontemi (Kumar 2002), degistirilmis ayrigtirma yontemi
(Wazwaz 2001), lineer olmayan integral denklemler igin kuasilineerlegtirme teknigi
kullanarak siralama yontemine dayal yontem (Maleknejad ve Najafi 2011), lineer
olmayan integrodiferansiyel denklemler i¢in Hybrid yontemi (Marzban ve Hoseini
2012), direk yontem (Babolian ve dig. 2009), sabit nokta yontemi (Berenguer
2013) seklinde siralanabilir.



Polinomlar; kolay tamimlanabilir, modern bilgisayar sisteminde hizh
hesaplanabilir ve cesitli fonksiyonlar1 ifade edebilir oldugundan en ¢ok kullanilan
matematik aracidir. Bundan dolayi, yillardir yaklagimlar teorisi ve niimerik
analizde onemli bir rol oynar. Ozellikle son yillarda Bernstein polinomlarr,
bircok arastirmacinin dikkatini c¢ekmektedir. Bézier egrilerinin ve bilgisayar
takviyeli geometrik tasarimlardaki (CAGD) yiizeylerin bir ¢ok 6zelligi Bernstein
polinomlarmin 6zelliklerinden elde edilir (Farin 2002). Bunun yamsira
gesitli yaklagim yontemleri kullanilarak, farkli tipteki denklemlerin coziimii
icin bu polinomlardan yararlanmihir. Ornegin; lineer diferansiyel denklemleri,
yitksek mertebeden pantograf denklemi ve zayif singiiler c¢ekirdekli Volterra
integrodiferansiyel denklemi c¢ozmek igin Bernstein seri c¢oziimiine dayanan
rasyonel interpolasyon ve siralama yontemi (Isik ve dig. 2010) gelistirilmigtir.
Cauchy cekirdekli singiiler integrodiferansiyel denklemin niimerik ¢oziimiinii elde
etmek i¢in Bernstein polinomlar: kullanilarak polinom yaklagimina dayali bir
yontem (Bhattacharya ve Mandal 2008", Isik ve dig. 2011*") sunulmustur. Lineer
ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin, lineer Volterra integrodiferansiyel
denklemlerin niimerik ¢oziimii, Bernstein polinomlarinin lineer kombinasyonu
olarak verilmis ve buradaki katsayilar Galerkin yontemi (Bhatti ve Bracken
2007, Pandya ve Joshi 2011) ile belirlenmigtir. Yiiksek cift-mertebeli sir
deger problemlerinin yaklagik ¢6ziimiinii elde etmek icin Bernstein polinomlarinin
ozelliklerinden yararlanilarak bu polinomlarin herhangi mertebeden tiirevleri
ve integralleri i¢in acik formiiller tiiretilmis, Bernstein Galerkin, Bernstein
Petrov-Galerkin ve tiirevlenen agilimlarin katsayilarimi kullanma yontemleri
(Doha ve dig. 2011*") uygulanmustir. Integral sartlar ile verilen hiperbolik kismi
tiirevli denklemin yaklagik ¢oziimiinii elde etmek i¢in Bernstein polinomlarinin ve
Ritz-Galerkin yonteminin ozellikleri gézoniine alinarak Bernstein polinomlarina
dayali Ritz-Galerkin yontemi (Yousefi ve Dehghan 2009) iiretilmig ve sonrasinda
Ritz-Galerkin yontemi, kismi tiirevli denklemin ¢oziimiinii cebirsel denklemin
coziimiine indirgemek icin kullanilmistir. Uclincii mertebeden lineer olmayan
ozel bir kismi tiirevli denklem olan Korteweg-de Vries (KDV) denkleminin
yaklagik ¢coziimii i¢in degistirilmis Bernstein baz polinomlarina dayanan algoritma

sunulmug ve katsayilar1 belirlemek i¢in Galerkin yontemi (Bhatta ve Bhatti 2006)



kullanilmistir. Ikinci mertebeden degisken katsayih adi diferansiyel denklemin
ozel bir hali olan Harmonik Oskilatér denkleminin yaklagik ¢oziimii i¢in Bernstein
baz polinomlar: ile bir yontem (Bhatti 2009) iiretilmigtir. Kuantum mekanik
sistemdeki bu denklemin enerji spektrumunu, yani o6zdegerlerini elde etmek
icin Bernstein Galerkin yontemi kullanilmigtir. Birinci ve ikinci gesit regiiler
ve singiiler cekirdekli Volterra integral denklemlerin, ikinci cesit Fredholm
integral denklemin, basit ve ikinci gesit hiper-singiiler integral denklemin
niimerik ¢oziimleri i¢in Bernstein polinomlarindan (Mandal ve Bhattacharya
2007, Bhattacharya ve Mandal 2008*) yararlanilmigtir.  Abel tipli singiiler
integral denklemini ¢ozmek i¢in normallestirilmis Bernstein polinomlarina dayal
yeni bir niimerik yontem (Singh ve dig.  2009%) gelistirilmistir.  Yine
Bernstein polinomlar1 kullanilarak Galerkin yontemi (Shirin ve Islam 2010)
ile singiiler olmayan Fredholm integral denkleminin niimerik ¢6ziimii elde
edilmistir. Lane-Emden tipli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in Bernstein
polinomlarina dayal integrasyonun iglevsel matrisi (Kumar ve dig. 2011),
tiirevlemenin iglevsel matrisi (Pandey ve Kumar 2012) ve siralama yonteminden
(Isik ve Sezer 2013) yararlamlmgtir.  Lineer olmayan Fredholm-Volterra
integrodiferansiyel denklemin ¢oziimiinii elde etmek icin Bernstein polinomlarina
dayali integrasyonun iglevsel matrisi ve siralama yontemi (Ordokhani ve Davaei

far 2011*) sunulmustur.

Bernstein baz polinomlar1 ortogonal degildir. Bundan dolay1
bu baz polinomlarmin en kiigiik kareler yaklagim yonteminde kullanimi
simirhdir.  Bu yaklagimda ortogonal bir baz se¢iminin 6nemi, lineer sistemi
kosegenlestirerek bunu takiben en kiiciik kareler katsayilarimin basitce kapali
formda ifade edilmesini saglamasindan kaynaklanir. Bu yaklagimda Bernstein
baz polinomlarinin iizerindeki sinirlamay1 ortadan kaldirmanin bir yolu; baz
doniisiimii yapmaktir. Ornegin; Bernstein baz polinomlar ile Legendre baz
polinomlar1 arasinda (Farouki 2000, Ordokhani ve Davaei far 2011"), Chebyshev
baz polinomlar1 arasinda (Mazure 1999, Rababah ve dig. 2006), Jacobi
baz polinomlar1 arasinda (Rababah 2004) matris déniigiimii yapilir.  Diger
bir yol ise Bernstein baz polinomlarimin dual baz fonksiyonlarmi (Jiittler

1998) kullanmaktir. Bunun diginda Bernstein polinomlari, Gram-Schmidt
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ortonormallegtirme islemi ile ortonormal hale getirilebilir. ~ Bu bahsedilen
durumlardan biri kullanilarak ¢oziim yontemi olarak integrasyonun Bernstein
operasyon matrisi elde edilir. Bu matrisler; diferansiyel denklemleri, integral
denklemleri, optimal kontrol denklemleri, salinim hesab1 gibi problemleri
¢ozmede kullanilir.  Lineer bir dinamik sistemi tanimlama, c¢tzme ve en
uygun hale getirmede integrasyon uygulamak i¢in fonksiyonlarin bir ortonormal
sisteminin kullanilmasi; bilgisayar yonelimli olmasi ve boylece yiiksek mertebeden
diferansiyel denklemlerin boyutu diisiiriilerek daha kullanigh hale getirilmesi gibi

onemli avantajlara sahiptir (Singh ve dig. 2009", Yousefi ve Behroozifar 2010).

Bu tez calismasinin amaci; diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel
denklemlerin niimerik ¢oziimlerini elde etmek i¢in Bernstein polinomlarina dayal
siralama yontemi iiretmektir. Bu yontemde Bernstein polinomlar1 i¢in baz
doniigiimii, dual baz ya da ortogonallegtirmenin kullanilmasi yerine dogrudan
polinomun kendisini kullarak iglem pratikligi saglanir. Bunun yanisira ortaya
koyulan bu yontemle elde edilen sonuclarin dogruluga yakinlik derecesi, en
kiiciik kareler yaklagimi yerine Bernstein polinomlarinin en iyi diizgiin yaklagim
ozelliklerine bakilarak irdelenir.  Arastirmamin sonunda, iiretilen yontemin
uygulanabilir, duyarli ve verimli oldugu cesitli niimerik o6rnekler iizerinde

gosterilir.

1.2 Genellestirilmis Bernstein Baz Polinomlar: ve Ozellikleri

[0,1] aralig: tizerinde tamimlanan Bernstein polinomlar: (Lorentz 1986,
Farouki ve Rajan 1988, Joy 2000, Farin 2002) ve bu polinomlarin baz gosterimleri
(Farouki ve Rajan 1988) ¢ =7=2 doniisiimii ile [a,b] araligina genellestirilebilir.
[a,b] araligi iizerinde tamimh olan Bernstein polinomlar1 ve Bernstein baz
polinomlar1 sirasiyla genellestirilmis Bernstein polinomlar1 ve genellestirilmis
Bernstein baz polinomlar1 olarak adlandirilabilir. Bu kisimda, genellestirilmis

Bernstein baz polinomlar1 tanimlanmig ve en temel 6zellikleri verilmistir.

Tanim 1.2.1 n € {0,1,2,...} olmak iizere [a,b] aralig1 iizerinde n. dereceden

genellestirilmis Bernstein baz polinomlari,



pin () = ﬁ <”) (x—a) (b—2)"": i=0,1,..n

]

ile tammlamr. Burada (7) = l,(n”—lz), binom katsayilar1 ve (7)(z — a)® (b — )"

binom fonksiyonudur. n. dereceden n + 1 tane polinom vardir. Kolaylik olmasi

acisindan ¢ < 0 veya i > n icin p;, (z) = 0 kabul edilir.
Ozellik 1.2.1 (Pozitif tanimlilik) Tiim 2 € [a, D] i¢in p;,, (x) > 0’dir.
Ozellik 1.2.2 Genellestirilmis Bernstein baz polinomlari

1 ;5 =0 1 ;5 1=n
7p1,n<b):
0 ; >0 0 ; 2<n

Pin(a) =

kogullarim saglar.

Ispat: Farouki (2012), [0, 1] arahig iizerinde bu ozellige deginmistir. [a, b] aralig:
tizerinde Tamm 1.2.1 ve ¢ > 0 veya ¢ < n i¢in p;, (x) = 0 kabulii gozoniine

alinarak ¢+ = 0,7 > 0, i = n ve 7 < n i¢in sirasiyla

o) = g (p) 0= =1
Pin(a) = 0,
P = G (200 =1,
pin(b) = 0

degerleri bulunur.
Ozellik 1.2.3 (Simetri) Her 2 > 0 i¢in p,_;., (¥ + a) = pin (b — 2) gergeklenir,

Ispat: [0,1] aralig iizerinde bu 6zellige Farouki (2012) deginmistir. Bu ozelligin

[a, b] aralig1 iizerinde gegerli oldugu, Tamm 1.2.1 g6zoniine alinarak

n

n—1

_ ﬁ(?) (b—z—a)ia™

oo —a—sy



seklinde gosterilir.

Ozellik 1.2.4 (Rekiirans bagintisi) n. dereceden genellestirilmis Bernstein
baz polinomlari, (n — 1) . dereceden genellestirilmis Bernstein baz polinomlarinin

lineer bilegimi olarak yazilabilir:

1

Pin (T) = b —a [(b— ) pin-1(2) + (. —a)pi-1n1 ()]

Ispat: Bu ozelligin ifade ve ispat1 [0, 1] aralig: iizerinde Farin (2002) tarafindan
verilmigtir. Burada [a, b] araligina genigleterek verelim. Bunun igin Tanim 1.2.1

gozoniine alinarak

DPin (I) = (b — a)n

- [<b ) (—(b - 1) (" ; 1) (z—a) (b- ))
+ (z —a) (W (T;: 11> (z—a)~t(b- x)"—l—@-l)ﬂ

= ﬁ [(b—2)pin-—1 () + (x —a)pi—1n-1 (T)]

istenen bagint1 elde edilir.

Ozellik 1.2.5 n. dereceden genellestirilmis Bernstein baz polinomlarmm n + 1
toplami, (n —1). dereceden genellegtirilmis Bernstein baz polinomlarmin n

toplamina esittir:
n n—1
> pin (@) = pin-a(2).
i=0 i=0

Ispat: Bu ozelligin ifade ve ispat1 [0, 1] araligi tizerinde Joy (2000) tarafindan
verilmigtir. ~ Simdi bu o6zelligin [a,b] araligy iizerinde de gegerli oldugunu
gosterelim. Ozellik 1.2.4 ve i < 0 veya i > n igin p;,, (z) = 0 olma sart1 gozoniine

alinirsa



Z Pin (2)

istenen ifade elde edilir.

n

1
b—a Z [(b = 2) pin—1 (%) + (2 — @)pi—1,n-1 (2)]
i=0
b— n—1
= D [Pt (2) + P ()]
i=0
r—a
T4 Z pi-1n-1 (%) + p-1n-1 (2)]
i=1
b—xnz_f . (x)+x—a2n: 4 (z)
b—a pa p’L,TL*l b—a - pzfl,nfl
b— o n—1 T —a n—1
b—a ;pi,nl (z) + b—a ;pi,nl (z)
b— o+ —as—
b—a Zpi,nfl (z)
i=0
n—1
Zpi,n—l (z)
i=0

Ozellik 1.2.6 (Birim pargalanma) n. dereceden genellestirilmis Bernstein baz

polinomlarinin n 4 1 teriminin toplami 1’e egittir.

n n—1 1
sz',n (z) = Zpi,n—l (r)=...= Zpi,l (r) =1.
i=0 i=0 i=0

Ispat: Bu ozelligin ifade ve ispat1 [0,1] arahg: tizerinde Joy (2000) tarafindan

verilmigtir. Simdi bu ozelligi [a,b] araligina genisgleterek verelim. Tamm 1.2.1,

Ozellik 1.2.5 ve binom aciimi® gozoniine alinarak sirasiyla

n—1
Z pi,n— 1 (l‘)
=0

1 -t . _—
—(b—a)"_1;< Z, )(m—a) (b—z)

1 n—1
m(x—a—kb—x)

1

Y

1

olarak tanimlanir.

n . .
x ve y pozitif sayilar, n € {0, 1,2, ...} olmak iizere binom a¢ilimi, (x4+y)" = > (n) xty" Tt
i

=0



nipm—Q (@) = 1'12 (“ B 2) (@ —a) (b—x)">"

i=0 (b— G)W2 i—0 t
- Gt
= 1,
Zpi,1(37) = bia[(b—x)—i—(x—a)]:l

i=0
bulunur.
Ozellik 1.2.7 (Derece yiikseltme) n. dereceden genellestirilmis Bernstein baz

polinomlari, (n+1). dereceden genellegtirilmis Bernstein baz polinomlarimin lineer

bilesimi olarak yazilabilir:

@ = it )4 it
im (1) = ——Pint1 (2
Pi, nt1 Dt n+1

Pit1n+1 (7).

Ispat: Bu ozelligin [0,1] araligi tizerinde ifade ve ispat1 Joy (2000) tarafindan
verilmigtir. [a, b] aralig1 iizerinde ise agagidaki iki esitlik taraf tarafa toplanarak

istenen elde edilir:

(-2 ) = s (1) -0 0y

() 1 n+1 i n+l—i
BRGY ima(( 1) oo
— %pi,n-l—l (ZL‘)

n—1+1

= n—_Hpi,n+1 (1') )

@) = o () - -

]

i 1 +1 i nt+1—(i
) (Si)l) b= ay (?+ 1) (@ =" (b
i+1

ﬁpiﬂ,nﬂ (m)

(i+1)
1+1

= n—Hpi+1,n+1 (113) .



Ozellik 1.2.8 n. ve m. dereceden genellestirilmis iki Bernstein baz polinomunun

carpimi:

pz,n( )pj,m( )— (nlrjn) pz+3,n+m( )

Ispat: Tamm 1.2.1 gozoniine almarak

polaloin(e) = (1)) -

D) 1 (n +m

GRECERL
= %I%A—j,fﬁm (J;)

)(%’ o a)i+j (b . x)nerf(iJrj)

istenen esitlik bulunur. Bu ozelligin [0, 1] araligy tizerinde verilen ifadesi igin

Farouki ve Rajan’a (1988) bakiniz.

Ozellik 1.2.9 (Tiirevlenebilme) n. dereceden genellestirilmis Bernstein baz
polinomlarimin birinci tiirevi, (n — 1). dereceden genellestirilmis Bernstein baz

polinomlarinin lineer bilegimi olarak yazilabilir:

d n

%pi’n (x) = b [pi-1n-1(2) — pin-1(z)] -

Ispat: Bu ozelligin [0, 1] aralig: iizerinde ifade ve ispat1 Joy (2000) tarafindan

verilmigtir. [a, b] aralig1 iizerinde ise Tamim 1.2.1 gozoniine alinarak

Ly = L (Yoo -ar)

n (n—1)! - .
S Ao DimopY m)
n (n—1)!

- (b - a)n 7! (n — = 1)| (‘7; - Cl)i (b — x)”_i_l
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gerceklendigi goriiliir.

Ozellik 1.2.10 (n + k) . dereceden genellestirilmis Bernstein baz polinomlariin
k. tiirevi, n. dereceden genellestirilmis Bernstein baz polinomlar1 cinsinden

asagidaki gibi yazilabilir:

k
(n+k)!
pEkn)Jrk(x): b—akZ ()pz sm (T) -

Ispat: Bu ozelligin [0,1] araligi tizerinde Phillips (2003) tarafindan verilen
ifade ve ispatini [a, b] araligina genisleterek verelim. Bunun igin éncelikle Tanim

1.2.1°den kolaylikla yazilabilen

pE%MCC)Im( ; )w(x—a) (b—z)"**

tiirev ifadesini ele alalim.

Leibniz Kurali®? gozoniine almarak, yukaridaki esitligin sagindaki

carpimin tiirevi

Fem a0y =S () ey By

da® — \s/ dz* dxk—s
haline gelir. Buradan

s (x—a)i: (Z.i—!s)!(x—a)z_s i 1—85>0 ,
d 0 L i—s<0

?Diferansiyellenebilir iki fonksiyonun carpiminin k. tirevi icin Leibniz kural:

Lu@on =3 (1) #r@daw.

r=0

11



drs n-th—i <_1)k_8 (nth ) (b— x)nJrS_i s i—s<n

= oy s
dz* 0 i i—s>n
bulunur.  Bu durumda (n+ k). dereceden genellegtirilmis Bernstein baz
polinomlarinin k. tiirevi
k . :
1 s (k\ (n+Ek il (n+k—1)
(k) k—s
. - - -1
o) = g o0 () e

(—a)™* (b—z)"

halini alir.

()t

seklinde diizenlenirse

o) = S e (V) L (0 ) e
= ko 0 (a0

istenen egitlik elde edilir.

Ozellik 1.2.11 Genellestirilmis Bernstein baz polinomlarmm 2 € [a,b]
degiskenine bagh belirsiz integrali ve [a, b] aralig1 iizerinde belirli integrali sirasiyla

agagidaki gibidir:

x

b—a < b—a
/p’( n—i—lzp nlw /p’() n+1

a s=i+1 a

Ispat: Bu ozelligin ispati, [0,1] aralig iizerinde Farouki ve Rajan (1988)
tarafindan verilen benzer yol takip edilerek [a, b] araligina genisletilebilir. Bunun

icin Ozellik 1.2.9 kullanilarak, i = 0,1, ..., n icin

d n+1

dr ——Di+1n+1 ( ) = b—a [ m(ﬁ) - Pz‘+1,n(l‘)]

d n+1

dr ——Dit2nt1 (¥) = b—a Pis10(2) = Piyon(T)]

12



d n+1

%pn,n—kl (SL’) - b_a {pn—l,n(‘r) - pn,n(x)]
d n+1
%pn-i-l,n—&-l (95) = b—a [ nn(IE) - pn+1,n(9€)]

tirev bagintilar1 yazilabilir. Bu bagintilar taraf tarafa toplanirsa, ¢ > n igin

Pin (x) = 0 oldugundan

n+1

d psn+1 b— pzn

s=i+1

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafimin a’dan z’e gore integrali almirsa, Ozellik
n+1

1.2.2’den dolay1 Z Psmt1(a) = 0 oldugundan
s=i+1

xT

n+1 z
n+1
S,m - Z‘ntdt
O [

s= z+1 "
n+1 z
n+1
[Psn+1(T) = Pspnra(a)l = Pin (1) dt
b—a
s=1+1 "
n+1 z
n+1
> pnle) = 5 [

s=i+1 "

olur. Diger yandan x = b icin yukaridaki belirli integralin degeri; Ozellik 1.2.2’den
n+1

dolay1 Z Psm+1(b) = 1 oldugundan
s=i+1

b

b—
/pz,n(t ¢

a

n+1 n+1 b —a
Z Psn+1 )_ Z psm-i—l(a)] = ntl

s=1+1 s=1+1

seklinde bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 1.2.1 Genellegtirilmis iki Bernstein baz polinomunun ¢arpiminin z € [a, b]

degiskenine bagh belirsiz integrali ve [a, b] aralig1 iizerinde belirli integrali sirasiyla

agagidaki gibidir:

xT

p-0 () Y
/pi,n< )pj m( )dt (n+m+ n+m Z prn+m+1

a H-] r=i+75+1

13



b

[ pialOpintt)a =

a

(b—a) (5)(7)

(n+m+1) (%)

Ispat: Ozellik 1.2.8 ve Ozellik 1.2.11 gozoniine almarak, iki integral sirasiyla

/pi,n@)pjm(t)dt = ((ln)-i-(nz)) /pi-&-jm—&-m (t) dt

a a

() () b—a) "
= n+m Z pr n+m+1
+ ) <n +m+1 r=i+j+1

b

/pi,n(t)pj,m(t)dt = (n+m) /pi+j,n+m (t) dt

a a

b—a)(})(7)

seklinde bulunur.

Ozellik 1.2.12 Genellestirilmis Bernstein baz polinomlar1 icin asagidaki

bagintilar gerceklenir:

Z Z.pi,n ([L‘) = M i2pi,n (1’) _ n(n — 1)(37 — CL)2 n(aj _ CL) |

: b—a < (b—a)? Ly
1=0 =0

3

Ispat: Natanson (1964) tarafindan [0,1] araligi iizerinde ortaya koyulan bu

teorem, [a,b] aralig iizerinde Ozellik 1.2.6 ve Tamm 1.2.1 gozoniine alinarak

() - 0

> ipin(z) =
=0

- Zz—l n—z)lu_a)i(b—x)nii

asagidaki gibi ispatlanabilir:

n—1

— n(fc —a) 3 0 1 (n—1)! (z—a)'(b—a)" "

b—a < (b—a)"til(n—1-1)
n—1
n(z—a)
= ﬁ;pi,n—l(fﬁ)
_ n(z—a)
 b—a ’

14



=0

_ n i (n—1)! vV (h— )
T DAl (R VT TR A
- (n_l)' —a) (b= )"t
F Ly }

nn—1)(z—a)?® n(r—a)

(b—a)? b—a

Ozellik 1.2.13 Genellestirilmis Bernstein baz polinomlar asagidaki bagntiya

i (m_ (a+ (b;a)i))zpm(x) _ (x—a)n(b—:c).

=0

sahiptir:

Ispat: [0, 1] aralig: iizerinde Natanson (1964) tarafindan deginilen bu ozelligin,

[a, b] aralig1 tizerinde Ozellik 1.2.6 ve Ozellik 1.2.12 gozoniine alimarak

; <x— (a+w)>2 (@) = LS (e —a) = (b a) i) pin (2)

= (z—a)’ me (x)+ (b ;;L) Z i°pin (7)
_QW > im0

15



gerceklendigi goriiliir.

1.3 Genellestirilmis Bernstein Polinomlar: ve Tiirevi

Bu kisimda, genellestirilmis Bernstein baz polinomlarinin bir lineer
bilesimi olan genellestirilmis Bernstein polinomlari ve bu polinomlarin tiirevi

tanimlanmistir.

Tanim 1.3.1 y : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. [a,b] aralig: iizerinde n.

dereceden genellestirilmis Bernstein polinomlari

B, (y;7) = iy (a + 8 _na) @) Pin (2)

=0

seklinde tamimlanir. p; ,, (), Tanim 1.2.1 ile verilen Bernstein baz polinomlaridir.

Tanim 1.3.2 y : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. [a,b] aralig1 {izerinde n.

dereceden genellestirilmis Bernstein polinomlarinin £. tiirevi

B (y: 2) = n(n— 12b s an —k+1) ZAk < na) z) .

ile tammmlanir. Burada AF, y fonksiyonun k. mertebeden fark operatorii olup,

h :I’_T“ icin asagidaki gibi ifade edilebilir:
Afy (a + b-a)i —na)z> =y (a + © —na)z + k:h)

—(lf)y<a+ (b;a)i%—(k—l)h)

+...+(—1)’“y<a+ (b_na)i).

[0, 1] aralig tizerinde verilen tamm i¢in Lorentz’e (1986) bakiniz.
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Ozellik 1.3.1 (n+ k). dereceden genellestirilmis Bernstein polinomlarmin k.
tirevi, k£ > 0 tamsayist ve n > 0 icin y fonksiyonunun k. mertebeden farklar:

cinsinden agagidaki gibi ifade edilebilir:

n

Bfﬁk(y;x)— n+ k) ZA'“< a)i)pi,n<x)'

n! (b —a)* P n+k

Burada A¥ h = (b—a)/(n+ k) adim sayisi belirtmektedir.

Ispat: Bu ozelligin ispatini, [0,1] arahg: iizerinde Phillips (2003) tarafindan
verilen ispatindan yola ¢ikarak [a,b] araligina genigletelim. Bunun i¢in Tanim

1.3.1’den

n+k .
Bk (y; :L‘) = Z Y (a + b—a) Z) Pin+k (z)

— n+k

olmak {iizere bu polinomun k. tiirevini

n+k .
BY (4 )_Z+ (b—a)i)
n+k - yla + n -+ k pi,n—l—k (‘T)

=0

ele alalm. Bu esitlikte Ozellik 1.2.10 gozoniine aliirsa, esitlik

w5 o+ 550 8 S (o

| _
i=0 n!(b—a)" =

haline gelir. Burada 0 <7 — s < n i¢in t =7 — s alinarak

BY, () = P! kii (> (“+%>”"(£)

nt(b—a)" 555
olur. Ayrica AF fark operatorii icin

S (s ) -0+ )

s=0

gerceklendiginden istenen elde edilir.
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2. LINEER DENKLEMLER IiCiN BERNSTEIN SIRALAMA
YONTEMI

2.1 Giris

Bu boliimde lineer diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel
denklemlerin niimerik ¢oziimleri icin Boliim 1.3’te bahsedilen genellegtirilmis
Bernstein polinomlarindan yararlanilarak siralama yontemi gelistirilmistir.
Bernstein siralama yontemi olarak adlandirilan bu yontemde ele alinan lineer
denklemlerin ¢oziimiine genellestirilmis Bernstein polinomlar: ile yaklagilir.
Ayrica genellestirilmis Bernstein polinomlar: icin iiretilen temel matris bagintist
ve siralama noktalar1 gozoniine alinarak denklemler, matris denklemleri haline

getirilir.

Bir fonksiyonun cesitli degerlere karsilik elde edilen yaklagik ¢oziimii
ile gercek ¢oziimii arasindaki farklarin bir agirlik fonksiyonu ile carpilarak,
toplamlarini minimize etme islemine agirhikl kalanlar yontemi denir. Agirlikh
kalanlar yonteminde diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemlerin

y (z) ¢oziim fonksiyonuna

y(x) 2y, (z) = Z Cip;

deneme fonksiyonlar1 ile yaklagilir. Burada c¢; keyfi sabitler, ¢, lineer
bagimsiz baz fonksiyonlar1 ve y, bu baz fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu
olarak yazilmistir. Bu ifade verilen herhangi bir diferansiyel, integral ya da
integrodiferansiyel denklemde yerine yazilirsa R,, (x) # 0 kalan hata elde edilir.
Bu yonteme gore D bolgesi iizerinden alinan R, (z)’in agirhkh integrali sifir
olmalidir:

/Rn (x)Widx =0; i=1,2,....,n.
D

Burada W; agirlik fonksiyonlar1 olup, bu fonksiyonlarin sayisi y,’deki ¢;
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bilinmeyen sabitlerin sayisina esittir. Sonug olarak denklemler i¢in bilinmeyen
¢; sabitlerinin sayis1 kadar cebirsel denklem elde edilir.  Agirlikhi kalanlar
yontemlerinden biri de siralama yontemidir. Bu yontemde agirlik fonksiyonlar: D
bolgesindeki Dirac ¢ fonksiyonlarimin ailesinden alinir. Yani W; (z) = § (v — ;)

seklinde secilir. Burada Dirac ¢ fonksiyonu

00, T =1

0, d.d.

d(x—uaxy) =

seklinde tanimlanmir. Agirhik fonksiyonunun esiti yukaridaki integralde yerine

yazilirsa
/Rn(x)é(x—wi)dx:():Rn(xi) =0
D

olur. Bu ise kalanin belirli noktalarda sifira esitlendiginin bir gostergesidir.

Burada D reel bir araliktir.

Bu tez calismasinda ele alinan yontem, Bernstein polinomlarina dayali
bir siralama yontemidir. Amagc; lineer denklemlerin ¢oziim fonksiyonu icin D =
[a, b] sonlu araligy, ¢; =y <a + M) bilinmeyen sabitler ve ¢; = p;, (r) olmak

n

{izere

y(r) = B, (y;2) = >y (a + @) Pin (2) (2.1)

=0

yaklagimini gdzoniine almaktir.

Yaklagimlar teorisi, cogunlukla belirli tipteki fonksiyonlarin ve fonksiyon
simiflarinin yaklagimu ile ilgilenir. Bir anlamda yaklagim yapan fonksiyonlardan
daha basit fonksiyonlar: igeren altuzaylarin kullanimu ile ilgilenir (Steffens 2006).
Bu altuzaylar genellikle cebirsel veya trigonometrik polinomlarin kiimesinden
secilir. Bu dogrultuda yaklagimlar teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen
teorem ilk kez Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1885) tarafindan ifade ve ispat
edilmigtir. Weierstrass yaklagim teoremi de denilen bu teorem ile Weierstrass,
kapali aralik iizerinde tanimli herhangi bir siirekli fonksiyonun istege bagh olarak
cebirsel polinomlara en iyi diizgiin yaklagimi yapabilecegini asagidaki gibi ifade

etmigtir:
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Teorem 2.1.1 y : [a, b] — R siirekli bir fonksiyon ise bu durumda herbir x € [a, b]
ve her ¢ > 0 igin

[P (z) —y (2)] <e

olacak gekilde bir P, (z) = Z a;z' polinomu vardir (DeVore ve Lorentz 1993).
=0
Sergei Natanovich Bernstein (1912), [0,1] aralig: iizerinde tanimladig

Bernstein polinomlarinin agagidaki teorem ile Weierstrass teoremini gercekledigini

gostermigtir.

Teorem 2.1.2 y : [0, 1] — R siirekli bir fonksiyon ise bu durumda herbir z € [0, 1]

ve her € > 0 i¢in

1By (y;7) —y ()] < e

gergeklenir (Rivlin 1969).

Simdi ileriki boliimlerde kullanilacak olan genellestirilmis Bernstein baz

polinomlarinin tiirevleri i¢in gerekli olan temel matris gosterimini verelim.

Teorem 2.1.3 Genellegtirilmis Bernstein baz polinomlari ile tiirevleri arasinda
PY (2)=P(z)N* k=1,2,...,m

matris bagintist mevcuttur. Burada 7,5 = 0,1, ..., n i¢in

;

n—i ; j=i+1
] 1| 2i-n; j=i
iy —
b—a | i  j=i-1
0 ; d.d.

olmak tizere N = (d;;) matrisi (n + 1) x (n + 1) tipli bir matris, P (z) = [pi, ()]
ve P® (1) = [pz-(f;) (a:)] 1 x (n+1) tipli matrislerdir. Ayrica N° = T birim

matristir.

Ispat: Ozellik 1.2.7 gozoniine alinarak, genellestirilmis Bernstein baz polinomlar

icin

20



n—i1 1+ 1
Pin—1(x) = o Din (x) + " Ditin (T),

n—i1+1 7
Picin—1 () = Tpi—l,n () + Epz',n (z)

bagintilar1 yazilabilir. Bu bagmtilar, Ozellik 1.2.9’da yer alan tiirev bagintisinin
sagindaki ifadelerde yerine konulursa, n. dereceden genellestirilmig Bernstein baz
polinomlariin birinci tiirevi i¢in

1+ 1

d n n—1t+1 T n—1
n pi+1,n($)

ZPin @) = Picin () + (__

b—a n n n

) Pin () —
1

= 3 a [(n =i+ D)pim1n (2) + (20 = 1) pi (x) = (0 + 1) piv1n (2)]

bagintis: gerceklenir. Diger yandan bu bagintida i < 0 veya i > n igin p;,, () =0

olma sart1 kullanilarak + = 0,1, ..., n igin

Pon (@) = g [=1pon (1) = pra (o))

P () = 5 on () + (2 = 1) pra (2) = 2pan ()]
p;z—l,n (1‘) = ﬁ [zpn—Z,n (:B) + (n - 2)pn—1,n (33) — NPn,n (1‘)]
p/n,n (z) = ﬁ [pnfl,n (z) + NPnn ()]

esitlikleri yazilabilir. P (z) ve P (1) yukarida tamimlandig1 gibi ve N matrisi

-n n 0 0 0 0
-1 2—m n-1 ... 0 0 0
, 0 -2 4—n ... 0 0 0
N:b—a
0 0 0 n—4 2 0
0 0 0 . l—=n n-2 1
] 0 0 0 0 -n.n |

bir matris gosterimi bulunur. Bu esitligin her iki tarafi & kez tiirevlenir ve
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iterasyon islemi uygulamrsa, P*) () tiirevleri de

P® (z) = PFV(2)N = P(r)N*
benzer matris gosterimlerine sahip olur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.1.4 Genellestirilmis Bernstein polinomlar: ve tiirevleri agagidaki gibi

bir matris gosterimine sahiptir:
BW® (y;2)=P (z) N*Y; k=0,1,...,m. (2.2)

Ispat: Genellestirilmis Bernstein polinomlarmmn k = 0,1, ..., m icin tiirevi

B (y;x) = Zn: y (a + @) ) ()

=0

seklinde yazilabilir. Oncelikle bu ifadenin matris gosterimi
BY (yi0) = PO () Y

olarak bulunur. Burada P®*) (z) matrisi yukaridaki teoremde tanimlanmig olup,

Y matrisi de asagidaki bicimdedir:

Y=[y@ yr=e) . yo) ] -

Teorem 2.1.3 kullanilarak ispat tamamlanir.

2.2 Diferansiyel Denklemler icin Temel Bagint:

Bu kisimda, ¢ € [a, b] olmak iizere
m—1
S ™ (@) =N j=0,1,.m -1 (2.3)
k=0
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baglangi¢ kosullar1 veya

3
L

[ajuy™ (a) + By ™ ()] =753 j=0,1,...,m—1 (2.4)
0

e
Il

sinir kogullar ile verilen en genel m. mertebeden lineer homojen olmayan
Y@y (@) =g(x); a<z<b (2.5)

diferansiyel denkleminin ¢oziimiine (2.1) ile ifade edilen genellegtirilmis Bernstein
polinomlar ile yaklagahm. Burada 7z, oz, B, A; ve 7, bilinen sabitler ve

Y (a + @) bilinmeyen katsayilardir.

Lineer diferansiyel denklemlerin verilen kosullar altindaki c¢oziimiiniin
var ve tek olmasi i¢in ay () ve g (x)’in [a, b] aralig: tizerinde siirekli fonksiyonlar

olmas1 gerekir.

Teorem 2.2.1 (2.5) ile tamimlanan m. mertebeden lineer homojen olmayan
diferansiyel denklemin ¢oziimii siirekli olsun. Bu durumda zg € [a,b] siralama

noktalar1 iizerinde bu denklem igin

> APNYY =G (2.6)
k=0
matris gosterimi gerceklenir. Burada N matrisi Teorem 2.1.3’te tanimlandig:
gibi, P = [pi,(zs)] ve Ay = diag|a; (z5)] matrisleri (n+ 1) x (n+ 1) tipli,
G=[g(z5)] ve Y = [y (a + @)} matrisleri (n + 1) x1 tiplidir.

Ispat: (2.5) denkleminin ¢oziimii, [a,b] aralig: iizerinde siirekli oldugundan
Teorem 2.1.1 ve Teorem 2.1.2 geregince (2.1) ile verilen genellegtirilmis Bernstein
polinom yaklagimina sahiptir. (2.1) bagintisimin her iki tarafinin k. tiirevi alimur

ve (2.2) bagmtis1 kullanilirsa, bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri i¢in
yW (x) = BP (y;2) = P () N*Y; k=0,1,..,m
matris bagintisi gerceklenir. Buradaki matris gosterimleri yukaridaki teoremlerde
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tammlandigy gibidir. Diger yandan siralama yontemi geregince, xs€ [a, b] siralama

noktalar tizerinde y*)(z) =B (y; x5) oldugundan yukaridaki bagmti
y® (2,) =P (z,)N¥Y; k=0,1,...m (2.7)

olarak ifade edilebilir.

Siralama noktalar1 ve (2.7) bagmtisi, (2.5) denkleminde yerine yazilirsa

Z ar ( (xs) NkY =g (xs)

lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem

P || pon(@0) pra(@o) oo pun(ao) |
P— P (Il) _ p07n.($1) Pin (5701) Pn,n'(%)

i P (z,) i | Pon (Tn) Pin (7) Pnn (zn) i

[ ax (o) 0 0 ] _ 9 (o) _
A, — 0 ar (1) 0 G- 9(.%)

0 0 . a () | | 9 (@) |

matris gosterimleri ile istenen matris denklemi haline doniigiir. Bu da ispat1

tamamlar.

2.3 Integral Denklemler icin Temel Bagntilar

Bu kisimda, a(x) # 0 ve a(x) # 1 olmak iizere

a(z)y(z) +/\1/f (x,t)y dt+/\2/ (x,t) y(t)dt (2.8)

a

tigiincii gegit lineer Fredholm-Volterra integral denklemin ¢oziimiine (2.1) ile

verilen genellestirilmis Bernstein polinomlar: ile yaklasalim. Burada cekirdek
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fonksiyonlar1 f (z,t):[a,b] X [a,b] = R, v (z,t) : [a,b] X [a,b] — Rile a(z) ve g ()
fonksiyonlar1 bilinen fonksiyonlar, A\; ve Ay bilinen sabitler, y (x) ise bilinmeyen
fonksiyondur. Ozel olarak a(z) = 0 ve a(x) = 1 i¢in bu denklem, sirasiyla
birinci ¢esit ve ikinci gesit lineer Fredholm-Volterra integral denklemleri olarak

adlandirilir.

Lineer integral denklemlerin ¢oziimii i¢in varlik-teklik teoremi geregince
f (z,t) ve v (x,t) gekirdek fonksiyonlari [a, b] X [a, b] karesi iizerinde, a () ve g (x)

ise [a, b] aralig: tizerinde siirekli fonksiyonlar olmahdir.

Teorem 2.3.1 (2.8) ile tanimlanan iigiincii gesit lineer Fredholm-Volterra integral
denkleminin ¢oziimii siirekli olsun. Bu durumda z, € [a,b] siralama noktalar:

olmak iizere bu integral denklem icin
[AP-\MF-\V]Y =G (2.9)

matris bagintis1 gergeklenir. Burada P, Y ve G matrisi Teorem 2.2.1’de
tammlandigy gibi, A =diag[a(x;)], F =[Fs;] ve V =[V,;] matrisleri ise
(n+1) x (n+ 1) tiplidir.

Ispat: (2.8) denkleminin ¢oziimii, [a,b] araligi iizerinde siirekli oldugundan
Teorem 2.1.1 ve Teorem 2.1.2 geregince (2.1) ile verilen genellegtirilmis Bernstein
polinom yaklagimia sahiptir. Siralama yontemi ve (2.2) bagintis1 geregince,

x5 € [a, b] siralama noktalar iizerinde bilinmeyen fonksiyon igin

bagmtisi gergeklenir. (2.10) bagintisi (2.8) denkleminde yerine yazilirsa

b Ts
a(xs)P(z)Y = g(xs) + M1 / f(zs, t) P(t)dtY + )xg/v (zs,t) P(t)dtY (2.11)

lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemde A\; ve A\y’nin yaninda yer

alan integralleri sirasiyla
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F(z,) = [ Foo Fo1 ... Fgy, ] , V() = [ Veo Vsp -0 Vin

matrisleri ile gosterelim. Bunlarin elemanlar: ise

Ts

b
Fs,i = /f (xsa t) Din (t) dt, Vs,z’ = /U (.I’S, t) Din (t) dt

a

seklinde tanmimlanir. Bu durumda (2.11) denklem sistemi
[a (zs) P(z5) = MiF (25) = AV (2,)]Y = g (zs)

olarak yazilabilir. Burada s =0,1,...,n i¢in

a(zg) 0O ... 0 P(z0)
A 0 a(fnl) o 0 p- P(i%l) |
I 0 0 a(xy,) | I P(x,) |
[ Fla) | [ Vi(x) | [ g(x0) |
P F(z1) Ve V(fﬂl) a- g(z1)
i F(z,) i | V(z,) i i 9(zn) i

matrisleri gézoniine alinarak istenen matris gosterimi elde edilmis olur.

Sonug 2.3.1 Ozel olarak (2.8) ile verilen {iciincii cesit lineer Fredholm-Volterra

integral denkleminde a(x) = 0 ve a(z) = 1 alimursa, birinci ve ikinci gesit lineer

Fredholm-Volterra integral denklemleri i¢in (2.9) ile ifade edilen matris bagintisi

sirasiyla

—MF-AV]Y =G ve [P-MF-\LV]Y =G

matris bagintilarina indirgenir.

F,; ve V,,; integrallerinin hesaplanamadigl ya da hesaplanmasimin zor

oldugu durumlarda lineer Fredholm-Volterra integral denklemlerinin ¢oziimlerini

bulabilmek icin alternatif bir bagint1 verelim.
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Teorem 2.3.2 (2.8) ile tanimlanan iigiincii ¢esit lineer Fredholm-Volterra integral
denkleminin ¢oziimii siirekli olsun. Eger f (z,t) ve v (z,t) ¢ekirdek fonksiyonlar:
t degigkenine gore [a, b] aralig1 iizerinde siirekli fonksiyonlar ise bu durumda (2.8)

integral denklemi igin
[AP—\fM(b)—\ovM| Y= G (2.12)

matris gosterimi gerceklenir. Burada P, Y ve G matrisi Teorem 2.2.1'de, A
matrisi Teorem 2.3.1’de tammlandig1 gibi, £ ve M(b) = M (z,,); (n+ 1) x (n+ 1)
tipli, v; (n+1) x (n+1)* tipli ve M; (n+1)* x(n + 1) tipli matrisler olup,

1,7,s =0,1,...,n i¢cin

[ £ (o) | V() O 0 [ M (z0) |
. f(x) R 0 v(.xl) 0 M= M (z1)
_f(xn)_ 0 0o ... V(xn)_ _M(:cn)_

seklinde tanimlanirlar.

Ispat: (2.8) denkleminin ¢oziimii, [a, b] aralig iizerinde siirekli oldugundan (2.1)
genellegtirilmig Bernstein polinom yaklagimina sahiptir. (2.2) bagintisi geregince,

bilinmeyen fonksiyon ic¢in
y(x) = B, (y;2) =P (2) Y (2.13)

bagintist saglanir. Ayrica f ve v gekirdek fonksiyonlar: ¢ degiskenine gore [a, b]
araligi iizerinde siirekli fonksiyonlar oldugundan, agsagidaki gibi genellegtirilmis

Bernstein polinom yaklagimina sahiptir:

n

Pt 2 B0 = 3 f (ot C2 ) a0,
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(2

v(z,t) 2 By(vit) = :) v (az,a L0 ;a)i) Dim (1)

Bu durumda f (z,t) ve v (z,t) fonksiyonlar igin sirasiyla

flo,t)~f(2)PT(t) ve v(xt)~v(z)Pl(t) (2.14)

matris gosterimleri gerceklenir. Burada t; = a + @; s =0,1,...,n olmak iizere

(@) = | foto) flat) .o Flota) |,

V(:U):[v(x,to) v(z,ty) ... U(Watn)}
PT ()= [ pon () pia® o pn® ]

seklindedir. (2.13) ve (2.14) ile verilen bagmntilar, (2.8) integral denkleminde

yerine yazilirsa

b x
a(x)P(x)Y ~g(z)+ N\ /f () PT () P(t)Ydt + Ny /V () P () P(t)Ydt

elde edilir. Siralama yontemi geregince s = 0,1,...,n i¢cin z; siralama noktalar

iizerinde

y(z,) =B, (y;z,), flz,t)=DB,(f(x,t);t) ve wv(z,t)=DB,(v(z,1);t)

oldugundan, yukaridaki denklem

0 () P(2.)Y = g (2.) + M f () / PT (1) P(1)d£Y +\ov () / PT (1) P(1)d£Y

a

haline gelir ya da daha kisa olarak
[a(xs)P(zs) — Mf () M (D) — AoV (x5) M (245)] Y =g (25) (2.15)

seklinde yazilabilir. Burada
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moo (T5) ... Mon(Ts) moo (b) ... mou (D)
M(z,) = : : , M(b) = :

Mo (Ts) -oo Mpp (T5) Mo (D) .. My (b)

matrislerinin elemanlar1 ¢, j = 0,1, ...,n icin

(b T'L 2n+1
mid(xs) = /pz,n(t)pj,n(t>dt = o + Z pr2n+1 xs
a H—J r=i+j+1
b n n
(b - a) (z) (g)
I o e =
seklinde bulunur. (2.15) lineer denklem sistemi s = 0,1,...,n i¢in yukarida

tamimlanan A, P, Y, G, f, v ve M matrisleri gozoniine alinarak istenen matris

denklemine doniisiir.

Sonug 2.3.2 Ozel olarak birinci ve ikinci cesit Fredholm-Volterra integral

denklemleri i¢in (2.12) ile verilen matris bagintisi sirasiyla
[—MfM(D)—XvM]Y=G ve [P-MfM(b)—AvM]Y=G

matris bagintilarina indirgenir.

2.4 Integrodiferansiyel Denklemler i¢cin Temel Bagint1

Bu kisimda

[asry

3

1
ZT]y =pu; 1=0,1,..,m—-1a<c; <b (2.16)
0 j=0

e
i

karigik kosullar ile verilen

> n )y =g (o Hl/zfm )it +2a [ 3o () )
0 ak;:[)

(2.17)
en genel gosterime sahip lineer Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denkleminin

¢oziimiine, (2.1) ile ifade edilen genellestirilmis Bernstein polinomlar1 ile
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yaklagalim. Burada a (z), ¢(x); [a,b] arahg iizerinde fy (x,t) ve vy (z,1);
[a,b] X [a,b] karesi iizerinde taniml bilinen fonksiyonlar, TZ-, Cj, s A1 Ve Ag
bilinen sabitler, y(x) bilinmeyen bir fonksiyon, m ise m > ¢, r olacak sekilde bir

dogal sayidir.

Lineer integrodiferansiyel denklemlerin verilen kogullar altindaki
¢oziimiiniin var ve tek olmasi i¢in ay (z) ve g (x) fonksiyonlarmin [a,b] araligi
tizerinde, fi (x,t) ve vy (x,t) fonksiyonlarmin ise [a,b] X [a,b] karesi iizerinde

stirekli olmas1 gerekir.

Teorem 2.4.1 (2.17) ile tammlanan en genel gosterime sahip lineer
Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denkleminin ¢oziimii siirekli olsun. Bu
durumda x5 € [a,b] siralama noktalar: tizerinde bu denklem, agagidaki matris

bagintisina indirgenebilir:
m q T
lz APN L, SR, Y kak] vee @
k=0 k=0 k=0

Burada N matrisi Teorem 2.1.3’te; A, P, Y ve G matrisi Teorem 2.2.1’de
tanimlandigy gibidir. Ayrica Fp=[F} ;] ve V= [V} 5] matrisleri, boyutu (n + 1)

olan kare matrisler olup, elemanlari

b Ts

Fk,s,i = /fk (Im t) Din (t) dt, Vk,s,i = /Uk (:L‘sa t) Din (t) dt

a a

seklinde belirlenir.

Ispat: (2.17) denkleminin ¢oziimii, [a,b] aralig iizerinde siirekli oldugundan
genellegtirilmig Bernstein polinom yaklagimina sahiptir. (2.2) bagintisi geregince,

bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri icin
y® () =P (z)N*Y; k=0,1,...,m

bagintist saglanir. Diger yandan siralama yontemi geregince, x4 € [a, b] siralama
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noktalari iizerinde y*) (x,) = By (y;5) ;8 =0,1,...,n oldugundan bu bagint:
y® (z,) =P (z,)N¥Y; k=0,1,...,m (2.19)

haline gelir. Siralama noktalar1 ve (2.19) bagmtisi, (2.17) denkleminde yerine

yazilirsa

m b q
Zak (xS)P(zs)NkY = g(xs +)\1/ fr (x4, 1) P(O)NFY dt
k

=0

/ ka 2,5, ) P(t)NFY dt

lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu denklemin sag tarafinda yer alan

integraller sirasiyla

Ts

(xs) /fk T, t t)ydt ve Vi (xs)/vk (s, t) P (t)dt

a

olarak tanimlanirsa, denklem asagidaki gibi yazilabilir:

[Z ap (1) Pz )NF= X Y “Fy (1) NF=A Y Vi (x,) N"“] Y =g(z,).

k=0 k=0

s =0,1,...,n i¢in bu sistem

[ G(zo) O ... 0 g (20) |
Al | 0w 0 | ||
0 0 o (e | | g () |
(Po) | [ monte) pialeo) o (o) |
b_ P(.xl) _ po,n.(fvl) pl,n'(xl) pn,n.(xl) — oo (2]
P () | | pon(@n) pra(En) oo pun (@) |
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Vi =

Vk (ZEn)

Froo Fron Fron
Frio Fran Frin
= [Fk,s,z] )
Fk,nO Fk,nl Fk,nn
Vioo Vioa Vion
Viio Viia Viin
, , = [Vi.s.i]
sz,n,O Vk,n,l Vk,n,n

matris gosterimleri gozoniine alinarak, istenilen (2.18) matris bagmtisina doniisiir

ve ispat bu sekilde tamamlanmais olur.

2.5 Coziim Yontemi

Bu kisimda swrasiyla (2.5), (2.8) ve (2.17) ile tammlanan lineer

diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemlerin (2.3), (2.4) ya da (2.16)

ile verilen kogullar altindaki ¢oziimlerini agagidaki adimlar: izleyerek elde etmeye

calisalim

Adim 1. Diferansiyel denklemler igin (2.6), integral denklemler i¢in (2.9) ve

(2.12), integrodiferansiyel denklemler igin (2.18) olarak bulunan temel matris

bagintilarinda W katsayilar matrisi sirasiyla

T £ 2 %=

> APNF,
k=0
AP—\F-\,V,

AAI)—)\lﬂ\/I(b)—>\2V].VI7

i A PNF_)\, i F . NF—)\, Z V. NF
k=0 k=0 k=0

ile gosterilsin. Bu durumda bu temel matris denklemleri kisaca asagidaki gibi

ifade edilebilir:

WY =G yada [W;G].
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Adim 2. y® (z,) = P (x,) N*Y bagmtisi, v, = a, b, ¢, ¢; degerleri igin (2.3), (2.4)

ve (2.16) ile verilen kosullarda yerine yazilirsa

UjY = )\j ya da [U], )\J] (220)
V,Y = v, yada [V;i,] (2.21)
T.Y = p, yada [T, (2.22)

matris gosterimleri bulunur. Burada

m—1 m—1
U, = 7P (c)NF, 'V, = [P (a) N* + 3, P () N*]
k=0 k=0
m—1 1
T, = ZT%P(C])Nk, 1=0,...m—1
k=0 j=0

seklindedir.

Adim 3. Lineer denklemlerin verilen kogullar altindaki ¢oziimlerini elde etmek
icin [W; G] arttirilmig matrisini, silmeden ya da silerek ekleme teknigi kullanarak
yeni bir arttirilmig matris ile gosterelim. Bu gosterim; siralama noktalariin
sayisina, denklemin verilen kosullarina ve denklemin mertebesine bagh olarak

farkl sekillerde ifade edilebilir.

Eger siralama noktalarimin sayisi1 S olarak alinirsa, W’nin boyutu S
olur. Kosullar, [W;G]nin hicbir satir1 silinmeden eklenirse elde edilen yeni
arttirilmig matris [W, é] ile gosterilsin. Bu durumda W (S+m)x(n+1), G
ise (S +m) x1 tipli matrisler olur. Kogullar [W; G] matrisinin belirli satirlar:
silinerek yerlegtirildiginde elde edilen yeni arttirilmig matris [W*; G*] olsun. O

zaman W* S x (n+ 1) ve G* Sx1 tipli matrisler olur.

Eger S =n+ 1 ise x; € [a,b] siralama noktalari, esit aralikli olan

h—
Ty = a—l—( a)s; s=0,1,....n
n
b— b—
Ty = a—i—( a)s7 xs:a—l—( a>8; s=1,2,...n+1
n+1 n+2
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ve esit aralikli olmayan

(a+b) — (b—a)cos(%2)

Ty = 5 o s=0,1,...,n,
a+b)—(b—a)cos (Z2

T, = ( )~ 5 ) (”“); s=1,2,..,n+1

noktalarindan herhangi biri olarak secilebilir. Ayrica s = 1 ile baglayan siralama
noktalar1 araligin sol u¢ noktasini icermez, digerleri icerir. Bununla birlikte ug
noktalar1 iceren ya da icermeyen bunlarin digsinda farkli siralama noktalar: da
secilebilir. Araligin ug¢ noktalarindan herhangi biri ya da her ikisi tekil nokta
ise bu durumda yontem icin araligin u¢ noktalarini icermeyen siralama noktalar:
gozoniine almr. Bu durumda W katsayilar matrisi (n +m + 1) x (n + 1) tipli
bir dikdortgensel matris, W* katsayilar matrisi ise (n + 1) x (n + 1) tipli bir kare
matris olur. G ve G* sag yan matrisleri sirasiyla (n+m + 1) x1 ve (n+1) x1
tipli matrislerdir. Matrisin satirlarii silmeden sonuna (2.22) karigik kosullari
ekleyerek olusturulan [\7\7, é] arttirilmig matrisi ile matrisin son m satiri, bastan
m satirl, ortadan m satir1 ya da bagtan ve sondan m satir1 silinip, yerine (2.20),
(2.21) ya da (2.22) kogullarinin yazilmasiyla elde edilen [W*; G*] artirilmig matrisi
agagidaki gibi yazilabilir:

Wo,0 Wo1 ... Wom 5 G (%)
;
= wn,O wn,l cee wn,n s g (xn)
[W; G} _ ,
to,0 ton - lon 5 Mo
;
bn-10 btm-11 -+ tm—in 3 Mot
Wo,0 Wo,1 ce Wo,n v g (550)
;
Wp—m,0 Wpn—ma1 --- Wpn—mn g(l‘n—m)
*, * o k] ) k]
W* G| = ,
Up,0 Uy ... Uom Ao
;
Un—1,0 Un—-11 --- Un—1n ; Am—1
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20,0 V0,1 s ,n ; Yo

Un-1,0 Un-1,1 -+ Un—1n ;7  Vm-1
*, *] ) ) )
W* G*] = ,
wnfm,() wnfm,l ce wnfm,n ; g(xnfm)
)

Wn,0 wn,l s wn—m,n ; g(xn)

Wo,0 Wo,1 ces Wo,n ; 9(%)
)
t,0 b - tn ; Ho
*- * E—
W G*] = ; :
bn-1,0 tm—11 -+ bm—in 5 M1
Wn—m,0 Wn—ma1 --- Wn—mo0 ) g(xn)
Up,0 Uo,1 Uy Ao
)
Un—m,0 Un—m,1 s Up—m,n ; )\n—m
*, *] ) ) )
(W5 G| =
wnfm+1,0 'wnferl,l oo wnferl,n v 9 (xnferl)
)
Um—1,0 Um—1,1 s Um—1,n ) )\m—l

Eger S=n—m+1 olursa W katsayilar matrisi (n+1)x(n+1)
tipli bir kare matris, W?* katsayilar matrisi (n —m+1) x (n+1)

tipli bir dikdortgensel matris olur. Buna gore siralama noktalar
Te= a+%; s=0,1,...,n —m olarak secilirse yeni (n + 1) x1 tipli G matrisi

ve W katsayilar matrisine karsilik gelen yeni [W, é] arttirilmis matris, [W; G
arttirllmis matrisine (2.20), (2.21) ya da (2.22) ile tammh satir matrisleri
eklenerek yazilabilir. Bu sekilde elde edilen yeni arttirilmis matris bir kare
matristir. Diger yandan yeni (n —m + 1) x 1 tipli G* matrisi ve W* katsayilar
matrisine kargiik gelen yeni [W*; G*] arttirilmig matris, [W;G] arttirilmig
matrisin son m satiri, bastan m satiri, ortadan m satirn1 ya da bagtan ve

sondan m satirn silinip, yerine (2.20), (2.21) ya da (2.22) ile tammh satir
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matrisleri yazilarak elde edilir. Bu sekilde elde edilen yeni arttirilmis matris ise

dikdortgensel bir matristir.

Adim 4. Integral denklemler icin kosul verilmediginden W* ve W matrisleri
yazilamaz. Bu nedenle bu denklemlerin ¢oziimii, rank(W) = rank [W;G] =
n + 1 oldugunda tek tiirlii olarak belirlenir. Diferansiyel ve integrodiferansiyel
denklemler i¢in mnk(W) = [\7\7, é] = n+1yadarank(W*) = rank [W*; G*] =
n+ 1 oluyorsa sistem, Y = (W) - GyadaY = (W*)™! G* olarak yazlabilir ve
bu sistemin ¢oziimii tek tiirlii belirlenir. Bir matris kare matris degilse ya da kare
ve ayni zamanda tekil bir matris ise matrisin tersi yoktur. Bu tip sistemler Gauss

eliminasyon, genellegtirilmis ters (Moore-Penrose pseudoinverse), LU ayrigtirma

ve QR ayrigtirma yontemleri ile ¢oziilebilir.
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3. LINEER OLMAYAN DENKLEMLER iCiN BERNSTEIN
SIRALAMA YONTEMIi

Bu boliimde lineer olmayan diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinii elde etmek icin genellestirilmis Bernstein polinomlarina
dayali bir siralama yontemi geligtirilmistir. Bu yontemin en 6nemli 6zelligi,
siralama noktalar1 ve kuasilineerlestirme teknigi kullanarak lineer olmayan

denklemleri, tekrarli olarak lineer denklemlere indirgemesidir.

3.1 Giris

Kuasilineerlegtirme yontemi, ilk kez Bellman ve Kalaba (1965)
tarafindan Newton-Raphson yonteminin genellestirilmis hali olarak lineer
olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemleri ¢ozmek icin ortaya konan bir
yontemdir. Bu yontemin amaci; lineer olmayan denklemleri, tekrarli olarak
lineer denklemlerin bir dizisi seklinde ifade ederek c¢ozmektir. Bu nedenle
yontem, lineerlegtirme yontemlerinden (Ramos 2003, Ramos 2005) farkli olarak
bir iterasyon yontemidir. Kuasilineerlegtirme yoéntemi ile birgok sistem tanilama
ve optimizasyon problemleri indirgenebilindiginden, bu yontem modern kontrol
uygulamalarinda faydali bir hesaplama teknigidir. Ayrica bu yontem, diferansiyel
denklemler (Charles ve Baird 1969, Agarwal 1984, Mandelzweig ve Tabakin 2001),
fonksiyonel denklemler (Ahmad ve dig. 2003, Drici ve dig. 2009), integral
denklemler (Pandit 1997, Calio 2010), integrodiferansiyel denklemler (Ahmad
ve dig. 2001, Ahmad 2006, Wang ve dig. 2009) gibi birgok cesitli denklemlere

uygulanmigtir.

Kuasilineerlegtirme yontemi (Bellman ve Kalaba 1965, Stanley
1968) aslinda Newton-Raphson yonteminin genellegtirmesi oldugundan,
Newton-Raphson yontemini ve onemli ozelliklerini gozden gegirmek faydal
olur. Newton-Raphson yoéntemi, grafik ¢cikarimi diginda Taylor seri agilimiyla da

geligtirilebilir. f (z) = 0 cebirsel denklemini gozoniine alahm. Bu denklemin z
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kokiinii elde etmeye caligalim. f (x) monoton azalan, konveks bir fonksiyon ve
z basit bir kok olsun. Baslangicta z kokiine yakinsayan bir zy noktasi secelim.
Taylor seri agilminin ikinci ve daha yiiksek terimleri ihmal edilerek f (z)’in xg

noktasindaki agilimi

f(x) = f(w0) + (x — o) f'(0)

olarak ifade edilebilir. z kokiine ikinci yaklagim, x i¢in asagida verilen lineer

denklemi ¢ozerek elde edilebilir:

f (o) 4 (x — x0) f' (w0) = 0.

Bu yaklagima x; yaklagimi diyelim. x; kullanilarak z {i¢iincii yaklagima,

f ) + (w2 —21) f/(21) =0

denklemi x5 icin ¢oziilerek elde edilebilir. Bu sekilde devam edilerek

f@n) + (Tn41 — 20) [ (20) = 0 (3.1)

genel rekiirans bagintisi elde edilir. Bu denklem x,,; i¢in ¢oziiliirse, denklem

n

haline gelir. Burada z,, her zaman bir 6nceki denklemin ¢oziimiinden bilinen
fonksiyon ve x,,1 bilinmeyen fonksiyondur. Eger baglangicta xy < z ise f (z,) >

0 ve f'(x,) < 0 esitsizliklerinden dolay1 yakinsamanin monoton oldugu agiktir.

Bunun yanisira Taylor serisi, yontemin hatasim tahmin etmek icin de

kullanilabilir. Taylor seri agilimi gézoniine alinarak, f (z) = 0 oldugundan

0= f @)+ (2~ 2) £ () + (2 — )2 1 (3.2)
yazilabilir. (3.2) denkleminden (3.1) denklemi gikarilarak
2 " (§)

0= (2 —app1) [ (zn) + (2 — 20) 2!
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bulunur. Yakinsamanin oldugu varsayilirsa, hem z,, hem de £ sonunda z kokiine

yaklagacagindan, f’(z) # 0 olmak iizere

2 f"(2)
2f'(2)

2= Tpy = (2 —xp)

elde edilir. Bu esitlige gore (n+1). iterasyondaki hata, n. iterasyondaki
hatanin karesi ile orantilidir. Bu tip bir yakinsama, kuadratik (ikinci dereceden)
yakinsama olarak bilinir. Bu nedenle kuasilineerlesgtirme yontemi yakinsamanin

hizli olmasini saglar.

Kuasilineerlegtirme yonteminin uygulanigini basit bir ornekle asagida
gosterelim.

y(0) =ci, y(ty) =co; 0<t <ty (3.3)

sinir kosullar ile verilen

y' () =f(y(t),1) (3-4)

lineer olmayan ikinci mertebeden diferansiyel denklemi gozoniine alalim. y (¢)’nin
uygun bir baglangi¢ yaklagimii y, (t) olarak secelim. Burada Newton-Raphson
yonteminden farkli olarak secilen ilk iterasyon bir deger yerine bir fonksiyondur. f
fonksiyonun yo(t) fonksiyonu civarindaki Taylor seri agilimi, ikinci ve daha yiiksek

dereceden terimleri ihmal edilerek agagidaki gibi ifade edilebilir:

Sy @), t) = Fyo @), 1)+ () —yo(®)fy (% (1), 1) (3.5)

Burada f,, f fonksiyonunun y’ye gore kismi tiirevidir. (3.4) ve (3.5) denklemleri

birlestirilerek

y ()= f (yo (1) 1) + (y (1) — 5o (1)) fy (3o (1) ;1) (3-6)

elde edilir. yo (¢), t'nin bilinen fonksiyonlari oldugundan, (3.6) denklemi degisken
katsayili lineer diferansiyel denklemdir. Bu denklemin simir kosullari, (3.3) ile
tamimlanan denklemin kogullaridir. Ayni yoldan cebirsel denklemler igin rekiirans
bagitisi elde edilebilir. (3.6) denklemi y () i¢in ¢oziilebilirdir. Bu ¢oziime y; (%)
diyelim. Bilinen y; (¢) ile (3.6) denklemi, 3 (t) civarinda Taylor serisine agagidaki
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gibi acilabilir:

y ()= (), 0) + (y (1) =y (1) fy (1 (1) 1)

Bu denklem ¢oziilerek y (¢) igin tigiincii yaklagim elde edilir. Bu yaklagima ys (%)
diyelim. Problemin yakisadigini gozoniine alalim. Bu sekilde devam edilirse,

rekiirans bagintisi

yg-ﬁ-l (t) - f (yn (t) 7t) + (yn—H (t) — Yn (t)) fy (yn (t> vt) (37)

olarak yazilabilir. Burada y, her zaman bilinen ve bir 6nceki iterasyondan elde
edilen fonksiyon, v, ise bilinmeyen fonksiyondur. (3.7) denklemi her zaman

lineer diferansiyel denklemdir ve sir kogullar: (3.3) ile verilen kosullardur.

Simdi (3.3) sir kosullar ile verilen

y'(t) = f ('), y(1),1) (3-8)

ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemi gozoniine alalim. y/(¢)
birinci tiirevi diger bir fonksiyon olarak gozoniine alinabilir. (3.8) denklemi, yo(?)

civarinda agagidaki gibi Taylor serisine acilabilir:

y'(t) = fyo(d),y0(t),t) + (' () — wo(1)) fy (yo(2), 5o (t), 1)

+ (1) = vo(t) fy(Wo(1), yo(t), 1).

Bu sekilde devam edilerek asagidaki rekiirans bagintisi elde edilir:

Unin ) = F(WL ), 5a(0),1) + (Whi1 () = YL (1) fur (WL (1), 9 (2),1)  (3.9)

+ (yn—l-l (t) - yn(t)) fy (y;(t% yn<t>7 t) :

(3.9) denklemi de her zaman (3.3) kosullari ile verilen lineer bir diferansiyel
denklemdir. Ikinci mertebeden daha yiiksek mertebeli denklemler icin rekiirans

bagintisi, (3.9) rekiirans bagintisi igin izlenen yolun aymnisi ile elde edilebilir.
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3.2 Diferansiyel Denklemler icin Temel Bagintilar

Bu kisimda, sirasiyla (2.3) ve (2.4) ile tamimlanan baglangic veya sinir

kosullar ile verilen

ym (x)=yg (x,y (), (z), Ly (x)) ca<x<b (3.10)

m. mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemini gézoniine alalim. Burada
g :[a,b] x R™ — R fonksiyonu lineer olmayan bir fonksiyon, y ise bilinmeyen bir
fonksiyondur. Bu denklemlere kuasilineerlegtirme yontemi uygulayarak, denklemi
lineer denklemlerin bir dizisi haline getirelim ve bu lineer denklemlerin ¢6ziimiine,

r = 0,1, ... iterasyon sayisina bagh olarak

e (@) 2 By rasio) = e (a+ P20 ) )

genellestirilmis Bernstein polinomlar ile yaklagalim.

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin verilen kogullar altindaki
¢oziimiiniin var ve tek olmasi igin g'nin [a,b] x R™ iizerinde Lipschitz kogulunu'

saglayan siirekli bir fonksiyon olmasi gerekir.

Teorem 3.2.1 g, y* (k=0,1,...,m — 1) fonksiyonuna gére Taylor serisine
acilabilir bir fonksiyon ve (3.10) ile tamimlanan m. mertebeden lineer olmayan
diferansiyel denklem, genellestirilmis Bernstein polinom ¢oziimiine sahip olsun.
Bu durumda x; € [a,b] siralama noktalar tizerinde (3.10) denklemi, agagidaki
gibi bir matris gosterimine sahiptir:
m—1

PN™ — Z G,PN*
k=0

Y, =H.; r=0,1,.. (3.12)

Burada N ve P sirasiyla Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.2.1’de tanimlanan matrisler,

G, = diag g, (z5)] (n+1) x (n+ 1) tipli kosegen bir matris, H, = [k, (z5)] ve

! f fonksiyonu, tim (z,zg, 21, ..., Zp_1) » (@, Wo, W1, ..., W, _1) € [a,b] xR™ igin
m—1

If (z, 20, 21, ooy 2m—1) — f (X, wo, w1, ..., Wp—1)| < > Lg |2k — vg| kogulunu saglar (Stakgold
k=

and Holst 2011).
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Y, 1 = [y,,ﬂ (a—k@)} (n+ 1) x1 tipli matrislerdir; bunlarin elemanlar1 da

agsagidaki gibidir:

0 (@) = gt (e (@) 0 0) s ()
he(2) = g (2,4 (@),9) (2), .yt (w))—iyﬁ’“) () g, (x) -

Ispat: (3.10) denklemine kuasilineerlegtirme yontemi uygulanarak denklem,
r = 0,1,... iterasyon sayisi i¢in agagidaki gibi m. mertebeden lineer diferansiyel

denklemlerin bir dizisi seklinde ifade edilebilir:

m—1 ) 5 | -
+ 3 (yffi)l () —y® (@) W(gk) (@5, (2) 4. (&) 1y 5D ().

Burada yq () ilk yaklagim fonksiyonu, v, (z) bir énceki iterasyonla elde edilen ve

her zaman bilinen bir fonksiyon ve ¥, (x) bilinmeyen bir fonksiyondur.

(3.13) ile elde edilen lineer diferansiyel denklemlerin bir dizisinin ¢oziimii,
(3.11) ile ifade edilen genellegtirilmis Bernstein polinom yaklagimina sahip
oldugundan (2.2) bagntis1 kullamlarak bilinmeyen y,,; fonksiyonu ve tiirevleri

icin
yﬁ% (z) ~ Bék) (Yri1;7) = p® () Yo =P (2)N"Y,pq5 7 =0,1,...

matris bagintist gergeklenir. Siralama yontemi geregince, z; € [a,b] siralama

noktalar: iizerinde ise bu baginti
v (@) = B (yriai2) =P @) N*Y o r =01, (3.14)

olarak ifade edilebilir. ~ Bu siralama noktalar1 ve (3.14) bagmntisi, (3.13)

denkleminde yerine yazilirsa

P(z)N"Y, 01— > g, (z.) P (2,) N*Y, g = h, (z,)
k=0
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lineer cebirsel denklem sistemine ulagilir. Burada yer alan g, (z) ve h, (z)

fonksiyonlar1 teoremin ifadesinde tamimlandigi gibidir. s = 0,1,...,n i¢in bu
sistem

_ P () — _ gr () 0 ... 0 | _ hr () |
p_ P (:Bl) a - 0 gr (xl) : 0 ve H, — h, (:Bl)

] P(.xn) | I 0 0 G ('a:n) | | By () |

matris gosterimleri goézoniine alinarak istenilen matris bagintisimi verir. Bu da

ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.2 f, y fonksiyonuna gore Taylor serisine agilabilir bir fonksiyon ve

ozel olarak

yla) =X y'(a) = p (3.15)

baglangi¢ kosullar1 veya
Ay (a) + Azy (a) = B, By (b) + Bay' (b) =y (3.16)

sinir kosullar ile verilen
y”(x)-f—%y' () +g(x,y)=0; a<z<b aa>0 (3.17)

ikinci mertebeden lineer olmayan Lane-Emden tipli denklemi genellestirilmis
Bernstein polinom ¢oziimiine sahip olsun. Bu durumda z; # 0, [a,b] aralig
tizerinde tanimli siralama noktalar: {izerinde bu denklem i¢in asagidaki matris

gosterimi gerceklenir:
[PN2 + aQPN + G,,P] Y...=H; r=01,.. (3.18)

Burada i,s = 0,1, ...,n icin N ve P matrisleri sirasiyla Teorem 2.1.3 ve Teorem

2.2.1’de tammlandigi gibi, Q = diag [xi}, G,=diag[g, (s, y,)] (n+1) X (n+1)
tipli matrisler, Y, = [ym (a+m)} ve H,= [y, (z5) 9y (25, 9,) — 9 (25, 9r)]

(n+ 1) x 1 tipli matrislerdir.
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Ispat: (3.17) ile tammlanan lineer olmayan Lane-Emden tipli diferansiyel
denkleme kuasilineerlestirme yontemi uygulanarak, asagidaki gibi lineer

diferansiyel denklemlerin bir dizisi elde edilir:

Yryr(T) + %yiﬂ(w) + 19 (@, y0) + gy (2,90) (Yrg1 () — 9 ()] = 0. (3.19)

Burada g, g fonksiyonunun y fonksiyonuna gore kismi tiirevi, yo (x) ilk yaklagim
fonksiyonu, %, (x) her zaman bilinen bir fonksiyon ve .1 (z) bir Onceki

iterasyondan elde edilen fonksiyondur.

h. (x) =Yr (l') Gy (xayr) -9 (*Ta yr)

denirse, bu durumda (3.19) denklemi

«
Y (@) + Y (2) + 9y (2,90) Y () = hr (2) (3.20)
olarak tekrar diizenlenebilir.

(3.19) denkleminin ¢oziimii, (3.11) genellestirilmis Bernstein polinom
yaklagimina sahip oldugundan siralama yontemi ve (2.2) bagmtis1 geregince,

xs # 0 siralama noktalar: tizerinde bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri sirasiyla

Yra1 (z5) = By (Yri132s5) =P (25) Yo,
y;+1 ({L‘s) = B;z (yr—i-l; xs) =P (xs) NYT+17
B//

yvl",—i-l (I$> - (yr-{-l; xs) - P (Is> NQYT+1

matris bagintilarim1 gercekler. Bu siralama noktalar1 ve yukaridaki bagintilar,

(3.20) ile bulunan denklemde yerine yazilirsa s = 0,1, ...,n i¢in
o
P(xs)NQYT-H + x_P(l‘s)NYr-H_‘_gy ($s7 yr) Yr—f—l = hr ('Is)

lineer cebirsel denklem sistemi elde dilir. Bu sistemde N ve P matrisleri Teorem
2.1.3 ve Teorem 2.2.1’de tanimlandigr gibi, Q, H, ve F, matrisleri asagida

tanimlandig1 gibi
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/iy, 0 ... 0 Yr (z0) gy (0, yr) — g (20, Y1)
0 1 T 0 r T x’ T - aj’ T
Q - . /.1 " m, - y(l)Qy(li.y) 9 (z1,9,) |
i 0 0 1/3771 | L yr(xn>gy(xmy7")_g<mmy7“) ]
gy (o, yr) 0 0
G - 9 gy(l’.l,yr) 9
I 0 0 gy(xn,yr) |

gozoniine alinirsa, istenen matris denklemi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

3.3 Integral Denklemler icin Temel Bagint1

Bu kisimda

xT

b

a(@)y(x)=g(x)+ N\ / flz ty(t))dt + Mo /v (x,t,y(t))dt (3.21)
tanimlanan lineer olmayan Fredholm-Volterra integral denklemini gozoniine
alalim. Burada a (z) # 0 bilinen fonksiyon, f : [a,b)] x R - R, v : [a,b] x R = R
lineer olmayan cekirdek fonksiyonlar, \; ve Ay bilinen sabitler, y(x) bilinmeyen
bir fonksiyondur. Bu denkleme kuasilineerlestirme yontemini uygulayarak,
denklemi tekrarli olarak lineer denklemlerin bir dizisi haline getirelim ve bu
lineer denklemlerin ¢oziimiine, (3.11) ile ifade edilen genellestirilmis Bernstein

polinomlar ile yaklagalim.

Lineer olmayan integral denklemlerin c¢oziimii igin varlhik-teklik
teoremleri geregince f, v : [a,b] X R tizerinde Lipschitz kogulunu? saglayan siirekli

fonksiyonlar olmalidir.

Teorem 3.3.1 z, € [a,b] siralama noktalar1 ve f, v fonksiyonlari, y'ye gore

Taylor serisine agilabilir fonksiyonlar olsun. Eger (3.21) ile tanimlanan lineer

2z,t € [a,b] ve w,z € Rigin |f (x,t,2) — f(z,t,w)] < Ly |z —w| ve |v(z,t,2) —v(z, t,w)| <
L, |z — w| olacak sekilde Ly, L, > 0 vardir (Berenguer ve dig. 2013).
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olmayan Fredholm-Volterra integral denklemi, genellestirilmis Bernstein polinom

¢oziimiine sahip ise bu durumda denklem agagidaki matris bagintisina indirgenir:
[AP—)\lFT—)\QVT] Y7.+1 = HT, r = 0, 1, (322)

Burada P ve A matrisleri sirasiyla Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.3.1’de tanimlandig:
gibi, i, = 0,1,...,nicin Y, 1 = [yTH <a + @)] ve H, = [h, (x5)] matrisleri
(n + 1)x1 tipli, F, = [F,,;] ve V, = [V, ;] matrisleri (n + 1) x (n + 1) tipli

matrislerdir. Ayrica bu matrislerin elemanlar

b

he(z) = g(x)+ M / [t () = fy (ot 3 (8) gy (8)]

a
T

Y / o (a9 (8)) — vy (2, £, 90 (8)) 9 (£)] d,

a

b Ts
Fr,s,i - /f (3757 t; Yr (t))pz,n(t)dta Vr,s,i = /U ($S, ta yr<t)> pi,n(t)dt

seklindedir.

Ispat: f ve v fonksiyonlari, y'ye gore Taylor serisine acilabilir fonksiyonlar
oldugundan (3.21) ile tamimlanan lineer olmayan Fredholm-Volterra integral
denklemi, kuasilineerlestirme yontemi ile asagidaki gibi lineer integral

denklemlerin bir dizisi seklinde yazilabilir:

a () yra(r) = g(2)

Y / [ (2t y, () +F, (2,1, (5) (4,1 ()~ (£))] dt

a
x

ha [ 060,00+, (2, 0) (040 () =, 0))] .
Burada f, ve v, fonksiyonlar1 f ve v'nin y fonksiyonuna gore kismi tiirevleri,
Yo (z) ilk yaklagim fonksiyonu, v, (z) her zaman bilinen bir fonksiyon ve y,.; ()
bir onceki iterasyondan elde edilen fonksiyondur. Teoremin ifadesinde verilen

h, (x) fonksiyonunu gozoniine alarak, yukaridaki denklem kisa olarak
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b T

0 (@) yrs () =h(z) + A, / Fy (0t 0, (8)) e (6)dE 4 g / 0y (21,9, (1)) g (1)

(3.23)

seklinde diizenlenebilir.

(3.21) denklemi, (3.11) ile ifade edilen genellestirilmis Bernstein polinom

¢oziimiine sahip oldugundan (2.2) bagmtis1 kullanilarak ¢ziim fonksiyonu i¢in
Yrt1 (‘T) = P(m)Yr+1; r= 07 17

bagintist gergeklenir. Siralama yontemi geregince, bu bagmt1 ve x; € |a,b

siralama noktalar: (3.23) ile bulunan denklemde yerine yazilirsa
a (ms) P(xs)Yr—i-l_)\lFr(xs)Yr—o—l - )\2Vr (xs) Yr—i-l - hr ('rs)

lineer denklemi elde edilir. Burada

b

FT('T’.S) = /fy (l‘s,t, yT) P (t) dt = |: Fr,s,O Fr,s,l ce Fr,s,n ] )
b

VT ('TS) = /Uy (.733, t? yT) p (t) dt = [ Vns,O Vr,s,l s Vns,n i|

a

seklinde tanmimlanmigtir. Yukaridaki denklemde s = 0,1, ..., n alinirsa meydana

gelen lineer denklem sistemi,

Fr(xO) Vr('r0> hT(xO)
Fr _ FT(.I1> ’ Vr: Vréxl) ve HT _ h,«([El)
I F,(x,) | ] V. (z,) | I by (24) |

matris gosterimleri gozoniine alinarak istenen matris bagintisini verir. Bu da

ispat1 tamamlar.
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3.4 Integrodiferansiyel Denklemler i¢in Temel Bagint1

Bu kisimda, (2.3) ve (2.4) ile tanimlanan baglangig veya smir kogullar

ile verilen

g (z,y(@), 9 (z),....y""(x)) = Al/f(:c,t,y(t),y'(t),-~-,y(m)(t))dt (3.24)

a
x

+)\2/v (2, t,y(), ¥ (1), ... y"™(2)) dt

a

en genel gosterime sahip lineer olmayan Fredholm-Volterra integrodiferansiyel
denklemini ele alahm. Burada g : [a,b] x R™ ™ — R, f : [a,b] x [a,b] x R™™ — R
ve v : [a,b] X [a,b] x R™™! — TR lineer olmayan fonksiyonlar, \; ve X, bilinen
sabitler ve y (x) bilinmeyen bir fonksiyondur. Bu denklemin yaklagik ¢oziimiinii
elde etmek i¢in denkleme kuasilineerlestirme yontemini uygulayarak, denklemi
tekrarli olarak lineer halde yazalim. Daha sonra elde edilen bu lineer denklemlerin
¢oziimiine (3.11) ile ifade edilen genellestirilmis Bernstein polinomlari ile yaklagim

yapalim.

Lineer olmayan integrodiferansiyel denklemlerin verilen kogullar
altindaki ¢oziimiiniin var ve tek olmasi igin ¢g’nin [a, b] aralig1 iizerinde, f ve v’nin
ise [a, b] X [a,b] x R™" iizerinde Lipschitz kogulunu saglayan siirekli fonksiyonlar

olmas1 gerekir.

Bu kisimda iglemlerin daha anlasilir olabilmesi i¢in bazi kisaltmalar

kullanacagiz. Bunlar kaynak ve gekirdek fonksiyonlar: igin

g (@) = g(zy (@), (), y™ (2)),
fr@t) = flzty@),yt), ... o™ @),
)

v (z,t) = v (x,t, yr(t), ye(t), ...,yﬁm)(t)
ve bunlarin kismi tiirevleri igin

g (m)

g, () = Ay (@, 9r(2), yp(2), - ™ (@)

48



fygk) (l‘,t) = W (x,t,yr(t)7y;(t), "‘Jyﬁm)@)) )

dv , m
Uygk) (.Z',t) = w('xvtayr@)?yr(t%ayﬁ )(t))

seklindedir.

Teorem 3.4.1 g, f ve v fonksiyonlar1 k = 0,1, ..., m icin y® fonksiyonuna gore
Taylor serisine agilabilir fonksiyonlar ve (3.24) ile tamiml en genel gosterime
sahip lineer olmayan Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denklemin ¢oziimii,
genellestirilmis Bernstein polinom yaklagimina sahip olsun. Bu durumda x, €
[a,b] siralama noktalarn iizerinde bu denklem igin agagidaki matris bagntisi

gerceklenir:

[Z (G kP — MFp — A V) N’“] Y, =H;r=01,.. (3.25)

k=0
Burada N ve P matrisleri sirasiyla Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.2.1’de tanimlandig:

gibl, i,s =0, 1,...m igin Gye=diag g, (2,)| , Fri= / f o (s t) pia(t)dt | |

b
V.= /v 0 (Ts,t) pin(t)dt| (n+1) x (n+ 1) tipli matrisler, H,= [h, (z,)] ve

a

Y, 1= [yrﬂ (a + & a)z)] ise (n+ 1) x 1 tipli matrisler olup,

T

b

T

-3 | /fm (.1)y ()dt—l—/\g/vygk)(x,t)yﬁk)(t)dt

k=0 @ a

seklindedir.

Ispat: ¢, f ve v fonksiyonlar1 y®) fonksiyonuna gore Taylor serisine acilabilir
oldugundan (3.24) denklemi, kuasilineerlegtirme yontemi ile agagidaki gibi lineer

integrodiferansiyel denklemlerin bir dizisi haline getirilebilir:

49



i (yr+1 —y(a )> g,m (2) (3.26)

m b
+A / fo(@t)dt+Y / <y£’21(t) _y§k>(t)) f 00 (x, 1) dt
a k=07,

e | [uodes 3 [ (50 - s0) v o0 d
k=0

Burada yq () ilk iterasyon fonksiyonu, y, () bir 6nceki iterasyonla elde edilen ve

her zaman bilinen bir fonksiyon ve y, .1 (z) bilinmeyen bir fonksiyondur.

(3.26) denkleminde sadece r-ye bagl ifadeler saga atilir ve h, (z) olarak

tanmimlanirsa denklem

xz

> g0 @)y (@ /f o (2, 1) Y ()t — /\z/vy,@ (. )y ()t | = by ()

k=0 a

(3.27)
seklinde yeniden yazilabilir. (3.27) ile bulunan denklem, y, fonksiyonu x’e bagh
olarak bilinen fonksiyon oldugundan lineer Fredholm-Volterra integrodiferansiyel

denklem belirtir.

Bilinmeyen y,., 1 fonksiyonu genellestirilmis Bernstein polinom ¢6ziimiine

sahip oldugundan (2.2) bagintisi gézoniine alinarak, bu fonksiyon ve tiirevleri igin
3/7(«?1( )~ BW (y,1;2) = PO (2)Y,,q; r=0,1,...
bagintis1 ve siralama yontemi geregince, x4 siralama noktalar: iizerinde
yq(ni)l (z) =P (2 )N*Y,;1; k=0,1,...m (3.28)

bagintis1 gergeklenir. Bu siralama noktalar1 ve (3.28) bagintisi, (3.27) ile elde

edilen denklemde yerine yazilirsa s = 0,1, ..., n i¢in

> (5,0 (@) P() = MFrg () = AV ()| Ny = by () (3:29)

k=0

lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Burada
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b
F,i(zs) = /fyf‘k) (s, t)P(t)dt, Vi, (zs) = /'nylk) (x5, 1) P(t)dt

seklinde tanimlanan matrislerdir.

(3.29) sistemi s = 0, 1...,n igin

g, (o) 0 0 P ()
G — 0 gygc)‘(xl) . 0 . p— P () |
I 0 0 gy?(qk)(xn) | I P(z,) |
B, u(r0) | [ Vueo) | [ (o) |
I e R I A
| Fri(zn) | | V(@) | | () |

matris gosterimleri gozoniine alinarak istenen matris bagintisini verir. Bu da

ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 3.4.1 M\=X=0 icin (3.24) ile tammlanan lineer olmayan
Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denklemi agagidaki m. mertebeden

lineer olmayan diferansiyel denkleme indirgenir:

g (z,y(2), ¥ (2),....y"™(z)) =0

ve bu denklem icin
> G PNMY, =H,; r=0,1,.. (3.30)
k=0

matris gosterimi gergeklenir. Burada N, P, G, ve Y,;; matrisleri sirasiyla
Teorem 2.1.3, Teorem 2.2.1, Teorem 3.4.1°de tanimlandig1 gibi ve H, = [ﬁr (xs)]

matrisinin elemanlar agagidaki gibidir:

m

o () = g0 () 9 (2) — g, ().
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Sonug 3.4.2 m = 0 igin (3.24) ile tanimlanan lineer olmayan Fredholm-Volterra

integrodiferansiyel denklemi, y(*) (¢) = y () olmak tizere

xT

M%y@DZA{/ﬂ%twﬂﬂﬁh&/vwﬁwﬁﬁﬁ

a

lineer olmayan Fredholm-Volterra integral denklemine indirgenir ve bu denklem
G, — MF, — XV, ]Y, .1 =H,; r=0,1,.. (3.31)

matris gosterimine sahiptir. Burada Y, ; matrisi Teorem 3.4.1°deki gibi, G, =
diag (g, (75, yr (2))], Fr = [Frsil, Vi = [Visil, H, = [h (z,)] ve bu matrislerin

elemanlar agagidaki gibi tanimlanir:

he(zs) = gy (Ts,yr (25)) yr (25) — g (s, Yr (7))

—M/U@mMﬁD—ﬁmmw@mmmﬁ

a
Ts

—M/@%J%U»—%@MWNWMUWM

a

b Ts

Fr,s,i = /fy (I‘S, ta yr(t>> pi,n(t)dta Vr,s,i = /Uy (1‘57 ta y?“(t)) pi,n(t)dt'

a a

3.5 Coziim Yontemi

Bu kisimda lineer olmayan (3.10) diferansiyel , (3.21) integral ve (3.24)
integrodiferansiyel denklemlerin (2.3) veya (2.4) kosullar1 altindaki ¢oziimiinii

bulmak icin asagidaki adimlar izleyelim:

Adim 1. Lineer diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemler dizi i¢in
elde edilen temel matris bagintilarinda » = 0,1, ... iterasyonlu W, katsayilar

matrisi sirasiyla
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m—1
W, = PN"-> HPN*
k=0

W, = AP-\F,—\V,,

m

W, = (GrP — MF, ) — AV, ) NF
k=0
seklinde gosterilirse, denklem basitge W, Y,.; = H, ya da [W,;H,] ile ifade
edilebilir. Bu denklem, sabit r degeri i¢in n bilinmeyenli y,,; katsayilarindan

olusan lineer cebirsel denklem sistemi belirtir.

Adim 2. W, ve H, matrislerini hesaplayabilmek icin yo (z) ilk iterasyon
fonksiyonu segilmelidir. Bu yaklagik fonksiyon cesitli yolllarla belirlenebilir.
Ornegin, miihendislik problemleri icin bu yaklagim fiziksel durumlardan ya da.
matematiksel materyallerden elde edilebilir. Ancak g¢ogu problem igin kaba bir
ilk yaklagim, yakinsama islemi igin yeterlidir. En acik sekilde ilk yaklagim,
0 <t < tyicin yo(t) = ¢1 baslangic kosulu olarak segilebilir. Yani yo(t) sabit
bir fonksiyon olarak secilebilir (Stanley 1968). Daha iyi bir yaklagim i¢in verilen
baglangi¢ ya da siir kogullarini saglayan en yiiksek dereceli polinom da gézoniine
almabilir. Ancak baslangic fonksiyonu polinom olmak zorunda degildir. Integral
denklemlerde ise yaninda kosullar verilmediginden bu fonksiyon, denklemdeki

kaynak fonksiyonu yo () = ¢ (x) olarak belirlenebilir.

Adim 3. yq(]i)l (z5) = P (2,) N¥Y,,; bagmtis1 gozoniine alimarak (2.3) ve (2.4)

ile verilen kogullar, agagidaki matris bagintilarina sahip olur:
Uer—H = )\j ya da [Uj§ >\]] ) VjYH—l = ’Yj ya da [Vj;’yj] .

Adim 4. [W,;H,] arttirilmig matrisi herbir » = 0,1, ... i¢in lineer denklem
sistemi ifade ettiginden, Bolim 2.5te lineer bir denklem sisteminin ¢oziim
teknigi igin izlenen benzer yollar burada da gegerlidir. Bu durumda [W,; H, |
arttirilmig matris, silmeden ekleme teknigi ya da silerek ekleme teknigi kullanarak
yeni arttirilmis matrisler ile ifade edilebilir. Ornegin; S = n + 1 olacak sekilde
segilirse, » = 0,1, ... icin silmeden ekleme teknigi kullanilarak elde edilen \7\7}

katsayilar matrisi (n+m + 1) x(n + 1) tipli bir dikdértgensel matris ve silerek
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ekleme teknigi kullanilarak elde edilen W katsayilar matrisi (n+1) x(n + 1)
tipli bir kare matris olur. Bu matrislere karsilik gelen yeni arttirilmig matrisler
ise sirasiyla [WT; ﬁr] ve [W?; H?] olur. Burada [WT; ﬁr} arttirilmig matris,
[W,; H,] arttirilmig matrisin satirlarini silmeden, sonuna (3.32) ya da (3.33) satir
matrisi eklenerek elde edilir. Diger yandan [W?; H?] arttirilmig matris, [W,; H, |

arttirilmis matrisin m satir1 ile (3.32) ya da (3.33) arttirilmig matrisin satirlar:

yer degistirilerek yazilabilir.

Eger S=n—m+1 olarak segilirse, silmeden ekleme teknigi
kullanilarak elde edilen (n+ 1) x(n + 1) tipli W, katsayilar matrisine karsilk
gelen yeni [WT;ﬁT] arttirllmig matris, [W,; H,| arttirilmis matrisine (3.32) ya
da (3.33) ile tanimh satir matrisleri eklenerek yazilabilir. Silerek ekleme teknigi
kullanilarak elde edilen (n—m+1) x (n+1) tipli W* katsayilar matrisine
karsilik gelen yeni [WZ*; G| arttirilmis matris, [W,; G,] arttirilmig matrisinin

son m satiri, bagtan m satir1, ortadan m satir1 ya da bastan ve sondan m satiri

silinip, yerine (3.32) ya da (3.33) ile tanimh satir matrisleri yazilarak elde edilir.

Adim 5. Burada lineer olmayan denklemler kuasilineerlestirme teknigi
ile lineer denklemlere indirgendiginden, lineer olmayan sistemlerin ¢6ziimiine
ihtiyac yoktur. Lineer denklem sistemlerinde oldugu gibi eger rank (WT> =
rank [WT; ﬁr} ya da rank(WF) = rank [W* Hf] = n + 1 ise bilinmeyen y, 1
katsayilar1 herbir r iterasyonu icin tek tiirlii belirlenir. Integral denklemler
kogullar ile tamimlanmadigindan rank (W,) = rank [W,;H,] = n + 1 olmas:
durumunda ¢oziim tek tiirlii belirlenebilir. Bu tip sistemler Gauss eliminasyon,

genellestirilmis ters, LU ayrigtirma ve QR ayrigtirma yontemleri ile ¢oziilebilir.

o4



4. LINEER DENKLEMLER iCiN HATA ANALIiZi

Bu boliimde genellestirilmis Bernstein polinomlarinin diizgiin yaklagim
ozellikleri gozoniine alinarak, cesitli lineer denklemlerin Bernstein yaklagimi
ile elde edilen c¢oziimleri i¢in kalan hata simirlar1 ve yakinsaklik kriterleri

incelenmigtir.

4.1 Girisg

Asagida genellegtirilmis Bernstein polinomlarinin [a, b] aralig: iizerinde
Weierstrass teoremini gergekledigini gosteren teoremi verelim ve bu polinomlarin

en iyi diizgiin yaklagim ozelliklerine deginelim.

Ozellik 4.1.1 z € [a, b] ve § > 0 olsun.

a—i—w—x >0, i:(),l,...,n}

olmak iizere

gerceklenir.

Ispat: [0,1] arahg tizerinde Natanson (1964) tarafindan ifade ve ispati
verilen bu o6zelligin, [a,b] aralig: iizerinde de gerceklendigini agagida gosterelim:

a (=a)i )2 B
% > 1 egitsizligi ve Ozellik 1.2.13 kullanilarak

a+ =) )i—$)25:>

a
n

Z Pin(x) < Z 52 Pin ()

i€EA, i€EA,

elde edilir. Burada esitsizligin sag tarafindaki ifadenin [a,b] aralig) tizerinde x’e

gore maksimumu alinarak
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S oo () < L max (0 — ) (b— ) = L)
in () < —5 max (x —a)(b—12) = ———
Py bi, noé? zelab) And?

seklinde istenen egitsizlik bulunur.

Teorem 4.1.3 Eger y® (z) (k=0,1,....,m) [a,b] arahgn tiizerinde siirekli
fonksiyon ise bu durumda [a, b] aralig: iizerinde m > 0 tamsayist igin

lim B (y;2) = y™ (x)

n—oo

diizgiin olarak gergeklenir.

Ispat: Bu teoremin [0,1] araligi iizerindeki ifade ve ispati1 Phillips (2003)
tarafindan verilmistir. Ilk olarak & = 0 icin bu teoremi verilen ispata benzer

yolla [a, b] arahgima genigletelim.

y fonksiyonu [a,b] arahig iizerinde siirekli oldugundan simirhdir. Yani
Va €la,b] i¢in |y (z)] < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Kapal ve
sinirh aralik tizerinde siirekli bir fonksiyon bu aralik tizerinde diizgiin siireklidir.
Bu durumda Ve > 0 icin |z; — 23] < § olmak iizere Vzy,2o € [a,b] igin
ly (x1) — y (x2)| < § esitsizligini gergekleyen en az bir § > 0 sayis1 vardir. Diger

yandan Ozellik 1.2.6 gozoniine almarak

B i) = v =3 o (0+ £220) —y @) o

=0

esitligi yazilabilir. Buradaki toplam, ¢ = 0,1, ..., n indis kiimesi i¢in

Fn—{z’; ‘a+(b_a)l—m‘<5}, An—{@'; 'a—l-(b_a)z—x‘Zé}
n n

seklinde iki sinifa ayrilsin. Bu durumda

Bata) @) = 3 | (ot Eo ) <y @] )

jg [y (a L@ _na) Z) —y (x)] Pin (2)

56



seklinde yazilabilir. Bu esitlige sirasiyla ticgen esitsizligi', genellestirilmis ticgen

esitsizligi? uygulanir ve Ozellik 1.2.1 gozoniine alinirsa

B -v@l < Xl (a0 @ @)
3 b (a+ 20 @ )

esitsizligi elde edilir.

i € A, icin y fonksiyonu simirl oldugundan ‘y (a+%> —y (x)‘ < 2M

olacak sekilde M > 0 sayist vardir. Diger yandan ¢ € [';, ig¢in y fonksiyonu

<5 gergeklenir. Bu esitsizlikler, (4.1)

n

stirekli oldugundan ‘y (a—l—M) —y ()

esitsizliginin sagida yerine yazilir, Ozellik 1.2.6 ve Ozellik 1.2.14 gozoniine

aliirsa

Bu (i) =y @) < 53 pian(@) +2M Y pia (@)

el 1€AR
8 n
1=0 ’LEAn
e M(b—a)
- 2 22
M(b—a)?

elde edilir. Yeterince biiyiik n degerleri igin < 5 oldugundan, Ve > 0 igin

2ns?
istenen

B (y;2) —y (2)] <e
bulunur. Bu da k£ = 0 i¢in istenen yakinsakligin gerceklendigini gosterir.
Simdi yukaridaki ispata benzer yolla k > 1 i¢in teoremin gergeklendigini

gosterelim. Bunun i¢in Tamim 1.3.2°de a+ (b —a)i/n < &, <a+(b—a) (i+k)/n

olmak iizere k. mertebeden fark operatorii icin gerceklenen

!Siirekli fonksiyonlar uzay: iizerinde |z +y| < |z| + |y| esitsizligi, iiggen esitsizligi olarak
adlandirilir.
2Ucgen esitsizliginden yararlanarak tiimevarim yontemi ile siirekli fonksiyonlar uzay:

n n
iizerinde ' Say| < |x;| genellestirilmiy tiggen egitsizligi yazilabilir.
i=0 i=0

1=
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Ay (a Lo _na) Z> G a)ky(’“) (&)

ifadesi yerine yazilirsa

(b— a
B’r(zk) (y;z) = '(b—a) k Z (&) Pin—r ()

olur. Burada x € [a, ] i¢in

v (&) =y (&) =y (2) +y® (@)

olarak diigiiniiliirse

B i) = 3 [V () — v @)+ (@)] i (2)
n—k n—k
= 3 (™€)~ y™ (@) Pk () + D9 (@) pras (2)

esitligi yazilabilir. Ozellik 1.2.6, genellestirilmis iicgen esitsizligi ve Ozellik 1.2.1

gozoniine alinarak bu egitlik

<3y (&) = 4 (@) pin (@)
esitsizligine doniistir.

y fonksiyonu [a, b] aralig: iizerinde diizgiin siirekli oldugundan Ve > 0 i¢cin
&, — x| < & olmak iizere V&, € [a,b] igin |y®) (&) — y¥ (z)| < ¢ esitsizligini
saglayan en az bir § > 0 sayis1 vardir 6yle ki

nk (n —k)!

B () =y (@) < e

nF(n—k)!
n!

gerceklenir. Ayrica n — oo iken — 1 oldugundan B (y;2) — y® (2)

olur. Bu da k£ > 1 i¢in ispat1 tamamlar.

58



Teorem 4.1.4 y : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon ve w ()3, y fonksiyonunun
stireklilik modiilii olsun. Bu durumda genellestirilmis Bernstein polinomlar: icin

agsagidaki esitsizlik ve diizgiin yakinsaklik gerceklenir:

(@) = Byl <w (@) 1+ V)b -2, Jim 1By~ yll., =0.

Ispat: Swrasiyla Tamm 1.3.1, Ozellik 1.2.1, genellestirilmis iicgen esitsizligi,

Ozellik 1.2.6 ve siireklilik modiilii tanimi gozoniine alinarak

Bt =y @l = [ Lw (ot Co D) o) - oo

=0
i b—a)i i
_ Zy<a+< ) )p (@) =3 y(@)pin (2)
=0 =0
- b—a)i
= 2o o+ =) -] o)
i=0
- (b—a)i
< — .
< ; y (a + y(@)| pin ()
= (b—a)i
< — )
< ;w < T (a + - Pin ()
esitsizligi yazilabilir. Burada § = n=%/2 ve A = n!/? ’x — (a + @) ‘ olmak tizere

sireklilik modiiliiniin 6zelligi * ve Ozellik 1.2.6 kullamlarak asagidaki esitsizlige

ulagilir:
1B (y; ) —y (z)] < :0 w (n~'?) <1 +nt? |z — (a + @) D Pim (2)
R {REE0 > T (R NS

Bu esitsizligin saginda yer alan toplam ifadesine Cauchy-Schwarz esitsizligi®

3y : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olmak {izere y (x) fonksiyonunun siireklilik modiilii w (4),
0>0iginw(d)= sup |y(z1)—y(z2)| ile tammlamr (Lorentz 1986).
I

x1,x0€[a,b
lzy —wa|<é

4Eger A > 0 ise w (AJ) < (1 + A)w (6) gergeklenir (Rivlin 1969).
n n 1271, 1/2

SN ayi] < [Z |x2|2] {Z yiﬂ esitsizligi Cauchy-Schwarz egitsizligi olarak bilinir
j i=0 i=0

=0
(Rivlin 1969).
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uygulanir ve Ozellik 1.2.13 gozoniine alinirsa

n

ly () — Baly; )| < W(”_1/2){1+n1/22

=0

(i ()2 (pi ()2 }

< w (P ) q1en? [imn (:v)] N
[gé(x(a+gLfig)2mm@JU2

< w(n ) (140t <<~’U = al(b—w>>”2]

e e

istenen esitsizlik elde edilir. Buradan maksimum norm tanim ® gézoniine alinarak

ly — Buylle = max |y(x) — B,(y; )|

a<x<b

a<z<b

< w(n'?) {1 — b;a]

bulunur. Bu esitsizligin [0, 1] aralig) tizerindeki ifade ve ispat: i¢in Rivlin’e (1969)
bakimz. Ayrica siireklilik modiiliiniin 6zelliginden ” n — oo iken w (n™*/2) — 0

olup, ||y — B,y|l,, — 0 olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.5 Eger y*+2) (7), [a,b] aralig1 iizerinde siirekli bir fonksiyon ise bu

durumda £ > 0 tamsayisi icin asagidaki esitsizlik gerceklenir:

B () =y @] < 5 (k0= 1) ¥+ kb 020l [0

+(@—a) b—2) [y ]

Ispat: DeVore ve Loretz (1993) tarafindan [0, 1] aralig: tizerinde ifade ve ispat:

6a,b] arahg iizerinde siirekli bir f fonksiyonunun maksimum normu || f||, = max, |f ()]

ile tamimlanir (Rivlin 1969).
Ty : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon<> (%in%) w (8) = 0 gergeklenir (Rivlin 1969).
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verilen teoremin [a, b] aralig: tizerinde de gerceklendigini gosterelim. Bunun icin

tiimevarim yontemi ile 6nce k£ = 0 icin teoremin dogrulugunu ispatlayalim.

y fonksiyonunun x = @ civarindaki ilk ii¢ terimine gore Taylor seri

acihmi; n — oo iken R, (x) — 0 olmak iizere

(L2000 2 )y

n

. 2
<a+w—az)
1

: y" () + R (z)

+ 91

seklinde ifade edilebilir. Bu esitlik Tanim 1.3.1’de yerine yazilr, sirasiyla Ozellik
1.2.6, Ozellik 1.2.12 ve Ozellik 1.2.13 gozoniine alimirsa

B (s) = (@) 3@+ 0 (a+ ) o
o (a2 )
@)Y (@)

= Y@ @)D i @) = 2y ()Y )
CEDIEER

olarak bulunur. Buradan maksimum norm tammi kullanilarak

(x —a)(b—x)

|Bn (y;7) —y (2)] < o

1
(7

esitsizligine ulagilir. & icin asagidaki esitsizligin gerceklendigini varsayalim:

B () =y @] < g =2 [+ oo =20l V)

+(x—a)(b—2x) ||y(k+2)||oo} .

Bu esitsizlikte her iki tarafin 2’ gore bir kez tiirevi alinirsa
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1
=
kb +a—2a] ly*2 ]+ 6 =) [y,

= (@ = a) [y + (@ = a) (0= 2) [y ]
_ % [k (k + 1) ||y

+ (k+1) b+ a— 2] [y**+?

+(z—a)(b— =) |[y**_]

B (i) =y @) < g [k D 20

o0

o0

istenen egitsizligin £+ 1 i¢in de gegerli oldugu kanitlanir. Bu durumda ispat dogru

bir sekilde tamamlanir.

Sonug 4.1.1 Eger y**? (z), [a,b] aralig: iizerinde siirekli bir fonksiyon ise bu

durumda £ > 0 tamsayisi icin

(b—a)’

a
8n

|BY (y;2) — y™® ()|, < [

esitsizligi gergeklenir.

4.2 Diferansiyel Denklemler icin Hata Analizi

Teorem 4.2.1 Eger a;, (x) ve y**2) (2) (k = 0,1, ..., m) fonksiyonlari [a, b] araligi
iizerinde siirekli fonksiyonlar ise bu durumda
S a(@)y® () = g(z); a<z<b
k=0
en genel m. mertebeden lineer diferansiyel denklemi i¢in kalan hata, 6 pozitif bir
sabit olmak {izere
0
R, < —
1Rully < o
esitsizligini ve

lim ||R,|, =0

diizgiin yakinsakligi gercekler.
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Ispat: y**+? (z) fonksiyonu [a, b] aralig: iizerinde siirekli oldugundan Bernstein
yaklagik coziimii olarak ele alinabilir. Bu durumda yukarida tanimlanan lineer

diferansiyel denklemin Bernstein yaklasik ¢oziimii i¢in kalan hata

Ro() = Y () BOG) - e (2)
= Y ap(z) (BP(y;2) — y™(2))
Ry ()] < Y lak ()] |BP (g3 2) =y (2)]

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 4.1.5 gozoniine alinarak, kalan hatanin mutlak degeri

R, (z)] < QLZ @) {k k= 1) ||yP| . +Elb+a— 2] ||y* ] _

+(@—a) (b= 2) [y}

seklinde diizenlenebilir. Bu egitsizligin her iki tarafinin z’e goére maksimumu

alinirsa, maksimum norm tanimi kullanilarak kalan hata simiri

1 m
ol < 5 3 ol {6 = ) ) 0= 0) [+
(b—a)’

v (k+2)
A e |

olur. Burada S, = k(k—1) Hy(k)Hoo +k(b—a) Hy(k+1)Hoo + (b—4a)2 Hy(k+2)Hoo

olmak tiizere
m
0=> " llakll. St
k=0

denirse, kalan hata icin

7
R, _
1Bl < o
istenen esitsizlige ulagihr. 6 sabit oldugundan n — oo iken |[|R,|,— 0

gerceklenir. Bu da ispati tamamlar.
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Teorem 4.2.2 y¥) (z) (k= 0,1, ...,m), [a, b] arahg iizerinde siirekli bir fonksiyon
ve s € [a,b] swralama noktalari olsun. Yukarida tamimlanan en genel m.
mertebeden lineer diferansiyel denklemi icin siralama noktalar: iizerinde kalan

hata sifirdar.

Ispat: y* (z), [a,b] aralig: {izerinde siirekli bir fonksiyon oldugundan Bernstein
yaklagik ¢oziimii olarak gozoniine alinabilir. Bu durumda siralama yontemi
geregince, r, € [a,b] ile verilen siralama noktalar tizerinde y™*)(z,) = BY (y; xs)

oldugundan bu diferansiyel denklem i¢in kalan hata
Ry (zs) =Y ar (x5) (B (y; 25) =y (w0)) = 0

olarak bulunur. Ancak burada x, noktalar1 6nemlidir. Eger y*)(x,) = B (y; xs)
esitligi saglanmazsa hata artar.
4.3 Integral Denklemler icin Hata Analizi

Teorem 4.3.1 a () ve y (x) fonksiyonlar: [a, b] aralig1 tizerinde, f(z,t) ve v(z,t)

fonksiyonlar [a, b] X [a, b] karesi iizerinde siirekli fonksiyonlar olsun.

a(z)y(x) +/\1/f z,t)y dt+/\2/ (x,t) y(t)dt

a

tiglincii gesit lineer Fredholm-Volterra integral denklemi icin kalan hata sinir
[Bnllo < (@4 (b—a) [M[B+ (z —a) [Ao]7) llenll

olur. Burada lex |, = By — s @ = llallog, 8= flle ve 7 = [vl], seklinde
sabitlerdir.

Ispat: v, [a,b] araligi iizerinde stirekli bir fonksiyon oldugundan Bernstein
yaklagik ¢oziimii olarak ele alinabilir. Bu durumda yukarida tanimlanan lineer

integral denklem icin mutlak kalan hata
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b T

R ()] = |a(2)Ba(yiz) — M / F (.8) Buly: Ot — Ay / o (0,) Baly: )it — g ()
b T
= la(z) Bn(y;a:)—)\l/f(x,t) Bn(y;t)dt—)\Q/v(x,t) B(y; t)dt
| @) - n / F () ()t — A / o (2, 1) y(t)dt

< Ja(@)||Baly; 2) — y(@)] + [Ad] / (8] | By t) — ()| dt
Il / o, )] |Baly: £) — ()] dt

olarak yazilabilir. Tek degigkenli ve iki degiskenli fonksiyonlar i¢cin maksimum

norm tanimi kullamlarak ||al| , = m[ax la(@)], || fllo. = me[tx \f (x,t)] ve ||v]|
T

max |v(x,t)| olmak iizere
x,t€(a,b]

1Bl < lall 1Bay = ylloe + (b= a) [Nl 1f ]l o [1Bny — yllo
@ = a) ol [v]l o 1By = vll
< (lall + @ = a) Ml [[fllo + (2 = a) ol [Vl 1Bny = Yl

bulunur. Burada o = |laf|, 8 = [[fll., 7 = [Vl ve llenlle = [1Bay —yllo
denirse

[Bnlloe < (a+ (0 —a) || B+ (2 —a) A2l 7) [lenll

elde edilir.

Sonug 4.3.1 Ozel olarak birinci ve ikinci cesit lineer Fredholm-Volterra integral

denklemleri igin sirasiyla kalan hata sinir

[Bnllee < ((0—a)M]B+ (z —a)[Xa]7) llenlloo
[Bnlle < (14 (0 —a) M| B+ (z—a) Xl 7) llenllo

olur. Teorem 4.3.1’de izlenen ispat yolu ile kolaylikla bulunur.
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Teorem 4.3.2 y(z), [a,b] aralig: tizerinde siirekli bir fonksiyon ve z, € [a,b]
siralama noktalari olsun. Bu durumda birinci, ikinci ve iigiincii cesit lineer
Fredholm-Volterra integral denklemler i¢in siralama noktalar tizerinde kalan hata

S
b—a ~1/2
IR, (x5)] < K (z5) (b—a) 1+T w (n~'?)

olup,

lim | Ry, (x,)] = 0

n—oo

gerceklenir. Burada s siralama noktalarina baglh pozitif bir sabit sayidir.

Ispat: y(z), [a,b] aralig iizerinde stirekli bir fonksiyon oldugundan Bernstein
yaklagik ¢oziimii olarak gozoniine alinabilir. O halde yukarida tanimlanan tigiincii
gesit lineer Fredholm-Volterra integral denklemler i¢in siralama noktalar: tizerinde

kalan hatanin mutlak degeri asagidaki gibi ifade edilebilir:

[Bn(zs)l < fa (@) [Buly; 2s) — y(x)]

b
Al / s t)] | Bulyst) — y(t)] de
P / [oa, )] | Baly: ) — y(8)] dt.

Bernstein polinom yaklagimi i¢in x, siralama noktalar1 iizerinde

B, (y; xs) = y(xs) oldugundan ve Teorem 4.1.4 geregince, mutlak kalan hata igin
b
Ra(e| < o) { ] [ 1fGa 0] 14+ VE= a6 0) d

+ 2l / oy, )] |14+ T=a)b—1)| at

esitsizligi gerceklenir. Burada e, = ¢ (z;) = Ml‘%ﬁ |f(zs, )|, py = plas) =

| A2 m[a)bﬁ |v(zs,t)| ve max [1 + \/(t—a)(b—t)] =1+ %% denirse, a < z, < b
tela,

te€(a,b]
icin
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Faadl < (0=t - ap) (14750 (7
< (estp)(b—a) (Hb;a)w(n‘”)

bulunur. & (xs), €5 ve p,’den biiyiik bir sabit olmak iizere

IR, (x5)] < K (zs) (b—a) (1 + b—Ta) w (n—1/2)

bulunur. Siireklilik modiiliiniin 6zelligi geregince, n — oo iken w (nfl/ 2) — 0
oldugundan |R,, (zs)| — 0 olur. Bu da ispat1 tamamlar. Ayrica siralama noktalar
iizerinde B, (y;xs) = y(xs) oldugundan bu teorem, 6zel olarak birinci ve ikinci

gesit lineer Fredholm-Volterra integral denklemleri igin de gegerli olur.

4.4 Integrodiferansiyel Denklemler i¢in Hata Analizi

Teorem 4.4.1 a;, ve y**2 (k =0,1,...,m); |a, b] arahg iizerinde, f ve v; [a, b] x

[a, b] karesi {izerinde siirekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda
Zak (k Y=g (z +A1/kaxt (k dt+)\2/2vk (z,t)y (k) t)dt
k=0

en genel lineer Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denklemi i¢in kalan hata,

asagidaki esitsizlige ve diizgiin yakinsakliga sahip olur:
1 i
IRl < 5- [0+ (=) (M @+ Pal )], Tim [ Rull, =

Burada 6 ve S Teorem 4.2.1’de tamimlandig: gibi, ¢ ve ¢ asagidaki gibi pozitif
sabitlerdir:

q r
&= frllo Sk ve o =Y [lonll Sk.
k=0 k=0

Ispat: y*+?) [a,b] araligi iizerinde siirekli fonksiyon oldugundan Bernstein
yaklagik ¢oziimii olarak ele alinabilir. Bu durumda yukarida verilen denklemin

sag tarafina Teorem 4.1.5 uygulanarak, mutlak kalan hata igin
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1 m
(B @)] < 50 | 32 o @)1 {k (k= 1) @ + b+ a = 20 [[y*0

@) 6= [y} Dl 55 15 ol D= 1) ]

a

+ kb a— 2] [ly* VI + (= a) (0= 1) [[y*|  } dt

+ | Ao] f Zi: g (e, )] { (k= 1) [[y®)]| _ + k[b+a — 2¢] ||y

a k=0

+(t—a) (b= ) [y} at

esitsizligi yazilabilir.  Burada ¢, < m + 2 olacak sekilde tamsayilardir.
Bu esitsizlikte her iki tarafin z ve t’ye gére maksimumu alnirsa, ||R,| =
max |R,, (z)], llakll = max lar (2)], [felloe = max |fi(z,0)] ve [lugll =
z€la,b] z€a,b] z,t€[a,b]

ma[xx] |vg (z,t)| olmak iizere kalan hata simiri
z,t€la,b

m

b
1 q
IRalle < 5 | lanle Se ] [ 3 15l S
k=0 k=0

Il / S loll, Sedt
S k=0

1 | & a
on [Z lakll o Sk + [A1] (b — a) Z [ fll o Sk
k=0 k=0

IN

k=0

Aol (0=a) D lloell Sk]

olarak elde edilir. Eger 6, Teorem 4.2.1’de, ¢ ve ¢ yukarida tamimlandigi gibi
gozoniine alinirsa, kalan hata siniri istenilen sekilde bulunur. 6, ¢ ve ¢ sabit

oldugundan, n — oo iken || R, |, — 0 olur. Bu da ispat:1 tamamlar.

Teorem 4.4.2 x, € [a,b] swralama noktalar1 olsun. Eger a; ve y*+?
(k=0,1,...,m); [a,b] araligi iizerinde, f ve v; [a,b] X [a,b] karesi iizerinde
siirekli fonksiyonlar ise bu durumda yukarida tanimlanan en genel lineer
Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denklemi igin kalan hata, asagidaki

esitsizligi gercekler:
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| Ron (6)] < % (A (b= a) o (2:) + [ (w5 — @) 7 ()]

ve siralama noktalar iizerinde lim |R, (z5)| = 0 olur. Burada o ve 7 siralama

n—oQ

noktalarina baglh sabitlerdir.

Ispat: y**+? fonksiyonu [a,b] arahg iizerinde siirekli oldugundan Bernstein
yaklagik ¢oziimii olarak gozoniine alimabilir. Bu durumda (2.17) ile tamimlanan

lineer integrodiferansiyel denklem icin mutlak kalan hata
[Ra(@)] < ) lax (@)][BP (y;2) —y® (@)
k=0
b g
Pl [ 3 1 0] [BOst) - o0 at
o k=0
+al [ 3 e 1| BO i) — (0|
W k=0

esitsizligini saglar. Siralama yontemi geregince, z; € [a,b] siralama noktalar:

iizerinde BY") (y; z5) = y® (2,) oldugundan kalan hata

RaGe)l < ][ 321§ [BE i) — ™ 0)

W / S Jon(mn, )] [BO () — 5 (1)
', k=0

seklinde yazilabilir. Bu esitsizligin sag tarafina Teorem 4.1.5 uygulanarak, ¢,r <

m + 2 olacak sekilde tamsayilar olmak iizere

b q
RaGe)l < 5o | [ 301 Gt = 1) [
o k=0

thlb+a— 26 [[y* ]|+ (6 = a) 0 =) y**2 } dt
+Mz!/2\vk (s, )] {k (& — 1) [y @]
k=0

b a = 21) [y O+ (= a) (0= 0) [y Yt

69



esitsizligi elde edilir. Eger bu esitsizlikte sag tarafin t-ye gére maksimumu alinirsa,

bu durumda kalan hata siniri i¢in Sy Teorem 4.2.1’de tanimlandig gibi,

M| max [fi (2, 8)| = ek (5) ;| Ao| max |vg (25, 1)] = py ()
tela,b] t€la,b]

olmak {izere

1 g .
B (@) < o (b= @)D en ) St (3 — @)D i (2) Sy
k=0 k=0
bulunur. Burada
q r
o (1) = ex(ws) Sk ve 7 (x) = py(ws) Sk
k=0 k=0

olarak ifade edilirse, istenilen sonuca ulagilir. ¢ ve 7 sabit oldugundan, n — oo

iken |R,, (z5)| — 0 olur. Bu da ispati tamamlar.
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5. UYGULAMALAR

Bu boliimde, cesitli lineer ve lineer olmayan denklemlerin Boliim 2 ve 3’te
iiretilen genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayali siralama yontemi ile elde
edilen ¢oziimleri verilmigtir. Hesaplamalar, Boliim 2.5 ve 3.5’te ¢oziim yontemi
icin verilen adimlar gozoniine alinarak 32 dijitte MATLAB 7.1 programinda

hazirlanan algoritmalar ile yapilmistir.

5.1 Giris

MATLAB, ilk olarak 1970’li yillarda Linpack ve Eispack projeleriyle
gelistirilmig, daha sonra sayisal analizci Cleve Moler ve John N. Little tarafindan
kurulan Mathworks Inc. Sirketi'nin en énemli niteligi haline gelmis, temel olarak
niimerik hesaplama, grafiksel veri gosterimi ve programlamay1 iceren teknik ve
bilimsel hesaplamalar icin yazilmig yiiksek performansa sahip bir yazilimdir.
MATLAB adi, Matrix Laboratory (Matris Laboratuvari) kelimelerinden gelir.
[k baglarda problemlerin ¢oziimiine, matris temelli teknikleri kullanarak yardimeci
olmaktayken, bugiin gelistirilen yerlesik kiitiiphanesi, uygulama ve programlama
ozellikleri ile gerek iiniversite ortamlarinda (basta matematik ve miihendislik
olmak iizere tiim bilim dallarinda) gerekse sanayi cevresinde yiiksek verimli
aragtirma, gelistirme ve analiz araci olarak yaygin bir kullanim alani bulmustur

(Heperkan ve Kesgin 2008).

MATLAB komut temelli bir programdir. Bu programda WY = G
seklindeki bir cebirsel sistem, W kare matris ise inv(W) x G komutu ile
¢ozillebilir. Eger W kare matris degil ya da kare ve ayni zamanda tekil
matris ise matrisin tersi yoktur ve bu cebirsel sistemin ¢oziimii i¢in ancak
linsolve (W,G), mldivide(W,G)=W\G ve pinv (W) *x G komutlar: kullanmlabilir.
Bu yazilimda sistemleri ¢ozmek i¢in kullanilan en 6nemli ve temel algoritmalar
Gauss eliminasyon, Genellestirilmig ters, LU ayristirma ve QR ayrigtirma

yontemleridir.  Ornegin; mldivide komutu boyle bir matrisi cozerken kismi
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pivotlama ile Gauss eliminasyon yontemini, linsolve komutu matrisin ¢éziimiinii
bulurken siitun pivotlama, LU ayrigtirma ile QR ayrigtirma yontemlerini kullanir.
Diger yandan pinv komutu karesel olmayan matrislerin tersini alabilmek icin
kullanilir ve bu komut, matrisi sézde tersine (Moore-Penrose pseudoinverse)

dontisgtiiriir.

En etkili ve hatasiz olabilecek niimerik yontemlerin irdelenmesinde esas
mesele, hizli yakinsayan algoritmalarin gelistirilmesidir. Bu durumda yapilmasi
gereken farkli hata kaynaklarimi kontrol etmektir. Asagida, [a,b] sonlu aralik
iizerinde siirekli bir fonksiyon ile diizgiin yaklagimi gozoniine alarak elde edilen
niimerik sonuclarin gercek sonuglara olan yakinlik derecesini kontrol etmek icin

kullanilan baz1 hata tiplerini tanimlayalim.

Tanim 5.1.1 y(z) ve y, (z) swrasiyla lineer denklemler i¢in gercek ve Bernstein
yaklagik ¢oziimii olsun. Hata e,(z) = y(x) — y, (z) ve y(x) # 0 olmak iizere

mutlak, maksimum ve bagil hata sirasiyla agagidaki gibi tanimlanabilir:

len(@)] = ly(z) =y ()], llenlloe = max len(z)], en () =

Diger yandan z,€[a,b] siralama noktalar1 iizerinde maksimum, ortalama,
L%norm hata, ortalama kare ve ortalama kare hatanin karekokii sirasiyla

agagidaki formiillerle niimerik olarak hesaplanabilir:

n

e (1) = 1 [ (8)], ot () = —— 3 Jen ()],

zs€[a,b] n+1

ey (n) = /62 (x)dx, epgre (n) = 1 Z(en (7)),

€Lok (n) =
\

Matlab programinda, xs noktalari iizerinde mutlak hata abs(e, (zs)),
bagil hata abs(e, () /y (x,)), maksimum hata norm(e, (z;),inf), £2-norm hata
norm(e, (zs)), ortalama hata mae(e, (z;)), ortalama kare hata mse (e, (z5)) ve

ortalama kare hatanin karekokii y/mse (e, (xs)) komutlariyla bulunur.
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r. iterasyon fonksiyonu igin siralama noktalari iizerinde hata E,.(z) =
Yrr1(xs) — yr (x5) olmak iizere mutlak ve maksimum hata agagidaki gibi ifade

edilebilir:

|Er(w5)] = [Yri1(2s) = Ur (25)] ) Ermax (1) = max |E, (z4)].

zs€[a,b]

WY = G seklinde tamiml lineer denklem sisteminin ¢oziimlerini en
duyarh sekilde elde etmek icin gerekli olan hipotezlerden biri W €R™*" matrisinin
tekil olmayan bir matris olmasidir. Bu matrisin tekillige ne kadar yakin olup
olmadigini belirten uygun bir olgiit ise W katsayilar matrisinin kosul sayisim

hesaplamaktir.

Tanim 5.1.2 W €R"™™" tekil olmayan bir katsayilar matrisinin kosul sayisi
k(W) = cond (W) = [|[W|| [[W™]]

seklinde tamimlanir. x (W) = x (W™!) oldugu agiktir. Bunun yanisira WW ™! =
I oldugundan |[W|| [W=!]| > [WW || = 1 olup, her W matrisi i¢in x (W) >
1'dir. Eger (W), kiigiik bir deger ise lineer denklem sistemi iyi-kogullu, biiyiik
bir deger ise lineer denklem sistemi kotii-kosullu olarak adlandirilir. Burada
“kiigiik” ve “biiytik” kavrami agikca tamimlanmamaktadir. Denklem sisteminin
iyi-kogullu olmasi igin x (W) min biiyiikliigiiniin girilen W ve G verilerinin
dogruluguna ve hesaplanan ¢oziimdeki hatanin toleransima baghdir. Girilen
veriler 1077 bagil hataya sahip ve hesaplanan ¢oziimdeki hatanin toleranst 1079
olmak iizere eger k(W) < %107’_‘1 ise bu durumda verilen denklem sistemi
iyi-kosullu olur (Sundarapandian 2008). Ayrica Matlab programinda kogul sayis

icin cond (W) komutundan yararlanilir.

5.2 Lineer Denklemler i¢in Uygulamalar

Bu kisimda lineer diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklem
iceren on tane drnek gozoniine alinarak bu tip denklemlerin niimerik ¢oziimleri,

Boliim 2’de anlatilan genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayali siralama
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yontemi ile ortaya koyulacaktir. Bu yontemle elde edilen niimerik hata sonuclari
tablolar halinde sunulacak ve diger yontemlerin niimerik hata sonuglar ile
karsilagtirilarak sunulan yontemlerin ne kadar uygulanabilir, etkili ve verimli

oldugu arastirilacaktir.

Ornek 5.2.1 y(0) = 1, 4 (0) = —1, " (0) = 2, " (0) = —2 baslangic kosullar1
ile verilen

y@ 4y =2 -1, z€l0,1]

diferansiyel denklemini gozoniine alalim. Bu denklemin verilen kosullar altindaki

tam ¢oziimii y(z) =1 —z + 2% — %_3 + %’dﬂr.

Simdi n = 4 i¢in bu problemin yaklagik ¢éziimiinii amaclanan yontem ile

bulmaya ¢aligalim. Siralama noktalar1 z,=%;s = 0,1, ..., 4 olarak secilirse
1 2 3
xg =0, IIZZ’ x2:Z, fL’gZZ ve 14 =1

olur. Teorem 2.2.1 geregince, temel matris denklemi

W = PN* + PN?

seklindedir; buradaki P ve N matrisleri ile [W; G| arttirilmig matris asagidaki

gibidir:
1 0 0o o0 0 | 4 4 0 0 0]
0.32 0.42 0.21 0.05 0.00 -1 -2 3 0 0
P=| 006 025 037 025 006 |, N=| 0 -2 0 2 0],
0.00 0.05 0.21 0.42 0.32 0 0 -3 2 1
0 0 0 0 0 | 0 0 0 —4 4|
[0 —24 72 72 24 ; —1.00 |
6 —48 108 —96 30 ; —0.75
(W;G]=1| 12 —-72 144 —120 36 ; —0.50
18 —96 180 —144 42 ; —0.25
24 —120 216 —168 48 ; 0
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Ayrica baglangi¢ kogullarina kargilik gelen matrisler

U\ = :1 0000 ; 1],
Uasids] = [-4 4000 -1],
[Usds] = [ 12 —24 12 0 0 : 2],
Ush] = [ 24 72 —72 24 0 5 2]

seklinde bulunur. Bu satir matrisleri ile [W; G] arttirilmig matrisin son dort satir:
yer degigtirilerek, yeni arttirilmig [W*; G*] kare matrisi elde edilir. Bu sistem

MATLAB 7.1’de yazilan algoritma ile ¢oziiliirse, bilinmeyen katsayilar matrisi

T
Y =100 0.75 0.67 0.67 0.71]

olmak iizere ¢oziim fonksiyonu
y=(1-2)"+32(1 —2)3 +422(1 — 2)*> + (8/3) x3(1 — ) + (17/24)x*

olarak hesaplanir.

Tablo 5.1-5.5’te c¢esitli siralama noktalar: iizerinde genellegtirilmis
Bernstein polinomlarina dayali siralama yontemi ile farkli ¢oziim teknikleri
kullanilarak hesaplanan maksimum hata sonuclar1 verilmektedir. Problemin tam
¢oziimii dordiincii dereceden bir polinom tipli fonksiyon olup, farkli siralama
noktalari tizerindeki en iyi hata degeri n = 4 icin elde edilmekte, n’'nin 4’ten biiyiik
degerleri icin ise elde edilen hata degerleri sayisal olarak biiytimektedir. Tablo
5.4’te verilen z,= [1 — cos (%5)] /2;s = 0,1, ...,n siralama noktalar iizerinde elde
edilen maksimum hata sonuclarinin, diger siralama noktalari tizerinde elde edilen
maksimum hata sonuclarina gore daha iyi oldugu goriilmektedir. Genel olarak
bu tablolardan silmeden ekleme teknigi ile elde edilen niimerik sonuglarin, silerek
ekleme teknigi ile elde edilen niimerik sonuclara gore daha iyi sonuclar verdigi
soylenebilir. Silerek ekleme teknikleri icerisinde ise araligin sol ug noktasinda
verilmig baglangic kosullar1 i¢in genelde son satirlari silerek ekleme teknigi ile

elde edilen sonuclarin daha etkili oldugunu vurgulamakta yarar vardir.
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Tablo 5.1: Ornek 5.2.1 icin T=238 =

maksimum hata sonuglar:

0,1, ...,n noktalar: iizerindeki

Silmeden

lk Satirlar
Silerek

Bastan ve
Sondan Silerek

Son Satirlar:
Silerek

Ortadan
Silerek

2.6e — 015

1.1e — 016

2.8¢ — 015

1.1e — 016

1.1e — 016

3.2e — 015

3.6e — 015

3.4e — 015

6.1e — 016

1.9e¢ — 016

8.3e — 015

1.5e — 013

9.0e — 015

3.8¢ — 016

1.6e — 014

NT BEN S B2 S BTG

5.3e — 014

8.0e — 013

2.0e — 014

7.1e — 015

2.5e — 014

1.3e — 013

2.0e — 012

4.7¢ — 013

7.5e — 014

3.6e — 014

12

1.6e — 013

5.0e — 011

2.6e — 012

1.0e — 013

1.6e — 013

15

4.3e — 013

2.8¢ — 009

1.8e — 011

2.8¢ — 013

1.2e — 013

18

8.8¢ — 013

4.5e — 008

1.2e — 010

5.7e — 012

3.8¢ — 013

20

3.1e — 012

1.6e — 007

1.0e — 009

3.1e — 012

2.4e — 013

25

1.9e — 012

4.8e — 006

3.5e — 009

7.4e — 010

1.0e — 012

30

2.1e — 011

8.9e — 005

3.0e — 006

6.4e — 009

4.9e¢ — 011

Tablo 5.2: Ornek 5.2.1 icin z,=

n+1’

maksimum hata sonuclari

5.s=1,2,.

..,n + 1 noktalar iizerindeki

Silmeden

i1k Satirlar
Silerek

Bagtan ve
Sondan Silerek

Son Satirlar
Silerek

Ortadan
Silerek

2.2e — 016

2.2e — 016

1.9¢ — 015

2.2e — 016

2.2e — 016

4.3e — 015

5.3e — 015

1.1e — 016

1.1e — 016

3.4e — 015

4.1e — 014

6.6e — 014

1.4e — 014

1.1e — 016

1.8e — 015

O | N |ot |~ |3

9.3e — 015

7.9¢e — 014

4.0e — 014

5.4e — 014

3.2e — 014

3.8e — 014

1.8e — 012

9.1e — 013

1.7¢ — 014

1.8e — 014

12

6.5¢ — 013

1.5e — 010

1.2e — 011

6.3e — 014

1.2e — 013

15

6.6e — 013

2.5e — 009

3.3e — 011

6.2¢ — 013

7.2e — 013

18

1.4e — 011

7.9e — 008

4.5e — 009

7.3e — 012

1.8e — 012

20

6.6e — 013

4.2e — 007

9.6e — 009

1.2e — 010

1.7e — 011

25

2.9e — 011

6.6 — 005

1.2e — 006

1.1e — 009

4.0e — 011

30

8.8¢ — 010

8.8 — 003

7.4e — 005

8.2e — 008

8.6e — 009
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Tablo 5.3: Ornek 5.2.1 icin z,=

s .
n+2’

maksimum hata sonuglar:

s =1,2,...,n + 1 noktalar: {izerindeki

Silmeden

lk Satirlar
Silerek

Bastan ve
Sondan Silerek

Son Satirlar:
Silerek

Ortadan
Silerek

1.7e — 016

1.7¢ — 015

2.1e — 015

1.7¢ — 016

1.7¢ — 015

2.3e — 016

9.8¢ — 015

1.0e — 015

2.3e — 016

2.3e — 016

4.9e — 015

2.2e — 013

1.7e — 014

2.3e — 015

1.4e — 014

NT BEN S B2 S BTG

4.3e — 014

1.9¢ — 013

3.7e — 013

1.0e — 014

2.0e — 014

9.3e — 014

8.4e — 012

3.5e — 013

1.5e — 013

6.6e — 014

12

6.1e — 014

3.8¢ — 011

2.6e — 012

2.1e — 013

3.2e — 014

15

1.2e — 012

3.4e — 009

6.3¢ — 012

6.1e — 013

3.5e — 013

18

4.1e — 012

2.6e — 008

3.6e — 010

4.6e — 012

7.5e — 014

20

1.0e — 011

1.3e — 007

1.1e — 008

4.5e — 011

6.6e — 012

25

1.5e — 010

1.3e — 005

6.8¢ — 007

2.5e — 010

3.3e — 011

30

8.8¢ — 010

6.7¢ — 003

4.9e — 005

5.1e — 008

4.6e — 009

Tablo 5.4: Ornek 5.2.1 icin z,=

1—cos(%%)

2

maksimum hata sonuclari

;s =0,1,...,n noktalar: {izerindeki

Silmeden

ilk Satirlar
Silerek

Bagtan ve
Sondan Silerek

Son Satirlar
Silerek

Ortadan
Silerek

1.7¢ — 015

1.9¢ — 016

1.9e — 016

1.9e¢ — 016

1.9e — 016

1.7¢ — 015

8.5e — 017

2.7e — 015

3.4e — 015

8.5e — 017

1.1e — 014

1.1e — 012

1.9e — 014

5.1e — 015

8.2e — 015

O | N |o | x| 3

3.7e — 014

2.9e — 011

1.1e — 013

1.5e — 013

1.9e — 013

8.0e — 015

8.3e — 012

4.6e — 014

7.5¢ — 014

3.8¢ — 013

12

4.9e — 015

3.6e — 011

3.3e — 013

1.4e — 013

4.7e — 013

15

2.5e — 014

1.2e — 009

2.0e — 013

7.4e — 013

3.2e — 012

18

9.9¢e — 015

1.4e — 008

6.5¢ — 013

9.7¢ — 013

4.4e — 012

20

2.1e — 013

9.7¢ — 009

1.5e — 012

2.4e — 012

7.3e — 011

25

4.5e — 013

1.5e — 007

2.5e — 012

2.5e — 012

1.4e — 010

30

5.6e — 013

2.1e — 006

2.4e — 012

4.4e — 013

6.1e — 010
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Tablo 5.5: x,=——;5=0,...,n —m noktalan tizerinde silmeden ekleyerek

elde edilen maksimum hata sonuclar:

Nl emax (M) | n | emax (n)

5 | 1.6e—014 | 15 | 9.9¢ — 014
7 | 14e—014 | 18 | 4.7e — 012
9 | 1.1e—013 | 20 | 6.3e — 012
10 | 5.9e — 014 | 25 | 5.7e — 010
12 | 2.1e — 014 | 30 | 1.8e — 009

Tablo 5.6°da Ornek 5.2.1'in coziimii icin genellestirilmis Bernstein
polinomlarina dayali siralama yontemi ile silmeden ekleme teknigi kullanilarak
elde edilen [W,é} arttirilmis matrisinin farkli n degerleri icin kogul sayisi
sunulmaktadir. Bu tabloya gore n = 4 i¢in en iyi kogul sayisi elde edilmekte,
n’nin 4’ten biiyiik degerleri i¢in kosul sayis1 da sayisal olarak biiytimektedir. Diger
yandan MATLAB, n = 45 i¢in z, = 2;s =0, 1, ..., n siralama noktalar {izerinde
toleransi tol = 2.4e—007 ve bagil hatay1 €, (x5) = 1.0e—003 olarak hesaplamigtur.
Bu durumda Teorem 5.1.2 geregince, p = 3 ve ¢ = 7 igin p — ¢ = —4 olmak {izere

(W) =10 > 210~* olup, verilen denklem sistemi kotii-kogullu olur.

Tablo 5.6: Ornek 5.2.1 icin kosul sayis1 analizi

n k, s=0,1,...,n kK, s=1,...,n+1 kK, s=0,....,n—m
po=2 |p,=10lG) | g~ s Ty = =2 Ty = —2
ST n s 2 ST ntl ST n42 ST n—m
4 | 1.3e+ 003 1.3e + 003 1.3e + 003 | 1.2e 4+ 003 —
5 | 4.7e + 003 5.3e + 003 4.3e 4+ 003 | 3.1e + 003 4.0e + 003
8 | 5.6e + 004 6.8¢ + 004 5.7e + 004 | 2.6e + 004 9.3e + 004
16 | 1.8e + 006 2.4e + 006 1.9¢ + 006 | 5.5¢ + 005 1.8e + 006
Ornek 5.2.2 y(0) = 1, %/(0) =0, y@(0) = y®(0) = -2, y*»(0) = -3

y®) (0) = —4, 3 (0) = -5, y(0) = —6 basglangic kosullar1 ile verilen sekizinci

mertebeden lineer diferansiyel denklemini gozoniine alalim:

y® —y=—-8e" 0<x < 1.

78



Problemin tam ¢oziimii y (x) = (1 — x) e”’dir.

Tablo 5.7-5.11’de artan n degerleri igin farkh siralama noktalar: tizerinde
genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayali siralama yontemi ile gesitli ¢oziim

teknikleri kullanilarak hesaplanan maksimum hata sonuglar1 sunulmaktadir.

Tablo 5.7: Ornek 5.2.2 icin r,==2;5=0,1,...,n noktalar {izerindeki

maksimum hata sonuclar

n

Silmeden

ilk Satirlar
Silerek

Bagtan ve
Sondan Silerek

Son Satirlar:
Silerek

Ortadan
Silerek

9

1.9e — 001

1.7¢ — 004

2.6e — 005

1.3e — 006

1.6e — 005

10

5.7e — 004

4.5e — 005

4.1e — 006

8.1e — 008

4.8¢ — 006

11

7.0e — 007

8.4e — 006

4.8e — 007

3.4e — 009

9.1e — 008

12

5.5e — 009

1.1e — 006

4.4e — 008

1.7¢ — 010

1.3e — 008

13

1.5e — 010

1.4e — 007

3.0e — 009

1.1e — 011

2.9e — 010

14

9.6e — 012

9.9¢ — 008

4.2e — 010

2.9e — 011

5.2e — 010

15

9.0e — 012

2.2e — 007

3.6e — 009

1.7¢ — 011

1.4e — 010

20

2.4e — 010

9.8¢ — 005

2.0e — 007

7.3e — 010

1.2e — 008

25

2.2e — 009

3.0e — 001

6.2e — 005

2.5e — 008

1.0e — 008

30

8.4e — 009

4.4e — 001

2.5e — 002

2.0e — 007

2.4e — 008

Tablo 5.8: Ornek 5.2.2 icin z,=

*~:s=1,2,...,n+ 1 noktalar:

n+1’

tizerindeki maksimum hata sonuglar

Silmeden

lk Satirlar
Silerek

Bagtan ve
Sondan Silerek

Son Satirlar:
Silerek

Ortadan
Silerek

1.3e — 001

1.7e — 004

1.2e — 004

1.2e — 006

4.5e — 007

10

3.4e — 004

4.7e — 005

3.1e — 005

1.9e — 008

1.5e — 007

11

5.5e — 007

9.0e — 006

5.3e — 006

4.5e — 009

8.7e — 008

12

9.0e — 009

1.3e — 006

7.0e — 007

1.4e — 010

1.3e — 008

13

5.5e — 010

1.6e — 007

7.1e — 008

2.2e — 011

2.1e — 010

14

9.8¢ — 011

3.1e — 007

1.9e¢ — 008

6.7¢ — 012

2.2e — 010

15

1.3e — 011

1.6e — 006

1.0e — 007

5.4e — 011

1.9e¢ — 010

20

1.5e — 010

3.2e — 004

7.4e — 004

7.3e — 009

3.2e — 009

25

3.1e — 008

1.3

2.6

4.1e — 007

9.0e — 008

30

1.2e — 007

5.0e — 001

2.4e — 001

2.6e — 005

1.2e — 006
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Tablo 5.9: Ornek 5.2.2 icin z,=

*~:s=1,2,...,n+ 1 noktalar:

n+2’

tizerindeki maksimum hata sonuglar

Silmeden

lk Satirlar
Silerek

Bastan ve
Sondan Silerek

Son Satirlar:
Silerek

Ortadan
Silerek

6.8¢ — 002

1.3e — 004

4.4e — 005

4.5e — 007

1.7e — 007

10

1.4e — 004

3.3e — 005

1.1e — 005

7.4e — 009

5.7e — 008

11

2.9e¢ — 007

6.0e — 006

1.9e — 006

3.9e — 009

3.2e — 008

12

5.8e — 009

8.0e — 007

2.5e — 007

1.8e — 011

4.7¢ — 009

13

3.5e — 010

8.1e — 008

2.5e — 008

3.4e — 011

2.2e — 011

14

1.6e — 011

1.2e — 007

3.7e — 009

2.5e — 011

9.3e — 011

15

3.1e — 011

4.5e — 007

6.4e¢ — 008

9.0e — 011

1.2e — 009

20

1.3e — 009

2.0e — 003

1.2e — 004

7.1e — 010

1.5e — 009

25

5.6e — 009

5.0e — 001

5.3e — 002

2.0e — 007

9.1e — 009

30

2.4e — 007

3.5e — 001

3.7e — 001

2.0e — 006

2.1e — 007

Tablo 5.10: Ornek 5.2.2 icin z,=

1—cos(7%)
2 )

maksimum hata sonuglari

;S

0,1, ..., n noktalar1 tizerindeki

Silmeden

ilk Satirlar
Silerek

Bagtan ve
Sondan Silerek

Son Satirlar:
Silerek

Ortadan
Silerek

2.0e — 001

1.9e — 004

1.6e — 004

2.4e — 006

1.6e — 005

10

5.3e — 004

6.0e — 005

4.4e — 005

1.7¢ — 007

5.4e — 006

11

5.9e — 007

1.3e — 005

8.1e — 006

1.0e — 008

2.0e — 007

12

4.2e — 009

1.9¢ — 006

1.1e — 006

5.8¢ — 010

3.3e — 008

13

6.1e — 011

5.8e — 007

7.5e — 008

1.5e — 010

4.5e — 010

14

1.0e — 011

2.5e — 006

9.4e — 009

2.3e — 010

7.1le — 010

15

2.6e — 010

6.3e — 006

7.4e — 007

3.1e — 010

2.8¢ — 010

20

1.1e — 009

3.5e — 002

2.2e — 004

1.5e — 009

1.6e — 007

25

2.2e — 006

1.2

1.4e — 002

1.4e — 008

1.4e — 006

30

6.5¢ — 006

6.5¢ — 002

1.1

1.0e — 007

3.0e — 005
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Tablo 5.11: z,=—-;5 = 0,...,n — m noktalar tizerinde silmeden

n—m’

ekleyerek elde edilen maksimum hata sonuclar:

n Emax (1) n €max (1) n Emax (1) n Emax (1)
9 | 1.6e—005|11 | 1.4e—007 | 13 | 5.2¢—010 | 15 | 5.2¢ — 010
101 1.9e—006 | 12 | 80e—009 | 14 | 1.1e — 011 | 20 | 3.2¢e — 009

Bu tablolardan, z,=2;s=0,1,...,n sralama noktalar iizerinde
hesaplanan maksimum hata sonuglarinin, diger siralama noktalarinda elde edilen
maksimum hata sonuglarina gore daha iyi oldugu stylenebilir. Ayrica n’nin kiigiik
degerleri icin silerek ekleme teknigi, n’nin degerleri biiyiidiikce ise silmeden ekleme
teknigi daha iyi maksimum hata sonuglar1 vermektedir. Bunun yanisira problemin
kosullar1 araligin sol u¢ noktasinda verilmis olmasina ragmen son satirlar: silerek

ekleme teknigi ile elde edilen maksimum hata sonuclari, ilk satirlar: silerek ekleme

teknigi ile elde edilen maksimum hata sonuglarina gore daha etkilidir.

Tablo 5.12’de genellegtirilmis Bernstein polinomlarina dayali siralama
yontemi ile z,=2;s =0,1,...,n siralama noktalar {izerinde silmeden ekleme ve
son satirlar silerek ekleme teknigi kullanilarak hesaplanan mutlak hata sonuglar
ile degigtirilmiy Adomian ayrigtirma yonteminin (Meéstrovié 2007) mutlak hata
sonuclar1 kargilagtirilmaktadir. Bu tabloya gore amaclanan yontem ile n = 10
icin son satirlar silerek ekleme teknigi kullanilarak elde edilen sonuclar, n = 14
i¢in ise silmeden ekleme teknigi kullanilarak edilen sonuglar daha iyidir. Bunun
yanisira farkli n degerleri i¢in amaclanan yontemin niimerik sonuglarinin diger

yontemin niimerik sonuglarina gore daha etkili oldugunu soylemek miimkiindiir.

Tablo 5.12: Ornek 5.2.2 i¢in |e, (z)| mutlak hatalarmin karsilagtirilmast

Sunulan Yontem Degigc‘irilmi;z 1%(10111'1.2111
ayrigtirma yontemi
x n =10 n =14 n=14
Silmeden | 7L | Gilmeden | SOt Slen
0.25 | 1.0e — 005 | 1.2e — 013 | 2.5e — 014 | 1.8e — 012 1.0e — 007
0.50 | 6.9e — 005 | 3.5¢ — 011 | 2.5e — 015 | 6.1e — 013 3.1e — 006
0.75 | 2.4e — 004 | 2.3e — 009 | 1.0e — 012 | 6.8e — 012 5.5e — 005
1.00 | 5.7¢e — 004 | 8.1e — 008 | 9.6e — 012 | 2.9¢ — 011 4.2e — 004
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Ornek 5.2.3 y(—1) = 4cos(1), y(1) = —2cos(1), ¥ (—=1) = cos(1) + 4sin(1),
y (1) = cos(1) + 2sin(1), 3" (—=1) = —16cos(1) + 2sin(1), y" (1) = 14cos(1) —

2sin(1) smur kogullar ile verilen
y© + (52 + 1)y = (1852 — 2522 + 102*) cos(z) + (270 — 3622) sin ()

denklemini gizoniine alalim. Bu denklemin verilen kogullar altindaki tam ¢oziimii

y (z) = (223—5z 4 1) cos (z)’dir.

Sekil 5.1’de sunulan yontem ile z,= —1~|—%; s =0,1,...,n swralama
noktalar1 tizerinde silmeden ekleme teknigi kullanilarak n = 8 ve n = 10 icin
elde edilen yaklasik ¢oziim ve gercek ¢oziim grafik olarak verilmistir. Bu grafige

gore niimerik ¢oziimiin tam ¢oziime tutarh olarak yaklastigi soylenebilir.

25

tam ¢cdzldm
n=8 igcin nimerik cézim
20 _______;______15 _____ H— i_______é_ n=10 igcin nomerik cézom

Sekil 5.1: Ornek 5.2.3 i¢in tam ¢oziimiin sunulan yontem ile elde edilen

yaklagik ¢oziim ile kargilagtirilmasi

Tablo 5.13'te  genellegtirilmis  Bernstein siralama  yonteminin

Ts= —1+nzsm; s =0,1,...,n —m siralama noktalarinda silmeden ekleme teknigi
ile elde edilen maksimum hata sonuglari, Septic spline yonteminin (Siddigi ve
Akram 2008) hata sonuglari ile kiyaslanmaktadir. Bu tablodan n’nin farkh
degerleri i¢cin sunulan yontemin diger yontemden daha iyi sonuglar verdigi

goriilmektedir.

Tablo 5.13: Ornek 5.2.3 icin epax (n) maksimum hata kargilagtirma

n 8 16 32 64 128
sl 4 4e — 006 | 3.8¢ — 013 | 3.6e — 013 | 1.7e — 009 | 2.9¢ — 007
Septic Splne | 1 5e — 003 | 1.2¢ — 004 | 1.6e — 005 | 3.8¢ — 006 | 9.5¢ — 007
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Ornek 5.2.4 y(0) = ¢/ (0) =y  (0) =y (1) =y (1) = y" (1) = 0 smr kosullar
ile verilen

y© 4 ety = (x — 1132)36_“7 —720; 0<z <1

diferansiyel denklemini gozoniine alalim. Bu denklemin verilen kogullar altindaki

tam ¢oziimii y (x) = 23 (1 — 2)>diir.

Sekil 5.2’de sunulan yontem ile z,=2;s5=0,1,...,n siralama noktalari
tizerinde silmeden ekleme teknigi kullanilarak hesaplanan yaklagik ¢oziim ile tam

¢oziim karsilagtirilmigtir.

%107 n=6 icin tam ve numerik ¢ozam
T

N tam cazim
C V1 I S e L . . nimerik ¢cézim

tam ¢ézim
P17 P P S R o a HE nimerik goziim

Sekil 5.2: Ornek 5.2.4 icin tam ¢oziimiin sunulan yontem ile elde edilen

yaklagik ¢oziim ile kargilagtirilmasi

Tablo 5.14’te genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayal siralama
yonteminin z,=2;s=0,1,...,n siralama noktalar1 iizerinde silmeden ekleme

teknigi kullanilarak hesaplanan bagil hata sonuclari, Sinc-Galerkin yonteminin
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(El-Gamel ve dig. 2003) bagil hata sonuglar ile kargilagtirilmaktadir. Bu tablo,

n’nin daha kiiciik degerleri i¢in sunulan yontemin diger yonteme gore daha etkili

sonug verdigini ortaya koymaktadir.

Tablo 5.14: Ornek 5.2.4 icin €, (z) bagil hata karsilagtirma

Sinc-Galerkin
e _eST/AVE Sunulan Yoéntem .
14esT/4VE’ Yontemi
$=0,—1,42,—3,4+4,+5,7

0.1675 6.1e — 016 | 5.5e — 012 4.5e — 004

0.2764 5.0e — 016 | 3.5e — 012 3.2e — 004

0.3449 4.4e — 016 | 1.3e — 012 2.8¢ — 004
0.4205 9.9¢ — 017 | 4.8¢ — 012 | 2.6e — 004
0.5 6.3¢ — 020 | 4.1e — 012 | 2.5e — 004
0.6550 1.5e — 016 | 7.2e — 013 | 2.8¢ — 004
0.7828 1.8¢ — 016 | 6.7¢ — 012 | 3.7e — 004
0.8324 3.4e — 016 | 1.4e — 011 | 4.5e¢ — 004
0.9041 7.5¢ — 016 | 7.4e — 011 | 7.3e — 004

Ornek 5.2.5
1
y(z) =1+ / (xt + 222) y(t)dt; —1 <z <1

—1
ikinci cesit lineer Fredholm integral denklemini gézoniine alalim. Denklemin tam

oztimil y(z) = 1+ La?dir.

Tablo 5.15’te genellestirilmis Bernstein polinomlarima dayali siralama
yonteminin x,= —1—1—% ve Tys= — Cos (%S) ;s = 0,1,...,n siralama noktalar
iizerinde farkli n degerleri i¢in ortalama hata sonuglar1 verilmektedir. Bu
tablodan, farkli n degerleri i¢in sunulan yéntem ile elde edilen niimerik sonuclarin
hizli bir yakinsakliga sahip oldugu soylenebilir. Yine bu tabloya gore n = 2 i¢in
sunulan yontem ile elde edilen ortalama hata degeri 10717 civarinda iken, integral
denklemlerin ¢6ziimii i¢in Bernstein baz polinomlarina dayali niimerik yontem

(Mandal ve Bhattacharya 2007) ile n = 4 i¢in elde edilen ortalama hata degeri

10~ civaridadir.
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Tablo 5.15: Ornek 5.2.5 icin ortalama hata analizi

eort (n), s=0,1,...,n eort (n), s=0,1,...,n
n | rs= —1—|—%S Ts= — COS (%S) n | rs= —1—|—%S Ts= — COS (%S)
2 0 3.7e — 017 16 | 1.5e — 015 3.5e — 016
3 | 4.9¢—017 1.1e — 016 17| 2.1e—014 2.7¢ — 016
4 | 2.5e —017 1.8¢ — 016 18 | 2.5e — 014 2.2e — 016
5 | 3.6e —016 5.4e — 017 19 | 8.8¢ —014 3.2e — 016
6 | 5.4e —016 9.8¢ — 017 20 | 1.5 —013 4.0e — 016
7 | 4.2e —016 9.8¢ — 017 21 | 2.5 —013 4.5¢ — 016
8 | 2.8¢—016 2.4e — 016 22 | 1.7¢ — 013 2.9¢ — 016
9 | 1.2e—016 2.0e — 016 23 | 5.4e—013 3.7e — 016
10 | 2.4e — 016 2.0e — 016 24 | 1.8e — 012 3.9¢ — 016
11| 2.7¢e — 015 3.3e — 016 25 | 7.3e —012 4.0e — 016
12 | 1.4e — 015 3.6e — 016 30 | 4.9e¢ — 011 2.0e — 016
13 | 4.4e — 015 2.5e — 016 35 | 9.9e — 009 3.9e — 016
14 | 2.6e — 015 1.7e — 016 40 | 3.1e — 008 4.5e — 016
15| 2.0e — 015 5.2e — 016 50 | 6.6e — 008 2.1e — 016

Tablo 5.16’da cesitli n degerleri i¢in z3 = —1+ 2—;’; s=0,1,...,n siralama
noktalari tizerinde genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayal alternatif olarak
sunulan yontem ile elde edilen ortalama hata sonuclari sunulmaktadir. Bu
tablodan, artan n degerleri icin yakinsamanin ¢ok yavag oldugunu ve dolayisiyla

amagclanan yontemin yeterince verimli olmadigini séylemek miimkiindiir.

Tablo 5.16: Ornek 5.2.5 icin alternatif yontem ile ortalama hata analizi

Cort (TL)

€ort (n)

Cort (n)

Cort (n)

1.2

1.5e — 001

14

7.6e — 002

24

4.2e — 002

9.9e — 001

1.3e — 001

15

7.0e — 002

25

4.0e — 002

3.8e — 001

10

1.1e — 001

16

6.5¢ — 002

30

3.0e — 002

2.8¢ — 001

11

1.0e — 001

18

5.7e — 002

35

2.8¢ — 002

2.2e — 001

12

9.1e — 002

20

5.1e — 002

40

2.4e — 002

N oo s w3

1.8e — 001

13

8.3e — 002

22

4.6e — 002

50

1.9e — 002
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Ornek 5.2.6

y(x) = cos(x) — e” sin(z) + /efcy(t)dt; 0<z<1
0

ikinci gesit lineer Volterra integral denklemini gozoniine alalim. Bu denklemin

analitik ¢dziimii y(x) = cos z’dir.

Tablo 5.17’de genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayali siralama
yonteminin z,=% ve z, = [1—cos(Z)]/2;s = 0,1,...,n siralama noktalar
iizerinde silmeden ekleme teknigi kullanilarak, gesitli n degerleri icin elde edilen

ortalama hata sonuclar1 verilmektedir.

Tablo 5.17: Ornek 5.2.6 icin ortalama hata analizi

eort(n), s=0,1,...,n eort (M), $s=0,1,....n
_ s _ s
I’S:% xs:l 00;< P ) n xS:% .I‘SZI co;( - )

3.5e —003 | 3.5e—003 |16 | 1.9e—015| 1.8e— 016
7.3¢ —006 | 3.6e—006 |20 |3.86—013 | 7.7e —016
7.6e—007 | 1.6e—009 |21 |1.9e—013| 1.2¢—015

oo (@) H~ [\ 3

1.3e =011 | 1.0e —012 |22 | 1.5e—-013 | 6.5¢ — 016

10 1 9.9e — 015 | 5.5e—-016 | 24| 3.1e—012| 9.1e—016

Bu tabloya gore n’nin artan degerleri icin en iyi ortalama hata
sonuglarinin z, = [1 — cos( E)} /2;s =0,1,...,n siralama noktalar: tizerinde elde
n

edildigi goriilmektedir.

Tablo 5.18’de genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayali siralama
yonteminin n > 2 i¢in xszw; s =0,1,...,n siralama noktalar1 iizerinde
hesaplanan ortalama kare hatanin karekok sonuclari, integral denklemler icin
bilinmeyen fonksiyona Bernstein polinomlar: ile yaklagilarak ortaya koyulan
siralama yontemi (Maleknejad ve dig. 2011) ile elde edilen ortalama kare hatanin
karekok sonuglar ile karsilagtirilmaktadir. Bu tabloya gore artan n degerleri icin
sunulan yontemin hata sonuclarinin, diger niimerik yontem ile elde edilen hata

sonuclarindan daha iyi oldugu soylenebilir.
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Tablo 5.18: Ornek 5.2.6 icin ez (n) karsilastirma

n | Sunulan Yontem Berlf)s;}efiarif;%i?g;?ma
2 4.7e — 003 2.0e — 003
3 3.1e — 004 2.3e — 004
4 4.7e — 006 6.2e — 006
) 1.8e — 007 5.4e — 007
6 2.1e — 009 1.1e — 008
7 1.0e — 010 1.1e — 009
8 1.3e — 012 3.4e — 010
9 5.2e — 014 3.3e — 010
10 6.6e — 016 3.4e — 010

Ornek 5.2.7
3y(r) = 32° —sinz(a?sinz + 2w cosz — 2sinw — sin1 + 2cos 1)
1 T
+/Sinxcos ty(t)dt + /sinxcos ty(t)dt
0 0

tigtincii gesit lineer Fredholm-Volterra integral denklemini gozoniine alalim. Bu

denklemin tam ¢oziimii y(z) = 2?'dir.

Tablo 5.19’da genellestirilmis Bernstein polinomlarima dayali siralama
yontemi i¢in n+1 adet w,=2;s=0,1,...,n swralama noktalarn iizerinden
hesaplanan maksimum hata sonuglari, Taylor agilim yontemi (Chen ve Jiang
2012), Lineer spline yaklagimina dayali siralama yontemi ve Sabit nokta yontemi
(Calio ve dig. 2010) kullanilarak n adet igin elde edilen maksimum hata sonuglar

ile kargilagtirilmaktadir.

Tablo 5.19: Ornek 5.2.7 igin €y,4, (n) maksimum hata kargilagtirma

Sunulan Taylor Lineer Spline Yaklagimina Sabit Nokta
n Yontem n Y(‘jn};cmi Dayali Slzralama Y(’j§ntcmi Yontemi
14 | 3.9e — 016 | 15 | 2.0e — 015 — —
16 | 2.1e — 016 | 17 — 7.8e — 005 4.7e — 005
32 | 2.50e —012 | 33 — 3.8e — 004 9.5e — 005
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Bu tabloya gore artan n degerleri i¢in sunulan yontem ile elde edilen
niimerik sonuglarin, diger yontemlerin niimerik sonuglarina gore daha etkili ve iyi
sonugclar oldugu sdylenebilir. Ayrica bu problemin gercek ¢oziimii ikinci dereceden
polinom tipli bir fonksiyon oldugundan, n = 2 i¢in sunulan yontem ile en iyi

niimerik deger elde edilir.

Tablo 5.20’de cesitli n degerleri icin genellestirilmis Bernstein
polinomlarina dayali siralama yonteminin en etkili siralama noktalar1 iizerinde
hesaplanan ortalama hata sonuglari verilmektedir. Bu tabloda n = 2 icin elde
edilen hata sonuclarimin yeterince iyi olmasi, tam c¢oziimiin ikinci dereceden

polinom tipli bir fonksiyon olmasindan kaynaklanir.

Tablo 5.20: Ornek 5.2.7 icin ortalama hata analizi

eort (), s=0,1,...,n eort (M), $s=0,1,....,n
n =2 xs:lfc:o;(%) n =2 xs:lfcoz(%>
2 198 —018| 9.3¢e—018 |20 |5.0e—015| 9.3e — 017
4 0 7.4e — 018 | 22| 24e—014| 1.4e—016
6 | 8.2e—017| 1.9e—017 |24 |86e—014| 3.9e —016
8 | 2.6e—017| 6.2¢e —017 |26 |2.0e —013 | 5.2e — 017
10| 3.5e —017 | 8.1e—017 |28 | 1.2e —012 | 7.0e —017
16 | 4.7¢ — 016 | 1.1e—016 | 30 | 2.0e — 012 | 7.5e — 017

Tablo 5.21’de z,=2;5=0,1,...,n siralama noktalan tizerinde integral
denklemler icin genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayali alternatif olarak

sunulan yontemin gesitli n degerleri icin ortalama hata sonuglar1 verilmektedir.

Tablo 5.21: Ornek 5.2.7 icin alternatif yontem ile ortalama hata analizi

n €ort (1) n €ort (1) n ort (1) n €ort (1)

11]8.00e—003] 6 | 1.03e — 001 | 11 | 8.48¢ — 002 | 16 | 7.06e — 002
319.82¢—002 | 8 | 9.62e — 002 | 13 | 7.85e — 002 | 18 | 6.63e — 002
411.04e—001 | 9 | 9.19¢e — 002 | 14 | 7.56e — 002 | 19 | 6.44e — 002
5| 1.07e — 001 | 10 | 8.84e — 002 | 15 | 7.30e — 002 | 20 | 6.26e — 002
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Bu tabloya gore artan n degerleri i¢in yakinsamanin ¢ok yavas oldugunu
ve dolayisiyla sunulan yontem ile elde edilen niimerik sonuclarin yeterince etkili

ve verimli olmadigimi soylemek miimkiindiir.

Ornek 5.2.8 y(0) = 1, ¥’ (0) = 0, ¢ (0) = —1, y"(0) = =2, y (0) = -3,
y©®) (0) = —4, y© (0) = -5, y(™ (0) = —6 baslangig kosullar ile verilen

1
y® (z) = —8e® + 2% + y (z) + /ny' (t)dt
0
lineer Fredholm integrodiferansiyel denklemini gézoniine alalim. Bu problemin

tam ¢oziimii y (z) = (1 — x) e”’dir.

Tablo 5.22’de genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayali siralama
yonteminin z,=2;s=0,1,...,n siralama noktalar1 iizerinde silmeden ekleme
teknigi kullanilarak elde edilen mutlak hata sonuclari, & iterasyon sayisi ile
verilen varyasyonel iterasyon yonteminin (Noor ve Mohyud-Din 2007) sonuglar
ile kargilagtirilmaktadir. Bu tablo, amaglanan yontemin iterasyon kullanmadan

diger yonteme gore daha etkili sonuglar verdigini gosterir.

Tablo 5.22: Ornek 5.2.8 icin |e,, (z)| mutlak hata karsilagtirma

Varyasyonel iterasyon
Sunulan yéntem .
Yontemi
T n=15 k=1 k=10 k=15
0.2 1.6e — 012 2.9e —014 | 1.1e — 016
0.4 1.7e — 012 3.1e — 011 | 1.2e — 014
0.6 1.4e — 012 1.9¢ — 009 | 6.6e — 013
0.8 6.3e — 013 3.4e — 008 | 1.2e — 011
1.0 8.0e — 012 3.3e — 007 | 1.1e — 010

Ornek 5.2.9 3 (0) = ¢/ (0) = 0 baslangic kosullar1 ile verilen birinci tipteki

Volterra integrodiferansiyel denklemini gozoniine alalim:

Ofcos (x— £)y (t) dt = 2sin (x).
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Bu problemin tam ¢oziimii y (z) = x*'dir.

yonteminin x, = 2;5=0,1,...,n siralama noktalar1 {izerinde silmeden ekleme
teknigi ile elde edilen ortalama kare hatasinin karekokii, Chebyshev siralama
yontemi (Akyiiz-Dagcioglu 2006), Chebyshev polinomlarma dayali spektral
yontem (El-Hawary ve El-Sheshtawy 2010) ve Lagrange interpolasyonuna dayali
siralama yontemi (Rashed 2004) ile kargilagtirilmaktadir.

Tablo 5.23’te genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayal siralama

Tablo 5.23: Ornek 5.2.9 icin e, (n) karsilagtirma

A B B e
210 2.6e — 004 1.2e — 004 8.4e — 005
3|59 — 017 1.8e — 005 2.3e — 005 1.7e — 005
4| 1.8e—016 2.6e — 007 1.3e — 007 2.4e — 008
9| 1.2e—016 4.7e — 008 1.7e — 008 2.6e — 009
6| 1.2e — 016 1.8e — 010 7.6e — 011 2.9e — 012
71|22e—016 1.8e — 011 1.0e — 011 6.7¢ — 013
8 | 2.4e — 016 5.6e — 014 3.9e — 014 7.8e — 016
9| 2.4e—016 6.7¢ — 015 4.3e — 015 4.4e — 016

Bu tablo, sunulan yontem ile elde edilen niimerik sonuclarin diger

yontemler ile elde edilen niimerik sonuglardan daha iyi oldugunu gosterir.

Ornek 5.2.10 y (—1)42y (0) = 0,4/ (1/2) = 1,y (1) = 2/3 kanisik tipteki kogullar

ile verilen lineer Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denklemini gozoniine

alalim:

1"

ey (2) +2°y (2) +y(2) =

2 1
2 9% 2_2 _
7Tsm(w:t)—l— e’ +x z—3

1

+/ [(z* =) y(t) + 2/ (t)] dt

-1
T

+/ [cos (mt) y" (t) + 3tay(t)] dt.

-1

Bu problemin tam ¢oziimii y(z) = 2 — 1/3’tiir.
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Sekil 5.3’te sunulan yontem ile x, = cos (%) ;s = 0,1,...,n siralama

noktalar1 iizerinde bagtan ve sondan silerek ekleme teknigi kullanilarak farkli n

degerleri icin elde edilen mutlak hata sonuclari verilmektedir.

'
________________________________________________________________________
'

x 107
3 T T T T T I I I I
' ' | —#— n=3 igin mutlak hata
2_5 — -~~~ " A=====-" i D L Er """" A====== aTTTTT=T i """" r=====- T-====="
: E E o
2~ :
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Ornek 5.2.10 icin sunulan yontem ile elde edilen mutlak hata

Sekil 5.3

sonuglari

Tablo 5.24’te artan n de

polinomlarina dayali siralama yonteminin x, = cos (

siralama noktalar1 iizerinde hesaplanan ortalama hata sonuclari, Chebyshev

polinomlarina dayal siralama yonteminin (Akyiiz-Dagcioglu 2006) hata sonuglar

ile karsilastirilmaktadir.

>

>



Table 5.24: Ornek 5.2.10 icin e,,; (n) ortalama hata kargilagtirma

Sunulan yontem Chebyshev
n | Ekleyerek Silerek Yontemi
3 | 8.8e—017 | 8.8¢ — 017 | 2.0e — 002
6 | 2.1e — 016 | 1.5e — 016 | 1.2¢e — 004
9 | 1.8 — 016 | 1.2¢ — 016 | 1.8e — 006
12 | 2.0e — 016 | 2.1e — 016 | 9.1e — 011
15 | 2.4e — 016 | 3.0e — 015 | 4.2e — 012

Bu tablo, yontemin hem ekleyerek hem de ilk ve son satir matrislerini
silerek elde edilen niimerik sonuglarinin diger yontemin niimerik sonuglarina gore

daha etkili oldugunu gosterir.
5.3 Lineer Olmayan Denklemler icin Uygulamalar

Bu kisimda lineer olmayan diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel
denklemleri iceren alt1 tane problem gozoniine alinacak, bu tip denklemlerin
niimerik ¢oziimleri ise Boliim 3’te sunulan genellestirilmis Bernstein polinomlarina
dayali siralama yontemi ve kuasilineerlestirme teknigi kullanilarak elde
edilecektir. Ayrica bulunan gesitli niimerik sonuclar, tablolar halinde sunulacak
ve diger yontemlerle karsilagtirilacaktir. Boylece sunulan yontemin ne kadar

uygulanabilir, etkili ve verimli oldugu test edilmis olur.
Ornek 5.3.1 5 (0) = & (0) = 0 baslangic kosullari ile verilen
" 2 / /2
Y'(@)+ =y (2) +4 (27 +e¥?) =0; 0 <z <1
x

lineer olmayan Lane-Emden tipli diferansiyel denklemi gozoniine alalm. Bu

denklemin verilen kogullar altindaki tam ¢oziimii y () = —21n (1 + x2) dir.

Tablo 5.25'te ilk iterasyon fonksiyonu yo(x)=0 olmak iizere r =3

iterasyonu icin yontemin z, = [1— cos (n’fl)] /2;8=1,2,....m+ 1 siralama
noktalarinda hesaplanan mutlak hata sonugclar1 listelenmektedir. Bu niimerik

sonuclar, temel arttirilmis matrisin son iki satir1 ile baglangic kosullarini ifade
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eden arttirilmig satir matrisleri yer degistirilerek hesaplanmigtir. Bu tablodan

artan n degerleri icin sunulan yontemin yaklagik ¢coziimlerinin tam ¢oziime tutarh

olarak yakinsadigi goriilmektedir.

Tablo 5.25: Ornek 5.3.1’in iiciincii iterasyon icin mutlak hata analizi

x n=>5 n =10 n =15 n =30
0.1 ]2.0e —006 | 1.5e — 008 | 5.4e — 012 | 2.8¢ — 015
0.2 | 1.6e — 005 | 2.0e — 008 | 5.0e — 012 | 2.6e — 015
0.3 ]4.2¢e—005|2.1e—008 | 3.4e — 013 | 2.9¢e — 015
0.4]4.3e—006 | 1.0e — 008 | 1.9¢ — 012 | 2.3e — 015
0.5 ] 1.1e — 004 | 4.5e — 008 | 3.9¢ — 012 | 1.8 — 015
0.6 | 1.6e — 004 | 5.0e — 008 | 5.0e — 012 | 2.9e — 015
0.7 | 1.7 — 005 | 9.9¢e — 009 | 1.1e — 011 | 8.4e — 014
0.8 | 3.1e — 004 | 3.6e — 008 | 2.2e — 011 | 2.1e — 012
0.9 | 1.5e —004 | 4.2e — 008 | 5.4e — 011 | 3.3e — 011
1.0 | 3.6e — 003 | 2.1e — 006 | 5.2¢ — 010 | 3.5e¢ — 010

Tablo 5.26’da, Tablo 5.25'ten yararlanilarak farkli n degerleri igin
sunulan yéntemin mutlak hata sonuglari, Legendre wavelet yaklagimi (Aminikhah
ve Moradian 2013), Hermite fonksiyonlarmma dayali siralama (HFS) yontemi
(Parand ve dig. 2010), shifted Jacobi-Gauss siralama (SJGS) spektral yonteminin
(Bhrawy ve Alofi 2012) mutlak hata sonuglar ile kargilagtirilmaktadir.

Table 5.26: Ornek 5.3.1 icin mutlak hatalarin kargilastirilmasi

Sunulan Yoéntem
x n=>5 n =15 n = 30
0.1 2.0e — 006 5.4e — 012 | 2.8 — 015
0.5 1.1e — 004 3.9¢ — 012 | 1.8 — 015
1.0 3.6e — 003 5.2e — 010 | 3.5e — 010
Legendre Wavelet HFS SJGS

T

Yaklagimi Yontemi Yontemi
0.1 1.6e — 004 2.9e — 006 | 2.1e — 007
0.5 2.0e — 004 3.0e — 006 | 4.3e — 007
1.0 2.7e — 002 9.3e — 007 | 5.6e — 008
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Bu tabloya gore secilen n ve x degerleri i¢in sunulan yontemin niimerik
sonuclariin, diger yontemlerin niimerik sonuclarina gore daha iyi ve etkili oldugu

soylenebilir.

Ornek 5.3.2 ¢/ (0) = 0, y (1) = 0 smir kosullari ile verilen
1 1 /
y'(z)+ -y () +e’=0; 0<z<1
x

izotermik gaz alan1 denklemini gozoniine alalim. Bu denklemin yukarida verilen

kosullar altindaki tam ¢oziimii ¢ = 3 — 21/2 olmak iizere y (7) = 21n (%) dir.

Bu problemin ¢oziimii igin ilk iterasyon fonksiyonu yo ()= 0 olarak

segilsin. Tablo 5.27 ve Tablo 28’de farkli n ve r degerleri icin sunulan yéntemin

s
n+1

Ts= [1— coS ( )} /2;s=1,2,...,n+1 siralama noktalar1 {izerinde sirasiyla
hesaplanan ey, (n) ve Fnax (1) maksimum hata sonuglar listelenmektedir. Bu
niimerik sonuclar silmeden ekleme ¢oziim teknigi ile hesaplanmigtir. Tablo 5.27’ye
bakildiginda, sunulan yontem ile elde edilen niimerik sonuglarin yeterince biiyiik
n ve r iterasyon noktalar icin etkili oldugu goziikmektedir. Tablo 28 ise n’'nin

kiigiik degerleri ve artan r noktalar: icin etkili niimerik sonuclarin elde edildigini

gostermektedir.

Table 5.27: Ornek 5.3.2 igin epay (n) maksimum hata analizi

n r=1 r=2 r=23 r=4 r=2>5 r==06

6 | 8.3e — 006 | 2.3e — 006 | 2.3e — 006 | 2.3e — 006 | 2.3e — 006 | 2.3e — 006
9 [ 1.0e —005 | 1.1e—009 | 1.1e — 009 | 1.1e — 009 | 1.1e — 009 | 1.1e — 009
12| 1.0e =005 | 1.2e — 011 | 1.2e — 012 | 1.2e — 012 | 1.2e — 012 | 1.2e — 012
15| 1.0e =005 | 1.1e — 011 | 2.8 — 015 | 2.7e — 015 | 2.7e — 015 | 2.7e — 015
171 1.0e =005 | 1.1e = 011 | 1.2e — 015 | 1.3e — 015 | 1.4e — 015 | 1.4e — 015
20 | 1.0e — 005 | 1.1e — 011 | 6.1e — 016 | 6.7e — 016 | 5.6e — 016 | 5.6e — 016
24 | 1.0e — 005 | 1.1e — 011 | 5.2e — 016 | 5.2e — 016 | 4.7¢ — 016 | 4.6e — 016
30 | 1.0e — 005 | 1.1e — 011 | 6.9e — 016 | 9.4e — 016 | 9.1e — 016 | 9.9¢ — 016
33| 1.0e — 005 | 1.1e — 011 | 1.0e — 015 | 8.3e — 016 | 1.1e — 015 | 1.0e — 015
65 | 1.0e — 005 | 1.1e — 011 | 4.7e — 015 | 4.4e — 015 | 4.4e — 015 | 4.4e — 015
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Table 5.28: Ornek 5.3.2 igin Eyy (r) maksimum hata analizi

n r=1 r=2 r=23 r=4 r=2>5 r==~6

6 | 9.8 —003 | 8.3e — 006 | 2.3e — 006 | 2.3e — 006 | 2.3e — 006 | 2.3e — 006
9 19.86—-003|1.0e—005|1.1e—009 | 1.1e = 009 | 1.1e — 009 | 1.1e — 009
121 9.8 — 003 | 1.0e — 005 | 1.2e — 011 | 1.2e — 012 | 1.2e — 012 | 1.2e — 012
151 9.8 —003 | 1.0e — 005 | 1.1e — 011 | 2.9e — 015 | 2.8e — 015 | 2.8e — 015
171 9.8 — 003 | 1.0e — 005 | 1.1e — 011 | 1.1e — 015 | 1.3e — 015 | 1.4e — 015
20 | 9.8e — 003 | 1.0e — 005 | 1.1e — 011 | 5.6e — 016 | 5.5e¢ — 016 | 5.0e — 016
24 19.8¢ — 003 | 1.0e — 005 | 1.1e — 011 | 5.1e — 016 | 5.5¢ — 016 | 5.6e — 016

Tablo 5.29’da farkli n ve r = 6 iterasyon degeri i¢in sunulan yéntemin
€max (1) maksimum hata sonuglari, C''-lineerlestirme (Ramos 2004) ve sonlu-fark
yonteminin (Kumar 2002) hata sonuglari ile kargilagtirilmaktadir. Bu tabloya
gore artan n degerleri i¢in sunulan yontemin niimerik sonuclari diger yontemlerin

niimerik sonuclarina gore daha yiiksek dogruluga sahiptir.

Table 5.29: Ornek 5.3.2 icin maksimum hatalarin kargilagtirilmasi

C™-lineerlestirme | Sonlu-fark
n | Sunulan Yoéntem . )
Yontemi Yontemi
9 1.1e — 009 3.1e — 003 2.0e — 004
17 1.4e — 015 5.3e — 004 5.0e — 005
33 1.0e — 015 1.5e — 004 1.2e — 005
65 4.4e — 015 6.8e — 005 3.1e — 006

Bunun yanisira n = 16 ve r = 5 icin sunulan yontemin mutlak hata sonuglar:

le(0.4)] = 3.5¢ — 016, |e(0.8)] = 1.1e — 016

iken, n = 20 igin SJGS spektral yonteminin (Bhrawy ve Alofi 2012) mutlak hata
sonuglari

le(0.4)| = 3.9¢ — 016, |e(0.8)] = 2.2¢ — 016

ve kiibik B-spline siralama teknigi ile degigtirilmig ayrigtirma yénteminin (Wazwaz
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2001) mutlak hata sonuglari

le(0.4)| = 1.8¢ — 006, |e(0.8)] = 9.2¢ — 007

olarak bulunmugtur. Bu durumda daha kiigiik n degerleri icin amaclanan
yontemin niimerik sonuclarimin diger yontemlerin sonuglaria gore daha yiiksek
dogruluga ve daha hizli yakinsamaya sahip oldugu soylenebilir. Ayrica tiim
bu bulgular dogrultusunda iterasyon degerinin arttirilmasinin yakinsamay1

hizlandirdigl, yontemi daha etkili hale getirdigi sonucuna varilabilir.

Ornek 5.3.3

y(x) =2—e"+ /e””_tyQ(t)dt; 0<t<1
0

lineer olmayan Volterra integral denklemini gozoniine alalim. Bu denklemin tam

¢oziimii y(x) = Vdir.

yo () = 2 — €” ilk iterasyon fonksiyonu olmak iizere Tablo 5.30’da artan
n ve r degerleri i¢in sunulan yontemin ortalama hata sonuglar1 verilmektedir.
Bu tabloya gore niimerik sonuglarin artan r degerlerine gore yakisakliginin hizla

arttig1 soylenebilir.

Tablo 5.30: Ornek 5.3.3 icin e,,; (n) ortalama hata analizi

n r=1 r=2 r=3 r=4 r=29

2 123e—002 | 6.8 —004 | 1.6e — 007 | 3.6e — 014

4 1 25e—002 | 1.9e — 004 | 9.6e — 009 0 0

8 [2.0e —002 | 1.3e — 004 | 4.1e — 009 | 2.0e — 016 | 5.3e — 016
16 | 1.7¢ — 002 | 9.2e — 005 | 2.3e — 009 | 1.1e — 014 | 1.3e — 015

Tablo 5.31’de ilk iterasyon fonksiyonu yo(z) = 2 — €* olmak iizere farkli r
iterasyon degerleri igin x, = 2;s = 0,1, ..., n siralama noktalar1 gbzoniine alinarak
sunulan yontemin belirli x noktalar: iizerinde hesaplanan mutlak hata sonuglari,
ilk iterasyon fonksiyonu yo(z) =1 —¢€” olan kuasilineerlestime teknigine ve
Lagrange baz fonksiyonlarina dayali siralama yontemi (Maleknejad ve Najafi

2011) ile hesaplanan mutlak hata sonuclan ile kiyaslanmaktadir. Bu tabloda,
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sunulan yontemin r =2 ve r =5 i¢in ¢ozlime diger yonteme gore daha hizh

yakinsadigr goriilmektedir.

Table 5.31: Ornek 5.3.3 igin |e,, (x)| mutlak hata kargilagtirma

Sunulan Yontem

Lagrange Baz Fonksiyonlarina
Dayali Siralama Yontemi

x n=3 n=4 n=4
r=2 r=29 r=2 r=2>5 r=2 r=2>5

0.1 23e—004 | 1.5e —016 | 5.8 — 005 | 1.7e — 016 | 2.5e — 003 | 1.8e — 015
0.2]28e—004 | 2.7¢ — 016 | 3.9¢e — 005 | 2.8¢ — 016 | 7.9¢ — 004 | 6.6e — 016
0.3 22e—004 | 1.4e — 017 | 8.7e — 006 | 3.6e — 017 | 1.4e — 003 | 1.5e — 015
0.4]1.3e—004 | 6.9¢ —017 | 3.9¢e — 006 | 3.5¢ — 017 | 1.8e — 003 | 2.1e — 015
0.5 | 1.1e — 004 0 3.5e — 005 0 9.0e — 004 | 1.2e — 015
0.6 | 2.2e — 004 | 1.1e — 016 | 8.4e — 005 | 5.6e — 017 | 3.6e — 003 | 1.1e — 015
0.7 | 5.5e — 004 0 1.1e — 004 | 5.6e — 017 | 1.8e — 002 | 2.4e — 015
0.8]1.2e—003 | 1.1e — 016 | 3.5e — 005 | 5.6e — 017 | 5.5¢ — 002 | 1.3e — 015
0.922e—-003|1.1e—016 | 2.3e — 004 | 1.1e — 016 | 1.3e — 001 | 1.5e — 014

lizerinde n=3 ve r=20,1,2

Sekil 5.4’te sunulan yontemin z,

verilmektedir.

Sekil 5.4:

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

= 2;5=0,1,...,n siralama noktalar

n=3 igin iterasyonlu nimerik cézimler

yaklagik ¢oziim sonuclar
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Ornek 5.3.4

1

+ /(w+t)y2(t)dt+ /(:c —ty(t)dt; -1 <z <1

-1 -1

20+ 7 — Tzt

lineer olmayan Fredholm-Volterra integral denklemini gozoniine alalim. Bu

denklemin tam ¢oziimii y(x) = 2x’dir.

Bu problemin sunulan yontem ile ¢oziimii i¢in ilk iterasyon fonksiyonu
yo(z) = 0 olarak belirlensin. Tablo 5.32’de artan n degerleri i¢in sunulan yéntemin
Ts= —1—1—%; s =0,1,...,n siralama noktalar:1 iizerinde hesaplanan ortalama hata
sonuglar1 verilmektedir. Buradan sunulan yontemin niimerik sonuclarinin artan

r noktalarina gore hizli yakinsadig sdylenebilir.

Tablo 5.32: Ornek 5.3.4 icin e, (n) ortalama hata analizi

n r=2 r=23 r=4 r=2=9 r==6

2 | 1.6e—001 | 3.7¢e — 002 | 3.1e — 003 | 2.6e — 005 | 7.1e — 008
4 | 8.2e—002| 6.4e — 003 | 4.2e — 005 | 1.7e — 007 | 6.5 — 008
8 | 5.0e — 002 | 1.6e — 003 | 1.5e — 006 | 2.6e — 007 | 1.1e — 007
16 | 4.1e — 002 | 1.1e — 003 | 4.2e — 007 | 3.5e — 006 | 9.5e — 007

Ornek 5.3.5 y(0) = 0 baslangic kosulu ile verilen

1 €T
y(x) =2z — 5 sin(z*) + /mZt cos(z?y(t))dt; 0 <z, t <1
0
lineer olmayan Volterra integrodiferansiyel denklemini g6zoniine alalim.

denklemin yukarida verilen kogullar altindaki tam ¢oziimii y(z) = z?dir.

Tablo 5.33’te sunulan yontemin L£?normu iizerinde yo (z)=0 ve
yo () = = olmak iizere iki farkli ilk iterasyon fonksiyonu secilerek elde edilen
hata sonuclar1 ile Block-Pulse fonksiyonlarini igeren Hybrid fonksiyonlarina
ve Lagrange interpolasyon polinomlarina dayali Hybrid yontemi (Marzban ve

Hoseini 2012) ile elde edilen hata sonuglarmin kargilagtirilmasi verilmektedir.
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T, = 2;5=0,1,...,n siralama noktalar iizerinde hesaplanmgtir.

Burada sunulan yontemin niimerik sonuclari silmeden ekleme teknigi kullanilarak,

Tablo 5.33: Ornek 5.3.5 igin e, (n) hatasinin karsilagtirilmasi

Sunulan Yontem Hybrid

Yo (x) =0 yo(z) =2 Yontemi
r=2 r=3 r=2 r=23 n=9 | 88e—012
2.9e — 012 | 2.9¢e — 017 | 6.1e — 017 | 2.5e — 016 | n =17 | 3.4e — 012
5.2e — 017 | 2.3e — 016 | 6.7¢ — 017 | 1.3e — 016 | n =19 | 2.1e — 013
2.8 — 016 | 1.3e — 016 | 2.9e — 017 | 2.4e — 017 | n =39 | 9.7e — 017

Bu tabloya gore daha kiiciik n ve r degerleri icin sunulan yontemin
niimerik sonuclari, diger yontemin niimerik sonuglarindan daha iyi ve daha
etkilidir. Ayrica ilk iterasyon fonksiyonu olarak daha yiiksek dereceli polinom
secimi ve r iterasyon degerinin arttirilmasi daha iyi sonuclarin elde edilmesine

onciiliik etmektedir.

Ornek 5.3.6 3 (0) = 0 baslangi¢ kosulu ile verilen z,t € [0, 1] olmak iizere

N |—=

1 x
y’(x):—y($)+2w+x2+%—3%+%fty3(t)dt— [ y*(t)dt
0 0

lineer olmayan Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denklemini gézoniine alalim.
Bu denklemin yukarida verilen kosul altindaki tam ¢oziimii y (z) = 2*'dir. Burada
g(z,y(@), v (@) = ¥ (@) +y@) =20 — 2 — & + 55, flo,ty(t) = (),
v(z,t,y(t) =y*(t), M = 3 ve Ay = —1 seklinde ifade edilebilir.

Baslangig kogullarini saglayacak sekilde iki farkl yo (z) = 0 ve yo (z) = =
ilk iterasyon fonksiyonu segilebilir. Daha yiiksek dereceli bir polinom oldugundan
bu denklemin niimerik ¢6ziimii igin ilk iterasyon fonksiyonunu y, (z) = z olarak

gozoniine alalim. Teorem 3.4.1 geregince, yukaridaki problemin matris bagintisi
(Gr’[)P + Gr,1PN_iFr,O + %Vr}O)YrJr]_ = Hm r = 0, 1,

olur. Burada z,€ [a, b] siralama noktalar1 olmak tizere P = [p; , ()], gy, =gy =1

oldugundan G,y = G, 1 = I,41,
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1 Ts
FT’,O = /3ty3 (t) Din (t) dt ) VT‘,O = / 2yr (t) Din (t) dt )
[ 0 0
B 1 Ts
H, = |[2z,+22+ n_ 1 + —/ [—2ty? (t)] dt — —/ [—y2 ()] dt
" B 10 32 4 " 2 "
| 0 0

seklinde tanimli matrislerdir.

Tablo 5.34’te amagclanan yontemin n =2 ve farkh r degerleri
igin r,=2;5=0,1,...,n swralama noktalar iizerinde silmeden ekleme teknigi
kullanilarak hesaplanan mutlak hata sonugclari ile ticgensel fonksiyonlar: kullanan
direk yonteminin (Babolian 2009) ve Sabit nokta yonteminin (Berenguer 2013)
hata sonuclar1 kargilagtirilmaktadir. Bu tablo, sunulan yontem ile elde edilen
niimerik sonuclarin kiigiik n degeri i¢in diger yontemler ile elde edilen niimerik
sonuclardan daha etkili oldugunu gosterir. Ayrica bu tablodan amaclanan

yontemin artan 7 iterasyon degeri i¢in daha hizli yakinsakliga ve daha yiiksek

dogruluga sahip oldugu soylenebilir.

Tablo 5.34: Ornek 5.3.6 icin mutlak hata analizi

n = 2 i¢in Sunulan Yéntem Uggelizlnf:ﬁﬂyon S?;;iﬁtd
T r=20 r=1 r=2 r=3 n =15 n=4
0.1 | 5.7¢e—004 | 1.8e — 008 | 2.5e — 017 | 6.1e — 018 9.8e — 004 2.9e — 005
0.2 | 8.7e — 003 | 2.9¢e — 008 | 3.5e — 017 | 9.0e — 018 7.0e — 004 1.2e — 005
0.3 | 1.0e — 003 | 3.6e — 008 | 4.2e — 017 | 1.1e — 017 7.4e — 004 9.0e — 005
0.4 | 1.1e — 003 | 4.0e — 008 | 4.6e — 017 | 1.2e — 017 1.1e — 003 3.1e — 004
0.5]9.3e—004 | 4.1e — 008 | 4.7e — 017 | 1.2e — 017 1.6e — 004 1.1e — 004
0.6 | 6.7¢e — 004 | 3.8 — 008 | 4.4e — 017 | 1.2e — 017 1.1e — 003 1.0e — 003
0.7 | 2.5e —004 | 3.2e — 008 | 3.8e — 017 | 1.0e — 017 8.2e — 004 2.0e — 003
0.8 | 3.0e — 004 | 2.2e — 008 | 2.9¢ — 017 | 7.6e — 018 8.2e — 004 2.9e — 003
0.9 | 1.0e — 003 | 8.4e — 009 | 1.6e — 017 | 4.2e — 018 1.1e — 003 1.1e — 003
1.0 | 1.8e — 003 | 8.4e — 009 0 0 1.5e — 004 1.8e — 003
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda esas amag; c¢esitli lineer ve lineer olmayan
diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemlerin niimerik c¢oziimleri
icin genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayali siralama yontemleri
gelistirmektir. Bernstein polinomlarina dayali niimerik yontemler {iretilirken

¢oziim fonksiyonunun [a, b] aralig) iizerinde siirekli olduguna dikkat edilmelidir.

Bolim 2.2’de lineer diferansiyel denklemlerin niimerik c¢oziimii igin
genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayali siralama yontemi geligtirilmigtir.
Bu yontemin kalan hatasi i¢cin Boliim 4.1’de Bernstein polinomlarinin diizgiin
yaklagimindan faydalanilarak hata sinir1 bulunmus ve hatanin sifira yakinsadigi
ispatlanmigtir. Boliim 5’te yontemin uygulabilir oldugunu gostermek igin gesitli
baglangic ve sinir deger problemleri gozoniine alinmistir. Ayrica bu yontem ile
elde edilen niimerik sonugclar, diger calismalarda yer alan yontemlerle elde edilen

niimerik sonuclarla kargilagtirilmigtar.

Bolim 2.3'te lineer Fredholm-Volterra integral denklemlerin ntimerik
¢oziimii icin genellestirilmis Bernstein polinomlarma dayal iki tip siralama
yontemi geligtirilmistir. Birinci tip swralama yonteminde sadece ¢oziim
fonksiyonuna Bernstein polinomlar ile yaklagim yapilirken, alternatif yontemde
¢oziim fonksiyonunun yanisira cekirdek fonksiyonlarimin da tek degiskene gore
Bernstein polinomlar1 ile yaklagimi gozoniine alinmistir.  Burada cekirdek
fonksiyonlarmin da [a,b] araligi tizerinde siirekli fonksiyonlar olmasma dikkat
edilmelidir. Birinci yontemin bir dezavantaji, bircok sayida integral hesaplamalar:
oldugu icin programin hesaplama siiresi uzamaktadir. Alternatif yontemde ise
integraller yerine Bernstein polinomlarinin temel 6zelliklerine dayali formiiller
kullanilarak, hesaplamalarda hiz, zaman ve iglem pratikligi agisindan verimliligin
saglandig1 goriilmiigtiir. Alternatif yontem icin bulunan sonuglar, yakinsamanin
¢ok yavas oldugunu gostermistir. Bu nedenle yontemin elverigsiz ve kullanima

uygun olmadigi sonucuna varilabilir. Boliim 4.2’de birinci yontemin kalan hatasi
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icin Bernstein polinomlarinin diizgiin yaklagim 6zelliklerinden faydalanilarak bir
hata sinir1 bulunmug ve hatanin sifira yakinsadigi ispatlanmistir. Boliim 5’te iki

yontemin de uygulanabilir oldugunu gostermek icin cesitli érnekler ele alinmigtar.

Bolim 2.4te en genel gosterime sahip lineer Fredholm-Volterra
integrodiferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimii i¢in genellestirilmis Bernstein
polinomlarina dayali bir siralama yontemi gelistirilmistir. Boliim 4.3’te Bernstein
polinomlarinin diizgiin yaklagim ozellikleri gozoniine alinarak, iiretilen yontemin
hata smirlar1 ve yakinsakligi incelenmistir. Bolim 5te sunulan yontemin

uygulanabilirligini ve kesinligini gosteren birkag ornek ele alinmigtir.

Bolim 3’te kuasilineerlestirme teknigi kullanilarak, lineer olmayan
diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemler tekrarli olarak lineer
denklemlerin bir dizisi seklinde ifade edilmistir. Daha sonra bu lineer denklemleri
¢ozmek icin genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayali siralama yontemi
iiretilmigtir. Bolim 5’te iiretilen yontemin uygulanabilirligi ve dogrulugu cesitli

ornekler ele alinarak test edilmistir.

Basglangi¢ ve sinir deger problemleri i¢in 6nerilen yontem ile egit aralikh

Tg= a—l—@ ve esit aralikhi olmayan xS:(aer)_(b;a)cos(%) siralama noktalar:

kullanilarak elde edilen sonuclar, diger siralama noktalar1 kullanilarak elde edilen
sonuglara gore daha etkilidir. Ayrica araligin her iki ug noktasin igeren siralama
noktalar: iizerinde hesaplanan niimerik sonuclarin, araligin her iki u¢ noktasim
icermeyen siralama noktalar: iizerinde hesaplanan niimerik sonuclardan daha iyi

oldugu yargisina varilabilir.

m. mertebeden bir denklemin verilen kosullar altindaki tam ¢oziimii n.
dereceden polinom tipli bir fonksiyon ise n = m i¢in en iyi hata sonuclar1 elde
edilmig, ancak n > m i¢in hata sonuglarinin sayisal olarak biiyiidiigii gozlenmigtir.
Ancak tam ¢oziim polinom tipli bir fonksiyon degilse n degeri arttikca daha iyi

hata sonuglarinin elde edildigi goriilmiistiir.

Boliim 2.5 ve 3.5’te deginilen ¢oziim yontemleri igerisinde n’nin kiiciik

degerleri i¢in silmeden ekleme teknigi, n'nin degeri biiyiidiikce ise silerek ekleme
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teknigi daha iyi sonuglar vermistir.

Baslangi¢ deger problemleri igin eger kosullar araligin sol u¢ noktasinda
tanimli ise son satirlar1 silerek ekleme teknigi, eger kosullar araligin sag ug
noktasinda tamimh ise ilk satirlar1 silerek ekleme teknigi daha etkili sonuglar

vermigtir.

Siir deger problemleri i¢in eger kogullar arahigin iki ug¢ noktasinda
verilmigse, esit aralikli noktalar gozoniine alindiginda genel olarak n’nin kiigiik
degerleri i¢in bastan ve sondan silerek ekleme teknigi daha etkili iken, n’nin artan
degerleri icin ortadan silerek ekleme tekniginin daha etkili oldugu goriilmiigtiir.
Diger yandan esit aralikli olmayan noktalarda bastan ve sondan silerek ekleme

teknigi ile hesaplanan niimerik sonuclar daha etkilidir.

Lineer ve lineer olmayan denklemler icgin tiretilen Bernstein siralama
yontemi ile elde edilen niimerik sonuglar, diger caligmalarda yer alan niimerik
sonuclarla kargilagtirilarak, genel olarak amaclanan yontemin verimli ve etkili

oldugu ortaya koyulmustur.

Uretilen yontem; problemlere kolay uygulanabilir, bilgisayar ortammda

kolay hesaplanabilir ve zamandan tasarruf saglar.

Lineer denklemler igin iiretilen siralama yonteminin niimerik sonuclari,
diger yontemlerin niimerik sonuclarina gore yeterince biiyiik n degerleri icin daha
hizli yakinsama ve yiiksek dogruluga sahiptir. Bunun yanisira lineer olmayan
denklemler i¢in iiretilen siralama yénteminde ilk iterasyon fonksiyonunun polinom
tipli bir fonksiyon olmasi gerekmez. Ancak ilk iterasyon fonksiyonunun yiiksek
dereceden bir polinom olarak se¢ilmesi, niimerik sonuclarin artan r iterasyonlari

i¢in ¢ok hizh bir gekilde yakinsadigin1 gostermigtir.

Bu tezde yapilan calismalar, gesitli konferanslarda sunulmus, ulusal ve

uluslararasi dergilerde yayimlanmigtir.

Sonug olarak tiim bu olumlu ¢gikarimlar dogrultusunda, lineer ve lineer

olmayan diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemlerin ¢oziimleri icin
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iiretilen genellestirilmis Bernstein polinomlarima dayali siralama yontemi, fark
denklemleri, kesirli denklemler, kismi tiirevli denklemler gibi diger tiir lineer ve
lineer olmayan denklemleri iceren problemlere uygulanabilir. Bunun yanisira
lineer denklemler igin aragtirilan Bernstein polinomlarinin diizgiin yaklagimina
dayali hata analizleri, lineer olmayan denklemler icin de aragtirilabilir. Lineer ve
lineer olmayan denklemlerin niimerik ¢oziimii i¢in ¢oziim fonksiyonunun tanimh
oldugu aralik sonsuz araliga genisletilerek Bernstein polinomlarina dayali yeni

yaklagimlar tizerine ¢alismalar yapilabilir.
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9. EKLER

EK A

Ornek 5.2.1. ile verilen

baglangic deger probleminin, Boéliim 2’de deginilen genellegtirilmis Bernstein
polinomlarina dayali siralama yontemi ile ¢oziimii i¢cin Matlab programinda

geligtirilen 6rnek algoritma agagidaki bigimdedir:

clear all
cle
Syms X
n=input(’n degeri giriniz:’);
% Denklemin mertebesi
m=4;
% Denklemin tanimli oldugu araligin ug noktalar
a=0;
b=1;
% Siralama noktalar1 se¢imi
i=0:n;
col=a+(b-a)*i/n;
% Matrislerin boyutlar:
P=zeros(n+1,n+1); G=zeros(n+1,1); N=zeros(n+1,n+1);
% Siralama noktalar1 iizerinde genellegtirilmis Bernstein polinomlar1 ve baz
formlarimin tanimi
for j=1:n+1;
p(j)=1/(b-a) “n*factorial(n)/(factorial(j-1)*factorial(n-j+1))
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*(x-a) " (j-1)*(b-x) " (n-(j-1));
P(i+1,j)=subs(p(j),col(i+1));
end
P;
% Denklemde yer alan kaynak fonksiyonunun siralama noktalari iizerinde G
matrisi ile gosterimi
for i=1:n+1
G(i)=col(i)-1;
end
G;
% Teorem 2.1.3 ile verilen N matrisinin siralama noktalar: iizerinde gosterimi
for i=1:n+1
for j=1:n+1
if i==j-1
N(i)=(n-i+1)/ (b-a);
elseif i==j;
N(i,j)=(2%(-1)-n)/ (b-a);
elseif i==j+1
N(i)=-(i-1)/(b-a);
end
end
end

N.

Y

% Teorem 2.2.1 geregince elde edilen W katsayilar matrisinin gosterimi
W=P*N"4+P*N"3;

LO0=1;

L1=-1;

L2=2;

L3=-2;

U0=P(1,);

U1=U0*N;

U2=U1*N;
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U3=U2*N;

% Silmeden Ekleme teknigi
WW=[W;U0;U1;U2;U3];
GG=[G;L0;L1;L2;L3];

% Arttirilmig matrisin ¢oziimii
Y=linsolve(WW,GG);

% Ilk satirlan silerek ekleme teknigi
i=0:n-m;

w=W(i+m+1,:);

g=G(i+m+1,:);
WW=[U0;U1;U2;U3;w];
GG=[LO;L1;L2;L3:g];
Y=linsolve(WW,GG);

% Bastan ve sondan silerek ekleme teknigi
i=0:n-m;

w=W(i+m-1,:);

g=G(i+m-1,);
WW=[U0;U1;w;U2;U3|;
GG=[LO;L1;g;L2;L3);
Y=linsolve(WW,GG);

% Son satirlar silerek ekleme teknigi
i=0:n-m;

w=W(i+1,:);

g=G(i+1,);
WW=[w;U0;U1;U2;U3|;
GG=[g;L0;L1;L2;L3];
Y=linsolve(WW,GG);

% Ortadan silerek ekleme teknigi

j=1mn+1;
for i=1:n
if n==2%
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W(n/2,)=U

W(n/Q—i—l,J) =U2;

W(n/2+2,J) =U3;

G(n/2- 1)

Gln/2)=L

G(n/2+1)

(n/2+2)=L3;

elseif n==2%i+1
W((n-1)/2-1,j)=T0;
W((n+1)/2,j)=U1
W((n+1)/2+1j)=U2;
W((n+1)/2+2,j)=U3;

G((n+1)/2-1)=L0;
G((n+1)/2)=L1,;
G((n+1)/2+1)=L2;
G((n+1)/2+2)=L3;
end
end
Wi

Y=linsolve(W,G);

% Problemin iiretilen yontem ile elde edilen yaklagik ¢oziimii
y_n=p*Y;

%Problemin gercek ¢oziimii
y=1-x+x"2-x"3/34+x"4/24;

% Siralama noktalar tizerinde mutlak hata
e_n=abs(subs(y-y _n,col));
fprintf(’e_n=%1.2g\n’,e_n);

% Siralama noktalar: iizerinde maksimum hata
e_max=norm(e_n,inf);

fprintf(’e max=%1.2g\n’,e max);

% Siralama noktalar iizerinde bagil hata

e bagil=e n/abs(subs(y,col));
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fprintf(’e bagil=%1.2g\n’,e _bagil);

% Siralama noktalar iizerinde ortalama hata
e_ort=mae(e_n);

fprintf(’e _ort=%1.2g\n’,e_ort);

% Siralama noktalar: iizerinde ortalama kare hata
e_kare=mse(e_n);

fprintf(’e _kare=%1.2g\n’,e_kare);

Siralama noktalar: tizerinde ortalama kare hatanin karekokii
e _kok=sqrt(e_kare);
fprintf(’e_kok=%1.2g\n’,e_ kok);

Katsayilar matrisinin kogul sayist

K=cond(WW);

fprintf('K=%1.2g\n’,K);
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EK B

Ornek 5.3.6’da y (0) = 0 baslangi¢ kosulu ile verilen z,¢ € [0, 1] olmak

lizere
1 x
y’(:v):—y($)+23:~|—a:2+%—3%+i{ty3(t)dt—%{y2(t)dt

lineer olmayan Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denkleminin, Boliim 3’te
bahsedilen genellestirilmis Bernstein polinomlarina dayali siralama yontemi
ile coziimii icin Matlab programinda gelistirilen ¢rnek algoritma agagidaki

bicimdedir:

clear all
cle
Ssyms t
n=input('n degeri giriniz:’);
a=0;
b=1;
i=0:n;
col=a+(b-a)*i/n;
P=zeros(n+1,n+1);F=zeros(n+1,n+1);V=zeros(n+1,n+1);
N=zeros(n+1,n+1);G=eye(n+1,n+1);H=zeros(n+1,1);
for j=1:n+1;
p(j)=1/(b-a) “n*factorial(n)/(factorial(j-1)*factorial(n-j+1))
*(t-a)~(-1)*(b-t) ~ (n-j+1);
P(i+1,j)=subs(p(j),col(i+1));

end
p;
for i=1:n+1
for j=1:n+1
if i==j-1
N(i)=(n-i+1)/ (b-a);
elseif i==j;
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N(1,j)=(2*(i-1)-n)/ (b-a);
elseif i==j+1
N(i,j)=-(-1)/(b-a);
end
end
end
N;
% Problemin gercek ¢oziimii
y=t"2;
% Ilk iterasyon fonksiyonunun secimi
% y0=0;
% y0=t;
s=1:10;
t_s=s/10;
% Iterasyon ile denklemin yaklasik ¢oziimiinii bulma islemleri
r=0;
total=4;
while r < total
for i=1:n+1
for j=1n+1
H(i)=double(int(y0~2,t,0,col(i))) /2-double(int (t*y0~3,t,0,1)) /2
+2%col(i)+col(i)~2+(col(i)~5,/10)-(1/32);
F(i,j)=3*double(int(t*y0~2*p(j),t,0,1));
V(i,j)=2*double(int(y0*p(j),t,0,col(i)));
end
end
W=G*P+G*P*N-1/4*F+1/2*V;
U0=P(1,);
LO=0;
WW=[W;U0];
HH=[H;L0J;
Y=linsolve(WW HH);
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% Problemin, iiretilen yontem ile elde edilen yaklagik ¢oziimii
y_n=p*Y;

% t__s noktalar iizerinde hesaplanan mutlak hata
e _n=abs(subs(y-y_n,t_s));

% r. iterasyon fonksiyonu i¢in siralama noktalar: tizerinde mutlak hata
E_r=abs(subs(y_n-y0,col));
yO=y_n;
r=r+1;
fprintf('r=%1.0f\n",r);
fprintf(’e_n=%1.2g\n’,e n);
fprintf"E_r=%1.2g\n"E_r);

end
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