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OZET

BALANS SAYILARI VE PELL DENKLEMLERI
YUKSEK LISANS TEZi
DENiZ KARADAG
PAMUKKALE UNIiVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR MUSTAFA ASCI)
DENIZLIi, HAZIRAN - 2017

Bu tez temel olarak dort ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde
sayilar teorisindeki temel tanim ve teoremler verildi. Ayrica indirgeme bagntisi,
Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ve bunlara iligkin indirgeme bagintilari, Binet
Formiilleri ile iirete¢ fonksiyonlar1 olusturuldu.

Ikinci bélimde x*—dy?> =1ve x> —dy*> =N tipindeki Pell denklemleri
tanimlanarak c¢oziimlerinin varligi lizerinde duruldu. Bu boliimde ayrica siirekli
kesir kavram tanimlanarak ~/d nin siirekli kesir agihmi yardimiyla x* —dy? =1

ve x*—dy?=N tipindeki Pell denklemlerinin temel ve genel ¢dziimlerine

ulasildi.

Uciincii boliimde Balans ve Kobalans sayilari tanimlanarak Balans ve
Kobalans sayilar1 i¢in kriterler ortaya kondu. Balans ve Kobalans sayilarinin
indirgeme bagintilari, Binet Formiilleri ve de iirete¢ fonksiyonlari verildi. Bu
boliimde ayrica Lucas-Balans , Lucas-Kobalans sayilar1 tanimlanarak indirgeme
bagintilar1 ile Binet Formiilleri verildi.

Dérdiincii boliimde Gapli Balans say1 ve k-Gapli Balans say1 tanimlari
yapilarak 2-gapli, 3-gapli, 4-gapli, 5-gapli Balans sayilar1 i¢in Binet Formiillerine
X2 =2y*=7 , x*-8y*=17 , x*—2y*=31 , x*—8y*=49 genel Pell
denklemlerinin genel ¢Ozlimleri ile baglanti kurularak ulasildi. Ayrica,
k=2,3,4,5 igin k-gapl Balans sayilar1 ile Lucas Balans ve Lucas Kobalans

sayilar1 arasindaki bagintilara ulasildi.

ANAHTAR KELIMELER: Pell denklemleri, Siirekli Kesirler, Balans
sayllari, Kobalans sayilari, Lucas-Balans sayilari, Lucas-Kobalans sayilari



ABSTRACT

BALANCING NUMBERS AND PELL EQUATIONS
MSC THESIS
DENiZ KARADAG
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:ASSOC.PROF.DR. MUSTAFA ASCI)
DENIZLi, JUNE 2017

This thesis is mainly composed of four main sections. In the first section,
basic definitions and theorem in number theory are given moreover, recurrence
relations, Fibonacci and Lucas numbers sequence and related recurrence relations,
besides Binet and Generating functions are formed.

In the second part of the study, X* —dy* =1 and x* —dy> =N type Pell

equations are identified and thus the presence of solutions are dwelled on.
Besides, in this sections, by identifying the consept of continued fraction with the

help of Jd ’s continued fractions expansion, fundemantel and general solutions
of x* —dy? =1 andXx* —dy? = N type Pell equation are obtained.

In the third section of the study , Balancing and Cobalancing numbers are
defined to intoduce a criteria. In addition, recurrence relations of Balancing and
Cobalancing numbers, Binet formulas and generating functions are given. Here
also Lucas-Balancing, , Lucas-Cobalancing are defined and Binet formulas with
reccurance relations are given.

In forth and last section, by defining Gap Balancing numbers and k-Gap
Balancing numbers for k=2,3,4,5 , the Binet formulas X*—2y?*=7 ,
x> —8y? =17, x*—2y?>=31, x> —8y?> =49 are obtained by correlating with
general solutions of general Pell equations. Moreover, for k=2,3,4,5 , the

relations between K — Gap Balancing numbers and Lucas-Balancing , Lucas-
Cobalancing numbers are archieved.

KEYWORDS:Pell equations, Continued fractions, Balancing numbers,
Cobalancing numbers, Lucas-Balansing numbers, Lucas-Cobalancing
numbers
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SEMBOL LiSTESI

Dogal Sayilar Kiimesi ={1,2,3,...}

Tam Sayilar Kiimesi

Reel Sayilar Kiimesi

a, b’yi boler

n. Fibobacci Sayist

n. Lucas Sayis1

Fibonacci Say1 Dizisinin Ureteg Fonksiyonu
Lucas Say1 Dizisinin Urete¢ Fonksiyonu
n. Balans Sayist

n. Lucas Balans Sayisi

n. Kobalans Sayisi

n. Lucas Kobalans Sayisi
n’nin r’li kombinasyonu

x’in mutlak degeri
x’in taban fonksiyonu
x’in tavan fonksiyonu
n. Uggensel say1

a ile b nin en biiyiik ortak bdleni

Genel terimi &, olan say1 dizisi
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1 GIRIS

Matematikte reel say1 dizileri, barindirdiklar1 ozellikler ve bu o6zelliklerin
uygulama alanlari itibariyle 6nemli bir yere sahiptir. Fibonacci 1175 -1250 yillar
arasinda yasamis bir Italyan matematikcidir. Babasinin isi sebebiyle bir cok Arap
ve Dogu sehrini gezme imkani1 bulan Fibonacci, oralarda kullanilan Arap ve Hint
say1 sistemlerini inceleme imkani bulmustur. Bu say1 sisteminin kolayliklarim
goriip o zamanlar Italya’da kullanilan romen rakam say: sistemini degistirmeye
ugrag vermistir. Bu amacla "Liber Abaci" isimli eserini ortaya koymustur. Bu
eserinde bu say1 sisteminde dort iglemi agiklamig ayrica eserinde cebir ve geometri
alanindaki calismalarina da yer vermistir. Fibonacci'nin bugiinkii tinii bu kitapta
yer alan bir zeka sorusundan kaynaklanir. Fibonaccinin zeka sorusu ; Bir ¢ift
(1 erkek 1 disi) tavsanin bulundugu bir ¢iftlikte bu tavsan ¢ifti 1 aylikken geng
olduklarindan {ireyemiyorlar. Fakat ikinci ayin sonunda iireme yetenegine sahip
olup iiriiyorlar. Kabul edilsin ki her ay yetigkin ¢iftler iireyip cogalmaya devam
ederlerse her ayin sonunda kag ¢ift tavsan bulunur? Problemin ¢oziimiine iligkin
tavsan ciftlerinin sayis1 1,1,2,3,5,8,13,21,...  seklinde bir say1 dizisi iirettigi
goriilecektir. Bu sayilara Fibonacci sayilari, diziye de Fibonacci dizisi denir.
Problemdeki Fibonacci say1 dizisini n > 1 i¢in Fy = 1, F} = 1 baglangic kosullarim
diistinerek F),., = F,, + F},_; seklinde tanimlamak da miimkiindiir. Bu durumda
sayillar teorisinde diziyi indirgeme bagintisi yardimiyla tiim terimlerine
hiitkmedecek sekilde incelemek de miimkiin olmustur. Benzer sekilde Fransiz
matematik¢i Edouard Lucas (1842-1891) tarafindan, Lucas say1 dizisi Ly = 2,
Ly, = 1 baslangi¢ kosullar1 ve n > 1 i¢in L,y = L, + L,,_; indirgeme bagintisi
tanimlamigtir. Lucas say1 dizisinin Fibonacci say1 dizisi ile pek cok baglantisi
yapilan caligmalarla ortaya c¢ikarilmigtir. Fibonacci sayilar1 dogadan sanata

mimariden miihendislige bir ¢ok alanda kendine yer edinmistir.

1999 yilinda Behera ve Panda, Balans sayr kavramini tanimlamiglardir.
Yapilan calismalarda Balans say1 dizisinin ayni Fibonacci ve Lucas say1 dizileri
gibi indirgeme bagintilarina, binet formiillerine ulagsmiglardir. Boylelikle Balans

say1 dizisinin genel ozelliklerine ulagmak miimkiin olmustur. Balans sayilarindan



baska Lucas-Balans say1 dizisi, Kobalans say1 dizisi, Lucas-Kobalans say1 dizisi

tanimlamalar: da yapilarak birbiriyle olan iligkileri ortaya konmustur.

Bu c¢alismada, Fibonacci ve Lucas sayr dizileri gibi Balans say1 dizisi,
Lucas-Balans say1 dizisi, Kobalans say1 dizisi, Lucas-Kobalans say1 dizisi
tanimlar1 verildi. Bir dogal saymin bu say1 dizilerine ait olma sartlar1 ortaya
kondu. Ayrica sartlari saglayan dizinin terimlerine ulagmak i¢in Pell denklemi ve
Genel Pell denklemi tanimlamasi yapildi. Stirekli kesirlerin Pell denklemlerinin
¢oziimii ile olan iligkisi arac olarak kullanilarak bu say1 dizilerine ait indirgeme
bagintilar: ile Binet Formiilleri olugturuldu. Calismanin son boéliimiinde gaph
Balans say1 tanimi verilerek Pell denklemleri yardimiyla gapli Balans say:
dizilerinin tiim terimleri bulunarak Balans say1 dizisi, Lucas-Balans say1 dizisi,

Kobalans say1 dizisi, Lucas-Kobalans say1 dizisi ile olan iligkileri ortaya konmustur.



1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Caligmanin bu boliimiinde, ileri boliimlerde kullanilacak tanim ve teoremlere

yer verilmigtir.

Tanim 1.1.1: {a,} reel sayis1 dizisi, k € N, f : N x N¥ — R olmak iizere,
ap = f(naan—lvan—%an—?n -"yan—k) (11)

fonksiyonuna k. mertebeden bir indirgeme bagintisi denir.

Indirgeme bagintisi (1.1) esitligiden de goriilecegi tizere, dizinin her bir teriminin

kendisinden 6nceki bir takim terimlerin fonksiyonu olarak ifadesini icermektedir.

Tanim 1.1.2: a3 (n), az(n), az(n), .., ax(n) ve h(n) N den R tanimh

fonksiyonlar, a; # 0 olmak iizere,
An+1 = ai (TL) An,kJrl + a9 (TL) An,kJrQ + ...+ ag (n) An + h (Tl) (12)

bagintisina k. mertebeden degisken katsayili lineer indirgeme bagintisi denir.

Eger ki (1.2) esitliginde, a;(n) = ¢; (1 <i<k) ler ve h(n) = hg sabit

fonksiyonlar ise

An-i—l = ClAn—k—i-l + CQAn_k+2 + ...+ CkAn + ho (13)

ifadesine k. mertebeden sabit katsayili lineer indirgeme bagintisi denir.

Eger ki (1.3) esitliginde hy = 0 ise

An—l—l = ClAn—k—H + CQAn_k+2 + ...+ CkAn (14)

ifadesine k. mertebeden sabit katsayili homojen indirgeme bagintis1 denir.



Teorem 1.1.1: {a,} reel dizisinin indirgeme bagintis,

Ay = CLp—1 + Coly—_2 (1.5)

seklinde verilsin. Bu durumda,
2 —cr—cy=0 (1.6)

denklemine indirgeme bagintisinin karakteristik denklemi denir. Bu denklemin

birbirinden farkh kokleri de oy ve g olsun. Bu durumda (1.5) bagintisinin genel

¢Ozumi;
a, = A.af + B.aj (1.7)
olur.
Ornek 1.1.1:
a; = 7
Ay = 1
ap, = ap_1+6a,2 (n>2)

indirgeme bagintisina sahip dizinin genel ¢oziimiinii bulalim.

Indirgeme bagmtisinin karakteristik denklemi 22 — 2 — 6 = 0 seklinde olup

kokleri oy = 3 ve ag = —2 bulunur. Buradan genel ¢oziim,

a, = A3"+ B.(-2)"

seklinde olacaktir. Baglangic kogullar1 saglatilirsa ; A = 1 ve B = —2 bulunur.
Genel ¢oziim,

a, =3"—=2.(-2)" (n>2)

seklinde olur.



Teorem 1.1.2:

{a,} reel say1 dizisi ¢, ¢z, € R sabitler olmak iizere,

Qp = C1Gp—1 + Colp_2

sabit katsayili lineer homojen indirgeme bagintisinin karakteristik denklemi

22— —cg =0

olsun. Bu denklemin kokleri a; = ay = v ise (1.8) in genel ¢oziimii

a, = (A+ B.n)a"

seklindedir.
Ornek 1.1.2:
a1 = 1
Ay = 3
a, = 4a,_1—4a, 2 (n>2)

indirgeme bagintisina sahip dizinin genel ¢oziimiini bulalim.

Indirgeme bagintisinin karakteristik denklemi

22 —dr4+4=0

buradan kokleri a; = ag = 2 bulunur. Buradan genel ¢oziim,

a, = (A+ Bn).2"

1

(1.8)

(1.9)

1
seklinde olacaktir. Baslangic kosullar1 saglatilirsa ; A = 1 ve B = 1 bulunur.



Genel ¢oziim

e
ap, = (14mn).2"?

seklinde olur.

Tanmim 1.1.3: Fibonacci say1 dizisi, Fy = 0, F} = 1 baglangi¢ kosullar1 ve n > 2
icin

F,=F, 1+ F, 2 (1.10)
indirgeme bagintisi ile belirlenmistir. Gosterimde, F), ile n. Fibonacci sayis1 ifade

edilir.

Tamim 1.1.4: Lucas say1 dizisi, Ly = 2, L; = 1 baglangi¢ kosullar1 ve her n > 2
icin

Ly =1Lp 1+ Ln_s (1.11)

indirgeme bagmtisi ile belirlenmistir. Gosterimde, L, ile n. Lucas sayis1 ifade

edilir.

Tanim 1.1.5: n € N olmak tizere

n.(n+1)

T, =1+2+3+...+n= 5

sayisina n. Ucgensel say1 denir.

Tanim 1.1.6: n € N olmak {izere,
P,=n.(n+1)

formundaki sayilara Pronik say1 denir. P, =2, P, = 6, P3 = 12, P, = 20 sayilan

birer Pronik sayidir.



Teorem 1.1.3: (Fibonacci ve Lucas Sayilar: Binet Formiilleri) F,,, Fibonacci

dizisinin n. terimi olmak {izere, karakteristik denklemi ;

P —x-1=0

olup kokleri,

._
_l’_
=

a = (Altmn Oran)

—
| [\
E

g = (Giimiig Oran)

(@) L, = a"+p"

ispat.
(i) F, = F,,_1 + F,_» indirgeme bagmtisinin karakteristik denklemi,

?—r—-1=0

seklinde olup kokleri,

bulunur. Genel ¢oziim,

145\ 1-v5\
o) ()

seklinde olur. Fibonacci say1 dizisi i¢in baglangic kosullar1 Fy = 0, F; = 1

1
co = ———= o halde Fibonacci say1 dizisi i¢cin Binet Formulii,

V5 V5

oL (1evB)" 1 (1-vBY
"B 2 NG 2

saglatilirsa, ¢; =




1 5 1—+5
elde edilir. Ayrica a = +2\/— , B = 2\/_ ise @ — B = /5 oldugu da goz
Oniine alinirsa,
Fo 0
a—p

elde edilir.

(i) L, = L,_1 + L,_» indirgeme bagintisinin karakteristik denklemi,

P —r—-1=0

seklinde olup kokleri,

bulunur. Genel ¢oziim,

1+v5) 1-v5\
o

seklinde olur. Lucas say1 dizisi i¢in baglangic kogullann Ly = 2 |, L; = 1

saglatilirsa, c; = 1, ¢y = 1 o halde Lucas say1 dizisi i¢in Binet Formulii,
1 n 1 _ n

Ln:an—i_ﬁn

bulunur.

Teorem 1.1.4 : F), Fibonacci say1 dizisinin n. terimi olmak iizere,
Fo1Fp— F2=(-1)" , n>1 (Cassini Ozdesligi)

dir.

Ispat. Tiimevarim prensibi geregi,



n=1icn FyFy — F?=0.1—1=(—1)" dogrudur.

n=kigin Fj_1Fj — F¢ = (—1)k dogru kabul edelim.

n=Fk+1icin

FyFrpo — F2oy = (Fryr — Fro1) (Fi + Frqa) — F2

= FpFyr + F2oy — FioaFy — Fea Froq — F2

= FiFp1 — Fpoi Fe — FE — (—1)F

= FFpi1 — By (Fro1 + Fi) + (—1)FH

= FyFii1 — FyFyq + (=1)F

— (_1)k+1

0zdesligin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 1.1.5: (Fibonacci Say1 Dizisi Ureteg Fonksiyonu)

Fl == F2:1

Fn = Fn—1+Fn—27 (n23)

indirgeme bagintisi ile tanimlanmig Fibonacci say1 dizisinin elemanlarini iireten

iireteg fonksiyonu
x

g(ﬂﬂ)Z—l_%_:g2

9



seklindedir.

Ispat. Fibonacci dizisinin tirete¢ fonksiyonunu g (z) ile gosterecek olursak,

g(x)=>2 Fa"
= Fo+ B2+ Y00 Fya”
= le + FQJIZ + 220:3 (Fn—l + Fn_g) ZE”
= Fl.’L' -+ F2£L'2 + ZZO:?) Fn,lx” + Zzo:?) Fn,2$n
=z + 22 +xZan"+xzanx”
n=2 n=1
=z+2’+2 (ZFnajn—x> +:1:22an"
n=1 n=1

=z+ 22+ x(g(z) —x)+ 229 (x)

=r+ 22+ xg(x) — 2%+ 229 (v)

elde edilen esitlik diizenlenirse,

1—2—22

10



elde edilir. Simdi de iireteg fonksiyon yardimiyla Fibonacci indirgeme bagintisinin

genel ¢ozlimii olan Binet Formuliine ulagacagimizi gorelim.

l—z—2? = (1—1+\/5x> (1—1_\/333)
2 2

= (1—ax)(1-fr)

yazilabileceginden,
T C1 Co

1—3:—332_1—@1:+1—ﬁx

1 1
gerekli iglemlerle ¢; = —, ¢y = ———= elde edilir ki
Vb V5
1 1
) 5
g (x) V5, 5

T 1-ax 1—pz

1 & 1 &
g\x 520&1‘ \/5; X

son olarak,

elde edilir.

Teorem 1.1.6: (Lucas Say: Dizisi Ureteg Fonksiyonu)

Ll — 1, L2:3,

L, = Lp1+ Ln—Qa (TL > 3)

11



indirgeme bagintisi ile tanimlanmig Lucas say1 dizisinin elemanlarini iireten tireteg

fonksiyonu
T+ 222
h =
(z) 1—x— 22

seklindedir.

Ispat. Lucas say1 dizisi icin iirete¢ fonksiyon h (z) olsun.
h(z) =3 2 Lnz"

=Liz+ Lyg® + Y oo s Lya™
=z +32°+ Y 7 o (Lno1 + Ly_g) 2"
=2+ 307 + 30 L2 + 3000 Lnaa”
=x+322+ad> C  Lyqa" 22y 0 o Ly ga"
=z +3t+ad 2, Ly +a?y 7 Lya”
=x+322+z (307 Lya™ —x) + 2% > 7 Lya”
=x+20*+ady 0 L™+ a2y 7 Lya”

=+ 222 + zh (z) + 2%h ()

12



h(z) =z +22° + zh (x) + 2°h (2)

buradan,

h(x) =

elde edilir.

13



2 PELL DENKLEMLERI

2.1 Pell Denklemlerinin Tarihcgesi

Diafantos, Milattan sonra 325 yillarindan sonra Roma’da yagsamig Yunan
matematikcidir.  Diafantos, ozellikle cebir alaninda kokleri tamsayilar olan
denklemlerin ¢oziimleri iizerine caligmalar yapmigtir. Bu sebepledir ki kokleri
tamsayilar olan polinom yapidaki denklemler Diofant denklemler olarak
adlandirilmigtir. Bu tipteki denklemler yiizyillarca matematikcilerin ilgi alanina
girmis ve iizerinde bir ¢ok ¢alisma yapilmistir. Diofant denklemlerin 6zel bir hali

olan Pell denklemi, d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak {izere,
22 —dy* =1

goziimleri (x,y) € Z X Z olan denklemdir.

Pell denklemleri iizerine Brahmagupta’dan ¢nce Diafantos ve Argimed de
galigmalar yapmigtir. Argimed’in Cattle problemi {iizerine yaptigi caligmasinin
bir asamasinda Pell denklemi ile karsilagilmasi ve ¢oziim sunulmasi konu ile

ilgilendigini gostermektedir.

Hintli astronom ve matematik¢i olan Brahmagupta (598-670) Pell Denklemleri
iizerine ciddi anlamda derinlemesine ¢alisma yapan ilk kigiydi.
Eger (a,b) ve (c,d) ikilileri 2?2 — dy? = 1 formundaki Pell denkleminin birer
goziimleri ise (bc £ ad , bd £ nac) ikilileri de birer ¢oziimdiir.
Eger (a,b) ikilisi 22 — dy* = 1 denkleminin bir ¢oziimii ise (2ab, b* + na?) ikilisi
de bir ¢coziimdiir.

Teoremleri ile "Pell denklemlerinin bir ¢6ziimii varsa sonsuz ¢oziimii vardir."
yargisina ulagmasi Brahmagupta’nin konu iizerine ne kadar onemli bulgulara

ulagtiginin da bir gostergesidir.

Brahmagupta’dan sonra Pell denklemleri {izerine ¢aligan bir diger kisi de

Hintli matematikgi ve astronom Bhaskara II (1150) dir. Bhaskara I, (1,m) Pell

14



denkleminin agikar bir ¢oziimii iken z = (am +b) /k , y = (bm + na)® ¢oziimleri
nz?+ (m? — n) /k = y* Pell denkleminin ¢oziimleri oldugu oldugunu kesfetmistir.
Pell denklemlerinin ¢oziimleri iizerine katki sunan bir diger kisi de Narayana’dir.

Narayana Bahaskaranin gelistirdigi metoda yeni 6rnekler eklemistir.

Avrupali matematikgiler, Hintli matematikgilerin kendilerinden 500 y1l kadar
oncesine dayanan caligmalar: oldugundan haberdar degillerdi. Pell denklemleri
Fermat’in yayinladigi teoremlerle sayilar teorisinde ilgi odagi haline gelmistir.
Tarihler 1657 yilimn Subat ayimi gosterdiginde Fermat’in yaymladign d € Z*
olmak tizere dy? + 1 nin tamkare olmasin saglayacak y tamsayilarinin bulunusu
problemi bizi yine 2?2 — dy? = 1 sartim saglayan y degerlerinin bulunusuna
gotiiriir ki Pell denklemi burada problemle ugrasanlarin dikkatinden kagmamaigtir.
Fermat’in yayinladigi problemlere bir cok matematikgi ¢oziim tiretmeye ¢aligmigtir.
Bu denklemlerin ¢oziimii {izerine ugragan matematikcilerden bazilar1 Frenicle de
Bessy , Brouncker ve Wallis’tir. Brouncker, Pell denklemlerine Lagrange'nin
sundugu stirekli kesirler yaklagimina benzer bir ¢oziim geligtirmistir. Stirekli

kesirler yaklagimi konseptini Lagrange ortaya koymus ve ispatlamigtir.

1658 de Rahn, John Pell’in de yardimiyla iceriginde Pell denklemi barindiran
bir cebir kitabi yaymlamigtir. Pell Denklemlerine ismini veren John Pell’in
denklem ile tek ilgisinin bu oldugu bilinmektedir. Euler, bu konu {izerine ¢aligma
yapan ilk kigi John Pell (1611-1685) olmamasina ragmen bu formdaki denklemlere
onun ismini vererek literatiirde Pell denklemleri olarak yer edinmesine neden

olmustur.

Pell denklemleri, tarih boyunca matematikteki ilerlemeler dikkate alindiginda
daha az tneme sahip olsa da sayilar teorisinde ve yer buldugu matematigin diger

uygulama alanlarinda son derece énemli bir yere sahiptir.

15



2.2 Pell Denklemleri
Tanim 2.2.1 : d > 0 tamkare olmayan tamsay1 ve x, y € Z olmak iizere,
v? —dy® = +1 (2.1)
denklemine Pell Denklemi denir.
Tanim 2.2.2 : d > 0 tamkare olmayan tamsay1 ve x, y, N € Z olmak iizere,
2 —dy* = N (2.2)

denklemine Genel Pell Denklemi denir. Pell denklemleri (z,y) ikilisi igin

saglaniyorken

(ZL‘, _y) ) (_$7y) ) (_$7 _y)

ikilileri i¢in de saglanacagindan calismamizda Pell denklemlerinin coziimlerini
pozitif (x,y) ikilileri i¢in aragtirmak yeterli olacaktir. Ayrica (2.2) nin bir ¢oziimii

(z,7) ikilisi ise bu ¢oziim 2 + yv/d ile gosterilecektir.

Ornek 2.2.1 : 22 — 5y% = 1 Pell denkleminin bir ¢oziimii (9,4) olup = + yv/5 =
9 + 4+/5 seklindedir.

Ornek 2.2.2 : 22 — 7y? = 3 Pell denkleminin ¢oziimii yoktur.

Verilen denklemin mod 4 deki sorgulamalari,

z,y tek ?=y*=1(mod4) 1-71=3 (mod4) miimkiin degil.

x,y Gift ?=y*=0(mod4) 0-—7.0=3(mod4) miimkiin degil.

rtek ygift 22=1,9>=0 (mod4) 1—7.0=3 (mod4) miimkiin degil.

rcift ytek 22=0,9*=1 (mod4) 0—7.1=3 (mod4) miimkiin degil.
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2.3 Siirekli Kesirler

Calismamizin bu kisminda Pell denklemlerinin ¢oziimiinde arag olarak

kullanacagimiz Siirekli Kesir kavrami tizerinde durulacaktir.

Tanim 2.3.1 : ag, ay, as, ... , a, reel sayilar, ai, as, ..., a, pozitif olmak iizere,

ag + (23)

a1+

1
1

1
Ap-1+ —

a2-|—

ifadesine sonlu siirekli kesir denir. ag, a1, as, ..., a, reel sayilarina kismi boliimler
yva da kismi paydalar denir. Eger ag, ay, as, ..., a, reel sayilarinin hepsi tamsay1

ise sonlu siirekli kesire basit siirekli kesir denir.

. 104
Ornek 2.3.1: 29 sayisinin siirekli kesir acilimini bulalim.

104 ve 29 sayilarina oklit algoritmasi1 uygularsak;

104 = 3.29+17

29 = 1.17+12

17 = 1.12+5
12 = 2542
5 = 2241
Buradan,
104 54 17
20 29 T 29/17
1 1
17 17/12



142 —
17 17/12
. L 1
- *‘1 R *’1 I
+-1—% ° ’ _—
12 12/5
— 3+ ! =3+ !
- T I
1+1 - 1+1 -
5 5/2
1
— 34 T
1+ :
1+
I
2+ ——
2 —
T3

104
Elde edilen son ifade 29 sayisinin siirekli kesir kargiligidir. Bundan sonra yazim

kolaylig1 agisindan

a 1
Z = ag + 1
a + 1
a9 + ' 1
1
ap—1+ —
esitliginin yerine,
a
E = [G/O . al,a2,a3,...,an] (24)
gosterimi kullanilacaktir. O halde,
104
—=13;1,1,2,2,2
29 [ Y ) ) Y Y ]

olur.
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. 120
Ornek 2.3.2: BETY sayisinin siirekli kesir acilimini bulalim.

120 10
5 - 10+ —
13 0+ 13
= —10+
10
- _10+1+ 5
10
- —10+1 :
10
3
1
- —10+1 :
Yy
3+ =

esitliklerinden goriilecegi tizere,

120
—— =1-10,1,3,3
13 [ ) ) Y ]

seklinde siirekli kesir agilimina sahiptir.

Bu arada rasyonel sayilarin siirekli kesir seklindeki yaziliglar: tek tiirlii degildir.

a
— = [ag; a1, az,as, ..., 4y_1, Qy]

esitligi dikkate almirsa a,, > 1 olan siirekli

| =

stirekli kesrinde a, = (a, — 1) +

kesri,
lag; a1, as, as, ..., an_1, an] = [ao; a1, as,ag, ..., apn_1,an — 1, 1]

seklinde de yazilabilir. O halde her rasyonel say1 iki sekilde stirekli kesre sahiptir.

Bunlardan birinde terim sayis1 tek digerinde ise cifttir. Ornek 2.3.1 deki siirekli

kesir
104
— =103;1,1,2,2,2] = [3;1,1,2,2,1,1]

29

seklindeki iki farkli yazima sahiptir.
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Tanim 2.3.2: k < n olmak tizere, [ap; ay, as, ..., ax] siirekli kesrine [ag; a1, ag, ..., ay,)
siirekli kesrinin k. yakinsayani denir. Burada k£ ve n sayilari negatif olmayan

tamsayilar olup [ag; a1, as, ..., a,| siirekli kesrinin k. yakinsayanim Cy, = [ag; a1, as, ..., ag]

ile gosterecegiz.

Ornek 2.3.3 : 139 kesrinin yakinsayanlarini hesaplayalim.
319 1
) NS
1
139 34 :
1
gpuw
d 2
Buradan,
Co=1[2]=2
1 7
Ci=123|=2+-==
1 16
34 =
+ 2
1 23
C3=1[2;3,2,1] :2—1——1 =10
3+ —7
924 =
+ 1
1 39
Cy=1[2;3,2,1,1] =2+ = —
1 17
3t ——1—
2+ ——=
1
14 =
* 1
1 140
05:[2737271?173]:2+ = -
1 61
2+
1
v
3
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1 319
1 139
1
1

Co=102:3,2,1,1,3,2] =2 +
3+

2+

1+ 1

1+ —7
3 —
T3

Teorem 2.3.1 : ag,aq,as,...,a, reel sayllar ve aq,as,as,...,a, pozitif olsun.

Po; P15 -+ Pn V€ qo, 41, ---,4n dlleeI'I,

bPo = ao, qgo =1
p1 = apay + 1, g1 = ay (2.5)

Pk = QkPk-1+DPr-2, Gk =@kGk1+ Q-2 k=2,3,.,n
seklinde tanimlanmak iizere, k. yakinsayan

b
Ck = [ao;al,ag, ak] = —k

Ak
dir.(Mollin, 1998).

Ispat. Teoremi tiimevarim ile ispatlayalim.

k:OI(;lnCO:[CLU]:?:@

qo0

1 1
k=1igin Cy = [ag;a] — ap + — = 20 F 1 _ 11
ay a1 ¢

Simdi, 2 < k < n egitligini saglayan k tamsayisi ig¢in dogru oldugunu kabul edelim.

_ Pk _ akPr-1+ P2

Cy = |ag; a1, ag, . .. ay
| | k.  akQr—1 t Qr—2

olsun. p;, ¢; tammlan dikkate alimirsa py_1, pr—2, qr—1, qr—2 Teel sayilar sadece

ag, ai, ..., ar_1 Kismi paydalara baghdir. Dolayisiyla yukaridaki esitlikte a; =

1
a + —— degisimini yapabilir ki o zaman,
Ak+1

Cri1 = |ag; ar,a, ... ay, agi1]
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= |:a()§alaa27---aklaak+ }
Ap41

1
(ak + ) Pr—1+ Dk—2
Ak+1

1
(ak + ) k-1 + Qk—2
Ak41

a1 (arpr—1 + Pr—2) + Pr—1
a1 (OQr—1 + Qo—2) + qr—1

Ok+1Pk + Dk—1
k+19k + k-1

_ Pkt+1
k41

bu da esitligin k£ + 1 icin de dogru oldugunu gosterir.

Teorem 2.3.2: {a,} -, dizisi a¢ hari¢ a;, lar (2.5) deki gibi tanimlansin.

DiQk—1 — Pk—1Gk = (—1)k_1

dir. (Mollin, 1998).

Ispat. Ispat1 tiimevarimla yapahm. k& = 1 icin

P1go — pog1 = (apar +1).1 —apa; =1

den goriilecegi iizere ifade dogrudur. k i¢in 6nermenin dogrulugunu kabul edelim.

Peh—1 — Pe1qr = (—1)F

olsun.

Pkt1Qk — PrQri1 = (ak1Pk + Pr—1) G — P (1@ + Q1)
= Pk—149x — Pkqk—1
= — (PrQe—1 — Pr-14k)
=— (-
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= (1"

Her k € N i¢in ifadenin dogru oldugu goriiliir.

Simdi de rasyonel sayilar gibi irrasyonel sayilarin da siirekli kesir agilimlarin

ifade edecek bir teorem verelim.

Teorem 2.3.3 : o = oy bir irrasyonel say1 olmak iizere, ag, ay, as, ... tamsayilari

asagidaki sekilde tanimlansin,

1
_ 7 - , k=01, 2, ...
ay = LakJ k41 o — O ( )

o halde,

a = [ap; ay, as, . ..

dir. (Rosen, 1993).

Ispat. Indirgeme bagmtismin tamm a, = |a;| seklinde oldugundan a; larm
her birinin tamsay1 oldugu goriiliir. Ayrica tiimevarimla Vk € N icin «4 larm her

birinin irrasyonel oldugunu ve buna karsilik ;41 lerin de var oldugunu gosterelim.

k = 0 igin, o = oy 1n irrasyonel oldugunu biliyoruz.

ay, irrasyonel kabul ederek a4 lerin de irrasyonel oldugunu gosterelim.

1

Qp — Qg

Opt1 =

esitliginden de goriilecegi iizere, oy, irrasyonel ve a; tamsay1 oldugundan ay — ay
bir irrasyoneldir. Buradan da 1/ (o — ag) = gy in irrasyonel oldugu goriiliir.

Ayrica,
1

k11

ap = ai +

bu esitlikten a1 rasyonel ise o nin da rasyonel oldugu goriiliir ki geligki ortaya

cikar.
Simdi de
a = [ag; ay, as, . ..
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oldugunu gosterelim.

ay, irrasyonel ve a; tamsay1 ise ay # aj dir. Buradan,

ar < o <ap+1

1
Qpp1 = ———>1
Qp — ag
elde edilir ki sonug olarak
Ap1+1 = I_CYk+1J 2 1 (k = O, 1, 2, od )
buradan anlasiliyor ki aq, as, as, . .. ler birer pozitif tamsayidir. Teoremin ifadesindeki
yenilemeli bagintiy1 kullanarak,
1
o = Qg=Gay+ — = [ao;al]
aq
1
= ap+ — 1 = [ag; a1, as)]
a; + —
0%
1
= ap+ 1 = [ag; a1, ... ak,Qpi1]
aq +
o a+
O+1
Burada, k — oo i¢in [ag; a1, ... ag, py1] yaklagimimin a oldugunu gosterelim.
Cr = Pk itadesi lag; a1, as ...] in k. yaklagimi olmak iizere Teorem 2.3.1 den
dk
) 1Dk + Pr—1
lag; a1, ... a, Qpp] = ——————

119k + Qr—1
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yazilabilir.

a—Cp = Qp1Pk + Pe-1 Pk
Qr+19k + Q-1 Gk
(kak—l - pk—le)
(Qk+1qK + Gk—1) Gk

(-D"

(Qk+1qK + k—1) Gk

Elde edilen son ifadede a1 1qx + qr—1 > arr1qr + qr—1 = Q11 esitsizligi de dikkate

alinirsa,
(-"

qr9k+1

a—C, <

qr > k oldugundan limy_., | — Cx| = 0 yani limy_., @« = C} dir. Sonug olarak

[ag; ai, az, ...] sonsuz siirekli kesri o ya yakinsar.

Ornek 2.3.4 : /7 sayisimn siirekli kesir acilimini yapalim.

1 V742

ag = 7:27 N1 =
0= [V7] = 3
P RV T DR
1= 3 =1, 2—\/7+2 1— 5
3
U RV | DT 1 VT
2 9 ) 3 \/7_{_1_1 3
2
V741 1
az = =1, oy =——=———=\7+2
3 _ 3 _ 4 \/7+1_1 VT
3
1 VT +2
a4:L\/7—|—2J:4, 5 \/?+2_4* 3 = (1
a—{ﬁ—i_zJ—l a g = ! —\/7+1—a
5 = =1 =ua, 6 = = Qg
3 V742 2
-1
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O halde /7 nin siirekli kesir acilimi devirli olup

VT = [ag; aq, az, . . .|

VT o= [2:1,1,1,4,1,1,1,4,. . ]

= [2,1,1,1,4]

seklinde bulunur.

Teorem 2.3.4 : x bir irrasyonel say1, %, (b > 1) rasyonel say1 ve (a,b) = 1 olmak
lizere
‘ a < 1
x‘ —_— — —
bl 202

a
ise 7 rasyonel sayisi, x’in stirekli kesir yaklagimi olan i lerden birisidir.

Teorem 2.3.5 : 22 — dy? = 1 denkleminin pozitif bir ¢oziimii (p, ¢) olsun.

O halde  ifadesi v/d nin bir siirekli kesir yaklagimdir.
q

Ispat. Teoremin hipotezinden p? — dg®> = 1 yazilabilir. Buradan
p-v3) 4 3) -1
elde edilir ki p — ¢gv/d > 0 olmahdir ciinkii denklemin diger bilesenleri pozitiftir.

O halde p > ¢v/d olur. Denklemden

> T
¢ Vi q(p+q\/3)

Vd Vd 1

p

0<=-Vd< = = —
g q<q\/3+q\/c_l> 2¢2Vd  2¢°
P 1

'\/_ q‘<2q2

elde edilir ki teorem 2.3.4 den 2 ifadesiv/d nin bir siirekli kesir yaklagim olan Pn
q

lerden birisi oldugu goriiliir.
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Teorem 2.3.6 : d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ve |N| < v/d olsun. Eger
2? — dy? = N ise o zaman ¥ \/d nin bir siirekli kesir yaklagimdir.

(Pekasil,2006).

Teorem 2.3.7 : d pozitif tamkare olmayan bir tamsay1 olsun. Eger,
?—dif=1 (z>0,y>0) (2.6)

denkleminin bir ¢oziimii varsa sonsuz sayida ¢oziimii vardir. Eger,
??—dif=—-1 (r>0,y>0) (2.7)

denkleminin bir ¢oziimii varsa (2.6) ve (2.7) denklemlerinin sonsuz sayida ¢oziimii

vardir. (Stark 1997).

Teorem 2.3.8 : d tamkare olmayan porzitif bir tamsay1 olsun £ = 0, 1, 2, ...

icin %, V/d nin siirekli kesir k. yaklagimimi gostersin ve n, v/d nin siirekli kesir
4k

yaklagiminin periyodu olsun. O zaman n cift ise 22 — dy?> = 1 denkleminin

2

¢ozlimleri © = pj—1, Yy = @jn-1, j = 1, 2, 3, ... ve 2% — dy? = —1 denkleminin

¢oziimii yoktur. n tek ise 22 — dy?> = 1 denkleminin ¢oziimleri @ = paj,_1
Y= qajn-1, j =1, 2,3, ... vez*—dy? = —1 denkleminin ¢dziimleri x = P2j—1)n—1

Y = Dpej-1m—1 J=1,2,3,... dir.

Ornek 2.3.5: 22 — 15y* = 1 denkleminin ¢oziimlerini bulalim.

d = 15 oldugundan +/15 in siirekli kesir acilimi ve periyodu,

1 V15 +3
g = \/15J:3 g = _ Vot

1 1

6 1_\/15+3_1
6
1 V15 +3
4 = \/15+3J:6 oy = _ —a
2 i 2T /15+3—-6 6 0
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seklinde olup 15 = [ap; a1, as,...] = [3;1,6,1,6,...] = [3;%} o halde v15
in periyodu 2 dir. Teorem 2.3.8 ye gore, © = poj_1 Ve y = ¢oj—1 (j =1,2,...)

ifadeleri ¢oziimler olacaktar.

1 4 _
Ci o= BA=3+7=17="ise (.y) = (1) = (4.1)
1 1 q1
1 31
C; = 31,61 =3+——— =" =""ise (v,9) = (31,8)
8 qs
1+ ——
6 —
T
1 244
Cs = [3,1,6,1,6,1] =3+ =2 = D5 e (a,y) = (244, 63)
1 1 63 g5
y i
S 2
v
1

Teorem 2.3.7 de dikkate alindiginda 22 — 15% = 1 denkleminin sonsuz ¢oziimii

olup pozitif ¢oziimler,
(x,y) =(4,1), (31,8), (244,63), ...
seklindedir.

Tanmim 2.3.3: 2? — dy? = 1 denkleminin biitiin ¢oziimleri igerisinde bir (zq, yo) €
Zt x ZT ¢oziimii icin x + yv/d ifadesi alabilecegi degerlerden en kiigiik degere

ulagiyorsa (zg, o) ¢Oziimiine, en kiigiik pozitif ¢dziim veya temel ¢oziim denir.

Ornek 2.3.6: 22— 7y? = 1 denkleminin temel ¢oziimii, (z,y) = (8,3) dir. Ciinkii
bundan sonra gelen pozitif ¢oziimii (z,y) = (127,48) olup, 8+ 37 < 127 +48/7

tir.

Teorem 2.3.9: 22 — dy? = 1 denkleminin temel ¢oziimii varsa tektir.

Ispat. Kabul edelim ki 22 — dy?> = 1 denkleminin farkli iki temel coziimii
(z1,71) ve (x2,y9) seklinde ayrica x1 # x5 ve y; # yo dir. O halde temel ¢oziim

tanimindan,
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x1+y1\/c_i::c2+y2\/3

olur ki buradan da (z7 — y1) + Vid (y1 — y2) = 0 yazilir. Bu durumda z; — x5 =0

ve y; — Yo = 0 ise x1 = x5 ve y; = yo yazilir ki o halde temel ¢oziim varsa tektir.

Simdi de temel ¢oziimden yola cikarak 22 —dy? = 1 denkleminin tiim ¢oziimleri

arasindaki baglantiy1 ifade eden teoremi verelim.

Teorem 2.3.10: 2% —dy? = 1 denkleminin temel ¢oziimii (g, y0) € Z X Z olsun.

Bu durumda diger c¢oziimler,

(1) T+ ynVd = <x0+yo\/a)n

@) wa—pVd = (w0-w0Vd)"

olmak tizere, (x,,y,) € Z X Z seklindedir.

Ispat. (z9,%0) € Z x Z bir ¢oziim oldugundan,

vt —dys = 1
<$0 - yo\/@ (l’o + yo\/C_Z> =1

<$0 - yo\/a>n <350 + yo\/a>n = 1"

esitlikleri yazilirsa,

oo = (i () o0 -+ ()b

n cift ise (yox/a> € Z, n tek ise (yO\/E>n ¢ 7 olacagindan, tamsay1 terimlerle

olusan toplamu z,, , irrasyonel terimlerle olugan toplam y,v/d ile ifade edilirse,

(xo + yo\/@n =T, + yn\/a
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seklinde yazilabilir. Benzer gekilde (2) de,
<330 - yo\/@ = Tn — yn\/a

gosterilebilir.

Simdi de 22 — dy? = N Genel Pell denkleminin c¢oziimlerine bakalim.

Tamm 2.3.4: d tamkare olmayan bir pozitif tamsay1, N € Z — {0} ve x + yv/d
ile 2’ + y/v/d ifadeleri
2 —dy* =N

denkleminin ¢oziimleri olsunlar. u + vv/d ifadesi 2> — dy?> = 1 denkleminin bir
¢oziimii iken

o +y'Vd= <:v + yﬂ) (u + vﬂ) (2.8)

esitligi saglamiyorsa = + yv/d ile 2/ + y/v/d c¢oziimlerine aym simftadirlar denir.
Aymi simfta yer alan ¢oziimlerin kiimesine ¢oziim simufi denir. Ayrica z + yv/d ile

&' 4 y'\/d ¢oziimlerine (2.2) nin ilgili ¢oztimleri denir.

Teorem 2.3.11: d tamkare olmayan bir pozitif tamsay1, N € Z — {0} ve 2 +yv/d
ile 2’ 4 y/+/d ifadeleri
2 —dy* =N

denkleminin ¢oziimleri olsunlar. z 4+ yv/d ile 2’ + 3/+/d ¢oziimlerinin ayni siifta

olmalar1 i¢in gerek ve yeter sart N | z2’ — yy'd ve N | zy/ — 2’y olmasidir.

Teorem 2.3.12: d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun,
2 —dy* =N
denkleminin bir K siifinin temel ¢oztimii = + yv/d ve

22 —dy? =1
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denkleminin temel ¢oziimii uy + vl\/a ise

0 < y<—2 VN

1

esitsizlikleri saglanir. (Robertson, 2004).

Ornek 2.3.7: 22—11y? = 13 Pell denkleminin tamsay1 ¢dziimiiniin olup olmadigim

aragtiralim.

2?—11y? = 1 denkleminin temel ¢oztimii u+v+/11 = 10+3+/11olur. 22—11y* = 13

denkleminin bir K sinifina ait temel ¢oziimii x + y+/11 olsun.

117
0 < — <3

3
<2 __JVi3-
SN GYESY 22

1 143
0 < Ja| <4/5 0+ 113 =1/ <9

sinirlamalarindan, y € [0,3) igin 11y* + 13 {in tamkare olup olmadigim kontrol

edersek y € {0, £1, £2} degerleri i¢in tamkare olamayacagindan z? — 11y* = 13

denkleminin tamsayilarda ¢oziimii yoktur.

Teorem 2.3.13: d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ve n € N olmak {izere,
2?2 — dy? = N genel Pell denkleminin bir K siufimn temel ¢oziimii z; + y1v/d
olsun ve 22 — dy? = 1 Pell denkleminin bir temel ¢oziimii u; + vv/d olsun. O
halde 22 — dy? = N denkleminin bir K smifina ait tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri

Ty + ynV/d olmak tizere,
Tpt+1 + an\/E = (331 + yl\/:i> <U1 + Ul\/a>
formulii ile bulunur. (Nagell, 1981).
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Ornek 2.3.8: 22 — 7y? = 29 genel Pell denkleminin tamsayilardaki ¢oziimlerini

aragtiralim.

22 — Ty? = 1 denkleminin temel ¢oziimii v + vv/7 = 8 + 3v/7 olur. 22 — Ty? = 29

denkleminin bir K siifina ait ¢oziim x 4+ y+/7 icin siur belirlenirse

3
0 < y<——Vv29<14
5B+ 1)

1
0 < fa] <45 (8+1).29 <12

Buradan, y € [0,4) olur ki y = +1, +2, +3 degerlerinden 7y*+29 ifadesini tamkare
yapan degerler y = &1 olur. O halde 22 — 7y? = 29 denkleminin temel ¢oziimleri
T+ y\ﬁ = 46 + /7 olur. Bu ¢oziimlerden farkh siniflarda olanlar1 belirlenirse
Teorem 2.3.11 geregi x + yv/7 = 6 + /7 ile  + y/7 = —6 — /7 aym siuftadirlar
¢iinkii,

29| 6.(—6) —1.(—1).7 ve 29| 6. (=1) — 1. (—6)

O halde = + yvV7 = 6 + V7 ile & + yvV/7T = —6 — /7 ¢oziimleri
ilgili oldugundan ¢oziim smiflar1 aymdir. Benzer sekilde = + yv/7 = 6 — /7 ile
x4+ y\7T = —6++/7 coztimleri de ilgilidir. Genel ¢oziim icin = +yv/7 = 6 ++/7 ile
x—}—yﬁ = —6+V7 ayrik siniflara ait ¢oziimleri alalim. a:+y\/7 = —6+7 ¢cOzumii
temel ¢oziim tanimina uymadigindan aym simfta yer alan x 4 yv/7 = 27 + 10/7

¢oziimiinii alalm. O halde tiim tamsay1 ¢oziimler iki ayrik siifta

VT = (6+V7) (5+3V7)

oy = (27410V7) (34+3v7)

seklinde olur.
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3 BALANS VE KOBALANS SAYILARI

Sayilar teorisi alaninda Balans ve Kobalans Say1 Dizileri kavrami tanimlamasi
ve de ozel Diofant denklemlerinin ¢oziimleri ile olan iligkisi ilk defa Behera ve
Panda tarafindan 1999 yilinda yapilmistir. Balans ve Kobalans Sayilarinin 6zel
Diofant denklemlerinin ¢oziimleri ile olan iligkisi onun 6zelliklerini incelemeyi

kayda deger kilmaktadir.

3.1 Balans Sayilar:

Tanim 3.1.1 : n, r € N olmak tizere,
14243+..+(n—-1)=n+)+n+2)+...+(n+7) (3.1)

esitligini saglayan n dogal sayisina "Balans Sayis1" denir. Esitlikteki r sayisina n

sayisina karsilik gelen balansir denir. Ayrica Balans sayilarinin indirgeme bagintisi,

baglangic kosullar1 B; =1, By =6 ve n > 2 icin
Bn+1 = 6Bn - Bn—l
esitligi ile verilir.

Ornek 3.1.1 : 6, 35, 204 sayilar1 balansirlar: sirasiyla 2, 14, 84 olan birer Balans

sayisidir.

Simdi, Balans say1 tammmindan yola ¢ikarak bir sayinin ne zaman Balans sayisi
olacagma iligkin kriterler belirleyelim. (3.1) esitliginin her iki yanma 1+ 2+ 3 +
... +n toplami eklenirse,

Tpor+ Ty = This (3.2)
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n.(n+1)

elde edilir. T}, = oldugu dikkate alinirsa,

(n—l).n+n.(n+1) _ n+r).(n+r+1)
2 2 2
. (n+r).(;1+?"+1) (3.3)

elde edilir. Buradan r nin egiti,

(2n+1)+v8n2 +1
2

T =

bulunur.

Sonug 3.1.1: (3.4) ifadesinden goriilecegi iizere, n nin bir Balans sayisi olmasi

icin gerek ve yeter sart 8n? 4+ 1 nin tamkare olmasidir.

Sonug 3.1.2 : (3.3) ifadesinden goriilecegi tizere, n bir Balans sayisi ise karesi

bir tiggensel say1 olmak zorundadir.

Sonug 3.1.3 : (3.3) de n + r = m denirse,

n? = w (3.5)

elde edilir ki m. tiggensel say1 bir n sayisinin karesine esit ise n sayis1 bir Balans

sayisi olur ve balansir1 » = m — n dir.

Teorem 3.1.1 : ( Balans Sayilar1 Binet Formulii ) B,, n. Balans sayisi

olmak {izere,
(3+v8)"—(3-Vv8)"
2v/8

B, = (3.6)

dir.

Ispat. Balans sayilar indirgeme bagntisinda n > 3 igin
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B,,1 =6B, — B, _1
oldugunu biliyoruz. Indirgeme bagntisinin karakteristik denklemi,
22 —6x4+1=0
kokleri, a1 = 3 4+ V8 ve ay = 3 — /8 bulunur. Genel ¢oziim,
By=c1 (3+V8) +o (3-VB)
Baslangig sartlar1 By = 1, By = 6 saglatilirsa,

1 = C1 (3+\/§> + Ca. <3—\/§>
2
oF — (3 + \/_> + ca. ( \/§>
1
= ——— bulunur. Buradan genel ¢oziim;

278 o 28

LBV (3-8
n — 2\/§

denklemleri ¢oziiliirse, ¢; =

bulunur.

Teorem 3.1.2 : B, n. Balans sayis1 ve n > 2 olmak iizere,
BZ =1+ Bn—an-‘rl

dir.

Ispat. Tiimevarim kullamrsak,

n = 2 i¢in Bg =62 =1+ 1.35 =1+ B, B3 dogru.
n =k igin, B? =1+ Bj_1 By kabul edelim.
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n =k + 1 igin,

By = Bry1Bin
= (6B; — By—1) Br+1
= 6B Br+1 — Br—1Bit1
— 6B4Byas — (B2 — 1)
= By, (6By41 — Bg) — 1
= BBz + 1

o halde teorem n = k + 1 i¢in de dogrulanir.

Teorem 3.1.3 : x Balans sayis1 olmak {izere,

(7) fx) = 22v8x2+1

(17) g(z) = 3x+V8s2+1

ifadeleri de birer Balans sayisidir.

Ispat. (i) Sonug 3.1.1 den x Balans sayis1 ise 822 4 1 bir tamkaredir. Sonug 3.1.2
geregi Tg,2. 1 licgensel sayisinin tamkare oldugunu gosterirsek karekokii de Balans
sayisi olacaktir. Tg,2 1 sayisi

8% (822 + 1)

5 = 472 (8$2 + 1)

TSJ:2+1 =

seklinde oldugundan tamkaredir o zaman karekokii Balans sayis1 olmak zorundadir.

O halde 22+/822 4 1 bir Balans sayisidir.

(ii) 8¢%(x) +1 = (895 + 3v/8z2 + 1)2 oldugundan Sonu¢ 3.1.1 geregi g (z) bir

Balans sayis1 olmak zorunda.
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Dikkat edilirse, x bir Balans sayisi ise f (x) ¢ift Balans sayilarini vermektedir.
g (x) ifadesindeyse z ¢ift Balans sayisi ise g (x) tek Balans sayisini, = tek Balans

sayis1 ise g (z) ¢ift bir Balans sayisim vermektedir.

Teorem 3.1.4: x bir Balans sayis1 olmak iizere,
3r—V8x2+ 1, x,3x+V8r2+1

sayilar1 birbirini takip eden ardigik ii¢ Balans sayisidir.

Ispat. Oncelikle,

g(z) = 3x++V8z2+1

g(x) = 3z —V82+1

olsun. z Balans sayisi icin = B,, kabul edelim. Indirgeme bagmtisindan ardigigi
olan sayisi, B,

Bn+1 - 6Bn - Bn—l

olacaktir.

Bpi1 =3B, + (3B, — By_1) (3.7)

burada,

(3B, — B,_1)? = 9B?—-6B,B,_, + B? |

= 9B721 - (Bn+1 + Bn—l) Bn_1+ Bi_l

= 93721 — By-1Bni1 — BZ—l + BTQL—l

= 9B72L - Bn—an—‘,-l
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- 0Bz (B2-1)

= 8B2+1
elde edilir ki (3.7) da yerine yazilirsa,

sonucuna varilir. O halde z in ardigig1 olan Balans sayis1 g (x) = 3z + v/8z2 + 1
dir.

Simdi de g (z) fonksiyonu altinda 3B, — \/8B2 + 1 i incelersek

2
g<3Bn—\/8BEL+1> - 3<3Bn—\/8BEL+1)+\/8<3Bn—«/8B,21+1> +1

= 9B, —3./8B2+1+3./8B2+1—-8B,

= B,

o halde g (x) = 3x—+/8x2 + 1 fonksiyonu z’ten hemen 6nce gelen Balans sayisidir.

Teorem 3.1.5: ( Balans Say:1 Dizisi Urete¢ Fonksiyonu ) B,, n. Balans

sayisi ve g (r) = Z B,z" olmak iizere,
n=0

dir.
Ispat. {B,}>°, Balans say1 dizisinin tirete¢ fonksiyonu,

g (1) =By + Bz + Box* + -+ Bya™ + - -
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olsun.

6xg () = 6xBy+ 6B12% +6Byx® + -+ 6B,_12" + - --

v2g(x) = Bor®+ Bia® + Box* + -+ B, _oa" + -+
yazilir ve buradan,
g(z) — 69 (z) — 229 (x) = By + (By — By) &+ (By — 6By — By) 2 + - - -
By=0,B,=6ven>2icin B, — 6B, — B,_1 = 0 oldugu goz 6niine alinirsa,

g(z) —6zg(z) —a’g(z) = =

g = 1—6z — 22

bulunur.

Tanim 3.1.2: B,, n. Balans sayisi olmak iizere,

C, = /8B 11

esitligini gergekleyen C,,’e n. Lucas-Balans sayis1 denir.

Teorem 3.1.6: {C’n}zo:1 Lucas-Balans say1 dizi olmak iizere, C; = 3,Cy = 17 ve
n > 2 i¢in
Cn+1 = 6Cn - Cnfla (77, > 2)

dir.
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ispat. Lucas-Balans say1 tanimindan,

Cnp1 = o/ 887, +1

C13+1 = SBanH +1
yazabilir. Teorem 3.1.4 den,

Ciy = 8(3B.+ \/8B,%j>2 +1

2
— (3\/83721 Tl 8Bn)

elde edilir. Yine Lucas-Balans say1 tanimi dikkate alinirsa,

C2., = (3C,+8B,)’

Cpi1 = 3C,+8B, (3.8)

yazabilir. Teorem 3.1.4 "ten

Cp_y = 3C, — 8B, (3.9)

esitligini de yazabiliriz. (3.8) ve (3.9) esitlikleri toplanarak,
Cn+1 = 6Cn - Cn—l

elde edilir.

Teorem 3.1.7: (Lucas-Balans Sayilar1 Binet Formulii) {C,,} 7 | Lucas-Balans

sayisi dizisi ve oy = 1 +v/2, as = 1 — /2 olmak tizere,

C _ a%n + a%n
" 2
dir.
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3.2 Kobalans Sayilar:

Tanim 3.2.1 : n, r € N olmak tizere,
14243+ +n=n+1)+n+2)+...+(n+r) (3.10)

esitligini saglayan n dogal sayisina "Kobalans Sayisi" denir. Burada r sayisina

da n sayisina karsilik gelen kobalansir denir.

Ornek 3.2.1 : 2, 14, 84 sayilan kobalansirlar sirasiyla 1,6 ve 35 olan birer

Kobalans sayidir.

(3.10) ifadesinin her iki yanma 1+ 2 + 3 + ... + n eklenirse,
2T, = Tn—‘rr

n(n+l) = (””)(7;”“) (3.11)

buradan r c¢ekilirse,

2n+1)++v8n2+8n+1
2

r =

elde edilir.

Sonug 3.2.1: n nin Kobalans sayis1 olmasi icin gerek ve yeter sart 8n? +8n + 1

tamkare olmalidir.
Sonug 3.2.2: n Kobalans sayisi ise n (n + 1) tiggensel sayidir.
Sonug 3.2.3:: n bir Kobalans sayist ise n-(n + 1) ve % birer iggensel sayidir.

Burada n = 0 icin 8.0248.0+1 = 1 tamkare oldugundan dolay1 0’i Kobalans

sayis1 kabul edecegiz. n.Kobalans sayisimi b, ile gosterirsek ilk iic Kobalans sayisi

by =0, by = 2, bg = 14 olur.
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Simdi Kobalans sayilarini bulmak i¢in sonug 3.2.3’ti kullanalim. Vn € N icin
n<y/n-(n+1) <n+1oldugundan bir Pronik-iiggensel sayiy1 T ile gosterecek
olursak, L\/TJ = n bir Kobalans sayisi olacaktir.

Ornek 3.2.2: 6 ve 210 birer Pronik-iicgensel say1 oldugundan, L\/EJ = 2,
[\/ 21OJ = 14 birer Kobalans sayisidir. Gergekten by = 2 ve b3 = 14 birer

Kobalans sayisidir.

Teorem 3.2.1: x bir Kobalans sayisi ise,

(a) f(x) = 3v+V82+8x+1+1

(b) g(z) = 170 +6vV8x2+8xr+1+38

fonksiyonlar: da birer Kobalans sayisidir.

Ispat. a) z bir Kobalans sayis1 olsun. f (z) = 3z + v/822 4 8z + 1 + 1 esitligi

geregi x < f(x) olur.

x=3f(x) —/8f2(x) +8f(x) +1+1

oldugu ve de z ile f (z)’in pozitif birer tamsay1 oldugu goz ¢niine alinirsa

8% (z) +8f (z) + 1

ifadesi bir tamkare tamsay1 olmak zorundadir. O halde f (x) bir Kobalans sayisidir.

b) f(f(z)) = g(x) oldugundan (a) maddesine gore g (x) de bir Kobalans sayisi

olur.
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Teorem 3.2.2: x bir Kobalans sayis1 olmak iizere,

(a) 2’in ardigig olan Kobalans sayisi, f (z) = 3z + v/822 + 8x + 1 + 1 dir.

(b) f(z) =3z — /822 +8x + 1+ 1 in ardisigi olan Kobalans sayis1, 2’tir.

Ispat. Oncelikle f (x)’in 1-1 oldugunu gosterelim.

fo 10,00) = [2,00)
f(z) = 3v+V8x2+8x+1+1

fonksiyonu taniml oldugu aralikta artan bir fonksiyondur. Ciinkii

Sz +4
"(z) =3+ >0
f(@) V8x?2 +8x +1

o halde f, 1 — 1 dir. Ayrica, Va € [0,00) igin 2 < f(z) dir. O halde f’nin ters

fonksiyonu mevcut olup,
fr@)=3z— V82 +8x+1+1

seklinde ve f~! (x) < z dir. Simdi f~! (z) in Kobalans sayis1 oldugunu gostermek

icin Sonug 3.2.1 i arag olarak kullanalim.
2
8[f (@] +8[f ()] +1= (—895 Y 3VeE t8r +1— 4)

esitligi geregi f~! (z) bir Kobalans sayisidir.

Ispat1 tamamlamak icin ardisik iki Kobalans sayisi arasinda bagka bir Kobalans

sayisinin bulunamayacagini gosterelim. Tiimevarim prensibini kullanirsak,

f(b1) = by ve f(bg) = bsg dogrudur.
b,_1ileb, (n=1, 2,..., k) arasinda bagka bir Kobalans sayisinin bulunmadigini

kabul edelim. Gosterelim ki by, ile by, arasinda bulunmaz. Aksini kabul etseydik.
b <y < byt
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sartina uyan y Kobalans sayis1 var olsaydi,
F7HO) < 1) < 7 (benn)
Teorem 3.2.2 (b) den, f~1 (by) = by_1 ve f~1 (bpi1) = b
b1 < [T (y) < i

olurdu. Oysa ki f~!(y) yi ardigik iki Kobalans sayis1 arasinda bulunmayacagini

kabul etmistik bu kabul ile tistteki esitsizlik celisir.

Teorem 3.2.3: {b,} -, Kobalans sayis1 dizisi by = 0, b, = 2 olmak {izere
indirgeme bagintisi

bn+1 = 6bn 2 bnfl + 2 (Tl Z 2)

dir.

Ispat. Teorem 3.2.2 den

boii = 3b,+ /862 +8b, +1+1

b1 = 3b, — /802 +8b,+1+1

esitlikleri yazilacagindan buradan (n > 2) igin,
bn+1 = 6bn - bn—l +2
elde edilir.

Teorem 3.2.4: (Kobalans Say1 Dizisi Binet Formulii) {b,} ~, Kobalans
say1 dizisi, oq = 1 + /2, as = 1 — v/20lmak iizere,

2n—1 2n—1
Q — Oy

by =
42

dir.
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Teorem 3.2.5: (Kobalans Say1 Dizisi Ureteg Fonksiyonu) {b,} >, Kobalans

say1 dizisi olmak tizere,

dir.

Sonug 3.2.4: b, =2(B;+ By + -+ B,_1)
Teorem 3.2.5 den,

212
(1—2)(1—6z+ x2)

2z T
1l—2z 1—6x+22

Burada Balans sayilar igin iireteg fonksiyon, g (z) = 5 oldugundan,

T
1—6z+x

f(z) = -9 ()

= 2(x+2”+) g(x)

elde edilir ki f(z) = 2(z+2*+---) - g(z) esitliginin her iki yamindaki aym
dereceli 2™ in katsayilar kiyaslanirsa, f (z) den b,z" seklindeyken 2 (z + 2% + - - -)-
g (x) ifadesinden

i
L

(2) (Bosa™)

1

i

seklinde olacaktir. O halde,

by =2(B1+By+---+ By_1)

dir.
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Tanim 3.2.2: b,,, n. Kobalans sayis1 olmak {izere,

cn = /802 +8b, + 1

esitligini saglayan c,’e n.Lucas-Kobalans sayisi denir.

b bir Kobalans sayist ise 86> + 8b + 1 in tamkare oldugunu biliyoruz. O halde
¢ = /8b? + 8b + 1 ifadesinin bir tamsay1 olacag agikardir.

Ornek 3.2.3: by = 0, b, = 2, by = 14 oldugudan ¢; = /802 +8b; +1 = 1,

Co = /8b3 +8by +1 =7, c3 = /83 + 83 + 1 = 41 dir.

Ozel matrisler kullanarak Balans, Kobalans, Lucas-Balans, Lucas-Kobalans
sayilar1 ve aralarindaki iligkileri Matris teorisinin uygulamalarindan faydalanarak
elde etmek de miimkiindiir. Caligmamizin bu béliimiinde (P.K. Ray 2009)’in
Doktora Tezi "Balancing and Cobalancing Numbers" da yer alan matris

uygulamalarina yer verilmigtir.

Teorem 3.2.6: A = olmak iizere
-1 6
_Bn—l Bn
A" = (n=1,2,...)
_Bn Bn+1
dir.

Ispat. Tiimevarimla ispatlayalim.

n = 1 i¢in,
0 1 —By B

oldugundan dogrudur.
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n = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

—Br-1 By
—Br By

AF =

n = k + 1 icin dogrulugunu gosterelim. Ustteki ifadeden

Ak-i—l :Ak-A
—B,_1 By 0 1
—Bk Bk+1 -1 6

—B, 6B, — B._;
—Bry1 6By — By

—By  Bpi

_Bk+1 Bk+2

O halde n > 1 igin,

_Bn—l Bn
A" =
_Bn Bn+1
dir.
0
Teorem 3.2.7: A = ve B = olmak {izere
-1 6 -1 5
—B, 2., +1
A" B = ! (n=1,2,...)
—Bpq1 2bpio+1
dir.
Teorem 3.2.8: A = ve C = olmak tizere
-1 6 1 3
Cnfl On
A" C = (n=1,2,...)
Cn Cn+1
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dir.

0 _
Teorem 3.2.9: A = ve D = olmak iizere
-1 6 1 7
Cn  Cn
A" D = i (n=1,2,..)
Cn+1 Cni2

dir.
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4 GAP BALANS SAYILARI

Bu boliimde (S.S. Rout 2015) un Doktora Tezinde verilen Gap Balans sayilar:
ve ardindan k—gap Balans sayilarinin k = 2, 3, 4, 5 i¢in 6zel tipteki Pell denklemleri

ile iligkisi incelenecektir.

4.1 k—Gap Balans Sayilari

142+ -+n toplaminda ardigik & tane terimi (terimler bagtan ya da sondan
olmamak kosuluya) silerek silinen bu terimlerle iki pargaya ayrilan toplamlarin
esitligini diistinerek £—gap Balans say1 tanimlarini verelim. Burada k—gap Balans

sayilar1 gy ile gosterilecektir.

Tanim 4.1.1: k bir tek dogal say1 olmak iizere,

kE+1 k+1 k+3
et (n-522) = () (0 ) e

esitligini saglayan n dogal sayisina k—gap Balans sayisi denir. Esitligi saglayan r

ye n ye kargilik gelen k—gap balansir denir.

Tanmim 4.1.2: k bir ¢ift dogal say1 olmak {izere,

1+2+---+<n—§) = <n+§+1)+<n+§+2)—|—-~+(n+r) (4.2)

esitligini saglayan n degerine karsilik gelen 2n + 1 dogal sayisina k—gap Balans

sayisi denir. Egitligi saglayan r ye n ye karsilik gelen k—gap balansir denir.

Tanmimlamalardaki k—gap Balans sayisinin neden bazen n neden bazen 2n+1
alindigim1 agiklayalim. Tanim 4.1.1 de k tek oldugunda atilan k ardigik sayinin
ortancasi olan n daima dogal sayidir. Fakat Tanim 4.1.2 de k ¢ift oldugunda
atilan k ardigik saymin ortancasi hicbir zaman dogal say1 olmamaktadir. Bu
sebeble k cift iken k—gap Balans sayisi atilan k—ardigik dogal sayida ortanca
terim olugmadigindan ortancaya en yakin iki terim olan n + (n + 1) toplamu ile

tanimlanmigtir.
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4.2 2—Gap Balans Sayilari

Tanim 4.2.1: n,r € N olmak {izere,
142434+ +(n—-1)=n+2)+(n+3)+(n+4)+---+(n+r) (43)

esitligi saglaniyorsa, 2n + 1 sayisina 2—gap Balans sayist denir. Buradaki r ye

n ye karsilik gelen 2—gap balansir denir.

Ornek 4.2.1: 1+ 2+ 3 = 6 oldugundan, 9 sayisi balansir1 2 olan bir 2—gap

Balans sayisidir.

Ornek 4.2.2: 1 +2+3+---+8 =11+ 12+ 13 oldugundan, 19 sayis1 balansiri
4 olan bir 2—gap Balans sayisidir.

(4.3) esitliginde y = 2n + 1 dersek ve r’yi gekersek,

— 2
. y+\/22y +7 (4.4)

elde edilir.

Sonug 4.2.2: y € N’in 2—gap Balans sayis1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

22 + 7

ifadesinin tamkare olmasidir.

Calismamizda (4.3) esitligine uymamasina karsin,

21247 = 9=32

23247 = 25=5°

oldugundan 1 ve 3’ii de birer 2—gap Balans sayis1 kabul edecegiz. O halde 2—gap

Balans sayilarinin ilk dordii 1, 3, 9, 19 olur.
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Teorem 4.2.1: Biitiin 2—gap Balans sayilari,
{6B,+C,, 6B, —C,}

formundadar.

Ispat. y bir 2—gap Balans sayisi ise 2y +7 nin tamkare olmasi gerektigini Sonuc

4.2.2 den biliyoruz. z,y € N olmak iizere, 2% = 2y* + 7 esitligini inceleyelim.

2t -2 =7 (4.5)
Oncelikle Pell denkleminin genel ¢oziimiinii bulalim.

? - 22 =1 (4.6)

Pell denkleminin temel ¢oziimii, u +vv/2 = 3 +2/2 dir. (4.5) denkleminin bir K

siifina ait temel ¢oziim x 4 yv/2 olsun Teorem 2.3.12’i kullanarak,

0

2 7
< y§—2(3+_1).ﬁ:\/;<2

1
0 < |x|§\/§(3+1).7=\/ﬂ<4

Buradan y € [0,2) degerlerinden 2y? + 7 ifadesinin tamkare yapanlar, y = 1
olacagimdan x = 43 bulunur ki (4.5) denkleminin ¢oziimleri x +yv/2 = +3 + /2
olur. Bu ¢oziimlerden farkli siniflar1 temsilen x+y\/§ = 3+\/§, x+y\/§ = —3+V2
coztimleri alimir. Ancak —3 + /2 ¢oziimiiyle ilgili olup negatif olmayan c¢oziim
5+ 3v/2 dir. O halde (4.5) denkleminin farkl siiflara ait tiim ¢oziimleri Teorem
2.3.13 yardimuyla,

m+yV2 = (5+3v2) (3+ 2@)” (4.7)

Ly V2 = (3 + ﬂ) (3 + 2\/§)n (4.8)

ol



Buradan, (4.7) ifadesi eslenigi ile beraber diigiiniiliirse,

Tn +ynV2 = (5+3\/§> <3+2\/§)n

V2 = (5-3v2) (3-2v2)"

bu denklemlerden,

C (54+3v2) (3+2v2)" - (5-3v2) (3-2v2)"
Yo = e

ayni iglemler (4.8) esitligi icinde gergeklegtirildiginde,

o V2 = <3+\/§) <3+2\/§)n

-2 = (3-v2) (3-2v2)"

Buradan,

,_ (3+v2) 3+2v2)" - (3-v2) (3-2v2)"
Yn = 9v/2

a1 =14+ v2 ve as = 1 — /2 olmak iizere y, ve y,, diizenlenirse,

(54 3v2)a" — (5-3v2) ad"

Yn = 2\/§
_ 6 a?n _ a%n a%n + a%n
12 2
= 6B,+C,

R P (R

Yn = 2\/5
_ 6 a%n _ agn B a%n + a%n
442 2
= 68, —-C,
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Sonug 4.2.3: z,, n. go—Balans sayis1 olmak {izere, n = 1,2, ... i¢in

Topn—-1 = 6Bn - Cn7 Ton = GBn + On

dir.

Sonucun dogrulugu i¢in 6B, — C, < 6B, + C,, < 6B,.1 — ()11 esitsizligini
saglandigini gosterelim. Esitsizligin sol yanm1 n > 1 i¢in ), > 0 oldugundan
dogrudur. Esitsizligin sag tarafina bakalim. n > 1 i¢in 3B, + C,, = B,
esitligi Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.7 vasitasiyla gosterilebilir. Ayrica n > 1 igin

B, 1 < B, ve B,, > 0 dir. Bu durumda,

6B,+C, = 3B,+3B,+C,
= 3B, + B,
< 11B, +2(By, — Bn-1) + Buia
= 2(6B,— B,_1)+ B,11+ B,

= 2BnJrl + BnJrl + B,

yazilabilir. Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.7 yardimiyla B, = 3B, .1 — C,, 1 bilgisi

olugturularak yerine yazilirsa,

68,4+ C, < 3B,y +3Bh1 —Chpa

= 6Bn+1 - Cn+1

elde edilir o halde n > 1 igin

6B, — Cn < 6B, + Cn < GBn—H — Cn+1

olur.
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Teorem 4.2.2: z,, n. 2—gap Balans sayisi ve 2o = 1, 1 = 3, 23 =9, 23 = 19

olmak tizere, n = 2,3, ... i¢in
Tnt+2 = 62, — Tp_2

indirgeme bagintisina sahiptir.

Teorem 4.2.3: (2—gap Balans Sayilar1 Binet Formulii) {z,},, 2—gap
Balans say1 dizisi a; = 1 + /2, as = 1 — /2 olmak iizere n = 0,1, ...,

of” — a5 _ Ty n cift ise
ol 2
n — n+2 n+2 n n
s B B W n tek ise
2v2 V2
seklindedir.
4.3 3—Gap Balans Sayilari
Tanim 4.3.1: y, r € N olmak iizere,
1424+ +y—-2)=y+2)+y+3)+---+(y+r) (4.9)

esitligini saglayan y’e 3—gap Balans sayis1 denir. Burada y’ye karsilik gelen r’ye

3—gap balansir denir.

Ornek 4.3.1: 47 sayis1 balansir1 19 olan bir 3—gap Balans sayisidur.

Gergekten 1+ 2 4+ - - - + 66 toplamindan 46 + 47 + 48 toplami atildiginda,
1+424---4+45=49+50+---+ 66

olur.

Simdi (4.9) dan r ¢ekilirse,

2y + 1)+ /8y? 4+ 17
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elde edilir.

Sonug 4.3.1: y € N’in 3—gap Balans sayis1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
8y + 17

ifadesinin tamkare olmasidir.

Ayrica, 52 = 8.12 + 17 ve 72 = 8.22 + 17 oldugundan 1 ve 2 sayilarida tanima

uymamasina ragmen birer 3—gap Balans sayisi olarak kabul edilirler.

O halde 3—gap Balans sayilarina ulagsmak icin 22 = 8y?+4 17 denkleminin saglayan
y € Z" degerlerini bulalim.
2 — 8y? =17

genel Pell denklemi icin ¢oziim asamalarim yapalim. 22 — 8y? = 1 denkleminin
temel ¢oziimii, u 4+ vv/8 = 3 + /8 olur. 22 — 8y% = 17 denkleminin K simifinin
temel ¢oziimii « 4 y/8 olsun. Teorem 2.3.12 yardimiyla,

1
0 < y<—V17T<2
2B +1)

0 < |z| < 3+1).17<6

1
2
sinirlamalarina ulaginiz buradan y € [0,2) ise y = 0, 1 degerleri i¢in 8y? + 17
nin tamkare olup olmadigia bakarsak y = 1 i¢in z = #£5 olur. z? — 8y? = 17
denkleminin temel ¢oziimleri +5 + v/8 olur. Buradan z + y\/§ = 548 ve
z+1yv/8 = —5-++/8 farkli simflardaki ¢oztimler olurlar. Pozitiflik sartini saglamak
icin z4+yv/8 = —5+1/8 yerine z+yv/8 = 7+2v/8 ¢oziimiinii alirsak farkl siiflara

ait ¢ozlimler Teorem 2.3.13 yardimiyla,

/8 = (5+8) (3+v8)"
oy V8 = <7+2\/§) (3+\/§>n
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seklinde olurlar. Her bir siifa ait denklemi eslenikler ile beraber diigiiniirsek,

mty8 = (54 V8) (3+¢§)”

o — ynV/B = (5_@)(3_@)"

buradan,
5+ VB (B+VB) = (5-VB) (3—VB)"
Yn = 2\/§

ve de

o, +y,V8 = <7+2\/§) (3+\/§>n

#, - yVs = (7-2v8) (3_¢§)”

buradan da

,_ (1+2V8) 3+ v8)" - (7-2v8) (3 V)"
Yn = 2\/§

olur.

Teorem 4.3.1: Biitiin 3—gap Balans sayilari n = 0,1, ... igin

{5Bn + C’nv 5Bn+1 - Cn—i—l}

formundadar.
ispat.
B+ VB)(3+v8) = (5-Vv8) (3—VB)"
= 23
. (B+v8) " —(3-v8)" (3+v8) "+ (3-V8)"
— 5 +
2/8 2
= 5B, +C,
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Benzer sekilde,

,_ (142v8) 3+ V8)" - (T-2v5) (3 V8)"
Yn = 2\/@
B+v8)" —(3-v8)"" (B+vR)"+(B3-vR)"

= 5, _
2V/8 2

= 5Bn+1 - Cn—i—l

4.4 4—Gap Balans Sayilari

Tanim 4.4.1: n,r € N olmak {izere,
1424+ +(n—-2)=n+3)+(n+4)+---+(n+r) (4.10)

esitligini saglayan n dogal sayisina karsilik gelen 2n + 1 sayisina 4—gap Balans

sayisi denir. Burada n ye karsilik gelen r’ye 4—gap balansir denir.
Ornek 4.4.1: 23 sayis1 balansir1 5 olan bir 4—gap Balans sayisidir.

Gergekten 1+2+- -+ 15+ 16 toplamindan 10+ 11+ 12+ 13 toplami atildiginda,

1+2+---+9 =14+ 15 + 16 oldugundan 23 sayis1 balansir1 5 olan bir 4—gap

Balans sayisidir.

Simdi (4.10) daki esitlikte y = 2n + 1 alinir ve r ¢ekilirse,

. —y++/2y% + 31
B 2

elde edilir.

Sonug 4.4.1: y € N’in 4—gap Balans sayis1 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

2y + 31

ifadesinin tamkare olmasidir.
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Burada, 2.32 + 31 = 7% ve 2.5 + 31 = 92 oldugundan verilen tanima uymasa

da 3 ve 5 sayilar1 da birer 4—gap Balans sayis1 kabul edilirler.

O halde 4—gap Balans sayilarina ulasmak icin 22 = 2?4 31 genel Pell denklemini
tiim ¢oziimlerini bulalim.

22— 2% =31

genel Pell denklemi icin 22 —2y? = 1 denkleminin temel ¢oztimii u+y+v/2 = 3+2v/2
olur. z? — 2y? = 31 denklemi icin temel ¢oziim = + y+/2 olsun Teorem 2.3.12

yardimiyla,

2
0 < y<—31<4

T T V/2(340)
1
0 < |z| < §(S+1).31<8

simirlamalaria ulagihr kiy € [0, 3), z € (0,8) bulunur. y = 0, 1, 2, 3 degerlerinden
292 +31 ifadesini tamkare yapan degerler y = 3 olurken x = £7 elde edilir. Buradan
elde edilen dort ¢oziim :1:+y\/§ = +7+3v2 olur. Bu ¢oziimlerden farkli simiflarda
olanlar x+y\/§ = 7+3v2ile x—l—yx/ﬁ = —7+3v2 bulunur. x+y\/§ = 7432
temel ¢oziim tanimina uyan ayni smfta z + yv/2 = 9 4+ 5v/2 elemani alinir.

O halde, 22 — 2y? = 31 denkleminin farkli simflara ait tiim c¢oziimleri,

Tn +ynV2 = (7+3\/§) (3+N§)n

A VRVORES (9+5\/§> <3+2¢§>n

seklinde olurlar. Her bir ¢oziim sinifini eslenigi ile beraber diisiiniilerek,

o (7+3v2) (3+2v2)" - (7-3v2) (3-2v2)"
Yn = 22

;o (9+5v2) 3+2v2)" — (9-5v2) (3-2v2)"
v = 7

bulunur.
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Teorem 4.4.1: Biitiin 4—gap Balans sayllari n = 0,1, ... i¢in
{14B,, + 3C,,, 14B,,.1 — 3C,,11}

formundadar.

ispat .

C(7T+3v2) 3+2v2)" — (7-3V2) (3-2v2)"
Yo = 7

;o (9+5v2) (3+2v2)" - (9-5v2) (3-2v2)"
Y, = Wi

esitliklerinden,

~ (743v2) (3+2v2)" — (7T-3v2) (3-2v2)"
Yn = 92

(3B+2v2)" - (3+2v2)" , (3+2v2)" - (3+2v?)"
44/2 e 2

= 14.

= 14B,+C,

Diger taraftan,

;o (9+5v2) 3+2v2)" — (9-5v2) (3-2v2)"
Yo = 7

(B+2v2)"™" - (3+2v2)" L 3+2v2)" - (3+2v2)""

= 14. —3.

42 2

= 14By1 — 3Cpi

bulunur.
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4.5 5—Gap Balans Sayilari

Tanim 4.5.1: y, r € N olmak {izere,
I+24+--+(y—=3)=@W+3)+y+4) +--+(y+r)

esitligini saglayan 1y’ye 5—gap Balans sayis1 denir. Burada y’ye karsilik gelen r ye

5—gap balansir denir.

Ornek 4.5.1: 42 sayisi, balansir1 17 bir 5—gap Balans sayisidir. Gercekten,
1+2+4---4+59
toplamindan 40 + 41 + 42 + 43 + 44 toplam atilirsa,
1+424---4+39=45+46+---+59
esitligi gerceklenir.
I+24---+(y—=3)=@w+3)+y+4) +---+(y+r)

esitliginden r cekilirse,

. —(2y+1) + /8y? +49

a 2

elde edilir.

Sonug 4.5.1: y € N in 5—gap Balans sayisi olmasi icin gerek ve yeter sart

8y? + 49

ifadesinin tamkare olmasidir.

Burada, 8.22 + 49 = 92 ve 8.32 4+ 49 = 112 oldugundan tanima uymasa da 2

ve 3 sayilar1 da birer 5—gap Balans sayis1 kabul edilir.
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O halde biitiin Balans sayilarina ulasmak icin 22 = 8y? + 49 sartina uyan y
degerlerini bulalim.

x? — 8y? =49

genel Pell denklemi icin 22 —8y? = 1 denkleminin temel ¢oziimii u+vv/8 = 34++/8
olur. 22 — 8y? = 49 denklemi icin bir K siifina ait temel ¢oziimii « + y+/8 olsun.

Teorem 2.3.12 yardimiyla

1
0 < y<——v49<3
2B+ 1)

1
0 < |z| < 5(3+1).49<10

siirlamalarindan, y € [0,3) ve z € (0,10) elde edilir ki y = 0,1,2 degerinden
8y? + 49 ifadesini tamkare yapan y = 0, 2 degerlerine karsiik = 47, &9 bulunur
ki 22 —8y? = 49 denklemine ait dort temel ¢oziim z+yv8 = £7+0v8,2+y/8 =
+9 + 24/8 olur. Bunlardan ii¢ farkli sinif temel ¢oziim x + y\/g =7+ O\/g,
T+ yv/8 = £9 + 2/8 olur ki z + /8 = —9 + 2¢/8 ¢oziimii ile ayn1 smifta olan
temel ¢oziimii = + yv/8 = 11 + 3v/8 almirsa 22 — 8> = 49 denkleminin ti¢ farkh

sinifa ait tiim c¢oziimler Teorem 2.3.13 yardimiyla,

ty/8 = (T+0V8) (3+2v58)"
ol 4y VE = <9+2\/§) (3+2\/§)n

o+ ylE = (11+3\/§) (3+2\/§)n

61



seklinde bulunur. Buradan, y, 3/, v degerleri,

(7+0v/8) (3+2v8)" — (7 - 0v8) (32v8)"

Yn = 2\/§

, (9+2vB8) (3+2v8)" — (9—2v8) (3—-2VB)"
Yy = 275

, _ (1143V8) (3+2v8)" — (11— 3v8) (3-2vA)"
Yo = 2\/§

bulunur.

Teorem 4.5.1: Biitiin 5—gap Balans sayilari n = 0,1, ... i¢in

{9B,, + 2Cy, 9B,41 — 2Cps1, TBpsr}

formundadir.
ispat.
(T4 0VB) (3+2vB)" — (7—0v8) (3—2v8)"
Un = 75
_ (342" - (3-2v8)"
-7 NG
= 7B,
, (9+2vB8) (3+2vB8)" — (9—2v8) (3-2v8)"
Un = 275
(3+2v8)" — (3—2v8)" _ (3+2v8)" - (3—2v8)"
= 0. + 2.
2v/8 2

= 9B, +2C,
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. (114+3v8) (3+2v8)" — (11 — 3v8) (3 —2vR)"
v —

- 9 (3+ \/g)nﬂ - (8- \/g)nJrl Ly (3+ \/g)nﬂ —(3- \/g)n+1
: e ‘ :

= 9B, —2C, 11

bulunur.
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5 SONUC ve ONERILER

Bu tezde Fibonacci ve Lucas say1 dizileri i¢in var olan indirgeme bagintilari,
Binet Formiilleri ,Uretec fonksiyonlar: incelenmistir.. Balans, Kobalans say1 dizisi
tanimlamalar verilerek tanimlara bagh olarak da Lucas Balans ve Lucas Kobalans
say1 dizileri ve ozellikleri incelenmigtir. Balans ve Kobalans say1 dizilerinin var
olma gartlarinin Pell denklemleri ile olan iligkisinden yola g¢ikilarak Genel Pell
denklemlerinin ¢oziim agsamalariyla Balans ve Kobalans say1 dizileri i¢in indirgeme
bagintilariyla Binet formulleri ¢aligilmigtir. Ayrica k—gap Balans say1 tanimlar:
verilerek k = 2, 3,4, 5 i¢in 6zel durum incelemesi yapildi. k—gap Balans sayilarinin
k = 2,3,4,5 durumlar i¢in Binet formiilleri olugturuldu bundan yola g¢ikilarak

Lucas-Balans ve Lucas-Kobalans sayilar ile olan iligkileri elde edildi.

Oneri olarak, calismamizda k = 2,3,4,5 ozel durumlan icin ortaya konan
iligkilerin k—gap Balans sayilar1 icin daha genel bir incelemesi yapilarak k—gap
Balans sayilarnin indirgeme bagmtilar1, Binet formulleri, Urete¢ fonksiyonlar:
elde edilebilir. Ayrica k—gap Balans sayilarinin Lucas-Balans ve Lucas-Kobalans
sayilar1 ile olan iligkileri ortaya ¢ikarilabilir. Boylelikle k—gap Balans sayilariyla
ilgili yeni caligma alanlar1 agilarak matematikteki diger sayi dizileriyle olan

iligkileri kesfedilebilir.
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