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    Bu çalışma giriş bölümüyle birlikte beş ana bölümden oluşmaktadır.  

 

    İkinci bölümde daha sonraki bölümlerde kullanacağımız temel tanım ve 

teoremlerin ifadeleri verilmiştir. 

 

    Üçüncü bölümde Sarıgöl’ün (2010) tanımından özel durumda Nörlund 

matrisiyle elde edilen            mutlak Nörlund toplanabilme metodu ile 

toplanabilen serilerin    
  

 
 uzayı tanımlanarak bu uzayın bazı topolojik yapısı, 

kapsama ilişkileri incelenmiş ve           dualleri ile Schauder bazı 

belirlenmiştir. 

 

    Dördüncü bölümde     
  

 
 uzayı ile ilgili matris operatörleri karakterize 

edilerek bu operatörlerin normları ve Hausdorff kompaktsızlık ölçüleri belirlenmiş 

ve aynı zamanda Hausdorff kompaktsızlık ölçüsü kullanılarak bu operatörlerin 

kompakt olması için gerek ve yeter şartlar verilmiştir. Böylece bilinen bazı önemli 

sonuçlar genelleştirilmiştir. 

 

    Beşinci bölümde ise Cesàro ortalamasının içermediği ve Thorpe (1986) 

tarafından ayrıca tanımlanan        ortalaması göz önüne alınarak        uzayı 

tanımlanmış ve topolojik yapısı incelendikten sonra bu uzayla ilgili matris 

operatörleri karakterize edilmiştir. Böylece aynı zamanda Sarıgöl’ün (2016) bazı 

sonuçları da      aralığına genişletilmiştir. 

ANAHTAR KELİMELER: Mutlak Nörlund Toplanabilme Metodu, Mutlak 

Cesàro Toplanabilme Metodu, Matris Operatörleri, BK-Uzayı, Hausdorff 

Kompaktsızlık Ölçüsü, Kompakt Operatörler. 
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ABSTRACT 

ABSOLUTE N RLUND SPACES AND MATRIX OPERATORS 

PH.D THESIS 

GÜLLÜ CANAN HAZAR GÜLEÇ 

PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 

MATHEMATICS 

(SUPERVISOR: PROF. DR. MEHMET ALİ SARIG L) 

 

 

DENİZLİ, OCTOBER 2017 

 

    This study consists of five main chapters with the introduction part.  

 

    In chapter 2, the basic definitions and theorems used in the following sections 

are given.  

 

    In chapter 3, by defining the space    
  

 
 as the set of all series summable by 

the absolute Nörlund summability method            obtained by the definition 

of Sarıgöl (2010) with the special case of the Nörlund matrix, its some topological 

structures and inclusion relations are studied and also          duals and the 

Schauder base are determined. 

 

    In chapter 4, by characterizing some matrix operators defined on the space 

   
  

 
,  their norms and Hausdorff measure of noncompactness are determined. 

Also, by applying the Hausdorff measure of noncompactness, the necessary and 

sufficient conditions for such operators to be compact are given. Therefore some 

known important results are generalized.   

 

    In chapter 5,  taking into account the mean (C,-1), not included by the general 

Cesàro mean and introduced by Thorpe (1986) separately,  the space        is 

defined and after investigating topological structure,           duals and the 

Schauder base are obtained, and matrix operators related to this space are 

charaterized. Thus, also, some results of Sarıgöl (2016) are extended to the range 

    . 

KEYWORDS: Absolute Nörlund Summability, Absolute Cesàro Summability, 

Matrix Operators, BK-Spaces, Measure of Hausdorff Noncompactness, Compact 

Operators. 
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 NS Z 

 
Bu tez çalışması boyunca değerli yardım ve katkılarıyla beni yönlendiren, 

hiçbir zaman emeğini anlayışını ve zamanını esirgemeyen çok değerli hocam 

Prof. Dr. Mehmet Ali SARIGÖL’e ve Fen–Edebiyat Fakültesi, Matematik 

Bölümü öğretim üyelerine teşekkürü borç  bilirim. Ayrıca her zaman bana 

güvenmiş destek olmuş aileme, eşime ve arkadaşlarıma teşekkür ederim.



1. G·IR·IŞ

1821 y¬l¬nda Augustin Louis Cauchy (1789-1857) yay¬nlad¬¼g¬"Analyse algebrique"

adl¬ çal¬̧smas¬nda bir s¬f¬r dizisinin aritmetik ortalamas¬n¬n yine bir s¬f¬r dizisi,

keza yak¬nsak bir dizinin aritmetik ortalamas¬n¬n da yak¬nsak ve dizi ile ayn¬

limite sahip oldu¼gunu ispatlamak suretiyle toplanabilme teorisinin temelini atan

ilk matematikçilerden biri olmuştur. Ancak, ondan çok daha önce Euler ve ça¼g-

daşlar¬ve hatta ondan da önce Leibnitz ve Newton gibi tan¬nm¬̧s matematikçiler

dizi ve serilerle ilgilenmi̧sler ve özellikle serileri yap¬lan hesaplar¬n do¼gal bir sonucu

olarak görmüşlerdir. Bu görüşün sonucu olarak, James Bernoulli 1696 y¬l¬nda

1 + x+ x2 + � � � = 1

1� x

ba¼g¬nt¬s¬n¬kullanm¬̧s ve Euler ise hiç bir şeyden kuşkulanmadan bu eşitlikte x =

�1 koyarak Euler paradoksal eşitli¼gi ad¬verilen

1� 1 + 1� 1 + � � � = 1

2

eşitli¼gini elde etmi̧s ve bu ba¼g¬nt¬y¬birçok yerde kullanm¬̧st¬r.

Yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n ortaya at¬lmas¬ndan çok önce ve sezgisel olarak bulu-

nan bu sonuçlar Cauchy�nin yukar¬da belirtilen teoremlerinden sonra bir anlam

kazanm¬̧s ve toplanabilme teorisinin temelini oluşturmuştur. Çünkü,

xn =
1

2
[1 + (�1)n]

dizisi yak¬nsak olmad¬¼g¬halde bunun aritmetik ortalamas¬n¬n 1=2 ye yak¬nsad¬¼g¬

ve bu sonucun Euler taraf¬ndan verilen sonuç ile ayn¬oldu¼gu görülmüş ve böylece

yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n genelleştirilmesi görüşü ortaya ç¬km¬̧st¬r.

Bu konuda ilk olarak 1882 de O. Hölder (1859-1937) taraf¬ndan aşa¼g¬daki

yak¬nsakl¬k tan¬m¬verilmi̧stir: Herhangi bir (xn) dizisi için

h(1)n =
1

n+ 1

nP
v=0

xv; h
(2)
n =

1

n+ 1

nP
v=0

h(1)v ; :::; h
(p)
n =

1

n+ 1

nP
v=0

h(p�1)v ; p � 2

olmak üzere limn!1 h
(p)
n = s ise (xn) dizisine s ye Hp limitlenebilir veya toplana-

bilirdir denilerek xn ! s (Hp) ile gösterilmi̧stir. Daha sonra Cesàro, Euler, Abel,

Borel, Le Roy, Riesz,... toplanabilme metotlar¬ifade edilerek yak¬nsakl¬k kavram¬

genelleştirilmi̧stir. Bunun yan¬s¬ra dizilerin yerine serilerin k¬smi toplamlar dizisi

al¬narak bu metotlarla serilerin toplamlar¬hesaplanm¬̧s ve böylece toplanabilme

1



teorisi önemli geli̧sme kaydetmi̧stir.

Günümüze kadar yak¬nsakl¬k kavram¬bu özel metotlar ve matris metotlar¬

başta olmak üzere farkl¬yöntemlerle genelleştirilmi̧stir. Bu ba¼glamda ilk genelleştir-

me çal¬̧smalar¬ndan biri Voroni�nin, Rus do¼gabilimci ve fencilerin 1902 deki 11.

kongresinde sundu¼gu bildiri (St. Petersburg (s. 60-1)) ve Nörlund�un 1920 de

Acta Univ. lund (2) 16, 3 nolu makalesinde ifade etti¼gi (N; pn) Nörlund ortala-

mas¬ile tan¬mlanan toplanabilme metotudur.

Ayr¬ca 1937�de F.M. Mears, Ann. Math. 38, 3 nolu makalesinde Nörlund

ortalamas¬n¬kullanarak farkl¬bir yöntemle jN; pnj mutlak Nörlund toplanabilme
metodunu ifade etmi̧s ve bu metot D. Borwein and F. P. Cass taraf¬ndan 1968

y¬l¬nda Math. Zeitschr.103 nolu makalesinde indisel olarak jN; pnjk metoduna
geni̧sletilmi̧s ve böylece ayn¬zamanda k: dereceden mutlak yak¬nsak seriler uzay¬

da genelleştirilmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanaca¼g¬m¬z temel tan¬m ve teoremlerin

ifadeleri verilmi̧stir. Ayr¬ca bu çal¬̧sma boyunca K reel veya kompleks say¬lar¬n

cismini gösterecektir.

2.1 Temel Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 2.1.1 (Lineer Uzay) U boş olmayan bir küme ve K reel ve kompleks

say¬lar¬n bir cismi olsun. E¼ger

+ : U � U ! U ; (x; y) �! x+ y ; � : K � U ! U ; (a; x) �! a:x

toplama ve skalerle çarpma i̧slemleri her a; b 2 K ve her x; y; z 2 U için,

(L1) x+ y = y + x

(L2) (x+ y) + z = x+ (y + z)

(L3) x+ � = x olacak şekilde bir tek � 2 U vard¬r.
(L4) x+ (�x) = � olacak şekilde bir tek (�x) 2 U vard¬r.
(L5) 1:x = x

(L6) a (x+ y) = ax+ ay

(L7) (a+ b)x = ax+ bx

(L8) a (bx) = (ab)x

özelliklerini sa¼gl¬yorsa bu taktirde U kümesine K cismi üzerinde bir lineer uzay

denir. E¼ger K = R ise U ya reel lineer uzay ve K = C ise U ya kompleks lineer
uzay ad¬verilir.

Ayn¬zamanda U nun boş olmayan herhangi bir V alt kümesi verildi¼ginde,

e¼ger her a; b 2 K ve x; y 2 V için ax + by 2 V ise V ye U nun lineer altuzay¬

denir (Maddox 1970).

Tan¬m 2.1.2 (Metrik Uzay) U boştan farkl¬ bir küme ve d : U � U ! R
fonksiyonu verilmi̧s olsun. E¼ger her x; y; z 2 U için

(M1) d (x; y) = 0, x = y

(M2) d (x; y) = d (y; x)

(M3) d (x; y) � d (x; z) + d (z; y) (üçgen eşitsizli¼gi)
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şartlar¬ sa¼glan¬yorsa d ye bir metrik (uzakl¬k) fonksiyonu ve (U; d) ikilisine de

bir metrik uzay ad¬verilir (Maddox 1970).

Tan¬m 2.1.3 (Normlu Uzay) U bir kompleks lineer uzay ve k�k : U ! C; x! kxk
fonksiyonu verilmi̧s olsun. E¼ger x; y 2 U ve a 2 C için

(N1) kxk = 0, x = �

(N2) kaxk = jaj kxk
(N3) kx+ yk � kxk+ kyk (üçgen eşitsizli¼gi)

özellikleri sa¼glan¬yorsa bu durumda k�k ya U üzerinde bir norm ve (U; k�k) iki-
lisine ise normlu lineer uzay veya k¬saca normlu uzay ad¬verilir (Maddox 1970).

Normlu uzay d(x; y) = kx� yk ile ayn¬zamanda bir metrik uzayd¬r.

Tan¬m 2.1.4 (Cauchy Dizisi) (U; k�k) normlu bir uzay ve (xn) ; U da bir dizi
olsun. E¼ger her � > 0 için n;m > n0 oldu¼gunda

kxn � xmk < �

olacak şekilde bir n0 = n0(�) do¼gal say¬s¬bulunabiliyorsa, (xn) e U da bir Cauchy

dizisi denir (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.1.5 (Normlu Uzayda Yak¬nsak Dizi) (U; k�k) normlu bir uzay ve
(xn) ; U da bir dizi ve x 2 U olsun. E¼ger her � > 0 say¬s¬için n > n0 oldu¼gunda

kxn � xk < �

olacak şekilde bir n0 = n0(�) do¼gal say¬s¬bulunabiliyorsa, (xn) e, x noktas¬na

yak¬nsakt¬r denir ve xn ! x veya limn xn = x biçiminde gösterilir (Kreyszig

1978).

Normlu uzayda yak¬nsak her dizi ayn¬ zamanda bir Cauchy dizisidir, fakat

bunun tersi her zaman do¼gru de¼gildir (Kreyszig 1978).

Her Cauchy dizisinin yak¬nsak oldu¼gu normlu uzaya ise Banach uzay¬(tam

uzay) ad¬verilir (Kreyszig 1978).
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Say¬labilir yo¼gun bir alt kümeye sahip olan uzaya ayr¬labilir uzay denir (Kreyszig

1978).

Tan¬m 2.1.6 (Lineer Operatör) U ve V kompleks lineer uzaylar olsun. E¼ger

T : U ! V dönüşümü, her x; y 2 U ve a; b 2 K için

T (ax+ by) = aT (x) + bT (y)

şart¬n¬sa¼gl¬yorsa T ye lineer operatör veya lineer dönüşüm denir (Maddox 1970).

V = C olmas¬durumunda ise T ye lineer fonksiyonel ad¬verilir.

Tan¬m 2.1.7 (S¬n¬rl¬Lineer Operatör) U ve V normlu uzaylar ve T : U ! V

bir lineer operatör olsun. E¼ger her x 2 U için

kTxk �M kxk

eşitsizli¼gini sa¼glayacak şekilde bir M > 0 say¬s¬bulunabiliyorsa T ye s¬n¬rl¬d¬r

denir ve T nin normu

kTk = sup
�
kTxk
kxk : x 6= �; x 2 U

�
ile tan¬mlan¬r (Kreyszig 1978).

Burada her x 2 U (x 6= �) için kTxkkxk �M oldu¼gundan s¬n¬rl¬lineer dönüşümün

normu mevcuttur ve her x 2 U için kTxk � kTk kxk dir. Ayn¬zamanda bu norm

(1) kTk = sup fkTxk : kxk < 1g
(2) kTk = sup fkTxk : kxk = 1g
(3) kTk = inf fM � 0 : kTxk �M kxkg

normlar¬na denktir (Kreyszig 1978).

S¬n¬rl¬lineer dönüşümlerin B (U; V ) kümesi yukar¬daki normlara göre normlu

lineer uzayd¬r ve V = U olmas¬durumunda bu uzay B (U) ile gösterilir.

Teorem 2.1.8 (Banach Steinhause Teoremi) (An) ; U Banach uzay¬ndan

V normlu uzay¬ içine s¬n¬rl¬ lineer dönüşümlerin bir dizisi olsun. E¼ger her bir

5



x 2 U için
sup
n
kAn (x)k = cx <1

ise bu taktirde

sup
n
kAnk <1

dur. Yani (kAnk) norm dizisi s¬n¬rl¬d¬r (Wilansky 1964).

Teorem 2.1.9 U ve V normlu uzaylar ve T : U ! V bir lineer dönüşüm ol-

sun. Bu taktirde T dönüşümünün sürekli olmas¬için gerek ve yeter şart T nin

s¬n¬rl¬olmas¬d¬r (Kreyszig 1978).

E¼ger U ile V aras¬nda normu koruyan birebir-örten lineer bir dönüşüm varsa

bu uzaylara izomor�k uzaylar ad¬verilir ve U �= V ile gösterilir (Mursaleen 2011).

Bu çal¬̧sma boyunca k�; k > 1 olmak üzere k n¬n eşleni¼gini gösterecektir yani

1=k + 1=k� = 1 olacakt¬r.

Teorem 2.1.10 (Hölder Eşitsizli¼gi) 1 < k <1 ve x1; x2; :::; xn � 0; y1; y2; :::; yn �
0 olsun. Bu taktirde

nP
�=1

x�y� �
�

nP
�=1

xk�

�1=k � nP
�=1

yk
�

�

�1=k�
d¬r (Kreyszig 1978).

Teorem 2.1.11 (Minkowski Eşitsizli¼gi) 1 � k < 1 , x1; x2; :::; xn � 0;

y1; y2; :::; yn � 0 olsun. Bu taktirde�
nP
�=1

(x� + y�)
k

�1=k
�
�

nP
�=1

xk�

�1=k
+

�
nP
�=1

yk�

�1=k
d¬r (Kreyszig 1978).

2.2. Dizi Uzaylar¬

w kompleks veya reel terimli dizilerin kümesini göstermek üzere toplama ve

skalerle çarpma i̧slemlerine göre bir lineer uzayd¬r ve w n¬n herhangi bir alt li-

neer uzay¬na bir dizi uzay¬denir (Boss ve Peter 2000). Ayn¬zamanda aşa¼g¬daki

uzaylar w n¬n temel alt uzaylar¬olup do¼gal normlar¬na göre Banach uzay¬d¬r:

`1 =

�
x = (xv) 2 w : sup

v
jxvj <1

�
6



c =
n
x = (xv) 2 w : lim

v
xv = s; s 2 C

o
`k =

�
x = (xv) 2 w :

1P
v=0

jxvjk <1; k � 1
�

bv =

�
x = (xv) 2 w :

1P
v=0

jxv � xv�1j <1; x�1 = 0
�

bs =

�
x = (xv) 2 w :

�
nP
v=0

xv

�
2 `1

�
cs =

�
x = (xv) 2 w :

�
nP
v=0

xv

�
2 c
�
:

Örne¼gin, `k uzay¬n¬n do¼gal normu

kxk =
� 1P
v=0

jxvjk
�1=k

; k � 1

dir.

Tan¬m 2.2.1 (FK-uzay¬) U bir dizi uzay¬olmak üzere tam lineer metrik uzay ol-

sun. E¼ger her n � 0 için pn : U ! C; pn (x) = xn koordinat fonksiyoneli sürekli
ise U ya FK-uzay¬denir (Malkowsky ve Rakoµcevíc 2000).

Normlu FK-uzay¬na ise BK-uzay¬ad¬verilir (Malkowsky ve Rakoµcevíc 2000).

Tan¬m 2.2.2 (Matris Dönüşümü) U ve V; w n¬n iki alt uzay¬ve A = (anj)

reel veya kompleks terimli sonsuz bir matris olsun. x = (xj) 2 U verilsin. E¼ger

her n � 0 için
An (x) =

1P
j=0

anjxj;

eşitli¼ginin sa¼g¬ndaki seri yak¬nsak ise A(x) = (An (x)) e, x = (xj) dizisinin A-

dönüşüm dizisi ad¬ verilir. Ayr¬ca her x 2 U için Ax = (An(x)) 2 V ise bu

durumda A, U dan V ye bir matris dönüşümü tan¬mlar denir ve A 2 (U; V ) veya
A : U ! V ile gösterilir (Maddox 1970).

Ayn¬zamanda matris dönüşümü bir lineer dönüşümdür.

Teorem 2.2.3 FK uzaylar¬ aras¬nda tan¬ml¬ herhangi bir matris dönüşümü

süreklidir (Wilansky 1984).

Tan¬m 2.2.4 Her v; n � 0 için A = (anv) bir sonsuz matris olsun. E¼ger v > n için
anv = 0 ve ann 6= 0 ise A ya üçgensel matris denir (Malkowsky ve Rakoµcevíc 2007).

7



Tan¬m 2.2.5 U; w n¬n bir alt kümesi olsun.

U� = f" 2 w : 8x 2 U için ("vxv) 2 ` g ;

U� = f" 2 w : 8x 2 U için ("vxv) 2 cs g ;

U
 = f" 2 w : 8x 2 U için ("vxv) 2 bsg

ve

UA = fx 2 w : A(x) 2 Ug (2.2.1)

kümelerine s¬ras¬yla U uzay¬n¬n �-, �-, 
- dualleri ve U da A matrisinin toplama

alan¬denir (Başar 2011).

Tan¬m 2.2.6 (Schauder Baz¬) U normlu bir dizi uzay¬olsun ve (b(n)) dizisi

verilsin. E¼ger her x 2 U için

lim
m!1





x� mP
n=0

�nb
(n)





 = 0
olacak şekilde bir tek (�n) skaler dizisi mevcut ise (b(n)) dizisine U uzay¬n¬n bir

Schauder baz¬denir ve bu durumda x =
P1

n=0 �nb
(n) yaz¬l¬r (Kreyszig 1978).

Örne¼gin, e(n) her bir n için n:terimi 1 ve di¼ger bütün terimleri s¬f¬r olan bir dizi

olmak üzere
�
e(n)
�
dizisi do¼gal normuna göre `k uzay¬n¬n bir Schauder baz¬d¬r.

2.3 Toplanabilme Metotlar¬

Bu k¬s¬mda toplanabilme metotlar¬önemli bir yer tutacakt¬r ve bu tan¬mlarda söz

konusu olan �av reel veya kompleks terimli sonsuz seriyi ve (sn) ise bu serinin

k¬smi toplamlar dizisini gösterecektir.

Tan¬m 2.3.1 (Cesàro Toplanabilme Metodu) � > �1 ve n � 1 için

A�n =

�
n+ �

n

�
=
(�+ 1) (�+ 2) ::: (�+ n)

n!
ve A�0 = 1

olmak üzere (sn) ve (nan) dizilerinin �: mertebeden ve n: (C; �) Cesàro ortala-

malar¬n¬s¬ras¬yla ��n ve �
�
n ile gösterelim, yani

��n =
1

A�n

nP
v=0

A��1n��s� (2.3.1)

ve

��n =
1

A�n

nP
v=0

A��1n���a� (2.3.2)
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olsun. E¼ger limn!1 �
�
n = s ise �an serisi s de¼gerine (C; �) toplanabilirdir denir

(Hardy 1949). Burada (2:3:1) dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris

anv =

8><>:
A��1n��
A�n

; 0 � � � n

0; � > n

(2.3.3)

dir. Bu matrise ayn¬zamanda �-n¬nc¬mertebeden Cesàro matrisi denir. Özel

olarak � = 1 için (C; 1) Cesàro ortalamas¬elde edilir yani (sn) ve (nan) dizilerinin

(C; 1) Cesàro ortalamalar¬s¬ras¬yla

�1n = �n =
1

n+ 1

nP
v=0

s� (2.3.4)

ve

�n =
1

n+ 1

nP
v=0

�a�

ile verilir. Ayr¬ca (2:3:4) dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris

anv =

8<:
1

n+ 1
; 0 � � � n

0; � > n

dir.

Mutlak Cesàro toplanabilme metodu ilk olarak Fekete (1911) taraf¬ndan aşa¼g¬-

daki şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.3.2 � > �1 ve (��n) dizisi (2:3:1) ile verilmi̧s olsun. E¼ger (��n) s¬n¬rl¬
sal¬n¬ml¬bir dizi yani

1P
n=0

����n � ��n�1�� <1; ���1 = 0
ise �an serisine jC; �j toplanabilirdir denir. Özel olarak, bu metot � = 1 için

jC; 1j toplanabilme metoduna indirgenir.

Fekete (1911) nin tan¬m¬Flett (1957) taraf¬ndan aşa¼g¬daki şekilde genelleştiril-

mi̧stir.

Tan¬m 2.3.3 1 � k < 1; � > �1 ve her n � 0 için ��n, (2:3:1) ile verilmi̧s

olsun. E¼ger
1P
n=0

nk�1
����n � ��n�1��k <1; ���1 = 0 (2.3.5)

9



ise �an serisine jC; �jk toplanabilirdir denir. Bu metot özel olarak k = 1 için

jC; �j toplanabilme metoduna ve � = 1 için jC; 1jk toplanabilme metoduna in-
dirgenir (Flett 1957).

Di¼ger taraftan Kogbetliantz (1925) ¬n ��n = n
�
��n � ��n�1

�
eşitli¼gi göz önüne

al¬n¬rsa (2:3:5) şart¬
1P
n=1

1

n
j��nj

k <1

biçiminde de ifade edilebilir.

Son zamanlarda farkl¬ bir yaklaş¬mla Sar¬göl (2016), � > �1 için Flett�in
metodu ile toplanabilen serilerin jC�jk uzay¬n¬tan¬mlayarak

jC�jk =
(
a = (av) :

1P
n=1

���� 1

n1=kA�n

nP
v=1

vA��1n�vav

����k <1
)
;

eşitli¼gini elde etmi̧s ve bu uzay¬n topolojik yap¬s¬ ile matris operatörlerini in-

celemi̧stir. Böylece yeni bir çal¬̧sma alan¬da yarat¬lm¬̧st¬r.

Benzer olarak herhangi bir A matrisinin k. dereceden mutlak konservati�i¼gi

ise Das (1970) taraf¬ndan

Ak =
(
s = (sv) :

1X
v=1

vk�1 jsv � sv�1jk <1
)

olmak üzereA 2 B (Ak;Ak), k � 1; olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada dikkat edilme-
lidir ki A üçgensel bir matris ise Ak ile � = 0 için elde edilen jC0jk aras¬nda yak¬n
bir ili̧ski vard¬r. Gerçekten

a 2 jC0jk , s 2 Ak

dir ve dolay¬s¬yla

ânv =

( Pn
r=v (anr � an�1;r) ; 0 � v � n

0; v > n
(2.3.6)

olmak üzere

A 2 (Ak;Ak) () Â 2 (jC0jk ; jC0jk)

yaz¬labilir.

Tan¬m 2.3.4 (Nörlund Toplanabilme Metodu) (pn) reel veya kompleks

10



say¬lar¬n bir dizisi ve Pn = p0 + p1 + ::: + pn 6= 0 (n � 0) ; P�n = p�n = 0

olsun. Bu durumda

tn =
1

Pn

nP
�=0

pn��s� =
1

Pn

nP
�=0

Pn��a� (2.3.7)

eşitli¼gi ile tan¬ml¬(tn) dizisine (sn) dizisinin Nörlund ortalamas¬denir ve (N; pn)

ile gösterilir. E¼ger limn!1 tn = s ise �an serisi s de¼gerine (N; pn) toplanabilirdir

denir (Hardy 1949).

Ayr¬ca (2:3:7) dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris

anv =

8<:
pn��
Pn

; 0 � � � n

0; � > n

dir.

Tan¬m 2.3.5 1 � k <1 ve (tn) dönüşüm dizisi (2:3:7) ile verilmi̧s olsun. E¼ger,
1P
n=0

nk�1 jtn � tn�1jk <1; t�1 = 0

ise bu taktirde �an serisine jN; pnjk toplanabilirdir denir (Borwein ve Cass 1968).

Bu metot k = 1 için Mears (1937) taraf¬ndan verilen jN; pnj toplanabilme
metoduna, � > �1 ve pn = A��1n için jC; �jk metoduna indirgenir.

Tan¬m 2.3.5, Umar ve Khan (1977) taraf¬ndan da n çarpan¬yerine Pn=pn teri-

mi al¬narak tekrar ifade edilmi̧stir. Bu tan¬m¬n da Mears�¬n tan¬m¬n¬kapsad¬¼g¬

aşikard¬r.

Tan¬m 2.3.6 (Riesz Toplanabilme Metodu) (pn) terimleri negatif olmayan

reel say¬lar¬n bir dizisi ve n ! 1 için Pn = p0 + p1 + ::: + pn ! 1 olsun. Bu

durumda

Tn =
1

Pn

nP
�=0

p�s� (2.3.8)

eşitli¼gi ile tan¬ml¬ (Tn) dizisine (sn) nin (R; pn) Riesz ortalamas¬veya
�
N; pn

�
a¼g¬rl¬kl¬ortalamas¬denir. E¼ger limn!1 Tn = s ise �an serisi s de¼gerine (R; pn)

veya
�
N; pn

�
toplanabilirdir denir (Hardy 1949).

Bu dönüşüme kaŗs¬l¬k gelen matris

anv =

8<:
p�
Pn
; 0 � � � n

0; � > n

11



dir.

Son zamanlarda özel matrisler yerine genel matrisler, n veya Pn=pn çarpan¬

yerine key� bir çarpan al¬narak bu metotlar Sar¬göl (2010) taraf¬ndan aşa¼g¬daki

şekilde geni̧sletilmi̧stir.

Tan¬m 2.3.7 �av, k¬smi toplamlar dizisi (sn) olan sonsuz bir seri ve (�n) negatif

olmayan terimlerin bir dizisi olsun. E¼ger k � 1 için
1P
n=1

�k�1n jAn (s)� An�1 (s)jk <1; (2.3.9)

ise �av serisine jA; �njk toplanabilirdir denir (Sar¬göl 2010).

E¼ger özel olarak A a¼g¬rl¬kl¬ortalama matrisi al¬n¬rsa jA; �njk =
��N; pn; �n��k

Sulaiman (1992), jA;Pn=pnjk =
��N; pn��k Bor (1985), jA; njk = jR; pnjk Sar¬göl

(1992) ve Nörlund ortalama matrisi al¬n¬rsa jA; njk = jN; pnjk Borwein ve Cass
(1968) olur.

Bu arada
��N; pn; �n��k metodu ile toplanabilen serilerin ���N �

p

���
k
uzay¬ tan¬mla-

narak bu uzay üzerindeki baz¬matris s¬n¬�ar¬karakterize edilmi̧stir (Sar¬göl 2011).

Tan¬m 2.3.8 A;B toplanabilme metodu ve � = (�v) kompleks say¬lar¬n bir dizisi

olsun. E¼ger �av serisi A toplanabilir oldu¼gunda ��vav serisi B toplanabilir ise

� dizisine toplanabilme çarpan¬denir ve � 2 (A;B) ile gösterilir (Sar¬göl ve Bor
1995).

Mutlak toplanabilme çarpanlar¬ve bu metotlar¬n kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬günümüze

kadar Mehdi (1960) Mazhar (1971) Sar¬göl (1992,1993,2015) ve Sar¬göl ve Bor

(1995) gibi bir çok yazar taraf¬ndan incelenmi̧stir. Dikkat edelimelidir ki bu

araşt¬rma konusu I birim matrisi ve

wnv =

(
"v; v = n

0; v 6= n
(2.3.10)

ile tan¬ml¬W = (wnv) köşegen matrisi gibi özel matris dönüşümlerine kaŗs¬l¬k

gelmektedir.

Şimdi bu çal¬̧smada önemli rol oynayacak olan lemmalar¬verelim.
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Lemma 2.3.9 1 < k < 1 ve N pozitif tam say¬lar¬n herhangi sonlu bir alt

kümesi olsun: Bu durumda, A 2 (`k; `) olmas¬için gerek ve yeter şart

kAk(`k;`) = sup
N

(
1P
v=0

���� P
n2N

anv

����k�
)1=k�

<1

olmas¬d¬r (Stieglitz ve Tietz 1977).

Aşa¼g¬daki lemma, Lemma 2.3.9 daki norma eşde¼ger normu verip uygulama

aç¬s¬ndan daha kullan¬̧sl¬d¬r.

Lemma 2.3.10 1 < k < 1 olsun. Bu taktirde, A 2 (`k; `) olmas¬ için gerek
ve yeter koşul

kAk0(`k;`) =
(

1P
v=0

� 1P
n=0

janvj
�k�)1=k�

<1

olmas¬d¬r. Ayr¬ca kAk0(`k;`) = � kAk(`k;`) olacak şekilde � 2 [1; 4] vard¬r (Sar¬göl
2015).

Bu lemman¬n ikinci k¬sm¬ndan kAk(`k;`) � kAk
0
(`k;`)

� 4 kAk(`k;`) oldu¼gu aç¬kt¬r:

Lemma 2.3.11 1 � k <1 olsun: Bu durumda, A 2 (`; `k) olmas¬için gerek ve
yeter koşul

kAk(`;`k) = sup
v

� 1P
n=0

janvjk
�1=k

<1

olmas¬d¬r (Maddox 1970).

Lemma 2.3.12

a-) A 2 (`; c), (i) v � 0 için limn anv mevcut, (ii) supn;v janvj <1:
b-) A 2 (`; `1), (ii) sa¼glan¬r:

c-) 1 < k <1 için

A 2 (`k; `1), (iii) sup
n

1P
v=0

janvjk
�
<1:

d-) A 2 (`k; c), (i) ve (iii) sa¼glan¬r (Stieglitz ve Tietz 1977).

Teorem 2.3.13 (qn) ; q0 > 0 olan negatif olmayan reel say¬lar¬n artmayan bir

dizisi ve D = (dnv) üçgensel matris olsun. E¼ger

(a) sup
r

1P
v=r

����dvrQv�rPv

���� <1
13



(b) sup
v

����PvQv "v
���� <1

(c) sup
r

���� 1P
v=r

dvr"k

���� <1
bu taktirde


qnv =

(
Qn�v
Qn

� Qn�v�1
Qn�1

; 0 � v � n;
0; v > n

olmak üzere

sup
r

1P
n=r

���� nP
v=r


qnv"vdvr

���� <1
dur (Bosanquet ve Das 1979).
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2.4 Hausdor¤Kompakts¬zl¬k Ölçüsü

Bu k¬s¬mda Hausdor¤ Kompakts¬zl¬k ölçüsü ile ilgili temel tan¬m ve teoremlere

yer verilmi̧stir.

Tan¬m 2.4.1 S ve H bir (X; d) metrik uzay¬n¬n alt kümeleri ve " > 0 ol-

sun. E¼ger her h 2 H için d (h; s) < " olacak şekilde bir s 2 S varsa, S ye H
nin "-neti denir. E¼ger S sonlu ise, bu durumda H nin S "-netine H nin sonlu

bir "-neti denir (Mursaleen ve di¼g. 2011).

Tan¬m 2.4.2 H bir (X; d) metrik uzay¬n¬n alt kümesi ve " > 0 olsun. H

kümesinin her " için sonlu bir " neti varsa bu H kümesine total s¬n¬rl¬d¬r denir

(Mursaleen ve di¼g. 2011).

Total s¬n¬rl¬her küme s¬n¬rl¬d¬r. Fakat tersi genel olarak do¼gru de¼gildir.

Tan¬m 2.4.3 (Hausdor¤ Kompakts¬zl¬k Ölçüsü) �X ; (X; d) metrik uza-

y¬nda X in boştan farkl¬bütün s¬n¬rl¬alt kümelerinin s¬n¬f¬olsun. E¼ger Q 2 �X
ise bu durumda Q nun Hausdor¤ kompakts¬zl¬k ölçüsü

�(Q) = inf f" > 0 : Q, X de sonlu "-netine sahiptirg

ile tan¬mlan¬r ve � : �X ! [0;1) dönüşümüneQ kümesinin Hausdor¤kompakts¬z-

l¬k ölçüsü denir (Malkowsky ve di¼g. 2004).

Lemma 2.4.4 Q, Q1 ve Q2 kümeleri X metrik uzay¬n¬n s¬n¬rl¬ alt kümeleri

olsun. Bu taktirde

(a) �(Q) = 0 , Q total s¬n¬rl¬d¬r

(b) Q1 � Q2 ) �(Q1) � �(Q2)
(c) �(Q) = �(Q)

(d) �(Q1 [Q2) = maks f�(Q1); �(Q2)g
(e) �(Q1 \Q2) = min f�(Q1); �(Q2)g (Malkowsky 2010).

Teorem 2.4.5 X bir normlu uzay ve Q, Q1 ve Q2 kümeleri X in s¬n¬rl¬ alt

kümeleri olsun. Bu taktirde
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(a) �(Q1 +Q2) � �(Q1) + �(Q2)
(b)8 � 2 C için �(�Q) = j�j�(Q)
(c) 8 x 2 X için �(Q+ x) = �(Q) (Darbo 1955).

Tan¬m 2.4.6 X ve Y Banach uzaylar¬olmak üzere L : X ! Y bir lineer operatör

olsun. �1; �2 s¬ras¬yla X ve Y uzaylar¬üzerinde tan¬ml¬Hausdor¤ kompakts¬zl¬k

ölçüleri ve �X ; �Y s¬ras¬yla X ve Y kümelerinin boştan farkl¬bütün s¬n¬rl¬alt

kümelerinin s¬n¬�ar¬olsun. E¼ger

8Q 2 �X için L(Q) 2 �Y

ve

�2(L(Q)) �M�1(Q)

şart¬n¬sa¼glayan 0 < M � 1 say¬s¬varsa L : X ! Y lineer operatörüne (�1; �2)-

s¬n¬rl¬d¬r denir.

E¼ger L operatörü (�1; �2)-s¬n¬rl¬ise

kLk(�1;�2) = inf fM > 0 : 8Q 2 �X için �2(L(Q)) �M�1(Q)g

say¬s¬na L nin (�1; �2) kompakts¬zl¬k ölçüsü ad¬verilir. Özel olarak, �1 = �2 = �

için kLk(�;�) = kLk� yaz¬l¬r (Malkowsky ve Rakoµcevíc 2000).

Tan¬m 2.4.7 X ve Y metrik uzay ve f : X ! Y dönüşümü verilmi̧s olsun.

E¼ger her s¬n¬rl¬Q � X kümesi için f (Q) kapan¬̧s kümesi Y de kompakt ise

f ye kompaktt¬r denir ve kompakt dönüşümlerin kümesi K (X; Y ) ile gösterilir
(Kreyszig 1978).

Kompakt dönüşüm diziler cinsinden aşa¼g¬daki biçimde karakterize edilebilir.

Teorem 2.4.8 X ve Y normlu uzay ve L : X ! Y lineer operatörü olsun.

Bu durumda L nin kompakt olmas¬için gerek ve yeter şart X deki her s¬n¬rl¬(xn)

dizisi için (L (xn)) dizisinin Y de yak¬nsak bir alt diziye sahip olmas¬d¬r (Şuhubi

2001).

Teorem 2.4.9 E¼ger X, Y Banach uzaylar¬ ve L 2 B (X; Y ) ise bu taktirde

k:k�, B (X; Y ) üzerinde bir yar¬normdur ve
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(a) kLk� � kLk
(b) K 2 K (X; Y ) için kL+Kk� = kLk� (Malkowsky ve Rakoµcevíc 2000):

Teorem 2.4.10 X sonsuz boyutlu normlu uzay ve BX = fx 2 X : kxk = 1g
birim küre olsun. Bu durumda �(BX) = 1 dir (Malkowsky ve Rakoµcevíc 2000).

Aşa¼g¬daki sonuç BK uzay¬olan `k uzay¬n¬n s¬n¬rl¬bir alt kümesinin Hausdor¤

kompakts¬zl¬k ölçüsünü hesap etmek için son derece kullan¬̧sl¬d¬r.

Lemma 2.4.11 1 � k < 1 için X = `k veya X = c0 olmak üzere Q, X

normlu uzay¬n¬n s¬n¬rl¬bir alt kümesi olsun. E¼ger Pn : X ! X, her x 2 X için

Pr (x) = (x0; x1; :::; xr; 0; :::) ile tan¬ml¬bir operatör ise bu durumda I; X de bir

birim operatör olmak üzere

�(Q) = lim
r!1

�
sup
x2Q

k(I � Pr) (x)k
�

dir (Rakoµcevíc 1998).

Lemma 2.4.12X ve Y Banach uzaylar¬, L 2 B (X; Y ) ve SX = fx 2 X : kxk � 1g ;
X de kapal¬birim yuvar¬göstersin:Bu durumda,

kLk� = � (L (SX))

ve

L 2 K (X; Y ) , kLk� = 0,

d¬r (Malkowsky ve Rakoµcevíc 2000).

Lemma 2.4.13 X normlu bir dizi uzay¬ve �T ve � s¬ras¬yla XT ve X de tüm

s¬n¬rl¬kümelerin koleksiyonu olanM
XT
veMX üzerinde Hausdor¤ kompakts¬zl¬k

ölçülerini göstersin. Bu durumda T = (tnv) bir sonsuz üçgensel matris olmak

üzere her Q 2M
XT
için

�T (Q) = � (T (Q)

dur (Malkowsky ve Rakoµcevíc 2007).
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3. MUTLAK
��N �

p

��
k
NÖRLUND UZAYI VE

ÖZELL·IKLER·I

Bu bölümde, jN; pn; �njk Nörlund toplanabilme metodu ile toplanabilen bütün
serilerin

��N �
p

��
k
uzay¬n¬tan¬mlayarak bu uzay¬n baz¬topolojik özelliklerini, `k uza-

y¬n¬kapsad¬¼g¬n¬, �-, �-, 
- duallerini ve baz¬n¬içeren teoremleri verece¼giz.

Öncelikle belitilmelidir ki (tn) dizisi (2:3:7) ile tan¬ml¬(sn) dizisinin Nörlund

ortalamas¬ise��N �
p

��
k
=

�
a = (a�) :

1P
n=1

�k�1n jtn � tn�1jk <1; k � 1
�
;

yaz¬labilir. Burada özel olarak �n = n ve pn = A��1n (n � 1) al¬n¬rsa
��N �

p

��
k
=

jC�jk ve p0 = 1; pn = 0 al¬n¬rsa
��N �

p

��
k
= Ak olur. Di¼ger taraftan (sn) dizisi �an

serisinin k¬smi toplamlar dizisi oldu¼guna göre

��N �
p

��
k
=

(
a = (av) :

1P
n=1

�k�1n

���� nP
v=0

�
Pn�v
Pn

� Pn�1�v
Pn�1

�
a�

����k <1; k � 1
)

ifade edilebilir. E¼ger 1 � k <1 için T (p) = (t(p)nv ) ve E(k) = (e
(k)
nv ) matrisleri

t(p)nv =

8<:
Pn�v
Pn

; 0 � v � n

0; v > n;
(3.1)

e(k)nv =

8>><>>:
��1=k�n ; v = n� 1
�1=k

�

n ; v = n

0; v 6= n; n� 1;
(3.2)

ile tan¬mlan¬rsa bu durumda (2:2:1) gösterimine göre
��N �

p

��
k
= (`k)E(k)T (p) yaz¬la-

bilir. Ayr¬ca T (p) üçgensel matris oldu¼gundan bir S(p) inversi mevcuttur. Şimdi

S(p) matrisini hesap edelim. E¼ger p0 6= 0 ise aç¬kça görüldü¼gü üzere

nP
v=0

Pn�vCv =

(
1; n = 0

0; n � 1

eşitli¼gini sa¼glayacak şekilde bir (Cn) dizisi vard¬r. Dolay¬s¬yla n � 1 için Pn =

p0 + p1 + � � �+ pn 6= 0 olmak üzere

yn =
1

Pn

nP
v=0

Pn�vxv

gerek ve yeter şart

xn =
nP
v=0

Cn�vPvyv
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dür. Bu ise Nörlund dönüşümünün tersinin mevcut oldu¼gunu ve üstelik S(p) =

(s
(p)
nv ) matrisinin

s(p)nv =

(
Cn�vPv; 0 � v � n

0; v > n
(3.3)

oldu¼gunu gösterir.

Herhangi bir � reel say¬s¬için ��xn terimini eşitli¼gin sa¼g¬ndaki seri yak¬nsak

olmak üzere

��xn =
1P
v=n

A���1v�n xv; n � 0

ile tan¬mlayaca¼g¬z. Ayn¬zamanda


(p)nv =

8<:
Pn�v
Pn

� Pn�1�v
Pn�1

; 1 � v < n

0; v > n
; P�1 = 0;

olmak üzere


(p)nn = P0=Pn; n � 1;

(p)
00 = 1;

Gnv =
nP
r=v

PrCn�r ; v; n � 0;

D1 =

�
" = ("v) 2 w : lim

m

mP
v=r

"vGvr mevcut
�

D2 =

�
" = ("v) 2 w : sup

m;r

���� mP
v=r

"vGvr

���� <1�

D3 =

(
" = ("v) 2 w : sup

m

mP
r=0

������1=k�r

mP
v=r

"vGvr

����k� <1
)

D4 =

�
" = ("v) 2 w : sup

r

1P
n=r

j"nGnrj <1
�

D5 =

(
" = ("v) 2 w :

1P
r=0

�
��1=k

�

r

1P
n=r

j"nGnrj
�k�

<1
)

gösterimlerini kullanaca¼g¬z.

Öncelikle
��N �

p

��
k
uzay¬n¬n `k uzay¬ndan türetilmesi nedeniyle bu uzaylar aras¬n-

daki kapsama ili̧skisini araşt¬ral¬m.

Teorem 3.1 (�n) pozitif say¬lar¬n s¬n¬rl¬bir dizisi, p0 > 0 ve n � 1 için pn � 0
olsun. E¼ger (pn) artmayan bir dizi ise bu durumda 1 � k <1 için

`k �
��N �

p

��
k
:
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·Ispat `k �
��N �

p

��
k
kapsamas¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬ispatlamak için her x 2 `k için

kxkjN�
p jk �M kxk`k

eşitsizli¼gini sa¼glayacak şekilde birM > 0 say¬s¬n¬n oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

Bunun için x 2 `k alal¬m ve

�T (p)n (x) =
nP
v=1

�
Pn�v
Pn

� Pn�1�v
Pn�1

�
xv =

nP
v=1


(p)nv xv

olsun. Bu durumda 1 < k <1 için Hölder eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

mP
n=1

�k�1n

���T (p)n (x)
��k � mP

n=1

�k�1n

nP
v=1

��
(p)nv �� jxvjk � nP
v=1

��
(p)nv ���k�1
eşitsizli¼gi elde edelir. Hipotezden, 0 � v � n için 
(p)nv � 0 bulunur. Gerçekten

(Pn) artan bir dizi ve (pn) artmayan bir dizi oldu¼gundan


(p)nv =
Pn�v
Pn

� Pn�v�1
Pn�1

=
Pn�v
Pn

� Pn�v � pn��
Pn�1

=
1

PnPn�1
(Pnpn�� � Pn�vpn) � 0

bulunur ve böylece
Pn�v
Pn

� Pn�v�1
Pn�1

oldu¼gu görülür. Buradan da

nP
v=1

��
(p)nv �� =
nP
v=1

�
Pn�v
Pn

� Pn�v�1
Pn�1

�
�

nP
v=1

�
Pn�v
Pn�1

� Pn�v�1
Pn�1

�
= 1

bulunur. Öte yandan limn
pn
Pn
= 0 ve dolay¬s¬yla limn

Pn�1
Pn

= 1 oldu¼gundan

1P
n=v

��
(p)nv �� = lim
m

mP
n=v

�
Pn�v
Pn

� Pn�v�1
Pn�1

�
= lim

m

�
mP
n=v

Pn�v
Pn

�
m�1P
n=v�1

Pn�v
Pn

�
= 1

yani
nP
v=1

��
(p)nv �� � 1; 1P
n=v

��
(p)nv �� = 1
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elde edilir. Ayr¬ca (�n) s¬n¬rl¬ bir dizi oldu¼gundan her n için �n � M olacak

şekilde bir M say¬s¬vard¬r. Böylece her m için

mP
n=1

�k�1n

���T (p)n (x)
��k �

mP
n=1

�k�1n

nP
v=1


(p)nv jxvj
k

� Mk�1
mP
v=1

�
mP
n=v


(p)nv

�
jxvjk =Mk�1

mP
v=1

jxvjk

yani

kxkjN�
p jk �M

1=k� kxk`k ;

oldu¼gu görülür. Bu da ispat¬tamamlar.

Aşa¼g¬daki teoremlerde p0 6= 0 al¬nm¬̧st¬r.

Teorem 3.2 1 � k < 1 ve (�n) negatif olmayan say¬lar¬n bir dizisi olsun.

Bu durumda

a-)
��N �

p

��
k
uzay¬, T (p) ve E(k) s¬ras¬yla (3:1) ve (3:2) ile tan¬ml¬matrisler olmak

üzere

kxkjN�
p jk =



E(k)oT (p)(x)


`k

normuna göre bir BK-uzay¬d¬r ve ayn¬ zamanda `k uzay¬na izomorftur yani��N �
p

��
k
�= `k d¬r.

b-) E¼ger UE(k)oT (p) ;
��N �

p

��
k
uzay¬n¬n kapal¬bir alt uzay¬ise U; `k uzay¬n¬n kapal¬

bir alt uzay¬d¬r.

c-) 1 < k <1 için
��N �

p

���
k
= D1 \D3 ve k = 1 için

��N �
p

���
1
= D1 \D2 dir.

d-) 1 < k <1 için
��N �

p

��

k
= D3 ve k = 1 için

��N �
p

��

1
= D2 dir.

e-) 1 < k <1 için
��N �

p

���
k
= D5 ve k = 1 için

��N �
p

���
1
= D4 dür.

f-) Her v; n � 0 için b(v) = (b(v)n ) dizisini

b(v)n =

(
��1=k

�

v

Pn
r=v Cn�rPr; v � n

0; v > n

ile tan¬mlayal¬m. Bu durumda (b(v)) dizisi
��N �

p

��
k
uzay¬n¬n bir Schauder baz¬d¬r.

·Ispat a-) `k do¼gal normuna göre BK-uzay¬,
��N �

p

��
k
= (`k)E(k)T (p) ve E

(k)T (p)
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bir üçgensel matris oldu¼gundan Wilansky�nin Teorem 4.3.2 (1984) [p. 61] den

dolay¬1 � k <1 için
��N �

p

��
k
bir BK-uzay¬d¬r.

Teoremin ikinci k¬sm¬n¬ ispatlamak için
��N �

p

��
k
ile `k uzay¬ aras¬nda lineer,

birebir örten ve normu koruyan bir dönüşümün oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

Bunun için (3:1) ve (3:2) ile tan¬ml¬

T (p) :
��N �

p

��
k
! (`k)E(k) ve E

(k) : (`k)E(k) ! `k

dönüşümlerini göz önüne alal¬m. Bu durumda T (p) and E(k) fonksiyonlar¬ li-

neer birebir ve örten dönüşüm oldu¼gundan E(k)oT (p) bileşke fonksiyonunun ayn¬

özelliklere sahip oldu¼gu aç¬kt¬r. Gerçekten, örne¼gin, örtenli¼gini göstermek için

z = (zn) 2 `k alal¬m. Bu durumda

y = (yn) = (�
n
v=0�

�1=k�
v zv) 2 (`k)E(k)

olaca¼g¬ndan

x = (xn) = (�
n
v=0PvCn�vyv) 2

��N �
p

��
k

seçilirse

z =
�
E(k)oT (p)

�
(x) 2 `k

elde ederiz. Bu ise isteneni verir. Ayr¬ca,

E(k)oT (p)(x)


`k
= kxkjN�

p jk

oldu¼guna göre E(k)oT (p) dönüşümü normu korur. Böylece ispat tamamlan¬r.

b-)
��N �

p

��
k
birBK-uzay¬oldu¼gundan UE(k)oT (p) uzay¬n¬n tam uzay oldu¼gunu göster-

mek yeterdir. Şimdi

yn = E(k)oT (p)(xn)

olmak üzere

kyn � ymk`k = kx
n � xmkjN�

p jk ! 0

oldu¼gundan, e¼ger (xn) dizisi UE(k)oT (p) uzay¬nda bir Cauchy dizisi ise, bu durumda

(yn) dizisi U da bir Cauchy dizisi olur. Böylece, U nun tam uzay oldu¼gunu göz

önüne al¬rsak (yn) dizisi bir y 2 U noktas¬na yak¬nsar. Bu ise y = E(k)oT (p)(x)

olacak şekilde bir x 2 UE(k)oT (p) n¬n varl¬¼g¬n¬ve ayr¬ca

kxn � xkjN�
p jk = ky

n � yk`k ! 0

oldu¼gunu gösterir. Bu da ispat¬tamamlar.
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c-) 1 < k < 1 olsun: Bu durumda " 2
���N �

p

��
k

��
olmas¬ için gerek ve yeter

şart her x 2
��N �

p

��
k
için "x 2 cs olmas¬d¬r. Şimdi y = T (p)(x) olsun. Bu durumda

n � 0 için zn = �1=k
�

n (yn � yn�1) ; y�1 = 0; dersek z 2 `k olur. Dolay¬s¬yla (3:3)
den,

xn =
nP
v=0

P�Cn��y� ve y� =
�P
r=0

��1=k
�

r zr

oldu¼gundan

mP
j=0

"jxj =
mP
j=0

(
mP
v=j

PjCv�j"v

)
yj

=
mP
r=0

�
��1=k

�

r

mP
v=r

"vGvr

�
zr

=
mP
v=0

�mvzv

yaz¬labilir. Burada

�mr =

(
��1=k

�

r

Pm
v=r "vGvr; 0 � r � m
0; r > m

(3.4)

dir. Böylece Lemma 2.3.12 den

" 2
���N �

p

��
k

��
, � 2 (`k; c)

veya eşde¼ger olarak " 2 D1 \D3 dir. Bu ise ispat¬tamamlar.

k = 1 durumu, benzer şekilde ispatlan¬r.

d-) 1 < k < 1 olsun:Bu durumda, " 2
���N �

p

��
k

�

olmas¬ için gerek ve yeter

şart her x 2
��N �

p

��
k
için (

Pn
v=0 "vxv) 2 `1 olmas¬d¬r. Teorem 3.2 c) de oldu¼gu gibi

y = T (p)(x) ve n � 0 için

zn = �
1=k�

n (yn � yn�1) ; y�1 = 0

olmak üzere

x 2
��N �

p

��
k
, z 2 `k:

Dolay¬s¬yla, � = (�mr) matrisi (3:4) ile tan¬ml¬olmak üzere

mP
j=0

"jxj =
mP
v=0

�mvzv

yaz¬labilir. Böylece Lemma 2.3.12 den

" 2
���N �

p

��
k

�

, � 2 (`k; `1)
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veya eşde¼ger olarak " 2 D3 olur. Bu ise ispat¬tamamlar.

k = 1 için ispat benzer şekilde yap¬l¬r.

e-) 1 < k < 1 ve " 2
���N �

p

��
k

��
olsun: Bu durumda " 2

���N �
p

��
k

��
olmas¬için

gerek ve yeter şart her x 2
��N �

p

��
k
için "x = ("nxn) 2 ` olmas¬d¬r. Buradan

"nxn = "n
nP
v=0

P�Cn��
vP
r=0

��1=k
�

r zr

=
nP
r=0

nP
v=r

"nP�Cn���
�1=k�
r zr

= �n(z)

elde edilir. Burada

�nr =

( Pn
v=r "nP�Cn���

�1=k�
r ; 0 � r � n

0; r > n

dir. Bu durumda her x 2
��N �

p

��
k
için "x = ("nxn) 2 ` olmas¬için gerek ve yeter

şart her z 2 `k için � (z) 2 ` olmas¬d¬r veya denk olarak

" 2
���N �

p

��
k

��
, � 2 (`k; `)

dir. Böylece Lemma 2.3.10 dan teoremin ispat¬tamamlan¬r.

k = 1 için benzer olarak Lemma 2.3.11 den ispat tamamlan¬r.

f-) e(v) = (e(v)n ) olmak üzere
�
e(v)
�
dizisi `k uzay¬n¬n bir baz¬oldu¼gundan

�
b(v)
�

dizisi
��N �

p

��
k
uzay¬için bir bazd¬r. Gerçekten, e¼ger x 2

��N �
p

��
k
ise bu durumda öyle

bir z 2 `k vard¬r ki
z =

�
E(k)oT (p)

�
(x)

dir. Böylece (a) dan dolay¬v � 0 için

xv =
�
E(k)oT (p)

��1
v
(z)

olmak üzere



x� mP
v=0

xvb
(v)






jN�

p jk
=





z � mP
v=0

zve
(v)






`k

! 0, (m!1)

elde edilir. Bu ise x =
P1

v=0 xvb
(v) demektir. Bu gösteriminin tek oldu¼gu ise

üçgen eşitsizli¼ginden aç¬kt¬r.
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Dikkat edilmelidir ki, (f) ş¬kk¬ayn¬zamanda
��N �

p

��
k
uzay¬n¬n Schauder baz¬n¬

bulmak için bir yöntem vermektedir.

Aşa¼g¬daki sonuç Teorem 3.2 den kolayca elde edilir.

Sonuç 3.3 E¼ger 1 � k < 1 ve (�n) pozitif say¬lar¬n bir dizisi ise
��N �

p

��
k
uzay¬

ayr¬labilirdir.
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4. MUTLAK NÖRLUND UZAYINDA MATR·IS VE

KOMPAKT OPERATÖRLER

Bu bölümde
��N �

p

��
k
uzay¬nda tan¬ml¬baz¬matris operatörlerini karakterize ede-

ce¼giz. Ayr¬ca bu operatörlerin normlar¬n¬ve Hausdor¤ kompakts¬zl¬k ölçülerini

belirleyece¼giz. Bununla birlikte Hausdor¤ kompakts¬zl¬k ölçüsünü uygulayarak

bu operatörlerin kompakt olmas¬ için gerek ve yeter şartlar¬ içeren teoremleri

verece¼giz ve bu sonuçlardan faydalanarak bilinen baz¬sonuçlar¬da genelleştire-

ce¼giz.

Bu bölümde geçen teoremlerde p0 6= 0 al¬nm¬̧st¬r.

Teorem 4.1 Kabul edelim ki 1 � k < 1 ve her n; v � 0 için A = (anv)

kompleks terimli sonsuz bir matris olsun. Ayr¬ca L =
�
`jv
�
ve bD = �bdnv� mat-

rislerini

`jv = lim
m

mP
r=v

ajrGrv; (4.1)

bdnv = �1=k�n

nP
j=0



(q)
nj `jv;n � 1; v � 0 (4.2)

ile tan¬mlayal¬m. Bu taktirde A 2
�
jNpj ;

��N �
q

��
k

�
olmas¬için gerek ve yeter şart

8j; v � 0 için L tan¬ml¬; (4.3)

8j için sup
m;v

���� mP
r=v

ajrGrv

���� <1; (4.4)

sup
v

1P
n=1

��� bdnv���k <1 (4.5)

olmas¬d¬r.

·Ispat 1 � k <1 olsun. A 2
�
jNpj ;

��N �
q

��
k

�
olmas¬için gerek ve yeter şart her n

için (anv)1v=0 2 (jNpj)
� ve her x 2 jNpj için A(x) 2

��N �
q

��
k
olmas¬d¬r. Dolay¬s¬yla,

Teorem 3.2 (c) den (anv)1v=0 2 D1 \D2 yaz¬labilir veya eşde¼ger olarak her n için

(4:3) ve (4:4) şartlar¬sa¼glan¬r. Şimdi (4:5) şart¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬göstermek için

x 2 jNpj alal¬m ve (3:1) ve (3:2) yi kullanarak

E(1)oT (p) : jNpj ! `; E(k)oT (q) :
��N �

q

��
k
! `k

bileşke operatörlerini tan¬mlayal¬m. Bu durumda bu operatörlerin lineer birebir

ve örten oldu¼gu aç¬kt¬r. Öte yandan n � 0 için

T (p)n (x) = yn =
nP
�=0

Pn�v
Pn

x�
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ve

zn =
�
E(1)oT (p)

�
n
(x) = yn � yn�1 =

nP
�=0

�
Pn�v
Pn

� Pn�1�v
Pn�1

�
x�

yaz¬labilir. E¼ger zn = �yn; y�1 = 0 dersek z 2 ` olup ayr¬ca

yn =
nP
j=0

zj

ve

xn =
nP
�=0

P�Cn��y�

bulunur. Dolay¬s¬yla (3:3) den dolay¬L
(n)
=
�
`
(n)

mj

�
matrisi

`
(n)

mj =

( Pm
v=j anvGvj; 0 � j � m
0; j > m

olmak üzere

mP
v=0

anvxv =
mP
j=0

 
Pj

mP
v=j

anvCv�j

!
yj =

mP
j=0

`
(n)

mjzj;

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan herhangi bir R = (rnv) matrisi için R = (rnv) 2 (`; c)
ise Rn(x) = �vrnvxv serisi n ye göre düzgün yak¬nsakt¬r. Çünkü Lemma 2.3.12

den dolay¬serinin kalan terimi n ye göre düzgün olarak s¬f¬ra gider yani���� 1P
v=m

rnvxv

���� � sup
n;v
jrnvj

1P
v=m

jxvj ! 0 (m!1)

olur ve dolay¬s¬yla

lim
n
Rn(x) =

1P
v=0

lim
n
rnvxv (4.6)

yaz¬labilir. Böylece (4:3) ve (4:4) sa¼gland¬¼g¬na göre L
(n)
=
�
`
(n)

mj

�
2 (`; c) olup

(4:6) nedeniyle

An(x) =
1P
j=0

�
lim
m
`
(n)

mj

�
zj =

1P
j=0

`njzj = Ln(z)

elde ederiz. Bu demektir ki her x 2 jNpj için A(x) 2
��N �

q

��
k
ancak ve yaln¬z her

z 2 ` için L(z) 2
��N �

q

��
k
d¬r: Ayr¬ca

��N �
q

��
k
= (`k)E(k)T (q) oldu¼guna göre

bD = E(k)oT (q)L
olmak üzere L(z) 2

��N �
q

��
k
yani bD(z) 2 `k d¬r: Böylece A 2

�
jNpj ;

��N �
q

��
k

�
d¬r

ancak ve yaln¬z (4:3) ; (4:4) ve bD 2 (`; `k) sa¼glan¬r. E¼ger D = T (q)L dersek
bD = E(k)oD
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olur. Matris çarp¬mlar¬n¬n tan¬m¬nedeniyle D matrisi

dnv =
nP
j=0

Qn�j
Qn

`jv; v; n � 0;

olaca¼g¬ndan bD matrisi

bdnv = �1=k�n

nP
j=1



(q)
nj `jv; v � 0; n � 1

bulunur. Böylece Lemma 2.3.11 den, bD 2 (`; `k) , (4:5) sa¼glan¬r. Bu da ispat¬

tamamlar.

Teorem 4.2 1 � k < 1 ve her n; v � 0 için A = (anv) kompleks terimli

sonsuz bir matris olsun. Ayr¬ca bD =
�bdnv� matrisi (4:2) ile tan¬mlans¬n. E¼ger

A 2
�
jNpj ;

��N �
q

��
k

�
ise A matrisi s¬n¬rl¬bir lineer operatöre kaŗs¬l¬k gelir ve üstelik

kAk(jNpj;jN�
q jk) = supv

� 1P
n=0

��� bdnv���k�1=k

kAk� = lim
r!1

sup
v

� 1P
n=r+1

��� bdnv���k�1=k
olur.

·Ispat Teorem 3.2 den
��N �

p

�� ve ��N �
q

��
k
uzaylar¬BK-uzaylar¬oldu¼gundan teoremin

ilk k¬sm¬Wilansky (1984)[ p:57] nin Teorem 4.2.8 den elde edilir.

Şimdi A matrisinin normunu hesap etmek için Teorem 4.1 de verilen

L1 = E
(1)oT (p) ! `; L2 = E

(k)oT (q) ! `k

operatörlerini göz önüne alal¬m. Bu durumda Teorem 4.1 den

x 2 jNpj , y = L1(x) 2 `

oldu¼guna göre

kxkjNpj = kyk`

yaz¬labilir. Buradan da Lemma 2.3.11 ve A = L�12 o bDoL1 oldu¼gu göz önüne
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al¬n¬rsa her x 2 jNpj için

kAk(jNpj;jN�
q jk) = sup

x 6=�




L�12 bD (L1 (x))


jN�
q jk

kxkjNpj

= sup
y 6=�




 bD (y)



`k

kyk`
=




 bD



(`;`k)

= sup
v

� 1P
n=0

��� bdnv���k�1=k
oldu¼gu görülür.

Teoremin son k¬sm¬n¬n ispat¬için S = fx 2 jNpj : kxk � 1g kapal¬birim yu-

var¬n¬ele alal¬m. Bu durumda Lemma 2.4.11- Lemma 2.4.13 den

kAk� = � (AS) = � (L2AS) = �
� bDL1S�

= lim
r!1

sup
y2L1S




(I � Pr) bD(y)



`k

= lim
r!1




 bD(r)




(`;`k)

= lim
r!1

sup
v

� 1P
n=r+1

��� bdnv���k�1=k
yaz¬labilir. Burada Pr : `k ! `k operatörü Pr(y) = (y0; y1; :::; yr; 0; :::) ve bD(r) =�
�d
(r)
n�

�
matrisi

�d(r)n� =

(
0; 1 � n � rbdnv; n > r

ile tan¬ml¬d¬r. Böylece Lemma 2.3.11 den istenen elde edilir.

Teorem 4.2 ve Lemma 2.4.12 göz önüne al¬narak
�
jNpj ;

��N �
q

��
k

�
s¬n¬f¬ndaki

kompakt operatörler de karakterize edilebilir.

Sonuç 4.3 Teorem 4.2 nin hipotezleri alt¬nda,

A 2 K
�
jNpj ;

��N �
q

��
k

�
, kAk� = lim

r!1
sup
v

� 1P
n=r+1

��� bdnv���k�1=k = 0:
E¼ger W matrisi (2:3:10) daki gibi al¬n¬rsa bu durumda W 2

�
jNpj ;

��N �
q

��
k

�
ifade eder ki �xv serisi jNpj toplanabilir oldu¼gunda �"vxv serisi

��N �
q

��
k
toplana-

bilirdir. Ayr¬ca I birim matris olmak üzere I 2
�
jNpj ;

��N �
q

��
k

�
ise bu toplanabil-

me metotlar¬n¬n kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬yani jNpj �
��N �

q

��
k
anlam¬na gelir. Buna göre
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Teorem 4.1 den aşa¼g¬daki sonuç elde edilir; E¼ger A = I al¬n¬rsa, L =
�
`nv
�
vebD = �bdnv� matrisleri

Rn =
nP
j=0

Cn�jQj; R�1 = 0

olmak üzere

`nv =

(
Gnv; 0 � v � n
0; v > n;

bdnv =
8<: �1=k

�

n

Pn
r=v Pr

�
Rn�r
Qn

� Rn�1�r
Qn�1

�
; 0 � v � n

0; v > n;

(4.7)

olarak elde edilir. Dolay¬s¬yla Teorem 4.1 in (4:5) şart¬(4:8) şart¬na indirgenir ve

di¼ger şartlar¬do¼grudan sa¼glan¬r.

sup
�

1P
n=v

�����1=k�n

nP
r=v

Pr

�
Rn�r
Qn

� Rn�1�r
Qn�1

�����k <1: (4.8)

Şu halde buradaki notasyonlar¬m¬za göre aşa¼g¬daki sonuç ifade edilebilir. Bu

sonucun k = 1 özel hali ise McFadden (1942) taraf¬ndan verilmi̧stir.

Sonuç 4.4 1 � k < 1 ve (�n) pozitif say¬lar¬n bir dizisi olsun. Bu taktirde,

I 2
�
jNpj ;

��N �
q

��
k

�
olmas¬için gerek ve yeter şart (4:8) koşulunun sa¼glanmas¬d¬r.

Üstelik bD; (4:7) ile tan¬ml¬matris olmak üzere
kIk(jNpj;jN�

q jk) =



 bD




(`;`k)

d¬r.

Ayr¬ca A = W ve k = 1 seçilirse Teorem 4.1 den Bosanquet and Das (1979)

¬n aşa¼g¬daki sonucu elde edilir.

Sonuç 4.5 (qn) ; q0 > 0 olan negatif olmayan reel say¬lar¬n artmayan bir dizisi

olsun. E¼ger

sup
v

1P
j=v

����GjvQj�vPj

���� <1; sup
v

����Pv"vQv

���� <1 ve sup
v

1P
j=v

jGjv"jj <1 (4.9)

şartlar¬sa¼glan¬yorsa, bu taktirde W 2 (jNpj ; jNqj) ve üstelik

kWk(jNpj;jNq j) = sup
v

1P
n=v

����� nPj=v
(q)nj "jGjv
����� :
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·Ispat Bu durumda L =
�
`jv
�
matrisi

`jv =

(
"jGjv; v � j
0; v > j;

olur ve dolay¬s¬yla (4:5) şart¬(4:9) şart¬na indirgenir. Böylece Teorem 2.3.13 göz

önüne al¬narak Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 den istenen elde edilir.

Ayn¬zamanda Teorem 4.1, Pn = A�n; Qn = A
�
n; ve �n = n özel durumu için

Sar¬göl (2016) ün aşa¼g¬daki sonucuna indirgenir.

Sonuç 4.6 Kabul edelim ki � > �1; � > �1; 1 � k < 1 ve n; v � 0 için

A = (anv) kompleks terimli bir matris olsun. Ayr¬ca bD matrisini

bdnv =
8><>:

1

n1=kA�n

Pn
j=1 jA

��1
n�jaj0; n � 1; v = 0

vA�v
n1=kA�n

Pn
j=1 jA

��1
n�j�

�
�ajv
v

�
;n; v � 1

(4.10)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu taktirde, A 2 (jC�j ; jC�jk) olmas¬için gerek ve yeter
şart

��
�avr
r

�
mevcut, r � 1; v � 0;

sup
m;v

����vA�v mP
r=v

A���1r�v
anr
r

���� <1 , n � 0;

sup
v

1P
n=1

��� bdnv���k <1
olmas¬d¬r. Ayr¬ca A 2 (jC�j ; jC�jk) ise A matrisine s¬n¬rl¬bir lineer operatöre

kaŗs¬l¬k gelir ve bunun normu

kAk(jC�j;jC� jk) =



 bD




(`;`k)

d¬r.

·Ispat E¼ger n � 0 için Pn = A�n; Qn = A�n;ve �n = n ise jNpj = jC�j ve��N �
q

��
k
= jC�jk oldu¼gu aç¬kt¬r. Önce Bosanquet and Das (1979) ¬n aşa¼g¬daki

eşitliklerini hat¬rlatmak yerinde olacakt¬r. � 6= �1;�2; :::; v � 1 için
nP
r=v

A�rA
���2
n�r =

vA�vA
���1
n�v
n

;
A�n�v
A�n

�
A�n�v�1
A�n�1

=
vA��1n�v
nA�n

; (4.11)

ve n = v = 0 için eşitli¼gin her iki taraf¬1 dir. Ayr¬ca kolayca görülebilir ki n � 1
için

C0 = A
���2
0 = 1; Cn = A

���2
n ve A��n = 0
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olur ve böylece (4:11) eşitli¼ginden

Gr� =

8<:
�A��A

���1
r��
r

; 1 � � � r

0; � > r

ve

lim
m!1

mX
r=�

anrGr� = �A��

1X
r=�

anr
A���1r��
r

= �A���
�
�an�
�

�
bulunur. Şu halde

`nv = vA
�
v�

�
�anv
v

�
; v; n � 1; `n0 = an0;

ve bdn0 = nP
j=1



(q)
nj aj0;

bdnv = n1=k�vA�v nP
j=1



(q)
nj�

�
�ajv
v

�
; v; n � 1

bulunur. Böylece Teorem 4.1 den ispat tamamlan¬r.

Bu sonuç, � > �, k = 1 ve A = I özel durumu için Kogbetliantz(1925),

� > �1; � > � + 1=k�; k � 1 ve A = I için Flett (1957) ve k > 1; � � 0 , �

negatif olmayan tamsay¬ve A = W matrisi için Mehdi (1960) ve üçgensel matris

için Sar¬göl (2012) ün aşa¼g¬daki sonuçlar¬na indirgenir.

Sonuç 4.7 E¼ger � > �1; � > � + 1=k� ve k � 1 ise I 2 (jC�j ; jC�jk) (Flett
1957).

Sonuç 4.8 E¼ger k > 1; � � 0 ve � negatif olmayan bir tamsay¬ ise W 2
(jC�j ; jC�jk) olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) ��"v = O
�
v��
�
;

(iia) "v = O
�
v����1+1=k

�
(� < � + 1=k�) ;

(iib) "v = O
n
(log v)�1=k

o
(� = �+ 1=k�) ;

(iic) "v = O (1) (� > � + 1=k�) ;

olmas¬d¬r (Mehdi 1960).

Sonuç 4.9 E¼ger A üçgensel bir matris ve k � 1 ise bu taktirde A 2 (A1;Ak)
olmas¬için gerek ve yeter şart

sup
v

1X
n=v

nk�1 jânvjk <1:
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olmas¬d¬r (Sar¬göl 2012).

E¼ger n � 1 için p0 = q0 = 1; pn = qn = 0 al¬n¬rsa, 1 � k < 1 için��N �
p

��
k
=
n
a 2 w :

�
�1=k

�

n an

�
2 `k

o
bulunur. Böylece Sar¬göl (2011) deki yol

izlenerek aşa¼g¬daki sonuç elde edilir. Bu sonuç ayn¬zamanda A = I ve k = 1 için

Sunouchi (1949) ve Bosanquet (1945) in sonucunu kapsar.

Sonuç 4.10 1 � k <1 ve n; v � 0 için A = (anv) kompleks terimli herhangi bir
üçgensel matris olsun. Ayr¬ca bD matrisini

bdnv =
8><>:
Pn

m=v

�1=k
�

n qnQm�1
QnQn�1pv

(Pvamv � Pv�1;am;v+1) ; 0 � v � n

0; v > n

ile tan¬mlayal¬m. Bu taktirde A 2
���Np

�� ; ���N �

q

���
k

�
olmas¬için gerek ve yeter şart

sup
v

1P
n=v

��� bdnv���k <1
olmas¬d¬r. Üstelik A 2

���Np

�� ; ���N �

q

���
k

�
ise

kAk�jNpj;
���N�

q

���
k

� = 


 bD



(`;`k)

:

Burada
���N �

p

���
k
mutlak a¼g¬rl¬kl¬ortalama metodu ile toplanabilen bütün serilerin

kümesidir yani

���N �

p

���
k
=

8<:a = (av) : 1P
n=1

����� �1=k
�

n pn
PnPn�1

nP
v=1

Pv�1av

�����
k

<1

9=; (4.12)

dir.

·Ispat Öncelikle n; v � 0 için bdnv = �1=k�n anv olmak üzere Teorem 4.1 den

A 2
�
jC0j ;

��C�0 ��k�, bD 2 (`; `k)
oldu¼gu görülür. Ayr¬ca D matrisi

dnv =

( Pn
m=v

qnQm�1
QnQn�1pv

(Pvamv � Pv�1;am;v+1) ; 0 � v � n
0; v > n

biçiminde al¬n¬rsa

A 2
���Np

�� ; ���N �

q

���
k

�
, D 2

�
jC0j ;

��C�0 ��k� ;
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veya eşde¼ger olarak bD 2 (`; `k) elde edilir. Böylece Teorem 4.1 den ispat tamam-
lan¬r.

Teorem 4.11 Kabul edelim ki 1 < k < 1 ve her n; v � 0 için A = (anv)

kompleks terimli sonsuz bir matris olsun. Ayr¬ca L =
�
`nv
�
matrisi Teorem 4.1

de oldu¼gu gibi ve bF = � bfnv� matrisi
bfnv = ��1=k�v

nP
j=1



(q)
nj `jv; v � 0; n � 1; (4.13)

ile tan¬mlanm¬̧s olsun. Bu taktirde A 2
���N �

p

��
k
; jNqj

�
olmas¬için gerek ve yeter

şart (4:3) ile birlikte

sup
m

mP
v=0

������1=k�v

mP
r=v

anrGrv

����k� <1; (4.14)

1P
v=0

� 1P
n=1

��� bfnv����k� <1 (4.15)

şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat A 2
���N �

p

��
k
; jNqj

�
verilsin. Bu durumda eşde¼ger olarak, (anj)

1
j=0 2���N �

p

��
k

��
ve her x 2

��N �
p

��
k
için A (x) 2 jNqj dur. Fakat Lemma 2.3.12 den

her n için

(anj)
1
j=0 2

���N �
p

��
k

��
, (anj)

1
j=0 2 D1 \D3

bulunur. Bu ise (4:3) ve (4:14) şartlar¬na eşde¼gerdir. Ayr¬ca (4:15) şart¬n¬elde

etmek için (3:1) ve (3:2) göz önüne al¬n¬rsa

E(k)oT (p) :
��N �

p

��
k
! `k; E

(1)oT (q) : jNqj ! `

dönüşümleri �
E(k)oT (p)

�
n
(x) = �1=k

�

n �T (p)n (x);�
E(1)oT (q)

�
n
(x) = �T (q)n (x)

olur. Şimdi x 2
��N �

p

��
k
verilsin. E¼ger T (p) (x) = y ve z =

�
E(k)oT (p)

�
(x) yani

n � 0 için zn = �1=k
�

n �yn; y�1 = 0 dersek bu durumda z 2 `k olur. Ayr¬ca
��N �

p

��
k

uzay¬`k uzay¬na izomorf oldu¼gundan x 2
��N �

p

��
k
, z 2 `k yaz¬labilir ve üstelik

yn =
nP
j=0

�
�1=k�
j zj
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olur. Böylece Teorem 4.1 in ispat¬nda oldu¼gu gibi F (n) =
�
f
(n)

mj

�
matrisi

f
(n)

mj =

(
�
�1=k�
j

Pm
r=j anrGrj; 0 � j � m

0; j > m

olmak üzere (3:3) den
mP
v=0

anvxv =
mP
v=0

f
(n)

mvzv

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan herhangi bir R = (rnv) matrisi için e¼ger R 2 (`k; c)
ise, bu durumda Lemma 2.3.12 den Rn(x) = �vrnvxv serisinin kalan terimi n ye

göre düzgün olarak s¬f¬ra gitti¼ginden Rn(x) = �vrnvxv serisi n ye göre düzgün

yak¬nsakt¬r. Gerçekten, x 2 `k oldu¼gundan Hölder eşitsizli¼gi nedeniyle���� 1P
v=m

rnvxv

���� � sup
n

� 1P
v=0

jrnvjk
�
�1=k� � 1P

v=m

jx� jk
�1=k

! 0 (m!1)

elde edilir. Dolay¬s¬yla

lim
n
Rn(x) =

1P
v=0

lim
n
rnvxv (4.16)

yaz¬labilir. Öte yandan (4:3) ve (4:14) şartlar¬ndan F (n) =
�
f
(n)

mj

�
2 (`k; c) oldu¼gu

aç¬kt¬r ve böylece (4:16) göz önüne al¬narak

An(x) =
1P
v=0

��1=k
�

v `nvzv =
1P
v=0

fnvzv = F n(z); n � 1

elde edilir. Bu da gösterir ki her x 2
��N �

p

��
k
için A(x) 2 jNqj olmas¬ için

gerek ve yeter şart her z 2 `k için F (z) 2 jNqj olmas¬d¬r, veya eşde¼ger olarak
jNqj = (`)E(1)T (q) oldu¼gundan

�
E(1)T (q)F

�
(z) 2 ` olmas¬d¬r. Di¼ger bir ifadeylebF = E(1)oT (q)oF olmak üzere bF 2 (`k; `) olmas¬d¬r. Şimdi eF = T (q)oF dersek,bF = E(1)o eF ile yaz¬labilir. Bu durumda gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa bF matrisinin

(4:13) ile ayn¬oldu¼gu görülür. Şu halde bF matrisine Lemma 2.3.10 uygulan¬rsa,bF 2 (`k; `) , (4:15) önermesi elde edilir. Bu ise ispat¬tamamlar.

Teorem 4.12 1 < k < 1 ve her n; v � 0 için A = (anv) kompleks terimli

sonsuz bir matris olsun. Ayr¬ca bF = � bfnv� matrisini Teorem 4.11 de oldu¼gu gibi

tan¬mlayal¬m. E¼ger A 2
���N �

p

��
k
; jNqj

�
ise bu taktirde A matrisi s¬n¬rl¬bir lineer

operatöre kaŗs¬l¬k gelir, ayr¬ca

kAk(jN�
p jk;jNq j) =

1

�

(
1P
v=0

� 1P
n=0

��� bfnv����k�)1=k
�

ve

kAk� =
1

�
lim
r!1

(
1P
v=0

� 1P
n=r+1

��� bfnv����k�)1=k
�
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olacak şekilde 1 � � � 4 say¬s¬vard¬r.

·Ispat Teorem 3.2 den
��N �

q

�� ve ��N �
p

��
k
uzaylar¬birer BK-uzaylar¬olduklar¬ndan

teoremin ilk k¬sm¬Wilansky (1984)[ p:57] nin Teorem 4.2.8 den elde edilir. Şimdi

A matrisinin normunu hesap etmek için (4:13) ile tan¬ml¬ bF matrisini ve Teorem
4.11 de tan¬mlanan

F1 = E
(k)oT (p) :

��N �
p

��
k
! `k; F2 = E

(1)oT (q) : jNqj ! `

operatörlerini göz önüne alal¬m. Böylece Teorem 4.11 den

x 2
��N �

p

��
k
, y = F1(x) 2 `k

yani

kxkjN�
p jk = kyk`k

yaz¬labilir. Ayr¬ca A = F�12 o bFoF1 bulunur. Buradan da Lemma 2.3.10 dan her
x 2

��N �
p

��
k
için

kAk(jN�
p jk;jNq j) = sup

x 6=�




F�12 bF (F1 (x))



jNpj

kxkjN�
p jk

= sup
y 6=�




 bF (y)



`

kyk`k
=




 bF



(`k;`)

=
1

�




 bF


0
(`k;`)

=
1

�

(
1P
v=0

� 1P
n=0

��� bfnv����k�)1=k
�

elde edilir. Bu ise ispat¬n ilk k¬sm¬n¬tamamlar.

Teoremin son k¬sm¬n¬n ispat¬ için S =
n
x 2

��N �
p

��
k
: kxk � 1

o
kapal¬birim

yuvar¬n¬ele alal¬m. Bu durumda, Pr : `! ` operatörü Pr(y) = (y0; y1; :::; yr; 0; :::)

ve bF (r) = � ~f (r)n� � matrisi
~f (r)n� =

(
0; 1 � n � rbfnv; n > r
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olmak üzere Lemma 2.4.11-Lemma 2.4.13 ve Lemma 2.3.10 dan dolay¬

kAk� = � (F2AS) = �
� bFF1S�

= lim
r!1

sup
y2F1S




(I � Pr) bF (y)



`

= lim
r!1




 bF (r)



(`k;`)

=
1

�
lim
r!1




 bF (r)


0
(`k;`)

=
1

�
lim
r!1

(
1P
v=0

� 1P
n=r+1

��� bfnv����k�)1=k
�

olacak şekilde � 2 [1; 4] say¬s¬vard¬r. Bu ise teoremin ispat¬n¬tamamlar.

Teorem 4.12 göz önüne al¬narak
���N �

p

��
k
; jNqj

�
s¬n¬f¬na ait kompakt operatör-

ler aşa¼g¬daki gibi karakterize edilebilir.

Sonuç 4.13 Teorem 4.12 in hipotezleri alt¬nda,

A 2 K
���N �

p

��
k
; jNqj

�
, lim

r!1

(
1P
v=0

� 1P
n=r+1

��� bfnv����k�)1=k
�

= 0:

Ayr¬ca Teorem 4.11 de özel olarak n � 0 ve � > �1 için Pn = A�n; Qn = A�n;ve
�n = n al¬n¬rsa jNpjk = jC�jk,

��N �
q

�� = jC�j olur. Dolay¬s¬yla Sar¬göl (2016) ün
aşa¼g¬daki sonucu elde edilir. Bu sonuç ise ayn¬zamanda � � 0; � = 1; k > 1 ve
A = W için Mazhar (1971) ¬n sonucunu içerir.

Sonuç 4.14 � > �1; � > �1; 1 < k <1 ve n; v � 0 için A = (an�) komp-
leks terimli herhangi bir matris olsun. Ayr¬ca bF = � bfnv� matrisi

bfnv = ( 1
nA�n

Pn
j=1 jA

��1
n�jaj0; n � 1; v = 0

v1=kA�v
nA�n

Pn
j=1 jA

��1
n�j�

�
�ajv
v

�
; n; v � 1

ile tan¬mlans¬n. Bu taktirde A 2 (jC�jk ; jC�j) olmas¬için gerek yeter şartlar

r � 1; v � 0 için ��
�avr
r

�
mevcut;

sup
m

mX
�=1

����v1=kA�v mP
r=v

A���1r�v
ajr
r

����k� <1; j � 0;
ve

1P
v=1

� 1P
n=1

��� bfnv����k� <1
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olmas¬d¬r (Sar¬göl 2016). Üstelik, A 2 (jC�jk ; jC�j) ise A matrisine s¬n¬rl¬ bir

lineer operatör kaŗs¬l¬k gelir ve

kAk(jC�jk;jC� j) =
1

�

(
1P
v=0

� 1P
n=1

��� bfnv����k�)1=k
�

olacak şekilde 1 � � � 4 say¬s¬vard¬r.

Sonuç 4.15 � � 0; k > 1 olsun:Bu durumda, W 2 (jC�jk ; jC1j) olmas¬ için
gerek ve yeter şart

(i)

1X
v=1

v(�+1)k
��1
�����

�"v
v

����k� <1;
(ii)(a)

1X
v=1

1

v
j�vjk

�
<1; � � 1;

(ii)(b)
1X
v=1

v�k
��k��1 j�vjk

�
<1; � > 1

olmas¬d¬r (Mazhar 1971).

Amatrisi yerine üçgensel matris al¬n¬rsa Teorem 4.11 Sar¬göl (2011) ve (Orhan

ve Sar¬göl 1993) ün aşa¼g¬daki sonucuna indirgenir.

Sonuç 4.16 1 < k <1 ve n; v � 0 için A = (an�) kompleks terimli herhangi bir
üçgensel matris olsun. Ayr¬ca bF = � bfnv� matrisi bf00 = a00;

bfnv =
8><>:
Pn

m=v

qn�
�1=k�
v Qm�1
QnQn�1pv

(Pvamv � Pv�1;am;v+1) ; 1 � v � n

0; v > n

ile tan¬mlans¬n. Bu taktirde A 2
����N �

p

���
k
;
��N q

��� olmas¬için gerek ve yeter şart
1P
v=1

� 1P
n=v

��� bfnv����k� <1
olmas¬d¬r. Üstelik A 2

����N �

p

���
k
;
��N q

��� ise A matrisine bir s¬n¬rl¬lineer operatör
kaŗs¬l¬k gelir ve

kAk����N�
p

���
k
;jNqj

� = 1

�




 bF


0
(`k;`)

olacak şekilde 1 � � � 4 say¬s¬vard¬r.
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5. MUTLAK CESÀRO jC;�1jk UZAYI VE

MATR·IS OPERATÖRLER·I

Bu k¬s¬mda Cesàro ortalamas¬n¬n içermedi¼gi ve Thorpe (1986) taraf¬ndan tan¬m-

lanan (C;�1) ortalamas¬ uygulanarak jC�1jk uzay¬ tan¬mlanm¬̧s ve topolojik
yap¬s¬incelendikten sonra bu uzay üzerinde tan¬ml¬baz¬matris operatörleri karak-

terize edilmi̧stir. Böylece ayn¬zamanda Sar¬göl (2016) ün sonuçlar¬� � �1 ara-
l¬¼g¬na geni̧sletilmi̧stir.

Hardy (1949) taraf¬ndan da belirtildi¼gi gibi (C; �) Cesàro ortalamas¬ genel

olarak � � �1 için incelenir. Fakat bu ortalama � = �1 için tan¬ml¬olmad¬¼g¬n-
dan Thorpe (1986) taraf¬ndan ayr¬olarak (C;�1) Cesàro ortalamas¬aşa¼g¬daki
şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r:

T0 = a0; Tn =
n�1P
�=0

a� + (n+ 1) an; n � 1: (5.1)

E¼ger (Tn) dizisi bir s say¬s¬na yak¬nsak ise �an serisi s ye (C;�1) toplanabilirdir
denir. Ayr¬ca bilinen yolla mutlak jC;�1jk toplanabilmeyi tan¬mlayabiliriz. E¼ger

1P
n=1

nk�1 jTn � Tn�1jk <1

ise bu seriye mutlak jC;�1jk toplanabilirdir denir. Şimdi bu yeni metotla toplana-
bilen serilerin kümesini tan¬mlayal¬m ve bu kümeyi jC�1jk ile gösterelim. Bu
durumda (5:1) den dolay¬

jC�1jk =
�
a = (av) :

1P
n=1

nk�1 j�Tnjk <1
�

veya

jC�1jk =
�
a = (a�) :

1P
n=1

nk�1 j�(nan) + anjk <1
�

yaz¬labilir. Ayn¬zamanda B(k) = (b(k)nv ) matrisi b
(k)
00 = 1 ve

b(k)nv =

8>><>>:
�n1=k� (n� 1) ; v = n� 1
n1=k

�
(n+ 1) ; v = n

0; v 6= n; n� 1
(5.2)

olmak üzere (2:2:1) e göre jC�1jk = (`k)B(k) olur. Ayr¬ca her üçgensel matrisin

tersi mevcut oldu¼gundan Wilansky (1984) [p. 9], B(k) matrisinin bir G(k) tersi

vard¬r. Bu matrisi hesap etmek için (5:1) ifadesini göz önüne alal¬m. E¼ger y0 = a0
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ve n � 1 için yn = n1=k
�
[(n+ 1) an � (n� 1) an�1] dersek bu durumda an =

1

n (n+ 1)

Pn
v=1 v

1=ky� oldu¼gu kolayca görülür. Buradan da G(k) matrisi g
(k)
00 = 1;

g(k)nv =

8><>:
�1=k

n (n+ 1)
; 1 � v � n

0; v > n

(5.3)

olarak elde edilir.

Şimdi bu bölümle ilgili teoremlere geçmeden önce gerekli notasyonlar¬verelim:

�1 =

�
" = ("v) 2 w :

1P
v=r

g(1)vr "v yak¬nsak, r � 1
�
;

�2 =

�
" = ("v) 2 w : sup

m;r

���� mP
v=r

g(1)vr "v

���� <1� ;
�3 =

(
" = ("v) 2 w : sup

m

mP
r=1

���� mP
v=r

g(k)vr "v

����k� <1
)
;

�4 =

�
" = ("v) 2 w : sup

�

1P
n=�

��g(1)nv "n�� <1� ;
�5 =

(
" = ("v) 2 w :

1P
�=1

� 1P
n=�

��g(k)nv "n���k� <1
)
:

Teorem 5.1 1 � k <1 olsun . Bu taktirde

a-) jC�1jk ; B(k) matrisi (5:2) ile tan¬ml¬olmak üzere kxkjC�1jk =


B(k)(x)



`k

normuna göre bir BK- uzay¬d¬r ve `k uzay¬na izomorftur, yani jC�1jk �= `k d¬r.

b-) 1 < k <1 için jC�1j�k = �1 \ �3 ve k = 1 için jC�1j
� = �1 \ �2.

c-) 1 < k <1 için jC�1j
k = �3 ve k = 1 için jC�1j

 = �2.

d-) 1 < k <1 için jC�1j�k = �5 ve k = 1 için jC�1j
� = �4.

e-) E¼ger v; n � 0 için � (v)n = g
(k)
nv ise

�
� (v)
�
dizisi jC�1jk uzay¬n¬n bir Schauder

baz¬d¬r.

·Ispat a-) `k uzay¬do¼gal normuna göre bir BK-uzay¬ve jC�1jk = (`k)B(k) ve
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B(k) matrisi bir üçgensel matris oldu¼gundan Wilansky (1984) [p. 61] Teorem

4.3.2 den jC�1jk uzay¬bir BK-uzay¬d¬r.
Teoremin ikinci k¬sm¬n¬ispat etmek için her x 2 jC�1jk için

B(k)n (x) = n1=k
�
[(n+ 1) xn � (n� 1)xn�1] ; n � 1 (5.4)

ile tan¬ml¬

B(k) : jC�1jk ! `k

operatörünü göz önüne alal¬m. Bu operatörün lineer birebir ve örten oldu¼gu aç¬k-

t¬r. Örne¼gin, örtenli¼gi için y = B(k) (x) 2 `k al¬n¬rsa xn =
1

n(n+ 1)

Pn
v=1 v

1=ky� 2

jC�1jk oldu¼gu kolayca görülür. Ayr¬ca

B(k)(x)


`k
= kxkjC�1jk

oldu¼gundan normu korur. Bu ise ispat¬tamamlar.

b-) 1 < k < 1 olsun: � dualinin tan¬mdan dolay¬, " 2 jC�1j�k () 8x 2
jC�1jk için �"nxn serisi yak¬nsakt¬r: y = B(k)(x) olsun: Bu durumda, y 2 `k

, x 2 jC�1jk : Burada x0 = y0 ve n � 1 için xn =
1

n (n+ 1)

Pn
v=1 v

1=ky� dür.

Dolay¬s¬yla �m0 = "0 ve

�mr =

( Pm
v=r g

(k)
vr "v; 1 � r � m
0; r > m

(5.5)

olmak üzere

mP
v=0

"�x� = "0y0 +

mX
�=1

"v
� (� + 1)

�X
r=1

r1=kyr

= "0y0 +
mX
r=1

 
mX
v=r

g(k)vr "v

!
yr

=
mP
r=0

�mryr

yaz¬labilir. Böylece Lemma 2.3.12 den

" 2 jC�1j�k , � 2 (`k; c)

veya eşde¼ger olarak, " 2 D1 \D3 dür: Bu da ispat¬tamamlar.

(c) ve (d) nin ispat¬(b) deki ispata benzer olarak yap¬l¬r.

e-) E¼ger x 2 jC�1jk = (`k)B(k) ise a-) dan dolay¬ y = B(k)(x) olacak şekilde
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bir tek y 2 `k vard¬r ve ayn¬zamanda v � 0 için xv =
�
B(k)

��1
v
(y) d¬r. Ayr¬ca

e(v) =
�
e
(v)
n

�
olmak üzere

�
e(v)
�
dizisi `k uzay¬n¬n bir baz¬oldu¼gundan



x� mP

v=0

xv�
(v)






jC�1jk

=





y � mP
v=0

yve
(v)






`k

! 0 (m!1) ;

veya x =
P1

v=0 xv�
(v) yaz¬labilir. Bu gösterimin tek oldu¼gu ise üçgen eşitsizli¼gin-

den aç¬kt¬r. Şu halde
�
� (v)
�
dizisi jC�1jk nin bir baz¬d¬r.

Aşa¼g¬daki teoremler ile jC�1jk uzay¬üzerindeki baz¬matris ve kompakt ope-
ratörler karakterize edilerek norm ve Hausdor¤ kompakts¬zl¬k ölçüleri belirlen-

mi̧stir.

Teorem 5.2 1 � k < 1 ve A = (anv) her n; v � 0 için kompleks terimli

sonsuz bir matris olsun: L = (lnr) ve H = (hnv) matrislerini s¬ras¬yla

lnr = r
1P
v=r

anv
� (� + 1)

;

hnv = n
1=k� [(n+ 1) ln� � (n� 1) ln�1;� ] ; n � 1; v � 1 (5.6)

ile tan¬mlayal¬m. Bu taktirde A 2 (jC�1j ; jC�1jk) olmas¬için gerek ve yeter şart

L matrisi tan¬ml¬d¬r, (5.7)

sup
m;r

����r mP
v=r

anv
� (� + 1)

���� <1 ; n � 0 (5.8)

sup
v

1P
n=1

jhnvjk <1 (5.9)

olmas¬d¬r.

·Ispat A 2 (jC�1j ; jC�1jk) olmas¬ için gerek ve yeter şart her n için (anv)1v=0
2 (jC�1j)� ve her x 2 jC�1j için A(x) 2 jC�1jk olmas¬d¬r. Ayr¬ca Teorem 5.1 (b)

den

(anv)
1
v=0 2 (jC�1j)

� , (an�)
1
�=0 2 �1 \ �2

veya eşde¼ger olarak her n için (5:7) ve (5:8) koşullar¬sa¼glan¬r. Şimdi (5:9) şart¬n¬

elde etmek için k = 1 için (5:4) ifadesini kullanarak

B(1)n (x) = (n+ 1) xn � (n� 1)xn�1 (5.10)

ile tan¬ml¬B(1) : jC�1j ! `1 operatörünü göz önüne alal¬m. Teorem 5.1 de oldu¼gu

gibi B(1) operatörü bijektif ve bu operatöre kaŗs¬l¬k gelen matris üçgenseldir.
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Ayr¬ca x 2 jC�1j verilsin. Bu durumda n � 0 için y = B(1) (x) olmak üzere y 2 `
dir, ve böylece x0 = y0 ve n � 1 için xn =

1

n (n+ 1)

Pn
v=1 vy� ; (x�1 = 0) bulunur.

Dolay¬s¬yla L(n) =
�
l
(n)
mr

�
matrisi

l(n)mr =

8<: r
Pm

v=r

an�
� (� + 1)

; 1 � � � m

0; � > m

olmak üzere

mP
v=1

anvxv =
mP
r=1

�
r
mP
v=r

an�
� (� + 1)

�
yr =

mP
r=1

l(n)mryr

yaz¬labilir. Öte yandan, herhangi bir R = (rnv) matrisi için R = (rnv) 2 (`; c) ise
Rn(x) = �vrnvxv serisi n ye göre düzgün yak¬nsakt¬r, çünkü Lemma 2.3.12 den

dolay¬serinin kalan terimi n ye göre düzgün olarak s¬f¬ra gider yani���� 1P
v=m

rnvxv

���� � sup
n;v
jrnvj

1P
v=m

jxvj ! 0 (m!1)

olur ve dolay¬s¬yla

lim
n
Rn(x) =

1P
v=0

lim
n
rnvxv (5.11)

yaz¬labilir. Böylece (5:7) ve (5:8) sa¼gland¬¼g¬na göre L(n) =
�
l
(n)
mr

�
2 (`; c) olup

(5:11) nedeniyle

An(x) =
1P
r=0

�
lim
m
l(n)mr

�
yr =

1P
r=0

lnryr = Ln(y)

elde ederiz. Bu demektir ki her x 2 jC�1j için A(x) 2 jC�1jk olmas¬için gerek ve
yeter şart her y 2 ` için L(y) 2 jC�1jk olmas¬d¬r ya da eşde¼ger olarak jC�1jk =
(`k)B(k) oldu¼gundan

H = B(k)L

olmak üzere H(y) 2 `k olmas¬d¬r. Böylece, A 2 (jC�1j ; jC�1jk) , (5:7) ; (5:8)

sa¼glan¬r ve H 2 (`; `k) dir: Gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa H = (hnv) matrisi

hnv =
nP
r=1

b(k)nr lr� = n
1=k� [(n+ 1) ln� � (n� 1) ln�1;� ] ; v; n � 1

olarak elde edilir. Böylece Lemma 2.3.11 den H 2 (`; `k) , (5:9) sa¼glan¬r. Bu

da ispat¬tamamlar.

Teorem 5.3 1 � k < 1 ve A = (anv) her n; v � 0 için kompleks terimli

sonsuz bir matris olsun:Ayr¬ca H = (hnv) matrisi (5:6) ile tan¬mlans¬n. E¼ger
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A 2 (jC�1j ; jC�1jk) ise bu taktirde A matrisi bir s¬n¬rl¬lineer operatöre kaŗs¬l¬k
gelir ve üstelik

kAk(jC�1j;jC�1jk) = supv

� 1P
n=0

jhnvjk
�1=k

kAk� = lim
r!1

sup
v

� 1P
n=r+1

jhnvjk
�1=k

d¬r.

·Ispat Teorem 5.1 den jC�1j ve jC�1jk uzaylar¬BK-uzaylar¬olduklar¬ndan teo-
remin ilk k¬sm¬Wilansky (1984)(p.57) nin Teorem 4.2.8 den elde edilir.

Şimdi A n¬n normunu hesap edelim. Bunun için H matrisini (5:6) ve

B(1) : jC�1j ! `; B(k) : jC�1jk ! `k

izomor�zimlerini s¬ras¬yla (5:10) ve (5:4) ile tan¬mlayal¬m. Bu durumda A =�
B(k)

��1 �H �B(1) elde edilir. Ayr¬ca
x 2 jC�1j , y = B(1)(x) 2 `

dir. Şu halde Lemma 2.3.11 den dolay¬

kAk(jC�1j;jC�1jk) = sup
x 6=�



G(k)(H(B(1) (x)))

jC�1jk
kxkjC�1j

= sup
y 6=�

k(H (y))k`k
kyk`

= kHk(`;`k)

= sup
v

� 1P
n=0

jhnvjk
�1=k

bulunur.

Teoremin son k¬sm¬n¬n ispat¬için S = fx 2 jC�1j : kxk � 1g kapal¬birim yu-

var¬n¬ele alal¬m. Bu durumda Lemma 2.4.11- Lemma 2.4.13 göz önüne al¬n¬rsa

Pr : `k ! `k operatörü Pr(y) = (y0; y1; :::; yr; 0; :::) ve H(r) =
�
�h
(r)
n�

�
matrisi

�h(r)n� =

(
0; 1 � n � r
hnv; n > r

olmak üzere

kAk� = � (AS) = �
�
B(k)AS

�
= �

�
HB(1)S

�
= lim

r!1
sup

y2B(1)S
k(I � Pr)H(y)k`k

= lim
r!1



H(r)



(`;`k)

= lim
r!1

sup
v

� 1P
n=r+1

jhnvjk
�1=k
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bulunur. Böylece Lemma 2.3.11 den istenen elde edilir.

Teorem 5.3 ve Lemma 2.4.12 göz önüne al¬narak (jC�1j ; jC�1jk) s¬n¬f¬ndaki
kompakt operatörler aşa¼g¬daki biçimde ifade edilebilir.

Sonuç 5.4 Teorem 5.3 nin hipotezleri alt¬nda,

A 2 K (jC�1j ; jC�1jk), kAk� = lim
r!1

sup
v

� 1P
n=r+1

jhnvjk
�1=k

= 0:

E¼ger A matrisini özel olarak W veya I matrisi olarak seçersek bu durumda

W 2 (jC�1j ; jC�1jk) olmas¬�xv serisi jC;�1j toplanabilir oldu¼gunda�"vxv serisinin
jC;�1jk toplanabilir olmas¬veya I 2 (jC�1j ; jC�1jk) ise bu metotlar¬n kaŗs¬laşt¬r¬l-
mas¬anlam¬na gelir yani jC�1j � jC�1jk olur. Öte yandan e¼ger Teorem 5.2 de

A = I al¬n¬rsa L = (lnr) ve H = (hnv) matrisleri

lnr =

8<:
r

n (n+ 1)
; 1 � r � n

0; n < r

ve

hnv =

(
n1=k

�
[(n+ 1) ln� � (n� 1) ln�1;� ] ; 1 � v � n

0; v > n;

olarak elde edilir. Böylece (5:7) ; (5:8) ve (5:9) koşullar¬sa¼glanaca¼g¬ndan Teorem

5.2 den aşa¼g¬daki sonuç ifade edilebilir.

Sonuç 5.5 E¼ger 1 � k <1 ise jC�1j � jC�1jk.

Teorem 5.6 1 < k < 1 ve A = (anv) her n; v � 0 için kompleks terimli sonsuz
bir matris olsun: L = (ln�) matrisini Teorem 5.2 de oldu¼gu gibi ve Ĥ =

�
ĥn�

�
matrisi

ĥn� = �
�1=k� [ln� +�n(nln�)] ; � � 1; n � 1; (5.12)

ile tan¬mlayal¬m. Bu taktirde A 2 (jC�1jk ; jC�1j) olmas¬için gerek ve yeter şart
(5:7) ile birlikte

sup
m

mP
r=1

����r1=k mP
v=r

an�
� (� + 1)

����k� <1; (5.13)

1P
�=1

� 1P
n=1

���ĥn�����k� <1 (5.14)

şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.
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·Ispat A 2 (jC�1jk ; jC�1j), Her bir n için (an�)
1
�=0 2 (jC�1jk)

� ve her x 2 jC�1jk
için A (x) 2 jC�1j dir. Dikkat edilirse Teorem 5.1(b) den, her n için (an�)

1
�=0 2

(jC�1jk)
� , (an�)

1
�=0 2 �1 \ �3: Buradan da, (an�)

1
�=0 2 (jC�1jk)

� , (5:7) ve

(5:13) koşullar¬sa¼glan¬r. Ayr¬ca (5:14) koşulunu elde etmek içinB(k) : jC�1jk ! `k

operatörünü (5:4) ile tan¬mlayal¬m. Bu durumda, B(k) (x) = y olmak üzere jC�1jk
uzay¬`k uzay¬na izomorf oldu¼gundan

x 2 jC�1jk , y 2 `k

olur. Ayn¬zamanda y0 = x0 ve n � 1 için

yn = B
(k)
n (x) = n1=k

�
[(n+ 1) xn � (n� 1)xn�1] ; x�1 = 0

yaz¬labilir. Böylece L(n) =
�
l
(n)
mr

�
Teorem 5.2 de verilen matris ve F (n) =

�
f
(n)

mr

�

f
(n)

mr =

(
r�1=k

�
l
(n)
mr ; 1 � r � m

0; r > m

matrisi olmak üzere Teorem 5.2 nin ispat¬nda oldu¼gu gibi (5:3) den

mX
v=1

anvxv =
mX
r=1

r�1=k
�
l(n)mryr =

mX
r=1

f
(n)

mryr

elde ederiz. Di¼ger taraftan herhangi bir R = (rnv) matrisi için R 2 (`k; c) ise
Lemma 2.3.12 den Rn(x) = �vrnvxv serisinin kalan terimi n ye göre düzgün

olarak s¬f¬ra gitti¼ginden Rn(x) = �vrnvxv serisi n ye göre düzgün yak¬nsakt¬r.

Gerçekten, x 2 `k oldu¼guna göre Hölder eşitsizli¼gi nedeniyle���� 1P
v=m

rnvxv

���� � sup
n

� 1P
v=0

jrnvjk
�
�1=k� � 1P

v=m

jx� jk
�1=k

! 0 (m!1)

elde edilir. Dolay¬s¬yla

lim
n
Rn(x) =

1P
v=0

lim
n
rnvxv (5.15)

yaz¬labilir. Öte yandan (5:7) ve (5:13) şartlar¬ndan F (n) =
�
f
(n)

mr

�
2 (`k; c) oldu¼gu

aç¬kt¬r ve böylece F n =
�
fnr
�
matrisi fnr = limm f

(n)

mr ile tan¬ml¬olmak üzere

(5:15) den

An(x) =
1P
r=1

�
lim
m
f
(n)

mr

�
yr =

1P
r=1

r�1=k
�
lnryr =

1P
r=1

fnryr = F n(y); n � 1

elde edilir. Bu demektir ki her x 2 jC�1jk için A(x) 2 jC�1j olmas¬için gerek ve
yeter şart her y 2 `k için F (y) 2 jC�1j olmas¬d¬r, veya (2:2:1) den jC�1j = (`)B(1)
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oldu¼gundan eşde¼ger olarak
�
B(1)F

�
(y) 2 ` olmas¬d¬r. Dolay¬s¬yla Ĥ = B(1)F ol-

mak üzere Ĥ 2 (`k; `) bulunur. Şu halde A 2 (jC�1jk ; jC�1j), (5:7) ; (5:13) şart-

lar¬sa¼glan¬r ve Ĥ 2 (`k; `) dir. Öte yandan Lemma 2.3.10 dan dolay¬Ĥ 2 (`k; `)
şart¬(5:14) şart¬na denktir. Bu ise teoremin ispat¬n¬tamamlar.

Teorem 5.7 1 < k < 1 ve A = (anv) her n; v � 0 için kompleks terimli

sonsuz bir matris olsun: Ayr¬ca Ĥ =
�
ĥn�

�
; (5:12) ile tan¬ml¬matris olsun. E¼ger

A 2 (jC�1jk ; jC�1j) ise bu taktirde A matrisi bir s¬n¬rl¬lineer operatöre kaŗs¬l¬k
gelir ve

kAk(jC�1jk;jC�1j) =
1

�

(
1P
v=0

� 1P
n=0

���ĥn�����k�)1=k
�

ve

kAk� =
1

�
lim
r!1

(
1P
v=0

� 1P
n=r+1

���ĥnv����k�)1=k
�

olacak şekilde � 2 [1; 4] say¬s¬vard¬r.

·Ispat Teorem 5.1 den jC�1j ve jC�1jk uzaylar¬BK-uzaylar¬olduklar¬ndan teo-
remin ilk k¬sm¬Wilansky (1984)(p.57) nin Teorem 4.2.8 den elde edilir.

Şimdi A n¬n normunu hesap etmek için (5:12) ile tan¬ml¬Ĥ =
�
ĥn�

�
matrisini

ve (5:4) ve (5:10) ile tan¬ml¬

B(k) : jC�1jk ! `k; B
(1) : jC�1j ! `

izomor�zmlerini göz önüne alal¬m. Bu durumda A = G(1)oĤoB(k) elde edilir.

Ayn¬zamanda x 2 jC�1jk , y = B(k)(x) 2 `k dir. Dolay¬s¬yla Lemma 2.3.10 dan

kAk(jC�1jk;jC�1j) =



Ĥ




(`k;`)
=
1

�




Ĥ


0
(`k;`)

=
1

�

(
1P
v=0

� 1P
n=0

���ĥn�����k�)1=k
�

olacak şekilde 1 � � � 4 vard¬r.
Teoremin son k¬sm¬n¬n ispat¬için S = fx 2 jC�1jk : kxk � 1g kapal¬ birim

yuvar¬n¬ele alal¬m. Bu durumda Lemma 2.4.11-Lemma 2.4.13 ve Lemma 2.3.10
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u göz önüne al¬n¬rsa

kAk� = �
�
B(1)AS

�
= �

�
ĤB(k)S

�
= lim

r!1
sup

y2B(k)S




(I � Pr) Ĥ(y)



`

= lim
r!1




 ~H(r)




(`k;`)

=
1

�
lim
r!1




 ~H(r)



0
(`k;`)

=
1

�
lim
r!1

(
1P
v=0

� 1P
n=r+1

���ĥnv����k�)1=k
�

olacak şekilde � 2 [1; 4] say¬s¬ vard¬r. Burada Pr(y) = (y0; y1; :::; yr; 0; :::) ile

Pr : `! ` operatörünü ve ~H(r) =
�
~h
(r)
n�

�
ile

~h(r)n� =

(
0; 1 � n � r
ĥn� ; n > r

ile tan¬ml¬matrisi göstermektedir. Bu ise Lemma 2.3.10 dan teoremin ispat¬n¬

tamamlar.

Teorem 5.7 göz önüne al¬narak (jC�1jk ; jC�1j) s¬n¬f¬na ait kompakt operatörler
aşa¼g¬daki gibi karakterize edilebilir.

Sonuç 5.8 Teorem 5.7 nin hipotezleri alt¬nda,

A 2 K (jC�1jk ; jC�1j), lim
r!1

(
1P
v=0

� 1P
n=r+1

���ĥnv����k�)1=k
�

= 0 :
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