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OZET

MUTLAK NORLUND UZAYI VE MATRIiS OPERATORLERI
DOKTORA TEZi
GULLU CANAN HAZAR GULEC
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. MEHMET ALI SARIGOL)

DENIZLI, EKIM-2017
Bu caligma giris boliimiiyle birlikte bes ana boliimden olusmaktadir.

Ikinci bolimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel tamim ve
teoremlerin ifadeleri verilmistir.

Uciincii  béliimde Sarigdl’iin  (2010) tammmindan 6zel durumda Norlund
matrisiyle elde edilen |N,p,, 6,|; mutlak Norlund toplanabilme metodu ile
toplanabilen serilerin |Ng | , uzay! tanimlanarak bu uzaym bazi topolojik yapisi,

kapsama iliskileri incelenmis ve a—,f—,y — dualleri ile Schauder bazi
belirlenmistir.

Doérdiincti boliimde |N§ |k uzay: ile ilgili matris operatorleri karakterize

edilerek bu operatorlerin normlar1 ve Hausdorff kompaktsizlik 6l¢iileri belirlenmis
ve aynt zamanda Hausdorff kompaktsizlik 6l¢iisii kullanilarak bu operatorlerin
kompakt olmasi igin gerek ve yeter sartlar verilmistir. Boylece bilinen bazi 6nemli
sonuclar genellestirilmistir.

Besinci boliimde ise Cesaro ortalamasinin igermedigi ve Thorpe (1986)
tarafindan ayrica tanimlanan (C, —1) ortalamasi goz Oniine alinarak |C_4 |, uzay:
tanimlanmis ve topolojik yapist incelendikten sonra bu uzayla ilgili matris
operatorleri karakterize edilmistir. Boylece ayn1 zamanda Sarigol’iin (2016) baz
sonuglart da @ = —1 araligina genisletilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Mutlak Nérlund Toplanabilme Metodu, Mutlak
Cesaro Toplanabilme Metodu, Matris Operatorleri, BK-Uzayi, Hausdorff
Kompaktsizlik Olgiisii, Kompakt Operatorler.



ABSTRACT

ABSOLUTE NORLUND SPACES AND MATRIX OPERATORS
PH.D THESIS
GULLU CANAN HAZAR GULEC
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. MEHMET ALI SARIGOL)

DENIZLI, OCTOBER 2017
This study consists of five main chapters with the introduction part.

In chapter 2, the basic definitions and theorems used in the following sections
are given.

In chapter 3, by defining the space |N£|k as the set of all series summable by

the absolute Norlund summability method |N, p,,, 6,1, Obtained by the definition
of Sarig6l (2010) with the special case of the Norlund matrix, its some topological
structures and inclusion relations are studied and also a—, f—,y — duals and the
Schauder base are determined.

In chapter 4, by characterizing some matrix operators defined on the space
|N§|k, their norms and Hausdorff measure of noncompactness are determined.

Also, by applying the Hausdorff measure of noncompactness, the necessary and
sufficient conditions for such operators to be compact are given. Therefore some
known important results are generalized.

In chapter 5, taking into account the mean (C,-1), not included by the general
Cesaro mean and introduced by Thorpe (1986) separately, the space |C_q| iS
defined and after investigating topological structure, a—, 3—,y — duals and the
Schauder base are obtained, and matrix operators related to this space are
charaterized. Thus, also, some results of Sarig6l (2016) are extended to the range
a=-—1.

KEYWORDS: Absolute Norlund Summability, Absolute Cesaro Summability,
Matrix Operators, BK-Spaces, Measure of Hausdorff Noncompactness, Compact
Operators.
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SEMBOL LiSTESI

Kompleks sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Kompleks degerli biitiin dizilerin uzayi
Kompleks degerli yakinsak dizilerin uzayi
k-mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1
Kompleks degerli sinirlt dizilerin uzayi
Sinirlt salinimli dizilerin uzay1

X den'Y ye olan matrislerin simifi

Yim=1 @y serisinin kismi toplamlar dizisi

X uzaymin birim kiiresi

X uzayinin kapali birim yuvari

X dizi uzaymin « duali

X dizi uzaymin £ duali

X dizi uzaymin y duali

X dizi uzaymda A matrisinin toplama alani
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1. GIRIS

1821 yilinda Augustin Louis Cauchy (1789-1857) yayinladigi " Analyse algebrique"
adli ¢alismasinda bir sifir dizisinin aritmetik ortalamasinin yine bir sifir dizisi,
keza yakinsak bir dizinin aritmetik ortalamasimin da yakinsak ve dizi ile aym
limite sahip oldugunu ispatlamak suretiyle toplanabilme teorisinin temelini atan
ilk matematikgilerden biri olmustur. Ancak, ondan ¢ok daha 6énce Euler ve ¢ag-
daglar1 ve hatta ondan da 6nce Leibnitz ve Newton gibi taninmig matematikciler
dizi ve serilerle ilgilenmisler ve 6zellikle serileri yapilan hesaplarin dogal bir sonucu
olarak gormiiglerdir. Bu goriisiin sonucu olarak, James Bernoulli 1696 yilinda

1

l+z+ai+. =
11—z

bagintisini kullanmig ve Euler ise hi¢ bir gseyden kuskulanmadan bu esitlikte x =

—1 koyarak Euler paradoksal esitligi adi verilen
1-14+1-1+4...= =
&

esitligini elde etmis ve bu bagintiy1 bir¢ok yerde kullanmigtir.

Yakinsaklik kavraminin ortaya atilmasindan ¢ok ¢nce ve sezgisel olarak bulu-
nan bu sonuglar Cauchy’nin yukarida belirtilen teoremlerinden sonra bir anlam

kazanmig ve toplanabilme teorisinin temelini olusturmustur. Ciinkii,

v = 5 [+ (-1)"

dizisi yakinsak olmadigi halde bunun aritmetik ortalamasinin 1/2 ye yakinsadig
ve bu sonucun Euler tarafindan verilen sonug ile ayni oldugu goriilmiis ve boylece

yakinsaklik kavraminin genellegtirilmesi goriisii ortaya ¢ikmigtir.

Bu konuda ilk olarak 1882 de O. Holder (1859-1937) tarafindan agagidaki

yakinsaklik tanimi verilmigtir: Herhangi bir (x,) dizisi i¢in

1 1z 1z
BL) — v, W = — S M pe) = Re=D > 9
" n+1v2::0I’ " n—i—lvz::o“’ T n+1vz::0“ P=

olmak {izere lim,,_,, P — s ise (x,,) dizisine s ye H,, limitlenebilir veya toplana-
bilirdir denilerek x,, — s (H,) ile gosterilmistir. Daha sonra Cesaro, Euler, Abel,
Borel, Le Roy, Riesz,... toplanabilme metotlar: ifade edilerek yakinsaklik kavrami
genellestirilmigtir. Bunun yanisira dizilerin yerine serilerin kismi toplamlar dizisi

alinarak bu metotlarla serilerin toplamlar1 hesaplanmig ve boylece toplanabilme



teorisi 6nemli gelisme kaydetmigtir.

Giintimiize kadar yakinsaklik kavrami bu 6zel metotlar ve matris metotlar:
bagta olmak iizere farkli yontemlerle genellestirilmistir. Bu baglamda ilk genellestir-
me ¢aligmalarindan biri Voroni’nin, Rus dogabilimci ve fencilerin 1902 deki 11.
kongresinde sundugu bildiri (St. Petersburg (s. 60-1)) ve Norlund'un 1920 de
Acta Univ. lund (2) 16, 3 nolu makalesinde ifade ettigi (N, p,) Norlund ortala-

masi ile tamimlanan toplanabilme metotudur.

Ayrica 1937’de F.M. Mears, Ann. Math. 38, 3 nolu makalesinde Norlund
ortalamasini kullanarak farkli bir yontemle | N, p, | mutlak Noérlund toplanabilme
metodunu ifade etmig ve bu metot D. Borwein and F. P. Cass tarafindan 1968
yilinda Math. Zeitschr.103 nolu makalesinde indisel olarak |N,p,|, metoduna
genigletilmig ve boylece ayni zamanda k. dereceden mutlak yakinsak seriler uzayi

da genellesgtirilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel tanim ve teoremlerin
ifadeleri verilmigtir. Ayrica bu ¢aligsma boyunca K reel veya kompleks sayilarin

cismini gosterecektir.

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tamim 2.1.1 (Lineer Uzay) U bos olmayan bir kiime ve K reel ve kompleks

sayilarin bir cismi olsun. Eger
+:UxU—-U; (v,y) —zxz+y, :KxU—->U,; (a,r) — ax

toplama ve skalerle carpma islemleri her a,b € K ve her z,y, z € U igin,

(L1)
(L2) (z+y)+z=z+ (y+ 2)

(L3) x + 6 = x olacak sekilde bir tek 6 € U vardr.

(L4) z + (—z) = 6 olacak sekilde bir tek (—z) € U vardir.
(L5) lx ==z

(L6) a(z +y) = ax +ay

(L7) (a+b)x = ax + bx

(L8) a(bzr) = (ab) x

ozelliklerini sagliyorsa bu taktirde U kiimesine K cismi iizerinde bir lineer uzay
denir. Eger K = R ise U ya reel lineer uzay ve K = C ise U ya kompleks lineer

uzay adi verilir.

Aynmi zamanda U nun bog olmayan herhangi bir V' alt kiimesi verildiginde,
eger her a,b € K ve z,y € V icin axz + by € V ise V ye U nun lineer altuzay:
denir (Maddox 1970).

Tamim 2.1.2 (Metrik Uzay) U bostan farkh bir kiime ve d : U x U — R

fonksiyonu verilmis olsun. Eger her z,y, z € U igin

Dd(ry)=0er=y

M
(M2) d(x,y) =d(y,)
M3) d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) (liggen esitsizligi)



sartlart saglaniyorsa d ye bir metrik (uzaklik) fonksiyonu ve (U, d) ikilisine de
bir metrik uzay adi verilir (Maddox 1970).

Tamm 2.1.3 (Normlu Uzay) U bir kompleks lineer uzay ve ||-|| : U — C; x — ||z|

fonksiyonu verilmis olsun. Eger z,y € U ve a € C i¢in
(N1) ||z]| =0 2x=146
(N2) Jlaz| = [al ||z

(V3) [z +yll < [l=]] + llyll (tiggen esitsizligi)

ozellikleri saglaniyorsa bu durumda ||| ya U iizerinde bir norm ve (U, ||-||) iki-

lisine ise normlu lineer uzay veya kisaca normlu uzay adi verilir (Maddox 1970).

Normlu uzay d(x,y) = ||z — y/|| ile ayn1 zamanda bir metrik uzaydur.

Tamim 2.1.4 (Cauchy Dizisi) (U, ||-||) normlu bir uzay ve (z,,), U da bir dizi

olsun. Eger her € > 0 icin n, m > ng oldugunda

|Tn — Zm|| < €

olacak gekilde bir ny = ng(€) dogal sayis1 bulunabiliyorsa, (z,) e U da bir Cauchy
dizisi denir (Kreyszig 1978).

Tanim 2.1.5 (Normlu Uzayda Yakinsak Dizi) (U, ||||) normlu bir uzay ve
(z,), U da bir dizi ve € U olsun. Eger her € > 0 sayist igin n > ng oldugunda

e, — x| <€

olacak gekilde bir ny = ng(e) dogal sayis1 bulunabiliyorsa, (z,) e, = noktasma
yakimsaktir denir ve x, — x veya lim, z, = x bigiminde gosterilir (Kreyszig

1978).

Normlu uzayda yakinsak her dizi ayni zamanda bir Cauchy dizisidir, fakat

bunun tersi her zaman dogru degildir (Kreyszig 1978).

Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu normlu uzaya ise Banach uzay: (tam

uzay) adi verilir (Kreyszig 1978).



Sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahip olan uzaya ayrilabilir uzay denir (Kreyszig
1978).

Tanim 2.1.6 (Lineer Operatdr) U ve V kompleks lineer uzaylar olsun. Eger

T :U — V doniigimii, her x,y € U ve a,b € K i¢in

T (ax + by) = T () + bT (y)

sartin1 saghyorsa 7' ye lineer operator veya lineer doniisiim denir (Maddox 1970).

V = C olmas1 durumunda ise T" ye lineer fonksiyonel ad1 verilir.

Tamim 2.1.7 (Smirh Lineer Operator) U ve V normlu uzaylar ve T : U — V

bir lineer operator olsun. Eger her z € U i¢in
[T < M |||

esitsizligini saglayacak sekilde bir M > 0 sayis1 bulunabiliyorsa 7' ye smirlidir
denir ve 7" nin normu

[T|
]

]|T||:sup{ :x#@,xEU}

ile tamimlanir (Kreyszig 1978).

T
Burada her z € U (z # 0) igin % < M oldugundan sinirh lineer déniigtimiin
x

normu meveuttur ve her z € U i¢in ||Tz|| < ||T| ||z| dir. Aym zamanda bu norm

(W) ([T = sup {| T[] - [l=f < 1}
(2) ([T = sup {[| T[] : [l=]] = 1}
(3) T =inf {M >0 ||T=|| < M [z}

normlarma denktir (Kreyszig 1978).

Siirh lineer donitisiimlerin B (U, V') kiimesi yukaridaki normlara gore normlu

lineer uzaydir ve V' = U olmasi durumunda bu uzay B (U) ile gosterilir.

Teorem 2.1.8 (Banach Steinhause Teoremi) (4,), U Banach uzayindan

V' normlu uzay1 igine siirh lineer doniigiimlerin bir dizisi olsun. Eger her bir



x € U icin
sup || A (2)]| = ¢z < 0
ise bu taktirde
sup || A, || < 0o

dur. Yani (||4,||) norm dizisi simirhdir (Wilansky 1964).

Teorem 2.1.9 U ve V normlu uzaylar ve 7' : U — V bir lineer doniisiim ol-
sun. Bu taktirde T doniistimiiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7' nin

siurh olmasidir (Kreyszig 1978).

Eger U ile V' arasinda normu koruyan birebir-trten lineer bir doniigiim varsa

bu uzaylara izomorfik uzaylar adi verilir ve U = V ile gosterilir (Mursaleen 2011).

Bu calisma boyunca k*, k > 1 olmak tizere k nin eslenigini gosterecektir yani
1/k +1/k* = 1 olacaktur.

Teorem 2.1.10 (Holder Esitsizligi) 1 < k < covexy, Za, ..., Tp > 0, Y1, Y2, ooy Yp >
0 olsun. Bu taktirde

n B 1/k n 1/k*
Z TylYy < <Z xlrj) (Z yy)
v=1 v=1

v=1

dir (Kreyszig 1978).

Teorem 2.1.11 (Minkowski Esitsizligi) 1 < k < oo, z1,29,...,2, > 0,
Y1, Y2, s Yo > 0 olsun. Bu taktirde

(£ ) <

v=1

dir (Kreyszig 1978).

2.2. Dizi Uzaylar:

w kompleks veya reel terimli dizilerin kiimesini gostermek iizere toplama ve
skalerle ¢arpma islemlerine gore bir lineer uzaydir ve w nmin herhangi bir alt li-
neer uzayia bir dizi uzay1 denir (Boss ve Peter 2000). Aymi zamanda asagidaki

uzaylar w nin temel alt uzaylar1 olup dogal normlarina gore Banach uzayidir:
lo = {3: = (z,) € w:sup|z,| < oo}

6



c:{x:(mv)ew:limxvzs, SE(C}
Kk:{:p:(xv)ew:Z|xv|k<oo,k‘21}
v=0

bv = {x:(xv) Ew: Y, |Ty— Ty <oo,a:1:0}

v=0

by = {:U:(xv) cw: (éx”) eéoo}
csz{m:(xv)Ew: (UZO%) Gc}.

Ornegin, ¢; uzayimin dogal normu

dir.

Tanim 2.2.1 (FK-uzay1) U bir dizi uzay1 olmak iizere tam lineer metrik uzay ol-
sun. Eger her n > 0 igin p, : U — C; p, (z) = x,, koordinat fonksiyoneli siirekli
ise U ya F'K-uzay: denir (Malkowsky ve Rakoc¢evi¢ 2000).

Normlu F'K-uzaymma ise BK-uzay1 ad1 verilir (Malkowsky ve Rakocevi¢ 2000).
Tamim 2.2.2 (Matris Doniisiimii) U ve V, w nin iki alt uzay1 ve A = (a,,)

reel veya kompleks terimli sonsuz bir matris olsun. z = (x;) € U verilsin. Eger

her n > 0 icin

18

A (z) =

aan}j,

J

Il
= o

esitliginin sagindaki seri yakinsak ise A(z) = (A4, (z)) e, * = (x;) dizisinin A-
doniigiim dizisi adi verilir. Ayrica her z € U igin Az = (A,(z)) € V ise bu
durumda A, U dan V' ye bir matris doniigiimii tammlar denir ve A € (U, V) veya

A:U — V ile gosterilir (Maddox 1970).

Aynm zamanda matris doniisiimii bir lineer doniistimdiir.

Teorem 2.2.3 'K uzaylar arasinda tanimli herhangi bir matris doniistimii
stireklidir (Wilansky 1984).

Tanim 2.2.4 Her v,n > 0 igin A = (a,,) bir sonsuz matris olsun. Eger v > n igin

Ay = 0 Ve a,, # 0ise A ya ii¢gensel matris denir (Malkowsky ve Rakocevié¢ 2007).



Tanim 2.2.5 U, w nin bir alt kiimesi olsun.
U={ecw:VYreUign (g,x,) €L},

Ul ={ecw:VzcUign (e,2,) €c, },
Ul={ecw:VreUicn (g,2,) € bs}

ve

Us={rcw:A(x) eU} (2.2.1)

kiimelerine sirasiyla U uzayiin a-, -, 7- dualleri ve U da A matrisinin toplama
alani denir (Bagar 2011).

Tanim 2.2.6 (Schauder Bazi) U normlu bir dizi uzay1 olsun ve (b)) dizisi

verilsin. Eger her x € U icin

lim ||z — > a,b™ | =0
gy OO n=0

olacak sekilde bir tek (ay,) skaler dizisi mevcut ise (b(™) dizisine U uzaymin bir
Schauder bazi denir ve bu durumda z =37 a,b™ yazilir (Kreyszig 1978).
Ornegin, e her bir n icin n.terimi 1 ve diger biitiin terimleri sifir olan bir dizi

olmak tizere (e(”)) dizisi dogal normuna gore ¢, uzayinin bir Schauder bazdir.

2.3 Toplanabilme Metotlari

Bu kisimda toplanabilme metotlar: 6nemli bir yer tutacaktir ve bu tanimlarda s6z
konusu olan Ya, reel veya kompleks terimli sonsuz seriyi ve (s,) ise bu serinin

kismi toplamlar dizisini gosterecektir.

Tamim 2.3.1 (Cesaro Toplanabilme Metodu) o > —1 ve n > 1 igin

AY =

o = ve A =1

n!

(n—;a) (a+1)(a+2)...(a+n)

olmak tizere (s,) ve (na,) dizilerinin . mertebeden ve n. (C,«) Cesaro ortala-

malarim sirasiyla o ve 74 ile gosterelim, yani

1 n
“— Y AoTlg) 2.3.1
Un A% = 7’L—VS ( )
ve
]_ n
¢ =— Y A% lva, (2.3.2)
A% v=0



olsun. Eger lim, .., 0% = s ise Xa,, serisi s degerine (C, «) toplanabilirdir denir
(Hardy 1949). Burada (2.3.1) doniigiimiine kargilik gelen matris

a—1
T2 0<v<n
Gy = Ao - (2.3.3)
0, v>n

dir. Bu matrise aym1 zamanda a-ninci mertebeden Cesaro matrisi denir. Ozel
olarak a = 1 i¢in (C, 1) Cesaro ortalamasi elde edilir yani (s,,) ve (na,) dizilerinin

(C, 1) Cesaro ortalamalar1 sirasiyla

> S (2.3.4)

ve
]_ n
(r— > va,

n+1U:0

ile verilir. Ayrica (2.3.4) doniisiimiine karsihik gelen matris

,0<v<n
Any = n+1

0, v>n

dir.

Mutlak Cesaro toplanabilme metodu ilk olarak Fekete (1911) tarafindan agagi-

daki sekilde tanimlanmistir.

[0}

*) smirh

Tamim 2.3.2 o > —1 ve (0%) dizisi (2.3.1) ile verilmis olsun. Eger (o

salinimh bir dizi yani
oo
e% (e% a
Z ‘O-n - O-nfl‘ <00, 0y = 0
n=0

ise Ya, serisine |C, | toplanabilirdir denir. Ozel olarak, bu metot a = 1 igin

|C, 1| toplanabilme metoduna indirgenir.

Fekete (1911) nin tanim Flett (1957) tarafindan agagidaki sekilde genellegtiril-

mistir.

Tanim 2.3.3 1 < k < co,a > —1 ve her n > 0 i¢in o, (2.3.1) ile verilmis

olsun. Eger
o0

"o — ot |" < 00,07, =0 (2.3.5)
n=0



ise Ya,, serisine |C, |, toplanabilirdir denir. Bu metot 6zel olarak £ = 1 icin
|C, o] toplanabilme metoduna ve o = 1 igin |C, 1|, toplanabilme metoduna in-
dirgenir (Flett 1957).

Diger taraftan Kogbetliantz (1925) in 78 = n (J% — 02_1) esitligi gz oniine
alimirsa (2.3.5) sarti
o) 1 otk
— <
nZ::l TS

biciminde de ifade edilebilir.

Son zamanlarda farkli bir yaklagimla Sarigol (2016), o > —1 igin Flett’in

metodu ile toplanabilen serilerin |C,|, uzayim tanimlayarak

k
<0 p,

esitligini elde etmis ve bu uzayin topolojik yapisi ile matris operatorlerini in-

n

-1
—— Y wA%a

n—uv v
nt/kAe =

|Oa|k = {a = (ay) : i

celemistir. Boylece yeni bir ¢aligma alanm da yaratilmigtir.

Benzer olarak herhangi bir A matrisinin k. dereceden mutlak konservatifligi
ise Das (1970) tarafindan

A, = {3 = (8y): ka_l sy, — sv_1|k < oo}

v=1

olmak iizere A € B (A, Ai), k > 1, olarak tanimlanmigtir. Burada dikkat edilme-
lidir ki A tiggensel bir matris ise Ay, ile @ = 0 igin elde edilen |Cp|, arasinda yakin

bir iligski vardir. Gergekten
ac |G, &se A

dir ve dolayisiyla

" nr n7T70< <
e T 05,

Apy =
0, v>n

olmak tizere
A€ (A, Ay) <= A€ (IColy,,|Coly)

yazilabilir.

Tanim 2.3.4 (No6rlund Toplanabilme Metodu) (p,) reel veya kompleks

10



sayilarm bir dizisi ve P, = po +p1 + ... + oo # 0n>0); P, = p_, = 0

olsun. Bu durumda

1 2 1 2
= = n—vov — 5 Pn—u v 2.3.7
P, et = py e (237

esitligi ile tanimh (¢,,) dizisine (s, ) dizisinin Norlund ortalamasi denir ve (N, p,)
ile gosterilir. Eger lim,, .o, t, = s ise Xa,, serisi s degerine (N, p,,) toplanabilirdir
denir (Hardy 1949).

Ayrica (2.3.7) doniigiimiine kargilik gelen matris

dir.

Tamim 2.3.5 1 < k < oo ve (t,) doniisiim dizisi (2.3.7) ile verilmig olsun. Eger,
S0 Ut =ty |F < 00, b1 =0
n=0

ise bu taktirde Xa,, serisine | N, p,|, toplanabilirdir denir (Borwein ve Cass 1968).

Bu metot & = 1 i¢in Mears (1937) tarafindan verilen |N,p,| toplanabilme

metoduna, a > —1 ve p, = A ! i¢in |C, o], metoduna indirgenir.

Tanim 2.3.5, Umar ve Khan (1977) tarafindan da n ¢arpan yerine P, /p,, teri-
mi alimarak tekrar ifade edilmistir. Bu tanmimin da Mears'in taniminm1 kapsadigi
agikardir.

Tanim 2.3.6 (Riesz Toplanabilme Metodu) (p,) terimleri negatif olmayan
reel sayilarin bir dizisi ve n — oo i¢in P, = pg + p1 + ... + p, — o0 olsun. Bu

durumda

1 n
T, = — > Dvsu (2.3.8)
Pn v=0

esitligi ile tamimh (7},) dizisine (s,) nin (R, p,) Riesz ortalamas1 veya (N, pn)
agirlikli ortalamasi denir. Eger lim,, .., T,, = s ise Xa, serisi s degerine (R, p,)
veya (W, pn) toplanabilirdir denir (Hardy 1949).

Bu doniisiime karsilik gelen matris

Pv
—,0<v<n
= Pn - -

0, v>n

a/T'LU

11



dir.

Son zamanlarda 6zel matrisler yerine genel matrisler, n veya P,/p, garpani
yerine keyfi bir ¢arpan alinarak bu metotlar Sarigol (2010) tarafindan agagidaki
sekilde genigletilmigtir.

Tanim 2.3.7 Xa,, kismi toplamlar dizisi (s,) olan sonsuz bir seri ve (6,,) negatif

olmayan terimlerin bir dizisi olsun. Eger k£ > 1 icin
SO0 Ay (s) = Aus (5)]F < o0, (2.3.9)
n=1

ise Xa, serisine |A,6,|, toplanabilirdir denir (Sarigsl 2010).

Eger ozel olarak A agirlikh ortalama matrisi alinirsa |A, 6, |, = }N, Dn,s Hn}k
Sulaiman (1992), |A, P, /pal, = |N,pa|, Bor (1985), |A,n|, = |R,pal|, Sargol
(1992) ve Norlund ortalama matrisi almirsa |A,n|, = |N,p,|, Borwein ve Cass
(1968) olur.

Bu arada |N, pn,9n| , metodu ile toplanabilen serilerin ’NG‘

b, kuzayl tanimla-

narak bu uzay iizerindeki baz1 matris simflar karakterize edilmigtir (Sarigol 2011).

Tanmim 2.3.8 A, B toplanabilme metodu ve € = (¢,) kompleks sayilarin bir dizisi
olsun. Eger Xa, serisi A toplanabilir oldugunda e,a, serisi B toplanabilir ise
¢ dizisine toplanabilme ¢arpani denir ve € € (A, B) ile gosterilir (Sarigsl ve Bor
1995).

Mutlak toplanabilme carpanlari ve bu metotlarin karsilagtirilmasi giiniimiize
kadar Mehdi (1960) Mazhar (1971) Sarigol (1992,1993,2015) ve Sarigsl ve Bor
(1995) gibi bir ¢ok yazar tarafindan incelenmistir. Dikkat edelimelidir ki bu

aragtirma konusu / birim matrisi ve

Ep, U =T
Wy = (2.3.10)
0,v#n

ile tammmh W = (w,,) kosegen matrisi gibi 6zel matris doniigiimlerine kargilik

gelmektedir.

Simdi bu ¢alismada 6nemli rol oynayacak olan lemmalar: verelim.

12



Lemma 2.3.9 1 < k£ < oo ve N pozitif tam sayilarin herhangi sonlu bir alt

kiimesi olsun. Bu durumda, A € (¢, ¢) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

) Uk
} < 0

Asagidaki lemma, Lemma 2.3.9 daki norma egdeger normu verip uygulama

o0

HAH(ek,e) = Sl;fp { >

v=0

Z Ay

neN

olmasidir (Stieglitz ve Tietz 1977).

agisindan daha kullanighdir.
Lemma 2.3.10 1 < k£ < oo olsun. Bu taktirde, A € (¢, {) olmas: igin gerek

HA“/(Z;C,Z) = {ZO ( _0|anv|) } <0

olmasidir. Ayrica ||A||'(€M) = {||All 4, ) oOlacak sekilde £ € [1,4] vardir (Sarigol
2015).

ve yeter kosul

Bu lemmann ikinci kismindan [[Alf ,, ;) < HAH'@k’Z) < 4|A||, o oldugu agiktir.

Lemma 2.3.11 1 < k < oo olsun. Bu durumda, A € (¢, /) olmasi i¢in gerek ve
yeter kosgul

- 1/k
k
1Al = sup{z aue] } < 00

n=0

olmasidir (Maddox 1970).

Lemma 2.3.12
a-) Ac ({,c) < (i) v > 0 igin lim,, a,, mevcut, (i) sup,, |an,| < oco.
b-) A € ({, ) < (ii) saglanr.
c-) 1 <k < ooigin

A€ (U, ls) & (1) sup 3 Jan|" < oco.

n v=0

d-) A € (U, c) < (i) ve (iii) saglamr (Stieglitz ve Tietz 1977).

Teorem 2.3.13 (¢,), qo > 0 olan negatif olmayan reel sayilarin artmayan bir

dizisi ve D = (d,,) iicgensel matris olsun. Eger

x d’U’f‘ v—r
(a) sup Y % < 0

13



P,
b) sup|——¢e,| < 00
(0) ey
(¢) sup | dyeg| < o0

bu taktirde

Qn anl

anv . anvflj O S v S n)
Q=
0, v>n

olmak iizere

> QU eudyr

v=r

sup Y

T n=r

dur (Bosanquet ve Das 1979).

< 00
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2.4 Hausdorff Kompaktsizlik Olciisii

Bu kisimda Hausdorftf Kompaktsizlik 6lciisii ile ilgili temel tanim ve teoremlere

yer verilmistir.

Tanim 2.4.1 S ve H bir (X,d) metrik uzaymm alt kiimeleri ve ¢ > 0 ol-
sun. Eger her h € H igin d (h,s) < ¢ olacak sekilde bir s € S varsa, S ye H
nin e-neti denir. Eger S sonlu ise, bu durumda H nin S e-netine H nin sonlu

bir e-neti denir (Mursaleen ve dig. 2011).

Tanim 2.4.2 H Dbir (X,d) metrik uzaymin alt kiimesi ve ¢ > 0 olsun. H
kiimesinin her ¢ i¢in sonlu bir € neti varsa bu H kiimesine total sinirhidir denir
(Mursaleen ve dig. 2011).

Total smirli her kiime sinirhidir. Fakat tersi genel olarak dogru degildir.

Tanim 2.4.3 (Hausdorff Kompaktsizlik Olgiisii) 1y, (X,d) metrik uza-
yinda X in bostan farkh biitiin sinirh alt kiimelerinin sinifi olsun. Eger Q) € ux

ise bu durumda ) nun Hausdorff kompaktsizlik ol¢iisii
X(Q) =inf{e > 0: Q, X de sonlu e-netine sahiptir}

ile tammmlanir ve x : uy — [0, 00) doniisiimiine ) kiimesinin Hausdorff kompaktsiz

ik 6lgiisii denir (Malkowsky ve dig. 2004).

Lemma 2.4.4 ), ; ve () kiimeleri X metrik uzaymin simirh alt kiimeleri

olsun. Bu taktirde

(a) x(Q) =0 < Q total siirhdir

(b) Q1 C Q2= x(Q1) < X(Q2)

(c) x(Q) =x(@Q)

(d) x(Q1U Q2) = maks {x(Q1), x(Q2)}

(e) x(Q1NQ2) =min {x(Q1),x(Q2)} (Malkowsky 2010).

Teorem 2.4.5 X bir normlu uzay ve @), ()1 ve ()2 kiimeleri X in siirh alt

kiimeleri olsun. Bu taktirde
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(a) x(Q1 + Q2) < x(Q1) + x(Q2)
(b)v A € Cigin x(AQ) = |A[ x(Q)
(c) Ve X icin x(Q + x) = x(Q) (Darbo 1955).

Tanmim 2.4.6 X ve Y Banach uzaylar1 olmak iizere L : X — Y bir lineer operator
olsun. xq, x5 sirasiyla X ve Y uzaylar iizerinde tanimh Hausdorff kompaktsizlik
olgiileri ve iy, py sirasiyla X ve Y kiimelerinin bogtan farkl biitiin sinirh alt

kiimelerinin siiflar1 olsun. Eger

VQ € py igin L(Q) € py
ve

X2(L(Q)) < Mx,(Q)

sartim saglayan 0 < M < oo sayist varsa L : X — Y lineer operatoriine (x;, X»)-

sinirlidir denir.

Eger L operatorii (xq, Xy)-sinirh ise

Ll gy = IE{M > 0:VQ € py igin xo(L(Q)) < Mx,(Q)}

sayisina L nin (x, x,) kompaktsizlik 6lciisti adi verilir. Ozel olarak, x; = o = X

icin |[L]|, ) = IIL]l, yazihr (Malkowsky ve Rakocevi¢ 2000).

Tanim 2.4.7 X ve Y metrik uzay ve f : X — Y doniisiimii verilmis olsun.
Eger her simirh Q C X kiimesi icin m kapanig kiimesi Y de kompakt ise
f ye kompakttir denir ve kompakt doéniigtimlerin kiimesi K (X,Y) ile gosterilir
(Kreyszig 1978).

Kompakt doniisiim diziler cinsinden asagidaki bicimde karakterize edilebilir.
Teorem 2.4.8 X ve Y normlu uzay ve L : X — Y lineer operatorii olsun.
Bu durumda L nin kompakt olmas icin gerek ve yeter sart X deki her simirh (z,,)
dizisi i¢in (L (x,,)) dizisinin Y de yakinsak bir alt diziye sahip olmasidir (Suhubi

2001).

Teorem 2.4.9 Eger X, Y Banach uzaylann ve L € B(X,Y) ise bu taktirde

”'Hx’ B (X,Y) iizerinde bir yariormdur ve
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() L], < (L]
(b) K € K(X,Y) i¢in [[L + K|, = [|L]|, (Malkowsky ve Rakocevi¢ 2000).

Teorem 2.4.10 X sonsuz boyutlu normlu uzay ve By = {x € X : ||z|| = 1}
birim kiire olsun. Bu durumda x(Bx) = 1 dir (Malkowsky ve Rakoc¢evi¢ 2000).

Asagidaki sonu¢ BK uzay1 olan ¢, uzayimin sinirh bir alt kiimesinin Hausdorff

kompaktsizlik 6lciisiinii hesap etmek icin son derece kullanighdir.

Lemma 2.4.11 1 < k < oo igin X = {; veya X = ¢y olmak iizere ), X
normlu uzayimin sinirh bir alt kiimesi olsun. Eger P, : X — X, her z € X i¢in
P, (x) = (zo,x1, ..., x,, 0, ...) ile tanimh bir operator ise bu durumda I, X de bir

birim operator olmak {iizere

(@) = lim (sup |7 = P, ()]

r—00 \ zeQ

dir (Rakocevi¢ 1998).

Lemma 2.4.12 X ve Y Banach uzaylari, L € B(X,Y)ve Sx ={zx € X : ||z]| < 1},

X de kapali birim yuvar1 gostersin.Bu durumda,

1Ll = x (L (Sx))

ve

LeK(X,Y) & Ll =0,

dir (Malkowsky ve Rakocevi¢ 2000).

Lemma 2.4.13 X normlu bir dizi uzay1 ve y, ve x swrasiyla Xy ve X de tiim

sinwrh kiimelerin koleksiyonu olan M~ ve M tizerinde Hausdorfl kompaktsizhik
T

olgiilerini gostersin. Bu durumda T = (t,,) bir sonsuz ii¢gensel matris olmak

tizere her () € M i¢in
T

dur (Malkowsky ve Rakocevié 2007).
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3. MUTLAK |N| NORLUND UZAYI VE

y

OZELLIKLERI

Bu boliimde, |N,py,6,|, Norlund toplanabilme metodu ile toplanabilen biitiin

serilerin !Ng ‘ , uzayim tanimlayarak bu uzaym bazi topolojik 6zelliklerini, l), uza-

yini kapsadigini, a-, -, - duallerini ve bazini iceren teoremleri verecegiz.

Oncelikle belitilmelidir ki (¢,) dizisi (2.3.7) ile tanimh (s,,) dizisinin Nérlund

ortalamas: ise

VY], = {az (@) S0 — s [F < 00, k> 1},

n=1

yazilabilir. Burada 6zel olarak 6, = n ve p, = A% ! (n > 1) alinirsa }Ng

B
|Cal), ve po =1, p, = 0 aliirsa ‘Nzﬂk = Ay olur. Diger taraftan (s,) dizisi Xa,

serisinin kismi toplamlar dizisi olduguna gore

[N, = a=(a): Y 05|y "nv M1 ak<oo k> 1
Pk ! ‘n:1 " v=0 Pn Pn—l & ’ o
ifade edilebilir. Eger 1 < k < oo i¢in T® = (t&)) ve E® = (el)) matrisleri
Pn—v O < <
s SUVSN
0, v >n,

—F v =n—-1
0, v#n,n—1,
ile tanimlamrsa bu durumda (2.2.1) gésterimine gore ‘Ng }k = (U) gy p») yazila-
bilir. Ayrica T® iicgensel matris oldugundan bir S® inversi mevcuttur. Simdi

S®) matrisini hesap edelim. Eger py # 0 ise acikca goriildiigii iizere

n 1, n=0
zpn—vovz{ ’

v=0 0, n>1

esitligini saglayacak gekilde bir (C,,) dizisi vardir. Dolayisiyla n > 1 i¢in P, =
Po+ p1+ -+ pn # 0 olmak iizere
1

n = 55 Pn—vv
b=, P

gerek ve yeter sart
Ty = Z Cnfvpvyv

v=0
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diir. Bu ise Norlund doniisiimiiniin tersinin mevcut oldugunu ve iistelik S® =

(37(%) ) matrisinin

) =

CrhwPy,0<v<n
(3.3)

0, v>n

oldugunu gosterir.

Herhangi bir « reel sayisi icin A%x,, terimini egitligin sagindaki seri yakinsak

olmak iizere

Az, =S A % x: n >0
ile tamimlayacagiz. Ayni zamanda
Pnfv Pnflfv 1< <
— JI1<ov<n
QP — > P, ., P.1=0,
0, v>n

olmak {izere
0P = py /P, n>1,08 =1,

Gnv: ZP’I’CH—’I‘ ;U,HZO,

=0

D, = {s = (g,) €w:lim ) £,G,, mevcut}
< oo}
.
. oo}

D, = {6 = (gy) Ew :sup Y |e,Grr| < oo}

T n=r

v=r

in: 51)Gvr

v=r

Dgz{ez(av)ew:sup

m,r

Dgz{sz(sv)éw:supi

m r=0

0-VE S e,G,

o o k*
D5 - {5 = (511) cw: Z {0:1/k* Z |€nGnT|} < OO}

r=0

gosterimlerini kullanacagiz.

Oncelikle [N,

daki kapsama iligkisini aragtiralim.

uzayinin ¢, uzayindan tiiretilmesi nedeniyle bu uzaylar arasin-

Teorem 3.1 (6,,) pozitif sayilarm simurh bir dizisi, pg > 0 ve n > 1 igin p,, > 0

olsun. Eger (p,) artmayan bir dizi ise bu durumda 1 < k < oo igin

e C ‘Nglk'
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Ispat ¢, C !Ng kapsamasinin saglandigini ispatlamak icin her x € ¢} icin

x

[/l o) < M|z,
| P|k

esitsizligini saglayacak sekilde bir M > 0 sayisinin oldugunu gostermek yeterlidir.

Bunun i¢in = € ¢; alalim ve

n P P, 1 n
ATV (1) = ( L U) T, = > QP
( ) v;l Pn Pn—l 1;1

olsun. Bu durumda 1 < k£ < oo i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa

m k m n n k=1
o1 AT )" < 32 080 3 Jo o { 3 o)
=1 n=1 v=1 v=1

n—

esitsizligi elde edelir. Hipotezden, 0 < v < n i¢in Q% > 0 bulunur. Gergekten

(P,) artan bir dizi ve (p,) artmayan bir dizi oldugundan

Q(p) il Pnfv il Pnf'ufl
i Pn Pnfl
o Pn—v Pn—v — Pn—v
B Pn Pn—l
1
= Pnn—l/_Pn—vn >0
o P Pn)
bulunur ve boylece
Pnfv Pnf'ufl
Pn - Pnfl
oldugu goriiliir. Buradan da
n no (P, Py
Q(p) _ ( n—v  In-v 1)
vz::l ‘ " ‘ vZ::l Pn Pnfl
no(P,_ P
S Z ( n—v  <n-v 1 -1
v=1 Pn—l Pn—l
R . Pn . Pnfl o
bulunur. Ote yandan lim,, D= 0 ve dolayisiyla lim,, = 1 oldugundan
o0 mo (P, P,
Q(p) — 1 n—v 4 n-v 1
nZ:v | " | lﬁlnnzv ( Pn Pnfl

yani
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elde edilir. Ayrica (6,) siirh bir dizi oldugundan her n i¢in 6, < M olacak
sekilde bir M sayis1 vardir. Boylece her m icin
SO ATP @) < 20 Y 0 e
n=1 n=1 v=1

< MUY {Z 0553} 2" = ME Y ||

v=1 v=1

yani

l2lljyg < MYl

oldugu goriiliir. Bu da ispat1 tamamlar.
Asagidaki teoremlerde py # 0 alinmigtir.

Teorem 3.2 1 < k < oo ve (,) negatif olmayan sayilarin bir dizisi olsun.

Bu durumda

a) |V

lizere

}k uzay1, T®) ve E®) sirasiyla (3.1) ve (3.2) ile tanimh matrisler olmak

”xH\N{ZIk — HE(k)OT(p)(x)”ek

normuna gore bir BK-uzayidir ve ayni zamanda ¢, uzayma izomorftur yani

|Ng‘k = 4, dir.

b-) Eger Upw 1o, ’Ng ‘ ., uzaymn kapali bir alt uzay ise U, £}, uzayimn kapal

bir alt uzayidir.

c-) 1<k <ooigin |Ng‘i

=Di1ND3ve k=1 igin |Ng‘f:DlﬁD2 dir.
d-) 1 <k <ooigin |[Nf|| = Dsve k =1igin [N!|] = D, dir.
e-) 1 <k < o0 igin ‘Ng‘: = D5 ve k =1 igin }Np@‘? = D, diir.

£-) Her v,n > 0 igin b = (b)) dizisini

wor _ 0 L, Gy Pv <
' O’ v>n

ile tamimlayalim. Bu durumda (b(”)) dizisi ’Ng uzayinin bir Schauder bazidir.

\k

Ispat a-) ¢, dogal normuna gore BK-uzay, ‘Ng|k = (l) gwypy ve ERTE)
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bir {iggensel matris oldugundan Wilansky’nin Teorem 4.3.2 (1984) [p. 61] den
dolay1 1 < k < oo i¢in ‘Ng}k bir B K-uzayidir.

Teoremin ikinci kismimi ispatlamak icin !Ng‘ . ile {; uzay1 arasinda lineer,
birebir ¢rten ve normu koruyan bir doniisiimiin oldugunu géstermek yeterlidir.

Bunun i¢in (3.1) ve (3.2) ile tamimh

T(p) : ’Ne gk-)E(k) ve E (gk)E(k) - ek

=

doniistimlerini goz oniine alalm. Bu durumda 7™ and E® fonksiyonlar: li-
neer birebir ve drten doniisiim oldugundan E®)oT®) bileske fonksiyonunun ayni
ozelliklere sahip oldugu agiktir. Gergekten, 6rnegin, ortenligini gostermek igin

z = (z,) € {) alahm. Bu durumda

Y= (yn) = (Z0_08,"" 20) € (l) oo

olacagindan
= (2a) = (Z0_oP.Cmutr) € |NY|,
segilirse
o (E(k)OT(p)) (z) € &

elde ederiz. Bu ise isteneni verir. Ayrica,
HE Jor® ”e = H$|||N9\

olduguna gére E®oT®) doniistimii normu korur. Boylece ispat tamamlanir.

b') ’Ng‘k

mek yeterdir. Simdi

bir B K-uzay1 oldugundan Uy k), uzayinin tam uzay oldugunu goster-

Y= E®) o7 (z™)

olmak tizere
19" =" g, = 12" =™l g — 0
Plg

oldugundan, eger (") dizisi Ugn)rt) uzayinda bir Cauchy dizisi ise, bu durumda
(y™) dizisi U da bir Cauchy dizisi olur. Boylece, U nun tam uzay oldugunu goz
oniine alirsak (y") dizisi bir y € U noktasima yakmsar. Bu ise y = E®oT® ()

olacak sekilde bir = € Ug®),rw nin varligini ve ayrica

2 = gy, = Iy = wllg, = 0

oldugunu gosterir. Bu da ispat1 tamamlar.
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B
c-) 1 < k < oo olsun. Bu durumda ¢ € <|Ng‘ k) olmasi igin gerek ve yeter

sart her x € !N 9 icin ex € cs olmasidir. Simdi y = T®)(z) olsun. Bu durumda

ol
n > 0 icin z, = 071/ ¥ (Y — Yn—1),y—1 = 0, dersek z € ¢}, olur. Dolayisiyla (3.3)

den,
n v
= Z Pucnfz/yz/ Ve y, = Z Q;I/k Zr
r=0

v=0

oldugundan

INSE

m
> ETy =
7=0

I
o

J

—1/k*
w3 }

{ZPOU ]5v}yj
{
i

i Ms filngE

yazilabilir. Burada

{QTI/k*Z 0G0 < <m
P =
0, T>m

dir. Boylece Lemma 2.3.12 den
o1 \P
€€ (|Np\k> & pe (e

veya esdeger olarak € € D; N D3 dir. Bu ise ispat1 tamamlar.
k =1 durumu, benzer sekilde ispatlanir.

2l
d-) 1 < k < oo olsun.Bu durumda, ¢ € <|Ng‘ k) olmasi igin gerek ve yeter
sart her z € }Ng { L i6in (320 €,7,) € Lo olmasidir. Teorem 3.2 ¢) de oldugu gibi
y =T®(x) ve n >0 igin

20 = 0% (Y — yn1),y-1 =0
olmak {izere

xE‘Ne

o, ez €l

Dolayisiyla, 1 = (p,,,,) matrisi (3.4) ile tanimh olmak iizere

Z 8J$J Z Ko
yazilabilir. Boylece Lemma 2.3.12 den
o1 \7
€€ <‘Np|k> & p€ (U, )
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veya esdeger olarak ¢ € D3 olur. Bu ise ispat1 tamamlar.
k =1 igin ispat benzer sekilde yapilir.

e) l <k<oovee € <|Ng‘k> olsun. Bu durumda ¢ € (!Ng‘k> olmasi igin

gerek ve yeter sart her x € ‘Ng icin ex = (e,2,) € £ olmasidir. Buradan

}k

n v

—1/k*
= &, 5. PC oY
- r
Enln €n v-n—v Zr
v=0 r=0
n o n

- Z Z Z':nPI/Ctn—V‘gr_l/k* Zy

r=0v=r

= 5n(2)
elde edilir. Burada

V=T

5 { S enPCo 0 0<r <

0, r>n

dir. Bu durumda her x € |Ng i¢in ex = (g,2,) € ¢ olmas i¢in gerek ve yeter

B
sart her z € / i¢in 6 (2) € ¢ olmasidir veya denk olarak

€€ (’Ng{k> &5 € (I, 0)
dir. Boylece Lemma 2.3.10 dan teoremin ispati tamamlanir.
k =1 i¢in benzer olarak Lemma 2.3.11 den ispat tamamlanir.
f2) e = (egj)) olmak {izere (e(*)) dizisi ¢} uzaymmn bir bazi oldugundan (b))

dizisi | N |,

bir z € ¢, vardir ki

uzay1 i¢in bir bazdir. Gergekten, eger x € !Ng ise bu durumda &yle

i
y = (E(k)OT(p)) (z)
dir. Boylece (a) dan dolayr v > 0 igin
2, = ( E(k)OT(p)>;1 (2)

olmak iizere

m

z— 3 z,bW

v=0

m

z— 3 z,e®
v=0

— 0, (m — o)

(4
|NP|k

L

elde edilir. Buise z = > 7, 2,0 demektir. Bu gosteriminin tek oldugu ise

tiggen esitsizliginden aciktir.
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Dikkat edilmelidir ki, (f) sikki aym1 zamanda ‘Ng uzayimin Schauder bazini

bulmak ic¢in bir yontem vermektedir.

x

Asagidaki sonug Teorem 3.2 den kolayca elde edilir.

Sonug 3.3 Eger 1 < k < oo ve (f,) pozitif sayilarn bir dizisi ise |N/| uzay:

i
ayrilabilirdir.
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4. MUTLAK NORLUND UZAYINDA MATRIS VE

KOMPAKT OPERATORLER

Bu bolimde |N?|,

cegiz. Ayrica bu operatorlerin normlarini ve Hausdorff kompaktsizlik 6lciilerini

uzayinda tamimli bazi matris operatorlerini karakterize ede-

belirleyecegiz. Bununla birlikte Hausdorff kompaktsizlik 6lciistinii uygulayarak
bu operatorlerin kompakt olmasi igin gerek ve yeter sartlari igeren teoremleri
verecegiz ve bu sonuclardan faydalanarak bilinen bazi sonuglar1 da genellestire-
cegiz.

Bu boliimde gegen teoremlerde py # 0 alinmigtir.

Teorem 4.1 Kabul edelim ki 1 < k& < oo ve her n,v > 0 icin A = (an,)

o~

kompleks terimli sonsuz bir matris olsun. Ayrica L = (Zjv) ve D = (dm,> mat-

rislerini

U, = lim 3 z G, (4.1)
dy = O/F 2 09%,in>1,0>0 (4.2)

ile tanimlayalim. Bu taktirde A € <|Np| , ‘N g }k) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Vj,v > 0 icin L taniml, (4.3)
Vj igin sup | Y G| < 00, (4.4)
© |~ |k
sup Y |dpy| < 00 (4.5)
v n=l1

olmasidir.

Ispat 1 < k < oo olsun. A € <|N B ‘N 9| ) olmasi igin gerek ve yeter sart her n
icin (anw)o € (IN,])? ve her & € |N,| igin A(z }Nﬂk
Teorem 3.2 (c) den (a,,)52, € D1 N Dy yazﬂablhr veya egdeger olarak her n i¢in

olmasidir. Dolayisiyla,

(4.3) ve (4.4) sartlan saglanmir. Simdi (4.5) sartinin saglandigini gostermek icin
z € |N,| alalim ve (3.1) ve (3.2) yi kullanarak

EWoT®) 1 |N,| — ¢, E®oT@ : N!| — 4,

B
bilegske operatorlerini tanimlayalim. Bu durumda bu operatorlerin lineer birebir

ve orten oldugu aciktir. Ote yandan n > 0 igin

n P?’L*’U

Tép) T)=1Yn =
(2) ;::0 2

Ly
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ve

(P, P
Zn = E(l)oT(p) T) =Yy — Yp_1 = ( n—v {In-1 'u) ,
( )n( ) = Yn = Yn—-1 VZ:ZO P P

yazilabilir. Eger z, = Ay,, y_1 = 0 dersek z € ¢ olup ayrica

Yn =D 7%
j=0
ve
- Z PVCn—Vyl/
v=0
bulunur. Dolayisiyla (3.3) den dolay: ™ = (ZE;Z)) matrisi

—(n) ZT:J» anvaj7 0<j<m
0, i>m

olmak {izere

Jj=0 v=j

m mo (o o )
Zoanvxv = Z (P] z am}ov—j) Yi = Zofmjzj’
v= J=

yazilabilir. Diger taraftan herhangi bir R = (r,,) matrisi igin R = (r,,,) € (¢, ¢)
ise R,(r) = 3,1, serisi n ye gore diizgiin yakimsaktir. Ciinkii Lemma 2.3.12

den dolay1 serinin kalan terimi n ye gore diizgiin olarak sifira gider yani

37 ey | <Sup |l Yo 2, — 0 (m — o0)
olur ve dolayisiyla
lim R, () = > limr,,x, (4.6)
n =0 n

yazilabilir. Boylece (4.3) ve (4.4) saglandigina gore ™ = (ZS}) (¢,c) olup
(4.6) nedeniyle

A, (z) = i (hmé ) 2 = i lnjzj = Ly(2)
j=0 j=0
elde ederiz. Bu demektir ki her « € |N,| igin A(z ‘N e‘k ancak ve yalniz her
z € {igin L(z ‘N9|k dir. Ayrica }N9|]C ék)E(k)T(q) olduguna gore
D = E®or@T
olmak tizere L(z |N9‘ yani D(z) € ¢ dir. Boylece A € < NY?| ) dir

ancak ve yalniz (4.3) (4.4) ve D € (¢,¢;) saglamr. Eger D = T@T dersek



olur. Matris carpimlarinin tanimi nedeniyle D matrisi

Em} = Z Qnij?jv;van 2 07
= @

n

olacagindan D matrisi

-~

Ay = 0711/7“* > Q%)Zjv; v>0,n>1
j=1

bulunur. Boylece Lemma 2.3.11 den, D € (£,(),) < (4.5) saglamr. Bu da ispat1

tamamlar.

Teorem 4.2 1 < k < oo ve her n,v > 0 i¢cin A = (a,,) kompleks terimli

sonsuz bir matris olsun. Ayrica D = (c?m,) matrisi (4.2) ile tammlansin. Eger

Ae <|Np\ ; |N 9 ‘ k) ise A matrisi sinirh bir lineer operatore karsilik gelir ve tistelik

k}l/k
k}l/k

uzaylar1 B K-uzaylari oldugundan teoremin

~
dnv

Il v, ) = S“p{z
91k v n=0

-~
dnv

Al = lim sup{ >
T—0o0 v n=r+1

olur.

Ispat Teorem 3.2 den }Nzﬂ ve |N§‘k
ilk kismi Wilansky (1984)[ p.57] nin Teorem 4.2.8 den elde edilir.

Simdi A matrisinin normunu hesap etmek i¢in Teorem 4.1 de verilen
Ly = EWor® — ¢ [, = E®oT@ — g,
operatorlerini goz oniine alalim. Bu durumda Teorem 4.1 den
r€|Ny e y=1Li(z) el

olduguna gore
Hx|||Np\ = [lyll,

yazilabilir. Buradan da Lemma 2.3.11 ve A = L, 10130[/1 oldugu goz oOniine
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alimirsa her = € |N,| igin

HL51§ (Ly ($))“|N9|
= sup L
z#0 ||5U|||N,,\

1pw)
= sup
vro |yl

Z

1Al

RERRH)

Ly

(Z’Zk)

o0

(s

v n=0

~

dnv

k}l/k

Teoremin son kismimm ispati icin S = {z € |N,| : ||z]| < 1} kapal birim yu-

oldugu goriiliir.

vari ele alalim. Bu durumda Lemma 2.4.11- Lemma 2.4.13 den

JAIL, = X(A48) = x (L2AS) = x (DL.S)

= lim sup H(I—Pr)ﬁ(y)
r—00 ye 18
k}l/k

yazilabilir. Burada P, : £, — £}, operatorii P,.(y) = (yo, Y1, -, Yr, 0, ...) ve D) =
(JS{B) matrisi

L

= lim

T—00

‘ D)

(ngk:)

o0

= lim sup{ >

n=r+1

-~
drw

70 0, 1<n<r
" d, n>7

ile tanimhidir. Boylece Lemma 2.3.11 den istenen elde edilir.

Teorem 4.2 ve Lemma 2.4.12 gtz oniine alinarak (\Np| , |Nq‘9 ‘ k) simifindaki

kompakt operatorler de karakterize edilebilir.

Sonug 4.3 Teorem 4.2 nin hipotezleri altinda,

o . kY Uk
AE/C(|Np|, qu|k> & HAHx: lim sup{ S dnw } = 0.
Ty n=r+1

Eger W matrisi (2.3.10) daki gibi alimirsa bu durumda W € <|Np| , }Nﬂk)

ifade eder ki Xz, serisi | V,| toplanabilir oldugunda Xe,z, serisi ‘qu toplana-

n

bilirdir. Ayrica I birim matris olmak iizere I € (|Np] , ‘N qe ise bu toplanabil-

x

me metotlarinin kargilagtirilmas: yani |N,| C |N§ anlamina gelir. Buna gore

i
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Teorem 4.1 den asagidaki sonuc elde edilir; Eger A = I alimirsa, L = (Zm,) ve

D= (&l\m,) matrisleri
= Z Cnijja R_,=0
=0

olmak iizere

v G, 0<v <n
" 0, v>n,
R, R 1
~ 91/k P( "1r),0<v<n
dnv = ZT - Qn anl o (47)
0, v >n,

olarak elde edilir. Dolayisiyla Teorem 4.1 in (4.5) sart1 (4.8) sartina indirgenir ve

diger sartlar1 dogrudan saglanir.

k < 00. (4.8)

sup -

v n=v

Hl/k* Z P, (R Rnlr)

Qn anl

Su halde buradaki notasyonlarimiza gore asagidaki sonug ifade edilebilir. Bu

sonucun k = 1 6zel hali ise McFadden (1942) tarafindan verilmigtir.

Sonug 4.4 1 < k < oo ve (6,) pozitif sayilarin bir dizisi olsun. Bu taktirde,
I e <]Np| ; !N g ‘ k) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (4.8) kogulunun saglanmasidir.

Ustelik D, (4.7) ile taniml matris olmak iizere

125,11, ) = HDHW

dar.

Ayrica A = W ve k = 1 segilirse Teorem 4.1 den Bosanquet and Das (1979)

n asagidaki sonucu elde edilir.

Sonug 4.5 (¢,), g0 > 0 olan negatif olmayan reel sayilarin artmayan bir dizisi

olsun. Eger

]'UQJ —v

sup - D
J

v j=v

< 00 ,SUp < oo ve sup y, |Gjgj] < o0 (4.9)

v j:’U

Qv

sartlar1 saglaniyorsa, bu taktirde W € (|N,|, |N,|) ve tistelik

3 0W:

j=v

||W||(|N LINg)) — SUP Z

n=v
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Ispat Bu durumda L = (Zjv) matrisi

vy €jij,U§j
0, v>y,

~

Jjv —

olur ve dolayisiyla (4.5) sart1 (4.9) sartina indirgenir. Boylece Teorem 2.3.13 goz

Oniine alinarak Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 den istenen elde edilir.

Aym zamanda Teorem 4.1, P, = A%, Q,, = A?

o, ve 0, =n 6zel durumu igin

Sarigol (2016) iin agagidaki sonucuna indirgenir.

Sonug¢ 4.6 Kabul edelim ki a > —1,0 > —1, 1 < k < oo ve n,v > 0 igin

A = (an,) kompleks terimli bir matris olsun. Ayrica D matrisini

1 . _
nl/k A8 Z;‘Z:l ]Afz—;‘ajmn >1,v=0
d,, = n
nuv UAg
nl/k A

(4.10)

> i jAfl__EAa () ;n,0 > 1

v

seklinde tanmimlayalim. Bu taktirde, A € (|C,|,|Cs|,) olmast igin gerek ve yeter

sart
a
A® ( W) mevcut, r > 1,v > 0,
r
« - —a-19r
sup [vAY Y A <oo,n >0,
m,v r=v r
0 | |k
sup Y |dpy| < 00

v n=1
olmasidir. Ayrica A € (|C,l,|Cs|,) ise A matrisine simirh bir lineer operatore

karsilik gelir ve bunun normu

D

||A||(|ca|,\05\k) - H H(Mk)

dir.

Ispat Eger n > 0 i¢in P, = A%, Q, = Al ve 0, = n ise |[N,| = |C.| ve

|NY| . = |Csl;, oldugu agiktur. Once Bosanquet and Das (1979) m asagidaki
egitliklerini hatirlatmak yerinde olacaktir. o # —1,—2,...,v > 1 icin
n UAaA*afl A2 Ao UAafl
AaA—a—2 — v in—v n—v _ ‘m-v-1 _ n—uv 4.11
7; ron n A2 A nA "’ (4.11)

ve n = v = 0 i¢in egitligin her iki tarafi 1 dir. Ayrica kolayca goriilebilir ki n > 1
icin

Co=A;®2=1,C,=A"%ve A% =0
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olur ve boylece (4.11) esitliginden

ve

m o0 A—a 1
: (0%
lim g Gy = VA g Ay
m—0o0

r=v

— pASAC (“")

v
bulunur. Su halde

a”fL’U

Zm;:vAgéAa< )a UanZL ZnO:anOa

(Y

ve

C/i\ Z nj a]O; Am; — UAa Z Q Q)Aa (aﬁ}) v,n >1
j=1 (%
bulunur. Boylece Teorem 4.1 den ispat tamamlanlr

Bu sonug, § > a, k = 1 ve A = I 6zel durumu igin Kogbetliantz(1925),
a>-1,0>a+1/k k>1ve A=1ign Flett (1957) ve k > 1,0 >0, «
negatif olmayan tamsayi ve A = W matrisi igin Mehdi (1960) ve iiggensel matris

icin Sarigsl (2012) iin agagidaki sonuclarma indirgenir.

Sonug 4.7 Eger a > —1, 0 > a+ 1/k* ve k > 1 ise I € (|C,],|Csl,) (Flett
1957).

Sonug 4.8 Eger £ > 1, § > 0 ve « negatif olmayan bir tamsay1 ise W &
(|Cal, |Csl,) olmast icin gerek ve yeter sart

(i) A%, =0 (),
(iia) e, = O (V=27 VE) (6 <a+1/k),
(iib) &, = O {(logv)_l/k} (6 =a+1/k),
(iic) e, = O (1) (6> a+1/k"),
olmasidir (Mehdi 1960).

Sonug 4.9 Eger A iiggensel bir matris ve k > 1 ise bu taktirde A € (A;, Ay)

olmasi icin gerek ve yeter sart

oo
S.upan’1 |y |* < 0.
v

n=v
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olmasidir (Sarigol 2012).

Eger n > 1 i¢in pg = ¢ = 1,p, = ¢, = 0 almirsa, 1 < k < oo igin
{Ng‘k = {a cw: (Qi/k*ao € Ek} bulunur. Boylece Sarigsl (2011) deki yol
izlenerek agagidaki sonug elde edilir. Bu sonug ayni zamanda A = [ ve k = 1 icin

Sunouchi (1949) ve Bosanquet (1945) in sonucunu kapsar.

Sonug 4.10 1 < k < co ve n,v > 0 igin A = (a,,) kompleks terimli herhangi bir

iiggensel matris olsun. Ayrica D matrisini

0" 42 Q1
—~ n In Antem—l Pvafm’u_Pvf A ,O<U<n
dm; _ Zm:v Qn@nflpv ( 1,%m, +1> =V =
0, v>n

ile tamimlayalim. Bu taktirde A € (}Np‘ ) ‘Ng

) olmasi icin gerek ve yeter sart
k

k

sup y. dny| < 00

v n=uv
> ise
k

||A||(Wpy,}ﬁg’(k) - ”DH(Z,@)'

olmasidir. Ustelik A € <‘Np| , ’Ng

Burada ‘Nf, . mutlak agirlikli ortalama metodu ile toplanabilen biitiin serilerin
kiimesidir yani
—0 S 91/ K Pn & ’
N = = (Gy) : S = P, _1a, 4.12
R TR e B

dir.
ispat Oncelikle n,v > 0 icin (Zw = 071/ ¥ e olmak tizere Teorem 4.1 den

A€ (IGol,|C8],) & D e (£, 4)

oldugu goriiliir. Ayrica D matrisi

m=v QnQn—1pv
0, v>n

d o { Zn M (Pvamv - Pvfl,am,v+1) 70 S v S n
nv

bi¢iminde alinirsa

ae (M|~

) e el |cl).
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veya esdeger olarak De (¢, ¢1) elde edilir. Boylece Teorem 4.1 den ispat tamam-

lanir.

Teorem 4.11 Kabul edelim ki 1 < k < oo ve her n,v > 0 icin A = (an,)
kompleks terimli sonsuz bir matris olsun. Ayrica L = (Zm}) matrisi Teorem 4.1
de oldugu gibi ve F= (fm) matrisi

n

Fuw = 0,8 QW 0 > 0,0 > 1, (4.13)

ile tanimlanmus olsun. Bu taktirde A € (‘Ng |k : |Nq|) olmasi i¢in gerek ve yeter
sart (4.3) ile birlikte

k*

Uk* Z nrGry| < 00, (4.14)

-~

o
frw ) < o0 (4.15)

2<

sartlarinin saglanmasidir.

Ispat A ¢ (‘Ng |k’|N‘1|) verilsin. Bu durumda esdeger olarak, (a,;);Z, €

(|Ng\k>ﬂ ve her z € |N?

her n i¢in

|k icin A(z) € |N,| dur. Fakat Lemma 2.3.12 den

5 o0
(anj);2, € <|N6{ ) & (an))7 o € Dy N Dy

bulunur. Bu ise (4.3) ve (4.14) sartlarina esdegerdir. Ayrica (4.15) sartin elde

etmek i¢in (3.1) ve (3.2) gz oniine alinirsa
EWoT® - |NJ| — b, EWoT@ : N[ —(

dontigtimleri

(E(k)oT(”))n () = H;/k*ATT(Lp)(x),
(E(l)oT(‘I))n (z) = AT (z)

olur. Simdi z € |Nf|_ verilsin. Eger T® (z) = y ve z = (E®oT™) (x) yani

n > 0icin z, = H}l/k*Ayn, y_1 = 0 dersek bu durumda z € ¢, olur. Ayrica ‘Ng}k

uzay1 £ uzayma izomorf oldugundan = € !N o] & zc (), yamlabilir ve iistelik

i

n
=S —1/k*
7=0
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olur. Boylece Teorem 4.1 in ispatinda oldugu gibi F(™ = (7(n)> matrisi

mj

mj

—1/k* m .
?(") _ 9]' / Zr:j anT‘G'I‘j; 0<j<m
0, j>m

olmak tizere (3.3) den

i Onyly = i 77(:1);%

v=0 v=0
yazilabilir. Diger taraftan herhangi bir R = (r,,) matrisi i¢in eger R € ({4, c)
ise, bu durumda Lemma 2.3.12 den R, (x) = X,7,,%, serisinin kalan terimi n ye
gore diizgiin olarak sifira gittiginden R,(z) = X,7rn,x, serisi n ye gore diizgiin

yakinsaktir. Gercekten, x € ¢ oldugundan Holder esitsizligi nedeniyle

o . AYF /s 1/k
S Foy| < su <z |7’m]k) (z \xyyk) —0 (m — o)

v=m n v=0 v=m

elde edilir. Dolayisiyla
lim R, (x) = > limr,,z, (4.16)

v=0 "
yazilabilir. Ote yandan (4.3) ve (4.14) sartlarindan F™ = <7£:J) ) € (lg, c) oldugu

aciktir ve boylece (4.16) goz oniine alinarak
Ap(z) = > Hgl/k*zmzv =3 fouzo = Fn(2),n>1
v=0 v=0

elde edilir. Bu da gosterir ki her z € |NY| i¢in A(z) € |N,| olmas: igin

|

gerek ve yeter sart her z € /, icin F(z) € ]qu] olmasidir, veya egdeger olarak
INy| = () paypey oldugundan (EMWTWE) (2) € ¢ olmasidir. Diger bir ifadeyle
F = EOoT@oF olmak tizere F € ({4, 0) olmasidir. Simdi F' = T@WoF dersek,
F = EWoF ile yazilabilir. Bu durumda gerekli iglemler yapilirsa F matrisinin
4.13) ile aynm1 oldugu goriiliir. Su halde F matrisine Lemma 2.3.10 uygulanirsa,

1
F € ({;,0) < (4.15) 6nermesi elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4.12 1 < k < oo ve her n,v > 0 i¢in A = (a,,) kompleks terimli

sonsuz bir matris olsun. Ayrica F = (ﬁw> matrisini Teorem 4.11 de oldugu gibi

tamimlayalim. Eger A € <|Ng ‘ . |Nq|> ise bu taktirde A matrisi sinirl bir lineer

)k* }l/k*
)k*}l/k*

operatore karsilik gelir, ayrica

-~

fow

v=0 \n=0

1 0 [ee)
140 gl ) = ¢ {z (=

ve

~

v

1 ) [e’e] [e’e]
41 = 53:%{2( 2,
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olacak gekilde 1 < ¢ < 4 sayisi vardir.

Ispat Teorem 3.2 den |Nq9‘ ve \N;’}k

teoremin ilk kismi Wilansky (1984)[ p.57] nin Teorem 4.2.8 den elde edilir. Simdi

A matrisinin normunu hesap etmek i¢in (4.13) ile tanimh F matrisini ve Teorem

uzaylar1 birer B K-uzaylar1 olduklarindan

4.11 de tanimlanan
Fy=EWoTW : |NJ| — tly, Fy=EYoT@:|N,|—¢
operatorlerini goz oniine alalim. Boylece Teorem 4.11 den

T € ‘Ng}kﬁy:]ﬂ(m) € Uy,

yani
10| wg) = 191l

yazilabilir. Ayrica A = F;loﬁ oF} bulunur. Buradan da Lemma 2.3.10 dan her

xE}NG

P‘k icin

B (F (@)

| Np|
A = )
RO R S e
Pl
|Fw],
= sup
y#0 Hy”ek
~ 1~
ety & (£,0)

~

fTL’U

Teoremin son kisminin ispati igin S = {:U € ‘N e}k |z]| < 1} kapali birim

-HEE

elde edilir. Bu ise ispatin ilk kismini tamamlar.

yuvarini ele alalim. Bu durumda, P, : ¢ — ¢ operatorii P-(y) = (yo, Y1, .- Yr, 0, ...)
ve F() = ( fm,> matrisi

ﬁ(f): 0L1§n§7“
Y fooy n>T
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olmak {izere Lemma 2.4.11-Lemma 2.4.13 ve Lemma 2.3.10 dan dolay1

IAl, = x(F2AS) =X<ﬁFls>

= lim sup H(I—Pr)ﬁ(y)He

r—=0yek S
~ 1 ~
= lim ‘F(T) = — lim ‘F(’")
700 (tr0)  §r—oo (5,0)

-~

- 1hm{f:(io: Foo

é r—=00 | y=0 \n=r+1

)k*}l/k*

olacak gekilde £ € [1, 4] sayis1 vardir. Bu ise teoremin ispatin tamamlar.

Teorem 4.12 goz dniine alinarak (‘Ng |Nq|) siifina ait kompakt operator-

i
ler asagidaki gibi karakterize edilebilir.

Sonug 4.13 Teorem 4.12 in hipotezleri altinda,

~

k* 1/k*
)

Ayrica Teorem 4.11 de vzel olarak n > 0 ve a > —1 icin P, = A%, Q,, = A° ve
0, = n alimrsa [N,|, = |Csl,, ‘qu| = |Cs| olur. Dolayisiyla Sarigsl (2016) iin

agagidaki sonucu elde edilir. Bu sonug ise ayni zamanda o > 0,6 =1, k > 1 ve

aer(IN2],. 1N ‘:)}H?o{i < >

v=0 \n=r+1

A =W igin Mazhar (1971) n sonucunu igerir.

Sonug 4.14 o > -1, > -1, 1 <k < oo ven,v >0 icin A = (a,,) komp-

leks terimli herhangi bir matris olsun. Ayrica F= <fm,) matrisi

J/c\ _ ni}‘; ZJ 1]An @50, n>1v=0
nv — vl/k A
’ L S JAN AN (2) im0 > 1

ToAd
nAj,

ile tanimlansin. Bu taktirde A € (|C,|,, |Cs|) olmasi icin gerek yeter sartlar

a
r>1,v>0icin A® (ﬂ) mevcut,
r

m m k*
a; .
supz vEAXST AT <00, >0
meo,—1 r=v r
ve .

oo 00 | o k

Z Z Jrw < 00

v=1 (n=1
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olmasidir (Sarigol 2016). Ustelik, A € (|C.l,,|Cs|) ise A matrisine sirh bir
lineer operator karsilik gelir ve
) kex } 1/k*

Sonug 4.15 o > 0, k£ > 1 olsun.Bu durumda, W € (|C,|, ,|C1|) olmasi igin

~

v

||A||(\Ca\k,lC’a|) = % {i (i

v=0 \n=1

olacak sekilde 1 < ¢ < 4 sayis1 vardir.

gerek ve yeter sart

(i) Zv(“ﬂ)k*_l W

v=1

< 00,

(%)

1 o
(i1)(a) E:—|ev|k <oo, a<l,
v
v=1

[e.e]

(@) () > v e, [N <00, a>1

v=1

olmasidir (Mazhar 1971).

A matrisi yerine iiggensel matris alinirsa Teorem 4.11 Sarigsl (2011) ve (Orhan

ve Sarigol 1993) iin agagidaki sonucuna indirgenir.

Sonug 4.16 1 < k < oo ve n,v > 0 i¢in A = (ay,,) kompleks terimli herhangi bir

iiggensel matris olsun. Ayrica F= (ﬁw> matrisi J?oo = aqp,

w05 Qe
]/c\ _ an:'u g Qv Q Qp . (Pvamv - Pv—l,am,v+1) ) 1 S v S n
nv — nn—1Fv
0, v>n

ile tamimlansin. Bu taktirde A € (‘Nz

WqD olmasi icin gerek ve yeter sart

k*
) <o

N q‘> ise A matrisine bir simirh lineer operator

)

k

~

fnv

)

olmasidir. Ustelik A € ()Nf) .

kargilik gelir ve

11~
1A ) ) = 2 HF (6.0

olacak sekilde 1 < ¢ < 4 sayis1 vardir.
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5. MUTLAK CESARO |C,—1|, UZAYI VE

MATRIS OPERATORLERI

Bu kisimda Cesaro ortalamasinin igermedigi ve Thorpe (1986) tarafindan tanim-
lanan (C,—1) ortalamasi uygulanarak |C_;|, uzay1 tanimlanmis ve topolojik
yapisi incelendikten sonra bu uzay iizerinde tanimli baz1 matris operatorleri karak-
terize edilmistir. Boylece ayn1 zamanda Sarigol (2016) iin sonuglar1 o« > —1 ara-

ligina genisletilmistir.

Hardy (1949) tarafindan da belirtildigi gibi (C,a) Cesaro ortalamasi genel
olarak av > —1 i¢in incelenir. Fakat bu ortalama o = —1 i¢in taniml olmadigin-
dan Thorpe (1986) tarafindan ayri olarak (C,—1) Cesaro ortalamasi agagidaki
sekilde tanimlanmigtar:

n—1
To=a0,T,= > a,+(n+1)a,,n>1. (5.1)
v=0
Eger (T,,) dizisi bir s sayisina yakinsak ise Xa,, serisi s ye (C, —1) toplanabilirdir

denir. Ayrica bilinen yolla mutlak |C, —1|, toplanabilmeyi tamimlayabiliriz. Eger
S nF T, — Ty |F < oo
n=1

ise bu seriye mutlak |C, —1|, toplanabilirdir denir. §imdi bu yeni metotla toplana-
bilen serilerin kiimesini tamimlayalim ve bu kiimeyi |C_,]|, ile gosterelim. Bu
durumda (5.1) den dolay1

|C_1],, = {a = (a,) : 3 P AT,)F < oo}
n=1

veya
o

n

(k

il ={a= ()

" A(nay) + an|” < oo}
1

yazilabilir. Aym zamanda B® = (b)) matrisi bt = 1 ve

¥ (n—1), v=n-1
bk — /¥ (n4+1), wv=n (5.2)
0, v#En,n—1

olmak tizere (2.2.1) e gore |C_4|, = ({x)gw olur. Ayrica her iiggensel matrisin
tersi mevcut oldugundan Wilansky (1984) [p. 9], B® matrisinin bir G*) tersi

vardir. Bu matrisi hesap etmek icin (5.1) ifadesini gz oniine alalim. Eger yo = aq
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ve n > 1igin y, = n'* [(n+1)a, — (n —1)a,_,] dersek bu durumda a, =

> v'/*y, oldugu kolayca goriiliir. Buradan da G*) matrisi g(()g) =1,

n(n+1)
/K
1< v<n
gh) =< n(n+1)" =7 (5.3)
0, v>n

olarak elde edilir.

Simdi bu boliimle ilgili teoremlere gegmeden énce gerekli notasyonlar: verelim:

I = {8 =(gy) €w: Y gWe, yakisak, r > 1} ,
< oo},
k*
< oo}7

o e 2o i <o)

vV n=v

o o0 k*
F5:{5:(5v)€w: Z{ {gfﬁ)sn|} <oo}.
v=1 (n=v

> giVe,

V=T

ng{sz(ev)Ew:sup

m,r

S gPe,

v=r

I’g—{&?—(av)Ew:supi

m r=1

Teorem 5.1 1 < k < oo olsun . Bu taktirde

a-) |C_1|, , B® matrisi (5.2) ile tanimh olmak {izere lzllic_y), = ||B(k)(x)sz

normuna gore bir BK- uzayidir ve ¢}, uzayma izomorftur, yani |C_,|, = ¢, dir.

1l

b-) 1 <k < ooigin |C4]f =T, NT5 ve k=1igin |[C_,|° =T, NT,.
c) 1 <k<ooigin |[C4|] =T3ve k=1igin |C_4|" =T,.
d—) 1<k<o 1§1I1 |C_1|Z = F5 vek=1 1§1I1 |C_1|a = F4.

e-) Eger v,n > 0 i¢in T = g,(ff,) ise (T(“)) dizisi |C_; |, uzaymnin bir Schauder

bazidir.

Ispat a-) £ uzay1 dogal normuna gore bir BK-uzay1 ve [C_;|, = ({x)pw Ve

40



B® matrisi bir ticgensel matris oldugundan Wilansky (1984) [p. 61] Teorem
4.3.2 den |C_4|, uzay1 bir BK-uzayidir.

Teoremin ikinci kismini ispat etmek igin her x € |C_4|, icin
B® () =n* [(n4+ D ap— (n—1)2,4], n>1 (5.4)

ile taniml

BW . |C_y|, — b

operatoriinii gz oniine alalim. Bu operatoriin lineer birebir ve 6rten oldugu acik-
. 1
tir. Ornegin, ortenligi icin y = B® (x) € ¢ ahmirsa x,, = ———— > " vk, €
g g11¢n y ( ) k n(n + 1) v=1 Y

|C_4], oldugu kolayca goriiliir. Ayrica

1B @), = lzle

oldugundan normu korur. Bu ise ispat1 tamamlar.

b-) 1 < k < oo olsun. # dualinin tammdan dolayl, ¢ € |C_,|0 <= Vz €
|C_1], igin Ye,z, serisi yakmsaktir. y = B®(z) olsun. Bu durumda, y € ¢

& v € |Cy4,. Burada zp = yo ve n > 1 icin x,, = S olky, dir.

n(n+1)
Dolayisiyla ,,,, = €o ve

Z:)n:r g'l(}ﬁ)gih 1 S r S m
fnr = { (5.5)

0, r>m

olmak iizere

m v
3 — _ G 1/k
vz::()ajxu — €03/0+;y(y+1) ;T Yr

= a3 (Dot
r=1 v=r
= D HaneYr
r=0
yazilabilir. Boylece Lemma 2.3.12 den
ee|Cly & pe (b0

veya esdeger olarak, ¢ € D; N D3 diir. Bu da ispat1 tamamlar.
(c) ve (d) nin ispat1 (b) deki ispata benzer olarak yapilir.

e-) Eger z € |C_1], = (k) ise a-) dan dolay1 y = B®(z) olacak sekilde
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bir tek y € ¢; vardir ve aym zamanda v > 0 i¢in x, = (B(k));1 (y) dir. Ayrica

eV = <e,(f)) olmak {izere (e(“)) dizisi £; uzayimin bir bazi oldugundan

— 0 (m — 00),

Y- Z yve(v)
— t

i O

r— 3 a7
v=0

veyar =y ., 2,7 yazilabilir. Bu gosterimin tek oldugu ise iicgen esitsizligin-
den agiktir. Su halde (7(*)) dizisi |C_4|, nin bir bazidur.

Asagidaki teoremler ile |C_|, uzay1 iizerindeki baz1 matris ve kompakt ope-
ratorler karakterize edilerek norm ve Hausdorff kompaktsizlik olgiileri belirlen-

mistir.

Teorem 5.2 1 < k < oo ve A = (an,) her n,v > 0 i¢in kompleks terimli

sonsuz bir matris olsun. L = (l,,,) ve H = (h,,,) matrislerini sirasiyla

> a
L=y o
O
By = 0¥ [(n+ 1)l —(n—1)lh1,], n>1v>1 (5.6)

ile tamimlayalim. Bu taktirde A € (|C_4|,|C_1|,) olmas: icin gerek ve yeter sart

L matrisi tanimhdir, (5.7)
) LA >0 (5.8)
supr Y. ————| <oo;m :
e | sy 1) TS
SUp > |ho|” < 00 (5.9)
v n=l1

olmasidir.

Ispat A € (|C_4|,|C_1],) olmasi igin gerek ve yeter sart her n igin (an,),
€ (|C_4|)? ve her = € |C_| i¢in A(z) € |C_,|, olmasidir. Ayrica Teorem 5.1 (b)
den

(@)% € (IC-4])" & (an);Zg € TN Ty

veya egdeger olarak her n igin (5.7) ve (5.8) kogullar saglanir. Simdi (5.9) sartim
elde etmek igin k& = 1 i¢in (5.4) ifadesini kullanarak

BY () =+ 1z, — (n—1) 24 (5.10)

n

ile tanimli BM) : |C_;| — /£, operatoriinii goz oniine alalim. Teorem 5.1 de oldugu

gibi BM operatorii bijektif ve bu operatire karsilik gelen matris ticgenseldir.
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Ayrica x € |O_y] verilsin. Bu durumda n > 0 igin y = B (z) olmak tizere y € £

dir, ve boylece xy = yo ve n > 1 i¢in z,, = Py > WYy, (x—1 = 0) bulunur.
Dolayisiyla L™ = (lfﬁ,z) matrisi
r — v<m
15 = T+l T T
0, v>m

olmak {izere

m m m Ay m .
;arwxv = Z <T‘ Z —) Yr = ;ly(m?yr

r=1 v=r V (V + 1)
yazilabilir. Ote yandan, herhangi bir R = (r,,,) matrisi i¢cin R = (r,,) € (¢,c) ise
R, (x) = X,rppx, serisi n ye gore diizgiin yakinsaktir, ¢iinkii Lemma 2.3.12 den

dolay1 serinin kalan terimi n ye gore diizgiin olarak sifira gider yani

Y TnoTo| < SUP || D 20| — 0 (M — 00)
olur ve dolayisiyla
lim R, (x) = > limr,,z, (5.11)
n v=0 "

yazilabilir. Boylece (5.7) ve (5.8) saglandigina gore L™ = (lﬁ,?)) € (¢,c) olup
(5.11) nedeniyle

Aule) = 2 (W) ve = 3 bowr = Lu(y)

r=0
elde ederiz. Bu demektir ki her z € |C_4| igin A(x) € |C_4], olmasi icin gerek ve
yeter sart her y € ¢ i¢in L(y) € |C_4]|, olmasidir ya da egdeger olarak |C_4|, =
(¢) gvy oldugundan

H=B®L

olmak tizere H(y) € ¢ olmasidir. Boylece, A € (|C_4|,|C_4|,) < (5.7),(5.8)
saglanir ve H € (¢, /y) dir. Gerekli iglemler yapilirsa H = (h,,) matrisi
By = S 000, =% [(n+ 1) 1y — (n— 1) 11y, v,n>1
r=1
olarak elde edilir. Boylece Lemma 2.3.11 den H € ({,¢;) < (5.9) saglanir. Bu

da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.3 1 < k < oo ve A = (ay,) her n,v > 0 i¢in kompleks terimli

sonsuz bir matris olsun.Ayrica H = (hy,) matrisi (5.6) ile tanimlansimn. Eger



A € (|C4],|C_1],,) ise bu taktirde A matrisi bir siirli lineer operatore kargilik

gelir ve {istelik

- 1/k
B k
1A e apiea,) = sup {nz_:o!hm\ }
- 1/k
k
{ $ }

|All, = lim sup
T—00 n:T+1

(2

dar.

Ispat Teorem 5.1 den |C_,| ve |C_4|, uzaylar1 BK-uzaylar olduklarmdan teo-
remin ilk kismi Wilansky (1984)(p.57) nin Teorem 4.2.8 den elde edilir.

Simdi A nmin normunu hesap edelim. Bunun i¢gin H matrisini (5.6) ve
BW :|C4| —¢,BW . |C_y|, — &

izomorfizimlerini sirasiyla (5.10) ve (5.4) ile tammmlayalim. Bu durumda A =
(B(’“))f1 o H o BW elde edilir. Ayrica

ze|Cy|ey=BY@) el

dir. Su halde Lemma 2.3.11 den dolay1
|GEHBY @),

Ml ey = 28Tl
4 ICH (),
vro Iyl
= [ Hllge,)

- 1/k
= sup { |h,w|k}
v n=0

Teoremin son kisminin ispati igin S = {z € |C_4| : ||z|| < 1} kapali birim yu-

bulunur.

varini ele alalim. Bu durumda Lemma 2.4.11- Lemma 2.4.13 g6z oniine alinirsa

P, : l}, — 0}, operatorii Pr(y) = (Yo, Y1, -, Ur, 0, ...) ve H) = <7L$fy)> matrisi

_ 0, 1<n<r
) — roT ==
{hm,, n>r

olmak iizere

IAll, = x(AS)=x (B®AS) = x (HBYS)
= lim sup [|(/-PF)H(y)l,

T=PyeBMg

= }Hglo HH(T) ”(uk)

o0

1/k
~ {5 ]

T—00 o n=r+1
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bulunur. Boylece Lemma 2.3.11 den istenen elde edilir.

Teorem 5.3 ve Lemma 2.4.12 goz oniine alinarak (|C_;|,|C_4|,) sifindaki

kompakt operatorler agsagidaki bicimde ifade edilebilir.

Sonug 5.4 Teorem 5.3 nin hipotezleri altinda,

~ . l/k_
Yo Al =0.

n=r+1

A€ K(C],[Caly) = Al = lim sup

v

Eger A matrisini 6zel olarak W veya I matrisi olarak secersek bu durumda

W e (|C_4],|C-4|,) olmas1 Xz, serisi |C, —1]| toplanabilir oldugunda Xe,z, serisinin
|C, —1]|, toplanabilir olmasi veya I € (|C_1]|,|C_1],) ise bu metotlarmn karsilagtiril-
mast anlamina gelir yani |C_;| C |C_;|, olur. Ote yandan eger Teorem 5.2 de
A = I alinwrsa L = (l,,,) ve H = (h,,,) matrisleri

T
_ ) n(n+1) T -

0, n<r

lTLT’

v h :{nl/k*[(n—l—l)lw—(n—l)ln_lyy], 1<v<n

0, v > n,
olarak elde edilir. Boylece (5.7),(5.8) ve (5.9) kogullar1 saglanacagindan Teorem
5.2 den agagidaki sonug ifade edilebilir.

Sonug 5.5 Eger 1 < k < oo ise |[C_4| C |C_4],.

Teorem 5.6 1 < k < oo ve A = (ay,) her n,v > 0 igin kompleks terimli sonsuz
bir matris olsun. L = (l,,,) matrisini Teorem 5.2 de oldugu gibi ve H = <fzm,>

matrisi
oy = V5 Ly + A(nly)], v > 10> 1, (5.12)
ile tamimlayalim. Bu taktirde A € (|C_4|, ,|C_1]) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(5.7) ile birlikte

m m k*
1/k Any 1
Sup ) | 2 Sy <% (5.13)
00 SR k>
> <Z hm,) < 00 (5.14)
v=1 \n=1

sartlarinin saglanmasidir.
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Ispat A € (|O_4|,,|C_1|) © Her bir n icin (a,, )", € (\C’_l\k)’6 ve her x € |C_4|,
i¢gin A (z) € |C_4| dir. Dikkat edilirse Teorem 5.1(b) den, her n icin (a,,) -, €
(IC11,)" & (an)22, € T1 NTs. Buradan da, (a,,)>, € (|C4], )ﬁ & (5.7) v

(5.13) kosullar1 saglanir. Ayrica (5.14) kosulunu elde etmek igin B®) : |C_;|, — €k
operatoriinii (5.4) ile tamimlayalim. Bu durumda, B®) (x) = y olmak tizere |C_, |,

uzay1 {; uzayima izomorf oldugundan
re|Cy|, ©yel
olur. Ayni zamanda yg = xg ve n > 1 igin
Yo = B® (2) =¥ [(n+Dap — (n— 1) xp_y], 21 =0

yazilabilir. Boylece L) = <l£n72) Teorem 5.2 de verilen matris ve F(™ = (7(n)>

mnr

o r VR 1< <m
0, r>m

matrisi olmak iizere Teorem 5.2 nin ispatinda oldugu gibi (5.3) den

Z Apyly = Z T_l/k mryT Z fmryT
v=1 r=1

elde ederiz. Diger taraftan herhangi bir R = (r,,) matrisi i¢cin R € (¢, c) ise
Lemma 2.3.12 den R,(x) = X,r,,z, serisinin kalan terimi n ye gore diizgiin
olarak sifira gittiginden R,(x) = 3,1z, serisi n ye gore diizgiin yakinsaktir.

Gercekten, x € £, olduguna gore Holder esitsizligi nedeniyle

o0
Z Tm)xv

v=m

o Vk* ;o 1/k
Ssup<2|rm,|k ) (Z |xl,]k> — 0 (m— o)
v=0 v=m

n

elde edilir. Dolayisiyla
lim R, (x) = > limr,,x, (5.15)

v=0 T
yazilabilir. Ote yandan (5.7) ve (5.13) sartlarindan F(™ = < f (n)) (lk, ¢) oldugu

aciktir ve boylece F,, = (fm) matrisi f,, = lim,, 75:3, ile tanimh olmak tizere
(5.15) den

Aulw) = 3 (I 7)) ve = X0 by = X ot = Faly), n> 1

r=1

elde edilir. Bu demektir ki her z € |C_4|, igin A(x) € |C_| olmasi igin gerek ve
yeter sart her y € ¢, icin F(y) € |C_| olmasidir, veya (2.2.1) den |C_;| = (€) 5
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oldugundan egdeger olarak (BWF) (y) € ¢ olmasidir. Dolayisiyla H = BWF ol-
mak tizere H € (¢, ¢) bulunur. Su halde A € (|C_4|,,|C_1]) & (5.7), (5.13) sart-
lar1 saglanir ve H € ({4, ¢) dir. Ote yandan Lemma 2.3.10 dan dolay1 H € (£, ()

sart1 (5.14) sartina denktir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 5.7 1 < k < oo ve A = (@) her n,v > 0 icin kompleks terimli
sonsuz bir matris olsun. Ayrica H = (ﬁm,) , (5.12) ile tanmimli matris olsun. Eger

A € (|C_4],,|C-1]) ise bu taktirde A matrisi bir siurh lineer operatére karsilik

Ispat Teorem 5.1 den |C_;| ve |C_,|, uzaylar1 BK-uzaylan olduklarmdan teo-
remin ilk kism Wilansky (1984)(p.57) nin Teorem 4.2.8 den elde edilir.

Simdi A nin normunu hesap etmek igin (5.12) ile tanimh H= <ﬁny> matrisini
ve (5.4) ve (5.10) ile tanimh

gelir ve

A~

Py

v=0 \n=0

||A||(|Cfl|k7‘c—1|) = % {io: (i

ve

hnv

5 v=0 \n=r+1

olacak gekilde ¢ € [1, 4] sayis1 vardur.

Al - 1)530{% (£

BW O], — by, BD :|C_y| — ¢

izomorfizmlerini goz oniine alalm. Bu durumda A = GWoHoB® elde edilir.

Ayn zamanda x € |C_4|, < y = B®(x) € {, dir. Dolayisiyla Lemma 2.3.10 dan

~ ~

1
o 1 e
(s /o e Uk
- z{z (3 iw]) }
v=0 \n=0
olacak sekilde 1 < ¢ < 4 vardir.

Teoremin son kisminin ispati igin S = {z € |C_4], : ||z]| < 1} kapali birim

4l

|C-1ly,|C-1])

~
Py

yuvarini ele alalim. Bu durumda Lemma 2.4.11-Lemma 2.4.13 ve Lemma 2.3.10
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u goz Oniine alinirsa

lAll, = x (BYAS) =y (ABYS)

= lim sup H(I—P,,)I—if(y)He

r—00 Bl g

= i [

r—00 (x,2)

Lo ol
= — lim HH

§ rooo (k.0)

. N
= — lim < > < > hm,>

5’“—“30 v=0 \n=r+1

olacak sekilde ¢ € [1,4] sayist vardir. Burada P.(y) = (yo,%1,-.-,Yr,0,...) ile
P, : { — ( operatoriinii ve H") = (71,(;2 ) ile

R _ 0, 1<n<r
" Bowy, M >7

ile tanimh matrisi gostermektedir. Bu ise Lemma 2.3.10 dan teoremin ispatini

IN

tamamlar.

Teorem 5.7 goz 6niine alimarak (|C_4|, , |C_1|) simfina ait kompakt operatorler

agsagidaki gibi karakterize edilebilir.

Sonug 5.8 Teorem 5.7 nin hipotezleri altinda,

hm)

v=0 \n=r+1

ey 1k
)} 0.

A€ K (0ol Jom) & gggo{z (=
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