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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Matroid Yapilar1 ve Kaba Kiimeler
Nazh Tugce BAYTAROGLU

Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog¢. Dr. Sadik BAYHAN

Aralik, 2018

Matematik alaninda matroid kavrami vektdr uzaylarinda dogrusal bagimsizligi
genellestiren bir yapidir. Kaba kiime teorisi belirsizlik i¢in bir matematiksel aragtir. Bu tez
calismasinda kaba kiime teorisi ile matroid teorisinin temel kavramlar1 verilmistir. Her iki
teori arasinda var olan iligkiler temel kavramlara dayali olarak ayrintili bir sekilde ifade
edilmistir. Bir bagintidan indirgenen matroidlerin 6zellikleri lizerinde durulmustur. Kaba
kiime teorisinde denklik bagintisina dayali olarak verilen yaklagimlarin matroid kavram
kullanilarak elde edilebilecegi gosterilmistir. Ayrica genellestirilmis kaba kiime
kavramlarinin matroid yaklasimlari ile elde edilebilecegi arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Matroid, kaba kiime, yaklasim uzay1, yaklasim operatorleri, kapanig
operatoru
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SUMMARY
M. Sc. Thesis
The Structures of Matroid and Rough Sets
Nazh Tugce BAYTAROGLU
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In mathematics, the concept of a matroid, is a structure that generalizes linear
independence in vector spaces. Rough set theory is a mathematical tool for dealing with
vagueness. In this thesis, the basic concepts of rough set theory and matroid theory are given.
The relationship between the two theories is expressed in detail based on basic concepts. The
properties of the matroids that are induced from a relation are discussed. It is shown that the
approximations given in rough set theory based on equivalence relation can be obtained
using the concept of matroid. In addition, it has been investigated that generalized rough set
concepts can be obtained using matroid approaches.

Keywords: Matroid, rough set, approximation space, approximation operators, closure
operator



1. GIRIS

Matroid Teorisi 1930’lu yillarin basinda ortaya atilmistir. Matroid s6zciigiiniin ilk
kullanimi 1935 yilinda Whitney’in “Dogrusal Bagimliligi Soyut Ozelligi” adl makalesinde
yer almistir. Matroid Teorisinin temeli dogrusal cebir, soyut cebir ve ¢izge teorisine
dayanmaktadir. Whitney, matrisin soyut bir genellemesi olarak matroid kavramini
olusturmustur. Matroid ad1 verilen yap1; dogrusal cebirin i¢inde yer alan dogrusal bagimlilik,
dogrusal bagimsizlik, taban ve rank gibi temel kavramlarin bir genellestirilmesidir (URL —
1, 2018).

Tekillik teorisinin kurucularindan olan Amerikali matematik¢i Hassler Whitney
manifoldlar, dallandirma, gémme teoremi, karakteristik siniflandirma ve geometrik
integrasyon teorisi lizerinde yapilan ilk ¢aligmalarin yiiriitiiciisiidiir. Ayrica ¢izge teorisi,
kohomoloji teorisi, karakteristik siniflandirma, tekil uzay teorisi, diiz haritalarin tekillikleri
gibi konularda ¢aligsmistir. Matroid Teorisinin temellerini atan Whitney’in bu konuda yaptigi
calismalar bir cok matematik¢inin de ilgisini ¢ekmistir. Bu konuda katki saglayan diger
degerli matematik¢ilere yer verelim. Bunlar arasinda Waerden ve Birkhoff, Whitney’in
“Modern Cebir” makalesinden soyut bagimlilik kavramini kullandilar. Maclane (1936) ve
Dilworth (1941 - 1944) matroid iizerine iki makale yayinlandilar. 1950 yilina kadar unutulan
bu konu Tutte (1958 - 1959) ile tekrar canlandi. Rodo da 1957 yilinda matroid ile ilgilenen
bir diger bilim insanidir. Rodo’nun yaptig1 ¢alismalar sonucunda matroidler kombinatoryal
optimizasyon alaninda O6nemli uygulamalara katki sagladi. Kung (1986), Whitney’in,
Birkhoff’un ve Maclane’nin makalelerini diizenledi. Bu ¢alismay1 yaparken ayni zamanda
matroid teorisinin matematik dizinindeki en kapsamli aragtirmalarin1 yapti (Johnson, 2009).

Topoloji biliminin baslangici, {inlii Konigsberg Kopriileri probleminin 1736’da
coziliisiine dayanir. 18. ylizyilda Prusya’nin Konigsberg kasabasi, Pregel Nehri ile iki
bolgeye ayriliyordu. Pregel Nehri’nin i¢inde bulunan iki ada ve bu adalar1 kasabaya baglayan
7 képrii bulunmaktaydi. Dénemin iinlii Isvigreli Matematikgisi Leonhard Euler (1707—
1783), su soruya yanit aradi: Tiim kopriilerden sadece bir kere gecerek baslanilan noktaya
geri donmek miimkiin miidiir? Euler kendisini merak igerisinde birakan bu soruya ¢éziim
ararken matematigin yeni bir uygulama alani olan ¢izge teorisinin temellerini atmistir. Cizge
teorisi, ¢izgeleri inceleyen matematigin bir dalidir. Cizge teorisi, koseler (diiglimler) ve bu

koseleri birbirine baglayan kenarlardan (yaylardan, bagintilardan) olusan bir tiir ag yapisidir.



Whitney, matroid ¢aligsmalarint hem dogrusal cebir hem de ¢izge teorisine dayandirarak
yapmistir. Bir matroidin bagimlhi kiimeleri ¢izgelerde dongiilerin genellestirilmesi olarak
diisiiniilmektedir (Oxley, 2010).

Belirli bir amaca yonelik diizen verilmis kayit ve dosyalarin tiimiine veri taban1 denir.
Veri tabanlari, cagimizda bilgi yontemleri i¢in olduk¢a dnemli yapilardan biridir. Veri
tabanlarindan bilgi edinmek i¢in ID3 ailesi ve AQ ailesi gibi ¢esitli 6grenme yontemleri
gelistirilmistir. Bu yontemler, biiyiik veritabanlar1 sayesinde dogru bilgiye ulasmay1 ve bu
bilgilerin kullanigh hale getirilmesini saglamistir (Tsumoto ve Tanaka, 1993; Tsumoto ve
Tanaka, 1995).

1926 yilinda Polonya’da diinyaya gelen bilgisayar bilimci Zdzistaw Pawlak, ilk
caligmalarim1 ¢izge teorisi iizerine vererek 1980’lerin basinda kaba kiime teorisinin
temellerini atmigtir. Bu teori eksik veya belirsiz verilerle, bu verilerin i¢inde sakli bulunan
bilgileri yaklagimlarda bulunarak ortaya ¢ikarma esasina dayanir. Kaba kiime teorisi, yapay
zeka, makine 6grenmesi, veri madenciligi, uzman sistemler, tip, ekonomi, bankacilik, sosyal
bilimler, dogal olaylar ve diger birgok alanda kullanilmaktadir (Peters ve Skowron, 2007).

Bu ¢alisma alt1 boliimden olusmaktadir. Ik béliimde konunun anlasiimasina yénelik
tarihsel silire¢ ve motivasyon verildikten sonra, ikinci boliimde dogrusal cebir ve soyut cebir
temel bilgileri verilmigtir. Bolim 3’te kaba kiime teorisi ve Kuratowski kapanig
operatoriiniin Ozellikleri bir araya getirilmistir. Matroid yapilarinda iist yaklasim sayisal
fonksiyonu, ayrigim tarafindan indirgenen diizgiin matroidler, diizgiin matroid kiimelerinin
kombinasyonu ve serial bagint1 tarafindan elde edilen matroid yapilar1 dordiincii boliimde
yer almaktadir. Calismanin ana baslig1 olan matroid ile kaba kiimeler arasindaki iliski Bolim
5’te verilmistir. Bu boliimde genellestirilmis kaba kiimelerin matroid alt ve {ist yaklagimlari,
matroid iist yaklasimi ile baginti list yaklasimi, genellestirilmis kaba kiimelerin matroid
yaklagim 6zellikleri, kaba kiime 6zellikleri ile matroid yap1 6zelliklerinin arasindaki iliskiler
ifade edilmistir. Bu ¢alismanin son boliimiinde, incelenen konuya iliskin bulgulara yer

verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Tanim 2.1 U ve V bos olmayan iki kiime olmak {izere U X V carpim kiimesinin herhangi bir
R alt kiimesine U dan V ye bir bagint1 denir. V = U alinirsa, R ye U iizerinde bir bagint1 denir
ve kisacaR € U x U ile gosterilir. X,y € U igin (X, y) € R oluyorsa, X 6gesi y 6gesiyle R
bagintisina gore iligkilidir denir ve bu durumu ifade etmek i¢in XRy gosterimi kullanilir (Zhu,

2009).

Tamm 2.2 R, U kiimesi iizerinde bir baginti olsun. R bagintis1 sahip oldugu 6zelliklere gore
asagidaki gibi adlandirilir (Zhu, 2009).
i.  Her x € U i¢in XRX ise R bagintis1 yansimalidir.
ii.  HerX,y € U igin XRy = yRX ise R bagintis1 simetriktir.
iii.  Her X,y € U i¢in XRy = yRX olmuyor ise R bagintisi ters simetriktir.
iv.  Herx, Y,z € Uigin XRy ve YRz = XRz ise R bagintis1 gecislidir.
v.  Her x € U i¢in XRy olacak sekilde biry € U var ise R bagintis1 serialdir.

Ornek 2. 1 U = {X;, X,, X3} kiimesi iizerinde tanimlanan gesitli bagint1 tiirleri verilmistir.
i. Ry ={(, X)), X3, X2), (X3, X3)} bagintis1 yansimalidir.
. Ry ={(X1, %), (X1, X3), (X2, X1), (X3, X1), (X3, X3) } bagmntis1 simetriktir.
iii. Ry ={(X, X3), (X1, X2), (X3, X;)} bagmtis1 ters simetriktir.
iv. Ry ={(X1, X)), (X1, X3), (X2, X3)} bagmtis1 gegislidir.

v. Rs ={(X], %), (X5, X3), (X3, X3) } bagtisi serialdir.

Tanim 2.2°de verilen 6zelliklerden bazilarina sahip olan bagintilar i¢in 6zel adlar
verilir. Bu bagintilar arasinda denklik ve kismi siralama bagintilar1 sayilabilir. Bu ¢aligma
boyunca denklik ve kismi siralama bagintilar1 dnemli rol oynadigi igin asagida ilgili

bagintilarin tanimlarina, temel 6zeliklerine ve 6rneklerine yer verilmistir.

Tamm 2.3 R, U kiimesi lizerinde bir bagint1 olsun. Eger R bagitisinin yansima, simetri ve

gecigme Ozellikleri varsa R ye bir denklik bagintis1 adi1 verilir (Zhu, 2009).



Ornek 2.2 U = {X;, Xy, X3, X4} kiimesi iizerinde verilen R = {(X{, X;), (X2, X»), (X3, X3),
(X3, X4), (X4, X3), (X4, X4)} bagintis1 yansimali, simetrik ve gegismeli oldugundan bir denklik

bagintisidir.

Bu ¢alisma boyunca U sonlu olan evrensel kiimeyi, P(U) gosterim ise U nun kuvvet

kiimesini temsil edecektir.

Tammm 2.4 Bos olmayan bir U kiimesi verilsin. Asagidaki oOzelliklere sahip bir
A ={T; € U:i€ |} ailesine U kiimesinin bir ayrisim1 denir (Ozer vd., 2009).
i. AcCPU),
ii. Q€&AA,
iii. @(JeDA#)=TnT;=2,
iv. U=UA(yadaU=UgT)).

(“)rnek 23 U = {Xl, X5, X3, X4, X5, X6} kiimesi ile U nun Tl = {Xla X3}, Tz = {Xz, X4, Xé},

T; = {Xs} altkiimeleri verilsin. U/R = {T,, T,, T3} ailesi U nun bir ayrisimidr.

Tanim 2.5 R, U kiimesi lizerinde bir denklik bagintisi ve x € U olsun (Akkas vd., 1984).
i. X 6gesinin R bagmtisina gore denklik sinifi [X]g = {y € U : xRy} ile tanimlanir.
ii.  {[x]g : x € U} kiimesine U nun R bagmtisina gore boliim kiimesi denir ve U/R ile

gosterilir.

Ornek 2.4 U = {x, X,, X3} kiimesi iizerinde bir R = {(X{, X;), (X{, X3), (X3, %), (X3, X{),
(X3, X3)} denklik bagintisi verilsin. U kiimesinden alinan her X 6gesinin denklik siniflari
asagida verildigi gibidir:

[Xi]r = {y € U : x;Ry} = {x;, X3},

[X2]r = {y € U : xRy} = {x,},

[Xs]r = {y € U : X3Ry} = {x;, x3}.

U nun R denklik bagintisina gore boliim kiimesi U/R = {[x,]r, [X2]r, [X3]r} dir.

Teorem 2.1 Bir denklik bagmtisinin farkli denklik smiflar ikiser ikiser ayriktir (Ozer vd.,
2009).



Teorem 2.2 R, U iizerinde bir denklik bagintisi olsun. R nin b6liim kiimesi olan U/R, U

kiimesinin bir ayrisimidir (Ozer vd., 2009).

Teorem 2.3 A = {T,}ic, kiime ailesi U nun bir ayrigimi ise T; kiimelerinden her biri birer

denklik smifi olacak bigimde U iizerinde bir denklik bagintis1 vardir (Ozer vd., 2009).

Ornek 2.5 U = {X, X,, X3, X4, X5} kiimesinin bir ayrisim1 Ty = {%,}, T, = {X;, X3}, T3 = {X4}
ve T, = {Xs} olarak verilsin. Simdi U tizerinde R denklik bagintisin1 Teorem 2.3 geregince

tanimlayalim.

R = {(X}, X;), (X2, X2), (X1, X3), (X3, X1), (X3, X3), (X4 Xa), (X5, X5)}

Gergekten R nin U iizerinde bir denklik bagintis1 oldugu kolayca dogrulanir ve R nin denklik

smiflarindan olusan boliim kiimesi U/R = {T,, T,, T3, T4} dir.

Tanim 2.6 R, U kiimesi {izerinde bir bagint1 olsun. Eger R bagintisinin yansima, ters simetri

ve gecisme Ozellikleri varsa R ye bir kismi siralama bagintis1 denir (Zhu ve Wang, 2013).

Ornek 2.6 U kiimesinin altkiimelerinin ailesi P(U) iizerinde, R bagintis1 olarak “S” altkiime
olma bagintis1 alinsin. Bu durumda R yansima, ters simetri ve gecgisme Ozelliklerini
sagladigindan P(U) {izerinde bir kismi siralama bagmntis1 ve (P(U), €) ikilisi kismi sirali

kiimedir (Ozer vd., 2009).

Tamm 2.7 (P(U), S) kismi sirali kiimesi ve M € P(U) ailesi verilsin. Maksimal, minimal

ve oppozit tanimlart sirasiyla asagidaki gibi verilir (Tang vd., 2013).

max(M) = (XEM : VY EM,XCY = X =Y} 2.1
min(M) ={XE M :VYEM,YC X=X =Y} (2.2)
opp(M) ={Xc U:X¢&M} (2.3)



Tamm 2.8 Bir F kiimesi lizerinde +: F X F — F ve - : F X F — F ikili islemleri verilsin.
Asagidaki kosullar saglayan (F, + , -) ii¢liisiine bir cisim denir (Ozer vd., 2009).

i.  (F, +) degismeli bir gruptur.

it.  (F\{0}, -) degismeli bir gruptur. (Burada 0, + islemine gore birim 6gedir.)

iii. - isleminin + islemi lizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir.

Tamim 2.9 V bos olmayan bir kiime ve (F, +, ) tigliisii bir cisim olsun. Asagida verilen
aksiyomlar1 saglayan V kiimesine F cismi lizerinde bir vektor uzay1 denir (Bozkurt ve Tiiren,
2003).
i. Herv],v, EViginV]+V, €V,

ii. HerVi,V5,V3 € Vigin Vi + (V; +V3) = (V] + V) + V3,

iii. HerV € ViginV + 0 = V olacak sekilde bir tek 0 € V vardir,

iv. HerV € VicinV + (V) = 0 olacak sekilde bir tek —V € V vardir,

v. HerV|,V; EViginV] +V, =V; + V] € Volur,

vi. Herk € FveherV € ViginkveV,
vii.  Herk;, k, € FveherV € Vigin (k; + ky))V =k, V+k,V €V,
viii. Herk € F ve her V{, V, € Vi¢in k(V] + V;) = kV] + kv, € V,

ix. Herk;, k, € FveherV e Vigink;(k,V) = (kjky)V €V,

Xx. Her VeV igin 1V =1V olacak sekilde 1 € F vardir. Boylece 1, F cisminin birim

elemanidir.

Ornek 2.7 (R, +, 9), (Q, +, -) ve (C, +, -) cisimleri kendi iizerinde birer vektor
uzayidir (Bozkurt ve Tiiren, 2003).

Tamm 2.10 V bir vektor uzay1 ve @ # W S V olsun. Eger W kiimesi, V kiimesindeki toplama
ve skalerle ¢arpma islemlerine gore bir vektor uzayi ise, W kiimesine V vektor uzayinin bir

alt vektor uzay1 denir (Bozkurt ve Tiiren, 2003).

Ornek 2.8 V = R? vektor uzay1 olsun. W = {(w;, W,, 0) : w;, w, € R} kiimesi R? uzayinin
bir alt vektdr uzayidir. W uzay1 ashinda R? diizlemidir. Gergekten W = (W, W,, 0) € W ve
V= (v, V,,0) € Wise;

i WH+V= (W, W, 0+ (v,Vvy,0) =W, +V,W, +V,,0+0) =(z;,2,,0) EW

ii. keRve(w;,w,,0)€Wigink (w;,w,, 0) = (kw;, kw,, 0) = (w3, w,, 0) €W



oldugundan R? diizlemi R? ii¢ boyutlu uzaymin bir alt vektor uzayidir (Bozkurt ve Tiiren,

2003).

Tamm 2.11 V, F cismi iizerinde bir vektor uzayr ve bu uzayn V|, Vs, -, V, vektorleri
verilsin.

i.  ky,ky, -+, Kk, €F olmak {lizere, skalerle ¢arpim ve vektor toplami yardimiyla
olusturulan k,Vj + k,V; + -+ + k,V, ifadesine V|, V3,---,V, vektorlerinin dogrusal
bilesimi veya dogrusal toplami adi verilir.

ii. Eger ki, Ky, -,k €F igin KV} + kyV3 + -+ KV, =0 =k =k, ==k, =0
gerektirmesi saglaniyorsa Vi, Vy, -+, V, vektorlerine dogrusal bagimsiz, dogrusal

bagimsiz olmayan vektorlere ise dogrusal bagimlidir denir (Kaya, 1985).

Ornek 2.9 R® uzaymda V = (2, — 3, 4) vektoriinii v; = (1, —1,1), v; = (1,0, — 1) ve
v; = (0, — 1, 1) vektorlerinin dogrusal toplami olarak yazalim. O halde

2, =3,4) =k, (1, = 1,1) + ky(1,0, — 1) + ky(0, — 1, 1)

esitliginden k; +k, =2, —k; —k; = =3 ve k; —k, + k;s =4 elde edilir. Denklemlerin
¢oziimiinden k; = 3, k, = —1, ky = 0 sabitleri bulunur. Boylece V vektorii Vi,V, ve V3

vektorlerinin dogrusal toplami olarak V = 3V] — V5 ile ifade edilir (Bozkurt ve Tiiren, 2003).

Ornek 2.10 R* uzaymda verilen V; = (1,0,1,2), ¥, =(0,1,1,2), v =(1,1,1,3)
vektorlerinin dogrusal bagimsiz olduklarini Tanim 2.11 - (ii)’yi kullanarak gosterelim.
ki,ky,k; € F olmak iizere K,V;+kyV; +ksv3 =0 oldugunu varsayalm. O halde
k (1,0, 1,2) 4+ k,(0,1,1,2) + ks(1,1,1,3) = 0 dur.

Yukaridaki son esitlikten k; + k; = 0, kK, + k3 =0, k; + k, + k; =0, 2k; + 2k, +3k; =0
denklemleri ¢oziildiigiinde k; = k, = k; = 0 elde edilir. Bdylece V;, V, ve V;vektorlerinin

dogrusal bagimsiz oldugu goriiliir (Akkas vd., 1984).

Ornek 2.11 R3 de verilen V; = (1, —2,3), V; = (=2,4, — 6) vektorlerinin dogrusal
bagimli oldugunu gésterelim. Ornek 2.10°da yaptigimiz gibi benzer islemleri uygulayalim.
k;, k, € F olmak iizere k,V; + kyV5 = 0 olsun. Bu durumda

ki (1, —2,3) + k,(=2,4, —6) = 0 yazilabilir.



ky — 2k, = 0, =2k; + 4k, = 0 ve 3k; — 6k, = 0 denklemlerinin ¢6ziimiinden k; = 2k, elde
edilir. Boylece k; # 0, ky # 0 olur. Sonug olarak V| ve V, vektorleri dogrusal bagimlidir

(Akkas vd., 1984).

Tamim 2.12 Bir F cismi lizerinde tanimlanan W, ve W, vektor uzaylar1 verilsin.
V:W; — W, doniisiimii,

i. HerU, Ve W, icinVU+V) =V@{) + V)

ii. Herbird € W, ve herk € F i¢in V(ku) = kI{U)

aksiyomlarini saglaniyorsa V ye dogrusal doniisiim adi verilir (Bozkurt ve Tiiren, 2003).

Ornek 2.12 V:R}®— R, V(u,v,z) =2u+3v+z seklinde tanimlanan déniisiimiin
dogrusal oldugunu gosterelim.
i. R>}uzaymdal = (uj, Uy, U3) ve V = (Vy, V,, V3) vektorleri verilsin.
V(@ + V) = V((uy, Uy, u3) + (vy, V2, Vv3))
=V(U; + Vi, Uy + Vy, U3 +V3)
=2(u; +Vvy) + 3@y +vy) + (U3 +v3)
= 2U; +2vy +3U, + 3V, + U3 + V3
= 2U; +3U, + U3 +2vy + 3V, + Vs
= V(@) + V()

oldugundan (i) aksiyomu saglanir.
ii. k€&Rvel = (u,U,,Us;) €R3 olsun.
V(kd) = V(ku,, ku,, kus)
= 2ku; + 3ku, + kus
= kQu; + 3u, + u3)
= kV(U).

Boylece (ii) aksiyomu da saglanir. O halde V : R* — R déniisiimii dogrusaldir (Bozkurt ve

Tiiren, 2003).



Tamm 2.13 V, F cismi {izerinde bir vektor uzay1 ve A € V olsun. Asagida verilen kosullar
saglayan A altkiimesine, V nin bir taban1 veya bazi denir (Hacisalihoglu, 1977).
i. A klimesinin elemanlar1 dogrusal bagimsizdir.

ii. HerV €V vektorii A kiimesinin elemanlarinin bir dogrusal bilesimidir.

Ornek 2.13 V = R? olarak alalim. & = (1, 0), & = (0, 1) vektorleri dogrusal bagimsizdir.
Her V € R? vektorii €; ve €, vektorlerinin dogrusal bilesimi olarak yazilabilir. O halde &7, €,
vektorleri R? nin bir tabamdir ve bu iki vektér R? nin dogal tabani olarak da adlandirilir

(Bozkurt ve Tiiren, 2003).

Tanim 2.14 V, F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. V vektor uzayinin tabaninda yer alan
dogrusal bagimsiz vektorlerin sayisina, V vektor uzaymin boyutu denir ve boy(V) ile

gosterilir (Bozkurt ve Tiiren, 2003).

Ornek 2.14 Ornek 2.13’te alman & = (1,0) ve & = (0, 1) vektorleri R> nin tabani
oldugundan boy(R?) = 2 dir (Bozkurt ve Tiiren, 2003).

Tamm 2.15 n x n tiirtinde bir kare matris A olsun. A matrisinin dogrusal bagimsiz siitun
vektorlerinin (veya satir vektorlerinin) maksimum sayisina A matrisinin ranki denir ve

rank(A) ile gosterilir (Ytice, 2015).

3 0 3 6
Ornek 2.15A=1|1 5 —4 7 ] matrisinin rankini bulalim.
4 3 2 11

A matrisine elementer satir islemleri uygulayalim.

30 3 6] [ 0 1 27 1
15 —4 70901 5 —4 7|(s:a>3a)
43 2 1) a3 2 11

10 1 27

20 5 =5 5|(e:m—-ay—a))

4 3 2 11

10 1 27 1

2lo 1 -1 1|(aia i)

4 3 2 11




[1 0 1 2]

10 1 =1 1|(gg: a3 > az —4ay)
0 3 -2 3l
[1 0 1 2]

iS 01 -1 1 (55:(13—)(13—30{2)
0 0 1 Ol
[1 0 0 2]

10 1 —1 1|(es:ay = a; —az)
0 0 1 Ol
[1 0 0 2

10 1 0 1]|(g:ap > ay — a3)
0 01 O

Sonug olarak rank(A) = 3 elde edilir (Hacisalihoglu, 1996).

10



3. KABA KUMELER

Tamm 3.1 R, U kiimesi iizerinde bir denklik bagintisi olsun. (U, R) ikilisine bir yaklasim
uzay1 ya da Pawlak yaklasim uzay1 denir. Pawlak yaklasim uzay1 apr = (U, R) olarak da
gosterilir (Tang vd., 2013; Liu ve Zhu, 2015; Li ve Liu, 2012; Pawlak, 1982).

Tanmm 3.2 (U, R) bir yaklagim uzay1 olsun. U nun bir X altkiimesinin Pawlak alt ve {ist
yaklasimlar1 sirasiyla, asagidaki esitliklerle verilir (Tang vd., 2013; Liu ve Zhu, 2015; Li ve
Liu, 2012; Pawlak, 1982):

apr() = U{T: TEAAT € X} (3.1)
apr(X) =U{T: TEAATNX % B} (3.2)

Ornek 3.1 U = {x;, Xy, X3, X4, Xs, X, X7} kiimesi ve U nun bir ayrisim A = {{x;}, {X,, Xs},
{X3, X4, X7}, {X¢}} olarak verilsin. X = {X;, X4, X¢} € U altkiimesi i¢in Pawlak alt ve iist
yaklagimlarini Tanim 3.2 - (3.1) ve (3.2) esitliklerinden yararlanarak belirleyelim.

Her T € A igin {X;} € X, {X3, Xs} € X, {X¢} € X, {X3, X4, X7} € X oldugundan X kiimesinin
Pawlak alt yaklagimi;

apr(X) = U{T: T€ A AT € X} = U{{x,}, {Xg}} = {x1, X} dir.

Her TEA igin {X;}NX#=@, (X, X} NX =0, {Xs}NX %D, {X3, X4, X} N X #= D elde
edilir. O halde X kiimesinin Pawlak {ist yaklasimi;

apr(X) = U{T: Te AATNX # @} = U{{x,}, (X6}, (X3, X4, X33} = {1, X5, X4, X6, X7}

kiimesi olarak bulunur.

Tamm 3.3 U kiimesi tlizerinde bir A ayrigimi verilsin. U nun herhangi bir X altkiimesinin
Pawlak alt ve iist yaklasimlari esit ise yani; apr(X) = apr(X) esitligi saglaniyorsa X

tanimlanabilir veya kesin kiimedir denir. Pawlak alt ve {ist yaklagimlarinin esit olmamasi

durumunda, yani apr(X) # apr(X) ise X kiimesine tanimlanabilir degildir veya kabadir denir

(Li ve Liu, 2012; Tang vd., 2013; Pawlak, 1982).
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U kiimesinin bir A ayrisimina ait her kiilmenin tanimlanabilir oldugu (3.1) ve (3.2)
esitliklerinden gériiliir. Gergekten; Ornek 3.1°de verilen U kiimesinin ayrisgimina ait {X,},

{X,, X5}, {X3, X4, X7} ve {X¢} altkiimeleri birer tanimlanabilir kiimedir.

Ornek 3.2 Ornek 3.1°de verilen X kiimesinin Pawlak alt yaklasim1 apr(X) = {x,, Xs} ve
Pawlak st yaklasimi apr(X) = {X;, X3, X4, Xg, X7} olarak bulunmustu. apr(X) # apr(X)

oldugundan X kiimesi tanimlanabilir degildir yani kaba kiimedir.

Ornek 3.3 U = {X|, X, X3, X4, Xs, X¢} kiimesi ve U nun bir ayrisimi A = {{x;}, {X,, X3, X4},
{Xs, X¢}} verilsin. X= {Xy, X5, X3, X4} € U altkiimesini alalim. X kiimesinin Pawlak alt ve iist
yaklagimlarini Tanim 3.2 - (3.1) ve (3.2) esitliklerinden yararlanarak belirleyelim.

Her T € A icin {X;} € X, {X2, X3, X4} € X, {Xs5, X¢} € X olmak iizere X kiimesinin Pawlak alt
yaklagimu;

apr(X) = U{T: T€ A AT € X} = U{{x,}, (X2, X3, X43} = {X1, Xa, X3, X4} di.

Her TEA igin {X}NX =D, {X, X3, X4} N X #= D, {Xs,%X}NX=0 olmak tizere X
kiimesinin Pawlak iist yaklagimi;

apr(X) = U{T: Te AATNX = 0} = U{{x}, (X2, X3, X43} = {X1, Xa, X3, X4} dir.

X kiimesi igin apr (X) = apr(X) esitligi saglanir. Boylece X bir klasik kiimedir veya
tanimlanabilir kiimedir. Gergekten X = {X;, X5, X3, X4} € U altkiimesinin A4 ayrigimina ait

{x,} ile {x5, X3, X4} kiimelerinin birlesimi olarak yazilabildigi gortliir.

Tanim 3.2°de verilen (3.1) ve (3.2) esitlikleri geregince apr(X), X kiimesinin

kapsadigi en biiyiik tanimlanabilir kiime, apr(X) ise X kiimesini kapsayan en kiigiik
tanimlanabilir kiimedir. Herhangi bir X € U kiimesinin pozitif, negatif ve siir bolgesi,

Pawlak alt ve {ist yaklasimlar1 kullanilarak verilir (Pawlak, 1982).
Tanimm 3.4 (U, R) bir Pawlak yaklagim uzay1 ve X € U olsun. X altkiimesinin POSg(X)
pozitif bolge, NEGR(X) negatif bolge ve BNg(X) sinir bolge tanimlari sirasiyla asagida

verilmigtir (Li ve Liu, 2012; Tang vd., 2013; Pei vd., 2011).

POSR(X) = apr(X) (3.3)

12



NEGR(X) = U\ &pr(X) (3.4)
BNR(X) = @pF(X) \ apr(X) (3.5)

Bos olmayan bir kiime iizerinde birden fazla denklik bagintist tanimlanabilir.
Karisikliga meydan vermemek i¢in R alt indisi kullanilir. Aksi takdirde R alt indisi yazilmaz.

Tanim 3.4 ile ilgili asagida verilen 6rnegi inceleyelim.

Ornek 3.4 U = {X;, Xy, X3, X4, Xs, Xg, X7} kiimesi ve X = {X;, X4, Xs} € U altkiimesi verilsin.
U nun iki ayngimi A; = {{Xl}, {x2, X5}, {X3, X4, X7}, {X6}} ve Ay = {{Xb X}, {%3},

{X4, X5, X7}, {X6}} olarak verilsin. X kiimesinin (U, R;) ve (U, R,) Pawlak yaklasim
uzaylarinda pozitif, negatif ve sinir bolgelerini Tanim 3.4 - (3.3), (3.4), (3.5) esitliklerinden
yararlanarak bulalim.

POSg, (X) = ﬂ(x) = {Xl, X3, X4, Xgs X7},

NEGg, (X) = U\ apr(X) = U\ {x;, X3, X4, X6, X7} = {X2, Xs},

BNg, (X) = apr(X) \ apr(X) = {Xi, X, X4, X, X7} \ {X1, X6} = {X3, X4, X7},

POSg,(X) = apr(X) = {x;, X4, Xs},

NEGg, (X) = U\ apr(X) = U\ {X, X4, X} = {X, X3, Xs, X7},

BNg, (X) = apr(X) \ﬂ(x) = {X1, X4, X6} \ {X6} = {X1, X4} dir.

Sonu¢ 3.1 Bir (U, R) Pawlak yaklasim uzay1 ve X € U altkiimesi verildiginde asagidaki
yorumlar yapilabilir:
i. X kiimesinin pozitif bolgesine ait her bir eleman kesinlikle X kiimesine aittir.
ii. X kiimesinin negatif bolgesine ait herhangi bir eleman X kiimesine ait degildir.
iii. X kiimesinin sinir bolgesine ait bir eleman i¢in X kiimesine ait olup olmadig1 kesin

olarak belirlenemez.

Kaba kiimelerde Pawlak alt ve iist yaklasimlarin sagladigi 6zellikler asagidaki

Oonermede verilmistir.
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Onerme 3.1 (U, R) bir Pawlak yaklasim uzay1 olsun. Pawlak alt ve iist yaklasimlarmin
sagladig: ozellikler asagida siralanmistir (Pawlak, 1982).
(P1) apr(X) € X < apr(X),

(P2) apr(U) = U = apr(u),

(P3) apr(@) = ¢ =apr(),

(P4) apr(XnY) = apr(X) napr(Y),

(P5) apr(XuY) =apr(X) uapr(Y),

(P6) X< Y=apr(X) < apr(Y),

(P7) X<Y=apr(X) < apr(Y),

(PS) apr(X) U apr(Y) € apr(x u ),

(P9) apr(XnY) < apr(X) napr(Y),

(P10) apr(X) = U\ @pr(U\ X),

(P11) apr(X) = U\ apr(U\ X),

(P12) apr (apr(X)) = apF (apr(x) ) = apr(x),

(P13) apF(apr(X)) = apr(apr(X)) = apr(X).

Tamm 3.5 U kiimesinin herhangi iki altkiimesi X ve Y olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan
cl: P(U) — P(U) doniisiimiine kapanis operatorii denir (Li ve Liu, 2012).

(CL1): X € cl(X),

(CL2): X< Y = cl(X) < cl(Y),

(CL3): cl(cI(X)) = X.

Bazi ¢aligma alanlarinda, kapanis operatorii asagida siralanan ek ozellikleri de saglayan
operatorler olarak alinmaktadir (Li ve Liu, 2012):

(CL4): cl(p) = 9,

(CL5): cl(X U Y) = cl(X) u cl(Y),

(CL6):x e U,y e cl(XU {x}) \ cI(X) = x € cI(X U {y}),

(CL7): cl(U\ cI(X)) = U\ cl(X).

Ornegin, ¢l : P(U) — P(U) operatorii (CL1), (CL3), (CL4) ve (CL5) ozelliklerini

sagliyorsa, U iizerinde bir Kuratowski kapanis operatorii olarak adlandirilir. Kuratowski
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kapanig operatorii U kiimesi lizerinde bir topoloji belirler. Kuratowski kapanis operatorii tek

bir 6zellik altinda asagida verilen esitlikle de ifade edilebilir. Her X, Y € U i¢in

Xucl(X) ucl(cl(Y)) =cl(Xu Y)\ cl(9) (3.6)
dir. Onerme 3.1°de verilen ozellikler ile Kuratowski kapanis operatdriiniin 6zellikleri
karsilastirildiginda (P1) - (CL1), (P13) - (CL3), (P3) - (CL4), (P5) - (CL5) eslesmeleri

kolayca goriilmektedir. O halde kaba kiimeler teorisinde Pawlak {ist yaklasim operatorii

aslinda bir Kuratowski kapanis operatorii olmaktadir (Li ve Liu, 2012).
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4. MATROID YAPILARI

Matematik dizininde matroid tanimina iliskin farkli yaklasimlarin oldugu ve bunlarin
birbirlerine es degerligi bilinmektedir. Bu ¢alisma boyunca John Oxley’in matroid tanimi1

esas alinarak matroid yapisina iligkin temel 6zellikler verilecektir.

Tamm 4.1 U kiimesinin altkiimelerinin bir I ailesi asagidaki kosullar1 saglasin (Oxley,
2010):

M1]: @ € T,

[M2]: Eger | € ITve I” C lise " € Idur,

[M3]: Eger I, I, € Tve |l;| < |l,| ise I; U {e} € I olacak sekilde bir e € I,\ I, vardir.

(U, J) ikilisine bir matroid denir ve U kiimesi ilizerindeki matroid kisaca M ile
gosterilir. Bu tanimda yer alan |.| gosterimi ilgili kiimenin eleman sayisini, \ gosterimi ise
iki kiimenin farkini ifade etmektedir (Oxley, 2010).

Yukarida Tanim 4.1°de verilen matroid taniminda asagidaki gézlemler yapilabilir:
[M1]: Bir vektor uzayinda 0 vektoriiniin dogrusal bagimsiz olmasinin genel ifadesidir.
[M2]: Bir vektor uzayinda dogrusal bagimsiz vektorlerden olusan kiimenin her altkiimesinin
de dogrusal bagimsiz oldugunun genellestirilmis halidir.

[M3]: Dogrusal cebirde iyi bilinen Steinitz—MacLane degisim yardimci teoreminin genel

ifadesi [M3] 6zelligi olarak matroid taniminda yerini almistir (Kung, 1986).

Tanim 4.2 M bir matroid olsun (Oxley, 2010).
i.  Jailesinin elemanlarina M matroidinin bagimsiz kiimeleri,
ii. U kiimesine matroidin temel kiimesi,

iii. U kiimesine ait ancak J i¢inde yer almayan kiimeye bagimli kiime adlar verilir.

Bir karigikliga neden olmamak i¢in, M matroid yapisinda J nin elemanlari1 J(M), U nun
kuvvet kiimesi P(U), temel kiime U(M) ve bagimli kiimeler ailesi ise D(M) ile gosterilir.
D(M) = P(U)\7 esitligi yazilabilir. Bir matroidinin bagimli kiimeleri vektor uzaym bagimli
vektorlerinin, ¢izgelerde ise dongiilerin genellestirilmesidir (Oxley, 2010). Simdi asagidaki

matroid yapisina iliskin bir 6rnegi inceleyelim.
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Ornek 4.1 U = {a, b, ¢} bir kiime ve U nun altkiimelerinin bir J = {(Z), {a}, {b}, {c}, {a, b},
{b, C}} ailesi verilsin. J ailesinin matroid taniminda verilen 6zellikleri sagladigini gosterelim
(Zhu ve Wang, 2011).

[M1]: Bos kiime her zaman bagimsiz oldugundan @ € I duir.

[M2]: Her | € ITigin | 6gesinin her altkiimesi J ailesinde oldugu agikca goriiliir.

[M3]: I, = @ ve |, olarak I ailesinin diger kiimeleri alinirsa [M3] 6zelliginin saglandigi
kolayca goriiliir. Simdi |; # @ olmak tizere |I;| < |l,| kosulunu saglayan |, |, € I kiime
ciftlerini belirleyelim:

I, ={a},l, ={a, b}isebe L\Il,,l;u{b} e L

I, ={a},l, ={b,c}isel, e L\l;,bel, l,u{b} el

I, ={b}, I, ={a, b}iscae L\l,,lu{a} e I

I, ={b}, I, ={b,c}isece L\I,,l;u{c} e L

I, ={c}, 1, ={a, b}isel, € L\l;,b€l,, I, u{b} € L

I, ={c},l, ={b,c}liseb € L\I, |, U{b} €L

O halde T ailesi [M1], [M2] ve [M3] ozelliklerini sagladigindan (U, I) ikilisi bir
matroid olur. Yukarida verilen tanim geregince I ailesinin her elemani bagimsizdir. Bu
bilgiler yardimiyla M matroidinin bagimli kiimeler ailesi D(M) = {{a, c}, U} olur.

Calismamizin giris bolimiinde matroid yapilarinin birgok temel matematik
kavramlariyla i¢ ige oldugunu belirtmistik. Matroid teorisinin iligkili oldugu bir diger konu
ise matrislerdir. Aralarindaki iliskiyi vermesi bakimindan asagidaki onerme oldukca

onemlidir.
Gosterim. Bir F cismi lizerinde m - boyutlu vektor uzay: V(m, F) ile gosterilir (Oxley, 2010).

Onerme 4.1 A bir F cismi iizerinde m x n tiiriinde bir matris, A matrisinin etiketlenen
stitunlariin kiimesi U olsun. U nun V(m, F) i¢inde bagimsiz altkiimelerinin ailesi I ise,
(U, D) ikilisi bir matroid belirler (Oxley, 2010).

Kanit. J ailesinin matroid olma kosullarini sagladig: sirasiyla gosterelim.

[M1] ve [M2] dzelliklerinin saglandig: agiktir.

[M3]: 1,1, € T ve |l;]| <|l,| oldugunu varsayalim. |, U l, ile gerilen V(m, F) vektor

uzaymin altuzayt W olsun. W nin boyutu boy(W) ile gosterilirse en azindan boy(W) = |l,|
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olur. Simdi her e € I, \I; i¢in |; U {e} kiimesinin bagimli oldugunu varsayalim. O halde I,
tarafindan gerilen uzay, W altuzayin kapsar. Boylece |I,| < boy(W) < |I;| < |I,| bulunur.
Bu esitsizlik varsayim ile gelisir, yani € € I,\l, eleman1 |, U {e} € I saglanacak bigimde

vardir. Sonug olarak (U, J) ikilisi bir matroid olur. o

Bir A matrisi ile elde edilen matroid M[A] ile gosterilir ve vektorel matroid olarak

adlandirlir.

Ornek 4.2 R cismi iizerine bir A matrisi asagidaki gibi verilsin.

[
O =
— o
o O
O —
—_—
e

Oncelikle A matrisinin siitunlarmi 1, 2, 3, 4 ve 5 ile etiketleyelim.

1 2 3 45
o 16 0]

Boylece etiketlerin U = {1, 2, 3, 4, 5} kiimesini olusturalim. Simdi U kiimesinin bagimsiz
altkiimelerinin ailesi,

I={®, {1}, {2}, {4}, {5}, {1, 2}, {1, 5}, {2, 4}, {2, 5}, {4, 5}} olarak elde edilir. O halde (U, I)
ikilisi bir matroid ve (U, ) = M[A] dir. M[A] vektorel matroidinin bagiml kiimeleri,
D(M) = P(U\J = {{3},{1,3},{1,4},{2,3},{3,4}, 3,5} u{Xc U : |X| = 3}

ailesidir (Oxley, 2010).

Matroid yapilarinin matematigin diger 6nemli bir calisma alani olan ¢izge teorisi ile
de yakindan iligkili oldugu bilinmektedir. Bu ger¢egi somutlastiran bir 6rnegi incelemekte

yarar vardir. Ornege gegmeden dnce ¢izge teorisine iliskin bazi temel kavramlar1 verelim.

Tanmm 4.3 Cizgeler, koseler (diiglimler) ve bu koseleri birbirine baglayan kenarlardan
(yaylardan, bagintilardan) olusan bir tiir ag yapisidir. Bu yapi kisaca G ile gosterilir. Bir G
cizgesinin kose noktalart V(G) ile kenar noktalar1 ise E(G) gosterimleriyle ifade edilir

(Oxley, 2010).
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Tanim 4.4 Bir G ¢izgesinde bitim noktalar1 ayni olan kenarlara paralel kenar denir (Oxley,

2010).

Tamm 4.5 Bir G cizgesinde bir kdse noktasindan baglayip ayn1 kdse noktasinda biten ag
yapisina ilmik adi verilir (Oxley, 2010).

Tamim 4.6 Bir G ¢izgesine ait 3 < n (n € N) i¢in Vo, V,, V5, -+, V, koseleri olsun. Eger v,
kosesinden vV, kosesine c¢izilen kenar ile yine v, kosesinden v, kosesine ¢izilen kenar

birbirinden farkli ise bu yola doéngii denir (Oxley, 2010).

Tanmm 4.7 G ¢izgesinden elde edilmis bir matroide G nin dongii matroidi veya polinom

matroidi denir ve M(G) ile gosterilir (Oxley, 2010).

Ornek 4.3 Sekil 4.1°de verilen G ¢izgesini inceleyelim. Bu cizgeden elde edilen matroid
M = M(G) olsun. G ¢izgesinin kenarlarinin kiimesi Z(M) = {e,, e,, €3, €4, €5} ve dongiiniin
kenar kiimesi C(M)= {{es}, {e, €4}, {e1, €2, &5}, {€2, &4, €5}} dir.

Ornek 4.2°de verilen M[A] vektorel matroidi ile M(G) déngii matroidini karsilastiralim.
Y:U—-ZEWM), P(i)=1¢ (i €{1,2,3,4,5}) olarak tanimlanan ¥ doniisiimii birebir ve
ortendir. Bir X kiimesinin M[A] vektorel matroidinde bir devre olmasi icin gerek ve yeter
kosul W(X) kiimesinin M(G) déngii matrodinde bir devre olmasidir. Bu denkligi, bir Y
kiimesinin M[A] da bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul W(Y) nin M(G) de bagimsiz
olmasidir bi¢ciminde de ifade edebiliriz. Boylece M[A] vektorel matroidi ile M(G) dongii
matroidi ayn1 yapiya sahip veya izomorf olurlar. Bu durumu ifade etmek i¢in M[A] = M(G)

yazilir (Oxley. 2010).

Sekil 4.1. G ¢izgesi (Oxley, 2010)
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Bir U kiimesi verildiginde P(U) ailesinin bos olmayan her alt ailesi bir matroid olur
mu? Bu sorunun yaniti elbette olumsuzdur. P(U) ailesinin bog olmayan alt ailesinin hangi

durumda matroid oldugu asagidaki 6rnekte verilmistir.

Ornek 4.4 U kiimesi icin J € P(U) ve J # @ olarak alalm. (U, J) ikilisinin bir matroid
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her X € U i¢in, {l : | € Jve |l € X} ailesinin biitiin
maksimal 6gelerinin (kapsama anlaminda) esit sayida 6gesinin var olmasidir (Oxley, 1991).
U ={a, b, c} kimesi ve U nun altkiimelerinin J; = {(b, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}} ve
I, = {(Z), {a}, {b}, {c}, {b, C}} alt aileleri verilsin.

Tablo 4.1. I, bagimsiz ailesinin maksimal dgeleri

P(U) {fl:1€Ivel € X} max(X)
0) {0} ?
{a} {9, {a}} 1)
{b} {9, {b}} 1)
{c} {9, {c}} 0

{a, b} {0, {a}, {b}, {a, b}} {a, b}

{a, c} {,{a}, {c}, {a c}} {a, c}

{b, c} {0. {0}, {c}} @

U 0 0

Tablo 4.1°de verilen I; bagimsiz ailesine ait {a, b} ve {a, ¢} maksimal 6geleri esit

sayida oge icerir ve (U, 1)) ikilisi bir matroid belirler.
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Tablo 4.2. I, bagimsiz ailesinin maksimal dgeleri

P(U) {1:1€ Lvel C X} max(X)
0 {®} o
{a} {0, {a}} {a}

{b} {0, {b}} o
{c} {0, {c}} 0

{a, b} {0, {a}, {b}} 0

{a, c} {0, {a}, {b}} 1)

{b, c} {0, {b}, {c}, {b, c}} {b, c}
U 0) @

Tablo 4.2°de verilen I, bagimsiz ailesinin maksimal 6geleri {a} ve {b, ¢} dir. Bulunan

maksimal 6gelerin eleman sayisi esit olmadigindan (U, 1,) bir matroid degildir.

Tamim 4.8 M bir matroid olmak iizere, biitiin bagimsiz 6zalt kiimeleri bagimli olan kiimelere

minimal bagiml kiime adi verilir (Oxley, 1991).

Ornek 4.5 Omek 4.2°de verilen M[A] vektorel matroidi i¢in minimal bagimli kiimelerin

ailesi min(2) = {{3}, {1, 4}, {1, 2, 5}, {2, 4, 5}} dir (Oxley, 2010).

Ornek 4.6 R cismi iizerine bir A matrisi

1 23 4 5 6 7
1 000 0 0O
01 01 110
001 01 10

olarak verilsin. A matrisinin siitunlarinin etiketlerinin kiimesi U = {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} dir.

U kiimesinin bagimsiz altkiimeler ailesi;
IT=PU\{{1,2,4},{2,3,5},{2,3,6}, {5, 6}, {73} U{X S U: {5,6} € X} dir. O halde
MI[A] vektorel matroid olur (Oxley, 1991).
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Tanim 4.9 M = (U, J) bir matroid olsun. U kiimesinin kapsama anlaminda bir minimal
bagiml altkiimesine M nin bir devresi denir. M matroidinin biitiin devrelerinin kiimesi C ya
da C(M) ile gosterilir. Bir C devresinin n tane 6gesi varsa bu devreye n - devre adi verilir.

Asagida verilen esitlik devre taniminin dogal bir ifadesidir (Oxley, 2010).

c(M) = min(opp(d)) 4.1)

Ornek 4.7 Omek 4.2’de verilen M[A] vektorel matroidinin devrelerinin kiimesi
cM) = {{3},{1,4},{1,2,5},{2,4,5}} ailesidir ve C(M) devresinin 4 &gesi oldugundan
4—devredir (Oxley, 2010).

Bir M matroidi verildiginde bu matroide karsilik gelen C(M) devre kiimesinin
belirlenebildigi bir onceki drnekten bilinmektedir. Benzer sekilde C(M) devreler kiimesinden
baglayarak J(M) matroidi elde edilebilir. Bu sekilde olusturulan J(M) matroidinin C(M)
kiimesinden 6geler icermedigini belirtmeliyiz. Sonug olarak, bir matroid kendisinin devreler

kiimesi C ile tek tiirlu olarak belirlenir.

Yardimci Teorem 4.1 M bir matroid olsun. M nin C(M) devreler kiimesi asagida verilen
ozellikleri saglar (Oxley, 2010).

[C1]: 0 ¢C

[C2]: Eger C;,C, e Cve C; € C, ise C; = C, dir.

Yardimc1 Teorem 4.2 Bir matroidin devrelerinin kiimesi C asagidaki 6zellige sahiptir
(Oxley, 2010).
[C3]: Eger C;,C, € Cvee€eC;NC, ise, C; € (C,UC,)\ {e} saglanacak bi¢imde bir

C; € C 6gesi vardir.

Kamt. (C,UC,)\ {e} kiimesinin bir devre icermedigini yani C; € (C, UC,)\ {e}
oldugunu varsayalim. Bu durumda (C,UC,)\ {e} € I saglanir. [C2] Ozelliginden
C;\ C, # @ dir. O halde bir f€ C;\ C, 6gesini alalim. Simdi (C; U C,) kiimesinden
maksimal olan, ayn1 zamanda C, \ f € J y1 igeren ve bagimsiz olma 6zelliklerine sahip bir |
alt kiimesini segelim. f € | oldugu agiktir. Ayrica, C; bir devre oldugundan, C; in bir g

elemant | i¢inde degildir. f € C; \ C, oldugundan f ve g elemanlar1 farkli yani f # g dir.
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Boylece; | <|(C,UC)\ {f,g}| =IC,UC,| — 2<|(C,UCy)\ {e}| esitsizligi elde
edilir. Simdi matroid tanimindaki [M3] 6zelligini I, =1 ve |, = (C, U C,) \ {e} alarak
uygulayalim. Elde edilen bagimsiz kiime | nin maksimal olmastyla ¢elisir. Sonug olarak
baslangictaki varsayimimiz yanlhistir; yani C; € (C; U C,) \ {e} olacak bi¢imde bir C; € C

Ogesi vardir. O

Yardime1 Teorem 4.2°de verilen [C3] kosulu devre eleme aksiyomu ya da zayif devre
eleme aksiyomu olarak adlandirilir (Oxley, 2010). Simdi [C1], [C2] ve [C3] kosullarini
saglayan kiimeler ailesinin bir matroidi karakterize ettigini ve bu ailenin matroidin devreler

kiimesi oldugu gosterilecektir.

Teorem 4.1 Bir U kiimesinin [C1], [C2] ve [C3] kosullarin1 saglayan altkiimelerinin bir

ailesi C olsun. U nun altkiimelerinin bir J ailesi C nin higbir 6gesini bulundurmasin. O halde

(U, D bir matroid ve bu matroidin devrelerinin ailesi C dir (Oxley, 2010).

Kanit. C devreler ailesi olsun. 7 ailesinin matroid olma kosullarin1 sagladigi sirasiyla
gosterelim.

[M1]: @ € C oldugundan @ € J dir.

[M2]: | € Cve I” < lolsun. I" € C oldugundan I* € I dr.

[M3]: 1,1, €T ve |l;| <|[l;] oldugunu varsayalim. (I, l,) ikilisinin [M3] kosulunu
saglamadigini varsayalim. J ailesinin elemanlar1 I; U |, nin altkiimelerinin elemanlaridir ve
bu kiime |, den daha fazla eleman igerir. Bir |5 altkiimesi i¢in |I; \ l5] minimal olsun. [M3]
kosulunu saglanmadigi igin I; \ |5 bostan farklidir ve I, \ |5 kiimesinden bir e 6gesini
secelim. 15\ I; in her f 6gesi i¢in (I3 U {e}) \ f olsun. Karisikliliga engel olmak igin
(13 U {e}) \ f ifadesini kisaca Ty ile gosterelim. O halde Ty S 1, U 1, ve |1} \ T¢| < [1;\ 1]
dir. Boylece Ts ¢ I dir ve T;, C devreler ailesinin bir C; elemanini igerir. Agik bir sekilde
f & C; dir. Ayrica e € C; dir. Aksi halde C; € |5 olup bu varsayimla ¢elisir. Sonug olarak;
I €I dir. I3\, kiimesine ait bir g 06gesini alalim. Eger C, S (I3\1,) =@ ise
Cy € ((I; n1) U{e}) < 1, bubir geliskidir. Bdylece Cy N (I3 \ ;) de bir h elemant vardir.
Simdi e € Cy N Cy, oldugundan, [C3] kosuluna gére C devresinin bir C elemani olmasini
gerektirir. Yani; C € (Cg UCp)\ {e} dir. Ancak hem Cy hem de Cy, I, U {e} nin alt

kiimeleridir ve boylelikle C € I3 olup bu |5 € J olmasiyla ¢eligir. O halde baslangigtaki
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varsayimimiz yanlig olup [M3] kosulunun gegerli oldugu gosterilmis olur. Sonug olarak

(1, J) bir matroid ve bu matroidin devreler ailesi C dir.c

Sonug 4.1 Bir M matroidinin devreler kiimesi C(M) olmak iizere asagidaki 6nermeler denktir
(Oxley, 2010).
1.  C, M nin bir devresidir,
ii. Herxe€CiginC¢& I(M)veC\ {x} € I(M) dir,
iii. C e€c,CcC iseC" ¢ Cdir,
iv. CEeC.

Sonu¢ 4.2 C nin, U iizerinde bir matroidin devreler ailesi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C
nin asagida verilen 6zellikleri saglamasidir (Oxley, 2010).

[C1]: @ ¢ C,

[C2]: Eger C;,C, € Cve C; € C, ise C; = C, dir,

[C3]: Eger C,;,C, ECvee € C,NC,ise, C; € (C; UC,) \ {e} olacak bigimde bir C; € C

vardir.

Onerme 4.2 M bir matroid, M i¢inde bir bagimsiz kiime | ve | U {e} bagimli olacak sekilde
M nin bir 6gesi € olsun. Bu durumda M matroidi i¢in | U {e} tarafindan kapsanan sadece bir

tek devre vardir ve bu devre e 6gesini bulundurur (Oxley, 2010).

Kanit. Agik olarak | U {e} bir C devresini igerir. Ayrica | U {e} tarafindan kapsanan her
devre e yi bulundurmak zorundadir. Eger c’ bdyle bir devre ve C den farkh ise, [C3]
geregince (CU C*) \{e} bir devre bulundurur. (CU C*) \ {e} €| oldugundan bu

varsayimla celisir. O halde C devresi tektir ve e 6gesini bulundurur. O
Tanimm 4.10 M bir matroid olsun. M nin bir maksimal bagimsiz kiimeler ailesi var ise bu
aileye M nin bir tabani denir. M matroidinin tiim tabanlar ailesi B(M) ile gosterilir. M

matroidinin taban1 kisaca agagidaki gibi verilebilir (Oxley, 2010; Tang vd., 2013).

B(M) = max(J) 4.2)
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Ornek 4.8 U = {1, 2,3, 4, 5} kiimesinin bagimsiz ailesi J = {(Z), {1}, {2}, {4}, {5}, {1, 2},
{1,5},{2,4}, {2, 5}, {4, 5}} olsun. M = (U, J) matroidinin taban1 B(M) = {{1, 2}, {1, 5},
{2,43,{2, 5}, {4, 5}} ailesidir (Oxley, 2010).

Yardimci Teorem 4.3 Bir M matrodinin farkliiki tabani B, ve B, ise |B;| = |B,| dir (Oxley,
2010).

Kamt. M nin farkli iki taban1 B, ve B, olsun. B, ve B, bagimsiz kiimeler olup |B;| < |B,|
oldugunu kabul edelim. [M3] kosulundan B; U {e} € J olacak bigimde bir € € B, \ B, 6gesi
vardir. Bu B; tabaninin maksimal olusuyla ¢eligir. O halde |B,| = |B,| dir. Benzer sekilde

[B,| = |B;| oldugunu gosterilebilir. Sonug olarak |B,| = |B,| dir. O

Sonug¢ 4.3 M bir matroid ve M nin bir tabanlarinin bir ailesi B ise B asagidaki kosullart
saglar (Oxley, 2010).
i. B=*0,
ii. Eger B;,B,€B ve x€B;\B, ise (B;\{x})U{y} € B olacak bi¢imde bir
y € B, \ B vardir.

Tanim 4.11 M bir matroid ve X € U olsun. Iy = {l € X : | € J} kiimesini tanimlayalim.
(X, Iy), ikilisine M nin X kiimesine kisitlanmis matroid denir ve M|X ile gésterilir (Tang vd.,

2013).

Ornek 49 U ={1,2,3,4,5} kiimesinin bagimsiz altkiimelerinin  ailesi,
IT={o, {1}, (2}, {4}, {5}, {1, 21, {1,5}, {2, 4}, 2,5}, {4,5}} olsun. X ={3,5}cU
altkimesinin Iy ={l € {3,5}: 1€ I} = {{5}, Q)} bagimsiz altkiimelerinin ailesi ile
M|X = (X, Iyx) bir kisitlanmis matroid belirler.

Dogrusal cebirde bir vektor uzayinin boyutu ile bir matrisin rank1 olduk¢a 6nemli ve
yaygin kullanilan kavramlardir. Bir matroidin rank fonksiyonu bu iki kavramin bir
genellestirilmesi olarak matematik dizininde yer almaktadir. Rank fonksiyonu esdeger iki

tanimla verilmektedir. Bu ¢alisma boyunca her iki tanimda kullanilacaktir.
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Tamm 4.12 M = (U, J) bir matroid ve X € U olsun.
i.  M|X kisitlanmig matroidinin tabaninin eleman sayisina, X kiimesinin ranki denir ve

T ile gosterilir (Oxley, 2010).

ii. 7ry:PU)—N
X— ry(X) =max{|A| :AS X, A€ I} 4.3)

m(X); M matroidine gore X kiimesinin ranki olarak ifade edilir (Tang vd., 2013; Zhu ve

Wang, 2011). Karisiklig1 6nlemek i¢in M alt indisi kullanilmayacaktir.

Ornek 4.10 U = {a, b, ¢} kiimesi iizerinde bir J = {(D, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, C}} bagimsiz
ailesi ile M = (U, J) matroidi verilsin. M matroidi i¢in her X € U altkiimesinin ranki Tablo

4.3’te gosterilmistir (Zhu ve Wang, 2011).

Tablo 4.3. Her X € U altkiimesinin ranki

P(V) r(X)
? 0
{a} 1
{b} 1
{c} 1
{a, b} 2
{a, c} 1
{b, c} 2
U 2

Onerme 4.3 M = (U, J) bir matroid ve X, Y € U olsun. M matroidinin rank fonksiyonu 7
asagidaki 6zellikleri saglar (Oxley, 2010).

(Rn1): 0 < r(X) < |X],

(Rn2): XcYc U= r(X) <),

(Rn3): ¥(XUY) +r(XnY) < r(X) + r(Y).

Kamt. (Rnl): X =0 i¢in (@) = 0 oldugu aciktir. Benzer sekilde; X = X alindiginda
r(X) < |X]| esitsizligi kolayca goriiliir.
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(Rn2): X € Y € U ve 7(X) = a olsun.
a=rX) < X|=a=r(X) < [X| < Y]

= a=71(X) < ()
(Rn3): XNY kiimesinin tabani Byny olsun. By,y ayni zamanda M|XUY kisitlanmis
matroidin bagimsiz kiimesidir. Boylelikle M|X U Y kisitlanmig matroidi bir By, tabanini
icerir. O halde M|X ve M|Y kisitlanmis matroidlerin bagimsiz kiimeleri sirastyla By y N X

ve Byyuy N'Y dir. Boylece, |By,y N X| < 7(X) ve |Bxyy NY | < 7(Y) dir. Dolayisiyla,

(X) + 7(Y) = |Bxyy N X | + [Byyy NY |
= | (Bxuy N X) U (Bxyy NY)| + [(Bxyy N X) N (Bxyy N Y)|
= | Bxyy N (XU Y)| + | Byxyy U (X NY)]|

= | Bxuyl + | Bxavl
=r(XuY)+r(XnY)

esitsizligi elde edilir.o

NOT: Bir F cismi iizerinde V ve W vektor uzaylari verilsin. Dogrusal cebirde iyi bilinen
boy(V + W) + boy(V n W) < boy(V) + boy(W) (4.4)
esitsizliginin (Rn3) 6zelligi i¢in esin kaynagi oldugunu belirtelim (Oxley, 2010).

Yardimei Teorem 4.4 U bir kiime ve 7, P(U) tizerinde (Rn2) ve (Rn3) kosullarini saglayan

bir fonksiyon olsun. Eger X,Y € U altkiimeleri her y € Y\ X i¢in (X U {y}) = r(X)
esitligini sagliyorsa (X U Y) = ¥(X) dir (Oxley, 2010).

Kamt. X,YC U ve Y \X= {yl, Yyseens yn} olsun. Istenilen esitligi elde etmek igin k
lizerinden tiimevarim yontemini baslatalim:

k=1ligcinY\X= {yl} olmak iizere T(X U {yl}) = r(X) ise ¥(X U Y) = 7(X) dir.

k=n i¢in dogru oldugunu varsayalim. O halde Y \ X = {yl, Yyseees yn} olmak Tizere
r(XUu{y,.y,....¥.}) = ¥(X) ise r(X U Y) = 7(X) esitligi saglanir.
k=n+1licinY\X= {yl, Yoseeos Yo ¥ +1} olsun. Varsayim ile (Rn3) 6zelligi kullanilarak
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r(X) +r(X) = r(Xu{y,.y,....y.} )+ r(Xu{y,,,})
2 7 (XU (Y v Y} ) U (XU 3,0, ))

+r((x Uy Yy Yo} ) N (XU {Y, ) ))

= 7(XU{Y}. Y00 Y Yt} ) + 700
> r(X) + r(X)

elde edilir. Boylece T(X U {yl, Yooeees Yo Y +1} ) = ¥(X) olur. Sonug olarak istenilen esitlik

saglanir. o

Teorem 4.2 Bir 7 : P(U) — N fonksiyonu (Rnl), (Rn2), (Rn3) kosullarin1 saglasin ve
IT={Xc U:r(X)=|X|} ailesi verilsin. O halde (U, J) bir matroid ve bu matroidin rank
fonksiyonu 7 dir (Oxley, 2010).

Kamit. 1k olarak (U, J) ikilisinin bir matroid oldugunu gdsterelim.

[M1]: 0 = ¥(@) < |@| = 0 esitsizliginden (@) = |@| olur. Boylece @ € I dir. Dolayisiyla
istenen saglanir.

[M2]: I, € T ve I, € Iy olsun. I, € T oldugundan 7(l,) < |l;| dir. Ayrica Onerme 4.3 -
(Rn2)’den 7(l,) < |l,| ve (I, \ 1) <[l \ 15| esitsizlikleri vardir. Buna ek olarak
I <7r()+7r(;\ 1) esitsizligi  kullamilarak — [I;| < 7( L) + (1, \ 1) < |I,| +
[1;\ I, = |1,] elde edilir. Boylece ¥(l,) = |l,| olur. Bu ise |, € J oldugunu ifade eder.
[M3]: 1, 1, € ITve [l;] < |l,| olsun. Herc € I, \ I, i¢in I, U {c} & T oldugunu kabul edelim.
O halde her ¢ 8gesi i¢in ¥(l; U {c}) # |I, U {c}| dir. Onerme 4.3’te verilen (Rnl), (Rn2)
kosullarindan ve |; € J olmasindan dolay1 her ¢ dgesii¢in [I;| + 1 > (I, u {c}) = 7(l,) =
[1;] olur. Béylece 7 (1, U {c}) = |I,| dir. Ayrica Yardimci Teorem 4.4’ten ¥(1,) = ¥(1, U |,)
esitligi elde edilir. Ancak |l;| = ¥(l;) ve ¥(1; U l,) = 7(l,) = [l;] den |I;| = |I,]| olur. Bu
ise |I;| < |l,| olmasiyla gelisir. O halde varsayimimiz yanlis yani, [M3] kosulu saglanir.

Sonug olarak M = (U, J) bir matroid olur.
Son olarak ¥ fonksiyonunun, M matroidinin rank fonksiyonu 7 oldugunu

gosterelim. X € U olsun. Eger X € I ise 7(X) = |X| dir ve X kiimesi, M|X in bir tabani
oldugu i¢in 7(X) = |X| olur. Béylece X € Tise (X) = (X) elde edilir. Simdi X & Jolsun
ve B kiimesinin, M|X in bir tabani oldugunu kabul edelim. O halde 7,(X) = |B| dir. Ayrica
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her x € X\ B igin B U {x} € I dir. Boylece |B| = 7(B) < r(BU {x}) < |BU{x}| olur.
Yardimci Teorem 4.4’ten (B U X) = 7(B) yani 7(X) = r(B) = |B| dir. Boylece X & Iise

r(X) = "y (X) olur. Sonug olarak ¥ = ¥, dir. O

Ornek 4.11 U = {a, b, c} kiimesinin bagimsiz altkiimeler ailesi J = {(Z), {a}, {b}, {c}, {a, b},

{b, C}} olmak tizere M = (U, J) matroidi verilsin. X = {c} € U altkiimesini alalim.

r({c}) =1 = |{c}| oldugundan {c} € I olur. Diger taraftan Y = {a, ¢} € U altkiimesi igin
r({a, c}) = 1 olmasina karsin |{a, c}| = 2 dir. |{a, c}| # r({a, ¢}) oldugundan {a,c} & J
olur (Zhu ve Wang, 2011).

Yardimcr Teorem 4.5 Bir M = (U, J) matroidinin rank fonksiyonu 7 olsun X € U ve

x € Uise r(X) < r(X U {x}) < ¥(X) + 1 dir (Oxley, 2010).

Kamit. By, X in bir tabani olsun. O halde By veya By U {x}, X U {x} in bir tabanidir. Béylece
(XU {x}) = r(X) veya ¥r(X U {x}) = ¥(X) + 1 dir. O

Tanim 4.13 M = (U, ) bir matroid ve M nin rank fonksiyonu 7 olsun.

cly : P(U) — P(U)
X—clyX)={xeU:r(X) =r(Xu{x)},vXc U 4.5)

olarak tanmimlanan cly, ye M matroidinin kapanis operatorii ve cly(X) kiimesine de M

matroidine gore X kiimesinin kapanis1 denir (Oxley, 2010; Zhu ve Wang, 2011).

M = (U, ]) bir matroid ve X € U olsun. X kiimesinin kapanisi kendisine esit
oluyorsa, yani cly(X) = X ise, X kiimesine M matroidinin kapali kiimesi adi verilir. Bagka
bir ifadeyle, bir M matroidinin kapal kiimeleri cly, operatoriiniin sabit noktalaridir ve £, ile

gosterilir (Oxley, 2010; Zhu ve Wang, 2011).

Ornek 4.12 U = {a, b, ¢} kiimesinin bagimsiz altkiimeler ailesi J = {(b, {a}, {b}, {c}, {a, b},
{b, C}} olmak tizere M = (U, ]) matroidi verilsin. Her X € U kiimesinin kapanig

Tablo 4.4’te verilmistir (Zhu ve Wang, 2011).
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Tablo 4.4. Her X € U kiimesinin matroid kapanisi

P(U) chw(X)
1) 1)
{a} {a, c}
{b} {b}
{c} {a, c}
{a, b} U
{a, c} {a, c}
{b, c} U
U U

M = (U, J) matroidinin kapanis operatoriiniin sabit noktalarinin Tablo 4.4’ten yararlanarak
@, {b}, {a, c} ve U kiimeleri oldugu kolayca goriiliir. O halde M nin kapali kiimeler ailesi
‘EM = {Qa {b}a {a> C}, U} olur.

Onerme 4.4 M = (U, J) matroidinin kapanis operatérii cly, asagidaki kosullar1 saglar
(Oxley, 2010).

(Mcl1): Her X € U i¢in X < cly(X),

(Mcl2): X € Y € U ise cly,(X) < cly,(Y),

(Mcl3): Her X € U igin cly(cly (X)) = cly(X),

(Mcl4): Her x,y € U iginy € cly(X U {x}) \ cly(X) ise x € cly (X U {y}) dir.

Kanit. (Mcl1): Tanim 4.13’ten agiktir.
(Mcl2): (1. YOL) X € Y ve x € cly(X) olsun.
XECcly(X) ={xeU: r(X) =r(Xu{x}h}

c{xeU:r(XuY)=r(XuYu{x}}

={xeU:rY)=r(Yu{x})}

= clw(Y)
(2. YOL):: X<2VY ve x €cly(X)\ X olsun. O halde Yardimci Teorem 4.4’ten
(XU {x}) = r(X) dir. Eger By, X kiimesinin bir tabani ise By, X U {X} kiimesinin de bir
tabani olur. Boylelikle Y U {x} kiimesi bir By, tabanima sahiptir. Bu By, tabani, By

tabanini igerir ancak X 68esini igermez. By ayni zamanda Y nin bir tabani olacagindan
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(Y U {x}) = [Byygg| = 7(Y) olur. Béylece x € cly(Y) dir. O halde cly(X) € cly(Y)
saglanir.

(Mcl3): Her X & U altkiimesinin cly(X) € CIM(CIM(X)) ve CIM(CIM(X)) c cly(X)
kapsamlarini sagladigimi ayri ayri gosterelim. cly(X) € cly(cly(X)) oldugu (Mcll)
kosulundan agiktir. Diger taraftan bir X € CIM(CIM(X)) alalim. O halde Tanim 4.13’ten
r(cly(X) U {x}) = 7(cly(X)) dir. Ancak y € cly(X) \ X igin (XU {y}) = (X) olur.
Dolayisiyla Yardimci Teorem 4.4’ten 7(X) = T(X U (cly(X) \X)) = T(CIM(X)) elde
edilir. Buradan 7(cly(X) \ X) = ¥(X) dir. Ancak (Rn2) kosulundan #(cly,(X) U X) =
r(X U {y}) = r(X) olur ve x € cly(X) dir. Boylece CIM(CIM(X)) c cly(X) olur. Sonug
olarak her iki kapsamadan istenilen esitlik saglanir.

(Mcl4): y € cly(X U {x}) \ cly(X) olsun. O halde y € cly(X U {x}) ve y & clyy(X) olmasi
nedeniyle ¥(XU {x} U{y}) = r(XU {x}) ve r(XU {y}) # r(X) bulunur. (XU {y}) #
¥(X) ve Yardimci Teorem 4.5 geregince ¥(X U {y}) = ¥(X) + 1 esitligi elde edilir. Béylece
X))+ 1=r(Xu{y}) <r(Xuf{yju{x}) =r(Xu{x}) <r(X)+1 dir. Sonu¢ olarak
r(X U {y} U {x}) = (XU {y}) esitliginden x € cly,(X U {y}) bulunur. O

Yardimci Teorem 4.6 X € U ve X € U olsun. Eger X € Tve X U {x} ¢ I ise x € cly({x})
dir (Oxley, 2010).

Kanit. X € U ve X € U olsun. X € T ve X U {x} € J oldugu varsayalim. y € cly,(X U {x} U

{y}) olacak sekilde biry € X U {x} vardir. Eger x =y ise istenilen elde edilir. Eger X # Yy ise
XU DD\ Y} = X\ YD UG vey € cly((X\ iyD) U 3) \ cly((X\ {y])) dir. Bdylece
(Mcl4) ozelligi geregince X € CIM((X \ {yh u {y}) = clyy (X) dir ve sonug olarak x € cly(X)

bulunur. O

Onerme 4.5 cl : P(U) — P(U) bir operatdr olsun. Asagida verilen onermeler denktir.
(Oxley, 2010; Zhu ve Wang, 2011).

i. ¢l = cly olacak bi¢gimde U iizerinde bir M = (U, J) matroidi vardir.

ii.  cl operatdrii Onerme 4.4’te verilen (Mcll), (Mcl2), (Mcl3) ve (Mcl4) 6zellikleri

saglar.

Kamit. (i) = (ii): Kanitin bu yonii Onerme 4.4’te gosterildi.
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(i) = (i): cl, (Mcl1), (Mcl2), (Mcl3) ve (Mcl4) 6zelliklerini saglasin. U kiimesi lizerinde bir
I={XcU:xéecly(X\{x}),vx€eX} ailesini tamimlayalim. Kanit iki adimda
gerceklestirilecektir. Birinci adimda [ ailesinin bir matroid oldugunu, ikinci adimda cl nin
matroidin kapanis operatdrii oldugu yani ¢l = cly, esitligi gosterilecektir.

1. Adim: T ailesi bir matroid belirler.

MI]:cl(@\ {x}) = (@ \ {x}) = 1’((@ \{xphu {e}) esitligi geregince @ € 7 dir.

[M2]: I, € T ve |, € I; olsun. Eger x € |, ise x € |; olur. I ailesinin tanimi1 geregince
X & cly(l; \ {x}) dir. (Mcl2) den cl(l, \ {x}) € cl(l; \ {x}) kapsamasi saglanir. O halde
x & cl(l, \ {x}) ve |, € I dir. Boylece I ailesinin [M2] yi sagladig1 gosterilmis olur.

[M3]: 1, I, € T ve |l;] < |l,] olsun. Tersine (M3) kosulu saglanmayacak sekilde (I, I,)
ikilisini alalim. Tam (1, |,) ikilileri arasinda |l; N l,| maksimal 6ge olsun. y € I, \ I
0gesini alalim. 1, € cl(l, \ {y}) oldugunu kabul edelim. O halde (Mcl2)—(Mcl3) ozellikleri
geregince cl(l;) € cl(l, \ {y}) olur. Boylece y € cl(l, \ {y}) oldugunda y € cI(l,) dir.
Dolayisiyla Yardimei Teorem 4.6 yardimiyla |, U {y} € Tve (|, I,) ikilisi i¢in (M3) kosulu
saglanir. Bu durum [l; N I, | nin maksimal 6ge olmast ile gelisir. I; € cl(l, \ {y}) ve herhangi
birt € I, 6gesiigin t & cly (I, \ {y}) olsun. Boylecet € I, \ |, oldugu agik¢a goriiliir. Ayrica
Yardimci Teorem 4.6’dan (L, \{yhuft}erlI dir. |[L,n (L \{yDu{t}l >[I, nl,]
oldugundan (1, (I, \ {yph u{t}) ikilisi ig¢in (M3) kosulu saglanmir. Bu ikili bir
x € ((IL\ YD U{}) \ 1, 6gesi icin |, U {x} € T saglanir. Ancak X € I, \ I, dir ve (I}, I,)
matroid olur.

2. Adim: cly = cl esitligini dogrulamak i¢in X € U olmak tizere cly(X) € cl(X) ve
cl(X) € cly(X) kapsamalarmi gosterelim. x € clyy(X) \ X olsun. O halde ¥(X U {x}) = 7(X)
dir. B, X kiimesinin bir taban1 olsun. Bu durumda B € J ve B U {x} ¢ I olur. Yardimci
Teorem 4.6’dan x € cl(B) elde edilir. Ayrica (Mcl2) 6zelligi cl(B) < cl(X) kapsamasini
verir ve X € cl(X) dir. O halde cly,(X) € cl(X) saglanir. Simdi diger kapsamay1 gosterelim.
x € cl(X) \ X alahm. B, X kiimesi i¢in bir taban olsun. Bu durumda her y € X\ B igin
B U {y} € Isaglanir. Yardimci Teorem 4.6 yardimiyla X € cl(B) saglandigi goriiliir. O halde
cl(X) ccl(B) dir. x € cl(X) oldugundan x € cl(B) oldugunu soéyleyebiliriz. Boylece
B U {x} ¢ I dir ve B, X U {x} i¢in bir tabandir. Bu bilgilerden (X U {x}) = |B| = 7(X)
esitligine ulasilir ve X € cly(X) elde edilir. Boylece cl(X) < cly(X) kapsamasida

32



gosterilerek cly = cl esitligine ulagilir. Her iki adimda istenenler gosterilerek kanit

tamamlanir. O

Onerme 4.6 M bir matroid, YS U ve Ly, ={X S U:cly(X) =X} olsun. O halde
cly(Y) = N{X € Ly : Y € X} esitligi saglanir (Liu ve Zhu, 2015).

Kamit. £, ve cly tanimlarindan kolayca goriiliir.

Onerme 4.7 Bir M = (U, J) matroidinin tiim kapali kiimelerinin ailesinin £, olmas1 igin
gerek ve yeter kosul asagida verilen kosullarin saglanmasidir (Liu ve Zhu, 2015).

(L1): U € Ly,

L2):L,LLeLy=L, nL, € Ly,

(L3): L € Ly, ve Ly nin minimal 6gelerin {L;, L,, ..., L} ailesi L yi kapsayan L, \ L,
Lo\ L, ..., Ly \ L kiimeleri U \ L nin bir ayrigimidir.

Matroidlerin ¢ok genis bir teori oldugu ¢alismanin basinda sdylenmisti. Matroidler
ozelliklerine gore ozel isimlerle adlandirilirlar. Simdi bu 6zel matroidlerin tanimlarini ve

orneklerini inceleyelim.

Tamm 4.14 M bir matroid ve S € U olsun. B € S olacak sekilde bir B € B(M) varsa S, M
nin bir bir germe altkiimesidir denir. M nin tim germe altkiimelerinin ailesi S(M) ile

gosterilir (Liu ve Zhu, 2015; Oxley, 2010).

Ornek 4.13 Daha once inceledigimiz Ornek 4.8’de verilen matroidin taban
B(M) = {{1, 2}, {1, 5}, {2, 4}, {2, 5}, {4, 5}} ailesi olarak elde edilmisti. Bu ornek
yardimiyla M matroidinin germe ailesini belirleyelim.

SV = {{1,2}, {1, 5}, {2, 43, {2, 5}, {4, 53, {1, 2,3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 3, 5},
{1,4,5},{2,3,4},{2,3, 5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5}} dir (Oxley, 2010).

Tanim 4.15 U kiimesinin bir ayrisimi {T; : i € I} olsun. O halde U nun bagimsiz

altkiimelerinin ailesi,

I={XcU:VIieL|XnT;| <1} (4.6)
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olarak tanimlanir ve ayrisim matroidi olarak adlandirilir (Tang vd., 2013).

Ornek 4.14 U = {a, b, ¢, d, e} kiimesinin bir ayrisim1 {T;, T,, T3} = {{a}, {b, c}, {d, e}}
olsun. Ayrisim matroidini olusturalim.

T, ={a}ligin [, ={XcU:viel |[In{a}| <1} ={0, {a}}.

T,={b,clicin, ={XcU:Viel,|[In{bc} <1} ={0, (b}, {c}} ve
T;={d,e}icin;={XcU:viel|In{d,e}| <1} = {(Z), {d}, {e}} dir. Boylece ayrisim
matroidinin bagimsiz kiimeleri J = {(D, {a}, {b}, {c}, {d}, {e}} ailesidir.

Kisitlanmis matroid tanimi, verilen bir matroid yardimiyla yeni bir matroid elde

edilmesi yolunu agmistir. Matroid elde etmenin diger bir yolu asagida verilmistir.

Tanim 4.16 U kiimesinin bir ayrisimi {T, T,} olmak tizere M; = (T, I;) ile M, = (T,, I,)
matroidleri verilsin. I = {J; U L, : |, € I}, |, € L} ailesi U kiimesi tizerinde bir M = (U, )
matroidi  belirler. M ye M; ve M, matroidlerinin direkt toplami denir ve

M = M;®M, olarak gosterilir (Tang vd., 2013).

Ornek 4.15 U = {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin bir ayrisimi {T,, T,} = {{1, 3,4}, {2, 5}} olmak
tizere M| = (T,, 1)) ile M, = (T,, I,) matroidleri olsun. M; ve M, nin bagimsiz aileleri
I, = {Q), {1}, {3}, {1, 3}} ve I, = {(Z), {2}, {5}} olarak verilsin. Sonug¢ olarak M = M, ®M,
matroidinin bagimsiz ailesi I = {(Z), {1}, {23, {3}, {5}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 5}, {2, 3}, {3, 5},
{1,2,3},{1,3, 5}} dir.

4.1. Matroid Ust Yaklasim Sayilar

Bu kesimde bir matroidin rank fonksiyonundan esinlenerek iist yaklasim sayisi
kavrami; bir bagintidan matroid elde etmek igin verilecektir. Ik olarak bir bagmt: igin

herhangi bir 6genin ardil ve 6nciil komsuluk tanimlarini verelim:
Tamim 4.1.1 R, U kiimesi iizerinde bir bagint1 olsun. Herhangi bir x € U igin

i. Ry:U—>PW), Rg(x) ={y € U: xRy} olarak tamimlanan Ry ye ardil komsuluk

operatorii, Rg(X) kiimesine x dgesinin ardil komsulugu,
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ii. Ry:U—PU), Ry(X) ={y €U :yRx} olarak tamimlanan R, ye 6nciil komsuluk
operatdrii, Ry (X) kiimesine de x dgesinin nciil komsulugu

adlar1 verilir (Zhu ve Wang, 2011).
Ornek 4.1.1 U = {a, b, c, d} kiimesi iizerinde bir R = {(a, b), (a, d), (b, ¢), (c, @), (c, d),
(d, ¢)} bagintis1 verilsin. Her x € U 6gesinin ardil ve 6nciil komsuluklari Tablo 4.5’te

verilmistir (Zhu ve Wang, 2011).

Tablo 4.5. X € U 6gesinin ardil ve dnciil komguluklari

Xx€eUuU a b o d
Rs(X) {b, d} {c} {a, d} {c}
R, () {c} {a} {b, d} {a, c}

Tamim 4.1.2 R, U kiimesi {lizerinde bir baginti olsun. Lg : P(U) — P(U) ve
Hg : P(U) — P(U) operatorleri ardil komsuluklar tiirtinden asagidaki gibi tanimlanir (Zhu
ve Wang, 2011; Zhu 2009).

Le(X) ={y: xRy =y e U} ={xe U :RyX) € X} 4.7)

Hr(X) = {x:3y € X, xRy} = {x € U : R;(x) N X = @} (4.8)

Lg ye ardil alt yaklasim operatorii ve Lg (X) kiimesine, X in ardil alt yaklasimi; Hg ye

ardil tist yaklasim operatorii, Hg (X) kiimesine de X in ardil iist yaklagimi adlar1 verilir.

Ornek 4.1.2 U = {a, b, ¢} kiimesi iizerinde bir R = {(a, a), (b, b), (b, ¢), (c, a), (c, b),
(c,c)} bagintis1 verilsin. Her X € U altkiimesi i¢in ardil alt ve st yaklasimlarin
inceleyelim.

Ardil alt yaklasim tanimindan dolayr o©ncelikle her x € U 6gesinin ardil
komguluklarin1 Tanim 4.1.1°den yararlanarak bulalim. Her x € U i¢in ardil komsuluklar
Rs(a) = {a}, Ry(b) = {b, c} ve Ry(c) = U olur. Her X € U altkiimesi i¢in ardil alt ve tst
yaklagimlar Tablo 4.6’da ayrintili olarak verildi.
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Tablo 4.6. Her X € U i¢in ardil alt ve {ist yaklagimlar

X Lr(X) Hr(X)
@ o) @
{a} {a} {a, c}
{b} 0] {b, c}
{c} o {b, c}

{a, b} {a} U

{a, c} {a,b, c} U

{b, c} {b} {b, c}
U U U

Onerme 4.1.1 R € U X U bir bagintis1 olsun. Lg ardil alt yaklasim ve Hg ardil iist yaklagim
operatorleri her X, Y € U i¢in asagidaki 6zelliklere sahiptir (Zhu ve Wang, 2011; Zu, 2007).
(L1): Lg(U) =U,

(L2): X< Y = Lg(X) € Lg(Y),

(L3): Lg(XNY) = Lg(X) N Lg(Y),

(H1): Hr(9) =0,

(H2): X< Y = Hg(X) € Hg(Y),

(H3): Hr(XUY) = Hg(X) U Hg(Y),

(HL1): Lg(U \ X) = U\ Hr(X).

Kamt. (L1): Lp(U) = {x: R(x) c U} =U
(L2): X2 Y € U ve a € Lg(X) olsun.
a€Lg(X) >aeR(x) =X

= a€eR(X)cS XY

= a€eRX) CY

Yukarida gosterilen gerektirmelerden Lg(X) € Lg(Y) elde edilir.
L3):xelglXNnY) = xeRX) SXNY

S XER(X) S XAXER(X)CY

S X € Lg(X) Ax e Lg(Y)

& x € LX) n Lg(Y)
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Denkliklerden Lx(X N'Y) = Lg(X) N Lg(Y) esitligi bulunur.
(H1): Hg(@) ={x:RX)N@ =@} =0
(H2): X € Y € U ve a € Hy(X) olsun.
aeEHR(X) >a€eR,(X)NX+=0

= a€eRMX)NX

= aeRX)naeX

= a€eR(X)AaeEXCY

=aeRX)Na€EeyY

=a€ R,X)NY)

= aeRX)NY#0Q

= a € Hg(Y)

O halde Hr(X) € Hg(Y) dir.

(H3): xe HR(XUY) ©xER(X)N(XUY) # 0
S x€(RNNX)URMXNY)) =0
S XERMNNXEP)VXERMXNY #= D)
S XERMNNXEPUNXERMXINY #=0Q)
& H(X) UH(Y)

Yukarida siralanan denkliklerden Hg (X U Y) = H(X) U H(Y) esitligi ¢ikar.
(LHl):x€Lg ®a€eR(x) cU\X

s aeR(x)AaeU)\X

oaeR(x)naegX

SRX)NX=0

S XeEHr(X) =0

o x € U\ Hr(X)

Denklikleri istenen esitligi verir ve kanit tamamlanir. O
Tammm 4.1.3 R, U kiimesi iizerinde bir bagint1 ve X, X,, ..., Xy € U olmak iizere R
bagintisinin farkli tiim ardil komguluklar sirasiyla Rg(X,), Rs(X,), ..., Rs(Xy,) olsun. Her

X < U igin Ust yaklagim sayis1 fy ist yaklagim sayisal fonksiyonu ile asagidaki gibi

tanimlanir (Zhu ve Wang, 2011).
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fo:P(U) >N
X— .05 = [{x € {X;, X2, ..., X} : Rs(X%) N X # @} (4.9)

Karigiklig1 onlemek i¢in R alt indisi yazilmayacaktir. Aslinda bir bagitida ardil
komsuluklariin ailesi, evrensel kiimenin bazi alt kiimelerinin ailesi olarak goriiliir. Bagka
bir deyisle; {Rg(X) : x € U} = {Rs(X;), Rs(X2), ..., Rs(Xy) } € P(U) dir. Ayrica alt yaklagim

sayist benzer sekilde tanimlanabilir.

Ornek 4.1.3 U = {a, b, ¢} kiimesi iizerinde bir R = {(a, a), (a, ¢), (b, a), (c, b)} bagintis1
verilsin. Her X € U altkiimesi i¢in {ist yaklagim sayilarini belirleyelim.

X € U 6gelerinin ardil komsuluklart Rg(a) = {a, ¢}, Ry(b) = {a}, Ry(c) = {b} olmak iizere
ardil komsuluklar ailesi {Rs(X) : X € U} = {Rs(a), Rs(b), Rs(c) } dir. Her X € U igin tist
yaklagim sayilar1 Tablo 4.7°de verilmistir.

Tablo 4.7. Her X € U i¢in iist yaklasim sayilari

X 1) {a} {b} {c} {a,b} | {a,c} | {b,c} U
f (X) 0 2 1 1 3 2 2 3

Onerme 4.1.2°de iist yaklasim sayisal fonksiyonunun ozellikleri siralandi. Bu

ozellikler, bir bagint1 yardimiyla matroidin kurulmasi i¢in dnemlidir.

Onerme 4.1.2 R € U x U bir bagint1 ve R bagmtisina gore iist yaklagim say1sal fonksiyonu
folsun. Her X, Y € U igin f asagidaki 6zellikleri saglar (Zhu ve Wang, 2011).
i. (@) =0,
ii. XcY=f(X)<f(Y),
iii. fXUY)+f(XNnY) <fX)+f(Y).

Kamt. (i): f (@) = 0 oldugu agiktur.
(i1): X € Y olsun.
fOX) = 1{x; € {X1, X, ..., X} : Rs(X)) N X = @}
< |{% € {X1, X9, ..., Xn} : RsX) NY # @} = (Y)
(i): FXUY) +f(XNnY) < f(X) +f(Y) esitsizligi gostermek i¢in Tanim 4.1.3’ten
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{xEU:R(X)NMXUY) =0} +|{XEU:RXNXNY) =0} <|{xeU:RX) N
X#0H+|{XeU:RX) NY # @} oldugunu kanitlamak yeterlidir. |{x € U : R¢(x) N
(XUY) # 0} # 0olsun. 1 < k < m olmak tizere her X, € {X;, X5, ..., Xy} i¢in
X EXEU:R(X)NMXUY) #0}=R,x)NXUY)+0

=X € (RX)NX)URMX)NY) =0

=X € RX)NXE=P)URXNY #Q)

=X ERMXN)NXEDVRX)NY #0Q

= X € {Xx € U: R(X) N X # 0} veya

X, € {x €U :R,(X) NY # 0} olur.

Benzer sekilde [{Xx€ U:R;(X)N(XNY) =@} #0 olsun. Her x € {x € U:R;(x) N
(XNY) # @} igin

RX)NXNY) =0 = RX)NX)NRX)NY) =0
= R NX#=P) AR NY = Q)
=X ER()NXEDARX)NY =0
= x E{X€eEU:R(X) NX=0D}ve
X E{X €U :Rs(X)NY # @} bulunur.
Boylece
fXUY)+fXnY)=[{xeU:RxX)Nn(XUY) % ¢}
+{xeU:Rx)N(XNY) =% @}
<|{xeU:R)NX=PIVRXNY =)
+H{xeU: (R NX=B)IARM)NY # @)
< {xeU:R)NX#0}+I{xeU:R(Xx)NY # 0}
=f(X) +f(Y)

dir. Sonug olarak istenilen esitsizlik elde edilerek kanit tamamlanir. O

Bir bagint1 ve bu bagintiya karsilik gelen iist sayisal fonksiyonu verildiginde bir

matroid elde edilebilecegine iligskin 6rnegi verelim.
Onerme 4.1.3 R € U X U bir bagint1 ve R bagmtisina gore iist yaklasim say1sal fonksiyonu

f olsun. J(R) = {X € U : vY € Xiginf (Y) = |Y[} ailesi ile M(R) = (U, I(R)) ikilisi bir
matroid belirler (Zhu ve Wang, 2011).
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Kamt. [M1]: f (@) = 0 oldugundan @ € I(R) dir.
[M2]: Eger X € I(R) ve Y € X ise her X' € X igin f (X) = |[X'| olur. Her Y" € Y € X i¢in
f(Y") = |Y'| oldugu agiktir. O halde Y € I(R) dir.
[M3]: X, Y € I(R) ve |X| < |Y| ise X U {e} € I(R) olacak bigimde bir e € Y \ X 06gesinin
varhgmi gosterelim. Tersine her e € Y\ X i¢in X U {e} & J(R) oldugunu varsayalim.
Bu durumda |X| <f(X) <f(Xu{e}) <|Xufe} <|X|+1<f(X)+1 esitsizligi elde
edilir. Boylece f (X) =f (XU {e}) = |X| olur. Here,c € Y\ Xvee # ciginf (XU {e, c}) +
fX) < f(Xu{e}) +f(XU{c}) = 2f (X) saglanir. O halde f (X U {e, c}) < f(X) = |X] dur.
f (X) < f(XU{e,c}) esitsizligi daima saglandigr i¢in f (XU {e, c}) = f(X) esitligine
ulasilir. Genel olarak; f (Y) = f(X U (Ueey\x {e})) = f (X) saglandig1 i¢in |X| = f(X) =
f(Y) = |Y| olur. Bu ise |X| < |Y]| varsayim ile gelisir. O halde X U {e} € J(R) olacak
bicimde bir e € Y \ X 6gesi vardir ve [M3] saglanir. O halde (U, Ii (R)) ikilisi bir matroid

olur. O

Onerme 4.1.3 yardimiyla herhangi bir bagintidan bir matroid elde edilebilecegi
gercegine ulasilir. Bu matroid bagint1 tarafindan indirgenen matroid olarak adlandirilir.

Simdi bu gercegi somut bir drnekle destekleyelim.

Ornek 4.1.4 U = {a, b, c, d} kiimesi iizerinde bir R = {(a, @), (a, ¢), (b, @), (b, b), (b, ©),
(d, b)} bagintisi verilsin. Her X € U igin st yaklagim sayilart Tablo 4.8’de gosterilmistir.
Her x € U i¢in ardil komsuluklar Rg(a) = {a, c}, Rs(b) = {a, b, ¢}, Ry(c) = 0, Ry(d) = {b}
dir.
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Tablo 4.8. Her X S U i¢in iist yaklagim sayilari

X f
0 f(@)=0
{a} f({a}) =2
{b} f({b}) =2
{c} f({c) =2
{d} f({d) =0
{a, b} f({a,b}) =3
{a, c} f({a,c}) =2
{a, d} f({a,d}) =2
{b, c} f({b,c}) =3
{b, d} f({b,d}) =2
{c, d} f({c,d}) =2
{a, b, c} f({a,b,c}) =3
{a, b, d} f({a,b,d}) =3
{a,c,d} f({a,c,d}) =2
{b, c, d} f({b,c,d}) =3
U f(U) =3

IR) = {0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}} ailesi ile M(R) = (U, I(R)) ikilisi bir matroid

olusturur.

Onerme 4.1.4 R, U kiimesi iizerinde bir bagint1 olmak iizere R ye gore iist yaklasim say1sal

fonksiyonu f olsun. R bagintisina gore indirgenen M(R) = (U, I(R)) matroidinin rank

fonksiyonu 7y gy ile gosterilir ve her X € U igin

Twr) : P(U) — N,
X—= Myr)(X) = rpgig{f ) + X\ Y[}

dir (Zhu ve Wang, 2011).

Kanit. X € J(R) @ vY € X, f (Y) = |Y|
e vY e X (YY) =X —IX\Y]
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e vYe X, f(Y)+ |X\Y]|=[X]
< min{f (V) + X\ Y[} = [X]

S T () = min(f () + X\ Y]} o

Ornek 4.1.5 U = {a, b, c, d} iizerinde Ornek 4.1.4’te verilen bagintiy1 tekrar ele alalim. U

nun X; = {a, ¢} ve X, = {d} altkiimelerinin ranklarin1 bulalim. X; kiimesinin ranki,

Mur) (X)) = p;lxnl{f )+ IX, = Y[}
= Yn;ixnl{{f (@) + I{a, c} \ 013, {f ({a}) + I{a, c} \ {a}I}, {f ({c}) + I{a, c} \ {c}I},
{f (fa,c) + l{a,c}\{a,c}}} =2

dir. X, kiimesinin ranki asagida verilmistir.

Tuw) (X)) = Q;ixfl{f M + X\ Y[}

= Yn;ixnz{{f () + [{d}\ @13, {f ({d}) + I{d}\ {d}}} = 0.

4.2. Bir Ayrisim Tarafindan Indirgenen Diizgiin Matroidler Kiimesi

Calismanin bu boliimiinde denklik bagintist ve diizgiin matroid arasindaki iligki
incelendi. Ayrisima ait her bir denklik sinifinin bir diizgiin matroide doniistiigii gosterildi ve
diizgiin matroidinin 6zellikleri incelendi. Bir denklik sinifinin herhangi iki farkli 6gesinin
ayirtedilemez oldugu bilinmektedir. Bu durumda, eger bu iki 6geyi bulunduran kiime bir
bagiml kiime ve ayn1 zamanda 6gelerin her biri bir bagimsiz kiime ise, bir denklik sinifi
ranki1 1 olan diizgiin matroide doniistiiriilebilir. Boylece evrensel kiime {izerinde herhangi bir

ayrigim i¢in diizgiin matroidlerin kiimesi belirlenebilir (Tang vd., 2013).

Tanim 4.2.1 U kiimesinin bir ayrisimi A = {T;, T,, ..., T} olsun. A tarafindan indirgenen
diizgiin matroid U(A) = {U;, miTHEAI=12,.., n} kiimesi ile tanimlanir ve kisaca

A - DMK ile gosterilir (Tang vd., 2013).
NOT. U(A) kiimesi igerisinde bulunan |T;| gosterimi T; Ogesinin eleman sayisini,

Uy pry = (Ti, Ir,) diizgiin matroidini ve Jr, ={K € T;: |[K| <1}, T; denklik smifinin

bagimsiz altkiimeler ailesini ifade eder (Tang vd., 2013).
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Ornek 4.2.1 U = {a, b, c, d} kiimesinin bir ayrisim1 A = {T, T,} = {{b}, {a, ¢, d}} olsun.
A - DMK kiimesini belirleyelim. U(A) = {Uy 1, : Ti € A} = {Uy ;. Uy, 1, } dir.

Uy = (Tl,ITl) diizgiin matroidinin T; denklik sinifi {izerindeki bagimsiz altkiimeler
ailesi It ={KC T, :|K|<1}= {9, {b}} dir. Uy 1, = (Tz:ITz) diizgiin matroidinin T,
denklik smifi iizerindeki bagimsiz altkiimeler ailesi I, ={K<ST,: K| <1} =
{(b, {a}, {c}, {d}} dir. O halde A ayrisimmin indirgendigi diizgiin matroid U(A) =

{U,, 0> U, |T2|} ={U, |, U, ,} dir.

Ornek 4.2.2 U ={a,b,c,d, e, f,g} kilmesinin bir aynisim A = {T,, T,, T3} = {{a, b},
{c,d, e, f}, {g}} olsun. A - DMK yi bulalim (Tang vd., 2013).

T, ={a,b}icinU; ;| = (Tl, ITl) diizgiin matroidinin bagimsiz altkiimeler ailesi

I ={KeT Kl <1} ={0,{a}, {b}} dir.

T,={c,d,e f}icinU, |1, = (T,, ITz) diizgiin matroidinin bagimsiz altkiimeler ailesi

I, ={KcT,: [K|=1}= {(Z), {c}, {d}, {e}, {f}} elde edilir.

Ty ={g}i¢in Uy i1, = (T3, IT3) diizgiin matroidinin bagimsiz altkiimeler ailesi

I, ={KcT;: K| < 1} = {0, {g}} dir.

A - DMK, U(A) = {Uy 1,1, Uy 1y Uy 1y} = {U1.2, Uy 4, Uy, } dir (Tang vd., 2013).

Genel anlamda matroid tanimi icin devre, rank foksiyonu, taban, kapanis, germe
kiimesi gibi 6zellikler daha once gosterildi. Ayrica bir diizgiin matroid i¢in bu kavramlar

Wilson tarafindan verildi. Simdi bu 6zellikleri A - DMK i¢in ifade edelim.

Tanim 4.2.2 U kiimesinin bir ayrisimi A, T € A ve X € T olsun. T nin bir X altkiimesi igin
T tizerinde U, |7 diizgiin matroidi verilsin. U; 1| diizgiin matroidine iliskin temel tanimlar
asagida verilmistir (Tang vd., 2013).

i. Uy nin tiim devrelerinin ailesi;

(U ) ={KcT: Kl =2} (4.11)

dir.
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ii. U 7 nin tiim tabanlarinin ailesi;

B(U, 1) = I\ {0} (4.12)
dir.

iii. Uy |7 e gore X kiimesinin ranki;

)
g (4.13)

iv. U 7 e gore X kiimesinin kapanisi;

X =
cly, X) = {?:x . g (4.14)

dir.

v.  U; 1) nin germe kiimelerinin ailest;

S(Uy, ) = P(M\ {2} (4.15)

dir.

Bir X denklik sinifinin herhangi iki farkli elemani igin (4.11) - (4.15) esitlikleri, U; 7,
diizgiin matroidin bir devresini olustururlar. Ozellikle T denklik simifi sadece bir 6ge
bulunduruyorsa, yani | T| = 1ise U; 7| diizgiin matroidinde herhangi bir devrenin 6ge say1s1
stfir, diger bir ifadeyle |C’([U1, |T|)| = 0 dir. Bir A - DMK da U, |7 nin herhangi bir diizgiin
matroidi i¢in T nin her 6gesi sadece bagimsiz kiimeyi degil ayn1 zamanda U, |r| nin tabanini
olusturur. U, |7 nin ranki ve kapanisi; eger X bostan farkli bir kiime ise X in rankinin 1 ve
kapaniginin T ye esit oldugunu gosterir. Aksi taktirde X in rank1 0 ve kapanist @ ye esittir. T
nin herhangi bos olmayan bir alt kiimesinin U, 1 nin germe kiimesi oldugu (4.15) esitligi

ile gosterildi (Tang vd., 2013).

44



Ranki 1 olan diizgiin matroidlerin yukarida siralanan Ozelliklerinin basit
bicimlendirilmeleri, matroid teorisinde yer alan farkli kavramlarin sadece anlasilmasini
kolaylastirmaz ayn1 zamanda arastirmalar i¢in uygun zeminin olugsmasina yardimei olur

(Tang vd., 2013).

Ornek 4.2.3 Omek 4.2.1°i tekrar ele alalim. U, 7 nin tim devre ailesi (4.11) esitligi
kullanilarak;
i. e(U)={Kc{}:Kl=2}=0,
c(Uy,r,) ={Kc{a c d}: Kl =2} ={0,{a c}, {a d}, {c, d}} bulunur.

ii. U |7 nin tiim tabanlarinin ailesi (4.12) esitliginden;

B(Uy 1) = Ir, \ {8} = {{b}}, B(U,,ir,) = I, \ {8} = {{a. ¢}, {a, d}, {c, d}}
elde edilir.

iii. Uy 1 e gore X = {b, ¢} in rankini (4.13) esitliginden yararlanarak;

X)=1ve T[ULITZI(X) = 1 dir.

T
Uiy

iv.  Uj 7 e gore X = {b, c} in kapanisini (4.14) esitliginden bulalim.

CI[U (X) = Tl ve CI[U],|T2|(X) = T2 Olur.

LTy

v. Uy 7 nin germe kiimesini (4.15) 6zelligini kullanarak;

S(Uy,r,y) = {{b}} ve S(Uy, 7)) = {{a}, {c}. {d}, {a, ¢}, {a, d}, {c, d}, {a, c, d}}

bulunur.

Ornek 4.2.4 Bir kez daha Ornek 4.2.2’yi inceleyelim (Tang vd., 2013).
i.  U; |7 nin tiim devre ailesi (4.11) esitliginden;
C(Ul, |T1|) = {aa b}a C([Ul, |T2|) = {{Ca d}a {Ca e}a {Ca f}a {da e}a {da f}a {ea f}} ve
C(U1,|T3I) = @ bulunur.

ii.  U; 7 nin tiim tabanlarinin ailesi (4.12) esitliginden;

B(Uy,ir,)) = {{a}, (03}, B(U,,yr,1) = {{c}, {d}, {e}, {}} ve B(Uy r,) = {{0}} elde
edilir.

iii. U, |y matroidine gore X = {a, ¢, d} kiimesinin rankini (4.13) esitliginden bulalim.
T‘[Uh |T1|(X) = 1, r[Ul,lT2|(X) =1 ve r[Ul,lT3|(X) =1 dir.

iv.  U; 7 matroidi i¢in X = {a, ¢, d} kiimesinin kapanisini (4.14) esitliginden bulalim.

CI[U (X) = T17 CIU1’|T2|(X) = T2 veE CIU1,|T3|(X) = T3 dir.

LT
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v. U, 1) matroidinin germe kiimesini (4.15) esitliginden bulalim.
S([Ul, |T1|) = {{a}: {b}: {a: b}}:
S(Uy, 1) =

{{c}, {d}, {e}, {f}, {c, d}, {c, e}, {c, T}, {d, e}, {d, f}, {e, T}, {c, d, e}, {c, d, T}, {c, e, T}, {d, e, f}}

ve S(U,. |T3|) = {{g}} bulunur.

4.3. Bir Aynisim Tarafindan Indirgenen Diizgiin Matroidler Kiimesinin

Kombinasyonu

Boliim 4.2°de bir kiimenin ayrisimi yardimiyla diizgiin matroidin nasil elde edildigi
ve Ozellikleri incelendi. Matroid yaklasimi i¢in ayrisiminin her bir denklik sinifi ile ¢alismak
olduk¢a uygundur. Bir kiime tizerinde daginik durumdaki bu diizgiin matroidleri tiim uzaya

yaymak i¢in direk toplam operatorii araciligiyla yeni bir matroid olusturulur.

Tanim 4.3.1 U kiimesi tizerinde bir A = {T;, T,, ..., Ty} ayrisimu verilsin. ‘U(A), bir
A - DMK olsun. M) = @)L, U j1,| ye U(A) ailesinin kombinasyonu ad: verilir (Tang
vd., 2013).

Tanim 4.16’ya gore, iki matroidin direkt toplamindan yine bir matroid elde edilir.
Boylece Mq(4) birlesimi de bir matroid olur. Ozellikle Tanim 4.15’e gore M) nin bir
ayrigim matroidi oldugu agiktir. O halde A - DMK nin kombinasyonunun 6zel ayrigim
matroidi oldugunu sdylenebilir. Bu M4y nin yapisini sadelestirir ve matroid yaklagim ile

veri madenciligi problemlerinin ¢éziimiinde kolaylik saglar (Tang vd., 2013).

Ornek 4.3.1 Ormek 4.2.1°de verilen My = (Uru( ) L dq)) matroidini ele alalim.
Uuy = Ti U T, = {a, b, ¢, d} olup Uqs), kiimesinin altkiimelerinin bir T4 ailesi
Ty ={h uly: 1l €I, 1, € L}

= {0, {a}, {b}, {c}. {d}, {a, b}, {a, c}, {a. d}, {b, ¢}, {b, d}, {a, b, c}, {a, b, d}, {b, c, d}}

olur.

Ornek 4.3.2 Daha once verdigimiz Ornek 4.2.2’yi tekrar ele alalim. My =
(U’U(Jl)a I’U(c/l)) bir matroid olsun. U’U(c/l) = T1 U T2 U T3 = {a, b, C, d, e, f, g} olup U’U(a‘l)

kiimesinin altkiimelerinin bir Jq;(4) ailesi
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‘I'U(Jl) = {Il U Iz U |3 : Il € I], |2 E.Iz, |3 613}
= {0, {a}, {b}, {c}, {d}, {e}. {f}. {0}, {a. c}, {a, d}, {a, e}, {a, g}, {a, f}, {b, c},
{b5 d}’ {b7 e}? {b7 g}’ {b’ f}7 {C7 g}’ {d5 g}’ {e’ g}7 {f’ g}5 {a7 C? g}’ {a7 d’ g}’ {a’ e7 g}’

{a,f, g}, {b,e g} {b,c g} {b d g} {b,f 0}}
dir (Tang vd., 2013).

Tamm 4.3.2 U kiimesi iizerinde bir A = {T, T,, ..., T} aynsmmi verilsin ve My =
(U Uy Tug 04)) bir matroid olsun. A - DMK de tiim diizgiin matroidlerin ranklari toplami,

A - DMK nin kombinasyonunun rankina esittir ve asagida verilen esitlikle ifade edilir (Tang

vd., 2013).

T = Yl T, (4.16)
Ornek 4.3.3 Ornek 4.2.17i inceleyelim (Zhu ve Wang, 2011; Zhu, 2007).

M = > Tuy = 10,y + Ty, ) = 14+1=2dir.

Ornek 4.3.4 Daha 6nce inceledigimiz Ornek 4.4.2°den (Tang vd., 2013)

— 3 _ _ a

= Xic1 M, g = Ty g Y10, g T 0,y = 1H1T+H 1 =3t

™)

Direk toplam operatorii ile iki matroid tarafindan birlestirilen matroidin 6zellikleri
Liu ve Chen tarafindan verildi (Liu ve Chen, 1995). Bir sonraki tanim da A - DMK nin

kombinasyonunun taban, devre, rank, kapanis ve germe kiime 6zellikleri ifade edilecektir.
Tamm 4.3.3 U kiimesinin bir ayrisim A = {T1, T, ..., Ty} ve Myyq) = (U’u(dq), IIU(UQ))

bir matroid olsun. M4y matroidine ait temel 6zelikleri siralayalim (Tang vd., 2013).

1. My4) matroidinin tiim devrelerinin ailesi;

CM'U(:/Z) = U{C(Ul,ITI) tUyr € U(cﬂ)} (4.17)
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ii. Mgy matroidinin tiim tabanlarinin ailesi;

Buyw = 1Ul=1Bi : Bi € B(Uy ) AU r, € UA)} (4.18)
iii.  Mq) matroidine gore X kiimesinin ranki;

My X = Zisi Ty, |, (XN TH) (4.19)
iv.  My) matroidine gore X kiimesinin kapanisi;

ClMu(ﬂ)(X) = UL, CIUI,ITiI XNT), Uy 7, € U(A) (4.20)
v.  Mqp) matroidinin germe kiimelerinin ailesi;

SMue) = {UL, S = Si € S(U 1)) AUy 7, € UCA)} (4.21)

dir.

(4.17) - (4.21) arasindaki esitliklerinden, A tarafindan indirgenen diizgiin
matroidlerin devrelerinin tek birlesimi Mq;(4) matroidinin tiim devrelerinin ailesi olarak
bulunabilir. Boylece (4.11) esitligine gore Mq4) matroidinin her devresinin eleman sayisi
2 ye esittir. Mqy4) ye gore tiim tabanlar ailesi A tarafindan indirgenen diizglin matroidin
tim tabanlarinin birlesimidir. Mq;4) nin her bir tabaninin eleman sayis1 A nin denklik
siniflarinin sayisina esittir. Mq(4) matroidine gore X kiimesinin ranki denklik smiflarin
sayisini ifade eder. Bu denklik siniflarinin, X ile arakesiti bostan farklidir. M4y nin X
kiimesinin kapanist denklik siniflarin birlesimidir ki X ile arakesiti bostan farklidir. Yani; A
tarafindan indirgenen X in matroid tist yaklagimidir. M4y matroidinin germe kiimelerinin
kiimesi bir aile olarak yorumlanabilir. Bu ailenin her bir elemaninin kapanisi1 U kiimesine
esittir.

U nun alt kiimelerinin ranki Tanim 4.12’ye gore altkiimede icerilen bagimsiz
kiimelerin en biiylik eleman sayisidir. Ayrica matroidin her bir bagimsiz kiimesi matroidin

bazi tabanlarinin altkiimesi oldugu i¢in Tanim 4.12 ile Tanim 4.3.1°e gore ve (4.18) - (4.21)
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esitliklerinden asagidaki 6nerme verilir. Onermeye gegmeden &nce asagidaki Ornegi

inceleyelim (Tang vd., 2013).

Ornek 4.3.5 Ornek 4.2.2°den (Tang vd., 2013)

i.  My4) matroidinin tiim devre ailesi (4.17) esitliginden;
My = U{e(Uyr) = Uy € UCA)}

= C([UlJTll) U C([UlJTzl) U C(U1,|T3|)
= Tl V) T2 V) T3,

ii. M) matroidinin tiim tabanlarinin ailesi (4.18) esitliginden;
Buyew = 1Ui=1Bi : Bi € B(Uy 1) AU r, € UA)}
={B,;} U {B,} U {Bs}
= {{ta}. (b3} u {{c}. {a}. {e}. (11} v {3}
={{a,c, g}, {b,c,0},{a,d, g}, (b, d, g}, {a. e, g}, (b, e, 0}, {a. f, g}, {b. f, g},

iii.  Mqy4) matroidine gére X = {a, ¢, d} kiimesinin ranki (4.19) esitliginden;

TMIU(A) ({aa C, d}) = i3=1 T[U (X N TI)

L [Tjl

= T[[JL'TII(X N Tl) + TUL'TZI(X n Tz) + T‘Ul, |T3| (X n T3)

= 7"[[11’2({3-}) + TIUM({CJ db) + T[Um(@)
=1414+0=2,

iv. My matroidine gore X = {a, ¢, d} kiimesinin kapanis1 (4.20) esitliginden;

Clyp (8. ¢ 8} = Ui cly, | (XN T)

= CI[ULlT]l(X N Tl) V) CIU1,|T2| (X n T2) V) CIM1,|T3|(X N T3)
= cly, ,({a}) U cly, ,({c,d) U cly, (@)
= Tl U Tz,

v. My matroidinin germe kiimelerinin ailesi (4.21) esitliginden;
S(Mue) = {UiSi = S € S(Uy, 1) AUy 7 € U}
= Sl € S(Ul,Z) V) Sz € S(U1’4) V) 83 € S([Ul’ 1)
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= {{a}, {b}, {a, b}} U {{c}, {d}, {e}, {}, {c. d}, {c, e}, {c. T}, {d, e}, {d, f}, {e, T},
{c,d, e}, {c,d,f} {c,e, f}, {d, e f} {c,d,e f}} U {{g}}

bulunur.

Onerme 4.3.1 U kiimesinin bir ayrisimi A olsun. U(A) bir diizgiin matroid ve U(A) nin

kombinasyonu olan M) matroidinin ranki her X € U altkiimesi i¢in asagidaki esitlikle

verilir (Tang vd., 2013):
Trtgen 00 = max{IB N X| : B € By, | (4.22)

Yukarida verilen onermede; X kiimesinin rankinin Mq(4) matroidinin tabanlarina

bagli olarak ifade edildigi goriilmektedir.

Ornek 4.3.6 Daha 6nce incelenen Ornek 4.2.3’ii tekrar ele alalim. X = {a, ¢, d} altkiimesi
i¢in

Ty (@ c.d}) = max{[B N {a,c.d} : B € By, } =3 tir.

4.4. Bir Serial Bagintidan indirgenen Matroidler

Bu alt boliimde serial bagint1 ile matroid arasindaki iliski incelendi. Bu iliskiyi ortaya
koyabilmek i¢in ilk olarak, bir R € U X U bagintis1 verildiginde herhangi bir X € U
altkiimesinin tanimlanabilir olma kavramini tanimlayalim.

R, U kiimesi iizerinde bir baginti olsun. R bagintisina gdre tanimlanabilir olan

kiimelerin ailesi

Dr ={XcU:Lg(X) = Hy(X)} (4.23)
dir (Liu ve Zhu, 2015).

Onerme 4.4.1 R, U kiimesi iizerinde bir serial bagint1 olsun. Lg alt yaklasim ve Hg iist
yaklagim operatorleri her X € U i¢in asagidaki 6zelliklere sahiptir (Liu ve Zhu, 2015):

i. Lg(0) =20,
i He(U) = U,
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iii.  Lg(X) € Hr(X).

Kamt. (i): Lg(@) = @ esitligi Tanim 4.1.2°den kolayca goriiliir.
(ii): Her x € U igin Ry(X) # @ oldugundan Hy(U) = {x € U : R;(x) N U = @} = U dir.
(iii) X € U ve y € Lg(X) olsun. O halde,
YELR(X) =ye{xeU:RXx) c X}
=Yy ER;(X) € X
=Yy ER,X)NX
=ye{xeU:Ryx)NX= 0}
=y € Hp(X)

Boylece istenilen elde edilir. O

Onerme 4.4.2 R € U x U bir serial bagint1 olsun. Her X, Y € Dy i¢in asagida verilen
ozellikler saglanir (Liu ve Zhu, 2015).
i. U\XEDg,
ii. XNYEDg,
iii. XUY € Dgi.

Kamt. (i) XS U olsun. Onerme 3.1 - (P9) ozelligine gdre herhangi bir X igin
Le(U\ X) = U\ Hr(X) ve Hz(U\ X) = U\ Lr(X) dir. Bir X € Dg icin Lg(U\ X) = U\
Hr(X) = U\ Lg(X) = HR(U\ X) oldugundan Lg(U\ X) = Hg(U \ X) esitligi saglanir.
Boylece U \ X € Dg dir.

(ii): Onerme 4.4.1 - (iii) geregince Lg(X N'Y) € Hz(X NY) saglandig1 bilinmektedir. Diger
taraftan; Hr(XNY) € HR(X) N Hr(Y) = Lg(X) N Lg(Y) = Lg(X NY) oldugundan
Hr(XNY) € Lg(XNY)dir. O halde Lg(XNY) = Hy(XNY) dirve XN Y € Dy elde edilir.
(iii): Le(XUY) =Ha(XUY) esitligi icin Lg(XUY) S Hg(XUY) ve Hr(XUY)C
Lr(X UY) oldugunu gosterelim. HR(X U Y) € Hr(X) U Hi(Y) = Lp(X) U Lg(Y) S Lg(X U
Y) oldugundan Hr(XNY) € Lg(XNY) dir. Diger taraftan ikinci kapsama igin
Le(XUY) € HR(X U Y) oldugu Onerme 4.4.1 - (iii)’den agiktir. Béylece istenilen esitlik

saglanir. O

Asagida verilen 0dnermede bir serial bagintinin tiim tanimlanabilir kiimelerin, bazi

matroidlerin kapanis kiimeler ailesi oldugu ifade edilmektedir.
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Teorem 4.4.1 R, U kiimesi {izerinde bir serial bagint1 olsun. O halde Dy, ailesi Onerme 4.7°de

verilen (L1), (L2) ve (L3) 6zellikleri saglanir (Liu ve Zhu, 2015).

Kamit. (L1): Onerme 3.1 — (P2)’den Hg(U) = U = Lg(U) saglanir ve U € D elde edilir.
(L2): Onerme 4.4.2 - (ii) geregince X, Y € Dy i¢in X N Y € Dy, dir.

(L3): L € Dg ve L yi kesin igeren Dy nin minimal dgeler kiimesi {L;, L,, ..., L} olsun.
L\ L L\ L, ..., Ly \ L kilmelerinin U \ L nin bir ayrisimi olmadiginm kabul edelim. Bu
durumu ikiye ayirarak inceleyelim. Birinci durumda (L; \ L) N (LJ- \ L) # @ olacak sekilde
en az iki Li,Lj € {L;, Ly, ..., Ly} (1 <i,j <m) bgeleri vardir. N = (L;\ L) n(L;\L)
olsun. O halde N UL = (L; nL;) olur. L;, Lj € Dy oldugundan (L2) ye gére L; N L; € Dy
bulunur. Bu ise L yi kesin igeren L ve L; nin Dg nin minimal 6Zeleri olmasiyla geligir. O
halde her L;, Lj € {L;, L,, ..., Ly} i¢in (L; \ L) N (L;\ L) = @ dir.

Ikinci durum igin (L; \L) U (L, \L) U ... U (L, \ L) # U\ L oldugunu kabul edelim. O
halde Y = U\ (L UL, U ...UL,) olacak sekilde bir @ # Y € U kiimesi vardir. Onerme
4.4.2(iii)’e gbre L; UL, U ...U L, € Dg oldugu bilinmektedir. Ayrica Onerme 4.4.2 — (i)’e
gore Y € Dg olmaktadir. L € Dy oldugu i¢in YU U € Dy elde edilir. Ayrica her
Li € {L;, Ly, ..., Ly} i¢in L; € Y U U oldugundan, bu durum L yi kesin i¢eren L, L, ..., L,
lerin D nin minimal 6geler kiimesi olmasiyla ¢elisir. Boylece (L; \L) U (L, \L) U ...U

(L, \ L) = U\ L dir. Sonug olarak Dy ailesi Onerme 4.7 nin tiim kosullarin1 saglar. O
Ornek 4.4.1 U = {a, b, ¢} kiimesi iizerinde bir R = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (c, a)}

serial bagintis1 verilsin. Her x € X i¢in ardil komsuluklar Rg(a) = {a, b}, Ry(b) = {a, b},

Rs(c) = {a} dir. Her X kiimesinin alt ve {ist yaklasimlarin1 Tablo 4.9’da verildi.
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Tablo 4.9. Her X € U i¢in alt ve {ist yaklagimlar

P(U) Lr(X) Hr(X)
) 0] )
{a} {c} U
{b} 1) {a, b}
{c} 0 @

{a, b} U U

{a, c} {c} U

{b, c} 1) {a, b}
U U U

Boylece; Dy = {0, {c}, {a, b}, U} elde edilir.

Teorem 4.4.1°e gore herhangi bir R serial bagintisindan bir matroid olusturulabilir.
Elde edilen matroidin kapali kiimeleri ile R serial bagintisinin tanimlanabilir kiimeleri
cakisir. Bu matroide, R serial bagintisi tarafindan indirgenen matroid denir ve M(S) ile

gosterilir.

Onerme 4.4.3 R, U kiimesi iizerinde bir bagint1 olsun. Asagida verilen dnermeler denktir
(Liu ve Zhu, 2015).
i. Dr+0,

ii. R bagimtist serialdir.

Kanit. (i) = (ii): Dg # @ ve X € U olsun. O halde Lg(X) = Hz(X) olacak bi¢imde bir
X € U altkiimesi vardir. Tanim 4.1.2’den Ry(x) N X # @ dir. Bu durumda xRy olan bir
y € U 6gesi vardir ve R bagintis1 serialdir.

(i) < (i): R bagintist serial olsun. Lx(U) = U = Hiy(U) oldugundan U € Dy dir ve
Dr # @ saglanir. O
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5. MATROID YAPILARI VE KABA KUMELER ARASINDAKI ILISKi

5.1. Genellestirilmis Kaba Kiimelerin Matroid Yaklasim Operatorleri

Herhangi bir bagmtiya karsilik matroid yapisinin elde edildigi bilinmektedir.
Bagintiya dayanan genellestirilmis kaba kiimeler iizerinde var olan g¢alismalar matroid
yapilart i¢in de yapilmistir. Ayrica bir bagintidan indirgenen matroidin rank fonksiyonu

kullanilarak bir yaklasim operator ¢iftinin 6zellikleri incelenmistir (Zhu ve Wang, 2011).

Tanmim 5.1.1 U kiimesi iizerinde bir R bagintisindan indirgenen matroid M(R) olsun. Her
X € U altkiimesi i¢in
ii M:P(U)—PWU) donisimine matroid iist yaklasim  operatdr,
M(X) = {y EU: "yr XUy} = "vw) (X)} kiimesine de X in matroid st
yaklagimi,
ii. M:P(U)— P(U) doniisiimiine matroid alt yaklasim operatorti,
M(X) = U\ M(U \ X) kiimesine de X in matroid alt yaklasim
adlar1 verilir (Zhu ve Wang, 2011).

R bagintisindan elde edilen M(R) matroidinin rank fonksiyonu i¢in 7 gy gosterimi
kullanildi. Matroid alt yaklasim operatorii ile matroid iist yaklasim operatoriiniin dual
kavramlar oldugu yukarida verilen tanimin dogal bir sonucudur. Bu nedenle bu ¢alismada

sadece matroid iist yaklagim operatoriiniin 6zellikleri verildi.

Ornek 5.1.1 Ornek 4.10’u tekrar ele alalim. U = {a, b, ¢} olsun. Her X € U altkiimesinin
matroid iist ve alt yaklasimlarini inceleyelim. Her X altkiimesi i¢in rank fonksiyonlar1 Ornek

4.10°da bulunmustu. Simdi tanim yardimiyla matroid yaklasimlar1 Tablo 5.1°de verilmistir

(Zhu ve Wang, 2011).
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Tablo 5.1. Her X € U i¢in matroid alt ve iist yaklagimlar1

X M(X) M(X)
@ 0 0
{a} 0 {a, c}
{b} {b} {b}
{c} 0 {a, c}

{a, b} {b} U

{a, c} {a, c} {a, c}

{b, c} {b} U
U U U

Onerme 5.1.1 R € U X U bir bagint1 olsun. Her X,Y € U i¢in matroid iist yaklasim

operatorii agagida verilen 6zellikleri saglar (Zhu ve Wang, 2011).
i. M(®)=90,MU)=U,
ii. X< M(X),
iii. XY= MX) c M),
iv.  M(MX)) =MX).

v. Hery,z€eUi¢inze M(XXU {y}) \MX) =y e M(X U {z}) dir.

Kamit. (i): Matroid iist yaklasim tanimindan yararlanarak (1) 6zelligini gosterelim.

M(@) ={y e U : 1)@ U {Y)) = "uw)(@)} = 9,

M) = {y EU : mymUUy}) = TM(R)(U)} = U.

(ii): x € U alalm. yry(U U {y}) = 7y r)(U) olacak sekilde bir y € U vardir. Eger x =y
ise x €M(X) oldugu agiktir. Sonu¢ olarak X < M(X) olur. Eger x#y ise
{x} U {y} 2 {x} olmasi nedeniyle Onerme 4.1.4’ten Mur) X} U {y}) = rmer) ({X}) olur.
Yardimer  Teorem 4.4’ten  7yr)({X} U {y}) = ryry(X) < [X| esitsizliginin  varlig
bilinmektedir. Bylece X U {y} € X ifadesi yazilamaz. Sonug olarak X € M(X) elde edilir.

(iii): XSY ve x € M(X) olsun. Bu durumda 7ye)(X U {y}) = "yr(X) < IX] < Y|
saglanir. (ii) ozelligi geregince Y € M(¥) oldugundan Tuw) (Y U YD) = rur (Y) esitligi
elde edilir. Boylece y € M(Y) olur. Sonug olarak M(X) € M(Y) dir.
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(iv): X € U olsun. M(X) €M (M(X)) oldugu (ii) den agiktir. Sadece M(M(X)) c M(X)
oldugunu gostermek yeterlidir. Boylece x €M (M(X)) ise ") (M(X) U {y}) =
vR) (M(X)) olacak sekilde bir x € U vardir. O halde X € M(X) ve matroidin rank

fonksiyon tanimindan 7y gy (X U {y}) = ") (X) esitligine ulasilir. Buradan x € M(X) elde
edilir.

(v):y,2€ Uvez e (M(X) U {y}) \ M(X) olsun. O halde z € (M(X) U {y}) ve z ¢ M(X) dir.
Buradan TM(R)((X uiyhu{g) = ey XU YD) ve Tywy XU {z}) # "yr)(X) olur.
e XU {zh) < XUz} < [Xu{ylu{z}| esitsizligi  geregince Tygy((XU{y}) =
Twwr)(X U {y} U {z}) dir. Sonug olarak y € M(X U {z}) elde edilir.o

Matroid {ist yaklasim operatoriine iliskin 6zellikler Onerme 5.1.1°de sunuldu. Bu
onermeye dikkat edildiginde (v). 6zelligin ilk defa yer aldigi goriiliir. Bu yeni 6zellik,

matroid iist yaklagimina 6zgii olup matroid alt yaklasiminda bulunmamaktadir.

5.2. Matroid Ust Yaklasimi ile Bagint1 Ust Yaklasimi

Yansimali bir bagint1 verildiginde matroid iist yaklasim operatorii ile bagint1 iist

yaklasim operatdrii arasindaki iliskiyi vermesi bakimindan asagidaki 6nerme 6nemlidir.

Onerme 5.2.1 R € U x U bagintis1 yansimali ise, her X € U i¢in M(X) € Hx(X) dir
(Zhu ve Wang, 2011).

Kamt. Hery € Hy(X) i¢iny € M(X) yani, Twr)X) # Tuw) (X U {y}) oldugunu gosterelim.
Tu® U D = min {00+ [(XUHP\YD

chu{y}{Yg;{Jq M +IXUH\YI:YSXU{ylyev},

mm {f M+ [XU{yH\Y[: Y XUy} y €Y}

YEXU

{min D+ XUV YA e Xy e},

YCXU{y} YeXufy}

i FO+IXAYI+1:YE Xy e V)

YCXU{y}{YCn)]({Jr} }{f Y U{yh +IX\Y'|: Y X, ye Y},

Yg(bqy}{f N +IX\Y[+1:YES X yeY}}
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min
= YEX

{FO) +1X\Y) + 11}

olur. Ciinkii her Y" € X i¢in f (Y'U{y}) =f(Y")+ 1 dir. Aslinda y ¢ H(X) olmasi
R,(y) = {z € U : yRz} olmak iizere Rs(y) N X = @ esitligini gerektirir. R yansimali oldugu
icin y € R(y) dir. {X{, Xy, ..., Xpn} € U olmak iizere {Rs(X)}weu = {Rs(X), Rs(X,), ...,
Ry(Xy)} ile gosterelim. y € {X{, Xy, ..., Xn} is€ Y N Ry(Y) =@ ve (Y U{yD NR,(y) # @
oldugu acgiktir. Béylece f (YU {y}) =f(Y)+1 dir. Eger y & {X, Xy, ..., Xy} ise
Ry(y) = Rs(x;) olacak sekilde X; € {X;, X5, ..., Xy} vardir. Benzer sekilde Y* N Ry(X;) = @ ve
(Y* U {y}) N Ry(X;) # @ bulunur. Bu ise f (Y'U{y}) =f(Y")+1 olmasim ifade eder.
Boylece Tyr)(XU{y}) = ruwy(X) +1 dir. Buradan 7yg)(X U {y}) # 1yr)(X) elde

edilir. Sonug olarak M(X) € Hg(X) oldugu gsterilerek kanit tamamlanir. O

Bagmtinin yansimali olmas1 durumunda Onerme 5.2.1 matroid iist yaklasiminin,

bagint1 {ist yaklasimindan daha kiiclik ya da dar oldugunu ifade etmektedir.

Ornek 5.2.1 U = {a, b, ¢} {izerinde yansimali bir R = {(a, a), (a, b), (b, b), (b, ¢), (c, ¢)}
bagntisi verilsin. Her X € U igin M(X) € H(X) oldugunu gosterelim.

Her X altkiimesi igin Onerme 4.1.4’te verilen rank fonksiyonundan yararlanarak
oncelikle her x € U i¢in ardil komsuluklar Rg(a) = {a, b}, Rs(b) = {b, ¢}, Rs(c) = {c}
olarak belirlenir. Simdi her X € U ig¢in iist yaklagim sayisin1 bularak asagida verilen Tablo

5.2’ye yerlestirelim.

Tablo 5.2. Her X € U i¢in iist yaklagim sayis1

f (@) f(ap [fdb) |fdch [fdab}) |[f{ach [f({bch |fU)
0 1 2 2 2 3 3 3
Son olarak her X € U i¢in rank fonksiyonlarin1 Tablo 5.3’e yerlestirelim.
Tablo 5.3. Her X © U kiimesinin ranki
Mwr) (D) | Mww) ({a}) Q) ({b}) vR) {ch vr) ({a, b} vRr) ({a,ch) Q) ({b,c}) M) (U)
0 1 1 1 2 2 2 3
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Simdi her X € U altkiimesi i¢in matroid iist yaklasimlarini inceleyelim.

Tablo 5.4. Her X € U i¢in matroid iist yaklagimlari

M(@) | M{a}) | M{b} | M{cH | M({a, b)) | M({a,c}) | M({b,c}) | M(U)
0] {a} {b} {c} {a, b} {a, c} {b, c} U

Boylece her X € U i¢in bagint1 iist yaklagimlarini belirleyebiliriz.

Tablo 5.5. Her X € U i¢in bagint1 iist yaklagimlari

H: (@) | Hx({a}) | H:({b}) | H:({c}) | Hr({a, b}) | Hx({a, c}) | H:({b, c}) | Hr(U)
1) {a} {a, b} {b, c} {a, b} U U U

Her X altkiimesi i¢in Tablo 5.4’te verilen matroid {ist yaklasimi ile Tablo 5.5’te verilen

bagnt: iist yaklasimu karsilastirildiginda M(X) € Hq(X) oldugu goriiliir.

Onerme 5.2.1°de yansimali bir bagint1 alindiginda matroid iist yaklagiminin, baginti
iist yaklagimi tarafindan kapsandigi ifade edilmisti. Ancak bir denklik bagintist verildiginde
matroid st yaklasimi, bagint1 {ist yaklasimina esit olur. Baska bir deyisle; matroid {ist
yaklagimi kaba kiime teorisinde {ist yaklagiminin bir genellemesidir.

Matroid alt yaklasim operatorii ile bagint1 alt yaklasim operatorii ve matroid iist
yaklagim operatorii ile bagint1 iist yaklagim operatorii arasinda olan iligki ayn1 6zelliklerle
ifade edilir. Bu calismada sadece matroid iist yaklasim operatorii ile baginti {list yaklagim

operatorii arasindaki iligkiler incelendi.

5.3. Genellestirilmis Kaba Kiimelerin Matroid Yaklasim Ozellikleri

Calismanin bu boliimiinde bir matroidin kapanis operatoriiniin, bagintiya dayali
genellestirilmis kaba kiimelerin karakterizasyonu i¢in ne sekilde kullanildigi tizerinde

durulacaktir.

Onerme 5.3.1 R € U x U bagmtisinin simetrik olmas1 igin gerek ve yeter kosul her X € U

vey € HR(X U {x}) \ HR(X) i¢in X € HR(X U {y}) olmasidir (Zhu ve Wang, 2011).
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Kamt. (=): R simetrik bir baginti, X € U ve y € Hy(X U {x}) \ Hr(X) olsun. Bu durumda
y € HR(X U {x}) ve y & Hg(X) dir. O halde Rs(y) N (XU {x}) # @ ve Rs(y) N X = @ olur.
Boylece Rs(y) N {x} # @ dir. Baska bir deyisle X € Rg(y) dir. R simetrik oldugu i¢in
y €Ry(X) dir. Diger taraftan y € Ry(X) N{y} S R(X) N (XU {y}) vyazlabilir. Bu
kapsamadan Rg(X) N (X U {y}) # @ bulunur. O halde x € Hx(X U {y}) dir.

(&=): Her X< U vey € HR(X U {x}) \ HR(X) i¢in x € HR(X U {x}) olsun. Her x,y € U
icin X € Rg(y) ise ardil komsuluk tammm geregince Rs(y) N {X} # @ dir. Baska bir
ifadeyle y € HR({x}) = HR({x} U @) \ Hr(®) olur. Boylece x € Hx({y} U @) = Hr({y})
dir. X € HR({y}) oldugundan Ry(x) N {y} # @ ve y € Ry(X) elde edilir. Bu ise R nin simetrik

oldugunu ifade eder ve kanit tamamlanir. O

Onerme 5.3.2 R € U x U bir bagmt1 olsun. R nin denklik bagmtis1 olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul R nin {ist yaklasim operatorii Hg nin bagintidan indirgenen matroidin kapanig

operatori cly ye esit olmasidir (Zhu ve Wang, 2011; Zhu, 2007).

Kamt. R bir denklik bagintis1 olsun. R nin yansimali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her
X € U igin X € Hg(X) olmasidir. Bu esdegerlik (Mcll) kosulunun saglandigi gosterir. R
yansimali oldugunda ayni zamanda bir serial bagintidir. Dolayisiyla R nin serial baginti
olmasi igin gerek ve yeter kosul her X € U i¢in HR(X) S Hg(Y) olmasidir. Bu esdegerlik
(Mcl2) kosulunun saglanmasi demektir. Simdi HR(HR(X)) = Hr(X) esitligi i¢in
HR(HR(X)) C Hr(X) ve Hr(X) < HR(HR(X)) kapsamalarini gosterilmesi yeterlidir. R nin
gecisli olmast igin gerek ve yeter kosul HR(HR(X)) € Hr(X) olmasidir. Hgr(X) <
HR(HR(X)) ise (Mcl3) kosulundan agiktir. Onerme 5.3.1°den R nin simetrik olmasi igin
gerek ve yeter kosul her X € U vey € HR(X U {x}) \ Hr(X) igin X € HR(X U {y}) olmasidir.

Boylece (Mcl4) kosulunun saglandig1 gosterilerek cly, = Hg sonucuna ulasilir. O

5.4. Kaba Kiime Kavramlarimin Matroid Yaklasimi ile Elde Edilmesi

Kaba kiimelerin bazi énemli kavramlari, matroid yaklasimlari ile ifade edilir. Ik
olarak X altkiimesi {lizerinde kisitlanmis matroid elde edilerek X altkiimesinin yaklagimlari,
matroid yaklasimiyla bulunacaktir. Ikinci olarak herhangi X ve Y altkiimeleri icin alt (iist)
yaklasimlar arasindaki iligkiler incelenecektir. Son olarak, bir altkiimenin sinirinin ve negatif

bolgesinin matroid yaklagimiyla dogrudan belirlenebilecegi gosterilecektir. Buna ek olarak
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bir X altkiimesinin alt ve iist yaklagimlarinin sinir bdlgesi yardimiyla elde edilebilecegi
tizerinde durulacaktir (Tang vd., 2013).

Calismanin bu alt boliimiinde R bir denklik bagintis1 olarak kabul edildi. Bir U
evrensel kiimesinin herhangi bir X altkiimesine alt ve iist yaklasimlar Pawlak kaba kiime
modeli kullanilarak elde edilebilir. Herhangi bir kiimeye matroid yaklagimi kullanilarak

nasil yaklasimda bulunacagi incelenecektir.

Onerme 5.4.1 X € U olsun. M) Ix kisitlanmis matroidinin tabani
B(Mucolx) = {BNX: B € BMyey) AlBNUI =7y, (0} ailesidir (Tang vd.,
2013).

Kamt. Mqp) matroidinin bagimsiz kiimelerinin ailesi Jqyq) ve My lx = (X, Ix)
matroidinin bagimsiz kiimelerinin ailesi de Iy = {I C X: 1€ Iy cﬂ)} olsun. Tanim 4.10
geregince fB(M U | x) = maX(Iru( ﬂ)) esitliginin gosterilmesi yeterlidir. B € fB(M U | x)
alalim. Her lg € B, Mq4) matroidinin bagimsiz kiimesi oldugundan ayni zamanda
Ig € Ty dir. Eger Ig € fB(Mru(ﬂ)b() ise Iz € X olur. Bir lg- € Jqy4) icin lg- € X ve
[lg<| = [1g]| olsun. B(MU( cﬂ)|x) ailesinin tanimindan lg & Jqy4) dir. Gergekten lg € Ty
dir. Boylece Ig € max(Jy) olur. O halde B(Mru( dq)lx) c maX(Iu( cﬂ)) dir. Diger taraftan

I € max(Jy) olsun. Tanim 4.12’ye gore || (X) dir. Dolayisiyla | € B(Mqc.4yx)

= My
yani max(ly) € fB(MU( dq)lx) olur. Sonu¢ olarak her iki kapsamadan istenilen
:B(MU(A)lx) = max(Jy) esitligi gosterilmis olur. Ayrica :B(MU(A)|X) = {B NX:Be

B(M e aq)) ABNU| = My (X)} elde edilerek kanit tamamlanir. O

Ornek 5.4.1 U kiimesi ve A ayrisimi1 Ornek 4.2.2°de verildigi gibi olsun. X = {a, ¢, d} ve

Y = {a, c, d, e} altkiimeleri i¢in kisitlanmis matroidin tabanlari
BMuwliaca) = {Bn{ac d :BeBMyw)AlBNUl =1y, (a c dh}
= {{a, c, d}},
BMuywliacde) = {B n{a cd e} :B€ B(Myu)ABNUl =1y, ({acd e})}

={{a, c}, {a, d}, {a €}}
aileleri olarak bulunur (Tang vd., 2013).
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Onerme 5.4.2 X € U ve cly, = cly, w olsun. Asagida verilen ifadeler saglanir (Tang vd.,
2013).
i.  Her B € B(Mqqqlx) igin @pr(X) = cly(B),

ii.  HerB € B(Myeglu\x) iginapr(X) = U\ cly(B),

iii. apr(X) = U{cly({x}) : x € X},

iv. @(X) = U\ U{cly({x}) : x e U\ X},

v.  apr(X) = clu(X),

vi. @(X) = U\ cly(U\ X).

Kamt. (i): Her B € B(Mru(dq)IX) veher TEA igin BN X # P ise XNT # @ dir. Tanim
4.2.2’de verilen (4.13) ve (4.14) esitliklerinden cly,(B) = U{T € A : T N B # @} yazilabilir.
Boylece cly(B) = apr(X) esitligi elde edilir.

(ii): (i) esitliginde X yerine U \ X alinirsa apr(U \ X) = cly(B) olur. Bu esitligin her iki
tarafinin U ya gore tiimleyeni alinirsa, U \ apr(U \ X) = U \ cly(B) elde edilir. Alt ve iist
yaklagimlar birbirinin duali oldugundan istenen apr (X) = U\ cly(B) esitligine ulasilir.
(iii): Her T € A i¢in X € Tise cly({X}) = T oldugu Tanim 4.2.2. - (4.14)’ten goriiliir. Ayrica
apr(X) in tanimindan istenilen esitlik elde edilir.

(iv): apr(X) ve apr(X) arasindaki dualite ve (iii) den yararlanarak istenen saglanir.

(v): X = @ olsun. Bu durumda apr(@) = @ = cl(®) saglanir. X # @ alalim. cly,(X) = T dir.
Tanim 4.2.2 - (4.14) ve Tanim 4.3.3 - (4.20)’de verilen esitlikler ile alt ve iist yaklagim
esitliklerden kolayca goriiliir.

(vi): (v) den yararlanarak benzer sekilde gosterilir. o

Ornek 5.4.2 U kiimesinin bir ayrisim A = {T, T,, T;} = {{a, b}, {c, d, e, f}, {g}} olmak
iizere Ornek 4.3.2°yi ele alalm. X = {a, b, ¢, f} altkiimesinin Onerme 5.4.2’de verilen
ozellikleri sagladigini ayrintili olarak gosterelim (Tang vd., 2013).

Oncelikle X = {a, b, ¢, f} i¢in Tanim 4.2°de verilen Pawlak alt yaklasiminin @(X) = {a, b}

ve Pawlak iist yaklasiminin apr(X) = {a, b, c, d, e, f} olduklarmni not edelim.
i. B(Mru(aq)b() = {{a, c}, {a, f}, {b, c}, {b, f}} ve her B € fB(Mu(ﬂﬂx) icin kapanis
operatoriic  cly({a, ¢}) =cly{a, f}) = cly({b, c}) = cly({b, f}) ={a, b, c, d, e, f}
oldugundan B(MU( dq)lx) = cly(B) esitligi saglanir.
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ii. U\X={d, e, g} kiimesinin taban ailesi B(Mu(ﬂﬂu | x) = {{d, g}, {e, g}} olsun. Her

B € fB(Mu(ﬂﬂle) icin kapanis operatorleri  cly({d, g}) = cly({e, g}) =
{c,d, e, f, g} olup U \cly({d, g}) = U\cly({e, g}) = U\ {c, d, e f g} = {a b} dir.
Béylelikle apr(X) = U \ cly(B) esitligi saglanur.

iii. X € X elemanlarinin kapanisi cly,({a}) = cly({b}) = {a, b} ve
chy(c}) = clu({f}) = {c, d, &, f} dir. U{clu({x}) : x € X} =cly({a}) U cly({b}) U
cly{ch ucly{f}) = {a, b, c, d, e, f} oldugundan (iii) esitligi saglanir.

iv.  U\X={d, e, g} kiimesinin elemanlarinin kapanisi cly,({d}) = cly,({e}) = {c, d, e, f}

ve cly({gh) ={g} dir. Ufclu({x}) : x € X} =cly({d}) v cly({e}) ucly({g}) =
{c,d, e f g} elde edilir. U\ X = {a, b} olmas1 nedeniyle (iv) esitligi saglanir.

v. apr(X) ={a, b, c,d, e, f} = cly(X) esitligi kolayca goriiliir.

vi.  U\cly(U\X) = {a, b} = apr(U \ X) esitligi elde edilir

Pawlak kaba kiime teorisinde X € Y € U ise X altkiimesinin alt ve iist yaklasimlari,
Y altkiimesinin alt ve iist yaklasimlar1 tarafindan kapsandigi baska bir ifadeyle

apr X) c apr (Y) ve apr(X) < apr(Y) olduklart Onerme 3.1 - (P6) ve (P7)’de verilmisti. U

nun X ve Y altkiimeleri verildiginde bu kiimelerin alt (iist) yaklasimi1 matroid yaklagimi

kullanilarak verilebilir (Tang, 2013).

Onerme 5.4.3 X, Y € U olsun. Her X € X i¢cin cly ({x}) = cly({y}) olacak bicimde biry € Y
varsa apr(X) < apr(Y) ve apr(X) < apr(Y) kapsamalari vardir (Tang vd., 2013).

Kamt. Tanim 4.2.2 - (4.14) esitligi ile apr(X) ve apr(X) tamimlarindan istenen kolayca

goriiliir. O

Not. Yukarida verilen 6nerme, Onerme 3.1-(P6) ve (P7) ozelliklerinin genel ifadesidir.

X &€ Y olsa bile Onerme 5.4.3 saglanir (Tang vd., 2013).

Ornek 5.4.2 Daha once incelenen Ornek 4.3.2 icin X ={d,e,f,g} ve Y ={a,c, g}

altkiimelerini ele alalm. X € Y olmasina ragmen @(X) ={g} < @(Y) ve apr(X) =

{c,d, e, f,g} capr(Y) ={a, b,c,d,e,f g} dir(Tang vd., 2013).
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Onerme 5.4.4 X, Y € U ve cly, = cly uw Olsun. Asagida verilen dnermeler denktir (Tang

vd., 2013).
i.  Her x € X igin cly({x}) € X ise cly({x}) = cly{y}) €Y olacak sekilde biry € Y
Ogesi vardir.

il. @(X) c ﬂ(Y) dir.

Kanit. (i) = (ii): Tanim 4.2.2°de verilen (4.14) esitligine gore, her T € A icin X € T ise
cly({x}) = T olmaktadir. Her x € X ve cly({x}) € X i¢in cly({x}) = cly({y}) oldugundan
X € apr X)vexe apr (Y) dir. O halde apr X) c apr (Y) saglanur.

(ii) = (i): @(X) c @(Y) olsun. O halde her x € ﬂ(X) i¢cin X € ﬂ(Y) dir. Boylece
XET, T<S XveT C Y olacak bicimde bir T € A vardir. Bu durum y € T olacak sekilde bir

y € Y 6gesinin varhigmi zorunlu kilar. Ayrica (2.21) esitligine gore cly({x}) = cly({y}) =
TCcYdir.o

Onerme 5.4.5 X, Y € U olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Tang vd., 2013).
i.  VBy € B(MywplX), ¥By € B(MqycplY) ve VT € A icin
TNnBy # 0= TNBy #0,
ii. apr(X) < apr(Y).

Kamit. (i) = (ii): Onerme 5.4.2 — (i) 6zelliginden istenen elde edilir.

(ii) & (i): apr(X) < apr(Y) olsun. Her T € A ayrisimi i¢in T € apr(X) ise T < apr(Y) dir.
Matroidin tabani, kisitlanmis matroid tanimlart ve Tanim 4.3.3 - (4.18)’de verilen esitlik
kullanilarak her By € B(Mqy(.0)IX), her By € B(Mq0)Y) icin X € By ve y € By olacak
sekilde X,y € T vardir. Béylece TN By # @ ve TN By # @ dir. O

Ornek 543 X = {b, c, e, f} € U altkiimesine gore kisitlanmis matroidin taban ailesi
ZB(MUM)IX) = {{b, c}, {b, e}, {b, f}} ve Y=1{a, d,g} € U altkiimesine goére kisitlanmig
matroidinin taban ailesi B(M UA) IY) = {a, d, g} olmak iizere Ornek 4.3.2’yi ele alalim. Her
Bx € B(My(alX) igin

B, = {b, ¢} € B(MycgIX) igin{b,c} n T, = {b}, {b, c} n T, = {c},

B, = {b, e} € B(MycqX) icin{b, e} n T, = {b}, {b, e} n T, = {e},

B; = {b, f} € B(MyplX) icin {b, f} n T, = {b}, {b, f} n T, = {f} dir.

63



Her By € B(MqplY) isin{a, d, g} n T, = {a}, {a, d, g} N T, = {d} elde edilir.
apr(X) ={a,b,c,d,e,f} capr(Y) ={a,b,c,d, e, f,g} olur. Boylece XNY=0 ve

[X| > |Y| olmasina ragmen apr(X) < apr(Y) nin saglandig1 gosterilmis olur.

Sonu¢ 5.4.1 Her TE€ A igin TN By # @ olmasi ile T N By # @ olmasi esdeger ise
X, Y € Uigin apr(X) = apr(Y) dir (Tang vd., 2013).

Onerme 5.4.6 X, Y € U olsun. Asagida verilen 6nermeler denktir (Tang vd., 2013).
i.  Her By € B(Mq4)IX), her By € B(Mq)|Y) i¢in @pF(X) = apr(Y) dir
ii. By, By € B(MyeqlUA) olacak sekilde bir A S A vardir.

Kanit. (i) = (ii): By € B(Mq.p)1X), By € B(My(a|Y) ve @pr(X) = apr(Y) olsun. Tanim
4.2.2 - (4.14) esitligi ve Onerme 5.4.2 - (i) 6zelligine gore cly(By) = cly(By) dir. Boylece
apr(X) = apr(Y) = UA olacak sekilde bir A S A vardir. X € apr(X), X S UA ve
Y capr(Y), Y € UA olur. Ayrica her TEA icin XNT # @ ve YNT # @ dir. Béylece
Tanim 4.2.2 - (4.12) ve Tanim 4.3.3 - (4.18) esitliklerinden By, By € fB(Mu(cﬂ)lU A) elde
edilir.

(i) < (i): By, By € B(Mqp)lUA) olacak sekilde bir A € A var olsun. Tanim 4.2.2 -

(4.12) ve Tanim 4.3.3’te verilen (4.18) esitliklerinden istenilen elde edilir. O

Pawlak kaba kiime teorisinde, bir X € U altkiimesinin smir bolgesi X kiimesini
belirlemek i¢in yeterlidir. Eger X altkiimesinin sinir bolgesi bos kiime ise X kiimesine kesin
kiime aksi durumda kaba kiime adi verilir. Genel olarak sinir bolge ve negatif bolge, alt ve
iist yaklasimlar yardimiyla Tanim 3.4 - (3.4) ve (3.5)’te verilen esitlikler kullanilarak
bulunabilir. Bir X kiimesinin sinir ve negatif bolgeleri direk olarak asagida verilen esitliklerle

de bulunabilir (Tang vd., 2013).
BNR(X) =UfTEU/R: TNX+=DATZ X} (5.1)

NEGR(X) = U{T€ U/R: TN X = ¢} (5.2)
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Ornek 54.4 U ={a,b,c, d,ef g} kiimesinin bir ayrisim1 A = {T;, T,, T3} = {{a, b},

{c,d, e, f}, {g}} olsun. X = {a, ¢, d} kiimesinin siir ve negatif bolgelerini (5.1) ve (5.2) de
verilen esitlikler yardimiyla bulalim (Tang vd., 2013):

BNR(X) = U{TEU/R: TNX = OAT Z X} =U{{a, b}, {c,d e, f}} ={ab,c,defve

NEGRr(X) = U{T € U/R: TN X = ¢} = {g} dir.

Onerme 5.4.7 X € U ve M) nin biitiin devrelerinin ailesi C (Mru( cﬂ)) olsun. R denklik
bagintisina goére X in smir bolgesi BNr(X) = U{C € C(Mfu(dq)) : |C N X| = 1} dir (Tang
vd., 2013).

Kamt. U kiimesinin bir ayrisimi A ve T € A olsun. Eger T © @(X) isesherCe C (Mu( ﬂ))
ve C € T igin Tanim 4.2.2°de verilen (4.11) esitliginden |C N X| =2 dir. T € apr(X) ve
TE ﬂ(X) ise X € T ve x & X olacak bigimde bir X € T 6gesi vardir. Ayrica Tanim 4.2.2°de
verilen (4.11) ve (4.17) esitliklerine gore her C € K, |C N X| = 1 ve U K = T olacak sekilde
bir K €C (M U cﬂ)) vardir. BNgr(X) = apr(X) \ @(X) oldugundan istenilen esitlik
kanitlanmis olur. O

Herhangi bir X € U altkiimesinin sinir bolgesi yardimiyla X in alt ve iist yaklagimlari

BNR(X) = U{C € ¢(Myp)) : ICNX| =1} olmak iizere asagida verilen esitliklerle

tanimlanabilir.
apr(X) = X \ BNg(X) (5:3)
apr(X) = XU BNg(X) (5.4)

Her X € U kiimesinin alt ve {ist yaklasimlarii belirlemek en az iki yontemle

miimkiin olmaktadir. Sekil 5.1°de bu yontemlerin 6zeti basit olarak gosterilmistir.
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Sekil 5.1. (a) X kiimesinin yaklagimlar1 yardimiyla sinir bolgesinin bulunmasi

(b) Sin1r bolgesi yardimiyla X kiimesinin yaklasimlarinin bulunmasi (Tang vd., 2013)

Sekil 5. 1 - (a)’da bir X € U kiimesinin siir bolgesi, Pawlak alt ve {ist yaklagimlari
yardimiyla geleneksel olarak elde edilmektedir. Sekil 5. 1 - (b)’de ise 6nce X kiimesinin sinir
bolgesi bulunur daha sonra X in Pawlak alt ve iist yaklasimlar: sinir bolgesi yardimiyla

hesaplanir. X ve BNg(X) arasindaki iliski asagida verilmistir.

Onerme 5.4.8 X € U ve M1q) nin tiim devrelerinin ailesi C’(MU( cﬂ)) olmak tlizere X
kiimesinin sinir bdlgesi BNg(X) = U{C € (M) : IC N X| = 1} olsun.Eger
X € BNg(X) ise E(X) = @ ve apr(X) = BNr(X) dir (Tang vd., 2013).

Ornek 5.4.5 U = {a, b, ¢, d} olsun. Mqy(4) matroidinin tiim devreler kiimesi C (Mru( dq)) =
{{a, c}, {a, d}, {c, d}} dir. X = {b, d} altkiimesinin sinir bolgesi BNg(X) = {a, ¢, d} bulunur.
Y ={c,d} altkiimesi alindiginda BNg(Y) ={a,c,d} olur. Y < BNg(Y) oldugundan
@(Y) = @ ve apr(Y) = BNg(Y) esitlikleri elde edilir.

Onerme 5.4.8’e gore eger BNR(X) € X ise BNg(X) =@ dir. Bu durumda X
altkiimesi, U iizerindeki R denklik bagintisina gore bir tanimlanabilir kiime olur ve
apr(X) = apr(X) esitligi saglanir.

Asagidaki 6nerme ile negatif bolge, matroid yaklasimlari ile dogrudan elde edilebilir.
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Onerme 549X S Uve 7 = 1y, ue) olsun. R denklik bagintisina gore X in negatif bolgesi

NEGR(X) = {x €U 7(XU ) # Ty (X)} (5.5)
dir (Tang vd., 2013).

Ornek 5.4.6 U = {a, b, c, d, e, f, g} kiimesinin bagimsiz kiimeler ailesi Ornek 4.3.2°de ve
X = {a, c, d} altkiimesinin ranki1 Ornek 4.3.5’te verilmisti. X kiimesinin negatif gdlgesi
Onerme 5.4.9°da verilen (5.5) esitligi geregince NEGr(X) = {g} dir. Ger¢ekten Tanim 3.4’te
verilen (3.4) esitligi kullanildiginda da ayn1 sonug elde edilmektedir.

5.5. Pawlak Kaba Matroid

Tanmm 5.5.1 R € U X U bir denklik bagmtisinin bir ayrisimi A = {T{, T, ..., T,,} olsun. U
tizerinde IT={X€ePU):|XNT;|<1,Viiginl <i<n} ailesinin belirledigi (U, J)
ikilisine Pawlak matroidi denir ve kisaca Mp[A] ile gosterilir (Li ve Liu, 2012).

Ornek 5.5.1 U = {a, b, ¢} kiimesinin bir ayrisimi A = {T, T,} = {{C}, {a, b}} ailesi olsun.
(U, J) ikilisinin bir Pawlak matroid oldugunu gosterelim. Oncelikle Tanim 5.5.1°de verilen

I= {X ePU): IXNT;| <1, Vie{l, 2}} ailesinin 6gelerini yani bagimsiz kiimelerini

belirleyelim.
Tablo 5.6. Pawlak matroidinin bagimsiz ailesinin 6geleri

P(U) XNT, XNT, I
) ) 1) v
{a} 0) {a} v
{b} 0) {b} v
{c} {c} ¢ v
{a, b} 0) {a, b} X
{a,c} {c} {aj v
{b, c} {c} {b} v
U {c} {a, b} X
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Sonug olarak Tablo 5.6’dan J = {(Z), {a}, {b}, {c}, {a, c}, {b, C}} ailesi elde edilir ve

Mp[A] Pawlak matroidi olur.

Onerme 5.5.1 U kiimesinin bir A = {T,, T,, ..., T} ayristm1 ve bu ayrisimin belirledigi
Pawlak matroidi Mp[A] olsun. X © U olmak tizere Mp[A] asagidaki 6zelliklere sahiptir (Li
ve Liu, 2012).
i "X ={Ti€eA:TiNnX#0,i=1,2,..,n} dir
ii. Mp[A] matroidinin bir tabam1 X dir & Her i € {1,2,...,n} i¢in [ XNT;| =1 ve
Mp[A] nin tabanlar T, T, ..., T, dir.
iii.  Mp[A] matroidinin bir devresi X dir & X € T, ve |X| = 2 olacak sekilde bir T; € A
vardir.
iv.  Mp[A] matroidinin bagimli kiimesi X dir & |X N T;| > 1 olacak sekilde bir T; € A

vardir.

Teorem 5.5.1 R € U X U bir denklik bagintis1 ve Mp[cA] Pawlak matroidinin kapanis
operatdrii Cly, olsun. Her X € U igin cly, (X) = apr(X) dir (Li ve Liu, 2012).

Kamt. Her X < U igin 7y, (X) =k olsun. Onerme 5.5.1 - (i) 6zelligi geregince k =
[{T; € A : Tyn X @} olur. Eger x € U{T; €A : TiN X # @} ise kK < 1y, (XU {X}) <
"M (U{Ti €A : Tin X # @}) =k esitsizligi saglanmir. Boylece 7y, (X) = 1y, (XU {x})
oldugundan x € cly,,(X) elde edilir. Eger X € U{T; € A : Ty N X # @} ise 1y, (XU {x}) =
k+1 oldugu agiktir. Yani X €& Clypq dir. cly,(X) = U{T; € A, Tyn X # @} = apr(X)

saglandigindan istenilen esitlik elde edilir. O

Mp[A] bir Pawlak matroidi ve bu matroidin tiim kapali kiimelerinin ailesi Kg olsun.
Kgr ailesinin biitiin tanimlanabilir kiimeler ailesi oldugu Teorem 5.5.1°den goriiliir. Kg
ailesinin U kiimesi lizerinde bir topoloji belirledigi ve bu topolojiye gore her acik kiime ayni
zamanda kapali oldugu i¢in (U, Kg) bir Pawlak uzayidir (Lin, 1992). Ayn1 zamanda (U, Kg)
nin tim her kapali (agik) kiimelerinin ailesi Pawlak matroidi Mp[A] nin de kapali (agik)

kiimeler ailesidir.
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Onerme 5.5.2 R, U kiimesi iizerinde bir denklik bagntis1 olsun. Cly, : P(U) — P(U),

Mp[A] nin kapanis operatorii olmasi igin gerek ve yeter kosul asagida verilen dzelliklerin
saglanmasidir (Li ve Liu, 2012).
(cl1) X € cly, (X),

(c13) Sl (Chtp (X)) = Clyg, ().

(cl4) cly, (@) = @,

(cl5) cly, (X U'Y) = cly, (X) U cly, (Y),

(Mcl4) X € U, x € U vey € cly, (XU {x)\cly,(X) = x € cly, (XU {y}).

Kamt. (=): Pawlak matroidi Mp[cA] min bir kapanis operatdrii cly,, olsun. Onerme 5.5.2°de
verilen (cl1), (cl3) ve (Mcl4) Pawlak matroidinin kapanis operatorii i¢in temel 6zelliklerdir.
Pawlak tist yaklasim 6zelliklerinden (cl4) ve (cl5) bu 6nerme i¢in olduk¢a 6nemlidir ve bu
ozellikler Teorem 5.5.1°de verilen cly,, = @pr(X) esitliginden kolayca goriiliir.

(&): cly, operatorii teoremde verilen (cll), (cI3), (cl4), (cl5) ve (Mcl4) ozelliklerini
saglasin. U kiimesi iizerinde bir R bagmtisi;; xRy :< cly,({x}) = cly, ({y}) olarak
tanimlansin. R nin bir denklik bagintis1 oldugu agik¢a goriiliir. Simdi her x € U igin
Cly, ({x}) = [x] oldugunu gdsterelim. Ik olarak y € Cly, ({x}) oldugunu varsayalim. O halde
(Mcl4) den y € cly, ({x} U @)\ cly, (@) ve x € cly, ({y}) bulunur. Béylece cly,({x}) & [x]
kapsamasi elde edilir. Simdi [X] € cly, ({x}) oldugunu gésterelim. z € U \ cly, ({x}) alalim.
O halde z & cly, ({x}) dir. (cl1) geregince z € cly, ({z}) olur. Buradan cly,, ({x}) # cly,({z})
dir. O halde z & [x] bulunur. Béylece [X] = cly, ({X}) esitligi gosterilmis olur.

Her X € U igin (cI5) den cly,(X) = Uyex Cly, ({X}) = Uxex [X] dir. Ayrica Uyex [X] =
U{Ti € A: TN X #= @} =apr(X) esitligi kolayca goriilir. Teorem 5.5.1°den Mp[A]

Pawlak matroidin bir kapanis operatdrii yani cly, = apr olur. o

Onerme 5.5.3 7 : P(U) — N nin Mp[A] Pawlak matroidinin rank fonksiyonu olmast igin
gerek ve yeter kosul X, Y € U olmak iizere 7 nin asagida verilen kosullar1 saglamasidir (Li
ve Liu, 2012).

(Rnl) ¥(X) =0 & X = @,

(Rn2) X Y = 1(X) < 7(Y),

(Rn3) Her x € X ve hery € Y i¢in ¥({X, y}) = 2 oldugunda (XU Y) + ¥(XNnY) < r(X) +

1(Y) esitsizligi saglanir.
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Kamt. (=): Mp[A] Pawlak matroidinin rank fonksiyonu ¥ ve U kiimesinin bir ayrigimi
A ={T,,T,, ..., T,} olsun. Onerme 5.5.1 - (i) dzelliginden yararlanarak (Rn1), (Rn2), (Rn3)
kosullarinin saglandigin1 gosterelim.

(Rnl): X< U altkiimesi igin ¥(X) =0 olsun. O halde her T; € A i¢in T,NX =0
oldugundan X = @ dir. Diger taraftan X = @ olsun. O halde (@) = |{T,€ A : T,N X #
@} = |@| = 0 esitliginden 7(@) = 0 olur. Boylece (Rnl) saglanir.

(Rn2): XS€YC Uolsun. O halde ¥(X) = {Ti€A: TiNX =@} < T, €A:TinY #
0} < r(Y) olur.

(Rn3): x€ X ve Y€EY icin 7({X,y}) =2 olsun. Onerme 4.3’te verilen matroid rank
fonksiyonunun sagladigit ¥(XUY) + r(XNY) < (X)) + r(Y) esitsizligini ele alalm. O
halde (X U Y) = (X) + ¥(Y) ve ¥(X N Y) = 0 dir ve istenen esitsizlik saglanir.

(&): r fonksiyonu (Rnl), (Rn2) ve (Rn3) 6zelliklerini saglasin. U kiimesi tizerinde bir R
bagintist XRy : & ¥({x} U {y}) = 1 olarak tanimlansimn. Her x € U i¢in v({x} U {x}) =1
oldugundan xRX yani R yansimalidir. X, y € U i¢in XRy olsun. O halde »({x} U {y}) = 1 dir.
Bu esitlik 7({y} U {x}) = 1 olarak yazilabildigi i¢in yRX ve R bagntisi simetriktir. XRy ve
yRz olsun. O halde sirasiyla v({x} U {y}) =1 ve r({y} U {z}) =1 dir. (Rn3) de verilen
esitsizligi kullanilarak ¥({x} U {z}) = 1 elde edilir. Boylece XRz dir ve R bagntis1 gegislidir.
Sonug olarak R bir denklik bagintisidir. A = {T{, Ty, ..., T,,} ailesi U nun bir ayrigim1 olsun.
Eger [x] # [yl ise v({x,y}) = [{[x], [y}l =2 dir. Her X< U i¢in #(UyexIX]) =
[{[x] : x € X}| elde edilir. [ XN T;| =1 olan bir X * € X kiimesi verilsin. Eger XN T; # @
(i€el1,2...,n) ise (X*) = |X*| olur. (Rn2) den |[X*| =¥(X*) < r(X) < r(U,ex[X]) =
[{[x] : x € X}| esitsizligine ulasilir. |X*| = |{[X] : X € X}| oldugu g6z Oniine alindiginda,
r(X) = r(X*) = |{[x] : x € X}| = [{[X] : [x] n X} # @] bulunur. Onerme 5.5.1 geregince 7,

Mp[A] Pawlak matroidinin rank fonksiyonudur. o

Onerme 5.5.4 v : P(U) — N bir operatér olsun. cl(X) = {x € U : ¥({x} U X) = (X)} ise
Cly, nin Mp[cA] Pawlak matroidinin bir kapanis operatdr olmast i¢in gerek ve yeter kosul
nin agagida verilen kosullar1 saglanmasidir (Li ve Liu, 2012).

(R)HerXSUiginr(X) =0=X=0

RYXcYcU=rX)< 1Y)

R3) X, YEU=VVxeX Vy€eY icin r({X,y}) =2 oldugunda (XU Y) + (XNY) <
r(X) + (YY) dir.
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Onerme 5.5.5 cl : P(U) — P(U) bir operator olsun. O halde asagida verilen ifadeler
denktir.

i.  cl(X) = apr(X) olacak sekilde U tizerinde bir R denklik bagintis1 vardir.

ii.  HerX,Y < Uigin

XUl u (U\el(U\ cl(M)) =cl(Xu )\ cl(®) (5.6)

dir (Li ve Liu, 2012).

Kanit. (i) = (ii): (5.6) esitligi Pawlak tist yaklagim operatorii @apr nin temel 6zellikleri ile
(cl1), (cl5) ve (Mcl4) den kolayca goriiliir.
(i1) & (i): cl operatoriiniin (5.6) esitligini sagladigini kabul edelim. X =Y = @ oldugunda
(5.6) esitliginden;
g ucl(@) U (U\cl(U\cl@))) = cl(@) u (U\cl(U\cl(®)))
=cl(®) \ cl(®)
=0
cl(@) = @ elde edilir. X # @ ve Y = @ olsun. (5.6) ve cl(@) = @ esitliklerinden;
X Ucl(X) u (U\el(U\ cl(9))) = cl(X U 8) \ cl(9)
= XU cl(X)
= cl(X)
esitliginden X € cl(X) olur. cl(@) = @ ve X < cl(X) olduguna gore her X, Y € U i¢in

cl(¥) U (U\ cl(U\ cl())) = cl(X U Y) (5.7)
dir. X =@ ve Y # @ olsun. (5.7) den

cl(@) U (U\cl(U\ cl(N)) = (U\ cl(U\ cl(v)))
=cl(@UY)
= cl(Y) (5.8)
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elde edilir. (5.7) ve (5.8) esitliklerinden cl(X) U cl(Y) = cl(X U Y) ¢ikar. Her Z € U igin
Y = U\ cl(2) olsun. O halde (5.8) esitliginde Y = U\ cl(Z) alarak, cl(cl(Z)) = cl(Z)
bulunur.

U tizerinde bir R bagintis1 her X, y € U 6ge ¢ifti icin XRy :< cl({x}) = cl({y}) olarak
tanimlansin. R nin bir denklik bagintis1 oldugu agiktir. Simdi her X € U i¢in cl(X) = apr(X)
esitligini gosterelim. x € apr(X) olsun. X in Pawlak st yaklasimi tanimi geregince
[Xx] N X # @ dir. Eger x € X ise X € cl(X) olur. Eger X € X ise X # Y olacak bigimde biry €
[X] N X 6gesi vardir. O halde x € cl({x}) = cl({y}) < cl(X) oldugundan apr(X) < cl(X)
olur.

Simdi cl(X) < apr(X) oldugunu gosterelim. X € cl(X) olsun. O halde [X] N X # @
oldugunu gésterilirse x € apr(X) saglanir. i1k olarak cl([x]) = [X] esitligini gosterelim. cl
nin tanimindan [X] € cl([x]) oldugu ag¢iktir. Kapsamanin diger yoniinii gostermek igin
y € cl([x]) ancak y & [x] oldugunu varsayalim. y € [y] < cl([y]) oldugundan cl({x}) #
cl({y}) dir. Bu varsayim ile ¢elisir. O halde y € [X] olmalidir. Boylece cl([x]) € [X] dir.
Sonug olarak istenilen cl([X]) = [x] esitligi gosterilmis olur. Onerme 5.5.2’nin kanitinda
verilen; [X] = cI([X]) = U, cl({z}) = cl({x}) esitligini tekrar hatirlayalim. Benzer sekilde
[yl = cI([y]) = Usery cl({z}) = cl({y}) dir. Béylece [y] < cl([y]) = cl({y}) < cl({x}) olur.
Bu cl({x}) in bazi denklik smiflarmin birlesimi olarak yazilabilecegini gosterir. Ayni
zamanda bu ifade cl(cl({x}) \ [X]) i¢in de gergeklenir. Y = cl({x}) \ [X] olsun. O halde
Y ccl(Y) =cl(cl({x}) \ [X]) c cl({x}) dir. cl(Y), baz1 denklik smiflarinin birlesimine
esittir. Boylece cl(Y) =Y dir. Dolayisiyla (5.8) den cl(U\Y)=U\Y elde edilir.
[X] € U\Y oldugundan [x] € cl([x]) € cl(U\Y)=U\Y dir. Boylece U \Y = (U\
Y)ucl([x) =U; Y =cl({x}) \ [X] olusuyla celisir. Ayrica cl([x]) = [x] dir. Eger
(X NX =8 ise X €U\ olur. cl(U\ [x]) = Uyeu p €YD = Uyeur paly] = U\ X
esitliklerinden cl(X) < cl(U \ [x]) = U\ [x] olup x € U \ [X] olmasiyla gelisir ve X € cl(X)
olur. O halde [x] N X # @ dir ve x € @apr(X) bulunur. O halde cl(X) < apr(X) gosterilmis

olur. Sonug olarak istenilen cl(X) = apr(X) esitligi elde edilerek kanit tamamlanir. O

72



6. SONUC

Bu tez calismasinda, Pawlak kaba kiime teorisi ile Whitney’in temellerini attig1
matroid yapilarmin ortak noktalar iizerinde duruldu. Pawlak alt ve iist yaklagimlar ile
matroid teorisinde yer alan rank, kapanis, devre ve taban kavramlari arasindaki iligkiler
verildi.

Bu calismayla bir R bagintis1 yansimali oldugunda matroid iist yaklagiminin, baginti
ist yaklasimi tarafindan kapsandigi goriildii. R bir denklik bagintis1 oldugunda ise iist
yaklagim operatoriiniin baginti tarafindan indirgenen matroidin kapanis operatoriine esitligi
gosterildi.

Bu tez calismasinin matroid teorisi konusunda Tiirk¢e kaynak eksikligini bir l¢iide

giderecegi ve gelecekte yapilacak ¢alismalar i¢in temel bir kaynak olacag: diisiiniilmektedir.
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